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Introducao

Esta dissertacao é baseada no artigo “Genericity of wild holomorphic functions
and commom hypercyclic vectors” de George Costakis e Martin Sambarino [3]. Esse
artigo trata da existéncia de conjuntos genéricos de vetores hiperciclicos comuns para
algumas familias nao enumeraveis de operadores lineares. Dizemos que um vetor
é hiperciclico para um operador T' se sua 6rbita por T° é densa. Um operador é
hiperciclico se possui vetores hiperciclicos.

Durante a primeira metade do tltimo século, Birkhoff [4] e MacLane [5] mostraram
que certas fungoes inteiras podem aproximar qualquer fun¢ao inteira por um processo
adequado de limite, isto é, que certas funcoes inteiras possuem um comportamento
“selvagem”. Mais especificamente, Birkhoff construiu uma funcao inteira f tal que
qualquer funcdo inteira pode ser obtida como limite (uniforme em conjuntos com-
pactos) de translagoes f(z + ¢,) para alguma sequéncia ¢, € C e MacLane provou
a existéncia de uma funcao inteira tal que a sequéncia de suas derivadas ¢ densa

em H(C) = {f : C — C : f é holomorfa} com a topologia usual de convergéncia



uniforme em conjuntos compactos. Birkhoff essencialmente j& havia provado a hiper-
ciclicidade do operador T, f(2) = f(z + a), a € C, o # 0. No caso do operador
translacao é conhecido que se tomarmos uma subfamilia enumeravel em « existe
um conjunto residual de vetores hiperciclicos comuns para essa subfamilia. Em
seu trabalho, Costakis e Sambarino [3] provam a existéncia de um conjunto resid-
ual de vetores hiperciclicos comuns para a familia nao enumeravel de operadores
{T,: H(C) — H(C):a e C\{0}}.

No capitulo 1 colocamos algumas definicoes e resultados que sao pré-requisito para
o desenvolvimento deste trabalho.

No capitulo 2 provamos a existéncia de um conjunto genérico de vetores hiperciclicos
para os operadores translagao, conjunto esse que é comum para qualquer a € C\ {0}.

No Capitulo 3 é apresentado um critério a partir do qual é possivel decidir se uma
familia de operadores possui um vetor hiperciclico comum, ou também se um operador
tem um vetor hiperciclico. A reciproca desse critério é um problema ainda em aberto
segundo Martin Sambarino. Também nesse capitulo fazemos aplicacoes bem simples
do critério a familias modificadas do operador shift no espago das sequéncias de
quadrados somaveis £2.

No capitulo 4 provamos a existéncia de um conjunto genérico de vetores hiperciclicos
para o operador derivacao composto com o operador reescalamento do dominio. Ainda

nesse capitulo provamos a existéncia de uma funcao selvagem que se aproxima de zero



para z = re?™ ¢ C, r muito grande, 6 # 1.



Capitulo 1

Preliminares

Este primeiro capitulo é dedicado as defini¢oes basicas e teoremas que serao uti-
lizados neste trabalho. As demonstracées dos teoremas deste capitulo sao omitidas
por serem classicas ou por exigirem conceitos que nao serao utlizados no decorrer dos

capitulos.

1.1 Definicoes Basicas

Definicao 1.1.1. Seja T’ : X — X um operador linear continuo agindo sobre um

espago vetorial toplogico. E chamado de érbita de um elemento z € X o conjunto
Orb(T,z) = {T"(x) : n > 0}.

Definicao 1.1.2. Seja T : X — X um operador linear continuo agindo sobre
um espago vetorial topologico X. Um vetor x € X ¢é chamado de hiperciclico se sua

érbita Orb(T, x) é densa em X.



Definicao 1.1.3. Um operador linear continuo 7' : X — X agindo sobre
um espaco vetorial topolégico X é chamado de hiperciclico se T" possui um vetor

hiperciclico.

Definicao 1.1.4. SejaT : X — X um operador linear continuo agindo sobre um
espago vetorial topoldgico X. Serd denotado por HC = HC(T') o conjunto de todos

os vetores que sao hiperciclicos para T

1.2 Resultados Classicos

Teorema 1.2.1. [1] Denote por C = C U {oo} o plano complezo extendido. Seja
F C C um conjunto fechado tal que C\ F é conexo e localmente conexo no oo.

Suponha que €(t) € uma fungdo continua positiva para t > 0 que satisfaz

/ 77 log e(t)dt > —oc. (1.1)
1

Entdao para toda funcao g : C — C, continua em F e holomorfa em seu interior,

existe uma funcao inteira f tal que
1f(2) — g(2)| < €(]z]), Vz € F.

Teorema 1.2.2. [8] Sejam X um espago localmente convexo, M um subespago de X
exg € X. Sexg & M entdo existe p € X* tal que ¢(xg) = 1 e ¢(x) = 0 para todo

xz € M.
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Teorema 1.2.3 (Baire). [9] Se X é um espag¢o métrico completo, entao a interce¢ao

de toda colecao enumerdvel de conjuntos abertos e densos de X ¢ densa em X.

Teorema 1.2.4 (Runge). [7] Sejam G um conjunto aberto em C e E um subconjunto
de C, tal que o fecho de E intersecta cada componente de Co\G. Sejam f uma funcdo
analitica em G, K um subconjunto compacto de G e € > 0. Entao existe uma fungdo

racional R(z) com todos os pdlos em E tal que

1f(z) — R(z)| <€
para todo z € K.

Muitos dos resultados apresentados neste trabalho sdo provados no espago H(C)
das fungoes inteiras (holomorfas em C). Recordemos que H(C) munido da topologia

compacto-aberta, ¢ um espaco localmente convexo metrizavel, completo e separavel.



Capitulo 2

Genericidade de Funcoes Inteiras

com Comportamento Selvagem

Neste capitulo apresentamos uma generalizacao do resultado obtido por Birkhoff.
Mostramos a existéncia de um conjunto genérico de vetores hiperciclicos comuns
para a familia nao enumeravel dos operadores translacao por complexos nao nulos. A
demonstracao desse fato é feita em duas etapas: primeiro consideramos as translagoes

por nimeros complexos de médulo um e depois translagoes em cada direcao fixada.

2.1 Funcoes Selvagens

Definicao 2.1.1. Dizemos que uma funcao f € H(C) tem um comportamento
selvagem no oo em qualquer diregao se qualquer fungao g € H(C) pode ser aproximada

em compactos por translagoes de f em qualquer direcao.

Como H(C) é um espago vetorial topologico separavel, podemos tomar uma

11
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sequéncia {¢;;j > 1} densa em H(C). Considere o conjunto

E(s,j,k,m):{fGH((C);V 0, 0<0< 1, 3 n=n(d) <m tal que

T 1
sup | f(z +ne®™) — ¢;(2) |< -1,
|2|<k S

onde s, 7, k,m € N.

Lema 2.1.1. O conjunto E(s,j,k,m) € aberto em H(C) quaisquer que sejam s, j, k

em em N.

Demonstragio. Seja f € H(C) e denote por S o circulo unitério. Considere os

conjuntos

1
Cr={ae S :sup | f(z+1a)—¢;(2) |< g}, l=1,..,m.

|2|<k
Afirmamos que cada conjunto C; é aberto em S'. De fato sejam ay € C; e

Bi[0] = {z € C; |z| < k}. Entao existe §y > 0 tal que

1
sup | f(z+lag) — ¢;(2) |[< do < —.
|2I<k §

Sejam € = (L —dg)3 e h: Bi[0] x ST — C dada por h(z,a) = f(z +la). Como f é
continua e B[0] x S! é compacto, usando a norma do maximo, 3 § > 0 tal que, se

a€Ste|a—apl|<dentao | f(z+1a) — f(z +lag) |[< e Vz € Bi[0]. Por outro
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lado, temos que:

| f(z+1a) = ¢i(2) | < [flz+1a) = f(z+1ao) | + [ f(z+lao) — ¢;(2) |

< €+(50

1
o

Logo C; é aberto e S* C UL, Ci. Isto é, U2, Ci é uma cobertura aberta e finita de
S!. Portanto existem compactos I; C C; tais que St C U;il I;. Encontraremos € > 0

tal que o conjunto

A={geH(C): sup |g(z)—[f(2)]|<e}

|z|<k+m
esteja contido em E(s,j, k,m). Observe que A é aberto em H(C). Para cada [ =

1,...,m, como I; é compacto, 3 &; > 0 tal que, se

1
sup | g(z) — f(2) |[<e ea€ [ entdo sup | g(z + la) — ¢;(2) |< —
|2|<k+m |2|<k §

Tome ¢ < min{g; : 1 <1 < m}.
Com isso mostramos que dada f € E(s,j,k,m), 3 € > 0 tal que B.(f) C

E(s,j,k,m). Logo E(s,j,k,m) é aberto para cada s, j, k, m.

Lema 2.1.2. O conjunto J,,~, E(s,j,k,m) € denso em H(C) Vs, j,k € N.

Demonstracao. Sejam s, j, k fixados, g € H(C), um compacto C' e € > 0. Queremos



14

mostrar que existe f € H(C) e m > 1 tais que f € E(s,j,k,m) e

sup | f(z) —g(2) [<e.
zeC

Como C' é compacto, existe k' € Z tal que C' C B,/[0]. Observemos que se K >k
entdo E(s,j,k',m) C E(s,j, k,m), logo sem perda de generalidade, assumiremos que

C' C Bg[0]. Para simplificar a notagao, seja ¢ = ¢;. Como ¢ é continua, existe § < %

1

tal quese | z [<ke|z—w|<dentdao | ¢(z) — d(w) [< 5.

Considere uma partigdo 0 < 0y < ... < 6, = 1. Fagat = 2k + 1 e B = By5[0].
Para d = 0,1, ..., defina os conjuntos

By = B+ ¥ (d + 1)t.

Os conjuntos By, By, ..., B; sao dois a dois disjuntos, pois dados 0 < d; < dy <[

inteiros, temos:

’ 627Ti9d1 (dl + 1)t _ e?ﬂi9d2 (d2 + 1)t | > <d2 + 1)t — (dl + 1)t

>t
= 2(k+1)
> 2(k+9),

isto é, a distancia do centro de B, ao centro de By, é maior que duas vezes os seus

raios. Logo

BdldeQZQ), A dl,dz, 0<d; <dy <.
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l
Agora defina a fun¢ao h no conjunto compacto R = B U U By (que tem comple-
d=1
mentar conexo), dada por

€ B
h(z) = 9@ 0 (2.1)
d(z — e¥(d +1)t) sez € By, d=0,...,1
Pelo Teorema de Runge 1.2.4, existe uma fungao inteira f (polinomial) tal que
. 1
sup | h(z) — f(2) |< min{—,e}. (2.2)
zZER 28

De 2.1 e 2.2 temos:

sup | f(2) = g(2) [<sup [ f(2) —g(2) <€

pois C' C B C R. Logo sup | f(z) —g(z) |[<e.
zeC

Para encontrar a particao acima escolha [ > 1 tal que n = %(1 + % + ...+ %) > 1

eparad=1,...0 — 1 faca 4.1 — 05 = 1(5=-2—) que teremos 0441 — Oy <

é
n\2m(d+1)t 2r(d+1)t"

Observe que

J

2n(Bas — 0)(d+ D) <8 & Baa — b0 < 5oy

27 (01 — 0a)(d + 1)t < § = | e2mi0ar1 — 270 | (4 4 1)t < §.

Segue entdao que se g < 0 < 04,1 e | z |[< k entdo z + (d + 1)te*™ € By. Logo para

2,00 <0 <041 ¢e|z]|<k temos

| f(z+(d+ 1)te*™) — p(2) |<
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| f (A (@ )te™) =G (2 (d+1)1(e*™ —e*™0)) | + | gzt (d+1)H(e™ —e*™0)) ~(2) |

De 2.1 e 2.2 temos
| f(z+ (d+ 1)2&627”9) — ¢z + (d+ 1)t(62’”‘9 — ezmed)) |=

. , . 1
| e+ (d+ Dte’™) = ¢z + (d + D™ —(d + 1)te’™™) | < .
N 7 N 7 S

g g

€ By € By

Temos também que

Logo

|ﬂz+w+wwmﬁ—¢@H<§

Proposicao 2.1.1. Seja

Tomo : H(C) —  H(C)
f(z) = flz+e*)

Entao eziste um conjunto Gs denso G C H(C) tal que G C HC(T 2xi0) para todo 0,

0<f<l1.

Demonstracdao. Seja G = mmﬂUE(s,j,k,m). Entao pelo Teorema de Baire
s j k m
1.2.3 e pelos lemas 2.1.1 e 2.1.2 temos que G é um conjunto Gs denso.
Provaremos agora que G satisfaz as condicoes da proposicao. Seja f € G e fixe

0, 0 < 0 < 1. Queremos provar que f é hiperciclico para T,e. Para isso seja
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g € H(C),L ¢ C um conjunto compacto e ¢ > 0. Tome s > 1 tal que % <zek

tal que L C {| z |< k}. Escolha também ¢; tal que sup | g(z) — ¢;(2) |< g Como
|z|<k

f € G, entdo f € E(s,j,k,m) para algum m. Entao existe n = n(f) < m tal que

sup | Terio (F)(2) —9(2) | = sup | flz+e) = g(2) |

sup | flz+e) = 6;(2) | + sup | ¢5(2) = 9(2) |

IN

IN
I
I

IN

Como g é qualquer, segue que G C HC(T 2x0). ]

Lema 2.1.3. Se T' € um operador hiperciclico em um espaco localmente convero X,

entao T — A\l tem imagem densa em X para todo A € C.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que existe um escalar A tal que Im(T — \I) #
X. Entao, pelo teorema 1.2.2, existe ¢ € X* nao identicamente nulo tal que ¢(y) =

0Vy € Im(T — ). Portanto

Por inducgao temos que

o(T?(x)) = Np(z) Vo € X e Vj > 0.
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Logo

H(Orb(T, z)) = ¢p(x){N : 7 >0} Vo € X.

Agora seja y € X um vetor hiperciclico para T'. Entao

¢(Ord(T,y)) 2 p(Orb(T,y)) = $(X) =K,

onde C ¢ o corpo de escalares. Logo, ¢(Orb(T,y)) é denso em C. Mas o conjunto

P(Orb(T,y)) = p(y){N;j > 0}

é discreto, logo chegamos a uma contradicao. O
Este fato é usado para demonstrar o seguinte lema:

Lema 2.1.4. Sejam X um espaco vetorial topoldgico, T : X — X um operador linear

hiperciclico, y € HC(T)} e M = {p(T)y : p € C[X]| }. Entao M \ {0} C HC(T).

Demonstragao. Seja y um vetor hiperciclico para T. Note que M = {p(T)y : p €
C[X]} é um subespago invariante por 7' e denso em X pois contém a érbita de y.
Mostraremos que todo elemento nao nulo de M ¢é hiperciclico para T

Seja p(T)y um elemento ndo nulo de M. Como T comuta com p(7T'), temos
que Orb(T,p(T)y) = p(T)Orb(T,y), isto é, a 6rbita de p(T)y por T' é a imagem
de Orb(T,y) pelo operador p(T). Se p(T) tem imagem densa entao Orb(T,p(T)y)

serd denso ja que é imagem do conjunto Orb(T,y) que é denso por p(T"). Entao,
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para terminar a demonstra¢do provaremos que p(7') tem imagem densa. Para isso,

escrevamos p(z) na forma
p(z) = Xo(z — A1)...(x — A\p)
pois p € C[X]. Logo
p(T) = (NT — XA I) o (T —XoI)o...o(T — N\, 1)
e portanto, por 2.1.3, Im(p(T)) é denso em X. [

Proposicao 2.1.2. Seja T um operador hiperciclico sobre um espaco vetorial topoldgico
X e seja n qualquer inteiro positivo. Entao T™ também € hiperciclico e, além disso,

T e T™ possuem os mesmos vetores hiperciclicos.

Demonstracao. Primeiramente, denotaremos por B" o fecho de um subconjunto B
de X em X. Sejam x um vetor hiperciclico para T e V = {p(T)x : p € C[X]}.
Entao V' é conexo e invariante por T. Seja A = T|y. Entao A é continuo sobre
V' (pois T é continuo). Logo, seque da demonstracdo do lema 2.1.4 que o conjunto

{y, A(y), A%(y), ...} é denso em V para todo y € V. Considere agora o conjunto
S ={x,A"(zx), A*"(z),..}.
Provaremos que 5" = V. Observe primeiro que A"S C S. Seja
Sk:U{Ai—lSvﬂ...ﬂAi—kSv: 0<ip<..<ixg<n-—1}, paral <k <n. (2.3)

Entao
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i ) Sy é invariante por A para cada k. De fato, para cada 0 < i3 < ... < iy <n—1

existem 0 < 77 < ... < jr < n — 1 tais que

AATS N .. N ARG ) c A8 0. A AWTS = AnS N..nARS C 8.

Note que, se jp = n temos

A"S C S = A"

ii ) 0€S,.

Note que S, = A0S U UATTS e S, = A5 ... N A5 . Como 0 € 51,

temos que 0 € Aig" para algum ¢. Como A(A"SV) c A5 e 48 ¢ 5"

segue que 0 € A5V N .. N A5 = Sh.

iii ) S, =V.
Sabemos que S7; = V. Suponha que S, = V para algum k < n. Provaremos que
Sky1 = V. Suponha por absurdo que Si,; # V. Nesse caso, mostraremos que
Sii1 = {0}. De fato, se existir v # 0, v € Siy1 teremos que S 1 = {0}. Pois se
Sk+1 7 {0} entao existe v # 0 pertencente a Sg,1. Entao Orb(A,v) C Sk4q pois
S41 € invariante por A e Orb(A,v) é denso em V, isto é, Sp11 = V e estamos

supondo Sii1 # V. Note que se {i1, ..., ik} # {j1, ..., jr}, entdo

(A5 N .. AARS )N (AnS N .. AARS' ) C Sy,

pois algum dos elementos de {ji, ..., jx}, digamos j;, nao pertence a {iy, ..., i}
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e temos

(A0S N..n A8 ) NARS N..NARS" ) € (AnS' N..NARS YNATS C Sppr.
Logo,
v —V —v —v
[(AnS N...NnAxS N{0} N[(A7S Nn..NAxS N\{0} C Spi1\{0} # 0.

Portanto Si\{0} = V\{0} é uma unido finita de conjuntos fechados disjuntos
(relativos a V\{0}) da forma [(A18" N .. N A%S )\{0}. Como S;\{0} é
conexo, um dos conjuntos desta forma ¢ V\{0} e os outros sdo vazios. Segue

entdo do argumento em (z) que A(V\{0}) = (. Mas isso nao pode acontecer

pois A(V\{0}) é denso em V.

Voltando ao contexto das fungdes holomorfas.

Proposicao 2.1.3. Seja f hiperciclico para T.axie para algum 0. Entao f também é

hiperciclico para T, 2xi0 para qualquer nimero r real positivo.

Demonstracao. Sejam f hiperciclico para T,zxie, 7 > 0, g € H(C), L C C um conjunto

compacto e € > 0 dados. E suficiente provar que existe n tal que

sup| f(z +nre?™) —g(2) | < e (2.4)
z€L

Partiremos a prova em dois casos: 1° caso: r é racional: isto é r = %’,p,q € Ze

q# 0.
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Seque do Teorema 2.1.1 que f também é hiperciclico para Te’;ﬂ{,. Portanto, existe

algum inteiro m tal que

sup | f(z+ mpe®™) — g(z) |<
zE

e o resultado segue da igualdade

mqreQ’”e — mpe27m9 )

2° caso: r é irracional:

Como g é continua, 36 > 0 tal que se z € L e | z —w |< J entdo

[9(z) = g(w) |< 5. (2.5)

Chame de Ls = {2z : d(z,L) < 6} e escolha um inteiro k > 2sup | z |. Seja [z] a
z€Ls
parte inteira de um nimero real z e {x} a parte fraciondria de . Como a drbita de

qualquer elemento em S* pela rotacao irracional 7 ¢ densaem S ! existe uma sequéncia

crescente de inteiros ny < ny < ... tal que
r )
0<{n,—-t<—,7=12 ..

sup(n;41 — n;) < oo.
J

Faca m; = [n;7], a parte inteira de n;;. Entao n;7 = {n;7} +m;. Segue entdao que

n;r —mjk = {n]%}k < 0.
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T
Como njr = mj; segue que

0 <njr —mjk <9,

sup | mjq —m; [<m
J

para algum m e para todo j. Seja L5 = Ls + lke*® 1 = 1,...,m — 1 e considere o
conjunto compacto

K=L;UL;u..UuLy "

Observe que esta reuniao é disjunta pois

k>2sup | z|.
z€Lg

Defina a funcao h sobre K dada por

hz) = { g(2) se z€ L
9l

z—1ke*™) seze L, 1=0,...,m—1
Entao, pelo Teorema de Runge 1.2.4, existe uma fungao inteira (polinomial) £(z) tal
que

sup | £(2) — h(z) |< (2.6)

z€EK Z
Como f é hiperciclica para T2xi0, segue da proposicao 2.1.2 que f também é hiperciclica

para Te”gﬂ@. Portanto, existe algum inteiro n tal que

sup | f(z + nke?™®) — ¢(z2) |< Z (2.7)
zeK
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Como sup | m;41 —m; |< m Vj, segue que para n acima existe j tal que
nk < mjk <nk+ (m—1)k
e existe também [, 0 <[ < m — 1, tal que

m;k = nk + lk.

w = (njr —m;k)e*™™.

Note que se 0 < n;r —m;k < 9, entdo | w |< d. Temos entdo, para z € L e de 2.5,

2.6 e 2.7 que:
| f(z+nme®™®) —g(2) | = | f(z+ (njr +mik)e*™ —m;ke>™ ) — g(2) |
< | f(z4+w) + (Ik + nk)e*™) — £(2 + w + 1ke®™) |
+ €+ w+ ke ) —g(z+w) |+ | g(z +w) — g(2) |
< S454°
4 4 2
= .
Logo vale 2.4. |

Teorema 2.1.1. Eziste um conjunto G5 denso G C H(C) tal que G C HC(T,) para

todo aw € C\ 0.

Demonstracao. O conjunto GG obtido na proposicao 2.1.1 satisfaz ao teorema, ja que

para qualquer funcao f € G, f é hiperciclica para T,2-0 para todo 0 < 6 <1 e pela
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proposicao 2.1.3, f também é hiperciclica para para T, .26 onde r é qualquer niimero

real positivo, isto é f é hiperciclico para T,, para todo o € C — {0}, Il

Com esse teorema concluimos que o conjunto das func¢oes holomorfas com com-

portamento selvagem é genérico.



Capitulo 3

Um Critério de
Universalidade/Hiperciclicidade

Comum

3.1 O Critério

Nesta parte daremos condigoes que garantem a existéncia de vetores universais (hi-
perciclicos) comuns para algumas familias (sequéncias) de operadores. Relembremos
que um F-espaco é um espago vetorial topolégico cuja topologia é induzida por uma
métrica completa p. Embora em geral p nao provenha de uma norma, para simplificar

a notagao, escreveremos ||z|| = p(z,0).

26
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Definicao 3.1.1. Seja X um F-espago. Um vetor x € X é chamado de universal
para uma sequéncia de operadores lineares T,, : X — X se a sequéncia {T,(z) :

n =1,2,..} é densa em X. O conjunto dos vetores universais serd denotado por

U{T,:n>1}).

Teorema 3.1.1. Seja X um F-espago separdvel, I C R™ um intervalo e F = {1}, :
n € N, X € I} uma familia de operadores lineares em X e satisfazendo Tpip ) =
Tox o Tk, tal que para cada n fizado a fungao N € I +— T, € F € continua.
Assuma que eziste um conjunto denso {z; : j > 0} em X e uma familia de operadores
{Spr:neN, Xe I} tal que T,y 0 Spn = Id, Spikr = Spx o Sk € as sequintes

propriedades se verificam

1. Dado x; e um conjunto compacto K C I existe uma sequéncia de nimeros
positivos ¢y tal que
(a) Xycp < 00,
(b) HTn+k,)\ © Sn,&('rj)H < ¢ vn 7k >0e )\7 OS K}
(¢) [T 0 Susnala)l| < e ¥n k>0 e Ao € K, A< a.
Note em particular que ||T, x(x;)]] < cn e ||Sua(xj)]] < cn.
2. Dado ¢ > 0 ,z; e um compacto K C I, existe 0 < C(e) < 1 tal que para
A\, a € K wvale o sequinte:

se 1> 2> Ce)n, entdo |Typ 0 Spalz;) — ;]| < e
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Entdo existe um conjunto residual G C X tal que {T,\(z) :n >0} = X VA €

I, Vo € G. Em outras palavras G CU({T, x(z): n>0}) VA e I.
Demonstracao. Seja K = [\, A\y] C I. Defina o conjunto
1
Ei(s,j,m)={r e X : VA € K dn=n(\) <m tal que ||T,\(z;) —z;|]| < -}
s

Afirmacgao 1: Ej(s, j,m) é aberto.

Demonstracao. Seja x € Ei(s, 7, m). Entdo para todo A € K existe n = n(A\) < m

tal que |7, a(z;) — 2;]| < d para algum 6 € (0,2). Sejae = (2 —§)3. Como T, ¢

continua, existe dy tal que
se ||z —y|l <d2 entdao [|[Toa(x)—Tun(y)] <e.

Logo

IToa() = zll - < NTaa(y) = Tax(@)| + [[Taa(z) — 24

IN

e+4+9

1

>

Logo Bs, C Ej(s,j,m) provando que Fy(s, j, m) é aberto.
Afirmacgao 2: U Ex(s,j,m) é denso em X.

Demonstragao. Sejam w = x, para algum inteiro positivo p e 6 > 0. Encontraremos

algum m > 1 e y € Ex(s,j,m) tal que |ly — w| < 4. Fixe k € Z suficientemente
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grande tal que

1

Tn < -,
[Tur(w)ll < -

(3.1)

paratodon >k, A€ K e

) 1
Z ¢, < min{J, E}

n>k
Considere uma partigdo A\ = ap < a1 < ... < o = Ay do intervalo [\, Ag] e defina o

vetor

Y =W+ Skao(T5) + Sakar (75) + - + Sk, (7).

Afirmamos que [ e A\ = ap < a1 < ... < a; = Ay podem ser escolhidos tais que
|ly —wl|| <0 ey € Ex(s,j,m) para algum m. De fato mostraremos que

1
se a1 <A<y, i=1,..1 entdo ||Tuyea(J) — ;] < —.
s

Portanto, se m = (I4+1)k temos que y € Ey(s, j,m). Vamos primeiro estimar ||y —w||:

ly —wll = [[Ska0(5) + Saka (£5) + - + Srryea (25)
< Sk (@) + 152,00 ()] + -+ 1S as1)k.00 ()]
< gt okt Curk
< Z Cp < 0.
n>k
Segue entao que
1

1
y—wl| < — Cp + Cop + oo Fcurnr) < — Cp < 0.
o=l = @ ) S 32

ll]|=1 nzk
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Seja A\, a;_1 < A < «;. Entao

Tliryer(¥) = Tarryra (W) + Tlir1en © Sk (T5) + oo + Tlav1)ka © Sr1)k,a (T5)-

Entao

[T (y) — 25l < 1T arnyra(w)]]
+ Ttk © Skao (@) + o+ [ Tix1yra © Sika;_y (75)]]
+ Ttk © Sk (T5) — 24

+ [T r1)ka © Stir2pkan: (@) + -+ 1Tl 1)k © Sag1yken (25)]]-

Note que || Tk (w)|| < & e por 1b temos que
T2k © Skao (€)1 + -+ 1 Ta+1)00 © S (25)]

1
< Gkt Ca—yp o o < e (3.2)

Da mesma forma, por lc temos que

| Ti1)e0 © Stit2)kaies ()| + o F 1T 1)k © Staie ()] < ek + cok + -+ csnim

1
< (3.3)

Portanto temos que encontrar [ e A\y = ap < a1 < ... < oy = A tal que para A,

;1 < A < o; tenhamos

1
1Tl 1)en © St tyka; (T5) — 4| < 5 (3.4)
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para todo i = 1,...,1. Faca ¢ = = e seja C(g) como no ftem (2) do teorema. Entao

se & > C’(s)<i+11)k, i =1,...,0 entdo [Tl i1k © Sitiykae: (7)) — 3] < e = L. Como

Qg

a;_1 < A < q; é suficiente mostrar que

(67 1
s Ole)moR, i=1, .., 1.

Q;

Fazendo (; = *=% temos que 3.5 é equivalente a

B> Ce)™F, i=1,..,1.

Portanto é suficiente encontrar [ nimeros positivos fi,...,0 < 1 tais que 3; >

C(e) (i+11>k, 1=1,....l e que

&3] a1 A

! @0
I 0= —-

o 042'” o )\2.

Escolha [ > 1 tal que n = %C(a)%(%%*'“*z%) > 1 e fazendo

defina

Logo 3.6 vale e fazendo

=X e aj=Xll_, B, i=0..,01-1

teremos a particao que satisfaz 3.5. Logo de 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 temos

11 1 1
T; — Ty As | As
[Tk (y) — 25| < L 6T 1
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Isto é, ||z —y|| < 6 e [|[Ti1k(y) — 25]| < 1. Logo y € Ex(s,j,m) onde m = (i + 1)k,
1=1,...,1. Logo UEk(s,j, m) é denso em X.

Escrevendo [ :omo uma reuniao enumeravel de intervalos compactos K, teremos
que o conjunto

G = ﬂﬂmUEkn(s,j,m)

satisfaz & conclusao do teorema.

3.2 Aplicacoes do Critério

Sejam ¢? = (*(N) o espago de Hilbert das sequéncias de quadrados somdveis com
valores complexos munido da norma usual
1
oo 2
&= (Tp)nen € £ = [|z] = (Z |x”|2)
n=0
eT : /(0> — (?dada por T(x1,22,23,...) = (79, 73,...) 0 operador ”Shift”. Seja

também

D={(z,) €l*2, €Q+iQ e Tky>0 tal que x;, =0 Yk > ko).

No contexto de operadores lineares em espagos de Banach, Rolewics[13] foi o

primeiro a provar a existéncia de operadores hiperciclicos nesses espacos. Sabemos
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que o operador shift nao admite vetores hiperciclicos em ¢2, pois
lim ||[T"(z)|| =0, Vax € ¢
n—oo

Logo a sequéncia (T™(x)),en nao pode ser densa em ¢2.

3.2.1 O Operador Shift

Embora o operador Shift nao seja hiperciclico, Rolewics [13] provou que seus
multiplos, AT com A € C, |A] > 1 sdo hiperciclicos. Salas [6] questionou se essa
familia admite um vetor hiperciclico comum. Recentemente Abakumov e Gordon [2]
responderam a essa pergunta. A prova deles consiste de uma construcao esperta de
um vetor hiperciclico comum para essa familia de operadores. Como consequéncia do
critério apresentado no paragrafo anterior apresentamos uma prova nao construtiva
desse fato, mostrando ainda que o conjunto de vetores hiperciclicos comuns para essa

classe de operadores é residual. A prova segue das duas proposicoes a seguir.

Proposigao 3.2.1. Eziste um conjunto G5 —denso G C I? tal que G C HC(\T) para

todo A € R, A > 1.

Demonstragao. Para provarmos esse teorema usaremos o teorema 3.1.1. Seja T, y =
(AT)™ e Spp = (35)™ onde S(z1,2a,...) = (0,21, 2, ...). Note que: T, 5 0 S, \ = Id.
Vamos verificar o ftem 1 do teorema 3.1.1. Fixe z = (x,) € D e um intervalo

compacto [, Ae] C (1,00). Seja ky € N tal que z;, = 0 para todo k > k. Observe
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que Tika ©Sna = 0 para k > k. Para a, A € [A1, A2], A < a temos:

ITns © Snsra(@)ll = ITos(GmlzDl = Fllall = G arllzll < =l < spllzll.
Portanto fazendo ¢, = %Hx II; k > ko as condigoes a, b e ¢ do item 1 do teorema
3.1.1 sao satisfeitas.

Agora vamos verificar o item 2 do teorema 3.1.1: Seja € > 0 dado. Entao:

A n
1T © Sna(@) = 2l = |(=)" = 1[|z].

Escolha C'(e), 0 < C(e) < 1 tal que C(e) > 1 — 7oy € © ftem 2 serd satisfeito. Logo

pelo teorema 3.1.1, existe um conjunto Gs-denso G C [? tal que
G CcU{T,\(x) :n >0} VA € (1,00), Vx € G,
isto é,
G CHC(AT) VX € (1,00).
O

Proposicao 3.2.2. Seja x um vetor hiperciclico para NXT (onde T € o operador Shift)

para algum \ > 1. Entdo x também € hiperciclico para \e*™ T para todo 0, 0 < 6 < 1.

Demonstracao. Seja x hiperciclico para AT e fixe 6, 0 < 6 < 1. Queremos mostrar
que a orbita de z sob A\e?™T é densa. Temos entao duas possibilidades:

e Se 0 = £ (racional) segue que a sequéncia (Ae?0T)"(z) é densa em ¢? pois
pela proposicao 2.1.2, a sequéncia {(AT)™(x);n > 0} é densa em ¢? e o resultado vale

pois (AeZ™ 0T\ (z) = (\T)™(z).
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e Se 0 ¢ irracional:
Sejam z € I* e € > 0 dados. Seja 0 > 0 tal que se [|a — z|]| < 5 e 0 < G < § entdo

2716

e — z|| < e.

Seja y = {y;} € I? tal que |ly — z|| < £ tal que existe um inteiro ! satisfazendo

€

. L
yj=0 para j>le Y | SO ON R

j=1
Da minimalidade da rotacao irracional e procedendo como na demonstracao da
proposicao 2.1.3 escolhemos uma sequéncia de inteiros positivos nqy < ng < ng < ...
tal que
0 < {nplf} < 6 esup|ngs1 —ngp < m.

Seja

SY) + o+ (28)m Vi),

w=y+( \

1

A

Como T7 ¢ uniformemente continua e A € [A1, Ao] podemos tomar ¢; tal que se
v —ul| < e entdo ||[(AT) (v) — (A\T) (u)| < %, 0<j<ml

Usando o teorema 2.1.2; escolha algum n tal que

IAT)™ (2) — wl| < e
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Existe algun ny tal que ngl = nl + jl para algum j, 0 < j7 < (m — 1). Portanto

IAT)™ (2) =2l < AT (2) = AT ()| + (AT (w) =yl + [ly — 2]

= [TV (AT (2) — w)|| + AT (w — (%S)ﬂ(y))\l +ly ==

. . 1 I o me

= AT AT (2) — w)|| + H(XS)(””’(@/) ot (XS>( Yyl

+ vy ==l

< € . € . €

- 6 6 6

€

= 5
Fazendo o = (A\T)™!(z) temos entdo que

[APTOT) ™ (@) = 2| = [Pt XT Y () — |
_ ||€27ri([nkl]+{nkl})9()\T)nkl(x) o ZH
||62m{”kl}6()\T)”’“l(x) o ZH <€

e a demonstracao esta conpleta. Il

Usando as proposicoes 3.2.1 e 3.2.2 obtemos o

Teorema 3.2.1. Eziste um conjunto residual R C I* tal que R C HC(AT) VA €

C, |Al > 1.

3.2.2 O Operador Shift Ponderado

Seja T :1?> — [? definido por T'(z1, Ta, ...) = (@179, asT3, azxy, ...) o operador Shift
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Ponderado com uma sequéncia de pesos {a;;i > 1}.

No nosso estudo, usaremos uma sequéncia de pesos particular, a saber:
A
a;(A\) =1+ —, onde A € R, A > 1.
1

Denotaremos por T o operador Shift Ponderado com a sequéncia de pesos (a;()))ien-

Entao vale o seguinte resultado:

Teorema 3.2.2. Existe um conjunto residual R C [* tal que R C HC(Ty) para todo

AeR, A>1.

Demonstragcao. Para demonstrar esse resultado usaremos o teorema 3.1.1.

z2

Para cada A > 1 defina o operador S, dado por Sy(z1,x2, ...) = (0, #(1/\), AL )

e faga T, x = (T\)™ e Spx = (Sx)". Segue que T, 50 S, \ = Id. Fixe x = {z;} € D
e um intervalo compacto [\, Ay] C (1,00). Entao existe kg tal que Ty \(z) = 0 Vk >

ko, VA > 1. Para k > kg faca
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Seja {e,} a base canonica de [2. Agora, para A < «a temos
i H:H_j]+1 a;(A) ) . .
. i+j—kCj+1
j=k I1; —;]+1  ai(@)
_ ]HZkO H?:-'—J‘J-H ai(>‘>

||Tn,>\ © Sn-i—k,a(m)H =

- - Litj—kCj+1
Hg:j—i—l—k; ai(a). H;‘:_j]—&—l ai(@)>

1
< 5 Titj—kCj+1
=k Hi:j—i—l—k ai(c)
k+ko
S k‘—i—k:() § Titj—k€j+1
[Ti2)" aila
<

! |
S T EEE— X
[T ai(\)

= Ck.

Provaremos agora que g cp < o0. Nos célculos a seguir, a, ~ b, significa que

k
lim 2% — 1. Note que
k k \ k \
1 1
log([ [ a:(N) = log(1 + —)~ > — ~ X log(k).
=1 =1 =1

Logo ¢x ~ ==||z]] e D ¢ < 00, e as condigoes a, b e ¢ do item 1 do teorema 3.1.1 sdo

k*l

satisfeitas. Vamos agora verificar o item 2 do teorema 3.1.1: Note que

‘zll/\
Hzlla

ltna © Snalz) — x| < — 1] ||z]].

Seja € > 0 e fixe a, 0 < a < 1. Observe que lim (1 — a%).logn = 0. Entao, para n

n—oo

suficientemente grande temos
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Logo, se n é grande e \, & € [\, o] satisfazem 1 > g > an, entdo
A «

U< = =t 1 <
ne nA

Como [[i_, a;(\) ~ n* segue que o {tem 2 vale para n suficiemtemente grande
(n > ng) com 1 > C(e) > a. Portanto, escolha C'(¢) tal que o item 2 também vale

para n < ng. O



Capitulo 4

Outros Exemplos de

Comportamentos Selvagens

Na primeira secao deste capitulo provamos a existéncia de um conjunto genérico
de vetores hiperciclicos comums para a familia de operadores dados pela composta
do operador derivada com o operador multiplicagdo por escalar (reescalamento do
dominio). Na segunda se¢do mostramos a existéncia de um caso patolégico de uma
funcao que é hiperciclica apenas para T}, e se aproxima da funcao nula em qualquer

outra direcao.

40
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4.1 O Operador Derivada

Seja H(C) munido da métrica usual

- SUp|, < | f(2) — 9(2)] 1 ara
p(fag) - nZZI (1 +Sup|z|§n |f<Z) - 9(2)’> n P f,g S H(C)

Como no capitulo anterior escreveremos || f|| = p(f,0). Seja D : H(C) — H(C) o

operador derivagao e Ry : H(C) — H(C) dado por Rx(f)(z) = f(Az).

Teorema 4.1.1. Eziste um conjunto residual F' C H(C) tal que para qualquer f € F
e qualquer nimero real positivo X\, a funcao h definida por h(z) = f(Az) pertence ao

conjunto HC(D).

Demonstracao. Para provar esse teorema aplicaremos o teorema 3.1.1 a familia de
operadores T,, , = D"o Ry onde A\ € R*. Defina os operadores S,, , : H(C) — H(C)
dados por S, \(f)(z) = f(_”)(f), onde f(=1 ¢ a antiderivada de f tal que o valor em
060e f™ = (f~"=)~1 Vamos verificar que as condicoes do teorema 3.1.1 sdo

satisfeitas. Primeiro observe que

z 1 z

Toro Sia(1)() = Taf NG = NG fO) = 7). ()
Isto é, T}, x0S, A = Id. Para verificar os itens (1) e (2) do teorema 3.1.1 usaremos como
um subconjunto denso de H(C) o conjunto dos polindomios {P,} com coeficientes em
Q + iQ. Seja p um polinomio fixado. Entdo T},14x 0 Sy a(p) = 0 para k > grau(p).

Por outro lado, T, \ 0 Spik.a(p) = %p(_k)(gz). Entao, para A < a,

I T © Spialp) | < 19791
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Defina ¢, =|| p™* || e faca m = grau(p). Seja ¢ o maximo dos médulos dos coefi-

cientes de p. Entao

sup [pf(2)] < e
|2|<n :
Logo,
a = [lp™"l

. Z Sup\z|§n|pik(z)| i
pet 1+ sup, <, [P*(2)] | 2"

- ntlepmtk 1

= Z 1+ (=) epmtk on’
n>1 k!

Precisamos entao mostrar que g cr < oo.Para isso é suficiente mostrar que
k

”—ch mtk 1
ZZ 1_|_ m+1 Cnerk 2_n < 0.

Seja | = [2log k] a parte inteira de 2log k. Entao

n+1 m+k
2 en™ 1
cC < k! -

n>1
! n+l . m+k ntl . om+tk
cn™ 1 cn™ 1
< E ( kL T )— + § ( k! )—.
- m m+k n m_ m-+k n
n=1 1 +( ) cnMmth T2 n>l+1 ( )Cn - 2

Mas

nt+l . m—+k
§ k! C? i < lm + 1Clm+k
14 (%)cnm‘*‘k on k!

mA1\ ik
- ()

m+1 mk+1
(T) c(2logk)

IN



Logo,

2 m
Note que Z S2logk < o0o. Falta mostrar entao que Z<T
k k

e <c

k!

Usando o teste da razao obtemos:

IN

(21 gk)m+k+1+

2
logk*

+1

(2log(k + 1))+ k! ~ 2log(k+1) [log(k+1)
(k+ 1)! (21og k)mtk+t E+1 log k
~ 2log(k+1) (log(k+1)
N k+1 log k
~ 2log(k+1) (log(k+1)
N k+1 logk:
< 2log(k+1) [log(k+ 1)
- k+1 log k
2log(k + 1) [log(k+ 1)
- E+1 log k
Como
m+1
lim 2log(k +1) [log(k+1) e =0,
k—oo k41 log k

)
)
)
) o
)

m+k+1

m+1 <
m—+1 (

m+1

m—+1

43

)(2log k)" < o0

log(k+1)\"
log k

log (1+
log k

o)

k
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temos Z ¢ < 0o e com isto completamos a verificacao do item 1 do teorema 3.1.1.
k
Sejam p um polinomigo e € > 0 dados. Escolha €;,[ e depois d de modo que

€ 1 €
H61PH<§€ 22_”<4_1

n>l
ese |w—z| <6,|z, |w| <1 entao [p(w) — p(z)| < §. Finalmente, seja 0 < C(e) < 1
tal que

0<1—-Cle) <ee(l=Cle))l < 4§ (4.2)
Seja A < a tal que 1 > 2 > Cl(e)n. Faga py(z) = p(2z). Note que

A

Tar© Sualp)(2) = (5)"m1(2).

Entao temos

|Tox 0 Sna@) —pll < Toxo Sna(p) —pill + lp1 — Pl
)\ n
< II(E) p1 —pil| + |1 — Pl
>\ n
< (1= (5) o1l + [lp1 = pl|
< [[(X=C(e)pll + llpr — 2|
< St llp—pl
= 5 P1— Pl

Além do mais, por 4.2 temos que

ez —zl=(1- 2)‘z| <(1-=C(e)l <.

Portanto, concluimos que

Ip1 = pll < Sup 1 (2 2)| + Z

B n>l
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A € €
<sup p(=z) —p(2)| + ¢ < 1t

€
PR 4 4

Logo, pelo teorema 3.1.1 existe um conjunto residual F' C H(C) tal que {T,, x(f) : n > 0} =
H(C) para todo A € R, e para toda f € F. Isto é: para toda f € F, h(z) = f(\z) €
HC(D) onde D é o operador derivacao.

]

Teorema 4.1.2. Se uma fungio f € HC(D) entdo para todo 0, 0 < 0 < 1 a funcao

definida por h(z) = f(e*™*2) também pertence a HC(D).

Demonstragao. Seja f € HC(D) e fixe 0, 0 < 6 < 1. Queremos mostrar que a fungao
h(z) = f(e*z) também ¢é hiperciclica para o operador D. Seja g € HC(D), L um

compacto e € > (0 dados. E suficiente encontrarmos n tal que

sup [h"(2) — g(2)] < e,
z€L

Note que

h(n) (Z) _ eQﬂ'in@f(n) (6271'1'92) )

Vamos considerar dois casos:
e () é racional:
Suponha que 6 = §,p, q €7Z, q # 0. Como f é hiperciclico para D, segue do

teorema 2.1.2 que f também é hiperciclico para DY, isto é, a sequéncia de funcoes
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{D"(f):n > 1} é densa em H(C). Portanto, a sequéncia
[Ramo o D(f)in>1} = {D(f(*2)) :n > 1)
= (T (E2) > 1)
= () 0 2 1)
= () 0> 1)
¢ densa em H(C). Escolha ny grande tal que

sup | Reznioe 0 D™(f)(2) — g(2)| < e.

z€L

Entao
noq
sup [h™(z) — g(z)| <,
z€L
e assim n = ngq é o instante n procurado.
e () ¢ irracional:

Seja B; uma bola centrada na origem tal que L C B e faca g1(z) = g(e 2"z).

Seja p um polinomio satisfazendo

sup p(2) = g1(2)] < - (4.3)

Escolha | > grau(p) tal que

S sup [p(2)| < < (4.4)
n>l z2€B;
Seja 0 > 0 tal que para qualquer 0 < 3 < 9,
. €
1™ — 1] sup |g1(2)] < (4.5)

z€B; 4
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Pela minimalidade da rotacao por [, existe uma sequéncia de inteiros n; < ng <

nz < ... tal que

sup |ngs1 — ng| < m para algum inteiro m. (4.7)
k

Seja B uma bola fechada tal que By C int(B). Pela Estimativa de Cauchy|7], pode-

mos encontrar €; > 0 tal que se &,¢ € H(C) e sup |{(z) — ¥(z)| < € entdo
zeB

sup [€D(2) — ) (2)| < ZEL’ j=0,1,...,ml. (4.8)

z€B;
Suponha B = B(0, R), R > 1, tal que By C int(B). Seja r = dist(By,int(B)). Logo,

se sup |£(z) — ¥ (2)| < € entao para todo z € B; temos que

zeB
n n n nle;
€0 (2) =™ (2)| = |(€ =)™ < -
Entao tomando ¢ = 4?:;%, temos que sup|£(z) — 1¥(z)| < ¢ donde sup |€9)(z) —
) z€B z€B

$O@)] < 70 = 0,1, yml. Faga §(2) = p(2)+p ) (2)+p 2 (2)4 .. 4900 (z).
Entdo pelo teorema 2.1.2 a sequéncia { D™ (f);n > 0} é densa em H(C). Segue entdo

que para algum n temos

sup |[D(f)(z) = &(2)| < 7.

z€B

J& que a sequéncia {ny; k > 1} satisfaz 4.7, devemos encontrar ny tal que ngyl = nl+jl
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para algum j, 0 < j < m — 1. Teremos entao por 4.3, 4.4, 4.8 e a definicao de & :

sup | fT0(e*™2) — gi(2)] =
zeL

Finalmente, por 4.5, 4.6, pela Estimativa de Cauchy e fazendo w = e

que:

sup [D"!(h)(z) — g(2)]

z€L

sup [D™(f)(2) = g1(2)]

z€EBq
sup | D™ (f)(2) = €Y0(2)| + sup [€Y9(2) — g1 (2)]
z€B; 2€B;
sup | D" (f)(2) = €90(2)] + sup [€99(2) — g1 (2))|
z€B; z€B
€ -n
7 T sup [p(2) —g(2)] + > sup|pt(z)|
z€B; n>1 z€L
€ i € i €
4 4 4
3e
1 .

2mif concluimos

= sup \e%mkwf("’“l) (627”'02) . g(z)|

zeL

< sup |627rinkl9f(nkl) (627ri92) . 62winkl99(z)|
z€B1

+ sup ¥ g(2) — g(2)] sup | — gi(2)]
z€B, weDB,

+ sup [e2™"0 — 1]|gy (w))]

weE By
- 3¢ € B
4 1€

Usando os teoremas 4.1.1 e 4.1.2 obtemos o:
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Teorema 4.1.3. Para todo A € C\{0}, considere a sequéncia de operadores T, \ =
D" o Ry. Entdo existe um conjunto residual F' C H(C) tal que F CU{T,» :n > 1})
para todo A € C\{0}. Em outras palavras, para todo A € C\{0} e f € F' a sequéncia

de funcdes inteiras h,(z) = X" f™(\z2) € densa em H(C)

Agora observemos que:
e Qualquer automorfismo R em H(C) manda um conjnto denso em outro denso.
e Um conjunto residual de vetores hiperciclicos comuns é obtido para a familia de
operadores AD no teorema acima.
e A identidade (AD)" = R;' o D" o R, é verdadeira.
e Uma funcao hiperciclica inteira f comum para a familia de operadores A\D tem
a seguinte propriedade: {f™(2)} e {A\"f™} sdo sequéncias densas em C para todo
z € C e para todo A € C\{0}.
e Se f é hiperciclico para AD (respectivamente T,) entdao f’ é também hiperciclico
para AD (respectivamente Tp,).

Portanto as observagoes acima, juntamente com o Teorema de Baire[9], e os teo-

remas 2.1.1 e 4.1.3 obtemos o seguinte Teorema sobre ”Funcoes Inteiras Selvagens”.

Teorema 4.1.4. Eziste um conjunto residual G C H(C) tal que para toda f € G e

todo 7 € N temos que

fPe () HC(T.)NHC(AD).

a,AeC\{0}
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FEquivalentemente, Vf € G,Y\,a € C\ {0} e Vj € N valem:

1) {f9D(z 4 na);n >0} = H(C).

2) {\nfutn)(z);n > 0} = H(C).

4.2 Um Caso Patoldgico

Em vista do teorema 2.1.1 a funcao descrita abaixo pode ser considerada ”pa-

tologica”.

Teorema 4.2.1. Seja Ty : H(C) — H(C) o operador transla¢io por 1. Isto, é
Ti(f)(z) = f(z+1). Entdo existe uma func¢ao inteira f hiperciclica para Ty que

também satisfaz

lim f(z+7re*™) =0, VA, 0 <0 <1, Vz€C.

T—00

Além do mais, o limite acima eziste uniformemente em {0;¢ < 0 < 1 — €}, Vz em

um conjunto compacto qualquer.

Demonstracao. Sejam S = C\{z = z+iy;x > 1,—logz <y <logz}, By = {|z| < k}
e ny tal que B} = By + ny nao intersecta S, isto é, B{ NS = (). Para comecar tome
ny = 4.
Para k > 2 seja n; tal que B,’j = By + ng nao intersecta S U B{ U B2... U B,]jj.
Defina entao o conjunto F' = S U U Bf. Temos que F é fechado e C\F é conexo e
k

localmente conexo no oco. Seja {pg;k > 1} um conjunto enumerével de polinémios
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com coeficientes em Q + 7QQ. Considere uma funcao h : S — C continua em S e

holomorfa no interior de S tal que

lim h(z) = 0.

Por exemplo, tome h(z) = 0. Finalmente, seja g : F' — C definida por
h(z) se z€S

9(z) =
pe(z —ng) se z € BY

1
Tomando €(t) = e~ ', temos que

/ te log(e(t))dt—/ tf(—ti)dt——/ t7dt = lim (—/ tfdt)
1 1 1 s7700 1

Logo, pelo teorema 1.2.1, existe uma funcao inteira f tal que
1f(2) — g(2)| <e€(]z]), Vz € F.

Logo, dado um compacto L, temos que existe kg tal que L C By, e para todo

k > ko temos que (L + ng) C BY. Daf temos que se z € L,

117" (2) = 9(z + ne)ll = 1f (2 + ) — pe(2)]] < €[z + nx])-

Portanto f é hiperciclica para T7.

Para 0 < 6 < 1, temos que z + rge?™ € S para algum ry > 0 pois

lim 9% _ o va 20,

T—00 Al
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ou seja,

lim f(z 4 re*™) =0, V0, 0 <0 <1, Vz € C.

Se {f;e < 0 < 1— ¢}, existe 19 > 0 tal que z + 79e*™ € S, Vr > ry, e portanto o

limite acima vale uniformemente em todo compacto. Il
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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