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Introducao

Dominios de Dedekind sdo dominios noetherianos, integralmente fechados, tais que todo ideal

primo nao-nulo é maximal. O objetivo deste trabalho é apresentar, no Capitulo 5, dominios de

Dedekind como intersecao de um conjunto de anéis de valorizagoes discretas de seu corpo de

fragoes, que tem a propriedade da aproximagao forte, mostrar a equivaléncia das duas definigoes

e que a propriedade de ser dominio de Dedekind se preserva em extensoes separaveis de corpos.
O trabalho foi organizado levando em conta os seguintes fatos:

Anéis de valorizacdo discreta sao anéis de valorizacdo de posto 1, cujo grupo de valores é
isomorfo a Z.

Os anéis de valorizagao de posto 1 estao em bijecao com as classes de equivaléncia de valores
absolutos nao-arquimedianos de seu corpo de fragoes K e dao a K uma estrutura de espaco
métrico.

Para o melhor entendimento do comportamento de uma extensao a um corpo L de uma
valorizacao de K de posto 1 a andlise dos diversos completamentos é muito 1util.

A extensao de uma valorizagdo é tratada, mais facilmente, considerando-se o conceito mais
geral de valorizagao de Krull.

No Capitulo 1 sao apresentadas as propriedades dos valores absolutos arquimedianos e nao-
arquimedianos, o completamento e a caracterizacao dos valores absolutos de Q.

No Capitulo 2 é introduzido o conceito de valorizacao de um corpo K, conforme sera concluido
no capitulo 4, uma valorizacao de Krull de posto 1.

No Capitulo 3 é tratado o completamento de ) com respeito ao valor absoluto p-adico, ou
equivalentemente, correspondente & valorizacao p-ddica. Além disso, é descrito o completamento
de um corpo K com respeito a uma valorizacao discreta, essencial para tratar uma extensao a
um corpo L de uma valorizagao discreta de K.

No Capitulo 4 sao tratados os anéis de valorizacao e as valorizacoes de Krull , obtendo-se a
equivaléncia entre as valorizacoes de Krull de posto 1 e as valorizagoes do Capitulo 2.

No Capitulo 6-Apéndice estao os resultados elementares de grupo abeliano ordenado, ne-
cessarios para a compreensao das valorizagoes de Krull e a equivaléncia entre as valorizagoes de
Krull de posto 1 e as valorizagoes do Capitulo 2.

A construcao deste material é baseada, essencialmente em [Cohn|; o Capitulo 2, em [En-
dler]; o Capitulo 3, secao 1, em [Koblitz] e o Capitulo 4, secao 1, em [Endler]. No Capitulo 1
incorporamos algumas idéias de [Endler| e [Lang].

Os resultados relevantes de Algebra Comutativa podem ser encontrados em [Atiyah-MacDonald).



Capitulo 1

Valores absolutos

Neste primeiro capitulo, estudaremos os valores absolutos em um corpo K e suas principais pro-
priedades, veremos que os mesmos definem uma métrica em K tornando-o um espaco topoldgico
e, entao, finalmente, discutiremos o completamento de K.

1.1 Valor absoluto

Nesta primeira segao, apresentaremos basicamente as principais propriedades de um valor abso-
luto em um dominio D, o caracterizaremos em corpos finitos e o estenderemos ao corpo de
fracoes de D.

Seja D um dominio.

Definicao 1.1 Um wvalor absoluto | | em D é uma fungao || : D — R tal que:

(A1) |z| > 0,Vx € D, el|x|=0 se, e somente se, x=0;
(A2) |z +y| <|z|+ |yl, Vx,y € D (Desigualdade triangular);

(A3) |eyl = lzllyl, V =,y € D.

Proposicao 1.2 Qualquer valor absoluto | | em D tem as sequintes propriedades:

(i

Demonstracao. (i): Segue do fato de que 1 # 0 em um dominio e de (A.1).

(7): A primeira igualdade segue de 1 = 1.1, de (A.3) e de |1]| # 0, visto que 1 # 0 em um
dominio; a segunda igualdade segue de (A.3) e da primeira igualdade.

(3i): Segue do fato de que —z = (—1) z, para todo = € D, de (A.3) e de (i7).

(iv): Segue de (A.2) e de (ii).



(v): Como |z| = |(z +y) —y| e ly| = |[(z +y) — x|, para quaisquer x,y € D, segue de (iv)
que [z| < |z +y[+ |yl e |y| < |z +y[ + |2|. Dai,

—lz+yl <ol =yl < |z +yl.
Portanto, | |z| — |y| | < |z + yl.
(vi): Segue de (A.2), por indugao sobre n. ]

Observacao 1.3 Seja x € D, x #0. Se x~' € D, entdo |x~!| = |z|~. Em particular, se D ¢é
um corpo, entdo |v~t| = |z|7, para todo x € D, x # 0.
Com efeito, se x € D € invertivel em D, entio 1 = zz~". Daf,

1= 1] = oz~ = [zlla7Y = Ja~1] =[]
Exemplo 1.4 A funcao | | : D — R dada por
1, se z#0
ol = {

0, se =0

é o valor absoluto em D chamado valor absoluto trivial.

Exemplo 1.5 Ezemplos conhecidos de wvalores absolutos em corpos sdo os wvalores absolutos
usuais em Q,R ou C.

Exemplo 1.6 Fizemos um ndmero natural primo p. Entdo, dado ¢ € Q, ¢ # 0, podemos
escrever m
c=pY —, ondeyym€Z, neN, n#0, eptmn.
n

A fungao | |, : Q — R definida por
p~ 7, se c#0
lclp = { 7

0, se ¢c=0

€ o valor absoluto p-ddico em Q, que foi introduzido por Hensel em 1904.

Observagao 1.7 O wvalor absoluto p-ddico em Q, pelo teorema fundamental da aritmética, €
claramente determinado por |pl, =p~! e |q|, = 1, para qualquer mimero natural primo q # p.

Exemplo 1.8 Seja K um corpo e seja p(x) € K[z] um polindmio ménico irredutivel sobre K.
Entao, dada ¢(z) € K(x), ¢(x) # 0, podemos escrever

, onde v € Z, f(x),9(x) € Klz], g(x) #0, e p(z) 1 f(x)g(x).
A fungao | |p(z) : K(v) — R definida por

277, 0
sl ={ %y 2 SO 70

é o valor absoluto em K (x) chamado valor absoluto p(x)-ddico. Em particular, se K é algebri-
camente fechado, entdo p(x) = x — a, onde a € K.

Exemplo 1.9 Seja K um corpo. A fungdo || : K(x) — R definida por

9 grau f(z)—grau g(:c), se f(‘r) ?é 0

'M _ g9(z)
0 , Se m =0

é um valor absoluto em K (z).



Os exemplos 1.6,1.8,1.9 e 1.4 satisfazem uma propriedade mais forte do que a propriedade

(A.2), a saber:
(A.2") |x + y| < max{|z|, |y|}, V z,y € D (Desigualdade ultramétrica).

Definicao 1.10 Um valor absoluto | | em um dominio D é chamado valor absoluto nao-arquime-
diano se, e somente se, | | satisfaz a propriedade (A.2"); caso contrdrio, | | é chamado valor
absoluto arquimediano.

Exemplo 1.11 Os exemplos 1.6,1.8,1.9 e 1.4 sao exemplos de valores absolutos nao-arquimedia-
nos.

Exemplo 1.12 Os valores absolutos usuais em Q,R ou C sdo valores absolutos arquimedianos.

Proposigao 1.13 Seja | | um valor absoluto nao-arquimediano em um dominio D. Entao, para
quaisquer x,y € D, temos que
|z # |yl = |z — y| = max{|z|, [y|}.

Demonstragao. Sejam z,y € D tais que |z| # |y|, digamos |z| < |y|. De (A.2') segue que
| — y| < max{|z|, |y|}. Suponhamos, por contradicao, que |x — y| < max{|z|, |y|} = |y|. Entao,
ly| > max{|x|,|z—y|}. Tomando y = x— (z—y) obtemos uma contradigao com (A.2"). Portanto,
|z — y| = max{|z], |y[}. u

Veremos, agora, a caracterizacao dos valores absolutos em corpos finitos e, em seguida, a
caracterizagao dos valores absolutos nao-arquimedianos em um dominio.

Proposigao 1.14 Se K ¢ um corpo finito, entao K ndo tem valor absoluto nao-trivial.

Demonstragao. Seja K um corpo finito, digamos com ¢ elementos, e seja | | um valor absoluto
em K. Entdo, 297! = 1, para todo # € K, x # 0. Dai, 1 = [1| = |297!| = |2|9"!. Logo, |z| =1,
para todo x € K, z # 0. Portanto, | | é o valor absoluto trivial em K. ]

Proposicao 1.15 Para qualquer valor absoluto | | em um dominio, as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

©

|| € ndo-arquimediano.

)
(7i) |n1] <1,VneN.
(7i) |nl| <1, para algum n € N, n > 1.
(iv) O conjunto {|nl|;n € N} € limitado.

Demonstragao. (i) = (ii): Suponhamos que | | é nio-arquimediano. E claro que [0] = 0 < 1.
Seja, entao, n > 0. Temos que

[nl|=|14---+ 1| <max{|l],...,[]1]} = 1| = 1.
———— —_———
n parcelas n parcelas

(i1) = (ii): B imediato.
(7i1) = (iv): Sejam € N, m > 1, tal que [m1| < 1. Dado n € N, escrevemos n na base m da
seguinte maneira:

n=ag+am+am?+---+am",onde 0<a; <m,i=0,...,7, ea #0.

Segue que m” < n, dai r < logn, onde o logaritmo é tomado na base m. Como



lail| =1+ +1|<|1|+---+[1|=1+---+1=a; <m, para todoi=0,...,r,
N—— —_—

a; parcelas a; parcelas a; parcelas
temos que
nl] < laol| + |ay1||ml| + |agl||m1® + - + |a,1||m1|"
< ag+ arlml| + ag|ml|® +--- + a,jml|"
< m4+mml|+mml?+ - +mml|"
< m(l+r)
< m(1l+logn)

Substituindo, entao, n por n®, obtemos |nl|* < m(1l + slogn). Tomando a raiz s-ésima e

fazendo s — oo, obtemos
1
S

Inl] < lim (m(1 + slogn))s = 1.

Portanto, o conjunto {|nl|;n € N} é limitado.

(tv) = (i): Suponhamos que existe uma constante M tal que |nl| < M, para todo n € N.

<x/()

Se |z| < |yl, entdo |z|* < |y|!, para todo i = 0,...,n. Daf,

Entao,

n
n S
ool =) = (3 (7)ot

=0

n
e ly[* < MYl ly"
=0

|z |y|"~* < |y|™, para todo i =0,...,n.

Assim,
|z +y[" < M(n+ 1) max{|z[", [y]"}.

Tomando, entao, a raiz n-ésima e fazendo n — oo, obtemos

1

eyl < T (M(n+ 1) max{|z" [y"})"

n—oo

= lim (M(n + 1)) max{|z], |y|}

n—oo

= max{[z], [y}

Portanto, o valor absoluto | | é ndo-arquimediano. ]

Coroldrio 1.16 Seja | | um wvalor absoluto arquimediano em um corpo K. Entao, K tem
caracteristica zero.

Demonstragao. Suponhamos que o corpo K tem caracteristica p # 0. Entdo, o conjunto
{|n1];n € N} é finito e, portanto, limitado. Segue do teorema anterior que | | é um valor
absoluto nao-arquimediano. [

Mostraremos, agora, que todo valor absoluto em um dominio D pode ser estendido de ma-
neira Unica a um valor absoluto no corpo de fracoes de D.

Proposicao 1.17 Seja | | um valor absoluto em D. Entao, | | pode ser estendido de maneira
unica a um valor absoluto no corpo de fracoes de D.



Demonstracao. Seja K o corpo de fracoes de D. Dado u € K, temos que u = g, onde a,b € D,

b # 0. Assim, se | | pode ser estendido a K, entao, como a = u b, temos |a| = |u||b|. Dali,

=fg-k o

Segue que existe, no maximo, uma extensao.
Primeiramente, mostremos que a extenséo do valor absoluto | | dada em (x) estd bem definida:

sejam a1,b; € D,b; # 0, tais que u = b_ entao,
1
a a la| a1l ‘a‘ al‘
- =— by =0> b1l =|b — = ==
b bl = aby a1:>]aH 1’ ‘ Hal‘:> ‘b‘ ’bﬂ b bl

Mostremos, agora, que a extensao do valor absoluto | | dada em (x) é, de fato, um valor
absoluto: dado u € K, temos que u = %, onde a,b € D, b # 0; dai,
a| _ |a| lal
=4 =K >0 =3 =p =0ela=0sa=0su=0
| ‘b‘ 1ol e lul=131= la ¢ "
Logo, |u| > 0, para todo u € K elul =0 se e somente se, u = 0.

Dados ui,us € K, com u; = — € ug = onde ay,a2,b1,b0 € D, by # 0 e by # 0, temos

bl b2
que
a ajbs + azb a1by + azb aba| + |agb
lur + ug| = _1+_‘:‘12 21‘:\12 21\§!12\ |azb]
b b1b2 ]b1b2] |b1ba]
|aa|lbo| + lag|[bs] _ aa| | [as ‘ ‘ ‘
= |ua| + |uz]
[b1][b2 TR
e
lurus| = a1 az‘ a1a2‘ _ |aiaz| _ |ai]|az]
by b biba | [biba|  |br[|be]
la1] Jaz| _ H ‘_ T
[ba] [ba
Dal, |ug + ug| < |u1| + |uz| e |urug| = |uq||ug|, para quaisquer uy, us € K.
Portanto, a extensao do valor absoluto | | dada em (*) é um valor absoluto em K. ]

Para concluirmos nossa primeira se¢ao, apresentaremos a definicdo de um valor absoluto em
uma extensao de corpos, seguida de um exemplo e de uma observagao.

Definicao 1.18 Seja | | um valor absoluto no corpo K e seja k um subcorpo de K. Dizemos
que | | € um valor absoluto da extensdo de corpos Klk se, e somente se, a restri¢io de || a k €
trivial.

Denotaremos por | ||, a restrigao de | | a k.

Exemplo 1.19 Se p(x) é um polindmio monico irredutivel em K[z] e | |p) € 0 valor absoluto
p(z)-ddico em K(x), entdo |a|y) = 1, para todo a € K, a # 0. Logo, | |y € um valor absoluto
da extensio K(z)|K.

Observagao 1.20 Seja | | um valor absoluto no corpo K. Entao, as sequintes afirmagoes sao
triviais:
(1) | | € arquimediano se, e somente se, sua restricio ao corpo primo de K é arquimediano.

(2) Se| | € trivial para algum subcorpo k de K, entdo | | € ndo-arquimediano. Em particular,
se || € um valor absoluto da extensao de corpos K|k, entdo | | € nao-arquimediano.



1.2 A topologia definida por um valor absoluto

Nesta secao, utilizaremos um valor absoluto em um corpo K para definir uma métrica em K.
Assim, poderemos considerar K um espaco topoldgico e, entdo, utilizar os conceitos topoldgicos
para estuda-lo.

Sejam K um corpo e | | um valor absoluto em K. A fungdo d : K x K — R definida por
d(xz,y) = |x—y|, para todo z,y € K, tem as seguintes propriedades, para quaisquer z,y, z,a € K:

(M.1) d(z,y) >0 ed(x,y) =0 se, e somente se, z = y.
(M.2) d(z,y) = d(y,x) (Simetria).

(M.3) d(z,z) <d(z,y) +d(y, z) (Desigualdade triangular).
(M.4) d(z + a,y + a) = d(z,y) (Invariante por translagao).
(M.5) d(ax,ay) = |a|d(x,y).

Assim, d pode ser interpretada como uma funcao distancia sobre K e, deste modo, K torna-
se um espaco métrico no qual as operacoes sao continuas. Diremos que a topologia definida por
d em K é a topologia de K definida por || e a mesma serd denotada por 1.

Proposigao 1.21 Seja | | um valor absoluto no corpo K. || é o valor absoluto trivial se, e
somente se, T} | € discreta em K.

Demonstracgao. (=-:) Se | | é o valor absoluto trivial em K, entao todo ponto de K é aberto.
Logo, T} ¢ discreta em K.

(«<=:) Suponhamos que | | é um valor absoluto nao-trivial em K. Entao, existe a € K, a # 0,
tal que 0 < |a|] < 1. Logo, a™ — 0. Segue que 7} | ndo é discreta em K. [ |

Definicao 1.22 Sejam | |1 e | |2 dois valores absolutos no corpo K. Dizemos que | |1 e | |2 sdo
equivalentes se, e somente se, existe algum nimero real positivo vy tal que |x|; = ]a:\g, para todo
x € K; caso contrdrio, dizemos que | |1 e | |2 sao nao-equivalentes.

Exemplo 1.23 Se p e g sGo nimeros naturais primos distintos e | |, e | |, sdo, respectivamente,
o0s valores absolutos p-ddico e q-ddico em Q, entdo | |, e | |4 sdo nao-equivalentes em virtude de

plp =p7' #1=plg.

Exemplo 1.24 Se p(z) e q(x) sao polinémios ménicos irredutiveis distintos em K|x|, entdo os
valores absolutos p(x)-ddico e q(x)-ddico em K(x) sao nao-equivalentes, visto que

|p($)|p(x) =271 7& 1= |p($)|q(x): assim como | |oo e | |p(:c)

Definigao 1.25 Sejam | |k e | |1 valores absolutos nos corpos K e L, res-pectivamente. Uma
funcdo f : K — L € dita analitica se, e somente se, preserva o valor absoluto, isto €, se

|f(x)|L = |z|k, para todo x € K.
Observacao 1.26 Sejam | |1 e | |2 dois valores absolutos equivalentes no corpo K. Se estes va-

lores absolutos sao nao-triviais em um subcorpo F' de K e coincidem em F', entdo eles coincidem
em K, isto €, a funcao identidade € um isomorfismo analitico.

O seguinte teorema caracteriza topologicamente os valores absolutos nao-triviais equivalentes
em um corpo K.



Teorema 1.27 Para quaisquer valores absolutos nao-triviais | |1 e | |2 no corpo K, as sequintes
afirmacdes sao equivalentes:

(7) |1 el |2 sdo equivalentes.

Ty, =

. .

(v

)
)

(iii) T}, € mais forte que T
) |z)1 <1=|z|]a <1, para todo x € K.
)

(v

Demonstracao. (i) = (ii) e (i7) = (4i7) sao triviais.

(iii) = (iv): Como T

|z} <1< |z|p <1, para todo x € K.

temos que

, € mais forte que 7]

l2>
{z € K; |z|1 < €} C {x € K; |z]z < 1}, para algum € > 0.
Seja € K tal que |z|; < 1. Entao, [2"|; < €, para algum n € N. Dai, |2"|2 < 1. Logo,
|ZE|2 < 1.

(iv) = (v): Suponhamos, primeiramente, que |x|s < 1. Entdo, |z~ !]s > 1 e, por (iv),
|z~ > 1. Logo, |zh < 1.

Seja, agora, z € K tal que |z|; < 1. Entao, para todo n € N, |z} < 1. Como | |1 é
nao-trivial, existe y € K tal que 0 < |y|; < 1. Dai, |z"y|; < 1 e, por (iv), |[z"y|s < 1. Logo,
2|3 < |y|3* para todo n € N. Segue da afirmagdo abaixo que |z|s < 1.

Afirmacao: Sejam v e o nimeros reais tais que 4" < « para todo n € N. Entao, v < 1.
De fato, tomando f(z) = 2™ temos, para = > 1, que

flx) = f(1) + f(1)(z - 1).
Dai, 2" > 1+ n(x — 1), para > 1, para todo n € N.
Suponhamos, por absurdo, que v > 1. Entao, existe ng € N tal que no(y — 1) > «a. Logo,

¥ >1+ng(y—1) > 1+ a > «, o que contradiz a hipdtese.
Portanto, v < 1.
(v) = (4): Como | |; é nao-trivial, existe y € K tal que |y|; > 1. Dali, |y|2 > 1.
Afirmamos que, para qualquer x € K, x # 0, a seguinte igualdade é verdadeira:
log ], _ log [z];
loglyl1  logyl2

Com efeito, para quaisquer m,n € Z, n > 0, temos

log|z[y _ m

<— & loglz|f <loglylT* < |z|T < |y|T" < |z|T lyl7™ <1
< of? < log Iyl & [2f? < Iyl & [2F Iyl
S "y "Mh <le 2"y "1 <1s 2"y ™ <1
& oy <L ezl Yl < e oy < [yly
< loglz|3 < logy|3"
N log |z <’
loglylz = n
1
Assim, tomando v = og Iy > (0, obtemos
log [yl2

10



log|z]y = vlog|z|s = log |z]1 = log |z[3.

Portanto,
log |yl1
log |yl2

2] = [2]3, onde 7 =

Veremos, agora, que valores absolutos nao-triviais em um corpo K, dois a dois nao-equivalentes,
satisfazem uma propriedade muito interessante.

Teorema 1.28 (Teorema da aprorimacgao) Sejam | |1,...,| |, valores absolutos nao-triviais
no corpo K dois a dois nao-equivalentes. Entdo, qualquer r-upla em K pode ser simultaneamente
aprozimada, isto €, para quaisquer aq,...,o, € K e e > 0,existe a € K tal que

o —agl; <€, i=1,...,r

Demonstragao. Primeiramente, observamos que, para qualquer valor absoluto | | em K, se
la| < 1, para algum a € K, entao a” — 0, dai

lim a"(1+a™)"! =

n—oo

1, se la]>1

0, se Ja| <1.

Afirmamos, inicialmente, que existe ¢ € K tal que

lel; >1,|c), <1,i=2,...,r

Com efeito, fagcamos inducdo sobre r. Se r = 2, temos, pelo teorema 1.27, que existem
a,b € K tais que |a]; > 1 > |a|, e [b|, > 1 > |b];. Tomando, entdo, ¢ = ab™! € K, obtemos
lc|; = lal1 b7 = \a!lw > 1 e, analogamente, |c|, < 1. Portanto, para r = 2 a afirmacéao é

1

verdadeira.

Suponhamos, agora, que a afirmacao é verdadeira para r — 1 > 2 e mostremos, entao, que
vale para r. Por hipétese de inducdo, temos que existe a € K tal que |al; > 1 e |a|, < 1,

i=2,...,7r—1. Como | |, e ||, s@o ndo-equivalentes, segue do teorema 1.27 que existe b € K
tal que [b[; > 1 > |b|,. Temos, entao, dois casos a considerar:

(1) Se |a|, <1, tomamos ¢, = a™b € K, n € N, e obtemos
lenl; = lalt[bl > 1, |enlr = |al}|bly < 1e|enli = lal?|bli = 0<1,i=2,...,r—1.

Portanto, neste caso, para n € N suficientemente grande, a afirmacao é verdadeira para r.
(2) Se |a|, > 1, tomamos ¢, = a"b(1 +a")~! € K, n € N, e obtemos

lenl; = [by @™ (1 + a™) 7|, — |b]; > 1 (pois, como |al; > 1, temos que |a"(1 + a™) 7|} — 1),
lenl, = [b],.la™(1 4+ a™)~1| — |b],. < 1 (pois, como |a|, > 1, temos que |a"(1 +a")7 !, — 1) e
len|; = |bl;]a™(1 4+ a™) 7Y, — 0 < 1 (pois, como |a|; < 1, temos que |a™(1 +a™)~1|; — 0),
paratodo i =1,...,r —1. Portanto, neste caso, para n € N suficientemente grande, a afirmagcao

é verdadeira para r.

Concluimos, assim, a prova da afirmacao.
Seja, entao, ¢ € K tal que |c|; > 1e|c[; <1,i=2,...,r. Dai,

A1+t —1no|jiec1+c)t—0nol|l|;,i=2,...,7

Assim, para qualquer § > 0, existem ni,ns € N tais que
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(1 +c)™ =1, <8, Vn>ng, e+, <6, Vn>ng, i=2,..,r.
Tomando, entdo, ng = max{ni,ny}, temos que
"1+t =1, <del|c"(1+c")7Y, <8, Vn>ng, i=2,...,r.
Fixando n € N,n > ng, e escrevendo u; = ¢™(1 4 ¢®)~! obtemos u; € K tal que, para
qualquer 6 >0, Ju; — 1|y <d e |w|, <6, i=2,...,r.
Para cada i = 2,...,r, uma prova andloga a anterior nos garante a existéncia de um elemento

ce K tal que [c[; > 1e |c|j <1, 1 <j<rej#i Assim, para qualquer § > 0, existem
u € K,i=1,...,r, tais que |u; — 1|, < d e ]u,-]j<(5,1§j§7‘ej7éi.

T

T
. €
Tomando, entao, M = max{ E |ozj|i}, 0 < ¢ escrevendo a = E ajuj, obtemos
(2

j=1 Jj=1
T
a—ol; = ‘Zajuj — o = ‘Oéi(ui -1) +Zoéjuj‘,
j=1 ‘ j#i ‘
< og(ui — 1)‘, +‘Zajuj‘.
1 1
J#i
< ei(u; — 1)) +Z‘ajuj’i
J#i
= aulilus = 1 + D Jajlilugli
J#i
<

T
5(2‘%"2')
j=1
< 0M <e¢ paracadai=1,...,r.

O teorema da aproximacao pode também ser formulado de modo puramente topoldgico: se
denotarmos por K; o corpo K com a topologia induzida por | |;, entdo a imagem de K pela
funcao diagonal d: K — K7 x --- x K, é densa em K X --- X K.

Observagao 1.29 Seja | | um valor absoluto no corpo K. Entdo, a sequinte afirmacdo € tri-
vial: se | | € arquimediano, entdo qualquer valor absoluto em K equivalente a | | também €
arquimediano.

Os teoremas que seguem caracterizam os valores absolutos nao-triviais em Q.

Teorema 1.30 (Primeiro teorema de Ostrowski) Qualquer valor absoluto arquimediano
em Q € equivalente ao valor absoluto usual.

Demonstragao. Seja | | um valor absoluto arquimediano em @ e denotemos por | | o valor
absoluto usual em Q. Queremos mostrar que, dado = € Q, |z| = |z|%, para algum nimero real
positivo . Sejam, entao, r,s € Z, r,s > 1. Expressando s na base r, obtemos:

s=ag+air+asr?+ - +ayr?, (¥)

onde 0 <a; <r,i=0,...,v e a, #0. Segue que s > 1’ e, dai,
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v < logs'
~ logr

(%)
Como |a;| < a; <r,parai=0,...,v, segue de () que

sl < laol + laal|r| + laz[|r[* + - + |ao|lr[”

< rL4lrl P+ +

Se |r| < 1, entao cada parcela do colchete acima é < 1; se |r| > 1, entao cada parcela do
colchete acima é < |r|”. Assim, |s| < r(1 + v) max{1,|r|"}.
De (xx), segue, entao, que
log s

log s
\s\ggr(14-ii5;)1nax{L\ﬂK§F}

Substituindo s por s™ e extraindo a raiz n-ésima, obtemos

1 log s\ » logs
< rn (1 ) 1 logr L,
|s| <r +nlog7‘ max{1, |r|ler}
log s
Fazendo n — oo, obtemos |s| < max{1, ]r\ﬁ} Como | | é arquime-diano, temos, pela

log s
proposigao 1.15, que |n| > 1, para todo n > 1. Logo, |s| < \7‘]10%7'. Dal,

log || < log s . log || < log]r\‘
log r log s log r
log|s| _ log|r|
Analogamente, mostramos que > . Portanto,
log s log r
log|s| _log|r| _
logs  logr

Segue que log |r| = v logr, para todo r € Z, r > 1. Dal, |r| = 7. Logo,

=== ()

Portanto, |z| = |z|&, para todo z € Q. |

Teorema 1.31 Qualquer valor absoluto | | nao-trivial em Q € equivalente ou ao valor absoluto
p-ddico | |, em Q, para algum ndmero natural primo p, ou ao valor absoluto usual | | em Q.
Mais ainda, para todo x € Q, x # 0, o conjunto {p € N, p primo; |z|, # 1} € finito e

H |z, = 1, onde P = {p € N, p primo} | {oo}.
peP

Demonstracao. J4 vimos que, se p e ¢ sao nimeros naturais primos distintos, | |, e | |q
sdo valores absolutos nio-equivalentes em Q. E claro que | |o € | |, sédo valores abolutos nao-
equivalentes em Q, para qualquer nimero natural primo p.

Seja | | um valor absoluto nao-trivial em Q. Se | | é arquimediano entdo, pelo teorema
anterior, temos que | | e | |o sdo equivalentes em Q. Suponhamos, entdao, que | | é um valor
absoluto nao-arquimediano.

Afirmamos que § = {a € Z;|a|] < 1} é um ideal primo nao-nulo de Z.
Com efeito, dados a,b € 8 e n € Z, temos que:

(1) |a +b| < max{al,|b]} <1=a+bef.
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(2) |nal = |n||la| < |n| = |nl] <1 = na € 3, para todo n > 0.
(3) |nal = |n||la| = | — nlla] < | —=n| =|(—n)1| <1 = na € §, para todo n < 0.
Segue que ( é um ideal de Z.
Sejam m,n € Z tais que mn € . Suponhamos que n ¢ 3. Pela proposigao 1.15, temos que
|n| = 1. Dal,
1> |mn| = |m||n| = |m| = m € .
Logo, 8 é um ideal primo de Z.
Suponhamos, por absurdo, que 3 é o ideal nulo de Z. Entao, |n| = 1, para todo n € Z,
n # 0. Logo, | | é trivial em Z. Como Q é o corpo de fragoes de Z, segue que | | é trivial em Q,
o que é um absurdo por hipétese. Portanto, § é um ideal ndo-nulo de Z, ou seja, 8 = pZ, para
algum natural primo p. Em particular, p € 3, ou seja, |p| < 1. Dai, existe algum v > 0 tal que
lp| =p™7 = (p~1)? = |p|p. Mais ainda, | | e | |, coincidem em Z\B3 = {a € Z;|a| = 1}. Assim,
dado z € Q,  # 0, temos
a
T :pmg, onde m € Z e a,b € Z\[.
Logo,
|al

x| = \p!mm = (Iplp)™ = (Iplp")” = l=[3-

Portanto, | | e | |, s@o equivalentes em Q.
Resta mostrarmos, ainda, as duas ultimas afirmacoes do teorema: dado qualquer x € Q,

x # 0, podemos escrever

r ==+ H PP, (%)

» primo

com n, € Z, para todo ntimero natural primo p, e n, = 0 para quase todo nimero natural
primo p. Dal, |z|, = 1, para quase todo nimero natural primo p, isto é, o conjunto {p €
N, p primo; |z|, # 1} é finito.

Para qualquer nimero natural primo ¢, temos

I laly =lale = lalx-

p primo

Tomando, entdao, P = {p € N, p primo} | {0}, obtemos

[Tlar=1 ()

peP

De (*) e (*x%), segue que

H |z|p = 1.

peP

1.3 Corpos completos

Nesta secao, discutiremos o completamento de um corpo com um valor absoluto, veremos que
este completamento terd novamente a estrutura de um corpo e que, no caso de corpos completos
com um valor absoluto arquimediano, o mesmo sera determinado explicitamente.

Sejam D um dominio e | | um valor absoluto em D.
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Definigao 1.32

(1) Uma sequéncia (c,) de elementos de D é dita uma sequéncia_convergente se, e somente

se, existe ¢ € D tal que |¢c, — ¢| — 0 quando v — oo.

Notagdo: ¢, — c.

(1i) Uma sequéncia (c,) de elementos de D € dita uma sequéncia de Cauchy se, e somente se,
|cw — | — 0 quando u,v — co.

Observagao 1.33 (1) Seja (cy), ¢, € D, uma sequéncia convergente. Entdo, (c,) € uma
sequéncia de Cauchy.

Com efeito, seja ¢ € D tal que ¢, — c. Como |cy — ¢y| < |ey — |+ |ey — ¢, seque que, quando
U, v — 00, |cy — ¢y| — 0 quando. Logo, (¢,) € uma sequéncia de Cauchy.

(2) Seja (¢y), ¢y € D, uma sequéncia de Cauchy. Entdo, (c,) € limitada.

Com efeito, dado ¢ = 1 > 0, temos que existe vg € N tal que |c, — ¢y| < 1 sempre que
u,v > vg. Em particular,

V> U = ey — | < 1= e] < 1A eyl

Tomando My = 1+ |cy,| € Mo = max{|cy|; 1 < v < vy — 1}, seja M = max {M;, Mz} > 0.

Entao, |c,| < M, para todo v. Logo, (¢,) € limitada.

Definicao 1.34 Dizemos que D € um dominio completo se, e somente se, toda sequéncia de
Cauchy de elementos de D € convergente.

O préximo teorema afirma que, quando D nao é completo, existe um tnico dominio D tal
que D é um subanel de D e o valor absoluto de D estende o valor absoluto de D, de modo que
D seja completo e D seja denso em D.

Teorema 1.35 Sejam D um dominio e | | um valor absoluto em D. Entdo, existem um dominio
completo D com um valor absoluto e um homomorfismo injetor analitico A : D — D tal que
A(D) € denso em DeDé unico, a menos de isomorfismos analiticos. Se D é um corpo, entao
D também o é.

Demonstragao. Seja DY = {(¢,); ¢, € D, Vv € N}. Temos que D é um anel comutativo com
unidade, com as operagoes

(cv) + () := (cy + ) e (c)(c)) := (), Vv € N.
Observamos que Opn = (¢y), onde ¢, = 0p, Yv € Ne 1pn = (¢,), onde ¢, = 1p, Vv € N.
Consideremos o subconjunto C' de DY constituido de todas as sequéncias de Cauchy em D,
isto é,
= {(cy); v € D e (¢y) é de Cauchy}.
Afirmamos que C' é um subanel de DV,
Com efeito, dadas (¢y), (by) € C, temos que, quando u, v — 00,

|(cy + bu) — (cy + by)| < ey —cy| + by —by] — 0 e
|(cubu) = (v bo)| < leul [bu = bu| + |cu = ol [by] — 0.
Logo, (¢y) + (by) = (cy + by) € C e (¢) (by) = (cwby) € C. Em particular, Opn € C e
1pn € C. Portanto, C' é um subanel de D.

Consideremos, agora, o subconjunto 1 de C' constituido pelas sequéncias de D que convergem
para zero, isto é,
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n={(cy); ¢y € D e |¢y| — 0 quando v — o0}.
Afirmamos que 7 é um ideal de C.
Com efeito, dadas (ay), (by) € 1 e (¢y) € C, temos que, quando v — oo,
lay + by| < |ay| + |bo] =0 e |epay| = le||ay] < M |ay| — 0,
onde a sequéncia de Cauchy é limitada por M, conforme (2) na observagao 1.33. Logo,
(ay) + (by) = (ap +by) €M e () (ay) = (cyay) €.

Portanto, n é um ideal de C.
Consideremos, entao, o anel quociente C'/7. Escrevendo D = C'/n, temos que

D = {a = (c,) (mod n); (¢y) € C}, onde
(cv) = (dv) & (cv) — (dv) = (cv — dy) € 7, para quaisquer (cy), (dy) € C.

Afirmamos que D é um dominio.

Com efeito, dados o, B € D, onde o = (c,) (mod ), 3 = (c) (mod n), tais que af = 7, temos
que 1 = a = (c,) (mod n)(e,) (mod n) = (euc,)(mod ). Dai, (cuch) € 1, ou seja (c,)(c)) € .
Logo, (¢,) € n ou (c,) € n. Portanto, « =n ou g = 1.

Para estendermos o valor absoluto de D para ﬁ, observamos que, para qualquer sequéncia
(cy) € C, temos | |cy| — |ev] | < |ew — |, para todo u,v € N. Segue que (|¢,|) é uma sequéncia
de Cauchy em R e, como R é completo, existe L = Uli_)ngo ley| € R. Assim, o valor absoluto em D

estendido do valor absoluto de D ¢ definido por |(¢,)| = lim |c,], para todo (c,) € D.
Com efeito, dados (), (dy) € D, temos que
(cv) = (dv) & (cv) = (dv) = (cv —dy) € 7.

Dali,

lim (¢, —dy) =0= lim |¢, —dy| =0= lim ||cy| — |dy|| =0 = lim |c,| = lim |d,].
vV—00 vV—00 vV—00 vV—00 V—00
Logo, |(cy)| = |(dy)|. Portanto, o valor absoluto estendido estd bem definido.

Mostremos, agora, que o valor absoluto estendido é, de fato, um valor absoluto sobre D:
(A1) : Dado (c,) € D, (c,) ¢ 1, temos que |(c,)| = lim |cy| > 0. Daf,
|(cu)| > 0 e |(cy)] = 0 se, e somente se, (¢,) €.
(A.2) : Dados (cy), (dy) € D, temos que
[(co) + (dv)| = [(cv +dy)| = UIEI;O ey +dy| < Uh_fgo(‘cv‘ + |dy|)
= lim o] + lim [d] = ()] + ()]

Logo, [(cv) + (dv)] < [(co)| +[(dw)].
(A.3) : Dados (cy), (dy) € D, temos que

(eo)(d)] = l(ev d)| = lim [eq do] = lim [eo] Tim [dy] = [(e0)] ()]
Dai, [(e0) (dy)] = [(e0)] ()]

v)

Segue de (A.1), (A.2) e de (A.3) que o valor absoluto estendido é, de fato, um valor absoluto
em D.

Se identificarmos D com o subanel de D constituido das sequéncias constantes, entao D
torna-se um subanel de C tal que DNn= Opn. Definamos, entao, a funcao A\ : D — D por
A(c) = (c), para todo ¢ € D, onde (c) = (c,c,...) € D.

Afirmamos que A é um homomorfismo injetor analitico de anéis.

Com efeito, dados a,b € D, temos que
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Ma+b)=(a+ba+b,...)=(a,a,...)+ (b,b,...) = Aa) + A(b) e
Ma-b)=(a-ba-b,...)=(a,a,...)-(bd,...) = Xa) - \(b).
Além disso, A(1p) = (1p,1p,...) = 1pn. Segue que A é um homomorfismo de anéis.
Mostremos, agora, que \ é injetor: sejam a,b € D tais que A(a) = A(b), entao
(@) =)= (a)—(b)=(a—b)=(a—bya—b...)en.
Dai, a = b.
Resta mostrar que A é analitico: dado ¢ € D, temos que
A = 1(e)] = lim [e] = [cl.

Portanto, A é um homomorfismo injetor analitico de anéis.
Tomando D’ = A\(D), temos que D e D' sao isomorfos.

Afirmamos que D’ é denso em D.
Com efeito, dada (¢,) € D, onde (¢,) = (¢1,¢2,...,¢Cy,-..), seja (¢,') C D' uma sequéncia ,
com ¢," = (¢y, €y, Cy, - ..). Temos que (¢,) — ¢,' = (¢1 — ¢y, 2 — ¢y, - . .). Logo,

l(cy) — ¢/| = lim |cy — ¢yl
uU—0
Como (¢,) é uma sequéncia de Cauchy, segue que |¢, — ¢,| — 0 quando u,v — oco. Dal,
|(¢y) — ¢y'| — 0 quando v — oo.

Portanto, ¢,” — (¢y).
Afirmamos, agora, que D é completo.
De fato, seja (a,) C D uma sequéncia de Cauchy. Como D’ é denso em D, para cada v
existe ¢, € D' tal que |e,” — ap| < —. Segue que a sequéncia (¢,” — ) €. Dai, quando
v
U, v — 00,
leu" = e'| < ew’ — ] + Jaw = o] + |aw — ¢ '| = 0
Cu Cy | > |Cy Qy| + |Qy — Q| + |y — ¢y | — 0
Portanto, a sequéncia (¢,”) C D’ é um sequéncia de Cauchy. Assim, como

lew — ¢’ = |(euscu,--2) — (Cor oy )] = |(Cu — oy Cu — oy - )|

= |Mew — )| = lew — ¢l

~

temos que a sequéncia (¢,), com ¢, € D, é de Cauchy, ou seja, (¢,) € C. Seja, entdo, (¢,) € D.
Temos que

' — (cy) = (cyy¢p...) = (c1,¢9,...) = (¢ — 1,05 — C2,. . ).
Dai, |c,” — (¢,)] = lim |e, — ¢y|. Logo, |e,” — (¢,)| — 0 quando v — co. Segue que, quando
v — o0, U—00
| — (o) < law — e[ +ew” = (ev)] — 0.

Dai, a,, — (¢y) quando v — oco. Portanto, Dé completo.

Para provarmos a unicidade de D, mostraremos que a propriedade que segue é satisfeita:
dado qualquer homomorfismo injetor analitico f : D — Dy de D em qualquer outro dominio Dy
completo com um valor absoluto, existe um tnico homomorfismo injetor analitico fi : D — Dy
que estende f.

Seja a € D, digamos a = Uli_)ngo ay, onde (ay), com a, € D, é uma sequéncia de Cauchy em D.

Entao, (f(ay)) é uma sequéncia de Cauchy em D; e, como D; é completo, existe lim (f(a,)).
vV—00
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Se (a,'), com a,’ € D, é outra sequéncia de Cauchy em D tal que lim a,’ = «, entdo
V—00

lim a, = lim a,” = lim (ay, —a,’) =0= lim f(ay, —a,’) =0

= lim (f(ay) — f(a,")) = 0= lim f(a,) = lim f(a,’).

Segue que o lim f(a,) independe da sequéncia considerada. Definamos, entao,
V— 00

fi(e) = lim f(ay),

V—00

onde (a,), com a, € D, é uma sequéncia de Caychy em D tal que lim a, = a.
V—00

Afirmamos que fi é um homomorfismo injetor analitico.
De fato, dados a, € D, sejam (ay), (by), com a,,b, € D, sequéncias de Cauchy em D tais
que lim a, = a e lim b, = (. Entao,

V—00 V— 00

@)+ £i(8) = lm f(a,)+ lim f(b) = lm (F(a) + 7))
= vli_)nolof(av"’_bv) :fl(a+ﬂ)

fil@)- fi(F) = Tim f(ay)- lim f(b) = Tim (f(a) - f(b))

V—00

= Jim f(ay-b) = fi(a-5)

Além disso, fi(a)- fi(lp) = fi(a-15) = fi(a), para todo a € D. Dai, fi(15) = 1p,. Segue
que fi1 é um homomorfismo de anéis.

Mostremos, agora, que f; é um homomorfismo de anéis injetor: dados «a,8 € D, sejam
(ay), (by), com ay,b, € D, sequéncias de Cauchy em D tais que lim a, = o e lim b, =

~ vV—00 V—00
Entao,

fle) = AB) = Tm fla) = lim f(b) = lim (F(a,) - £(5,) = 0
= Uli_)ngo flay, —by) =0= Uli_)ngo(av —b,) =0
= (av—bv)enivll%av:vlirgobv
= a=0.

Logo, f1 € um homomorfismo injetor de anéis.
Resta mostrarmos que f; ¢ analitico: dado a € D, seja (ay ), com a, € D, uma sequéncia de

Cauchy em D tal que lim a, = a. Entao,
vV—00

()] = | Jim f(a)| = lim | f(an)] = lim Ja,| = |a].

Portanto, f; é um homomorfismo injetor analitico de anéis.
Mostremos, agora, que f; é uma extensao de f: dado a € D, temos que

fi(a) = Jim f(a) = f(a)

Logo, f1 é uma extensao de f.

Afirmamos que a extensao f; é Unica.
Com efeito, temos que D é denso em D e o valor absoluto sobre D estd determinado. Assim,
se fo é outro homomorfismo injetor analitico que estende f, temos que fa(a) = f(a) = fi(a),
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para todo a € D, e, como fi e fa sdo continuas, fi(a) = fa2(a), para todo a € D. Dai, fa = f1.
Em particular, f; é um isomorfismo analitico de D sobre f1(D) C D;. Assim, como D é completo
e D ¢ denso em D, temos que f1(D) é completo e D ¢é denso em f} (D). Portanto, se D é denso
em Dj, entdo, como Dy é completo, f1(D) = D;. Segue que f; é um isomorfismo analitico de
D sobre Dq. R

Para concluirmos nossa demonstragao, resta mostrarmos que se D é um corpo, entao D
também o é: suponhamos que D é um corpo. Dado a € D, o # 0, seja (¢, ), onde ¢, € D, uma

sequéncia de Cauchy em D tal que lim ¢, = . Dado p = W > 0, existe vg € N, tal que
V—00 [0

1 1
v>ug = oy —al < - = —= <ol — |
p p
1 2 1
= |al—=<|e] = = — = <o
p p p
1
= ]—9 <ley| = || >0e |CU|_1 < p.

Assim, se v > vg, entdo ¢, # 0 e, como D é um corpo, existe c;l

temos

. Logo, para u,v > vp,

‘CJI - 651’ = ‘CEI(CU - Cu)c171’ = ’Cv’_l‘cv - CuHcv‘_l < p2‘cv — Cyl-

Fazendo u,v — oo, obtemos |c; ' — ¢; | — 0. Portanto, (c;') é uma sequéncia de Cauchy

em D para v > vg.

1

Seja, entdo, o’ € D tal que lim ¢;' = a’. Como ¢, c;! =1, para v > vy, segue que
V— 00

1= lim (c,c; ') = lim (¢,) lim (c;) = aa’.
V— 00 V—00 V— 00

Dai, a’ = a~! € D. Portanto, D é um corpo. [

Definicao 1.36 Sejam D um dominio e | | um valor absoluto em D. Entao, com as notagoes
do teorema anterior, D ¢ o chamado completamento de D.

Definicao 1.37 Sejam K um corpo e || um valor absoluto em K. Um espago vetorial normado
sobre K € um K -espago vetorial V- com uma fungao real || || : V — R tal que:

(N.1) ||z]| >0, Vz €V, e|z| =0 se, e somente se, xz = 0.
(N-2) Nz +yll < [lell + llyll, Va,y € V.
(N.3) |lazx| = |a|||z]], Ve e Vea € K.

A funcao || || é chamada norma de V.

Exemplo 1.38 Qualquer extensao de corpos E|K com o valor absoluto estendido de K é um
espaco vetorial normado sobre K.

Definicao 1.39 Sejam K um corpo e || um valor absoluto em K. Qualquer K-espago vetorial

V' de dimensao finita n tem pelo menos uwma norma, a norma cubica, definida como seque: tome
qualquer base {e1,...,e,} de 'V e defina a fungao || || : V — R por

n
|lz|| = max{|a;|}, onde z = Zaiei, v eEK,i=1,...,n.
7
i=1
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No préximo teorema, veremos que qualquer extensao algébrica E de um corpo completo com
um valor absoluto | | tem, no méximo, uma extensao de | | e E é completo na topologia induzida
por esta. Para a demonstracao de tal teorema necessitaremos, no entanto, do lema que segue.

Lema 1.40 Sejam K um corpo completo e | | um valor absoluto em K. Se V é um espago
vetorial de dimensao finita n sobre K, entdo V € completo na topologia induzida pela norma
cubica e qualquer outra norma induz a mesma topologia. Em particular, se K € discreto, entdo
V também o €.

Demonstragao. Primeiramente, vamos mostrar que V' é completo na topologia induzida pela
norma cubica.
Seja {eq,...,e,} uma base de V sobre K e seja (x,), x, € V, uma sequéncia de Cauchy, com

n
Ty :Zgi’ueia Onde gifu GK,Z: 1,...,’[’1/.
i=1

Entao, ||z, — 2| — 0 quando u,v — oo, ou seja, max{|&y, — &iw|} — 0, quando u,v — .
1

Dai, para cada i = 1,...,n, |£y — &w| — 0, quando u,v — oco. Logo, (&) é uma sequéncia de
Cauchy e, como K é completo, &, — & € K, para cada i = 1,...,n. Escrevendo, entao,

n
= &e €V,
i=1

obtemos

[l — @]l = max{[& — &w|} — 0, quando v — oo, ou seja, z, — .
7

Portanto, V' é completo na topologia induzida pela norma cibica.

Seja N uma outra norma qualquer em V. Para mostrarmos a segunda afirmagao, facamos
indugao sobre n.

Se n =1, entao, dado z € V, x = £1eq, temos que

N(z) =1&|N(e1) = ||x||M, onde M independe de z.

Logo, ||| — 0 se, e somente se, N(z,) — 0.
Suponhamos, entdo, que a afirmacao é verdadeira para K-espacos vetoriais de dimensao n—1
e mostremos que a mesma vale para K-espacos vetoriais de dimensao n.

n
Dado x € V, onde « = Z &e;, temos que
i=1

N(z) = N(i 5,~e,~>
=1

IN

lfl‘N(el) et lfn’N(en)

IN

max{l&} Y N(e:)
i=1
= Yzl

onde M independe de x.
Portanto, quando ||z,| — 0, teremos N (x,) — 0.
Suponhamos que (x,) é uma sequéncia de V' tal que N (z,) — 0, mas de modo que ||x,| - 0.
n

Escrevendo z, = E &ivei; se [&y| — 0 para todo i = 1,...,n quando v — oo, entao

i=1
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l|zo|| = max{|&y|} — 0 quando v — oo,
(2

o que é um absurdo.
Portanto, existe algum ¢, digamos i = 1, tal que |£1,] - 0. Passando a uma subsequéncia
podemos entao supor que existe € > 0 tal que |£1,| > €, para todo v. Tomando

n
-1
Yo = flv Ty = E Niv€i,

i=1
obtemos
N(yv) = N(£1_U1$v) = |£1_1;1|N($v) < 6_1N($v)'
Como N(z,) — 0, segue que N(y,) — 0 e, portanto, y, — 0. Logo,

n
g Niv€i — —€1
1=2

na topologia definida pela norma V.

Seja W o subespago de V' gerado por {es, ..., e,}. Temos que W tem dimensao n —1. Como
W é um espaco vetorial de dimensao finita também sobre o corpo completo K com valor absoluto,
temos que W é completo na topologia induzida pela norma cibica e, como sua dimensao é n—1,
temos, por hipétese de inducao, que a norma N induz em W a mesma topologia induzida pela
norma cubica. Logo, W é completo na topologica induzida pela norma N. Assim, como

n

n
Zm‘uei € W para todo v e vaei — —e;
=2 i=2

na topologia induzida pela norma N, segue que —e; € W, o que é uma contradicao. Portanto,
quando N(z,) — 0, teremos ||z, | — 0.
Suponhamos, finalmente, que K é discreto. Entao, o valor absoluto | | em K é trivial. Seja

n
zeV,x= Zaiei. Temos que
i=1
2]l = masc{ o]} = { 0, se «; =0, para todo i, ou seja, se x =0
i ! 1, se «; # 0, para algum i, ou seja, se x # 0

Portanto, V' é discreto na topologia induzida pela norma cibica.
Como qualquer outra norma em V induz a mesma topologia induzida pela norma cubica,
segue que V é discreto. [

Teorema 1.41 Sejam K um corpo completo e | | um valor absoluto em K. Entdo, qualquer
extensdo algébrica E de K tem, no mdzimo, uma extensdo do valor absoluto | | e E € completo
na topologia induzida por esta.

Demonstracgao. Sejam | |; e | |2 duas extensoes a E do valor absoluto | |. Temos que mostrar
que |al; = |al2, para todo a € E.
Para cada o € F, consideremos a extensao algébrica K («) de K. Temos que

[K () : K] =grau pq, g < 00

Logo, K(«a) é um espago vetorial de dimensao finita sobre K.

Pelo lema 1.40, temos que | |1 e | |2 induzem a mesma topologia em K («) e este é completo
nessa topologia. Em particular, | |1 e | |2 sdo equivalentes em K («a). Se | |1 ou | |2 é trivial,
entdao K é discreto e, pelo lema 1.40, K («) é discreto e, daif, ambos sao valores absolutos triviais;
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se | |1 e | |2 sAo nao-triviais, entdo, pela observacao 1.26, eles coincidem em K («). Portanto,
la|1 = |aa, para todo o € E. |

Como tultimo resultado deste capitulo, temos que qualquer extensao de R com um valor
absoluto estendido do valor absoluto usual de R ou é o préprio R ou é C. Este resultado é uma
consequéncia do teorema a seguir.

Teorema 1.42 (Gelfand-Mazur) Seja A uma dlgebra comutativa sobre os nimeros reais tal
que A contém um elemento i, com i> = —1, e seja C = R + Ri. Suponha que A é normado
(como espago vetorial sobre R) e que |zy| < |x||ly| para todo x,y € A. Entao, dado xg € A,

xo # 0, existe um elemento ¢ € C tal que xg — ¢ ndo € invertivel em A.

Demonstragao. Escreveremos | | = | |« em C. Suponhamos, primeiramente, que xy € C.
Entao, tomando ¢ = zy € C, temos que g — ¢ = 0 e, portanto, £y — ¢ ndo é invertivel em A.
Suponhamos, agora, que xg ¢ C e, por absurdo, que xy — z é invertivel em A para todo z € C.
Definimos, entdo, a funcio f : C — A por f(z) = (x¢9 — 2)~', para todo z € C. Temos que
f(2) # 0, para todo z € C e, como a operagao inversa é continua, a fungao f é continua. Assim,
para todo z € C, z # 0, temos
1 1
10-3 (1)

Dai, f(z) — 0 quando z — oo em C. Em particular, |f(z)| — 0 quando z — oo em C.

Consideremos, entao, a aplicacao |f| : C — [0,+00) definida por |f|(z) = |f(2)], para todo
z € C. Temos que a aplicagao |f| é continua, visto que a mesma é uma composicao de fungoes
continuas.

Afirmamos que |f| é limitada.

Com efeito, fixado Ry € R, Ry > 0, consideremos a bola fechada de centro na origem e raio
Ry, denotada por Br,[0]. Como |f| é continua e Bpg,[0] é compacta, segue que existe zp € Bp,[0]
tal que |f(2)| < |f(20)|, para todo z € Bg,[0]. Dai, |f(z0)| > 0, pois, caso contrario, f(z) =0,
para todo z € Bpg,[0], o que seria um absurdo.

Escrevendo My = |f(z0)| > 0, obtemos |f(z)| < My, para todo z € Bg,[0]. Como f(z) — 0
quando z — oo em C, segue que existe B > 0 tal que

M,
If(2)] < 70,sempre que |z| > B, z € C. (%)

Seja R = max{Ry, B} e consideremos a bola fechada de centro na origem e de raio R
denotada por Bg[0]. Como |f| é continua e Bg[0] é compacta, segue que existe z’ € Bg[0] tal
que |f(2)] < |f(z")|, para todo z € Bg[0]. Dai, |f(z’)| > 0 pois, caso contrario, f(z) = 0 para
todo z € Bg[0], o que seria, novamente, um absurdo.

Escrevendo, entao, M = |f(z')] > 0, obtemos |f(z)] < M, para todo z € Bg[0]. Em
particular, My < M.

Suponhamos que z ¢ Br|[0], isto é, que |z| > R, entdo, |z| > B ede (x) segue que | f(z)| < M.
Logo, |f(z)| < M, para todo z € C. Portanto, f é limitada.

Seja D ={z € C; |f(z)] = M}. temos que:

(i) D # @, visto que 2z’ € D;

(ii) D é fechado, visto que D = |f|"*({M});

(797) D é limitado, visto que D C Bg[0].

Afirmamos que D é aberto.

Com efeito, seja ¢y € D. Depois de uma translacdo, podemos supor ¢y = 0. Dali,
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£ = || = M

Afirmamos que, se » € R, r > 0 suficientemente pequeno, entdo todos os pontos sobre o
circulo de raio r encontram-se em D.
Com efeito, consideremos a soma

n

1 1
St =5 2

k=1

onde w é uma raiz primitiva n-ésima da unidade.
n

Temos que z" —r" = H(a: — w”r). Logo,
k=1

n
log(z" — log(Haj—wr) Zlogz—wr
k=1
Derivando, obtemos
na™ ! & 1
I — ¢ :Zx_wkr'
k=1
Dividindo primeiramente por n, depois por ™! e, finalmente substituindo z por z, obtemos

1 1 znt 1

r xn rn n—1"
0 _ r
) r<m0>

Logo,
1

n—1"
l’o—T‘(wO)

. r
Tomando r suficientemente pequeno de modo que ‘—‘ < 1, temos que
o

S(n) =

1
|S(n)| — ‘—‘ = M quando n — oo.

Zo
Suponhamos, por absurdo, que existe um nimero A € C, com |\| =1 e tal que

— | < M.

‘xo — )\r‘
Entao, Ar esta sobre o circulo de raio r e, no entanto, A\r ¢ D.
Consideremos a fungao

g(x) = , para todo x € C, |z| = 1.

To— 7

Temos que g é continua e g(A) < M. Logo, existem um intervalo I sobre o circulo unitario
e € > 0, tais que para toda & raiz da unidade em I, temos g(§) < M — e < M, isto é,

1
o — f’l"
Assim, para toda £ raiz da unidade pertencente ao intervalo I, temos que £r estd sobre o

circulo de raio r e, no entanto, &r ¢ D.
Seja n suficientemente grande e seja b, o nimero de raizes n-ésimas da unidade pertencentes

<M-—-—e< M.

2m
ao intervalo I. Entao, o comprimento [(I) do intervalo I é aproximadamente — b,,. Expressamos
n

a soma S(n) como
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1 1 1
S = — - - - -
(n) n [ZI:$0—wkr+Z$o—wkr ’

11

onde Y ; é a soma referente as raizes w* da unidade sobre o intervalo I e 3 ,; é a soma referente
as rafzes w® da unidade restantes. Dai,

yS(n)\g%HZ(+\ZH g%[bn(M—e)—k(n—bn)M]:M—b—"e. ()
I II

n

2 b (I
Temos que lim il b, = 1(I). Logo, lim = Q > 0. Assim, de (xx), segue que

n
n—oo n n—oo n 2T

lim |[S(n)| §M—l2(—l)e<M,

n—~o0 ].__[

o que é um absurdo. Portanto, D é aberto.
Temos, entao, que D C C é aberto e fechado. Como C é conexo, segue que D = C. Dali, f é
constante, o que é um absurdo. [

Coroldrio 1.43 Seja K um corpo, o qual € uma extensao de R, e seja | | um valor absoluto em
K estendido do valor absoluto usual de R. Entao, K =R ou K = C.

Demonstracao. Suponhamos, primeiramente, que C C K. Mostremos que K C C.

Seja xg € K, xg # 0. Entao, pelo teorema anterior, existe ¢ € C tal que xg—c nao é invertivel
em K. Como K é um corpo, segue que xg — c = 0. Dai, xg = ¢ € C. Logo, K C C. Portanto,
K =C.

Suponhamos, agora, que C ¢ K, isto é, o polinémio z2+1 = 0 é irredutivel sobre K. Entéo,
adicionamos a raiz ¢ desta equagao a K e obtemos o corpo K (i).

Afirmamos que a aplicagao || || : K (i) — R definida por

|z + iy = 0o se x+1iy =0, ouseja, sex =y =0
vi= |z| + |y|, se x+iy #0, ouseja, sex #0ouy#0

¢ uma norma em K (i).
Com efeito,

(N.1) : Dado x +iy € K (i), x+iy # 0, temos que ||z +iy|| = |z|+|y| > 0. Logo, ||z +iy| >0
para todo = + iy € K (i) e ||z + iy|| = 0 se, e somente se, z + iy = 0.

(N.2) : Dados x1 + iy1, x2 + iy2 € K (i), temos que

[(z1+1y1) + (z2 +iy2)|| = [[(z1 +22) + (y1 + y2)i|
|21 + 22| + |y1 + 2

(Jz1] + |z2]) + (lya] + ly2l)
(Jz1] + |y1]) + (Jz2] + ly2])
21 +dya | + |lz2 + 2|

A

(N.3) : Dados = + iy € K(i) e A € R, temos que

Az + iyl = Az +idyll = [Az] + |y
= [Allz[ + [Allyl = [Al(] + ly])
= [l +dyll
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Segue de (N.1), (N.2) e de (N.3), que a aplicagao || || é, de fato, uma norma em K (7).
Dados z1 + iy1, x2 + iys € K (i), temos também que

[[(z1 +iy1)(z2 +iy2)[| = [(z122 — y1ye) + (w1y2 + 22y1)i]|
2122 — y1y2| + |[z1y2 + 2291 |

lz1ma| + |[y1ye| + [w1y2| + 2231

21 z2] + [yallye] + [21]|y2] + [22]|y1 ]
(Jz1] + |y ) (|2| + |y2])

21 + iy || w2 + iyo|

I I VAN

Assim, C C K (i) e K(i) é um corpo que satisfaz as condigoes do teorema anterior.

Mostremos, agora, que K (i) C C.

Seja xg € K (i). Entao, pelo teorema anterior, existe ¢ € C tal que xy — ¢ nao é invertivel
em K(i). Como K (i) é um corpo, segue que zg — ¢ = 0. Dai, 29 = ¢ € C. Logo, K(i) C C.
Portanto, K (i) = C e, como R C K ¢ K(i) = C, obtemos K = R. ]
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Capitulo 2

Valorizacoes

No capitulo anterior, apresentamos um esboc¢o razoavelmente completo de corpos com um va-
lor absoluto arquimediano. Como Krull (1931) observou, um valor absoluto nao-arquimediano
utiliza somente a multiplicatividade e a ordem dos nimeros reais. Nesta capitulo, estudaremos
o conceito de valorizagoes de um corpo K, que nos ajudard na compreensao da apresentagao de
corpos com um valor absoluto nao-arquimediano.

2.1 Valorizacao

Nesta se¢ao, estudaremos as valorizacoes de um corpo K e suas principais propriedades, esta-
beleceremos uma bijecao entre os valores absolutos nao-arquimedianos em K e as valorizacoes
de K e caracterizaremos as valorizacoes de Q.

Sejam K um corpo e K* = K\{0}.

Definicao 2.1 Uma valorizagio v de K é uma aplicagao v : K — R U {oco} que satisfaz as
sequintes condigoes:

(V1) v(z) =00 &z =0;

(V:2) v(z +y) = min{o(z),v(y)}, Vo,y € K;

(V.3) v(zy) =v(z) +v(y), Va,y € K;

onde convencionamos a + 0o =00 e a < 00, para todo a € R.

Proposigao 2.2 Qualquer valorizacdo v de K possui as sequintes propriedades:

(iv) v(zy + -+ xy) > min{v(z1),...,v(zn)}, Y21,..., 2, € K.

Demonstragao. (i): Segue do fatode que 1 #0e1=1.1em K e de (V.3).
(ii): Segue do fato de que x.z~! = 1, para todo z € K*, de (V.3) e de (i).
(i): Segue do fato de que —z = (—1) z, para todo x € K, de (V.3) e de (ii).
(tw): Segue de (V.2), por indugao sobre n. ]
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Exemplo 2.3 A aplicagao v: K — RU{o0} definida por

v(a:):{ 0, se x#0

oo, se =0

€ a valorizacdo trivial de K.

Exemplo 2.4 Fizemos um numero natural primo p. FEntao, dado x € Q, x # 0, podemos
escrever

m
x=p7 ot onde v,m,n € Z, n>0e p{fmn.

A aplicagao vy : Q — RU {oo} definida por

vp(:n):{ v, se x#0

oo, se =0

€ a valorizagdo p-ddica de Q.

Observacao 2.5 A wvalorizacdo p-ddica de Q, pelo teorema fundamental da aritmética, € clara-
mente determinada por vy(p) =1 e vy(q) =0, para qualquer nimero natural primo q # p.

Exemplo 2.6 Seja p(x) € Klx] um polinémio ménico irredutivel sobre K. FEntao, dada
¢(z) € K(x), ¢(x) # 0, podemos escrever

)

A aplicagdo vy, : K(x) — RU{oo} definida por

»ondey € Z, f(x),9(x) € Klz], g(x) #0, ep(x) 1 f(2)g().

%mwunz{v7w olo) #0

oo, se ¢(x)

é a valorizacao p(x)-ddica de K (x).

Exemplo 2.7 A aplica¢do vy : K(x) — RU {00} definida por

graug(z) — grau f(z), se W #0

(i) - o

¢ uma valorizagao de K(z).

Proposigao 2.8 Eriste uma correspondéncia bijetora entre as valorizacdes v de K e os valores
absolutos nao-arquimedianos | | em K.

Demonstracao. Primeiramente, convencionamos e~ =0 e —In 0 = co.

Seja v uma valorizacdo de K. Consideremos, entdo, a funcao | | : K — R definida por
|z| = e=¥®), para todo z € K.

Afirmamos que | | é um valor absoluto nao-arquimediano em K.

De fato, para quaisquer =,y € K, temos que:

(A1) |z] =0 & e @ =0 o v(z) = 00 & x = 0;
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(A.2)

—u(ety) < - min{o@)e()} _ gmax{-v(),~v(y)}

IN

lr+y|l=e

= max{e @, W} = max{|a], ly[};

(A3) ‘xy’ — e_v(wy) — e_(v(w)'l'v(y)) — e_v(w)_v(y) — e_v(w)e_v(y) — ’x”y"

Logo, | | é um valor absoluto nao-arquimediano em K.
Reciprocamente, seja | | um valor absoluto nao-arquimediano em K. Consideremos, entao,
a aplicagao v : K — R U {oo} definida por

U(:E):{—ln]a;\, se z#0

© , se =0

Afirmamos que v é uma valorizacao de K.
De fato,
(V) v(z) =0 —njz|=c0cez=0,Vze K.
(V.2) Sejam z,y € K* tais que x + y # 0. Entao,
ve+y) = —lnfe+yl=Infe+y[" > n(max{|e], [y}~
= In(min{|z|™",|y|™"}) = min{ln 2|, Iny| 7'}
= min{—In|z|,—In|y[} = min{v(z),v(y)}.
E claro que, para os demais casos, a desigualdade acima é verdadeira.
(V.3) Sejam z,y € K tais que zy # 0. Entao,
v(zy) = —Infzy| = —In(|z[ly]) = —In|z| —In|y| = v(z) + v(y).
E claro que, para o caso zy = 0, a igualdade acima ¢ verdadeira.

Portanto, v é uma valorizacao de K. [
Exemplo 2.9 A valorizacdo trivial de K corresponde ao valor absoluto trivial em K.

Exemplo 2.10 Com as notagoes do exemplo 1.6, a valorizacdo de Q correspondente ao wvalor
absoluto p-adico em Q € dada por

_f yInp, se z#0
v(a;)_{ oo , s¢ =0

Exemplo 2.11 A wvalorizacdo de K(z) correspondente ao valor absoluto ndo-arquimediano em
K (z), definido no exemplo 1.9, é dada por

f(z)
(graug(z) — grau f(z)) In2, se ——= #0

. (@) _ 9(z)
o 00 se @ =0

’ 9(x)

Proposicao 2.12 Seja v uma valorizacdo de K e sejam x,y € K. Entao,

v(z) # v(y) = v(z +y) = minfu(z), v(y)}-
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Demonstragao. Seja | | o valor absoluto nao-arquimediano em K correspondente a v e sejam
z,y € K tais que v(z) # v(y). Se x = 0 ou y = 0, entdo a igualdade segue imediatamente.
Suponhamos, entao, que x # 0 e y # 0. Dai, z +y # 0 (pois, caso contrario, v(z) = v(—y) =
v(y), contradizendo a hipétese). Logo, v(z + y) = —In|z + y| # oco. Como v(z) # v(y),
temos que —In|x| # —In|y| e, dai, |x| # |y|. Assim, como | | é ndo-arquimediano, segue que
|z +y| = max{|z|, |y[}. Dai,
v(+y) = —lnfe+yl=hlz+y/"" = n(max{|, [y[})~
— tn(min{|z[ ", [y ™1}) = min{in [z, In |y 1}
= min{—In|z|,—In|y|} = min{v(x),v(y)}.

Observacao 2.13 (1) Segue da proposi¢ao anterior que, se v € uma valorizagio de K e
x1,...,%y € K sdo tais que v(x;) # v(xj), para todo i,j =1,...,n, i # j, entdo
v(xy + -+ xy) = min{v(xy),...,v(z,)}.

(2) Seja v uma valorizagio de K e sejam x,y € K tais que v(x —y) > 0 e v(xz) = 0. Entdo,

v(y) = 0.
De fato, suponhamos, por absurdo, que v(y) # 0. Entao,

v(z —y) = min{v(z),v(y)} = min{0,v(y)}.
Se v(y) > 0, entao v(x —y) = 0; se v(y) < 0, entdo v(x —y) = v(y) < 0. Em ambos os
casos, chegamos a um absurdo. Portanto, v(y) = 0.

Proposicao 2.14 (Principio da dominac¢ao) Seja v uma wvalorizacio de K e sejam
Z1,...,2n € K. Sexy+ -+ 2, =0, entdo pelo menos dois dos valores v(x;) sdo iguais.

Demonstragao. Suponhamos, por contradigdo, que os valores v(z;) sdo todos distintos. Ree-
numeramos os ;s de modo que v(x;) < v(xzg) < --- < v(zy). Entao,

v(z1) < min{v(xsa),...,v(zy)} = v(x2).
Por outro lado, como v(x1) = v(—x1), temos que
v(xy) =v(—z1) =v(z2 + -+ + ) > min{v(za),...,v(zn)} = v(z2),

o que é uma contradigao. |

Definicao 2.15 Seja v uma valorizagao de K. A imagem v(K*) é um subgrupo de R chamado
grupo de valores e é denotado por I'y,. O corpo K com wvalorizacdo v : K* — Iy, onde '), € um
subgrupo de R, € chamado corpo valorizado.

Sejam | |1 e | |2 dois valores absolutos nao-arquimedianos equivalentes em K. Entao, existe
um ndmero real positivo v tal que |z|s = |z|], para todo z € K. Sejam v : K* — I', e
w: K* — Ty, as valorizagoes correspondentes a | |2 e | |1, respectivamente. Entao,

v(xz) = —In|z]y = —yIn|z|; = yw(x), para todo x € K*.

As consideragoes acima motivam a seguinte definicao.

Definigao 2.16 Sejam v e w duas valorizacées de K. Dizemos que v e w sdo equivalentes se,
e somente se, v = yw, para algum niumero real positivo . Caso contrdrio, v e w sao ditas
nao-equivalentes.
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Observagao 2.17 Segue da proposicao 2.8 que duas valorizacoes de K sdo equivalentes se, e
somente se, os correspondentes valores absolutos ndo-arquimedianos em K sao equivalentes.

A proposigao que segue caracteriza as valorizagoes equivalentes de K.

Proposigao 2.18 Duas valorizagoes v e w de K sao equivalentes se, e somente se, existe um
isomorfismo que preserva a ordem ¢ : 'y — I'y, tal que w = ¢ ov.

Demonstragao. (:=) Sejam v e w duas valorizacoes equivalentes de K. Entao, existe um

nuimero real positivo v tal que v(z) = yw(x), para todo z € K*. Dal, w(z) = 1 v(z), para todo

x e K*. ) ! ,
Consideremos a aplicagao ¢ : I';, — I'y, definida por ¢(a) = — a, para todo a € I';,. E claro

que ¢ é um isomorfismo que preserva a ordem. Ainda,

(pov)(z)=o(v(z)) = % v(z) = w(z), para todo x € K*.

(«<:) Seja ¢ : T'y, — T'y, um isomorfismo que preserva a ordem e tal que w = ¢ o v.

Como I';, e I'y, sdo subgrupos aditivos de R, entdo ambos s@o triviais, ou discretos ou sao
densos em R. No primeiro caso, v e w sao triviais; no segundo, I'y = \Z e 'y, = A9Z, para
A1, A2 nimeros reais positivos e, no terceiro caso, ¢ se estende a um isomorfismo ¢ : R — R.
Entao, em qualquer dos casos, ¢(a) = 7ya, para algum nimero real positivo . Dai,

w(z) = (pov)(x) = p(v(z)) =vyv(x) = v(z) = %w(x), para todo x € K*.

Portanto, v e w sao duas valorizagoes equivalentes de K. [

Exemplo 2.19 A wvalorizacao p-ddica e a valorizagdo v dada no exemplo 2.10 sdo valorizagoes
equivalentes de Q e I'y,, = Z = (Inp)Z =T,

Exemplo 2.20 A wvalorizacdo v de dada no exemplo 2.7 e a valorizacdo v do exemplo 2.11
sao valorizagoes equivalentes de K(x) com Ty =7 = (In2)Z =T,.

Teorema 2.21 (Teorema da aproximacado para valorizag¢des) Sejam vy, ..., v, valorizagoes
nao-triviais de K duas a duas ndo-equivalentes. Entao, para quaisquer aq,...,c, € K e N > 0,
eriste a« € K tal que

vilao — ;) >N, i=1,...,r.

Demonstracao. Pela proposicao 2.8, existem valores absolutos nao-arquime-dianos nao-triviais

| l1,---,| | em K correspondentes as valorizagoes vy, ...,v, de K, respectivamente. Como
v1,...,0, s@0 duas a duas nao-equivalentes, segue, da observacao 2.17, que | |1,...,]| |, s@o dois
a dois nao-equivalentes. Logo, pelo teorema 1.28, dados a1, ...,a, € K e eV > 0, existe a € K
tal que

o —als <e ™M i=1,...,r.

Segue da demonstracao da proposicao 2.8 que

vilao —a;) > N,i=1,...,7.
[ ]

Proposigao 2.22 Qualquer valorizacao de Q € trivial ou € equivalente a uma valorizacdo p-
ddica de Q, para algum nidmero natural primo p.
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Demonstragao. Seja v uma valorizacdo nao-trivial de Q e seja | | o valor absoluto nao-
arquimediano nao-trivial em Q correspondente a v. Pelo teorema 1.31, temos que | | é equivalente
a um valor absoluto p-adico em Q, para algum ntmero natural primo p. Segue da observagao
2.17, que v é equivalente a valorizagao p-adica de Q. [

Antes de apresentarmos mais algumas propriedades de valorizacoes de K, recordaremos
alguns resultados importantes de Algebra Comutativa [Atyah, Mac. Donald].

Teorema 2.23 Todo anel V, comutativo com unidade, tem pelo menos um ideal mazrimal.

Demonstragao. Seja > o conjunto de todos os ideais J C V, J # V. Temos que ) é
parcialmente ordenado pela inclusdo e Y # &, visto que 0 € Y. Seja (I,) um subconjunto de
> totalmente ordenado pela inclusdo. Consideremos a uniao I = U I1,.

«

Afirmamos que I é um ideal de V e I £ V.

Com efeito, sejam x,y € I. Entao, x € I, para algum « e y € Ig para algum 3. Suponhamos
que Ig C I,. Entao, 2,y € I, e como I, é um ideal, temos z +y € I,. Dai, x +y € I. Dado
a € V, temos que ax € [, visto que x € I, e I, é um ideal. Logo, ax € I. Portanto, I é um
ideal de V.

Como 1 ¢ I, para todo « (pois I, # V, para todo «), segue que 1 ¢ I.

Assim, [ é um ideal de V., I #V, e I, C I, para todo a. Logo, I é o elemento maximal de (I).
Segue do lema de Zorn que o conjunto »_ tem elemento maximal. [

Corolédrio 2.24 Se I #V éum ideal do anel V, comutativo com unidade, entdo existe um ideal
maximal de V' contendo I.

Demonstragao. Como I é um ideal de V e I # V| temos que o anel quociente V/I # 0. Logo,
pelo teorema anterior, V/I tem pelo menos um ideal maximal. Portanto, V' possui um ideal
maximal contendo I. [

Corolario 2.25 Todo elemento nao-invertivel do anel V, comutativo com unidade, estd contido
em um ideal mazimal de V.

Demonstragao. Seja z € V um elemento nao-invertivel, entao (z) # V. Assim, pelo corolério
anterior, existe um ideal maximal M de V contendo (z). Em particular, x € M. [

Definicao 2.26 Um anel V, comutativo com unidade, que possui exatamente um ideal mazximal
M ¢é chamado anel local. O corpo V/M €é chamado corpo residual de V.

Proposicao 2.27 Seja V um anel comutativo com unidade e seja M # V um ideal de V' tal que
todo elemento x € VA\M ¢ invertivel em V. Entdo, V € um anel local e M € seu ideal mazimal.

Demonstracao. Todo ideal I de V com I # V consiste de elementos nao-invertiveis de V.
Logo, todo ideal I de V com I # V estd contido no ideal M. Portanto, M é o 1nico ideal
maximal de V. ]

Agora, retornaremos ao estudo das valorizacoes de K, apresentando a definicdo de um anel
de valorizacao de K e algumas de suas propriedades.

Definicao 2.28 Um subanel V de K é chamado anel de valorizacdo de K se, e somente se,
para qualquer v € K*, x €V oux™ ' € V.
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Proposigao 2.29 Se V € um anel de valorizacdo de K, entdo K € o corpo de fracdes de V.

Demonstragao. Seja F' o corpo de fragoes de V. E claro que F C K. Dado z € K,z ¢ V,
temos que

1

1 1
s leV=aar'l=aeV,a#¢0=>=-=a=x=-¢cF.
x a

Proposicao 2.30 Se V € um anel de valorizacdo de K, entao V € um anel local.

Demonstracao. Seja M o conjunto de todos os elementos nao-invertiveis de V. Entao,
reEM=x=00uxt¢gV.

Mostremos, primeramente, que M é um ideal de V.

Sejam a € Ve x,y € M. Sea =0o0oux =0, entdo ax = 0 € M. No caso a # 0 e
r # 0, suponhamos que ax ¢ M. Entdo, (ax)™! € V. Dai, 27! = (az)"'a € V, 0 que é um
absurdo. Portanto, ax € M. Por outro lado, se x+ = 0 ou y = 0, é claro que z +y € M.
Suponhamos que z # 0 e y # 0. Temos que zy~' € V ou 27y € V. Se 2y~! € V, entdo
r+y=1+zy Yy c VM C M;sex 'y €V, entdo analogamente obtemos x +y € M. Segue
da proposicao 2.27, que V é um anel local e M é o seu ideal maximal. [

Proposigao 2.31 Seja v uma valorizacao de K. Entdo,
(1) Oy ={z € K |v(z) >0} é um anel de valoriza¢io de K.
(i1) My, ={x € K | v(x) > 0} € o unico ideal mazimal de O,.
(tit) U, = Ou,\M, € o grupo multiplicativo de todos os elementos invertiveis de O,,.
)

() v € trivial < 0, = K & M, ={0} & U, = K*.

Demonstracao. (i): Sejam z,y € O,. Entao, v(z) > 0 e v(y) > 0. Dali,
v(z +y) =2 min{v(z),v(y)} > 0 e v(zy) = v(z) +v(y) = 0.

Logo, z +y € Oy e zy € O,. Como v(0) =00 >0, v(1) =0 e v(—z) = v(x) > 0, temos que
0,1,—x € O,. Portanto, O, é um subanel de K.

Dado z € K*, temos que ou v(z) > 0 ou v(z) < 0. Se v(z) > 0, entdao x € O,; se v(z) < 0,
entdao v(x™1) = —v(z) > 0 e, dai, x71 € O,,.

(74): Dado = € O,, x # 0, temos que x é invertivel em O, se, e somente se, v(z) = 0
(pois v(z™') = —wv(x), para todo x € K*). Dai, M, é constituido por todos os elementos
nao-invertiveis de O,. Pela demonstracao da proposi¢do anterior, segue que M, é o unico ideal
maximal de O,.

(#4i) e (iv) Sao imediatas. ]

Denotaremos por K, o corpo residual de O,, isto é, K, = O,/M,, e por k, : O, — K, o
homomorfismo canénico de O, em K,.

Observacao 2.32 As seguintes afirmacoes sao imediatas:

(1) Sejam v e w duas valorizagées de K. Entao, v e w sao equivalentes se, e somente se,
Oy = Oy. Neste caso, K, = Ky, € ky = Ky.

(2) Para quaisquer x,y € O,, temos
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ve—y) >0 x—y e M, & ry(r—y) =05 ky(x) = Ky (y).
(3) Seja Ko um subcorpo de K. Entao,

v|K, € trivial & Ky C O, < KoN M, = {0}.

Neste caso, a restri¢cdo de K, a Ko € um homomorfismo ingjetor.

Proposigao 2.33 Seja v uma valorizacao de K. As sequintes afirmacoes sdo equivalentes:
(1) car K, # car K.
(i) A restricio de v ao corpo primo de K € nao-trivial.

(tit) Para algum mimero natural primo p e para algum ndmero real positivo v, eriste uma
inclusio (Q,vyvp) — (K,v).

Neste caso, car K =0 e car K, = p.

Demonstracao. (i) = (i7): Segue de (3) na observagao anterior.

(#i) = (ii1): Pela proposicao 1.14, o corpo primo de K nao é finito, logo existe um isomorfismo
¢ de Q no corpo primo de K e, pela proposicao 2.22, v o ¢ = yv,, para algum nimero natural
primo p e para algum ndmero real positivo 7. Logo, (Q,~yv,) — (K, v) é uma inclusao.

(73i) = (i) Temos que car K = car Q = 0. Como
v(p-1) = v(é(p)) = yvp(p) >0,
segue que p ky(1) = ky(p.1) = 0. Logo, car K, = p.

Antes de apresentarmos exemplos de anéis de valorizagoes, introduziremos o conceito de
valorizacao discreta, visto que a maioria das valorizagoes aqui ja apresentadas se constituem
exemplos de valorizagoes discretas.

2.2 Valorizacao discreta

Definicao 2.34 Uma valorizacdo v de um corpo K ¢é dita valorizagao discreta se, e somente
se, v € nao-trivial e seu grupo de valores T, € um subespaco discreto de R (de acordo com a
topologia usual).

A seguinte proposicao caracteriza as valorizacgoes discretas de um corpo K.

Proposigao 2.35 Seja I' um subgrupo nao-trivial de R. As sequintes afirmacgoes sdo equivalen-

tes:

(1) T € um subespago discreto de R.

(7i) T ndao € denso em R.

(791) O conjunto {y € I'; v > 0} tem um elemento minimo.
)

(iv) T = pZ, para algum nimero real positivo p.
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Demonstracao. (i) = (ii): E imediato.

(#9) = (4i7): Suponhamos que o conjunto {y € I'; v > 0} nao possui um elemento minimo.
Entao, dado ¢ > 0, existe v € I' tal que 0 < v < € e, para todo p € R, existe n € Z tal que
ny < p < (n+1)y. Dai,

0<p—ny<y<e=>p<y+ny<et+ny,

onde v+ nvy € I'. Portanto, I" é denso em R.

(74i) = (4v): Suponhamos que o conjunto {y € I'; v > 0} tem um elemento minimo, digamos
~0. Como I' é um subgrupo (aditivo) de R e vy € T', segue que todo miiltiplo inteiro de 7y pertence
a I'. Logo, vZ C I'. Por outro lado, dado v € I', existe n € Z tal que nyy < v < (n+ 1)7v.
Dai, 0 < v —nvy < . Como ~v,nvy € I, segue que v — nyy € I'. Mas g é o elemento minimo
positivo de I'. Logo, v — nyy = 0, ou seja, v = nyy. Portanto, I' C ~yZ. Tomando p = 7,
obtemos I' = pZ.

(iv) = (i): Suponhamos que I' = pZ, para algum nimero real positivo p. Dado qualquer
~v €T, temos que (v — p,v+ p) NI = {~}. Portanto, I" é um subespaco discreto de R. ]

Exemplo 2.36 A wvalorizagdo p-ddica e a valorizagdo dada mo exemplo 2.10 sdo valorizagoes
discretas equivalentes de Q.

Exemplo 2.37 A wvalorizacdo v e a valorizacdo dada mo exemplo 2.11 sdo valorizagoes dis-
cretas equivalentes de K (x).

Definicao 2.38 Seja K um corpo e seja v uma valoriza¢do discreta de K com I, = pZ, para
algum p > 0. Entao, m € K é uma uniformizante local de v se, e somente se, v(m) = p.

Exemplo 2.39 Seja vy, a valorizacio p(z)-ddica de K(x). Entdo, p(z) ¢ uma uniformizante

local de vy (y e, para qualquer a € K, a # 0, ap(z) € uma uniformizante local de vy(y).

Observacao 2.40 Se v € uma valorizacao discreta do corpo K com 'y = pZ e m € uma uni-
formizante local de v, entdo, para qualquer u € Uy, um € uma uniformizante de v.
Com efeito, dado u € U,, temos que v(u) = 0. Logo, v(ur) = v(u) + v(r) = v(7) = p.

Definicao 2.41 Uma valorizacao discreta v de um corpo K ¢é dita valorizacdo normalizada de
K se, e somente se, I', = Z.

Exemplo 2.42 A wvalorizagdo p-adica de Q e a valorizag¢ao ve, de K(x) sao valorizagoes nor-
malizadas.

Observagao 2.43 Segue da proposicao 2.35, que toda valorizacdo discreta € equivalente a exa-
tamente uma valorizagcao normalizada.

Proposigao 2.44 Sejam K um corpo e K* = K\{0} e seja v: K* — I';, = Z uma valorizac¢ao
discreta de K. Entdo,

(i) Oy € um anel de wvaloriza¢ao principal, onde o ideal mazimal é M, = (mw), com
uma uniformizante local de v, os ideais nao-nulos sao da forma M) = ("), para n > 0, e
NM = {0}.

(17) Cada x € K* se escreve de modo inico como x = w"u, onde r € Z e u € U,.
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Demonstragao. (i): Segue da proposicao 2.31 que M, = {x € K; v(z) > 1} e M, = (7), onde
7 € uma uniformizante local de v.

Seja I um ideal nao-nulo de O, e consideremos S = {v(x); x € I,z # 0} C N. Como S # &,
S tem um menor elemento, digamos n = v(xg), onde zg € I\{0}.

Afirmamos que I = (zg).

De fato, é claro que (xzg) C I. Seja x € I. Pela escolha de zp, v(xz) > wv(zp). Entao,
v<£> > 0, isto é, L e O,. Logo, = € (z¢). Logo, I = (zp). Além disso, como v(zg) = v(7"),

o To
temos que xg = un™, para algum u € U,. Portanto, I = (7).

E claro que NM,' = {0}:

reNM! < xzeM!'\Vn<sv(x)>nVneso(r) =00 z=0.

(7i): Dado x € K*, seja r = v(x). Entao, v(z) = v(n") e, dal, % € U,. Logo, x = 7"u, onde
s

u € invertivel em O,. n

Como valorizagoes equivalentes sao essencialmente iguais, segue da observacao anterior que
o estudo das valorizagoes discretas de um corpo K pode ser reduzido ao estudo das valorizacoes
discretas normalizadas de K.

A proposigao 2.22 nos diz que qualquer valorizacao nao-trivial de Q é equivalente a uma
valorizacao p-adica de Q, para algum numero natural primo p. O proximo teorema generaliza
esta afirmacao para qualquer corpo K que é corpo de fragdes de algum dominio principal. Mais
geralmente, provaremos para qualquer corpo K que é corpo de fragoes de algum dominio de
fatoracao unica.

Teorema 2.45 Seja D um dominio de fatoragdo unica com corpo de fracdes K e seja P um
conjunto de representantes dos elementos irredutiveis de D (isto €, qualquer elemento irredutivel
de D € associado a exatamente um elemento de P). Entao,

(2) Para qualquer p € P, a fungdo v, : K — R U {oo} definida por

_ n _ ;- .
vp(0) = 00 € vy (u H q ‘1) =Ny, onde ng € Z e u € invertivel em D,
qeP
€ uma valorizacdo normalizada de K, com

Ovp = LUpD 2D, Mvp :prD7 pD = Mvp NDe D/pD = H/vp(D) - Kvp;

onde Ky, : Oy, — Ky, = Oy, /Mvp € 0 homomorfismo canoénico.

(i) D= (") Oy,.

peP
(13i) Para qualquer x € K, x # 0, o conjunto {p € P; vy(x) # 0} € finito.
w) Se D € um dominio principal, entao k, (D) = K, , para todo p € P, e qualquer
r r

valorizagdo nao-trivial v de K, tal que O, 2 D, € equivalente a v, para exatamente um elemento
p € P e €, portanto, discreta.

Demonstragao. (ii) e (iii) seguem da fatoragao tinica em D.

(i): A igualdade O,, = Dpp segue da fatoracao tnica em D e o anel local Dpp 2 D tem
ideal maximal pD,p, com pD = pD,p N D. Logo, M,, = pDyp e M,, N D = pD. Além disso,
a inclusao i : D — D,p = O,, induz o homomorfismo injetor D/pD — K, = O,,/M,,,, pois
M,, "D = pD, de modo que o diagrama abaixo ¢ comutativo.
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D — DpD = Ovp
! !
D/pD — O, /M, =K,

Portanto, Dyp = k,(D) C K,,,.

(iv): Suponhamos que D é um dominio principal. Dado y € K,,, temos que y = k,, (),
para algum z € O,,. Como O,, = D,p, por (i), segue que x = ab!, onde a,b € D e b ¢ pD.
Sejam, entdo, ¢,d € D tais que cp+db = 1. Temos que cp = 1 —db, donde (ab~')ep = ab~! — ad.
Como M,, = pD,p, por (i), segue que (ab~Yep = (acp)b~! € M,,,, isto &, ab™' —ad € M,,.
Dai, /{vp(ab_l) = Ky, (ad) € Ky, (D). Logo,

Y = ko, (T) = Ky, (ab~1) € Ko, (D).

Portanto, K, C ky,(D). Como, por (i), ki, (D) C K,,, segue que k,, (D) = K,,.

Seja v uma valorizacao nao-trivial de K tal que O, 2 D. Entao, M, N D é um ideal primo
nao-nulo de D, ou seja, M, N D = pD, para algum p € P. Dai, v(p) = p = pv,(p), para algum
nimero real positivo p. Por outro lado, dado a € D\pD, temos que v(a) =0 = pv,(a).

Seja, entdo, € K, x # 0. Temos que x = p™ab~!, onde m € Z e a,b € D\pD. Logo,

v(x) = v@PMab ) =v(P™) +v(ab™t) = mo(p) + v(a) — v(b)
= m(pup(p)) + pup(a) — pup(b) = p(muy(p)) + pvy(ab™")
= pup(P™) +vp(ab™")) = p(vp(P™ab™")) = puy().

Assim, temos que v é equivalente a v, e, portanto, v é discreta. A unicidade de p segue do
fato de que, para quaisquer p,q € P, p # ¢, as valorizagoes v, e v, sao nao-equivalentes. [

Uma primeira aplicacdo do teorema anterior é no caso em que D = Z, K = Qe P é o
conjunto dos nimeros naturais primos. Assim, se p é um numero natural primo qualquer,
entao a valorizagao p-ddica v, de Q tem o anel de valorizacao O,, = Z,z, o ideal maximal
M, = pZyz e o corpo de classes residuais K,, = Z/pZ = Ty, isto é, K,, é isomorfo ao corpo
primo de caracteristica p.

Uma outra aplicacao do teorema anterior é no caso em que D = Ky[z], onde x é transcen-
dente sobre o corpo Ky, K = Ky(x) e P é o conjunto dos polinémios monicos irredutiveis de
Ky[z]. Como D = Ky[z] é um dominio principal, segue que, para qualquer p € P, a fungao
vp 1 K — R U {oo} definida por

vp(0) =00 e vp(u H q(m)"q> =ny,ondeng € Zewue Ko, u#0,
qeP

¢ uma valorizagao normalizada de K|Ky tal que O,, 2 D e qualquer valorizacao v de K|Ky
tal que O, 2 D ¢ equivalente a v, para algum p € P. Além dessas valorizacoes normalizadas
de K|Kj, conhecemos também a valorizagdo normalizada v, apresentada no Exemplo 2.7.
Considerando esta ultima, obtemos o resultado que segue.

Coroldrio 2.46 Seja K = Ky(x) uma extensao transcendente do corpo K. Entao,

(1) Qualquer walorizagao ndo-trivial de K|Kq € equivalente a v, para ezatamente um
p € PU{o0} e € portanto, discreta. Em particular, p — v, é uma bije¢ao do conjunto PU {oo}
no conjunto das valorizagées normalizadas de K|Kj.

(i) () O, =Ko
pePU{oo}
(ii7) Para qualquer p € P U {oo}, o corpo residual K,, = O,,/M,, ¢ uma estensao simples
da imagem isomorfa Ky, (Ko) de Ko,
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[Ky, : ko, (Ko)] = graup, p € P, e [Ky, : ko, (Ko)] = grauoco = 1.
(tv) Para qualquer ¢ € K, o conjunto {p € P U {oo}; vp(p) # 0} € finito e

Z vp(p) graup = 0.
pePU{oo}

Demonstragao. (i): Seja v uma valorizacao nao-trivial de K|Kj. Entao, ou O, 2 Kp[z] ou
O, 2 Kolz]. Se O, 2 Ky|z], entdo, pelo teorema anterior, v é equivalente a v, para exatamente
um p € P e é, portanto, discreta. Se O, 2 Ky[z], afirmamos que v é equivalente a vo, e,
portanto, discreta. Com efeito, se O, 2 Kolz], entdo = ¢ O,. Dai, v(z) = —p, para algum
nimero real positivo p. Dado p(z) = ap2™ + ap_12" 1+ -+ a1x + ag € Kol], a, # 0, temos
que v(a;z") # v(a;x?), para quaisquer 4,5 = 0,1,...,n, i # j, e, ainda,

miin{v(aixi)} =v(apa") = —np.

f@) o i)
o) < )

Segue que v(p(z)) = —np = puso(p(z)). Assim, para qualquer # 0, obtemos

v(ﬂ@) = W(f@g(@) ) = v(f(2)) - v(g(a))

= pUs(f(x)) — proo(g(x))
= plveo(f(2)g(z)™h))

(77): Pelo teorema anterior, temos que Ky[z] = ﬂ O,, . Logo, ﬂ O,, = Ko[z]N O
pe?P pEPU{co}

Voo *

Portanto, ﬂ 0,, = Kp.
pePU{co}

(t3i): Dado p € P, temos que v, restrita a Ky é a valorizagdo trivial, logo
Ky C Ovp\Mvp = U, e K, restrita a Ky ¢ um homomorfismo de corpos e, portanto, injetor.
Logo, Ko = Ky, (Ko) e, pelo teorema anterior, que K,, = Ky, (Kolz]). Logo, K., = ky,(Ko)[C],
onde ¢ = Ky, (). Além disso, como £, (p) é o polinémio minimo de ¢ sobre ,, (Ko), obtemos

[Ky, : ko, (Ko)] = [k, (K0)[C] & kv, (Ko)] = grau sy, (p) = graup.

Nesse caso, K., = Koy[z]/(p(x)).

Se p = 00, entao afirmamos que vo, = v4, onde ¢(y) =y, com y = zL.

Com efeito, dado f(z) = apz™ + ap_12" '+ -+ + a1z + ap € Kolx], a, # 0, escrevemos

F) = any™ + an 1y "D + -+ ary™t + a0 € Kofyl. Como vy(aiy™) # vglajy~7), para
quaisquer 4,7 =0,1,...,n, 1 # j, e

Irliin{vq(aiy_i)} = vg(any ") = —n,
segue que vy(f(y)) = —n = voo(f(x)). Assim, para qualquer /(@) eK /() # 0, obtemos
! ~ ’ gla) T glx) T

Vg (%) = v (f(W)W) ") = ve(f () — ve(9(y))



Logo, graug = 1 e, dai, [K,_ : Ky, (Ko)] =1 e Ky = Ky, (Kp).
(7v) A primeira afirmagao segue imediatamente do teorema anterior. Por outro lado, dado
g € P, temos que voo(q) = —graugq e

] 1, se p=gq
UP(Q)_{()’ se p#q

Portanto, se ¢(z) = Hp(:z:)”” € Kylz], entao
peP

va(gp) graup = Z nyp graup = grau p(x) e voo(p) = —grau p(x).
pe?P peP

Assim, a igualdade vale em Kjy|x] e, portanto, vale em Ky(x). [ |
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Capitulo 3

Completamento de corpos com
valorizacoes discretas

Neste capitulo estudaremos basicamente o completamento de um corpo K com relacao a uma
valorizacao discreta de K e caracterizaremos seus elementos como séries de poténcias.

3.1 O corpo dos ntimeros p-adicos (@p)

Nesta secao, estudaremos primeiramente o completamento de Q com relagao ao valor absoluto
p-adico, para um numero natural primo p fixado, e mostraremos que os elementos deste podem
ser representados por séries de poténcias.

Fixemos um nimero natural primo p.

Definigao 3.1 O corpo dos numeros p-ddicos € o completamento de Q com relacdo ao wvalor

absoluto p-ddico | |, em Q e € denotado por @p.

Observagao 3.2 E importante observarmos que mo processo de completamento de Q para R
0s valores possiveis do valor absoluto usual sdo ampliados para incluir todos os nimeros reais
nao-negativos, enquanto que no processo de completamento de Q para @p, os valores possiveis
de | |, permanecem os mesmos, a saber {p"}nez U {0}.

O teorema seguinte nos ajudard a determinar a expansao p-adica de um nimero p-adico qual-
quer nao-nulo, a qual podera ser tomada no sentido de uma série infinita. Para a demonstracao
de tal teorema, necessitaremos do lema a seguir.

Lema 3.3 Se z € Q e |z|, < 1, entdo para qualquer i € N, i # 0, existe um inteiro « tal que
la — x|, < p~'. O inteiro a pode ser escolhido no conjunto {0,1,...,p" —1}.

Demonstragao. Seja x = %, onde a,b € Z, b # 0, e mdc(a,b) = 1. Como |z|, < 1, temos que

. a
p 1 b pois, caso contrario, b = ¢p’, para algum j € N, j # 0, com p t c e, dai, z = — donde
cp

|z|[, = p’ > 1, o que é um absurdo. Logo, b e p' sido relativamente primos, para todo i € N.
Podemos, entao, encontrar m,n € Z de modo que mb + np* = 1.
Seja o = am. A idéia é que mb difere de 1 por uma quantidade p-adicamente pequena,

assim m é uma boa aproximacao para 3 e, portanto, o é uma boa aproximacgao para x. Mais

precisamente, temos
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a . . .
o= aly = fam — 7| = |7| jmb— 1}, < [mb— 1, = npfl, = |nlyp~* <p~".

a
o

Finalmente, escrevendo o = ¢p’ +r, onde 0 < r < p’ e ¢q,r € Z, temos

Ir—zl, = |la—gp'—zl,=a—z—q',
< max{|a — z|p, [qp'[p}
< ph.

Portanto, adicionando um multiplo inteiro conveniente de p* ao inteiro o, podemos obter um
inteiro entre 0 e p* — 1. [

Teorema 3.4 Cada classe de equivaléncia a € @p, com |a|, < 1, € representada por uma Unica
sequéncia de Cauchy {a;} tal que:
(1) a; € Z, para todo i € N, i # 0;
(ii) 0 < a; < p', para todo i €N, i #0;
(i11) a; = a;+1 (modp?), para todo i € N, i # 0.
Demonstragao. Provemos, primeiramente, a unicidade: seja {a;} # {a;} uma outra sequéncia

de Cauchy satisfazendo (i), (ii) e (i), e seja a;, # aj,. Como a;, e a;, estdo ambos entre 0 e
p'* —1, segue que a;, # ago (mod p™). Dal, parzli todo i > g, temos a; = a;, # ago = a}; (mod p"),
ou seja, a; # a, (modp™). Logo, |a; — a}|, > —-. Portanto, {ai} = {a;}.
p
Seja, entao, {b;} uma sequéncia de Cauchy representante da classe de equivaléncia a € Q.
Nosso objetivo é encontrar uma sequéncia {a;} equivalente a {b;} satisfazendo (i), (i7) e (7).
Como {b;} é uma sequéncia de Cauchy, temos que, para cada j € N, j # 0, existe N(j) € N tal

que
|bi = birlp <p~7 se i,i' > N(j).

Podemos tomar a sequéncia N (j) estritamente crescente. Em particular, N(j) > j. Notemos
que |bi|, < 1sei> N(1) pois, para todo ' > N(1), temos
1
il < max (I, s = bely} < max { ooy}

com |by|, — lal, < 1 quando ¢/ — co. Em particular, |b;[, < 1 se i > 1. Pelo lema anterior,
A C _—_ 1
temos uma sequéncia de inteiros a;, com 0 < a; < p’, tais que |a; — bN(j)\p < 17

Afirmamos que a sequéncia {a;} assim construida é a sequéncia desejada.
Com efeito, basta mostrarmos que a;4+1 = a; (modp’) e que {b;} ~ {a;}. Como

laj1 —ajly = laji1 — by T Ong+1) — by — (a5 — bng))lp

IN

max{|a;j+1 — bn(i+1)lps [ONG+1) — O lps [a5 — Ongi)lpt

1 1 1 1
< maX{.—,—.,—.}:—.,
p]+1 pl’pI 24

temos que aj11 = a; (modp?). Por outro lado, dado qualquer j, para i > N(j) > j, temos

lai —bilp, = lai —a; +a; — bng) — (b — b))y
< max{|a; — ajlp, [aj — bn)lps [bi = bn(ylp}
1 1 1 1
S max{—.,—.,—.}:—..
pplpl v’
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Dai,

a; — bi|p, — 0 quando @ — oo. Logo, {b;} ~ {a;}. ]

Seja, entao, a € Qp, com |a| < 1. Pelo teorema anterior, temos que o nimero p-adico a pode
ser representado por uma sequéncia de Cauchy {a;} de niimeros inteiros nao-negativos. Serd
conveniente escrevermos todos os elementos a; desta sequéncia na base p, isto é,

a; =bo +b1p +bop® 4 -+ + bi_1p'
onde os bj’s € {0,1,...,p — 1}. A condigao (ii7) do mesmo teorema nos dé
air1 = bo +bip +bap® 4 - + biap' !+ bipt,

onde by, b1, ba,...,b;_1 sdo os mesmo de a;. Assim, a pode ser visto intuitivamente como um
numero, escrito na base p, que estende-se infinitamente para a direita, isto é, adicionamos a
cada passo um novo termo a a; para chegar a a;11. Obtemos, entao, a seguinte igualdade:

a="by+bip+bop®+ -+ bi1p T+ bp’ + -

A igualdade acima é chamada expansdo p-ddica de a.
Quando |a|, > 1, podemos multiplicar a por uma poténcia conveniente p™ de p, a saber
m > 1 tal que |a|, = p™, para obtermos um nimero p-ddico a’ = ap™ que satisfaga |a’|, < 1.
Dai, a = a/p~™ é representado por uma sequéncia {a;} na qual a; = a,p™™. Agora, a passa
a ser visto intuitivamente como um ntmero, escrito na base p, que possui finitos termos com
poténcias negativas de p e infinitos termos com poténcias positivas de p. A expansao p-ddica de
a é, entao, dada por
bo b bim—1

a:])_m+pm_1 + -+

+ b + by 1P + bngap® + -+

Veremos, agora, que a expansao p-adica de um nimero p-adico qualquer nao-nulo pode ser
tomada no sentido de um série infinita.

Seja {¢;} uma sequéncia de nimeros p-adicos tal que |¢;|, — 0 quando i — oco. Entao, a
sequéncia de somas parciais Sy = ¢;+- - -+cn converge para um limite em Q,, o qual denotamos

o0
por Zci.
i=1
Com efeito, se M > N, entao, quando n — oo
|Snar — SN‘p =lens1 4+ Fem] < max{]cNH\p, e ‘CM‘p} — 0.

Em particular, uma série converge em Q, se, e somente se, seus termos aproximam-se de
ZEro.
Consideremos, entao, a € Q, a # 0, com expansao p-adica
bo by bin—1

a:pm—i_pm—l—’_”.—i_

+ b+ b 1D + bgop® + -,

onde bys € {0,1,...,p— 1}. Temos que os termos da série infinita

bo by bm—1

+ot + b + b1 + bngap® + -+,

pm pm—l

aproximam-se de zero. Logo, esta série converge para a e, dai, a igualdade pode ser tomada no
sentido de uma série infinita.
Concluimos, entao, que cada elemento a € Q,, a # 0, pode ser representado por

41



a="Y bp',
onde b;’s € {0,1,...,p— 1} e b, # 0, para algum r € Z.

Antes de apresentarmos a valorizacao p-ddica em Q,, definiremos o anel dos inteiros p-adicos:

Definicao 3.5 O conjunto de todos os elementos a € @p, com |al, < 1, € o subanel de @p
chamado anel dos inteiros p-ddicos e serd denotado por Zj.

O conjunto dos inteiros p-ddicos invertiveis em sera denotado por Z, isto é,
7x _ 7. _
Ly = {a € Zyp; |a]p, = 1}.
Em particular, Z, é o conjunto de todos os elementos de Q, que sao expansoes p-adicas
envolvendo somente poténcias nao-negativas de p e Z, é o conjunto de todos inteiros p-adicos

que possuem o primeiro termo nao-nulo, isto é, dado a € Zp, temos que
aEi;@a:bo+blp+b2p2+“',

onde b;'s € {0,1,...,p— 1} e by # 0.

A valorizacao p-adica v), : @p — R U {00} é, portanto, dada por v,(0) = oo e v,(a) = r, com

o
a= Zbipi, onde b; € {0,1,...,p—1} e b, # 0, para algum r € Z. O anel de valorizacao O,, é
i=r
o anel dos inteiros p-adicos Z, e seu ideal maximal M, ¢ o conjunto Zp\Z;, isto é, dado a € Qy,
temos que

anvP@a:Zbipi e aEMvI,@a:Zbipi-
i>0 i>1

As operagoes de adicao, subtracao, multiplicacao e divisao em Q, sao semelhantes as operacoes
correspondentes de nimeros decimais. A tnica diferenca é que em Q, efetuamos as operagoes

da esquerda para a direita, como veremos nos exemplos que seguem.

Exemplo 3.6 Consideremos o corpo @5. Entao,

4 + 3x5 + 2x52 +

x 2 4+ 4x5 4+ 1x5 +
3 4+ 2x5 + 0x5% +
6x5 + 4x5% +

4x5 +

3 4+ 3x5 + 4x5% +

Exemplo 3.7 Consideremos o corpo @7. Entao,

2x7 1t 4+ ox7 4+ 3IxTt 4+
— 4AxT7Tt 4+ 6x7 + 5x7 o+
5x 71 + 0x7 + 4x7 +

Agora, apresentamos alguns exemplos de nimeros p-adicos.
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Exemplo 3.8

e}

—1=> (r-1)p"

1=0

Exemplo 3.9
1

1—p

[o¢]
= = Zpki, para todo k > 1.
i=0

A seguinte proposigao caracteriza o conjunto dos nimeros racionais em ,, como o conjunto
de todas as séries infinitas periddicas.

o

Proposigao 3.10 O elemento a € @p, a # 0, representado por Zbipi, onde b, # 0 e
i=r

b; € {0,1,...,p— 1}, € um ndmero racional se, e somente se, a sequéncia {b;} € periddica.

Demonstracao. Suponhamos que r = 0.

(=:) Sejaa € Q, a #0, tal que a € Q.

Afirmamos que existem m,n € Nyn > 1, et,u € Ztaisque 0 <t < p™, 0 <u < p’e
a=t+up™(1—p")~L.

Com efeito, temos que a = —, onde b,c € Z, ¢ > 0 e mdc (p,c) = 1. Dai, existe n € N, n > 1,

c
tal que p" = 1 (modc). Logo, p" — 1 = rc, para algum r € Z, r # 0, ou seja, ¢ = r~(p™ — 1).
b

Portanto, a = , ou seja, a =d(p" —1)71, onde d = br € Z.

ri(pr —1)
Tomemos, entdo, m € N de modo que —p™ < d < p™. Como mdc (p™,p" — 1) = 1, segue
que existem t,u € Z tais que d =t (p" — 1) — up™. Se a > 0, entdao podemos tomar u de modo

que 0 < u < p"; se a < 0, entdo tomamos u de modo que 1 < u < p™. Assim,
a=d@"—=1)"=a=0tE"-1) -w™)P" -1 = a=t+up™(1-p")~".

Escrevendo t e u na base p, temos que existem by, ..., bn1n—1 € {0,1,...,p — 1} tais que
m—1 n—1
t= Z bip' eu = meﬂp’.
i=0 i=0

[o.¢] [o.¢]
Como (1 —p™)~t = p™, temos que a = Zbipi, onde b;1, = b; para todo i > m.
i=0 =0
Portanto, a sequéncia {b;} é periddica.
(«:) Suponhamos que a sequéncia {b;} é peridédica. Entao, existem m,n € N, n > 1, tais

que b; 4, = b; para todo ¢ > m. Sejam
m+4n—1

m—1
s:Zbipi e s = Z bip'.
i=0 i=m
Entao,

m—+n—1

0o ' m—1 ' 0o ' ' 0o '

a—s = Y bipt= Y bipt=> bpt= Y bipt+ Y by’
=0 =0 i=m i=m i=m+
= S+ D b= 4p" Y bp' =5 +p"(a—s).

i=m+n i=m
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Dai,

s=(a—s5)—p"(a—s) = s =(a—s)(1-p")
= a—s=5(1-p")!
= a=s5+51-p)'ecqQ
Portanto, a € Q. [

Nos exemplos que seguem, discutimos a resolucdo das equacdes 22 —7=0e 22 —5 =0 em
Qs e das equacoes 22 —6 = 0 e 22 — 7 = 0 em Q5. Para tal discussio serd necessaria, no entanto,
a seguinte definicao:

Definicao 3.11 Dados x,y € @p, definimos:

€Xr — o~
yeZp<:>

1\n
r=y(modp") & |z —yl|, < (2—)> &

0s coeficientes a,, das séries de x e de y coincidem para todo m < n.

Exemplo 3.12 Consideremgs @3.

(1) 7 é um quadrado em Qs.

De fato, escrevemos 1 +2 x 3 =7 = (ag + a13 + a23% + ---)2, com 0 < a; < 2. Comparando
coeficientes, obtemos 1 = a% (mod3). Essa congruéncia tem solugoes ag = 1 e ag = 2. Tomamos
ag = 1. Dai,

1+42x3=(14a3+a3?+--)2=1+2a13+--- =1+ 2a;3 (mod 3?).

Logo, 2 = 2a1 (mod3) e a; = 1(mod3). Segque que

1+2x3=(14+34+a3%+--)2=(1+3+0a23%)? (mod3®)1 +2 x 3+ (2az + 1)3% (mod 33).
Portanto, 2as +1 = 0(mod3) e ag = 1 (mod3).

Assim,

14+2x3 = (143432 +a333+- - )2 = (1+3+32+a33%)? (mod 3*) = 14+2x3+0x3%24+2a33> (mod 3*).

Logo, 2a33% = 0 (mod3*). Portanto, 2a3 = 0 (mod3) e a3 = 0 (mod3).
Assim, 1+2x3=(1+3+324+0x3>+--).
Continuando o processo, obtemos a série

a=1+1x34+1x324+0x3+asx3+---,

onde ay,as,as, ... estao unicamente determinados a partir de ag = 1.
E claro que, escolhendo ayg = 2,0btemos

—a=2+1x3+1x324+2x33+(2—ay) x3*+--,

a outra raiz quadrada de 7 em @3.

(2) 5 nao é um quadrado em Qs.

De fato, suponhamos, por contradicdo, que 5 = 2+ 3 = (ag + a13 + a23% + ---)2, com
0 < a; < 2. Comparando os coeficientes, obtemos 2 = a% (mod3), contradizendo o fato dessa
convergéncia ndao ter solucdo em Z.
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Exemplo 3.13 Consideremos o corpo @5.

(1) 6 € um quadrado em Qs.

De fato, escrevemos 6 = 1 +5 = (ag + a15 + a5 + ---)%, com 0 < a; < 4. Comparando
0s coeficientes, obtemos 1 = a3 (mod5). Essa congruéncia tem as solugées ag = 1 e ag = 4.
Tomamos ag = 1. Logo,

6=1+5=(ap+ar1b+ab*+--)2=1+2a15+ - =1+ 2a;5(mod5?).
Portanto, 2a; = 1 (mod5) e a; = 3. Segue que
6=1+5=(1+3x5+as?+ ---)2=1+3x5+2a35%+--- =1+ 3 x 5+ 2a25% (mod53).
Daz,
2a3 = 0 (mod5) e ag = 0(modb).
Logo,

6=1+5 = (14+35+0x52+a35>+...)?
= 14+5+0x5%+ (2a3 +2)5% +
= 145+ (2a3 + 2)5% (mod 5%).

Comparando os coeficientes, obtemos 2as + 2 = 0(mod5).
Assim, 2a3 = 3 (mod5) e ag = 4 (mod5).
Continuando o processo, obtemos

~

a=14+3x5+4+0x524+4x5 +a5*+---€Qs.

Tomando ag = 4, obtemos

~

—a=44+1x5+4x52+0x5 +(4—ay)5*+--- €Qs.
(2) 7 ndo é um quadrado em Q5.
Com efeito, suponhamos, por contradi¢do, que 7=2+1x 5 = (ag + a15 + a5 + - --)2, com
0 < a; < 4. Comparando os coeficientes, obtemos 2 =7 = a% (mod5), contradizendo o fato de
que x? = 2 (mod5) ndo ter solucdo.

O método para resolver a equacao z2—7 = 0 em Q3 e a equacio 22 —6 = 0 em Q5, comecando
pela resolucio, respectivamente, das congruéncias a3 = 7 = 1(mod 3) e a3 = 6 (mod 5) e apds,
passo a passo, deteminando a; é geral, conforme sera mostrado a seguir.

Teorema 3.14 (Lema de Hensel) Seja f(x) = co+cix+ -+ cpa™ € ip[:n] e seja f'(x) a
derivada de f(x), isto é, f'(z) = c14+2cox+ - +mepa™ L. Seby € Z, € tal que f(bo) = 0 (modp)
e f'(bp) # 0 (modp), entao existe um unico b € Z, tal que f(b) =0 e b = by (modp).

Demonstragao. Afirmamos que existe uma unica sequéncia de inteiros nao-negativos by, bo, . ..
tais que para todo n > 1:

(1) f(ba) = 0(modp"*1);
(2) by = by—1 (modp");
(3) 0 < b, < p™t1.

Provamos, por indugao sobre n, a existéncia de by, e a sua unicidade.
Se n = 1, seja by o tnico inteiro em {0,1,...,p — 1} tal que by = bo (mod p). Qualquer by
tendo as propriedades (2) e (3) é da forma by = b + dip com 0 <dy <p-—1. Agora,

f(by) = f(bo+dip) = > ci(bo+ dp)’
1=0
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(cigé + icigé_ldl p + termos divisiveis por p2)

(Em:c > <§:zc,bZ >d1p (mod p?)

=0 =0

= f(bo) + f'(bo)dap (mod p?).

Por hipétese, f(by) = 0(modp), logo podemos escrever f(go) = ap (mod p?), para algum
a€1{0,1,...,p— 1}. Portanto, para que f(b1) = 0 (modp?) devemos ter

|

@
Il
=)

ap + f'(bo)dip = 0 (mod p?), isto é, a+ f'(bg)dy = 0 (mod p).

Como f’(by) # 0 (mod p), entdao f’(by) é invertivel em 21,, assim,

—a
f'(bo)
e existe um tnico d1, 0 < d; < p — 1, com esta propriedade. Desse modo, o + 1/ (bg)dy estd no
ideal maximal de Z,, isto é, a+ f(by)d1 = 0 (modp).

Suponhamos j& determinados by, b, ..., b,—1. Queremos encontrar b,. Por (2) e (3), preci-
samos que b, = b,_1 + d,p" com d,, € {0,1,...,p — 1}. Desenvolvemos f(b,—1 + d,p"™) como
fizemos anteriormente no caso n = 1, dessa vez ignoramos os termos divisiveis por p"*!. Isto
nos da:

:dl—i—dzp—l-"'EZp

f(bn) = f(bn—l + dnpn) = f(bn—l) + f/(bn—l)dnpn (mOdpn+1)-

Por hipétese de indugao, f(b,—1) = 0 (mod p™) e podemos escrever f(b,—1) = o'p™ (mod p
e a condicdo requerida f(b,) = 0 (mod p"*t1) é o/p™ + f/(bp_1)d,p™ = 0 (mod p™*1), isto é,

o/ + f'(bn-1)dn = 0 (mod p).
Agora, como b,_1 = by (mod p), segue que f'(b,_1) = f'(by) #Z 0 (mod p) e podemos deter-

n+1)

minar d,, € {0,1,...,p — 1}, exatamente da mesma maneira que d; resolvendo
/
—a
dp, = ——— (mod p).
" w4V
Isso completa a indugao e demonstra a afirmagao.
O teorema segue da afirmacdo, tomando b = by + dip + dop® + - - -. Como para todo n temos

f(b) = f(by) = 0(mod p"*t1), segue que f(b) = 0. Reciprocamente, qualquer
b:go+d1p+d2p2+"'

da uma sequéncia b, = go + dip + -+ + d,p"™ como na afirmacéo anterior e a unicidade da
sequéncia implica na unicidade de b. [

Observamos que a técnica de aproximacao de Hensel é essencialmente a mesma do método
de Newton para encontrar uma raiz real de uma equacéo com coeficientes reais, onde

f(bn—l)
bp =bp1 — 7%
! f’(bn—l)
O termo de correcao no Lema de Hensel é
—a'p” bn—
dpp" = _—ap _Slna) (mod p"T™1)

f/(bn—l) f/(bn—l)

No caso p-adico, a sequéncia converge para uma raiz do polinémio, enquanto que no método
de Newton nem sempre converge.
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3.2 A representagao por séries de poténcias

Vimos na secao anterior que, fixado um nimero natural primo p, os elementos do completamento
de Q, com relacao a valorizagao p-ddica v, de QQ, podem ser representados por séries de poténcias.
Veremos, agora, que, dado um corpo qualquer com uma valorizacao discreta, seu completamento
admite esta mesma caracterizacao, isto é, todos seus elementos podem ser representados por
séries de poténcias.

Seja K um corpo com uma valorizagao discreta v e seja m uma uniformizante de v. Assim,
M, = (m) é o ideal maximal do anel de valorizagao O, e K, = O, /(w) é o corpo residual.

Seja S C O, um conjunto de representantes de K, de modo que cada elemento de O, seja
congruente modulo 7 a exatamente um elemento de S. Por conveniéncia, assumimos que 0 € S.
Supondo v normalizada, temos v(m) = 1.

O préximo teorema caracteriza os elementos de K como séries de poténcias. Para concluirmos
tal resultado necessitaremos da proposicao que segue.

Proposicao 3.15 Seja a € K, a # 0, tal que v(a) = r. Entdo, para qualquer n € Z, n > r,
existe uma Unica expressao

a="bym" 4 by 4 - by (mod 7T, (1)
onde b; € S e b. #0.

Demonstragao. Seja a € K, a # 0, tal que v(a) = r. Entdo, ar™" é invertivel em O, e,

portanto, existe um tnico elemento b, € S, b, # 0, tal que anr™" = b, (mod 7). Dai,

a=br" (mod7™™) = a—ba" € (x )
r+1 para algum a € O,

r+1)

= ag-bn1"=an
= v(a—b7") =v(ar
= v(a) +o(r"") = v(@) + (r+ v(n)
> 0+ (r+1)=r+1.

Logo, existe um tnico elemento b,;1 € .S tal que
(@ —b.m") 7"t = b,y (mod ).
Fazendo inducao sobre n € Z, n > r, obtemos uma tnica expressao

a="0bm" + b+ 4 b, (mod 7Y, onde b; € S e b, # 0.
]

Dados b,b' € S, temos que b+ V', bl € O, e, dai, b+ V' e bb' sdao congruentes médulo 7 a
elementos de S unicamente determinados, digamos s e t, respectivamente, isto é,
b+b =s(modm) e bt =t (modm).
Assim, para quaisquer b,b’ € S, estas congruéncias definem a adicao e a multiplicacao de S.
A estrutura de corpo de K, juntamente com a adicao e a multiplicacao de S, é determinada
completamente para seus elementos pela expressao (1). Assim, podemos adicionar e multiplicar
quaisquer expressoes do tipo (1). Tomando r = 0 por conveniéncia, suponhamos que

_ ) /I __ /1
a—Ebm e a—gaiﬂ,

i>0 i>0

entao
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!/ 3 / )
a-+a = E 5T e aa = E t;mt,

>0 120

onde sq, S1,... € tg,t1,... 880 os Unicos elementos de S determinados, respectivamente, por

S0 = by + by (mod 7),

51 = (bo + b))y — o)7L + by + b} (mod7),..., e (2)

to = bob (mod ),

t1 = (b0b6 - to)ﬂ'_l + bobll + b1b6 (mod 7T), e

Como a expressao (1) é verdadeira para todo n € Z, n > r, podemos representar o elemento
a € K, a # 0, por uma série infinita

a= i birt, (3)

onde a mesma é entendida como a uniao de todas as congruéncias (1) paran =r,r +1,....

Afirmamos que a série infinita (3) determina o elemento a univocamente.
Com efeito, suponhamos que a série infinita (3) represente também o elemento a’ € K,
a’ # 0. Entao, tomando a série até 7", temos que

v(a —d') > n+1, para todo n > r.

Dai, v(a — a’) = oo. Portanto, a = a'.

Assim, temos que todo elemento nao-nulo de K é representado univocamente por uma série
infinita do tipo (3). No entanto, em geral nao é verdade que toda série infinita do tipo (3)
representa um elemento de K.

Afirmamos que toda série infinita do tipo (3) representa um elemento de K se, e somente se,
K é completo.
Com efeito, qualquer sequéncia {s,} de elementos da forma

Sp = mei, onden €Z,n>r, (4)

1=r
¢ uma sequéncia de Cauchy, pois v(spy, — sp) > min{m + 1,n + 1}.

[o¢]
Suponhamos que K é completo. Entao, a equagao (4) converge para Z b;m'. Portanto, toda
i=r
série infinita do tipo (3) representa um elemento de K. Reciprocamente, se toda série infinita do
tipo (3) representa um elemento de K, entdao podemos expandir todos os elementos da sequéncia
{s,} na forma (3). Dai, como v(s,, — $,) — 00, o coeficiente de qualquer poténcia fixada 7"
deve ser o mesmo para todo elemento s,, com n > ng(h). Supondo que o ultimo valor deste
coeficiente é by, temos que a sequéncia {s,} converge para Z b

h
Concluimos, portanto, o seguinte resultado:

Teorema 3.16 Sejam K um corpo com uma valoriza¢do discreta normalizada v, m uma unifor-
mizante de v e S um conjunto de representantes do corpo residual K, = O,/(7), com 0 € S.
Entao, todo elemento a € K, a # 0, pode ser representado na forma

a= mei, onde b; € S, by #0 e v(a) =r. (5)

i=r

A adig¢io e a multiplicagao em K sao definidas pela expressiao (2) e, além disso, toda ex-
pressao (5) representa um elemento de K se, e somente se, K € completo.
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Como primeira aplicacao deste teorema, temos o caso em que K é o corpo dos numeros
p-adicos, para algum natural primo p fixado, isto é, K = Q. Neste caso, v = v, ¢ a valorizacao
p-ddica em Qp,, 7 = p é uma uniformizante de v e S = {0,1,...,p — 1} é o conjunto de
representantes do corpo residual de Q,. Dado a € Q,, a # 0, temos, entao, que

o
a= Zbipi, onde b; € S, b, A0 e v(a) =r.
1=r
Como segunda aplicacao do teorema anterior, consideremos o corpo de funcoes racionais
K(z). Como vimos no Coroldrio 2.46, toda valoriza¢ao nao-trivial v de K (z)|K ou é equivalente
a uma valorizagio v, de K (x)|K, para algum polinémio ménico irredutivel p sobre K, ou é equi-
valente & valorizacao v de K (z)|K. No primeiro caso, uma uniformizante de v, é o polinémio
p, digamos de grau n, e o corpo residual é K («) ~ K|z|/(p), onde « é uma raiz do polinomio p.
Como conjunto de representantes de K («), podemos tomar o conjunto S constituido de todos
os polinémios em K|[z| de grau < n. Assim, cada ¢ € K(x), ¢ # 0, tem a forma

o= Zbipi, onde b; € S, b, # 0 e vp(p) =r.

=7
No caso particular quando n = 1, o polinémio p é da forma p(x) = x — a. Neste caso, o
corpo residual é exatamente K e, assim, cada elemento ¢ € K(z), ¢ # 0, tem a forma

gb:Zb,-(x—a)i, onde b; € K, b, #0 e vy(¢p) = 1.

Resta ainda o caso em que v é equivalente a valorizagao vy, de K(x)|K. Agora, x—! é uma

uniformizante de vy, e, para cada ¢ € K(x), ¢ # 0, obtemos uma expansao como série de
poténcias inversa:

¢ = Zbix_i, onde b; € K, b, #0 e vo(0p) = 1.
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Capitulo 4

Valorizacoes de Krull

Apresentaremos, neste capitulo, o conceito de valorizagoes de Krull e mostraremos que as valo-
rizagoes apresentadas no capitulo 2 sao valorizacoes de Krull de posto 1.

4.1 Anéis de valorizagao

Nesta secao, caracterizaremos, de um modo geral, os anéis de valorizagao de um corpo K e
estudaremos seus ideais primos. Iniciaremos, apresentando algumas defini¢oes e propriedades
que serao necessarias para concluirmos nosso objetivo.

Definigao 4.1 Uma relagdo bindria < em um conjunto S € dita uma quase-ordem de S se, e
somente se, < € reflexiva (isto é, s < s, para todo s € S) e transitiva (isto €, s1 < sg € s9 < s3
implicam s1 < s3, para quaisquer si, 82,53 € S). A mesma € dita uma quase-ordem total de S
se, e somente se, s1 & so implica sy < s1, para quaisquer si,s2 € S, e € dita uma quase-ordem
trivial de S se, e somente se, s1 < S9, para quasiquer si,So € S. Em particular, uma quase-
ordem trivial de um um conjunto S € uma quase-ordem total de S.

Definigao 4.2 Uma relagdo bindria < em um conjunto S € dita uma ordem de S se, e somente
se, < € uma quase-ordem tal que s1 < sy e So < s1 implicam s1 = So, para quaisquer si,Ss € S.

Definicao 4.3 Uma quase-ordem nao-trivial | de K é dita uma divisibilidade de K se, e somente
se, x | y implica xz | yz, e x |y, x | z implicam z | (y — z), para quaisquer z,y,z € K.

Observagao 4.4 Se | é uma divisibilidade de K, entdo x| 0 e 0t z, para qualquer x € K,z # 0.

De fato, para todo v € K, x # 0, x| (x —x) = 0. Por outro lado, suponhamos, por absurdo,
que existe y € K, y # 0, tal que 0 | y. Como z | 0, da transitividade, seque que x | y e a
quase-ordem € trivial, o que € um absurdo.

Proposigao 4.5 Ezxiste uma correspondéncia bijetora entre as divisibilidades e os subanéis de
um corpo K.

Demonstragao. Dado um subanel R de K, para quaisquer z,y € K, x # 0, definimos a relagao
bindria | em K por
r|lysyrteR.

Afirmamos que | é uma divisibilidade de K.
De fato, dado z € K, x # 0, temos que zz~' =1 € R e, dai, | . Logo, | é reflexiva. Por
outro lado, dados z,y,z € K, x # 0,y # 0, temos que
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vlyeylz=yr Lzy e R= 2zl = (g Hzy ) ER= 2| 2
Dai, | é transitiva. Assim, temos que | é uma quase-ordem de K. Além disso, para quaisquer
x,y,z € K,z # 0,z # 0, temos que, se x | y, entao yr~! € R, ou seja,

yo~t =y(zz Hr Tt = (y2) (e laTh) = (y2)(w2) Tt € R

Dai, xz | yz. Ainda, se z |y e x | z, entao
yr 2z ' e R=>yz ! — 207l = (y — 2)a~! €R,

para quaisquer x,y,z € K, x # 0. Logo, x | (y — 2) e, portanto, | é uma divisibilidade de K.

Em particular, R = {z € K; 1| z}.

Reciprocamente, seja | uma divisibilidade de K.

Afirmamos que o conjunto R = {z € K; 1|z} é um subanel de K.

De fato, é claro que 0 € Re 1 € R. Dado = € R, temos que 1| (0 —z) = —x e, dai, —z € R.
Por outro lado, dados z,y € R, temos que, como —y € R, 1| (x—(—y)) = z+y. Dai, z+y € R.
Ainda, como 1 | z e 1 | y, obtemos 1 | x e = | zy. Logo, 1 | zy e, portanto, zy € R. Assim,
temos que R é um subanel de K. Além disso, dado = € R, x # 0, temos que

rleRel|rter|l
Dai, Ugr = {z € R; z | 1}. Em particular, dados z,y € K, x # 0, temos que
rlyel|yrt oyt € R.
[

Como primeira caracterizacao de um anel de valorizacao de um corpo K, temos a seguinte
proposicao.

Proposicao 4.6 Um subanel R de um corpo K € um anel de valorizacdo de K se, e somente
se, a divisibilidade de K correspondente a R € uma quase-ordem total.

Demonstragao. Seja | a divisibilidade de K correspondente a R.

(=:) Seja R um anel de valorizacao de K. Dados z,y € K, y # 0, suponhamos que z 1 y.
Sex =0, entdo y | 0. Se x # 0, entdo 11 (yz~!) e, dai, yz~! ¢ R. Logo, zy~! € R, ou seja,
1| zy~!. Segue que y | z e, portanto, | é total.

(«:) Suponhamos que | é total. Dado x € K, = ¢ R, temos que 11t z e, dai, z | 1. Logo,
1|z~ ! e, portanto, 7! € R. Assim, temos que R é um anel de valorizacio de K. [

O seguinte teorema nos dd um segunda caracterizagao dos anéis de valorizagao de um corpo
K. Para uma melhor compreensao do mesmo, no entanto, necessitaremos da definicao que segue.

Definicao 4.7 Um subconjunto M de um corpo K € dito R-estavel se, e somente se, RM C M,
isto é, ax € M, para quaisquer a € R ex € M.

Teorema 4.8 Seja R um anel e seja K corpo de fragoes de R. Se L (respect. J) é o conjunto,
ordenado pela inclusao, de todos os subconjuntos R-estdveis ndao-vazios de R (respect. de K ),
entdo, as sequintes afirmacdes sao equivalentes:

(1) R € um anel de valorizagdo de K.
(7i) J € totalmente ordenado.

(tit) L € totalmente ordenado.
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(iv) O subconjunto de L consistindo de todos os ideais principais de R € totalmente ordenado.
Neste caso, L € o conjunto de todos os ideais de R e J dos R-submaodulos de K.

Demonstracao. (i) = (i7): Suponhamos que o conjunto J nao é totalmente ordenado. Sejam,
entao, M,N € J tais que M ¢ N e N ¢ M. Tomemos x € M\N e y € N\M. Dali,
como (zy )y =2 ¢ Ne (yr7 ')z =y ¢ M, obtemos zy~! ¢ Re yzr™! = (zy~ ")~ ¢ R,
respectivamente. Portanto, R nao é um anel de valorizagao de K.

(i) = (ii7) e (4ii) = (iv) sao triviais.

(iv) = (i): Sejaz € K, x # 0, digamos x = %, onde a,b € R, a #0,b+# 0. Se x ¢ R, entao

Ra ¢ Rb. Dai, Rb C Ra. Logo, = é € R. Portanto, R é um anel de valorizagao de K.

Para provarmos a ultima aﬁrmagéoaé suficiente mostrarmos que, dados M € J e z,y € M,
comx #0 ey #0, obtemos 2 —y € M: se Rx C Ry, entdo x —y = (y 'z — 1)y € Ry C M;
se Rz ¢ Ry, entdao Ry C Rz e, dal, z —y = (1 — r7ly)r € Rr C M. Portanto, M é um
R-submédulo. |

Corolario 4.9 Qualquer ideal finitamente gerado de um anel de valorizacao € um ideal princi-
pal.

Demonstragao. Seja I um ideal finitamente gerado do anel de valorizacao R, digamos
I =Ray +---+ Ray,, onde ay,...,a, € R.

Pelo teorema anterior, o conjunto {Ray, ..., Ra,} tem um elemento maximo, digamos Raj.

n

Entdo, Ra; O Ra;, para todo i = 1,...,n. Dai, I = ZR%’ C Ra; C I. Logo, I = Raj.
i=1

Portanto, I é um ideal principal de R. [

No préximo teorema, usaremos o fato de que, para qualquer dominio R de K e qualquer
ideal primo Py de R, os ideais primos @ do anel de fragées Rp, (localizagdo de R em Fp) estao
em correspondéncia bijetora com os ideais primos P de R que estao contidos em Fy por

Q=PRp,e P=QNR.

Em particular, Rp, é um anel local cujo ideal maximal é PyRp,. [Atiyah, Mac.Donald,
coroldrio 3.13, pg. 42]

Teorema 4.10 Sejam R um anel de valorizacdo do corpo K, P o conjunto de todos os ideais
primos P de R e 8 o conjunto de todos os subanéis S de K que contém R. FEntdo, qualquer
S € 8 € um anel de valorizacdo de K, com ideal mazximal Mg C R e existe uma bijecdo que
inwverte a inclusao 8 <« P, dada por P = Mg e S = Rp. Além disso, 8 e P sao ordenados pela
inclusao.

Demonstracio. Seja S € §. Dado x € K, x ¢ S, temos que # ¢ R. Dai, z=! € R. Logo,
x~! € S. Portanto, S é um anel de valorizacio de K. Por outro lado, dado € Mg, temos que
rcSex ¢S Dai, 27! ¢ R. Logo, v € R e, portanto, Mg C R.

Afirmamos que Mg = Mg N R é um ideal primo de R.
De fato, dados =,y € R, x ¢ Mg, y ¢ Mg, temos que z~1,y~! € S. Dali,

y~lz7l = (ay)~t e S.
Logo, xy ¢ Mg. Portanto, Mg é um ideal primo de R.

52



E claro que Ry, € S. Por outro lado, dado z € S\R, temos que 7l € R C S. Dali,
1
r~t ¢ Mg. Logo, x = — € Ry, Portanto, S C Rpyg. Segue que S = Rjyg.
x
Dado P € P, temos que Rp € 8 e Mg, = Mg, NR = PRpN R = P. Assim , temos que

a correspondéncia considerada é, de fato, uma bijecao entre 8§ e P. Resta mostrarmos que a
mesma inverte a inclusao. Dados S1, 59 € 8, 51 C So, temos que

rEMg, =2 ¢Sy =a21¢S =>xcS =xcMg,.

Dai, Mg, C Mg,. Por outro lado, dados P;, P, € P, P, C P», temos que
a

% ZabeRb¢ P e Ry

Logo, Rp, € Rp,. Portanto, a bijecao considerada inverte as inclusoes.
Pelo teorema anterior, temos que P é totalmente ordenado pela inclusao e, dai, 8 também o
é. ]

r€Rp,=2=—,a,bERDE Py=u=

4.2 Valorizacao de Krull

As valorizacoes apresentadas no capitulo 2 utilizaram apenas a propriedade de que o grupo de
valores era um subgrupo do grupo abeliano ordenado R, conforme Krull observou. No conceito
de valorizagoes de Krull, utilizamos um grupo de valores abeliano e totalmente ordenado I'. Para
as propriedades de I', veja o Apéndice.

Sejam I" um grupo abeliano totalmente ordenado, K um corpo e K* = K\{0}.
Definicao 4.11 Uma aplicagao v : K — I' U {oco} € dita uma valoriza¢ao de Krull de K se, e

somente se, v tem as propriedades (V.1),(V.2) e (V.3) apresentadas no capitulo 2. Neste caso,
estamos supondo que I' estd escrito aditivamente.

Observamos que se v : K* — I' é uma valorizacao de Krull e v(z) # v(y), z,y € K, entao
v(@ +y) = min {v(z), v(y)}.

Definigao 4.12 De maneira andloga, definimos T'y, = v(K*) o grupo de valores de v, que € um
subgrupo de I'. Dizemos que as valorizacoes de Krull de K, v : K* - T'y ew : K* — T'y, sdo
equivalentes se, e somente se, existe um isomorfismo de grupos ordenados ¢ : 'y, — I'y,, tal que
w=¢ou.

Proposigao 4.13 Se v € uma valorizacdo de Krull de K, entdo temos que o conjunto
O, = {zx € K;v(x) > 0} é um anel de valoriza¢ao de K. Mais ainda, se v e w sao equi-
valentes, O, = Oy.

Demonstracgio. Se z € K\O,, entdo v(z) < 0, v(z7!) > 0e 27! € O,. Se v e w sdo equi-
valentes, entao para todo x € K temos v(x) > 0 se, e somente se, w(z) > 0 (pois ¢ : T’y = 'y, e

¢t : T, — T, sdo isomorfismos de grupos ordenados), logo O, = O,. |

Teorema 4.14 A funcdo v — O, induz uma bijecdo do conjunto das classes de equivaléncia
das valorizacoes de Krull de K no conjunto dos anéis de valorizacao de K.

Demonstragao. Se vy e v9 s@o duas valorizagoes de Krull equivalentes de K, entdo, pela
proposicao anterior, O,, = O,,. Assim, a funcao considerada estd bem definida.
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Seja V um anel de valorizagao de K e seja U o grupo multiplicativo dos elementos invertiveis
de V. Da demonstracao da proposicao 4.5 temos que a seguinte relacao bindria em K é uma
divisibilidade de K: = |y & yz~t € V.

Seja I' = K*/U, onde K* = K\{0}, e seja v : K* — I' 0 homomorfismo natural. Podemos
ordenar I' escrevendo v(z) > v(y) se, e somente se, y | x, para quaisquer x,y € K*. Assim, I é
um grupo abeliano totalmente ordenado que serd escrito aditivamente e

O0={zxe K5 2zecU}=nu(l).
Definindo v(0) = oo, afirmamos que v é uma valorizagao de Krull de K com O, = V. Com
efeito,
(V1) v(z) =00 &z = 0.
(V.2) Dados z,y € K*,  + y # 0, suponhamos que v(z) > v(y). Entao,

ylz = a:y_leV:>a:y_1+1eV:>(a:+y)y_1€V
= yl@+y) =v@+ty) >vy)
= v(r +y) > min{v(z),v(y)}.

Para os demais casos, é claro que a desigualdade acima é satisfeita.
(V.3) Dados =,y € K, xy # 0, temos que (zy)U = (zU)(yU), e v(zy) = v(x) + v(y).

v,

E claro que para o caso zy = 0, a igualdade v(zy) = v(x) + v(y) é verdadeira.

Precisamos mostrar que se w : K* — I'y, é tal que O, =V, entao w é equivalente a v.

De fato, como w € sobrejetora e tem nticleo U, pelo teorema fundamental dos homomorfismos,
w induz um isomorfismo ¢ : K*/U — T, é claro que esse isomorfismo preserva a ordem e
w = ¢@ouw. [

Quando I'y, = {0} é o grupo trivial dizemos que v : K* — {0} é a valorizacao trivial. Nesse
caso, O, = K.

Definigao 4.15 Sejam v e v’ duas valorizacoes de Krull de K. Dizemos que v’ estd subordinada
a v se, e somente se, Oy 2 O,. Em particular, Uy O U, e M,y C M,.

Observagao 4.16 Sejam v e v duas valorizacoes de Krull de K. Se v’ estd subordinada a
v, entio I'y = T'y/A, onde A € um subgrupo convero de T, (pelo teorema 6.9 do Apéndice,
o quociente de um grupo abeliano ordenado € ordenado e os subgrupos que funcionam sdo os
convexos).

Com efeito, pela demonstrag¢ao do teorema anterior, temos que I'y, = K* /U, e Ty = K*/U,.
Daf,
Iy =K*/Uy =2 (K*/U,)/(Uy/U,) =T,/A, onde A =2 U, /U,.

Observagao 4.17 Seja v uma valorizacdo de Krull de K. Entao, dado o € T'y,, existe © € O,
tal que v(z) = ||, onde
a, se a>0
laf =

—a, se a<0

Com efeito, dado o € T, temos que o = v(x), para algum xz € K*. Se a > 0, entdo
la| = a =v(x) e, dai, x € O,. Se a <0, entio |a| = —a = —v(x) =v(x™!) e, dai, 271 € O,.

Teorema 4.18 Seja v uma valoriza¢do de Krull de K. Entdo, existe uma bijecdo, que inverte
a inclusao, entre os anéis de valorizacdo de K que contém O, e os subgrupos convexos de I'y.
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Demonstragao. Pelo teorema 4.10, temos que existe uma bijecdo que inverte a inclusao entre
os anéis de valorizacao de K que contém O, e os ideais primos de O,. Vamos mostrar que existe
uma bijecao que inverte a inclusao entre os ideais primos de O, e os subgrupos convexos de I,
e, portanto, nosso teorema estara concluido.

Seja P um ideal primo qualquer de O,,.

Afirmamos que o conjunto P* = {\ € T'y; |A\| < v(x), Vo € P} é um subgrupo convexo de
ry.

De fato, é claro que P* é um conjunto convexo de I',. Basta mostrarmos, entdo, que P* é
um subgrupo de I',.

Dados «, f € P*, sejam z,y € O, tais que v(z) = |a| e v(y) = |5]. Entdo, x ¢ Pey ¢ P e,
como P é um ideal primo, zy ¢ P. Dai, para todo z € P, z # 0, temos que zyz~* ¢ O,,. Logo,
v(ryz~t) <0, isto é, v(zy) < v(2). Como

la+ 6] < la| + 18] = v(x) + v(y) = v(zy),

segue que |a + | < v(z), para todo z € P. Portanto, a + 3 € P*. E claro que 0 € P* e que, se
«a € P* entao —a € P*. Assim, temos que P* é um subgrupo convexo de I',,.

Reciprocamente, dado qualquer subgrupo convexo A de I, definimos o conjunto
A* ={z € Oy; v(z) > |A[,Y X € A}

Afirmamos que A* é um ideal primo de O,,.
De fato, notemos que A* = ﬂ Iy, onde Iy = {z € O,; v(x) > |A|}.
AEA

Como, para todo A € A, I, é um ideal de O,, segue que A* é um ideal de O,. Resta
mostrarmos que A* é um ideal primo de O,.

Sejam z,y € O, tais que z ¢ A* ey ¢ A*. Entao, v(z),v(y) € A. Dai, v(zy) = v(z)+v(y) €
A. Logo, xy ¢ A*. E claro que 1 ¢ A*. Portanto, A* é um ideal primo de O,.

Para concluirmos nossa bijegao, devemos mostrar que P** = P e A* = A, onde

P* ={x €Oy v(x) > |\, VA€ P} e A¥™ ={ ey |\ <v(x), Ve € A*}.

E claro que P** O P e A*™ D A. Por outro lado, dado = € O,, x ¢ P, temos que v(z) € P*
e, dai, z ¢ P**. Logo, P** = P. Analogamente, dado A € 'y, A ¢ A, temos que A majora todos
os elementos de A e |\| = v(x), para algum x € O,. Assim, |u| < v(z), para todo u € A. Logo,
x € A* e, dai, v(x) ¢ A™ isto é, A ¢ A**. Portanto, A™ = A.

E claro que

P1§P2:>P1*2P2*e
AlgAgiATQA*,

ou seja, nossa bijecao inverte a inclusao. [

Como o conjunto dos subgrupos convexos de um grupo abeliano ordenado é totalmente
ordenado pela inclusao, segue a primeira consequéncia deste teorema.

Corolario 4.19 O conjunto dos anéis de valorizacdo de K que estao acima do anel de valo-
rizacdo V de K € totalmente ordenado pela inclusao.

Demonstracao. Pelo teorema 4.14, existe uma valorizagao de Krull v de K tal que V = O,,.
Como, pelo teorema 6.13 do Apéndice, o conjunto dos subgrupos convexos de I';, é totalmente
ordenado pela inclusao, segue do teorema anterior que o conjunto dos anéis de valorizacao de K
que contém O, é totalmente ordenado pela inclusao. [
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Os resultados apresentados no capitulo 2 para um valorizacao de K sao particularidades dos
resultados validos para uma valorizacao de Krull de K de posto 1.

Definicao 4.20 Uma valorizacao de Krull v de K € dita de posto 1 se, e somente se, I, tem
posto 1, isto €, se, e somente se, I'y, ndo tem subgrupo convexo proprio nao-trivial se, e somente
se, existe um homomorfismo ¢ : 'y, — R que preserva a ordem (teorema 6.17 do Apéndice).

Definigao 4.21 Dizemos que um anel de valorizacdo O, de K € de posto 1 se, e somente se, a
valorizacao de Krull de K v correspondente a O, € de posto 1.

Em particular, uma valorizacao de Krull de K v de posto 1 é discreta se, e somente se, I', é
um grupo abeliano ordenado isomorfo a Z (proposicao 6.20 do Apéndice).
Daqui por diante, as valorizagoes de Krull serao chamadas simplesmente de valorizagoes.

O teorema anterior também nos dd uma descrigdo das valorizagdes de K de posto 1, em
termos do seu anel de valorizagao. Isto é o que trata o seguinte corolario.

Corolario 4.22 Uma valorizacao v de K € de posto 1 se, e somente se, o seu anel de valorizacao
O, € mazimal entre os anéis de valorizagcao proprios de K.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, temos que os subgrupos convexos de I';, correspondem
aos anéis de valorizacao de K que contém O,,, portanto, O, é maximal precisamente quando I,
nao tem subgrupo proprio convexo nao-trivial, isto é quando I';, tem posto 1, ou seja, quando v
é de posto 1. [

Este 1ltimo resultado nos permite dar uma outra caracterizacao dos anéis de valorizacao de
K de posto 1, isto é, dos anéis de valorizacao de K correspondentes as valorizacoes de K de
posto 1.

Proposicao 4.23 Seja V' um subanel de K. Entdo, as sequintes afirmacdes sao equivalentes:
(1) V € um anel de valorizagao de K de posto 1.
(7i) V € um anel de valorizagao de K que tem um unico ideal primo ndo-nulo.

(tit) 'V ndo é um corpo e € um subanel préprio maximal de K.

Demonstragao. (i) = (i¢): Suponhamos que V tem um ideal primo nao-nulo, digamos P,
além do seu ideal maximal. Entao, Vp D V.

Sejam v e v’ as valorizacoes de K correspondentes a V e a Vp, respectivamente. Entao, pela
observacao 4.16, I' y = T',/A, onde A é um subgrupo convexo de I'. Dali,

postoI', = posto A + posto (I',/A) = postoT', = posto A + postoI',, > 2.

Logo, v nao tem posto 1 e, portanto, V nao é um anel de valorizacao de K de posto 1.

(17) = (vii): Seja V um anel de valorizacdo de K com um tnico ideal primo nao-nulo. E
claro que que V nao é um corpo. Suponhamos, por contradicao, que W é um subanel de K tal
que W D V. Entao, pelo teorema 4.10, temos que W é um anel de valorizacao de K. Sejam
M e N os ideais maximais de V e W, respectivamente. Entao, novamente pelo teorema 4.10,
temos que N = NNV é um ideal primo nao-nulo de Ve N C M.

Afirmamos que N C M.
Com efeito, dado u € W\V, temos que
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wueWeug¢gV=ueWeulteVCW=uec M\N.

Portanto, N é um ideal primo nao-nulo de V distinto do ideal maximal M de V, o que é
uma contradigao.

(7it) = (i): Seja V um subanel préprio maximal de K que nao é um corpo. Seja ¢ € V,
c # 0, tal que ¢! ¢ V. Entdo, V[c™!] é um subanel de K contendo V propriamente. Dai,
Vel =K.

Afirmamos que K = V]c™!] ndo é um V-médulo finitamente gerado.

Com efeito, suponhamos, por contradicio, que K = V[c7!] é um V-médulo finitamente

m
gerado, digamos por 1,¢7 !, ..., ¢”™. Entdo, dado = € K, temos que z = Z a;c”, onde a; € V.
i=0
Dai,

r = a0+a10_1+~'—|—amc_

apc™ + a1t -+ ay,
cm

cm’

onde a = apc™ + a1 L4 - +a, € V.

Logo, £ = ac™™, para algum a € V e para algum m fixado.

Tomando, entdo, x = ¢~ 1 = (¢~ )™+l ¢ K, obtemos ¢! =ac ™ e, dai, c ' =ac V,
o que é uma contradicao.

Afirmamos, agora, que V' é um anel de valorizacao de K.

De fato, suponhamos, por contradicio, que existe u € K, u # 0, tal que u,u~" ¢ V. Entdo,
Viu] = Vju™!] = K. Dali,

aq as a .
u = a0+——|——2—|—---+—:,ondeai€V,z:O,l,...,r
U u U

r+1 1

= U =aou” +au
= W ellu,... U
= u"elu,...,u"],Vn>r+1.

+...+ar

Logo, K = V[u] é um V-mddulo finitamente gerado por 1, u, ..., u", o que é uma contradigao
com a afirmacio anterior. Portanto, v € V ou v™! € V, isto é, V é um anel de valorizacdo.

Seja v a valorizagao de K correspondente ao anel de valorizacao V' de K. Como, por hipdtese,
V' é um subanel proprio maximal de K, segue, do corolario anterior, que v é de posto 1. Portanto,
V' é um anel de valorizacdo de K de posto 1. [
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Capitulo 5

Dominios de Dedekind

Neste tultimo capitulo, estudaremos as extensdes de uma valorizagao de corpos completos e
incompletos, apresentaremos a definicdo de uma familia de lugares que tem propriedade da
aproximacao forte e, finalmente, daremos uma nova caracterizacdo aos dominios de Dedekind
mostrando a equivaléncia desta com a definicdo usual.

5.1 Generalidades de extensoes

Nesta se¢ao, apresentaremos, basicamente, a defini¢do de grau residual e de indice de ramificacao
de uma extensao de corpos valorizados L|K e estabeleceremos uma desigualdade entre o produto
destes e a dimensao de L como K-espaco vetorial, que serd de grande importancia no decorrer
deste capitulo.

Proposigao 5.1 Sejam L|K uma extensdo de corpos valorizados e w uma valorizagdo de L tal
que w|xg =v. Entao, M, = O, N My, e Ly|K, € uma extensao de corpos.

Demonstracgao. E claro que M, = O, N M,,. Consideremos o homomorfismo ¢ : K, — Ly,
definido por ¥(a + M,) = a + M, para todo a € O,. Temos que N(¢p) = O, N M,,. Logo,
N (y) = M,. Portanto, ¥ é injetor. ]

Definicao 5.2 Com as notagées da proposi¢ao anterior, definimos o grau residual em L|K
como a dimensao de L,, como K,-espaco vetorial e o mesmo serd denotado por f, isto €,

f = [Lw : Kv];

o indice de ramificagio em L|K ¢é o indice de T, como subgrupo de Ty, e serd denotado por e,
isto €,

e=(Ty: Ty).
A extensao L|K € dita ramificada quando e > 1 e nao-ramificada quando e = 1.

Observagao 5.3 Sejam M|L e L|K extensoes de corpos valorizados. Se denotarmos por Im|Ls
emir, € [M : L], respectivamente, o grau residual em M|L, o indice de ramificagio em M|L
e a dimensao de M como L-espago wvetorial, entio funr, = fur frix, emx = emjperix €
[M: K|=[M: L|[L: K].

O seguinte teorema estabelece uma desigualdade bésica entre o grau residual, o indice de
ramificagdo em uma extensao de corpos finita L|K e a dimensao de L como K-espaco vetorial.

o8



Teorema 5.4 Seja L|K uma extensao de corpos valorizados, onde a valoriza¢ao w de L estende
a valorizagao v de K. Se L|K € finita, entdo

ef <[L: K],

e sev € trivial ou discreta, entdo w também o €. Se v € discreta e K ¢ completo, entdo

ef =[L:K].
Demonstragao. Afirmamos, inicialmente, que se uq,...,u, € O, sdo tais que seus residuos
Ui, ..., U € Ly sao linearmente independentes sobre o corpo residual K, entao, para quaisquer
ag, ..., € K,
w(alul + e +Oérur) = min{v(al)y---av(ar)}' (*)
Em particular, uq,...,u, € O, sao linearmente independentes sobre K e
w(ajuy + -+ - + apuy) € Ty, para quaisquer aq, ..., q, € K.

De fato, enumeremos os u;’s de modo que

v(ar) = min{v(ay),...,v(a)}.
Como @; # 0, para todo i = 1,...,r, temos que w(u;) = 0, para todo i = 1,...,r. Dai,
w(oaquy + - +apuy) > min{w(oquy),. .., w(ayu)}
= min{w(ar) +w(uy),...,wla) +w(u,)}
= min{w(ay),...,w(a)}
= v(ag).

Suponhamos, por contradi¢ao, que w(ajuy + - - + apu,) > v(ay). Entdo, ag # 0. Dal,
a a
w<u1+—2U2+---+—rur) > 0,
aq aq

com w<%> = w(a;) —w(ar) =v(a;) —v(ar) > 0, para todo j =2,...,r. Logo,

a1
a9 Oy
U1+<—2)UQ+’”+(—T>UT=0,
aq

aq
o que contradiz o fato de que Wy, ...,u, sdo linearmente independentes sobre K,. Portanto,
w(aguy + -+ + apuy) = v(ag) = min {v(aq),...,v(a)}.

Sejam 71, ...,7s € L tais que w(m;) # w(m;j) mod Iy, para todo 4,5 =1,...,s, i # j.

Afirmamos que os rs elementos wu;7; sao linearmente independentes sobre K.

Com efeito, seja Z a;ju;mj = 0, onde a;; € K. Escrevendo a; = Z a;ju;, obtemos
i

,J
E CLj?Tj =0.
J

Suponhamos, por contradicao, que a; # 0 para algum j. Entao, pelo principio da dominacao,
temos que

w(apmy) = w(agmy), para algum h, k, h # k.
Dai,

w(ap) — w(ay) = w(my) — w(m),
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o que é uma contradigao, visto que w(ap) — w(ag) € 'y, pela particularidade que segue de (x), e
w(mp) —w(my) ¢ Ty, Logo, a; = 0, para todo j =1,...,s. Novamente pela particularidade que
segue de (), obtemos a;; = 0, para todo i =1,...,7 e j =1,...,s. Portanto, os rs elementos
u;m; sao linearmente independentes sobre K.

Assim , temos que rs < [L : K]. Tomando r = f =[L,, : K] e s=e = (I'y, : T',), obtemos

ef <[L:K].

Se v é trivial, entao Iy, é finito de ordem e. Como o tnico grupo ordenado finito é o grupo
trivial, segue que w é trivial e e = 1.

Se v é discreta, entdo podemos supor v normalizada, isto é, I'y, = Z. Dai, I', = %Z = 7.
Logo, w também é discreta.

Se v é discreta e K é completo, entao, como vimos acima, w também é discreta e, pelo lema
1.40, L é completo. Tomando uniformizantes m, e 7, para v e w, respectivamente, podemos
tomar todo elemento z € L, x # 0, na forma

e}
— i
T = g QT
i=—N

onde w(x) = —N e cada «; € O, estd em um conjunto de representantes de L.
Afirmamos que
o
T = Z Zaijkujﬂf,ﬂfu, onde a;jp € K,1<j<fe0<k<e—1.
i=—N 4,k
Com efeito, sejam uq,...,uy € O, tais que ui,...,us constituem uma base de L,, como

K,-espaco vetorial. Entao, para cada «; no conjunto de representantes de L,,, temos

f
- — -
o; = E aijuj,
7j=1

onde cada a;j € O, estd no conjunto de representantes de K,. Dai, no lugar de «;, podemos
/
tomar E agjuj. Além disso, cada poténcia 7, pode ser substituida por uma combinagao linear

=1
das po‘iéncias 7 T T, .., mowe L visto que w(nl) =i € T, estd em uma tnica classe de T,
moédulo 'y, e
w(nl) =i, w(mimy,) =i + %, . ,w(wf,wfv_l) =i+ 6;61
sao e classes distintas de I',, médulo T',,. Logo,
%S f e—1
T = Z (Zo@-w) (Zﬁkwf}mﬁ), com i € O,.
i=—N  j=1 k=0
Portanto,
o0
T = Z Zaijkujwf,ﬂfu, onde ajr, € K, 1<j<fel0<k<e—-1
i=—N jk

Assim, temos que {ujﬂfu; 1<j<f,0<k<e—1}éum conjunto de geradores de L. Logo
[L: K] <ef e, portanto, a igualdade segue. [ |

Coroldrio 5.5 Se L|K ¢é uma extensdo algébrica e K tem uma valorizagao v com extensio w
a L, entao Ty, /Ty, € um grupo de tor¢ao e L,|K, € algébrica.

Demonstragao. Basta observarmos que podemos escrever L|K como uma uniao de extensoes
finitas e aplicarmos, entao, o teorema anterior a estas extensoes. [ |
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5.2 Extensoes de corpos completos

Sejam K um corpo valorizado e L uma extensao de K finitamente gerada. Examinaremos,
agora, modos de estender uma valorizacao de K a L. Por indugao, serd suficiente considerarmos
uma extensao simples L = K(«) e estudaremos, separadamente, os casos em que « é algébrico
ou transcendente sobre K. Assim, nossa primeira tarefa é estender uma valorizacao v de K ao
corpo de fungodes racionais K (x), onde x é transcendente sobre K. Daremos uma construgao
simples de uma valorizagdo w de K (z) que estende v.

Definimos uma aplicagdo w sobre o anel de polinémios K[z] da seguinte maneira:

w(f(z)) = min{v(ag),v(ar),...,v(an)},

para qualquer f(z) = ap + a1z + - - + apz” € Klx].
E claro que w coincide com v em K.

Afirmamos que w é uma valorizagao de K{z].
De fato,

(V.1) Seja f(z) € K[z], com f(x Zalx Entao,

w(f(r)) =00 <« miin {v(ai)} = 00 & v(a;) = o0, Vi

& a;=0,Yie f(x) =0.
(V.2) Sejam f(x),g(x) € Klz], com f(x Zalzn e g(x Zb x', tais que
w((2)) = min {v(a)} = v(a,) e wlglz)) = min ((b)} = o(b).

Temos que f(z) + g(x) = Z ciz', onde ¢; = a; + b;. Daf,

w(f(x) +9(x))

min {v(¢;)} = min {v(a; +b)}
min {min {v(a). v(5)}}
= min {min {v(a;)}, min {v(b;) }}
= min{v(a,),v(bs)}
= min{w(f(z)),w(g(z))}.
(V.3) Sejam f(x),g(x) € K[x], com f(z Za,x e g(z) = Zbixi, e T e s 0S menores

7

v

indices tais que

min {v(a;)} =v(a,) e mln {v(b;)} = v(bs).

Temos que f(z ZCZ$ onde ¢; = Z axb,. Entao,
A pu=i
we) = v 3 axby) > min {v(arb,)}
A pu=i
= min {v(ay)+v(by)} > v(ar) + v(by).
A p=i

Assim, se exibirmos um indice k£ de modo que v(ci) = v(a,) + v(bs), entéo
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min {v(c;)} = v(ck)

(]
e, dai,
w(f(z)g(z)) = w(f(z)) +w(g(x)).
Afirmamos que v(¢,45) = v(a,) + v(bs). Com efeito, temos que
Criys = aObr—l-s + albr—l—s—l + - tapbs -+ ar—l—s—lbl + ar—l—st-
Escrevendo, entao,
U = aObr-i-s + o+ ar—lbs-l—l + ar—i—lbs—l +o 4+ aT+Sb07

obtemos ¢,4s = u + a.bs. Pelas escolhas dos indices 7 e s temos que,

0<i<r—les+1<j<r+s=uv(a)>v(a)evib)>uv(bs)e
r+1<i<r+se0<j<s—1=v(a;)>v(a,) ev(b;)>v(bs).

Dai,
v(aiby) = vla) + v(b;) > v(a,) + v(by),
para quaisquer i,7, 0 <i,7 <r-+s,i#rej#s. Logo, v(u) > v(a,) + v(bs). Portanto,
v(Crts) = v(u+ arbs) = min {v(u),v(a,) + v(bs)} = v(a,) + v(bs).

Podemos estender, de modo tinico, w a uma valorizacao de K (z), ainda denotada w, definida
por

w(253) = (@) ~ wista)

para quaisquer f(x),g(z) € K|z], com g(z) # 0.
A valorizagao w assim definida é chamada extensdo gaussiana de v em K (x). Claramente,
v e w tém o mesmo grupo de valores, isto é, ', = I'y,. Além disso, w(x) = 0.

Afirmamos que a imagem T de x no corpo residual L,,, onde L = K(z), é transcendente
sobre K.

Com efeito, suponhamos, por contradicao, que x satisfaca uma equacgao polinomial sobre K.
Entao, existe um polinémio

plx) =ay+ a1z + -+ ap2” € Kz,

tal que v(a;) > 0, com v(e;) = 0 para pelo menos um indice i, de modo que
T
p(@) =Y @z =0
i=1

Dai, w(p(x)) > 0, o que é uma contradigao, visto que, por defini¢do, w(p(z)) = 0.
Afirmamos, agora, que L,, é o corpo de fungoes racionais K, (T).

f(z)

De fato, é claro que K,(Z) C L,. Seja, entdo, y € L = K(T), onde y = ——, com

g9(z)
f(z) = E a;zt e g(z) = E bjxj, tal que y € O,,. Entao,
i J

w(y) 2 0= w(f(z)) —w(g(r)) = v(ai) —v(bj) =0,

62



onde v(a;,) = miin {v(a;)} e v(bjy) = mjin {v(bj)}.

Podemos escrever y como o quociente de dois polinémios com coeficientes em O,.
Com efeito, temos que

onde w(r(z)) = v(b; 'ai,) = —v(bjy) +v(ai,) >0 e w(s(z)) = v(1) = 0.
Assim, r(x), s(x) € Oy[z] C Oy. Logo,

Portanto, L,, C K,(x).
Concluimos, entao, o seguinte teorema:

Teorema 5.6 Sejam K um corpo com uma valorizagao v e L = K(x) uma extensao pura-
mente transcendente. FEntdo, a extensdo gaussiana de v a L € wma valorizacao de L, com o
mesmo grupo de valores de v e com corpo residual K,(T), o qual é uma extensido puramente
transcendente do corpo residual K, de K. [ |

Observamos que existem outras extensdes de v a K(x), entretanto nao serao necessérias
neste contexto.

Consideremos, agora, o caso em que « ¢é algébrico sobre K, isto é, o caso em que L = K(«) é
uma extensao algébrica do corpo K. Pelo teorema 1.41 e pela bijecao existente entre os valores
absolutos nao-arquimedianos e as valorizacoes de posto 1, temos que, se o corpo K é completo
com a valorizagao de posto 1 v, entao existe no maximo uma extensao w de v a L. Vamos
mostrar que, de fato, tal extensao existe e, mais ainda, vamos exibi-la. Para tal, precisaremos
do conceito de um elemento inteiro sobre um subanel R de K, que recordaremos brevemente.

Seja K um corpo e seja R um subanel de K. Um elemento ¢ € K é dito inteiro sobre R se
satisfaz uma equagao monica sobre R, digamos

"+ a™ P+ +a, =0, onde a; € R.

Se todo elemento de K, inteiro sobre R, estd em R, entao dizemos que R é integralmente
fechado em K. Se K é o corpo de fragoes de R, dizemos, simplesmente, que R é integralmente
fechado.

O conjunto de todos os elementos de K inteiros sobre R é chamado fecho inteiro de R em K
e este sempre contém R, visto que qualquer elemento ¢ € R satisfaz a equagdao z — ¢ = 0. Além
disso, o fecho inteiro de R é um subanel de K e, para mostrarmos isto, apresentamos o seguinte
resultado:

Lema 5.7 Seja R um subanel de um corpo K. Um elemento ¢ € K ¢ inteiro sobre R se, e
somente se, existe um R-submddulo ndo-nulo de K finitamente gerado M, tal que cM C M.

Demonstragao. (=:) Seja ¢ um inteiro sobre R, digamos
4+ a™ P+ +a, =0, onde a; € R.

Seja M o R-submédulo de K gerado por 1,¢,...,c" ! isto é, M = R+ Rc+ --- + R L.
Temos que M C R|c]. Por outro lado, ¢® = —a, — --- — a;c"~! e, para todo k > 0,
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R = —q,cf — o —a R e M

sempre que {1,c,...,c" 1%} C M. Logo, R[c] C M e, portanto, M = R|[c].
(<) Seja {u1,...,u,} um conjunto de geradores de M. Como cM C M, existem a;; € R

tais que
ClU; = E aijuj.
J

Este é um sistema de equagoes linear homogéneo e, como M # 0, nem todos os u;’s sao
iguais a zero. Portanto, seu determinante é zero. Escrevendo este sistema na forma

Z(C(SZ - aij)uj = O,

temos que det (¢ — A) =0, onde A = (a;;). Expandindo esta expressao, obtemos uma equacao
monica de ¢ sobre R e c é inteiro sobre R. [

Corolario 5.8 Para qualquer subanel R de K, o fecho inteiro de R € um subanel de K contendo

R.

Demonstragao. Seja S o fecho inteiro de R. E claro que R C S. Sejam ¢1,c3 € S. Entéao, pelo
teorema anterior, ¢;M; C M;, i = 1,2. Dai, (¢; +¢co)M C M e (cico)M C M, onde M = My M.
Portanto, ¢1 4+ ¢9,c1c90 € S € S é um subanel de K. [

Proposigao 5.9 Sejam K um corpo e V. um anel de valorizacao de K. Entdo, V € integral-
mente fechado.

Demonstragao. Seja ¢ € K inteiro sobre V. Suponhamos, por contradi¢ao, que ¢ ¢ V. Entao,
¢! € M, onde M é o ideal maximal de V. Como ¢ € K é um inteiro sobre V, temos que existe
um polinémio ménico p(z) € V[z], digamos p(z) = 2™ + a12™ ! + agz™ 2 + - -+ + ay, tal que
p(c) =0, ou seja,

A +a ™+ a2+ +a, =0.

Dai,
l+act4+awe 2+ +a,c"=0=1=—(a1ct +asc?+---+a,c ") €M,
o que é uma contrdicao. Logo, ¢ € V e, portanto, V é integralmente fechado. [

Retornaremos, agora, para o estudo da existéncia de extensoes de valorizagoes de posto 1 no
caso algébrico, de importancia para os nossos objetivos.

Proposicao 5.10 Seja L|K uma extensao finita de corpos. Entdo, qualquer valoriza¢ao de K
de posto 1 tem wma extensdo a L, também de posto 1.

Demonstragao. Seja v uma valorizagdo de K de posto 1. Pelo corolario 4.22, temos que O, é
o subanel proprio de K maximal. Logo, K é o corpo de fracoes de O,,.
Seja I o fecho inteiro de O, em L.

Afirmamos que L é o corpo de fracoes de 1.

Com efeito, como L|K é finita, temos que L|K é algébrica. Assim, dado qualquer elemento
v € L, temos que « é algébrico sobre K e, portanto, satisfaz uma equagao com coeficientes em
K. Como K é o corpo de fragoes de O,, multiplicando a equacao anterior por um denominador
comum, obtemos uma equacao com coeficientes em O, digamos

apx™ + a1z ' 4 -+ a, =0, ap # 0.
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Dai,

ay" +ay" ot a, =0 = aly" +ara) Y 4 anal Tt =0
= (apy)" + ai(apy)" '+ +ana)~t = 0.

Segue que agy satisfaz a equagao
Y 4 ayt T 4+ anag_l =0, a; € Oy, ag # 0.

Assim, agy é inteiro sobre O,, ou seja, agy € I. Logo, agy = a’, para algum a’ € I. Dali,
/

a
’y:a—o,onde a,ag € I, ag # 0.

Portanto, L é o corpo de fracoes de I.
Consideremos, agora, a familia F de todos os subanéis R de L tais que

ICRCL e RNK =0,.

Afirmamos que F tem um elemento maximal.
Com efeito, como O, é integralmente fechado, temos que I N K = O,. Dai, I € F.
Seja (R,) um subconjunto de F totalmente ordenado e seja R = U R,.

Temos que R é um subanel de L tal que RNK =0,, I CR e,acomo LNK =K # O,,
R C L. Logo, Re T.

Como R, C R, para todo «, temos que R é um elemento maximal de (R,). Pelo lema de
Zorn, segue que F tem um elemento maximal.

Seja, entdao, W um elemento maximal de JF.

Afirmamos que W é um subanel préprio de L maximal.

De fato, primeiramente, W nao é corpo, pois o tnico corpo contendo I é L e W # L, visto
que LN K = K # O,,.

Seja ¢ € L tal que ¢ ¢ W. Entao, W[c] D W e, pela maximalidade de W, Wic] N K D O,.
Segue da maximalidade de O, em K que W[c]NK = K. Dai, K C W{c]. Assim, L D W][¢] O K.
Como L|K é finita, temos que W{c| é um corpo. Logo, Wc|] = L, visto que Wc] D I. Portanto,
W é um subanel préprio de L maximal.

Pelo corolario 4.22, temos que a valorizacao w associada a W é de posto 1. [

Quando K é completo, podemos detereminar explicitamente a tinica extensdo de uma va-
lorizagdo de K de posto 1 em uma extensao finita L de K. Este é o resultado do préximo
teorema.

Teorema 5.11 Seja K um corpo completo e seja v uma valorizagao de K de posto 1. Se L|K
€ uma extensdao finita de corpos, digamos de grau m, entdo v tem wma unica extensdo w em L,

dada por

1
w(a) = - v(Np g ()), para todo o € L, onde Nk denota a norma.

Demonstragao. Como L|K é finita de grau n, temos que L|K é finitamente gerada, isto é,

existem ay,...,a, € L tais que L = K(aq,...,an,).
Seja E uma extensao de L, onde E é o corpo de raizes do polindémio p(x) = pi(z)--- pp(x)
sobre K, sendo p;(x) o polinémio minimo de a; sobre K, i = 1,...,n. Entao, F|K é finita

e normal. Segue da proposicao anterior, que v tem uma extensao, digamos w, em E e, pelo
teorema 1.41, tal extensao é Unica.
Seja v um K-automorfismo de F|K.
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Afirmamos que w oy é uma valorizacao de E que estende v.

Com efeito, como (w o y)(a) = w(y(a)) = w(a) = v(a), para todo a € K, temos que w o~y
estende v. Resta mostrarmos, entao, que w oy é uma valorizagao de F.

Para quaisquer z,y € E, temos que:

(V1) (wo)(x) =00 = w(y(z)) =00 & y(z) =0z =0;

(V.2) (woy)(z+y) =wly(z+y)) > min {w(y(r)),w(y(y))} = min {(woy)(x), (wov)(y)};
(V.3) (woy)(zy) = w(vy(zy)) = w(y(z)v(y) = w(v(x)) + w(y(y)) = (wov)(z) + (wov)(y).

Portanto, w o v é uma valorizacao de E que estende v.
Segue da unicidade que w(a) = (w o ¥)(«), para todo o € FE.

Seja s o grau de separabilidade da extensao L|K e sejam, entao, o1, ..., 05 os K-homomorfismos
de L|K. temos que, para cada i = 1,...,s, 0; = |1, onde 7; é um K-automorfismo de F|K.
Dai, 0;(a) € E, paracada i =1,...,s e para todo a € L.

Dado « € L, temos que

Npjk (a (IIOE ) LR%?

onde [L : K]; denota o grau de inseparabilidade de L|K. Como n = s[L : K]J;, segue que

Npg(a) = ai---ay, onde, para cada j = 1,...,n, aj = o;(a), par algum i = 1,...,s. Em
particular, o; € F/, para todo j = 1,...,n. Logo,
n
v(Npjg () = v(ag -+ om) = Y w(ag) = nw(a).
k=1
Portanto,

1
w(a) = - v(Np |k (a)), para todo a € L.

5.3 Extensoes de corpos incompletos

Consideraremos, agora, extensoes finitas de corpos incompletos com uma valorizacao de posto
1. Neste caso, pela proposicao 5.10, a valorizacdo pode novamente ser estendida, mas nao
necessariamente serd unica, como veremos. Para analisarmos este problema, precisaremos do
conceito de produto tensorial de algebras.

Sejam A e B élgebras sobre o corpo K. O produto tensorial C' = B ® A é definido pela

K
propriedade de que fungoes K-bilineares em B x A correspondem a fungoes K-lineares de C.
Explicitamente, se B e A tém bases {v;} e {u;} sobre K, respectivamente, entdo C' tem base
{v; ® u;} sobre K. Dado = € C, temos que
K

x—Zb ®ar,0nden>1 bpeBea.c A, r=1,.
r=1

n l m n l m
3 ) @ (S]] =33 S e g
r=1 7j=1 i=1

r=1j=1 i=1

Dali,

Em particular, se B = F é uma extensao do corpo K e {u;} é uma base de A sobre K, entao
{1 ® u;} é uma base da E-élgebra Ap = E ® A, onde a opera¢ao soma é a soma em F ® A
K K K

como K-moédulo e, para quaisquer z,y € Ag, com x = E b Qarey= E V. ®ad.,eeckE,
K K
T S
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:Ey:Zbrb; @ara’s e ex:Zebr (%)ar.

7,8

Dai, se dimg A = n, entdao dimgAg = n.

Observagao 5.12 Seja E uma extensdo do corpo K e sejap(x) € K|x]. Entao, pela propriedade
universal dos produtos tensoriais,

E @ K[e) = Elz] ¢ E @ (0(x)) = (p(x)) s

onde (p(z)) e (p(v))gy denotam, respectivamente, o ideal gerado por p(x) em K[z] e o ideal
gerado por p(x) em Elx].

Com efeito, tomamos as aplicacées K -bilineares
0: EXxK[z] - Elz] e7: Ex (p(x)) = (p(2))pla)

definidos por o(e, f(x)) = ef(x) e T(e,q(z)p(x)) = eq(x)p(x), que induzem, respectivamente, o0s
isomorfismos

A proxima proposigdo nos permite descrever as extensoes de valorizacées de um corpo in-
completo, antes, porém, recordaremos a definicao de um compdsito de dois corpos.

Definigao 5.13 Sejam E e F' corpos. Um corpo L € dito compdsito de E e de F se, e somente
se, L contém copias isomorfas de E e de F e ¢ gerado por essas copias.

Proposigao 5.14 Sejam E e F corpos, ambos contendo K como subcorpo, e suponhamos que
a extensio F|K € separdvel de grau n. Entdo, temos um isomorfismo de E-dlgebras

E®F§H::1E:Fl X oo X Iy,
K
onde os corpos Fi,...,F, sdo compositos de E e de F'.

Demonstragao. Como a extensao de corpos F|K é separdavel de grau n, temos que F|K é
simples, isto é, existe a € F, tal que F = K(«).

Seja p(x) € K[z] o polinémio minimo de « sobre K e denotemos por (p(z)) o ideal gerado
por p(z) em KJz]. Como F = K|z]|/(p(z)), segue que a sequéncia

0 — (p(z)) = K[z] > F — 0,

onde 7 é a inclusdo e p é a avaliacdo em «, é exata e, portanto, a mesma se fatora. Logo, a
seguinte sequéncia exata

0— B@ @) S EQKR “CEQF — 0. ()

K
onde, para quaisquer e, € E, ¢,(x) € K|x],

@) (Y e @a@p@) =Y e @ila(ep@) e

K
r

C@o) (Y e @a@) = e @plal).

T
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Como F ® (p(7)) = (p())pw) ¢ £ ® Klx] = Elx], segue que a sequéncia exata (x) tem a

forma
0 — (p(z)p — Elz] — EQF —0.

Dai,
Elz]/(p(2))p = E @ F.

Seja p(z) = q1(z) - - - ¢-(z) a decomposigao de p(x) em fatores irredutiveis sobre E. Entao,
como p(x) é separavel, ndo existe repetigdo destes fatores. Para cada ¢ = 1,...,r, o quociente
F; = E|x]/(¢i(x)), onde (g;(z)) denota o ideal gerado por ¢;(z) em E[z], é um corpo, visto que
(gi(z)) é um ideal maximal de E[z].

T
Consideremos, agora, o homomorfismo de anéis u : Elx] — H F; definido por
i=1

p(o(@)) = (0(x) + (q1(2)), - - -, ¢(x) + (¢r(2))), para todo ¢(z) € Elz].

Seja N(u) o nicleo de ¢. Afirmamos que N(u) = (p(z)) g € que p é sobrejetora.

De fato, o nicleo de u é constituido de todos os polindémios ¢(x) € E[z] que sao multiplos de
qi(z), para todo i = 1,...,r. Como cada g;(x) é irredutivel sobre E e nao existe repetigao entre
eles, segue que ¢(z) = ar(z)(q1(z) -~ (), para algum o (z) € Ela]. Da, $(z) € ((x)) 5.
Por outro lado, é claro que, se ¢(z) € (p(¥))g(a], ¢(x) € N(u). Portanto, N(u) = (p(7)) gla-

Resta mostrarmos que p é sobrejetora.

Para cada i = 1,...,r, seja o; uma raiz de g;(x), entdao F; = E(«;). Dai,

[F;: E] = [E(ay) : E] = graug;(x).
Logo,
dimp HE = Z[F’ : E) = Zgrau gi(z) = graup(x).
i=1 i=1 i=1

Como N () = (p(x)) gl temos que E[z]/(p(x)) plz) = Im(u). Dai, dimpIm(p) = graup(z).
Assim, como

r r
Im(u) C HE e dimpg HE = graup(z),
i=1 i=1

T
segue que I'm(u) = H F; e, portanto, u é sobrejetora.
i=1
T T
Temos, entao, que Elz)/(p(2))p = [[ B isto ¢, E@ F =[] F=Fix...x F.
Para completarmos nossa demonstraéécl), resta mostrarmos qilel, paracadai=1,...,r, F; é
um composito de E e de F. Consideremos, entao, o homomorfismo de anéis

i Elz]/(p(2)) gle) — Fi

definido por p;(h(x) + (p(2)) ) = M) + (¢:(x)), para todo h(z) € E[z]. A restricio de p;
ao corpo F ou ao corpo F = Klz|/(p(z)) é um homomorfismo de corpos injetor, visto que seu
nucleo é um ideal em E ou em F' que nao contém 1. Logo, F; contém copias isomorfas de E e de
F'. Ainda, como cada homomorsfismo pu; é sobrejetor, temos que F; é gerado por essas copias.
Portanto, F; é um compdsito de F e de F, paracada it =1,...,r. ]

Corolario 5.15 Com as notacdes do teorema anterior, temos que, para qualquer o € F,
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Nk (a HNF|E pi(a)) e Trpg(a ZTTF|E pia)).

Demonstragao. Com as notagoes do teorema anterior, sejam «a € F e 9, u;(a), respectiva-
mente, o polindomio caracteristico de o sobre K e a imagem de o em Fj.
Vamos mostrar que ¢(x) = ¥1(x) - - - (z), onde ¥;(x) é o polindémio caracteristico de pu;(«)
sobre E, ¢t =1,...,7 e, dai, segue o corolario.
Seja T : F — F a aplicagdo linear definida por T'(z) = ax, para todo z € F, e seja
{v1,...,v,} uma base de F sobre K. Entao, para cada i = 1,...,n, temos
n

T(v;) = av; = Zaijvj, onde a;; € K.
j=1
Por hipétese, segue que ¢(x) = det (zI, — A), onde A = (a;5).
Afirmamos que v é também o polinémio carcteristico de « sobre £ , como um elemento de
E L.
K
Com efeito, temos que {1 ® v;} é uma base de E ® F sobre E. Definimos, entao, a aplicagao

E-linear Ty : E@F—>E®Fpor Ts(1 ®UZ) =1 ®T(UZ) para cada i = 1,...,n. Dali,

Te(l @ )—1®avl—1®2awv] Zaljl(g)vj) onde a;; € K,

K Jj=1 Jj=1

mostrando a afirmacao.

Paracadai = 1,...,r, temos que dimg F; = grau ¢;(x), digamos n;. Sejam, entao, {v;; }1<j<n,
uma base de F;|E e T; : F; — F; a aplicacao linear dada por T;(a) = ap;(a), para todo a € Fj.
Temos, para cada j =1,...,n;,

Ti(vij) = Uzg:uz Zamkvzky onde Qijk € E.
k=1
Dai, ¢;(x) = det (z1,, — A;), onde A; = (ji), com 1 < j <n; el <k < ny, éo polinémio
caracteristico de p;(a) sobre E.

T T
Consideremos, agora, a transformagcao linear S : H F— HE definida por
i=1 i=1
T
S(aiy...,ar) = (a1 (@), ..., arpr(@)), para todo (aq,...,a,) € HE

T
Temos que {wj; }i<i<ri<j<n, ¢ uma base de H F; como FE-espago vetorial, onde
i=1
w;j = (0,...,v,...,0), com v;; na i-ésima coordenada.
Dali,

S(wij) = (O, ,vijui(a),... ,0) = (O,...,Zaijkvik,... ,O)

i
= Z(Oa---aaijkvika---ao) = Zaijk(o,...,vik,...,O)
i k=1

= E Qi Wij, onde Qi € E.
k=1
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T
Assim, como F @ F = HE-, segue da afirmagao anterior que ¥ (x) = det (xI,, — B), onde
. i=1
B é a matriz em blocos (4;), com 1 < i <r, semelhante a A, e

det (21, — A) = det (1, — B) = [ [ det (21, — A;) = [ vi(=).
=1 =1

Logo, ¥(z) = ¢n(z) - - ¢ (2). .

Agora, temos condigoes de descrever as extensoes de valorizagoes discretas de corpos incom-
pletos.

Teorema 5.16 Seja K um corpo com uma valoriza¢ao discreta v e seja F|K uma extensdo fi-
nita separdvel de grau n. Entdo, existem, no mdximo, n extensoes de v a F', digamos w1, ..., w,,
r <mn. Se f; denota o grau residual e e; o indice de ramificacao de w;, entdo

Zeifi =n.

Além disso, se o completamento de K com respeito a v € K eodeF com respeito a w; €
F;, entao
KQF>=F x---xF,. ()
K

Demonstracao. Pela proposicao anterior, K ® F é uma K -algebra isomorfa a F} X ... X F}.,
K

onde cada F; ¢ um corpo contendo cépias isomorfas a KealPF.
Seja v a valorizagdo de K que estende v. Pelo teorema 5.11, ¥ admite uma tnica extensao
w; a Fj, cuja restrigao a F' serd denotada por w;. Entao, w; estende v.
Observemos que F' é um subcorpo denso no anel K ® F, pois o fecho F de F em
K

K ® F contém copias isomorfas a K e F, logo contém o corpo gerado por essas copias, que é F;.

Pori‘éanto, F é denso em F;. Além disso, o completamento de F' com respeito a w; é um corpo
contendo copias isomorfas a F' e a K , logo o completamento tem que conter o compodsito dessas
copias, que é F;. Portanto, F; é o completamento de F' com respeito a w;.

Cada r-upla (aq,...,q,) de K & F pode ser aproximada, em cada coordenada, por elementos
de F' na topologia definida por w; portanto, isto mostra que wi,...,w, sao valorizacoes de F'
distintas e nao-equivalentes.

Precisamos mostrar que nao existem outras extensoes de v.

Seja w uma valorizacao de F' que estende v. Por continuidade, estendemos w a K ® F, que

K

6um K -espago vetorial normado completo. R
Seja F' o completamento de F' com respeito a w. Entao, F' tem que ser um dos fatores da
direita de (x), isto é, F' = F;, para algum i e, logo, w = w;. Portanto, wy,...,w, sdo as dnicas
extensoes de v a F'.
Seja [F; : K] = n;. Pelo teorema 5.4, temos que n; = e;f; e, por (x),
T

n:[FK]:[I?(?FI?]:ZnZ
i=1

r
Logo, n = Z eifi. |

i=1

Para extensoes galoisianas, este resultado assume a seguinte forma.
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Teorema 5.17 Sejam K um corpo com uma valorizacdo discreta v, Ko completamento de K

com relag¢do a v e F|K uma extensao galoisiana finita, digamos de graun. Se wy, ..., w,(r < n)
sao todas as extensoes de v a F', entdo e; = e, f; = f e, portanto, n = ref. Além disso, o grupo
de Galois de F|K age transitivamente no conjunto {wn, ..., wy}.

Demonstragao. Primeiramente, observemos que a existéncia das extensoes wy, ..., w,(r < n)

de v a F' é garantida pelo teorema anterior.

Seja G o grupo de Galois de F|K, isto é, G = Gal (F|K).

Afirmamos que, dada ¢ € G, w; o ¢ é uma valorizagao de F' cuja restricao a K coincide com
v, paracadai=1,...,r.

Com efeito, para i =1,...,r, temos que:
(V1) (wjoo)(a) =00, € F & wi(o(a)) =00 < o(a) =0 a=0.
(v.2)

(wioo)(a+pB) = wilo(a+p)) =wi(o(a) +0(B))
> min{wi(o(a)),wi((5))}
= min {(w; o 0)(a), (w; o0)(B)},Va,B € F.

V

(V.3)
(wioo)(aB) = wi(o(ap)) =wi(o(a)o(B))
= wi(o(a)) +wi(o(5))
= (wjoo)(a)+ (w;o0)(B),Va,B € F.
Logo, w; o o é uma valorizacao de F, para cada i =1,...,r. Ainda,

(wj 0o o)(a) =w;i(o(a)) = w;(a) = v(a), para todo a € K.
Portanto, w; o o coincide com v em K.
Mostraremos, agora, que o grupo de Galois G age transitivamente no conjunto {ws, ..., w,}.
Suponhamos, por contradicao, que as duas familias de valorizacoes {w; oo} e {w;j o7}, onde
i # j, 0,7 € G, sao disjuntas. Entao, como w; e w; sao nao-equivalentes, segue do teorema da
aproximagao forte que existe o € F' tal que (w; o 0)(ar) > 0 e (wj o0)(a — 1) > 0, para todo
o € G. Dai, (wjo J)(a) = 0, para todo o € G. Logo,

v(Npk(a sz = Z:(wZ oo)(a) > 0 e, por outro lado,

v(Npk (a Zw] Z(wj o0)(a) =0, o que é uma contradicao.

ag
Portanto, existem o,7 € G tais que w; o 0 = wj o T, ou seja, w; = w; oy, onde temos
vy=o0co71"! €@G. Segue que Ly, 2 Ty, e, dai, e; = ¢;. Ainda, dado z € Oy, temos que
wi(v(z)) = (wi 0 7)(z) = wj(z) > 0.
Logo, v(7) € Oy, e, portanto, ¥(Oy,;) € Ou,. Por outro lado, dado x € O, digamos

r=7(y),y € F, temos que 0 < w;(z) = w;i(v(y)) = (w; o¥)(y) = w;(y) e, dai, y € O, - Logo,
Ow; € 7(Ouy;) e, portanto, 7(Ouy;) = Oy,. Segue que Oy, = Oy, € My, = M,,. Dai, f; = f;.

Como 1, j sao quaisquer, obtemos e¢; = e e f; = f, para todo i = 1,...,r. Portanto,
T
n= Zeif,- =ref.
i=1

Para finalizarmos esta secao, apresentaremos algumas aplicagoes dos teoremas aqui estudados
no caso em que K = Q e v é a valorizacao 3-adica de Q.

71



Exemplo 5.18 Seja F' = Q(\/5) e seja w uma extensdo de v3 a F. Temos que K,, = F3 e

Ly =F3(8), come=1, f=2 e raiz de 22 —2(mod3). Isto seque porque x> — 5 € irredutivel

sobre Q3 (nao podemos nem mesmo resolver a congruéncia 22 =5(mod3) em Z). Observe que

Q3 ® Q(V5) = Qs[z]/(x® — 5) jd ¢ um corpo, mostrando que hd uma tinica extensio w de v3 a
K

F.

Exemplo 5.19 Seja F' = Q(V7). O polinémio x* —7 € redutivel em @3 ja que 7 € um quadrado
em Q3. Nesse caso, temos que

Q ®Q(V7) = Qslz]/(x = 7) = Qsla]/(x — VT) x Qaa]/ (@ + V7).

Assim, hd duas valorizacdes estendendo vy a F, ambas com e = f =1, pois
2

2=[Q(V7): Q=) eifi =2ef.

i=1
Exemplo 5.20 Seja F' = Q(\/g) e seja w uma extensdo de vy a F. Temos que
v3(3) = w(3) = w((v3)?) = 2(w(v3)).
T
Dai, e =2 e, como 2 = Zeifi =ref,r = f = 1. Logo, hd uma tunica extensdo w de v3 a

i=1
F.

5.4 Dominios de Dedekind e o teorema da aproximacgao forte

Nesta ultima secao caracterizaremos os dominios de Dedekind como a interse¢do de uma familia
de valorizacoes discretas que tem a propriedade da aproximacao forte, provaremos que esta
caracterizacao é equivalente a definicdo usual e concluiremos nosso estudo mostrando que a
propriedade de ser um dominio de Dedekind é preservada por extensoes algébricas separaveis.

Seja K um corpo e seja {vp}pes uma familia de valorizagoes discretas de K duas a duas
nao-equivalentes, onde M,, = (p), para todo p € 8. Entao, os elementos p € § sao chamados
divisores primos ou, simplesmente, lugares e, a cada p € 8, associamos, respectivamente, o anel
de valorizagao de v, e o seu ideal maximal

Op ={z € K; vp(x) >0} e M, = {z € K; v,(x) > 1}.

Um elemento x € K é dito inteiro em p se, e somente se, x € O, isto é, v,(x) > 0. A

intersecao
R=()0,
pES

de todos os anéis de valorizacao O, é o subanel de K chamado anel dos inteiros de K com
respeito a 8. Pela proposigao 4.5, temos a seguinte relacao de divisibilidade em K:

zly & yr~t € R vy(x) <wvy(y), Vp € 8.

Exemplo 5.21 Seja K = Q. Entdo, tomando 8 = {p € N; pprimo}, obtemos O, = Zy,z, para
cadap €8, e R="7.

Exemplo 5.22 Considerando o corpo K(x) e tomando

8 = {p(x) € K(x); p(x) € monico e irredutivel sobre K },
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obtemos Op () = KTy k(2] Para cada p(x) € 8, e R = K[z]. Por outro lado, tomando
8 = {p(z) € K[z]; p(x) é monico e irredutivel sobre K} U {p(x) = 27!},

obtemos Oz = K[2]p2)K[a]y Op—1 = {@ € K(x); graug(z) > gmuf(a:)} eR=K.

g(z)

Observemos que, no exemplo anterior, alguma condigao é necessaria para garantir que R nao
seja muito pequeno se comparado ao corpo K. Isto nos motiva a seguinte definicao.

Definicao 5.23 Dizemos que um conjunto 8 de lugares de K tem a propriedade da aproximacdo
forte se, e somente se, as sequintes propriedades sdo vdlidas em §:

(D.1) Para cada p € 8, v, € uma valorizacao discreta de K.
(D.2) Dado x € K, temos que vy(z) > 0, para quase todo p € 8.

(D.3) Dados p,p' €8, p#0p',e N >0, existe a € K tal que

vp(a—1) > N,vy(a) > N evg(a) >0,VqgeS, qg#p,p.

Pelo teorema da aproximacao forte, temos que, dados p,p’ € 8§, p #p/, N >0e 1,0 € K,
existe a € K tal que vy(a —1) > N e vy(a) > N. Se o conjunto 8 tem a propriedade da
aproximacao forte, entdo a propriedade (D.3) garante que podemos tomar a € R de modo que
a mesma seja verdadeira. Para isto, o anel R tem que ser suficientemente grande se comparado
ao corpo K, conforme veremos na proposicao que segue.

Proposigao 5.24 Se o conjunto 8 de lugares de K tem a propriedade da aprorimacao forte,
entdo K € o corpo de fracoes de R.

Demonstracao. E claro que o corpo de fragoes de R estd contido no corpo K. Resta mostrar-
mos, entao, a inclusao inversa.

Seja a € K tal que a ¢ R. Entao, pela propriedade (D.2), existem p1,...,p, € 8 tais que
vp,(a) <0,i=1,...,n, e vp(a) > 0, para todo p € 8, p # p1,...,Pn.

Seja N = mlax{—vpi(a)} > 0 e fixemos ¢ € 8, ¢ # p1,...,pn. Pela propriedade (D.3), para

cada t =1,...,n, existe b; € R tal que
’Uq(bi — 1) > N, 'Upi(bi) >Ne Up/(bi) >0,

para todo p’ € 8, p’ # p;, q. Tomando, entao, b =b; --- b, € R, segue que
n

vp, (b) = vai(bj) > vp, (i), para todo i =1,...,n.
j=1

Afirmamos que ab € R.
Com efeito, para cada ¢ = 1,...,n, temos que
vp; (ab) = vp, (a) + vp, (b) = vp,(a) + vp, (bi) > vp,(a) — vy, (a) = 0.
E claro que, para cada p € S, p £ p1, ..., Pn, vp(ab) > 0. Logo, ab € R.
Seja ¢ € R tal que ab = ¢. Entao, a = g, onde ¢,b € R, b # 0. Portanto, K é o corpo de
fragoes de R. ]
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Teorema 5.25 Sejam K wm corpo e § um conjunto de lugares de K que tem a propriedade

da aproximacdo forte. Entdo, para quaisquer elementos distintos p1,...,pn € S, para quaisquer
elementos a1,...,a, € K e qualqguer N > 0, existe a € K tal que
vp,(a—a;) > N, para cadai=1,...,n e

vg(a) > 0, para todo g € S, ¢ # p1,...,Pn-

Demonstracao. Quando o conjunto § ¢ finito, este é essencialmente o teorema da aproximagao
forte e, portanto, ndo hé nada a ser demonstrado. Suponhamos, entdo, que o conjunto .S é finito.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que n > 1.

Seja M uma constante positiva qualquer.

Afirmamos que existe b; € R de modo que
Up, (b1 — 1) > M e vp,(b1) > M, para todo i =2,...,n.
De fato, pela propriedade (D.3), para cada i = 2,...,n, existe ¢; € R tal que
vp, (¢i — 1) > M, vp,(¢;) > M e vy(c;) > 0, para todo ¢ € 8, ¢ # p1,pi-

Tomando, entao, by = co - ¢, € R, segue que
n
vp, (b1) = vai(cj) > vp,(¢;) > M, para todo i = 2,...,n.
j=2

Além disso, escrevendo

bl—l = CgCg---Cn—l
= (C9C3--"Cp—C3C4--Cp+cC3Cq---Cp—1
= (co—Dez rcpntescg-cp—cygorcpteqg ey —1
= (ca—Dez--cn+(es—1)eqgent -+ (cne1 — Dep + ¢ — 1,

obtemos
n
Upy (b1 —1) > min {Upl (2 —1)+ val (Cj)v <o Upy (cn — 1)}
j=3
= min{vy, (g — 1),...,vp,(cr, — 1)} > M.
De maneira analoga, mostramos que existem bo, ..., b, € R tais que, para cada ¢ =2,...,n,

Up, (i — 1) > M e vy, (b)) > M, Vj#i.

n
Seja, entao, a = Zaibi e K.
i=1
Afirmamos que

vp,(@—a;) > N,paracadai=1,...,ne

7

vg(a) >0, para todo ¢ € 8, ¢ # p1,...,pn.

Com efeito, para cada i = 1,...,n, podemos assumir que v,(a;) > 0, para todo ¢ € 8,
q#Dpi...,Pn, visto que vp(a;) < 0 para um nimero finito de lugares p € 8, os quais adicionamos,
se necessario, ao conjunto {pi,...,pn} e tomamos os correspondentes a;’s iguais a zero. Dal,
min {vy, (a;)} < 0.
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Tomando, entao, M > N — min {v,,(a;)} > 0, obtemos
27]

Up, (a - al) = Up <a1(b1 - 1) + Z aibi)
=2

ai) + vp, (bl - 1)’ Upy (a2) + Vp, (b2)’ <oy Upy (an) + Upy (bn)}

v
E.
=
PN
E@

Vv
~B.
B
—
E@

> min {vy,

Analogamente, obtemos
vp, (@ —a;) > N, para cada i =2,...,n.

Ainda, para todo q € 8, ¢ # p1, - .., Dn, temos que

vg(a) = vq(zn:aibi) > miin {vg(a;) +vq(bi)} > 0.
i=1
[

Para aplicarmos este ultimo resultado, precisaremos da nocao de um ideal fracionario de um
corpo K. Descreveremos, entao, rapidamente a situacao geral.

Sejam K um corpo, K* = K\{0} e R um subanel de K.

Definicao 5.26 Dizemos que N € um ideal fraciondrio de K se, e somente se, as sequintes
afirmacdes sao verdadeiras:

(1) N é um R-submddulo de K.

(i) Existem u,v € K* tais que Ru C N C Ruv.
Exemplo 5.27 Para cada u € K*, Ru € um ideal fraciondrio de K.

Observacgao 5.28 (1) Todo ideal nao-nulo I de R € um ideal fraciondrio de K.
Com efeito, € claro que I é um R-submddulo de K. Tomando u € I, u # 0, e 1 € K,
obtemos Ru C I C R1.

(2) Se N € um ideal fraciondrio de K e N C R, entdo N € um ideal de R.
Com efeito, como N € um R-submddulo de K, temos que, dados x,y € N ea € R, z+y € N
ear € N C R.

(3) Se K € o corpo de fragoes de R, entdo, dado um ideal fraciondrio N de K, existe b € R,
b#0, tal que Nb € um ideal de R.
Com efeito, como N € um ideal fraciondrio de K, N ¢ um R-submddulo de K e existe

u € K*, digamos u = % tal que N C Ru. Dai, Nb C Ra C R. E claro que Nb € um ideal de R.

A multiplicacao usual de ideais pode ser estendida aos ideais fracionarios de K: sejam Nj e
Ny ideais fraciondrios de K, entdo definimos

NiNg = {Zwvyv; Ty € Ni,yo € N2}-
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Afirmamos que N1 Ns é um ideal fracionario de K.

Com efeito, é claro que N1 Ny é um R-submédulo de K. Resta mostrarmos, entdo, que
existem u,v € K* tais que Ru C N1 Ny C R,.

Como Nj e Ny sao ideais fracionarios de K, existem wuq,uo,v1,v9 € K* tais que

Ru,- - NZ' - R’UZ', 1= 1,2.

Seja x € N1Nsy, digamos x = vayv, onde z, € Ny e y, € No. Entao, x, = a,v; €
v

Yy = byvo, onde a,, b, € R. Dali,

T = Z(avvl)(bvvg) = Z(vlvg)(avbv) = V109 Z ayby, = a(v1ve),

v v v
onde a = Zavbv € R e vivg € K*. Logo, x € Rvive, onde vive € K*. Tomando v = vqva,

v
obtemos N1 Ny C R,,, onde v € K*. Por outro lado, seja z € Rujus, digamos = = a(ujus), onde
a € R. Entao,

x = a(uruz) = (aur)uz = (au)(lug),

onde au; € N1 e lug € No. Dai, x € N1 Ny. Tomando u = uque, obtemos Ru C N1 Ns, onde
u € K*e, portanto, N1 Ny é um ideal fracionério de K.
A multiplicacao de ideais fraciondrios é claramente associativa e

RN = NR = N, para todo ideal fracionario N de K,

isto é, R é o elemento neutro da multiplicagdo de ideais fracionarios de K. Assim, o conjunto
F de todos os ideais fracionédrios de K é um mondide. Além disso, dado um ideal fracionario N
de K, existe um inverso generalizado de N que é definido por

(R:N)={x € K; Nx C R}.

Afirmamos que (R : N) é um ideal fraciondrio de K.
De fato, dado a € R, temos que

r€(R:N)= Nz CR=NrzaCRaCR=xa€(R:N).

Além disso, se y € (R: N), entdo Ny C Re N(z+y) CNz+ NyC R+ RCR.

Logo, (R : N) é um R-submédulo de K.

Como N é um ideal fracionario de K, existem u,v € K* tais que Ru € N C Rv. Dado
r € (R: N), escrevemos z = (zu)u~!. Como u € N, temos que zu € R. Dai, z € Ru~!. Logo,
(R: N) C Ru~!. Por outro lado, dado # € Rv~!, digamos z = av™!, onde a € R, temos que,
para qualquer n € N, existe b € R tal que n = bv e, dai,

nz = n(av™') = (bv)(av™') = ba € R.
Portanto, Rv~! C (R: N).

Segue imediatamente da definicao de (R : N) que (R: N)N C R.
Quando (R : N)N = R dizemos que N é um ideal fraciondrio invertivel de K.

Observagao 5.29 (1) Todo ideal fraciondrio principal de K é um ideal fraciondrio invertivel
de K.
De fato, dado N = Ra, a € K,, a # 0, € claro que Ra~' C (R : N). Por outro lado, dado
r € K, tal que x € (R: N), temos que xa € R. Logo, x € Ra~'. Portanto, (R : Ra) = Ra™".
(2) Se I € um ideal de R, entao € facil verificar que (R : I) 2 R. Em particular, (R : I)I 2 I.
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Retornaremos, agora, para a nossa situacao inicial.

Sejam K um corpo, § um conjunto de lugares de K e R o anel dos inteiros de K com respeito
a 8. Entao, definimos o grupo D dos divisores de K como o grupo abeliano livre gerado pelo
conjunto 8. Em particular, um elemento D € D é chamado divisor de K e tem a forma

D= Hpo‘f’, onde o, € Z e oy, = 0 para quase todo p.

Nosso proximo passo serd relacionar o grupo D dos divisores de K com o mondide F cons-
tituido por todos os ideais fracionarios de K.

Proposicao 5.30 Sejam K um corpo, 8 uma familia de lugares de K e R o anel dos inteiros
de K com respeito a 8. Se F € o mondide constituido por todos os ideais fraciondrios de K e D
€ o grupo de divisores de K, entdao a funcao ¢ : F — D definida por

¢(N) = [Tp»™),

para todo ideal fraciondrio N € F, onde v,(N) = min{v,(z);x € N}, € um homomorfismo.

Demonstracao. Primeiramente, mostremos que, dado N € F, v,(N) = 0, para quase todo
pES.
Sejam u,v € K* tais que Ru € N C Rv. Entao, dado p € S,

D u=1u,1 € R=>ue N = v,(N) < vp(u);

(2)x e N =z =av,a € R= vy(z) = vp(av) = vp(a) + v,(v) > vp(v).

De (1) e (2), segue que vp(u) > vp(N) > v,(v), para todo p € 8. Dai, v,(N) = 0, para quase
todop € S.

Mostremos, agora, que ¢ é, de fato, um homomorfismo.

Sejam N, N’ € F. Dado x € NN, digamos z = vayv, com x, € N ey, € N, temos que

vp(x) = mvin {vp(20) +vp(yo)} = vp(N) + vp(N').
Dali,
Up(NN') = vp(N) + vp(N').
Seja g € NN’, tal que zy = ab, onde vy(a) = v,(N) e vy(b) = v,(N'). Entéo,
up(20) = vp(ab) = vy(a) + vy(b) = vp(N) + vyp(N).
Segue que v,(NN') = v,(x0), isto é, v,(NN') = v,(N) + v,(N'). Portanto,
P(NN') = ¢(N)p(N').

Em geral, ndo hd mais nada a dizer sobre a funcao ¢. No entanto, supondo que o conjunto
S tem a propriedade da aproximacao forte, poderemos concluir que ¢ é um isomorfismo e, dai,
todo ideal fraciondrio de K sera invertivel e, portanto, F serda um grupo. Para tal conclusao,
precisaremos dos lemas que seguem.

Lema 5.31 Sejam K um corpo e 8§ uma familia de lugares que tem a propriedade da apro-
zimagao forte. Entao,dados qualquer subconjunto finito {p1,...,pn} C 8 e quaisquer aq,...,ay €
Z, existe a € K tal que

vp, (@) = oy, para cadai=1,...,n e

vg(a) > 0, para todo g € S, ¢ # p1,...,Pn-
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Demonstracao. Como v, é uma valorizagao normalizada, existe, para cada i = 1,...

a; € K tal que vp,(a;) = o.
Seja N > 0, N > max {«;}. Entéo, pelo teorema 5.25, existe a € K tal que
(]

vp,(@—a;) > N,paracadai=1,...,ne
vg(a) > 0, para todo ¢ € S, ¢ # p1,...,pPn-

Escrevendo, para cada i = 1,...,n, a = a; + (a — a;), obtemos
vp, (a) > min {vy, (a;), vp, (@ — a;)} = min{oy, vp, (a — a;) }.
Como, para cada i = 1,...,n, temos vp,(a — a;) > N > o; = vp,(a;), segue que
vp, (@) = min {a;, vp, (@ — a;)} = .

Lema 5.32 Sejam K um corpo, 8 uma familia de lugares de K que tem a propriedade da
aproximagdo forte e R o anel dos inteiros de K com respeito a 8. Se N € um ideal fraciondrio

de K, entdo, para todo © € K,
z €N & vp(x) > vp(N), Vp €S,
onde vp(N) = min{v,(z); z € N}.

Demonstracao. (=:) E imediata.

(«:) Fixando € N, x # 0, e substituindo N por Nz~!, basta mostrarmos que

vp(N) <0,Vpe8=1€N.

Substituindo N por N N R, obtemos N C R, em particular, N é um ideal de R e a hipdtese,

passa a ser v,(N) = 0. Portanto, devemos mostrar:

vp(N)=0=1€ N.

Sejace€ N,c#0. Sec™' € R, entdao 1 = cc™! € N e, portanto, a implicacio considerada
é verdadeira. Se ¢! ¢ R, entdo vy(c) > 0 para um nimero finito de lugares p € §, digamos
P =pi,...,Pn. Como vy(N) =0, para todo p € 8, existe, para cadai=1,...,n, a; € N tal que

Upi(ai) =0.

Seja N = max {vp,(c)} > 0. Fixando j e tomando ¢; = aj_l,
(2

teorema 5.25, que existe b; € R tal que
vpj(cj —bj) >N > vpj(c),
Upi(bj) >N > U;Di(c)’ i £ g, e
Uq(b]) 2 0 = Uq(c)v para tOdO q € 87 q 75 p17 e apTw
ou seja,
-1
Upj(aj —b;) > vp,(c) e

vg(bj) > v4(c), para todo ¢ € 8, ¢ # p;.

Tomemos, entao, a = E a;b;.

¢; =0, com ¢ # j, temos, pelo

(2
Como, para cada i = 1,...,n, a; € N, b € Re N é um R-submédulo de K, temos que

a € N C R. Além disso, para cada j = 1,...,n, obtemos
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vp; (1 = a) = vy, ((1 —a;bj) — Zaibi) > vp(e) (%)
i#j

e, para todo q € 8, ¢ # p1, ..., Pn, Obtemos
vg(1 —a) >0=uw4(c). (¥x)

Das desigualdades (*) e (), segue que ¢ *(1 —a) =d € R. Portanto, l =a+cd € N. =

Agora, temos condicées de mostrar que a funcao ¢ é um isomorfismo.

Teorema 5.33 Sejam K um corpo, § um conjunto de lugares que tem a propriedade da apro-
ximagado forte e R o anel dos inteiros de K com respeito a 8. FEntdo, o conjunto dos ideais
fraciondrios de K € uwm grupo abeliano livre, com a multiplicacdo e a inversdo de ideais fra-
ciondrios, gerado pelos ideais maximais de R. Além disso, este grupo € isomorfo ao grupo dos
divisores de K.

Demonstragao. Vamos mostrar que a funcao ¢ : D — JF, definida por
(D) = {x € K;vp(z) > ap, para todop € 8},

onde D = H p*? € D, é a funcao inversa de ¢.
peS
Primeiramente, mostremos que ¥ (D) é um ideal fracionério de K.

Dado a € R, temos que

z € Y(D) = vy(ax) = vp(a) + vp(r) > 0+ o = oy, para todo p € 8.
Além disso,

z,y € Y(D) = vp(z 4+ y) > min {vy(x), vp(y)} > ap, para todo p € 8.

Logo, ax € ¥(D) e x +y € (D), dai, ¥»(D) é um R-submddulo de K. Resta mostrarmos
que existem u/,v" € K* tais que Ru' C ¢ (D) C Rv'.

Sejam p1,...,p, € 8 tais que oy, # 0,7 = 1,...,n. Pelo lema 5.31, existem u,v € K tais
que

vp, () = ayp,, vp, (V) = —ay,, paracadai=1,...,n, e

vg(u) >0, vy(v) > 0, para todo ¢ € 8, ¢ # p1,...,Dn.
Dado x € (D), temos que

Up, (2) > ap, = —vp, (V) = vy, (x) + vp, (V) > 0= vy, (xv) >0, para todo i =1,...,n, e
vg(zv) = v4(z) + vg(v) > g +0 =0, para todo ¢ € 8, ¢ # p1,...,Pn.

Segue que zv € R e, daf, x € Rv~!. Logo, ¥(D) C Rv~!. Por outro lado, dado = € Ru,
temos que x = au, para algum a € R. Dal,

vp, (z) = vp, (au) = vp,(a) + vp,(u) > vy, = ap,, paratodo i =1,...,n, e

Vg(x) = vg(au) = vg(a) + vg(u) = vq(u)
Logo, = € 9(D) e, portanto, Ru C (D). Tomando, entdo v/ = u e v = v~!, obtemos
Ru' C (D) C R/, onde u/,v' € K*.
Afirmamos que, dado um ideal fraciondrio N de K, ¥(¢(N)) = N.
Com efeito, temos que

0 = ay, para todo g € 8, ¢ # p1,...,Dn.
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d(N) = Hpo"’, onde o, = vp(N) = min {v,(z); z € N}.
peS
Assim, dado x € N, temos que vy(z) > v,(N) = o, para todo p € 8, e, dai, x € P(H(N)).
Logo, N C ¢(¢(N)). Por outro lado, dado = € ¥(¢(N)), temos que v,(z) > oy = v,(N), para
todo p € 8, e, dal, pelo lema 5.32, z € N. Portanto, ¥ (¢(N)) C N.

Afirmamos agora que, dado D € D, D = Hpa”, »(¥(D)) = D.

peES
De fato, tomando N = (D), temos, pelo lema 5.31, que, para qualquer p € § fixo, existe

zp € N tal que vy(zp) = ap. Dai, v,(N) = vp(z,), para todo p € 8, ou seja, vy(N) = ayp, para
todo p € 3. Logo,

H(N) = Hpvp(N) — Hpap - D.
PES pES

Portanto, ¢(¢(D)) = D.
Assim, concluimos que ¢ é um isomorfismo e, dai, F é um grupo. [

A definicao que segue nao é a definicdo usual de um dominio de Dedekind, no entanto,
mostraremos a equivaléncia desta com as condicoes que nos sao familiares.

Definicao 5.34 Seja R um dominio e seja K o seu corpo de fragées. Dizemos que R € um
dominio de Dedekind se, e somente se, os ideais fraciondrios de K constituem um grupo com a
multiplicacdo de ideais fraciondrios.

Observemos que, pelo teorema anterior, o anel R dos inteiros de K com relagdo a um conjunto
8 de lugares, que tem a propriedade da aproximacao forte, ¢ um dominio de Dedekind. O préximo
teorema nos garante que a reciproca é verdadeira. Antes, porém, recordaremos a definigdo de
anel noetheriano e algumas de suas propriedades.

Definicao 5.35 Um anel R ¢ dito noetheriano se, e somente se, tem uma das sequintes condi¢oes
equivalentes:

(7) Todo ideal de R € finitamente gerado.
11) Todo subconjunto nao-vazio de ideais de R tem um elemento maximal (condi¢ao maximal).
i) Todo subconjunto na 0 de ideais de R t l t mal dica mal

(14i) Para toda cadeia In C Iy C ... de ideais de R, existe ng € N tal que Iy = Ino41 = ..., isto
é, toda cadeia ascendente de ideais de R € estaciondria (condigao da cadeia ascendente).

Proposigao 5.36 Seja R um dominio noetheriano. Entao, todo ideal nao-nulo de R contém
um produto finito de ideais primos nao-nulos de R.

Demonstragao. Suponhamos, por contradicdo, que existe algum ideal nao-nulo de R que nao
contém um produto finiton de ideais primos nao-nulos de R. Entao, como R é noetheriano,
existe um ideal I nao-nulo de R que é o elemento maximal dos ideais nao-nulos de R que nao
contém um produto finito de ideais primos nao-nulos de R. Ainda, I nao é primo e I # R. Dali,
existem by, by € R tais que by,be ¢ I e, no entanto, b1be € I. Logo, I + Rb; D I, i = 1,2. Pela
maximalidade de I, existem ideais primos nao-nulos p1,...,p, de R tais que

I+Rby Dpi---psel+RbyDpeit---pr

Segue que
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p1+-pr C (I+ Rby)(I+ Rby) C 1,

o que é uma contradicao. [

Proposigao 5.37 Seja R um dominio e seja K o seu corpo de fragdes. Suponhamos que as
sequintes afirmagoes sdo verdadeiras:

(i) R € noetheriano.
(13) R € integralmente fechado.
(#i1) Todo ideal primo nao-nulo de R é maximal.

Entao, todo ideal maximal p de R € invertivel e p~! O R.

Demonstragao. Seja p um ideal maximal de R.

Afirmamos que (R :p) D R.

Ja vimos que (R : p) O R. Basta mostrarmos, entdao que (R : p) # R.

De fato, dado a € p, a # 0, temos, pela proposicao anterior, que o ideal nao-nulo Ra de R
contém um produto finito de ideais primos nao-nulos de R, digamos

Ra 2 py---pr,
onde r é tomado como o minimo tal que esta inclusao seja verdadeira. Entao,
p2Ra2pr---pr.

Sendo p um ideal primo, temos que p contém algum p;, digamos p O p;. De (iii), segue
que p; é maximal e, daf, p = p;. Como py---p, € Ra, existe b € R tal que b € py---p, €, no
entanto, b ¢ Ra. Ainda,

pbC Ra=pa~'bC R=a"'bc (R:p).
Assim, temos que a~'b € (R : p) e, como b ¢ Ra, a~'b ¢ R. Portanto, (R: P) D R.
Agora, temos que p C (R: p)p C R. Se p = (R : p)p, entdo, como p é finitamente gerado,
temos, pelo lema 5.7, que (R : p) é inteiro sobre R. Dali, por (ii), obtemos (R : p) C R, o que

contradiz a afirmagdo acima. Logo, p C (R : p)p C R e, como p é maximal, (R : p)p = R.
Portanto, (R : p) = p~! e p é invertivel. Em particular, p~ D R. [ |

Proposicao 5.38 Seja R um dominio de Dedekind. Entdo, R é noetheriano.

Demonstracao. Seja I um ideal ndo-nulo de R e seja I~! o seu inverso. Entdo, II™! = R e,
dai,

n
1= Zaibi, ondea; €l eb; € I, paracadai=1,...,n.
i=1

Logo, dado x € I, temos que

n
T = Zai(biaﬁ), onde b;x € R, paracadai=1,...,n.
i=1
Portanto, I é gerado por ay, ..., a,. [

Teorema 5.39 Seja R um dominio de Dedekind e seja K o corpo de fracées de R. Entdo, R
pode ser definido como a intersecao dos anéis de valorizacdo de uma familia de valorizacoes
discretas de K nao-equivalentes que tem a propriedade da aproximagdo forte.
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Demonstracao. Sejam p; os ideais maximais distintos de R. Entao,

Hp?‘i C R, para quaisquer «; > 0, e pr” = R se, e somente se, o; = 0, para todo 1.
; .

1
Assim, os ideais maximais distintos p; de R geram um grupo abeliano livre, digamos Fj.

Afirmamos que todo ideal nao-nulo de R pertence a Fj.

De fato, suponhamos, por contradi¢ao, que existe algum ideal ndo-nulo de R que nao pertence
a Fy. Entao, como R é noetheriano, pela proposicao anterior, existe um ideal ndao-nulo I de R
que é o elemento maximal dos ideais nao-nulos de R que nao pertencem a Fy. Como R € Fy,
temos que I C R. Como todo ideal préprio de um anel comutativo com unidade estd contido em
um ideal maximal deste anel, segue que existe ¢ tal que I C p; C R e, mais ainda, I C p; C R,
visto que p; € Fy e I ¢ Fy. Tomando, entdo, os inversos, obtemos R C pi_1 c I7'. Logo,
I =RIC Ipi_l C R. Pela maximalidade de I, temos que Ipi_1 € Fy. Dai, I = Ipi_lp,- € Iy, 0
que é uma contradigao.

Em particular, todo ideal principal de R pertence a Fj.

Afirmamos, agora, que todo ideal fracionario de K pertence a Fj.
Com efeito, dado u € K*, u = ab™!, podemos escrever

Ru = RaRb™' = Ra(Rb)™.

Pela afirmacdo anterior, temos que Ra, (Rb)~! € Fy. Logo, o ideal fraciondrio Ru de K
pertence a Fy.

Seja N um ideal fraciondrio qualquer de K. Entao, pela observagao 5.28 item (3), existe
be R,b+#0, tal que Nb é um ideal de R, digamos Nb = I. Dai, N = Ib~' = I(Rb)~'. Pela
afirmacio anterior, temos que I, (Rb)~! € Fy. Logo, N € F,. Portanto, I contém todos os
ideais fracionarios de K.

Segue que o conjunto dos ideais fracionarios de K é um grupo abeliano livre, com a mul-
tiplicacao de ideais, gerado pelos ideais maximais p; de R. Assim, dado a € K™, temos que o
ideal fracionario Ra de K admite uma representacao da forma

Ra = Hpap(“), (%)

onde os a,(a) sao inteiros quase todos nulos.
Para cada ideal maximal p de R, definimos, entao, a aplicacao oy, : K* — Z. Observemos
que
r € Rs Rx = Hpap(x) C R ap(z) >0, Vp.

Como R(ab) = RaRbe R(a+b) C Ra+ Rb, para quaisquer a,b € K*, segue, respectivamente,
que

ap(ab) = ap(a) + ap(b) € ap(a +b) = min {ay(a), ap(b)}.

Logo, oy, é uma valorizacao discreta.

Seja § o conjunto de lugares de K definido pelas valorizagoes discretas a,, isto é,
Op ={z € K; ap(z) >0} e M ={z € K; app(x) > 1}.

Entao, x € R & ap(z) > 0,Vp € 8. Dai, R = ﬂOp ep=M,NR.
peS
E claro que a propriedades (D.1) é verdadeira. A propriedade (D.2) segue do fato de que
em (*), ap(a) = 0 para quase todo p € 8, enquanto que para qualquer ideal fracionario N de K,
temos Ru C N C Ru, para u,v € K*, e N = [[p®N), seguindo que ay,(u) > ap(N) > a,(v) e
ap(N) = 0 para quase todo p.
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Para concluirmos nossa demonstracao, basta mostrarmos, entao, que a propriedade (D.3) é
verdadeira.
Sejam p e g dois ideais maximais de R distintos. Entdo, p+¢q = R e, dai, (p + ¢)*V = R,
para todo N > 0. Logo,
R=p+q*M CpN +p?M g+ +pVgV + -+ p®V 7L 2V C pN + ¢V,
Assim, podemos escrever 1 = a + b, onde a € pV e b € ¢VV. Dali,
ap(a) > Neag(l—a)> N.

Como a € R = ﬂ O,, segue que a propriedade (D.3) é satisfeita. [ |
pES

Observagao 5.40 Notemos que neste ultimo teorema nao assumimos que o grupo de ideais
fraciondrios de K era abeliano libre, isto se dd como consequéncia.

Teorema 5.41 (E. Noether) Seja R um dominio e seja K o corpo de fracoes de R. Entao,
R € um dominio de Dedekind se, e somente se, as sequintes afirmacdes sao verdadeiras:

(i) R € noetheriano.
(ii) R ¢ integralmente fechado.
(13i) Todo ideal primo nao-nulo de R é maximal.

Demonstragao. (=:) Suponhamos que R é um dominio de Dedekind. Entao, do fato de
que todo ideal I de R é invertivel, isto é, II~! = R, segue que I é finitamente gerado e R é
noetheriano. Portanto, a afirmacao (i) é verdadeira.

Pela demonstracao do teorema anterior, temos que o conjunto dos ideais fracionarios de K
é um grupo abeliano livre gerado pelos ideais maximais p de R. Assim, dado um ideal nao-nulo
I de R, podemos escrever I = [[p®, onde os a,’s s@o inteiros quase todos nulos. Dai, I é um

ideal primo de R se, e somente se, aj, > 0 e E ap = 1, ou seja, se, e somente se, I = p, para

P
algum ideal maximal p. Portanto, se I é um ideal primo nao-nulo de R, entao I é um ideal
maximal de R. Segue que a afirmacao (7i¢) é verdadeira.

Resta mostrarmos, entdao, que a afirmacao (ii) é verdadeira. Pelo teorema anterior, temos

que
R=()0,,

peES

onde 8§ é uma familia de lugares de K. Assim, a afirmacao (ii) serd verdadeira se mostrarmos
que todo elemento de K inteiro sobre R pertence a O, para todo p € 8.
Dado p € §, seja m uma uniformizante da valorizagao discreta «;, definida como na demons-
trac@o do exemplo anterior. Entao, a,(m) = 1.
Seja b € K um inteiro sobre R, digamos
V' +ab" ' 4---+a,=0,0ondea; ER, i=1,...,n. (%)

Afirmamos que b € O,,.
De fato, temos, pela proposicao 2.44, que b = 7"u, onde r € Z e u é um invertivel em O,,
isto €, ayp(u) = 0. Substituindo, entdo, em (x), obtemos

(") +ar (7)) 4, =0 & T a4 g, =0
s Wtar U 4 am ™ =0

& u = (o e, mT™)
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Dai,

ap(u) = ap(—(am U 4 a, ™)
= ap(am " - a ™)
> min {ay (a1 U, ap(anmT™)}
= min{ap(ar) + op(m"), ..., aplan) + ap(r"")}

= min{ay(a1) —7r,...,ap(an) —rn}.

Assim, se 7 < 0, temos que oy (u") > 0, contradizendo o fato de que a,(u) = 0. Logo, r > 0.
Segue que b € O e, como p é qualquer, b € m O, = R.
pES

(«:) Suponhamos que as afirmacoes (i)a(iii) sdo verdadeiras. Para mostrarmos que R é um
dominio de Dedekind, temos que mostrar que o conjunto dos ideais fracionédrios de K é um grupo
com a multiplicacao e a inversao de ideais fraciondrios. Para isto é suficiente mostrarmos que
todo ideal de R é invertivel. Com efeito, seja N um ideal fracionario de R e seja b € R, b # 0,
tal que Nb é ideal de R; entdo, por hipétese, existe N’ tal que NbN’ = R. Dai, N'b = N1 ¢,
portanto, N é invertivel.

Suponhamos, por contradicdo, que existe algum ideal ndo-nulo de R que nao é invertivel.
Entao, como R é noetheriano, existe um ideal I nao-nulo de R que é o elemento maximal dos
ideais nao-nulos de R que nao sao invertiveis. Ainda, I C p C R, para algum ideal maximal p
de R. Pela proposicao 5.37 temos que existe p~! e, ainda, p~' O R. Segue imediatamente que
I C Ip~' C R. Pela maximalidade de I, temos que Ip~! tem um inverso, digamos J. Logo,
Ip~'J = R. Dai, p~'J =171, o que é uma contradicio. [

Concluimos observando que todo dominio principal R é um dominio de Dedekind, visto que
todo ideal I de R é principal e, dai, too ideal nao-nulo é invertivel. Assim, Z e K|[z], onde K é
um corpo, sao dominios de Dedekind. Contudo, a propriedade de ser um dominio de Dedekind
é preservada por extensoes algébricas, o que nao acontece no caso de dominios principais. Por
exemplo, sejam S = Z[\/-5] C Q(v/=5) e R = Z C Q. Temos que S é o fecho inteiro de R
em Q(v/=5) e em Z[y/—5] temos: 2.3 = (1 ++/=5)(1 —/=5), onde 2,3,1 + /5,1 — /=5 sdo

irredutiveis nao-associados em Z[y/—5], mostrando que Z[v/—5] ndo é um dominio principal.

Para finalizar, mostraremos que a propriedade de ser um dominio de Dedekind é preservada
por extensoes algébricas separdveis. Antes, porém, apresentaremos, rapidamente, o conceito de
divisibilidade entre divisores primos, que serd necessario para obtermos o resultado desejado.

Seja L|K uma extensaode corpos. Se v é a valorizacao de K correspondente ao divisor primo
p e w é a extensao de v a L, correspondendo ao divisor primo ¢ de L, escrevemos ¢|p e dizemos
que g divide p.

A razao para esta nomenclatura é que, em termos de ideais fraciondrios (no caso de dominios
de Dedekind), p C g.

Observamos que se L|K é uma extensao finita e separdvel, entao, pelo teorema 5.16, existe
apenas um numero finito de extensées de v a L, portanto, existe apenas um numero finito
de ¢g|p. Por exemplo, sejam K = Q e L = Q(,/p), onde p é um niimero natural primo. A
valorizacao p-ddica de Q tem uniformizante p e sua extensao a L tem uniformizante = = /p,
pois w(n?) = w(p) = v(p) = 1. Logo, w(r) = 3, I'y, = 3Z, mostrando que e = 2 e, forqosamente,
f=1,isto é, L, = K,, = F,. Nesse caso, (p) = ¢%, onde ¢ = (VD)

Teorema 5.42 Seja R um dominio de Dedekind com corpo de fragées K, seja L uma extensao
finita e separdvel de K e seja S o fecho inteiro de R em L, isto €, S = {x € L; x € inteiro sobre R}.
Entdao, S € um dominio de Dedekind.
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Demonstragao. Pelo teorema 5.39, R pode ser definido por um conjunto de lugares Sk de K,
com a propriedade da aproximacao forte:

R= () Op

PESK

Seja Sy, o conjunto de lugares ¢ de L tais que ¢|p, para algum p € Sk. Pelo teorema 5.16,
para cada p € Sk, existe apenas uma nimero finito de ¢ € Sy, tais que g|p.

Pelo teorema 5.33, para S ser um dominio de Dedekind, basta mostrarmos que Sz, tem as
propriedades (D.1),(D.2), (D.3) e

S=1()0; (%
qeSL
Comegamos por ().
Dado «a € S, tomemos uma equacao monica com coeficientes em R, digamos

a" +ad" '+ da,jata, =0 (%)

Seja g € S1, e suponhamos, por absurdo, que a ¢ O,. Entao, a"le Oy, logo a™" € Oy para
todor >1e

a=—(a; +aga”t + -+ +a,0a” V) € O,

o que é um absurdo. Portanto, o € O, para todo g € S, e S C ﬂ Oy.
q€SL,

Reciprocamente, se a € m Oy, entao vy(a) > 0 para todo ¢ € S. Tomamos a equacao

q€SL
(#*) como o polinomio minimo de a sobre K e afirmamos que a; € R, i = 1,...,n, isto mostrara
que a € S.

De fato, se o/ ¢ um conjugado de « (no fecho normal de K em L), entao vy(a’) = v;(a) para
algum ¢’ € Sy, pois, pelo teorema 5.17, o grupo de Galois age transitivamente nas valorizagoes.
Como vy () > 0, entdo vy(e’) > 0. Portanto, todos os conjugados de a sdo inteiros em cada
q € Sp. Os coeficientes a; € K sao funcoes simétricas das raizes do polinomio, logo, vg(a;) > 0

para todo q € S, e dai, v,(a;) > 0 para todo p € Sk. Portanto, a; € ﬂ O, = R e concluimos
PESK
que o € S. Isto mostra (x).
Resta mostrarmos as propriedades (D.1), (D.2) e (D.3) para SL.
A propriedade (D.1) é consequéncia de Sk satisfazer (D.1) e do teorema 5.4.
Para demonstrarmos (D.2), seja a € L e consideremos o polindmio minimo de a sobre K.
Digamos que a" +a1a” '+ -+a, = 0. Como Sk satisfaz (D.2), para cada ¢ existe um nimero

finito de lugares de Sk tal que a; ¢ O,. Portanto, existem lugares pi,...,p, em Sk tais que
vp(a;) > 0, para todo p # p1,...,pr. Pelo teorema 5.16, para cada p; had apenas um nimero
finito de lugares ¢ € Sy, tal que ¢|p; e, logo, « ¢ inteiro em todo ¢ { p;, j = 1,...,r. Portanto,

vg(a) > 0 para quase todo ¢ € Sg, e (D.2) é valida.
Para verificar (D.3), temos que mostrar: dados ¢/,¢"” € S, e N > 0, existe a € L tal que
vy (v —1) > N,vgr(a) > N e vg(a) >0,Yq #¢,q".
Para isto, consideremos uq, ..., u, uma base de L|K e escolhamos p1,...,p, € Sk, tais que:
(1) vg(us) > 0, para todo ¢ € Sp, com q { p;;
(2) podemos supor ¢'|p; e ¢"|p; para algum i e j com 1 <4,5 <r.

Pelo teorema da aproximacao em L existe 8 € L tal que

vy (B —1) > N,vg(8) > N e vg(8) > 0, para todo glpj e ¢ # ¢, ¢".
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n

Agora, escrevamos ( = Zyiui, com y; € K, e tomemos M > 0, o qual serd fixado depois.

i=1
Pelo teorema 5.25 em K, existe x; € K tal que

vp, (x5 — yi) > M, vp(xs) > 0, para p # p1, ..., pr,

para todo ¢ = 1,...,nm e j = 1,...,r. Para isto, aplicamos o teorema n vezes as r-uplas
(Yiy---,yi),onde i =1,... ,n, com os lugares pi,...,p.
n
Seja a = E xju;. Observemos que se g|p;, para algum j =1,...,n, entao
i=1

Uq(a - p) = Uq(Z(fﬁi - yz)“z) > miin {u+ Uq(ﬂi)})?

i
e se q 1 pj, para todo j, entao

vg(a) = miin {vg(wi) + vg(ui)} 2 0

Agora escolhemos M > N — v,(u;) para todo q|p;, j =1,...,rei=1,...,n. Entao,

vg(a—1)=vy(a— B+ —1) >min{vy(a —F),vy(8—-1)} > N,
vgr(a) = vgr(a— B+ B) > min{vy (a — ), vy (8)} > N e
vg(a) > 0, para todo ¢ # ¢, ¢".

Portanto, Sy, tem as propriedades (D.1),(D.2) e (D.3) e S é um dominio de Dedekind. m
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Capitulo 6

Apeéendice

Grupos abelianos ordenados

Definicao 6.1 Seja I' um grupo escrito aditivamente. Dizemos que I' € um grupo abeliano
ordenado se, e somente se, I' é um grupo abeliano com uma relacao de ordem total < preservada
pela operagcdo do grupo, isto €,

a<pB=a+v< B+, para quaisquer o, 3,y € I
Exemplo 6.2 Z,Q e R sdo grupos abelianos ordenados com a relacao de ordem usual.

Exemplo 6.3 Z x Z,Q x Q e R x R sao grupos abelianos ordenados com a relacdo de ordem
lexicogrdafica.

Definicao 6.4 Seja I’ um grupo abeliano ordenado. Um subconjunto y , de I' é chamado convezo
se, e somente se, dados a, 3 € > com a < [ e qualquer v € T tal que a < v < [ temosy € Y.

Exemplo 6.5 Os subgrupos {0} e I' sdo subgrupos convexos do grupo abeliano ordenado T.
Exemplo 6.6 Se ' =7Z,Q ou R, entdo os inicos subgrupos converos de I sao T' e {0}.

Exemplo 6.7 Se ' =7Z,Q ou R, entdo os unicos subgrupos convezos de I' x T' sao {0} x {0},
{0} xT e’ xT.

O préximo teorema nos diz que os subgrupos A de um grupo abeliano ordenado I', cujo
grupo quociente I'/A tem estrutura de grupo ordenado, sao os subgrupos convexos de I'. No
entanto, para a apresentacao do mesmo, precisaremos da definicao que segue.

s

Definigao 6.8 Sejam I' e I grupos abelianos ordenados. Dizemos que a fungio f: T — TV é
um homomorfismo que preserva a ordem se, e somente se, f € um homomorfismo de grupos tal
que, para quaisquer o, 3 € T,

a<p= fla) < f(B).

Teorema 6.9 Sejam I',T" grupos abelianos ordenados. Se f :T' — I é um homomorfismo que
preserva a ordem, entdo o nicleo N(f) é um subgrupo convero de I'. Reciprocamente, se A
é um subgrupo convexo de T', entao o grupo T'/A tem uma inica estrutura de grupo abeliano
ordenado, tal que o homomorfismo canénico de grupos T' — I'/A preserva a ordem.
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Demonstragao. Sejam o, € N(f), com a < 3, e seja v € T" tal que a < v < 3. Entao,
0= f(a) < f(y) < f(B) =0. Dai, f(y) =0. Logo, v € N(f). Portanto, o niicleo N(f) é um
subgrupo convexo de I'.

Reciprocamente, seja A um subgrupo convexo de I" e seja o € T'.

Afirmamos que o + A é um subconjunto convexo de T'.

Com efeito, dados z,y € A, com a+z < a+vy, sejay € ' tal que a+x < v < a+y. Entao,
r<y—a<y,ondex,yc Aey—acl. Pela convexidade de A, temos que v — a € A. Logo,
v € a+ A. Portanto, a + A é um subconjunto convexo de I'.

E claro que T /A é um grupo abeliano. Entao, se @ — @ é o homomorfismo candnico,
definimos, para quaisquer «, 3 € I,

a<fea<p

E facil ver que a relacao de ordem acima definida no conjunto I'/A é total. Resta mostrarmos
que a mesma é preservada pela operagao do grupo. De fato, para quaisquer @, € I'/A com
a < 3 e para qualquer v € I' temos

a<f=a+y<f+y=>a+7<f+y=>a+7<0+7.

Segue que o homomorfismo natural preserva a ordem definida acima e esta é a Unica ordem
preservada pelo mesmo. Portanto, o grupo I'/A tem uma tnica estrutura de grupo abeliano
ordenado tal que o homomorfismo canénico I' — I'/A preserva a ordem. [

Definicao 6.10 Seja I' um grupo abeliano ordenado. Para qualquer o € T', definimos

a, se a>0
lof = —a, se a<0
)
Em particular, || > 0 para qualquer o € T.

Definicao 6.11 Seja I' um grupo abeliano ordenado. Dados o, 3 € I', dizemos que o majora 3
ou que 3 € majorado por « se, e somente se, |a| > |f].

Observacgao 6.12 Seja I' um grupo abeliano ordenado. E claro que, dados a, 3 € T, temos
que ou « majora B ou B majora a. Além disso, o0s subgrupos convexos de I' contém todos os
elementos majorados por algum de seus membros.

De fato, sejam A um subgrupo convexo de ', a € A, B € T majorado por «, isto é, |a] > |3].
Como |a] e —|af estao em A, temos que —|a| < |B| < |a|. Logo, |5] € A e, portanto, € A.

Teorema 6.13 Em qualquer grupo abeliano ordenado o conjunto dos subgrupos convexos € to-
talmente ordenado pela inclusdo.

Demonstragao. Sejam A; e Ay subgrupos convexos de um grupo abeliano ordenado I'. Supo-
nhamos que A; ¢ Ay, digamos a € Ay e a ¢ Ay. Entéo, nenhum elemento de Ay pode majorar
«a. Logo, a majora todos os elementos de As. Portanto, As C Aq. [

Definicao 6.14 Seja I' um grupo abeliano ordenado. O nimero de subgrupos convexros proprios
de T' € chamado posto de T.

Exemplo 6.15 Z,Q e R sdo grupos abelianos ordenados de posto 1, enquanto que Z X Z,Q x Q
e R x R tém posto 2.

O préximo teorema caracteriza os grupos abelianos ordenados de posto 1, os quais sao de
nosso interesse principal. Porém, para melhor compreender a demonstragao de tal teorema,
necessitaremos da seguinte definicao.
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Definigao 6.16 Seja S um conjunto totalmente ordenado. Um subconjunto L C S, L # @, €
chamado segmento inferior de S se, e somente se, dados o € L e 3 € S, com 8 < «, temos
B € L; o segmento superior de S € definido como o complementar do segmento inferior.

Teorema 6.17 Seja I' um grupo abeliano ordenado. Entdo, I' tem posto positivo se, e somente
se, I' € nao-trivial. Além disso, as sequintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) T tem no mdaximo posto 1.
(ii) T' € arquimediano, isto €, dados o, 3 € I', com o > 0, existe n € N tal que na > 3.

(tit) Existe um homomorfismo injetor ¢ : ' — R que preserva a ordem.

Demonstracao. E claro que I' tem posto 0 se, e somente se, I' = {0}. Consideraremos, entao,
que I' tem posto positivo.

(i) = (i7): Suponhamos que I" tem posto 1. Seja « € T, a > 0. Consideremos o subgrupo
convexo A(«a) de I' gerado por a. Entao, A(«a) é o conjunto constituido de todos os elementos
A €T tais que —na < A < na, n € N, isto é,

Ala) = U I, onde I, = {X € I'; —na < X < na}.
n>0

Em particular, @ € A(a). Logo, A(a) # @. Assim, como I" tem posto 1, segue que I' = A(«).
Portanto, dado 8 € I existe n € N tal que 8 < na, ou seja, I' é arquimediano.

(79) = (i17): Fixemos A € I', A > 0. Para qualquer a € I', definimos
L(a) = {% €eQ;mA< na} e U(a)=Q\L(a).
De (i1), temos que L(a) # @ e U(a) # &.

Afirmamos que L(«) é um segmento inferior de Q.
/ m/
— S

m m
Com efeito, sejam — € Q e — € L(a) tais que . Supondo n,n’ > 0, temos que
n n

=13

m'n < mn’. Como mA < na, segue que mn/\ < nn’a. Dali,

m'nA <mn/' )\ < nn'a = m'n\ <nna.
! !

Logo, m/n = ﬁ, € L(«). Portanto, L(«) é um segmento inferior de Q.
n'n n

Como U(a) é o complementar de L(a) em Q, segue que U(«) é um segmento superior de
Q. Assim, temos um “corte de Dedekind”. Dado « € T', definimos, entdo, ¢(a) como o nimero
real correspondente. Desta maneira, L(«) consiste de todos os niimeros racionais < ¢(a) e U(a)
consiste de todos os nimeros racionais > ¢(«). Observemos que ¢(A) = 1.

Afirmamos que ¢ é um homomorfismo injetor de I' em R que preserva a ordem.
/ /

Com efeito, sejam a,a’ €T e P % € Q, com % € L(a) e % € L(d); entdo
mi <naem'\<nd.
Dai, supondo n,n’ > 0, temos mn’\ < nn'a e m'n\ < n’na’. Logo,
(mn/ +m/n)\ < nn'(a+ ).
Portanto, UL ﬁll € L(a+d).
n o n ,

m m
Consideremos, agora, as sequéncias {—T} e {—f} em L(a) e L(d/) que convergem para
Ny n.
m m!
d(a) e ¢(a), respectivamente. Entao, a sequéncia {—T + —/’"} em L(a + o) converge para
Ny n'.
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d(a) + ¢(). Dai, ¢p(a) + ¢(a/) < ¢(a + ). Por outro lado, consideremos a sequéncia {%}

Z
s

em L(a + a') que converge para ¢(a + o). Para cada r, sejam my,, m;,, € Z tais que
Mg < njlee < (Mg + 1A, mp A < njlad < (my, + 1),

de modo que mro,mﬁno sao os maiores inteiros que satisfazem estas desigualdades. Assim, para
cada r, podemos escolher m,, m! € Z tais que m!! = m, +m/., com m, A < n’’a e m.\ < nld/.
Para cada r, temos, entao, que

" / !/

m m, m m m
n_; = n—; + —, onde n_’: € L(a)e n—; € L(d).
T T T T T
"
Da, m_; < ¢(a) + ¢(a’), para cada r. Logo, ¢(a + o) < ¢(a) + ¢(a’). Segue que
n

dla+d) =¢(a) + ()

e, portanto, ¢ é um homomorfismo. E claro que ¢ preserva a ordem. Resta mostrarmos, entao,
que ¢ é injetor. De fato, dado o € T', & # 0, digamos a > 0, temos que na > A, para algum
n € N. Como ¢(\) = 1, obtemos
> (N = >1= >1= > 1.
p(na) > ¢(A) = dla+---+a) P(a) + - + () neé(a)

n parcelas n parcelas

1
Logo, ¢(a) > —. Portanto, ¢(a) # 0 e ¢ é injetor.
n
(#i7) = (i): Como ja foi observado, R tem posto 1 e o subgrupo convexo de R gerado por
qualquer elemento positivo de R é o préprio R. A mesma afirmacao é valida para qualquer
subgrupo nao-trivial de R. [

Corolario 6.18 Qualquer endomorfismo f de R que preserva a ordem tem a forma o +— al,
para algum X > 0 fixado. Em particular, f € um automorfismo ou f € nulo.

Demonstracao. Seja f um endomorfismo qualquer de R que preserva a ordem. Entao, tomando
f(1) = A, temos que X determina f completamente. Por outro lado, a fungéo g : a — aX é
um endomorfismo de R que preserva a ordem. Logo, f coincide com g. Se f # 0, entdo
A= f(1) > f(0) = 0. Segue que f é um homomorfismo bijetor e, portanto, f é um automorfismo.
|

Definicao 6.19 Um grupo abeliano ordenado 1" é dito discreto se, e somente se, o conjunto de
todos os seus subgrupos convexos € bem ordenado e em cada imagem homomdrfica de I', por um
homomorfismo ndo-trivial que preserva a ordem, cada elemento tem um sucessor.

Proposigao 6.20 Seja I' um grupo abeliano ordenado discreto de posto 1. Entao, I' € isomorfo
a Z e o unico automorfismo de Z que preserva a ordem € a identidade.

Demonstragao. Seja A o menor elemento positivo de I'. Entao, dado a € T', existe n € N
tal que (n + 1)\ > «. Se a > 0, tomamos o menor elemento n € N tal que n\ < a. Dali,
0 < a—nA < A Pela escolha de A, temos que o« — nA = 0, ou seja, « = nA. Analogamente, se
a < 0, obtemos o = —nA, para algum n € N. Portanto, I' & Z. A 1ltima afirmagéo segue do
fato de que qualquer automorfismo ordenado de Z leva o gerador positivo nele préprio. [
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Seja I' um grupo abeliano ordenado discreto de posto n. Consideremos a seguinte cadeia de
subgrupos convexos de I':

r=ryoryo>---or,={0}.
Temos que cada quociente I';_1/T"; tem posto 1. Assim, obtemos a seguinte férmula
posto(I") = posto(I';) 4+ posto(I'/T";), para todo i.
Algumas vezes, precisaremos encontrar o posto de um subgrupo nao-convexo. O resultado

que segue é o Unico necessario neste contexto.

Proposigao 6.21 Seja I’ um grupo abeliano ordenado e seja T um subgrupo de ' tal que T /T’
é um grupo de torcao. Entdo, T' e I tém o mesmo posto.

Demonstragao. Afirmamos que a correspondéncia A — ANIY é uma bijecao entre os subgrupos
convexos de I' e os de I".
De fato, dado um subgrupo convexo A’ de I, temos que o conjunto

A={XeT; )\ <|al, para alguma € A’}

¢ um subgrupo convexo de I' e ANTY = A’. Segue que a correspondéncia considerada é
sobrejetora. Por outro lado, sejam A; e As subgrupos convexos de I' tais que A; NI = Ay NIV
e seja a € Ay. Entao, como I'/T” é um grupo de torgao, existe m > 0 tal que

ma € AN =AyNTY.

Como |mal| > |al, segue que a € Ag. Logo, Ay C A,. Analogamente, obtemos As C Aj.
Assim, A1 = Ay e, dai, a correspondéncia considerada é injetora. Segue que a mesma é bijetora
e, portanto, posto(I') = posto(T”). ]
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