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RESUMO

O objetivo deste trabalho é fazer uma exposicao detalhada do Teorema de C.
Bonatti que afirma a existéncia de um ponto fixo comum entre difeomorfismos em

S? que comutam e estao C'—préximos da identidade.



ABSTRACT

The goal of this work is to make a detailed exposition of Bonatti’s Theorem that
guarantee the existence of common fixed points for commuting diffeomorphisms on

the 2-sphere which are C'-close to the identity.
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INTRODUCAO

Em 1964, Elon Lima [4] provou que dois campos de classe C' que comutam em
S? possuem uma singularidade em comum. A prova do teorema faz uso essencial do
Teorema de Poincaré-Bendixson em S?. Em geral, se n campos de vetores de classe
C' em S? comutam dois a dois, entdo possuem um ponto fixo comum. No mesmo
artigo, Lima afirma a veracidade desses resultados para fluxos continuos em S2.

A mesma questao para difeomorfismos em S? é falsa; para isto basta considerar
as reflexdes nos eixos cartesianos.

Assim, s6 a comutatividade entre difeomorfismos nao garante a existéncia de
um ponto fixo comum. Que hipdtese a mais deve ser acrescentada para garantir tal
existéncia?

Em 1972, H. Rosenberg [7] coloca a seguinte questao: dois difeomorfismos que
comutam em S? e C'—préximos da identidade, possuem um ponto fixo comum?

Em 1989, Christian Bonatti [1] responde positivamente & questao acima, mais
ainda, Bonatti exibe uma vizinhanca da identidade segundo a topologia-C!, na qual

todo par de difeomorfismos que comutam possui um ponto fixo comum. A vizinhanca

1

apresentada por Bonatti possuia raio igual a % o qual aqui, ¢ ampliado para .

Em sua resposta, Bonatti estende para difeomorfismos as idéias de Lima para
campos, criando também uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson.
Em 1992, M. Handel [2] generaliza o Teorema de Bonatti provando que o mesmo

vale para homeomorfismos que comutam em S? e CY—préximos da identidade.



2 INTRODUCAO

Aqui serd apresentado o desenvolvimento destes fatos, desde o Teorema de Lima
até o Teorema de Bonatti.

O Capitulo 1 trata de Campos em S? dando todos os conceitos e fundamen-
tos para a prova do Teorema de Lima, fundamental no entendimento da prova do
Teorema de Bonatti.

O Capitulo 2 tem por objetivo a prova do Teorema de Bonatti, assim como uma
introducao ao estudo de difeomorfismos em S2.

Para o entendimento do texto é necessario um conhecimento bésico acerca de

Analise no R" e Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordinarias.



CAPiTULO 1

CAMPOS EM S?

1. PRELIMINARES

S?2 denota a 2-esfera unitdria do espaco euclidiano R? com a métrica usual, ou
seja, 52 = {v € B%; o] = 1},

Um campo em S? é uma funcio X : S? — R? tal que para cada p € S2,
tem-se X (p) € T'S2, onde T'S} denota o espago vetorial tangente a S* em p que,
mais precisamente, ¢ o conjunto dos vetores v € R?® tais que existe uma curva
parametrizada diferencidvel a : (—¢, €) — S?, de classe C'', com a(0) = pe a/(0) = v.
Em particular, para S* tem-se TSy = {v € R* (v,p) = 0}, onde (-) denota o
produto interno usual em R3.

Uma singularidade de um campo X em S? é um ponto p € S? tal que X (p) = 0.
O conjunto das singularidades de X serd denotado Sing(X).

Todo campo X em S? induz uma funcao fx : R3\{0} — R? dada por:

1) et =x (757 )

]

De (1), é claro que fx|s2 = X. Com isso, fx é uma extensao de X.

Um campo X em S? é dito continuo, diferencidvel ou de classe C™ (r > 1),
se fx é continua, diferencidvel ou de classe C” no aberto R3\{0}, respectivamente.
Denota-se X'(S2), o conjunto dos campos de vetores de classe C* em S2.

Uma curva integral de um campo X € X!(S5?%) passando por um ponto p € 52
¢ uma curva parametrizada de classe C? o : I — S? tal que I C R é um intervalo
contendo zero, a(0) = p e o/(t) = X(«a(t)), para todo t € I. O conjunto «(l) é

chamado é6rbita de p.
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O seguinte resultado mostra que, dado X € X'(5?), cada ponto p € S? possui

uma orbita, imagem de uma curva integral com I = R, mais ainda,

TEOREMA 1.1. Dado X € X'(S?), ewiste uma aplicacio de classe C' ¢ : R x
5% — S% tal que ¢(0,p) = p e 2o(t,p) = X(B(t,p)), quaisquer que sejam t € R e

p €S2

A funcao ¢ acima é chamada fluxo do campo X.

Denotando X¢(p) em vez de ¢(t,p), a érbita de p pode ser representada por
v = {Xi(p); t € R} e a curva integral passando por p é a : R — S? dada por
a(t) = Xi(p). Por abuso de notacao, o simbolo X;(p) denotard tanto a dérbita de p
quanto um elemento desta orbita, sem que haja confusao.

Uma outra caracterizacao de singularidade é ¢(t,p) = p para todo t € R.

Se p nao é uma singularidade sua érbita é dita regular.

Considerando uma seqiiéncia {t,},en de nimeros reais tal que limt, = +oo,
a seqiiéncia {X;, (p)} possui uma subseqiiéncia convergente, que converge para um
ponto ¢, por exemplo. O conjunto de todos os pontos de S? construidos desta
forma é chamado w—limite de p e é denotado w(p); em particular w(p) # 0.
E facil verificar que para qualquer ponto p na érbita de p vale w(p) = w(p); esta
independéncia permite criar o termo w—limite da érbita de p que sera denotado
w(7y), caso v seja a dérbita de p.

Sobre propriedades bésicas de w(p) tem-se:

PROPOSIGAO 1.2. Seja X € X1(S?). Entdo,

(1) w(p) € fechado,
(2) w(p) € invariante pelo fluzo de X;

(3) w(p) € conezo.

Um fato importante sobre w(p) é o
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TEOREMA 1.3 (Poincaré-Bendixson). Seja X um campo de vetores de classe C!
na esfera S? com uma quantidade finita de singularidades. Entdo, para cada p € S?
ocorre um dos sequintes itens:

(1)

(2) w(p) € uma orbita periddica;

(p) € uma singularidade,

S

(3) w(p) € composto por drbitas requlares e singularidades, com cada Jrbita

tendendo a uma dessas singularidades quando t — +o0.

As provas destes resultados podem ser encontras em [6].
E importante ressaltar o seguinte fato topoldgico em S?, fundamental para as

provas dos teoremas deste e do préximo capitulo.

TEOREMA 1.4 (Teorema da Curva de Jordan). Toda curva A continua, fechada
e simples, na esfera S%, divide S* em duas partes homeomorfas a discos que tém a

curva como intersecao e fronteira.

A prova deste teorema foge do objetivo deste texto, sendo também demasiada-
mente longa; portanto, o teorema ¢é apresentado sem prova.

Em particular, uma curva continua com extremidades no interior de cada disco
limitado por ), intersecta a fronteira .

Agora serd apresentado um resultado que terda uma versao para o Teorema de

Bonatti.

LEMA 1.5. Sejam X um campo vetorial em S* de classe C' e v uma drbita de
X. Se v ndo é uma singularidade nem uma drbita periddica, entio w(y) Na(y) =0

ou w(y) Na(y) € uma singularidade de X .

Demonstragao. Se w(7) sé possui pontos singulares, pelo Teorema de Poincaré-
Bendixson w(7y) é uma singularidade, donde segue a tese. Do contrario, tomando um

ponto regular p € w(y) (1.6, X(p) # 0), é sabido que existe uma segao transversal
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orientada ¥, e uma seqiiéncia y(t,,) € X, tendendo a p com t,, — +oo. Tal seqiiéncia
¢ injetiva pois v nao é periddica e portanto, nao tem auto-intersegoes. Considerando-
se a Curva de Jordan J, dada pela uniao de A = {y(t); t1 < t < to} com o
intervalo B = [y(t1), v(t2)] de ¥, (ver figura 1), pelo Teorema da Curva de Jordan
esta curva define duas regioes disjuntas (excluindo 7). O conjunto {v(t); t > t2}
nao intersecta a curva J e o conjunto A, pois v é simples; nao intersecta B pois
contraria o sentido do campo (ver figura 2 ). Como lim; ., 7(t) = p, o conjunto
{7(t); t > t2} esta contido na regido R, que contém p e portanto, contém também
w(7y). Analogamente, o conjunto {y(t); ¢t < t;} nao intersecta os conjuntos A e B

e nao estd contida na regido R,. Com isso, a(y) e w(7y) estdo contidos em regioes

distintas e nao ir;utersectam a fronteira J. Logo possuem int%rse(;éo vazia. U
P P
y(t1)
vy B{ o B{
A A
FIGURA 1 FIGURA 2

Uma bela aplicacao do Teorema de Poincaré-Bendixson é o seguinte teorema.

TEOREMA 1.6. Todo campo de vetores de classe C' na esfera S* possui uma

singularidade.

Demonstracao. Por contradicao, seja X um campo de vetores de classe C! em
5?2, sem singularidades. Fixando p € S?, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, o
conjunto w(p) é uma orbita fechada limitando um disco fechado D,, que é invariante
por X. Seja X o conjunto das drbitas fechadas de X contidas em D,, munido da
seguinte ordem parcial:

7a§7b<:>DbgDaa
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onde a,b € S%. ¥ é indutivo. De fato, ¥ # ) pois v, € X e dado S C 3 totalmente
ordenado, definindo-se
D= () D,
v4€S

segue que D ¢é a intesecao de compactos nao vazios, encaixados e invariantes por X
e portanto, D # () (Teorema de Cantor) e invariante por X. Dado ¢y € D, pelo
Teorema de Poincaré-Bendixson, w(qy) é uma 6rbita fechada contida em D, ou seja,
w(qo) é uma cota superior de S.

Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal 7, em Y que limita um disco
fechado Dy. Tomando x Elsk, a(x) e w(x) sdo drbitas fechadas (pelo Teorema de
Poincaré-Bendixson) contidas em Dy, (pois este é invariante por X). Como 7, nao é
uma singularidade (pela hipétese do campo) e nao é uma érbita periédica (pois Y
¢ maximal e v, Clsk), o Lema 1.5 garante que a(z) Nw(z) = (). Com isto, a(z) ou

w(x) estd contido em Dy, o que contraria a maximalidade de 7. 0

COROLARIO 1.7 (da prova do teorema). X tem uma singularidade no interior

de uma regiao limitada por uma orbita fechada.

2. COMUTATIVIDADE ENTRE CAMPOS

Dois campos X, Y € X!(5?) comutam se X,(Y;(p)) = Y;(X,(p)), para quaisquer
p € S? et € R. Diz-se que n campos comutam se comutam dois a dois.

Uma conseqiiéncia importante da comutatividade é o contetido do

LEMA 1.8. Sejam X e Y dois campos de vetores de classe C' em S? que comu-
tam. Se p € uma singularidade de X, entdao a drbita Yi(p) e o conjunto w(Yy(p)) sao

compostos somente por singularidades de X .

Demonstracao. Dado t € R, para todo s € R tem-se X (Y;(p)) = Yi(Xs(p)) =

Yi(p); a primeira igualdade segue da comutatividade dos campos e a segunda do fato
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que p é singularidade de X. Com isso, para cada t € R, Y;(p) é uma singularidade
de X.

Pelo pardgrafo anterior, todo elemento de w(Y;(p)) é limite de singularidades de
X. Porém, pela continuidade do campo X, se ¢ ¢ limite de singularidades ¢, de X,

entao g é uma singularidade de X pois tem-se
X(¢) = X(limg,) = lim X(g,) = lim0 = 0.

Isto conclui a prova do lema. O

O principal resultado deste capitulo é o

TEOREMA 1.9 (E. Lima). Se dois campos de vetores de classe C' em S* comu-

tam, entao possuem uma singularidade comum.

Demonstracao. A prova seguird por absurdo. Sendo assim, sejam X,Y €
X!(S?) sem singularidades em comum, ou seja, Sing(X) N Sing(Y) = (). Com isso,
sendo Sing(X) e Sing(Y') compactos, existe r > 0 tal que d(x,y) > r, quaisquer que
sejam z € Sing(X) e y € Sing(Y). Pelo Teorema 1.6, pode-se tomar x; € Sing(X)
donde z; ¢ Sing(Y). Pelo Lema 1.8 e pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, o
conjunto w(Y;(z1)) é uma 6rbita fechada que esta contida em Sing(X). O Corolario
1.7 garante a existéncia de um ponto fixo ys de Y no interior de um disco D; limitado
por w(Y;(z1)) conforme o Teorema da Curva de Jordan. Novamente, pelo Lema 1.8
e pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, o conjunto w(X;(y2)) é uma érbita fechada
que esta contida em Sing(Y). Além disto, w(X;(y2)) nao itersecta w(Y;(r1)), mais
ainda, a distancia d(w(Xs(y2)),w(Ye(z1))) > r. Com isso, w(X,(y2)) limita um
disco D4 inteiramente contido em 131 com 131 —D, contendo um disco de raio §

Prosseguindo dessa forma, constréi-se uma seqiiéncia de discos fechados (compactos)

encaixados e nao vazios, em S2,

D13D23D33"'
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tais que DD Dpy1 e Dy —Dyyy contendo um disco de raio z, para todo n € N.
Um absurdo pois D; tem medida (érea) finita, ndo podendo conter uma infinidade
de discos disjuntos todos com raio . U

O teorema acima pode ser estendido para n campos. Para isto, precisa-se do

LEMA 1.10. Sejam X1, X, ..., X,,,Y € X'(S?) campos que comutam. Se v €
uma orbita fechada de'Y, entdo X1, Xo, ..., X,,, Y tém uma singularidade comum no

interior de cada disco limitado por .

Demonstracao. Por inducao em n. O caso n = 1 segue da prova do Teorema
1.9.

Supondo-se o resultado véalido para n campos, serd provado por absurdo que o
mesmo vale para n+ 1 campos, além do campo Y. Seja v uma érbita fechada de Y.

Supoe-se para um absurdo que X, Xo, ..., X;,, X,.11, Y € X(S?) sao campos que

comutam sem singularidade em comum. Com isso,

n+1 n+1
[ﬂ Sing(Xi)} N [(ﬂ Sing(Xi)> N Sing(Y)} =0.
i=1 i=2
Da igualdade acima e pela compacidade dos conjuntos, existe r > 0 tal que a

distancia entre os conjunto satisfaz

d ( [Tﬁ Sing(Xi)] , [(ﬁ Sing(Xi)> N Sing(Y)}) > .

Por hipétese de indugao Xo, ..., X,,, X,,11, Y tém uma singularidade x; no interior de
um disco D limitado por 7. Pela suposigao, w(z;), segundo X7, ndo possui singu-
laridade de X; donde, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, w(z;) é uma curva
fechada que limita um disco D, Clo) tal que, pelo Lema 1.8, w(x;) = 9D; C

(ﬂ?:zl Sing(XZ-)> N Sing(Y'). Pela hip6tese de indugao, existe uma singularidade

(0]
x9 €Dy comum aos campos X1, Xo, ..., X;,, X,,41. Pela suposigao, w(z,), segundo Y,

nao contém singularidade de Y donde, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, w(z>)

é uma 6rbita fechada que limita um disco fechado Dy CD; com w(zy) = 9Dy C
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(ﬂ“l Sing(Xi)>, pelo Lema 1.8. Com isso, a distancia d(w(z1),w(z2)) > r donde

=1

r

[¢]
Dy — D3 contém uma bola de raio £

Prosseguindo desta forma, constréi-se (existe) uma seqiiéncia { Dy }ren de discos

[} [¢]
fechados (compactos) encaixados e nao vazios tais que: DyD Dgi1, € Dy —Dyiq
contém um disco de raio , para todo k € N. Um absurdo pois D tem medida finita.

O

Agora pode-se generalizar o Teorema 1.9.

TEOREMA 1.11 (E. Lima). Se X1, Xs, ..., X,, € X1(S?) (n > 2) comutam, entdo

possuem uma singularidade comum.

Prova. Por inducao em n. O caso n = 2 segue diretamente do Teorema 1.9.
Supondo o teorema valido para um certo n > 2, sejam X, Xo, ..., X,,, X411 €
X'(S?%) que comutam. Por hipdtese, seja x uma singularidade comum aos cam-
pos X1, Xo, ..., X,,. Se w(x), segundo X, .1, possui uma singularidade, entdo pelo
Lema 1.8 termina a prova; do contrario, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson w(z)
é uma 6rbita fechada de X,,,; donde, pelo Lema 1.10, X7, Xs, ..., X,,, X,, 11 possuem

uma singularidade comum no interior de um dos discos limitados por w(x). U



CAP{TULO 2

O TEOREMA DE BONATTI

Pelo Teorema 1.9 (E. Lima), ¢é suficiente que dois campos em S? (de classe C') co-

mutem, para que tenham uma singularidade em comum. Para difeomorfismos em S*

esta condi¢ao nao ¢é suficiente, conforme mostra o exemplo 2.1 adiante; porém, com
uma hipdtese a mais, pode-se garantir a existéncia de um ponto fixo comum entre

difeomorfismos que comutam. Isto é o contetido do Teorema de Bonatti que garante

a existéncia do ponto fixo se, além da comutatividade, os difeomorfismos estiverem

suficientemente préximos da identidade segundo a topologia-C*.

O objetivo deste capitulo é fazer com que, apds sua leitura, se tenha total com-
preensao do que foi dito e destacado no pardgrafo acima, além dos detalhes que

precedem a demostracao do Teorema, que também sera apresentada.

1. DIFEOMORFISMOS NA ESFERA S2

Toda funcdo f : 5% — R3 induz, como para campos, uma funcao f : R3\{0} —
R3, dita extensdo de f, da seguinte maneira:

Dado = € R® — {0},

) fla) = (—) |

]
De (2), segue imediatamente que f |s2 = f; dal 0 nome extensao.
Diferente do que se encontra em alguns livros de analise, de forma mais natural
diz-se que a funcao f é continua se sua extensao f é continua em S? C R3\{0}.
Também define-se diferenciabilidade para f a partir de f.
f ¢ dita diferencidvel em p € S2 se f ¢ diferencidvel em p e ainda df (p) =

df (p) |ng-

11
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Se f ¢é diferencidvel em qualquer ponto de S? diz-se, simplesmente, que f é
diferenciavel. Portanto, se f é diferenciavel entao f é continua; pois o mesmo vale
para f .

As idéias apresentadas até aqui para funcoes de S? em R® podem ser, analoga-
mentes, estendidas para funcoes de S? em R™, n > 3.

Um difeomorfismo f em 52, é uma aplicacio f : S? — S? bijetora, diferencidvel
e com inversa f~! diferencidvel. O conjunto dos difeomorfismos em S? é denotado
Dif(S?) .

Um ponto p € S? ¢ dito ponto fixo de uma funcao f: S? — S%se f(p) =p. O

conjunto dos pontos fixos de f serd denotado Fix(f).

2. A ToroLoGIA C!

Se f : S? — R3 ¢ diferencidvel, entdo fica definida uma funcao df : S? —
£ (R® R3), chamada derivada de f, que associa cada p € 52 a df (p) € £ (R3,R?),
onde L (R3,R3) é o0 espago vetorial das transformacoes lineares de R? em R3, munido
da norma ||T|| = sup T (S?). Tal espaco ¢ isomorfo ao espago euclidiano R?, donde
df pode ser entendida como uma aplicacao de S? em R?. Se df é continua, diz-se
que f é de classe C'! ou, simplesmente, uma funcao-C"*.

Denota-se C* (82, R3) o conjunto das fungoes-C! em S2.

C' (S?, S?) serd o conjunto das funcgoes-C'! da forma f : S — S2.

O conjunto dos difeomorfismos de C* (52, 5?) serd denotado Dif! (S?) e seus

elementos serao chamados difeomorfismos-C?'. Assim, tem-se:
Dif! ($2) = (Dif () N C* (82, 8%)) € C* ($* RY).

Dadas f, g € C* (52, RY), as aplicagdes (f + g) () = f (2)+9 (z) e (\f) (z) = M (2),

A € R, também pertecem a C1 (5% R3), isto é, C! (S?,R3) é um espaco vetorial real.
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Dado f € C'(S? R?), fazendo

ldf (p) || = sup{lldf (p) - v]|},

vES?

é sabido que isto define uma norma no conjunto {df (p); p € S?}.
PROPOSIGAO 2.1. Para cada f € C'(S?,R?), definindo-se

1fll = S;lsg{llf(p) I+ lldf () [I},

tem-se uma norma no espago vetorial C* (S? R3).

Demonstracio. E claro que || f[; > 0 para toda f € C* (S%,R?). Se || f[, = 0,
entdo || f (p) || = 0, para todo p € S?, isto é, f = 0.

Finalmente, dadas f,g € C' (S? R?) tem-se

If +glli = suppese{llf (0) +9 ) [+ ld(f +9)(p) I}
< suppeg{[f () | + lg @) [ + lldf () | + lldg (p) |}
< supyes2 1S () | + ldf (p) [} + suppese{llg (0) || + lldg (p) II}
= [Ifllx+ llgll,
0 que conclui a prova. 0

Esta norma induz uma métrica em C* (S? R?) dada por

(3) d(f,9)=f — gl

Em particular, C* (52, 5%) é um espago métrico com a métrica induzida, assim
como Dif' (S?). A partir desta métrica pode-se dizer que, de agora em diante,
Dif' (5?) é um espaco topolégico de difeomorfismos de S%. A topologia de Dif' (S?)
¢ chamada topologia-C*. Dois difeomorfismos-C! f e g sao ditos C'-préximos

se
I1f = gl

é suficientemente pequeno (préximo de zero).
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3. DIFEOMORFISMOS C'!-PROXIMOS DA IDENTIDADE: A BOLA B (Id, 5),

Dado r > 0, o conjunto
B(Id,r), = {f € C'(S*,R®); || f —1d|ly <}

denota a bola aberta com centro na funcao identidade (em S?) Id e raio r, da

topologia C' em C1(S?, R?). Analogamente,
B[Id,r], = {f € C*(S%,R?); ||f —1d|, < r}

denota a bola fechada.

Dados dois pontos x e y em S?, o comprimento do arco geodésico com extremos
nestes pontos serd denotado d (x,y). Tal comprimento, visto como distancia entre
x e y, determina uma métrica d em S? além, ¢ claro, da métrica induzida pela norma

usual ||.|| do R3. Essas métricas se relacionam da seguinte forma:
PROPOSICAO 2.2. Dados x,y € S?,
T
(4) lz =yl < d(z,y) < Sllz —y].

Demonstragao. Se r = y nada tem-se a demonstrar; do contrério, é suficiente

provar que 1 < Tll(wx—yyl)l < 7. Porém, o problema reduz-se a circunferéncia S ={ve
R?; ||v|| = 1}, mais ainda, sem perda de generalidade pode-se supor x = (1,0) e

y = (cos(0),sen(0)),0 <0 < m,donded(z,y) =0 e |lz—y| = ||(cos(0)—1,sen(d))| =
2 — 2cos(0).

Seja
0

f(g) _ \/2—2cos(6)’
1, se #=0.

se 0<O0<m;

donde f é continua em [0, 7| e de classe C*° em (0, 7). Deseja-se provar que para
todo 0 < 6 < 7 ocorre 1 < f(0) < 5. Isto de fato ocorre pois f ¢ estrita-

mente crescente. Com efeito, é suficiente provar que no intervalo (0,7) a funcao
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g =2f* = % é estritamente crescente, donde basta provar que ¢ > 0 em

(0,7). Como ¢'(0) = [260(1 — cos(6)) — #?sen(6)]/(1 — cos(f))?, é suficiente provar

que [20(1 — cos(6)) — 6%sen(6)] > 0, ou melhor, que
h(0) = 2(1 — cos(f)) — fsen(d) > 0.

Para isto é s6 observar que h(0) = h'(0) = h”(0) = 0 e " > 0 no intervalo (0, 7). O

Para z € 5% e r > 0, o simbolo B[z, 7] (resp. B(z,r)) denotard a bola fechada
(resp. aberta) contida em S?, centrada em z e raio r, segundo a métrica d em S

Dados um ponto z € S?—Fix(f) e f € Dif' (5?), [z, f()] denotard um segmento
geodésico orientado de x para f(z) e com extremidades nestes pontos. Se f(x) # —x
entao o segmento [z, f(z)] fica unicamente determinado.

No que segue, serd visto algumas propriedades adquiridas por f € Dif'(S?) N
B(Id,r), quando 7 ¢ suficientemente pequeno, ou seja, quando f estd C'-préximo
da identidade.

Como primeiro resultado tem-se uma propriedade local dos difeomorfismos. Tal
propriedade afirma que, quanto mais préximo da identidade esté f, maior (relativo
a d(z, f(z))) é o raio de uma vizinhanca V,, em torno de cada x € S?, onde é cada
vez menor a distancia em R? entre os vetores f(y) —y e f(z) — x, para y € V.

Para simplificar a notagao, todo € citado adiante é um numero real positivo, n
é um numero natural com N = {1,2,3,...}.

LEMA 2.3. Seja f € Dif' (S?). Se f € B (Id, i) entdo, dado x € S?, para todo

1’

y na bola Blz,n-d(z, f(x))] tem-se:

() 1(f () =y) = (f(2) —2)| < %Hf(ﬂf)—wll-
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Demonstracao. Com efeito,

1(f=1d)(y) = (f=1d) (@) | < [[f—1d]s-[lz —y[ (Desig. do V. Médio)
< |[f=1dlli-d(z,y) (ineq. 4)
< S.n-d(z, f(2)) (hipdtese)
< FIf (@) —=|. (ineq. 4),
e o lema esta provado. O

COROLARIO 2.4. Em particular, se f(x) # x e er < 2, entao [ (y) # vy, para

todoy € B(xz,n-d(z, f(x))); ou seja, f ndo tem ponto fixo na bola B (x,n -d(x, f (x))).

Demonstracaol.(direta) Com efeito,

If ) =yl = [If (@) =zl = If (¥) = [y + (f () —2)]| (desig. triang.)
> |[f (@) = =f| = FIf (x) — ]| (inequacdo (5))
= If (@) —=|(1-9F)
> 0. (hipdteses)
U
Demonstrac¢ao2.(contraposicao) Sey € B (z,n-d (z, f (x))), f(y) =ye f(x) #
x entdo, por (5), tem-se ||f(z) — 2| < §|[f(z) — 2| donde 1 < 5 que contraria a
hipotese emr < 2. O

Nas hipoteses do Lema acima observa-se que

d(f(y),y+ (f(@) —2)) < Flf() —(y+ (flx) =) (pelaineq. 4)
= 3@ —y) = (flz) —2))

< #H(f(x) — )| (pelo Lema acima).

Com isso, pode-se afirmar que

(6) f)eBly+(f@)-2), T-If @) - |.
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Dados vy, v, € R3, 0 simbolo ang(v;,v2) denotard o angulo entre estes vetores
donde 0 < ang(vy, vq) < .

Como pode-se limitar a diferenga entre os vetores f(y) —y e f(x) — x numa
vizinhanca de cada x € S?, espera-se o controle da variacao angular de direcoes que

aproximam-se de [y, f(y)] nesta vizinhanga,; isto é o contetido do

LEMA 2.5. Dados um dngulo o € 10,%2[ e n € N, existe ¢ € ]0,2[ tal que,
para quaisquer [ € Dif' (S?), 2 € S? — Fix(f) ey € B(z,n-d(z, f(x))); se
feB(ld <)

¥ entao, para todo vetor v positivamente tangente ao arco geodésico

v, [ (y)], tem-se

ang (v, f (z) — ) <

o] 2

Demonstracao. Investigando critérios para escolha de € tem-se:

ang (v, f (z) —x) < ang(v, f(y) —y) +ang(f(y) —y, f(z) — =)
< arcsen (4= 4 arcsen ()
< arcsen (154 ) + arcsen (%)
<

arcsen (i) + arcsen (%) .
) —

Portanto, para que ocorra ang (v, f (z) — x) < §, basta tomar e de maneira que

< € ) N <e7r> - o
arcsen | — arcsen | — —
2n 2 2’

ou melhor,

A\

( € ) - o <e7r> o
arcsen [ — — e arcsen [ — —.
2n 4 2 4

Com isso, é suficiente tomar € €0, %[ tal que

€ _ <a> er _ <a>
n S\Y) ¢y Y )

ou seja,

conan(§) o e 2o ()
€ n-sen|{—) ee< —-sen(—].
4 T 4



18 2. O TEOREMA DE BONATTI

Como % - sen (%) < 2n - sen (%) , para todo n € N, pode-se resumir a escolha de ¢

em apenas,
2 «

7 0<e<=-sen ().

(7) €< —-sen |

Esta possibilidade de escolha conclui a prova. 0

COROLARIO 2.6. Nas hipdteses do Lema acima, se vy e vy sG0 positivamente tan-
gentes aos respectivos arcos [y, f (41)] € [, f (1)), onde ya,y2 € B (,n- d(z, f (2)),
entao

ang (v1,v2) < a

Demonstracgao. E s6 observar que

ang(vy,v2) < ang(vy, f(2) — x) + ang(vs, f(z) — )

< $+5=a (Lema 2.5).

Fazendo uso do Lema 2.5, dados n =4 e a = 7, deve-se tomar

¢ < 2gen (%) ~ 0.1647693215775.

™

Assim, serd tomado € = 0.16 = 235 donde
€

I -1l < £ =22 =
n

A vizinhanga B(Id, %) da identidade, seré o centro dos estudos seguintes. E nesta
vizinhanca que os difeomorfismos que comutam possuem ponto fixo comum e onde
se encontra uma versao para difeomorfismos, do Teorema de Poincaré-Bedixson.

Dado z € S? e f € Dif'(5?), a érbita de x denotada Of(z) é o conjunto
{f"(z); n € Z} com x := fO(z).

O conjunto {z, f(z), f*(z), f3(x),...} é chamado érbita positiva de x e é de-

notado (’);{ ().
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w denotara o conjunto dos pontos aderentes da seqiiéncia { f™ () }nenufoy-

Se f"(z) = x para algum n € N, entdo x é dito periédico.

Um ponto z € S? é chamado w—recorrente por f se  é um ponto aderente
da seqiiéncia { f™() }nenuqo}-

Um ponto p € S? é antipoda de f se f(r) = —z.

Se f nao possui antipodas entao fica bem definido o segmento geodésico [z, f(z)],
para todo x € S%. Neste caso, sera denotado 7§ a curva continua obtida pela uniao
dos arcos geodésicos [z, f(z)] e [f"(z), f*" ()], n € N,

Para que uma fungao f € Dif' (S?) nio possua antipodas é suficiente que ||f —

Id||; < ¢ < 2, em particular, f € Dif'(S?) N B(Id, 5 ) nao tem antipodas.

LEMA 2.7. Sejam f € Dif' (S?) N B (Id, ), e © € S* — Fix(f) um ponto

w—recorrente por f. Entao, a curva V§ possui auto-interse¢ao.

Demonstracao. Se z é periédico nada tem-se a demonstrar. Do contrario, a
prova seguird por absurdo, isto €, serd admitido que 7§ é uma curva simples com
satisfazendo as hipéteses do Lema.

Seja 3 um segmento geodésico ortogonal ao segmento [z, f (z)] no ponto a, e
comprimento menor que o comprimento de [z, f (z)]. Sendo x w—recorrente e f
continua, a curva 7 intersecta ¥ infinitas vezes com segmentos geodésicos da forma
[f (z), fi (z)] para f?(z) suficientemente préximo de x. Seja iy o menor i € N
tal que [f* (z), f*! (z)] intersecta ¥, em um ponto b, por exemplo. Denotando v a

uniao dos segmentos geodésicos

la. f @) [f (@), f2 @), [ (@), 2 (@), [ (@), £ ()], [, 0 b, al;

~ é uma curva fechada, simples (pela hipdtese sobre 735) e limita um disco fechado

D (Teorema da Curva de Jordan) (veja a figura 1).
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Com isso,
d(z, f'(z)) < d(z,a)+d(a,b)+d(, f (z))
» < d(z, f (@) +d(z, f(2) +d(f (z), [ (2))
< 3sup(d(z, f(2)).d(f (2), [ (2))).

Logo,

x € B(f (x),4d (' (x), [ (2))) ou ' (x) € B (x,4d (z, f (2))) ,
conforme d (z, f (x)) < d(fi (z), f* (2)) ou d(x, f (2)) = d(f (&), 1 (x), res-
pectivamente.

O Corolario 2.6 assegura que o angulo entre os vetores positivamente tangentes
a a e b, aos segmentos geodésicos [z, f (z)] e [f® (x), fiot! (z)], respectivamente, é
inferior a %; donde conclui-se que [z, f ()] e [f™ (z), f°*! (z)] apontam para um
mesmo hemisfério determinado pelo prolongamento de 3, diferente do que mostra
a figura 1. Disto, conclui-se que a curva ~y separa os pontos z e f (x). Sem perda
de generalidade pode-se supor que f* € D, donde z & D.

Sendo x w—recorrente por f, existe j > ig+1 tal que f7 (x) € De fi™' ¢ D. Pelo
Teorema da Curva de Jordan, [f7 (x), f7*'] intesecta a fronteira 7 de D. Sendo 7§
simples, tal intersegao se da entre [f7 (z) , f71] e Ja, b[C ¥, num ponto ¢ por exemplo.
Tomando ¢ em vez de b nas inequagoes (8), pelo mesmo argumento conclui-se que
[f7 (z), f7 ] e [z, f (x)] apontam para o mesmo hemisfério determinado por %, i. &,
f/(x) € De f/*' € D, o que é uma contradi¢ao com a escolha de j. Com isto, 7§

deve ser simples e portanto, segue a tese. 0]
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LEMA 2.8. Sejam f € Dif' (S?) e zy € S%. Entdo, o compacto minimal invari-
ante por [ contido em OJT (xo) € composto por pontos w—recorrentes por f. Em

particular, (9;{ (o) contém um ponto w—recorrente por f.

Demonstracao. Seja K o menor compacto invariante por f, contido em (9;{ (x0).

Da invariancia de K, se # € K entao Of () C K e portanto O (x) C K pois K ¢é

fechado. O conjunto O}“ (x) é invariante por f. De fato, se a € O}“ (x), isto é, a =

1imi—>+oo fm (37) (nz € N)v tem-se f (a) = f (hmi—>+oo fm (ZL’)) = hmi—>+oo f (fnz (ZL‘)) =

lim; oo f (2) e portanto f (a) € OF (x). Com isso, o conjunto OF (z) é fechado,

invariante por f e contido em K. Logo, K = OF (z) donde = € O (x). O

PROPOSICAO 2.9. Sejam f € Dif' (S*)NB (Id, 2—15)1 ex € S2—Fix (f) um ponto
w—recorrente por f. Entdo, existe uma curva X C v fechada, simples, sem pontos

fizxos de f e que limita dois discos fechados nos quais f possui ponto fizo em seus

interiores.

Demonstragao. Seja x € S? — Fix (f) um ponto w—recorrente por f. Do Lema
2.7, 7§ possui auto-intersegao; com isso, existem ¢ <ty tais que v§(t1) = 7§(t2) e
o arco A} = {7y§(t);t1 <t < ty} seja uma curva fechada simples. Do Coroldrio 2.4
conclui-se que 7§ nao contém pontos fixos de f e portanto, em particular, A} nao

contém pontos fixos de f. Além disso, se a € A} entdo existem 7,j € N tais que

a € [f'(x), fH(@)]N[f (), f71], donde d(f'(x), f7(x)) < d(f'(x),a)+d(a, () <
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2 - sup(d(fi(x), f),d(f(x), f7t1)) e portanto, pelo Coroldrio 2.6, o angulo entre
vetores positivamente tangentes aos arcos geodésicos [f'(z), f(x)] e [f*(2), f7T1],
¢ inferior a %.

Seja X um campo em S? que associa cada y € S? ao vetor X, positivamente
tangente ao arco geodésico [y, f(y)] no ponto y, com || X, || = d(y, f(y)).

Pela definicao de X, y € S? é uma singularidade de X se, e somente se, é um
ponto fixo de f. Assim, como A% ndo contém ponto fixo de f, também nao contém
singularidade de X. Também, pelo Corolario 2.4, o angulo entre X, e um vetor
positivamente tangente a A7 em y € nao negativo e inferior a §. Com isso, sendo A}
simples, pode-se afirmar que o indice da curva A} em relagao ao campo X, € igual a
1 e portanto X possui uma singularidade no interior de cada disco limitado por A}
(Teorema de Poincaré). O

Daqui em diante, A} denotara a curva fechada simples contida em 7§, obtida de

acordo com a construcgao ocorrida na demonstracao da Proposicao acima. Para isto

é necesséario que x ¢ Fix(f) e x seja w—recorrente por f.

COROLARIO 2.10. Se f € Dif' (S?)N B (Id, 2—15)1, entao [ possui um ponto fizo.

Demonstracao. Dado z € S?, se x é ponto fixo de f, entao vale a tese. Do

contrario, pelo Lema 2.8, existe um ponto € O}r (x) w—recorrrente por f. Se T é
ponto fixo de f segue a tese; se nao, pela Proposi¢ao 2.9, a curva A} limita um disco

cujo interior contém um ponto fixo de f. Isto conclui a prova. 0

4. DIFEOMORFISMOS QUE COMUTAM

Dados f, g € Dif (S?), diz-se que f e g sao difeomorfismos que comutam se,

para todo p € S%, tem-se f(g(p)) = g (f (p)).
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LEMA 2.11. Sejam f,g € Dif' (S?) difeomorfismos que comutam. Se x é um

ponto fizo de g, entdo os conjuntos (’)}r () e O? (x) sdo compostos somente por

pontos fixos de g.

Demonstracgao. Por inducdo em n serd provado que, dado « € Fix (g), f™ (z) €
Fix (g), para todo n € N.

Com efeito, o caso n = 1 segue de g (f(x)) = f(g(x)) = f(z). Supondo
f™ (z) € Fix (g9) (n > 1) tem-se

g (f" V) (z) = g(f(f™(x))) (desagrupando)
= f(g(f™(x))) (fe g comutam)
= [(f™(x)) (

(

hipé6tese de indugao)
reagrupando)
donde f™*V () € Fix (g). Com isso, O (x) C Fix(g).

Pelo paragrafo anterior, todo elemento p de (9;{ (x) é limite de pontos fixos de

g. Porém, pela continuidade g, se p é limite de pontos fixos p, de g, entao p é um

ponto fixo de g pois,

g (p) = g (limp,) =1limg (p,) = limp, = p.

Isto conclui a prova do lema. O

5. DIFEOMORFISMOS QUE COMUTAM EM B (Id, 2—15)1 E A PROVA DO TEOREMA

Como dito, existem difeomorfismos que comutam, sem pontos fixos comuns.
No exemplo seguinte temos dois difeomorfismos que comutam, com seus respec-

tivos pontos fixos.

EXEMPLO 2.1. Tomemos a reflexao em relagao ao eixo z, R, : 5% — S? dada
por R, (a,b,c) = (a,—b,—c) e a reflexao em relagao ao eixo z, R, : S% — 52

dada por R, . (a,b,c) = (—a,—b,c). Podemos conceber tais fungdes em termos de
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rotacoes, ficando evidente o fato de que ambas sido difeomorfismos em S2. Estas

fungoes comutam pois, para todo p = (a,b,c) € S? tem-se

(a,b,c) i (a,—b,—c) —> (—a, b, —c)

(a,b,c) — (—a,—b,c) e (—a,b,—c),

1sto éu RZ,ﬂ' (R.T,ﬂ' (p>> = R(E,ﬂ’ (RZJI' (p))
Os pontos fixos de R, » sdo (1,0,0) e (—1,0,0), distintos dos pontos fixos de R, ,
que sao (0,0,1) e (0,0,—1).

Cabe destacar o fato que ||R,» —Id|| > 2 e ||R, — Id|| > 2.

1

Uma propriedade importante na bola B(Id, 55)1 é o

725

LEMA 2.12 (Bonatti). Se f,g € Dif' ($%) n B (Id 5), comutam e Fix(f) N
Fix (g) = 0 entdo para quaisquer x € Fix (g) ey € Fix (f) tem-se:
(1) 7§ ey sao curvas disjuntas, mais ainda,

(2) existe um nimero real r > 0 tal que d ('y]"i,vg) > 7.

Demonstragao. (1): Para um absurdo, supoe-se 73N7Y # ). Com isso, existem

i,j € N tais que [f*(z), f (x)] e [¢’ (y),¢° ™" (y)] intersectam-se num ponto c.

Logo,
d(f'(z),9" (y) < d(f'(z),c)+d(c,¢ (y))
< d(f (@), [ (@) +d (g (v), ¢ (y))
< 2sup (d(f'(z), f7 (2),d (¢ (y), 9" (9)))
e portanto,

(@) e B¢ (y),4d (¢ (y) . ¢ () ou ¢ (y) € B(f (x).4d (f (z), [ (x))).
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Se f*(x) € B(¢’ (y),4d (¢’ (y), 9" (y))), entao abola B (¢’ (y) ,4d (¢’ (y) , 9’ (v)))

contém um ponto fixo f*(z) de g (Lema 2.11). Isto contraria o Coroldrio 2.4 que
afirma a nio existéncia de pontos fixos de g na bola B (g7 (y),4d (¢7 (y), ¢’ (v))).

Analogamente nao pode ocorrer ¢/ (y) € B (f*(x),4d (f* (x), f7' (x))). Ambas
contradigoes indicam que a suposigao inicial € falsa. Logo, 7§ N7y = (), concluindo
a prova do item 1.

(2): Da hipétese Fix (f) N Fix(g) = 0, o compacto f(Fix(g)) nao intersecta o
compacto Fix(f) donde, existe um nimero real r; > 0 tal que d (f* (z), f (x)) >
r1, para quaisquer x € Fix(g) e i € N. Analogamente, existe 75 > 0 tal que
d (¢’ (y),¢°" (y)) > ry para todo y € Fix(f) e j € N. Tomando r =min{ry,rs}

tem-se
d(f'(z), f (@) >r e d(d ().9"" () >r
para quaisquer = € Fix(g), y € Fix(f) e i,j € N. Tal r é o desejado. De fato,

supondo-se para um absurdo que existam a € [f* (z), f7 (z)] eb € [¢7 (v), ¢"T* (v)],

para algum i € N e j € N tal que d(a,b) < r, tem-se

d(f*(x),a)+d(a,b) +d(b ¢’ (y))
d(f'(x), f (@) +r+d¢ (v),9 " (v)
< Bsup (d(f' (x), f* (2),d (¢ (v), 9" (1))

que acarreta absurdos por argumentos ja vistos. Isto prova o item 2. O

d(f (z),q (y))

IN

IA

Agora ha resultados suficientes para provar o principal teorema deste texto.

TeOREMA 2.13 (Bonatti). Se f,g € Dif' (S?) N B(Id,5), comutam, entdo

possuem um ponto fizo comum.

Demonstragiao. A prova serd feita por absurdo, supondo que f, g € Dif' (S?)N
B (Id, 2—15)1 nao possuem ponto fixo comum.
Pelo Corolério 2.10, Fix (g) # (). Tomando um ponto fixo x; de g, por hipdtese

tem-se z; ¢ Fix(f). Pelos Lemas 2.8 e 2.11, existe 7, € Of (z1) tal que, 7, é
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ponto fixo de g e w—recorrente por f. A Proposicao 2.9 garante a existéncia de uma
curva fechada simples )\fcl C 7?1 limitando um disco D; cujo interior contém um

ponto fixo ys de f. Pelo item 2 do Lema 2.12, existe um numero real » > 0 tal que

d (’yg?, ’yfl) > r. Em particular, d (O, () ,’yjfl) > r e portanto d ((’)y2 (9), ’y?) > 7.
Com isso, passando a um 7, € O,, (¢) N Fix (f) w—recorrrente (Lemas 2.8, 2.11),
pela Proposicao 2.9, tem-se a existéncia de uma curva fechada simples /\1972 limitando
um disco Dy Clo)l, no interior do qual, g tem um ponto fixo x3 e tal que lo)l —Dsy
contém uma bola de raio k < § (k > 0) pois d (D1, Dz) > r. Prosseguindo dessa
forma constréi-se uma seqiiéncia { D, },en de discos encaixados tais que D, 1 C lo)n e
lo)n —D,41 contém uma bola de raio k < 3, para todo n € N. Um absurdo, pois D
tem medida finita e nao pode conter uma infinidade de bolas disjuntas e de mesmo
raio k (medida).

O

COROLARIO 2.14 (da demonstragio). Sejam f,g € Dif' (S*)N B (Id, 5=), difeo-

morfismos que comutam. Se x é ponto fizo de g e x & Fix(f), entdo existe

T € Of(z) tal que f e g tém um ponto fixro comum no interior de cada disco

limitado pela curva fechada A} C 7;”.

O

O Teorema 2.13 pode ser estendido para n difeomorfismos. Para isto tem-se o

LEMA 2.15. Sejam fi, fo, ..., fn, h € Dif' (S*)NB ([d, %)1 difeomorfismos que co-

mutam. Se x € ponto fixro comum de fi,..., f, e x € Fix (h), entdo existe T € O, (x)
tal que f1, ..., fu, h tém um ponto fixo comum no interior de cada disco limitado pela

curva fechada \f C ~F.

Demonstragao. Por inducao em n. O caso n = 1 segue do Corolario 2.14

tomando f =h e g = fi.
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Supondo-se o resultado vélido para n difeomorfismos, serd provado que este

também vale para n + 1 difeomorfismos.

De fato, sejam f1, fa, ..., fn, fos1, b € Dif' (S?)N B (Id, %)1 que comutam e x; &
Fix (h) um ponto fixo comum de fi, fa, ..., fu, fns1. Por hipétese de inducao, existe
um ponto z; € m tal que fi, ..., fn, h tém um ponto fixo comum x5, no interior
de um disco D; limitado por uma curva fechada A;' C vi'. Se zo € Fix (fn11)
entao termina a prova, do contrario, pela hipétese de inducao, existe um ponto
Ty € m tal que fo, ..., fni1, h tém um ponto fixo comum x3, no interior de

um disco Dy C D1 limitado por uma curva fechada )\%;H - fyjfjﬂ. O item 2 do Lema

(o]
2.12 assegura a existéncia de um ntmero real » > 0 tal que D; —D, contém uma

bola de raio 7. Prosseguindo dessa forma, chega-se a uma solu¢ao numa finidade

de passos pois, do contrario, contrdi-se uma sequiéncia de bolas fechadas encaixadas
o [¢]

Dy, 11 CD,, tais que D,, —Dy, 41 contém uma bola de raio ¢, para todo n € N, o que

¢ um absurdo pois D; tem medida finita. O

TEOREMA 2.16 (Bonatti). Se fi, fo, ..., fo € Dif' (S?) N B (Id 5), (n>2) co-

725

mutam, entdo possuem um ponto fixo comum.

Demonstragao. Serd feita por inducao sobre n. O caso n = 2 é o Teorema
2.13. Supondo o teorema valido para n difeomorfismos (n > 2), serd provado que o
mesmo vale para (n + 1) difeomorfismos.

Com efeito, sejam fi, ..., fn, fup1 € Dif' (S?) N B (Id, 2—15)1 que comutam. Da
hipétese de inducao, pode-se tomar um ponto fixo x; comum a fi,..., f,. Se x é
ponto fixo de f,,1, acaba a prova, do contrario, passando a um ; € m,
w—recorrente por f,+1 (Lema 2.8) e ainda ponto fixo de fi, ..., f,, (Lema 2.11); pelo
Lema 2.15, a curva 7;2“ contém uma curva fechada e simples )\fciH que limita um

disco cujo interior, possui um ponto fixo comum a fi,..., f,, fnr1. Isto conclui a

prova. 0






CONCLUSAO

A possibilidade da retirada do Lema de Zorn da prova do Teorema de Lima esta
ligada somente a prova do Teorema de Poincaré-Bendixson que faz uso deste lema.

Pode-se indagar a existéncia de uma prova para difeomorfismos C!—préximos
da identidade, andloga a dos campos, da existéncia de um ponto fixo no interior de
uma curva do tipo A%, sem o uso de indice de rotagao utilizando somente a estrutura
das érbitas de f € Dif'(f) N B(Id, €), para e suficientemente pequeno.

Dados X € X'(S?) e f € Dif'(S?), com a propriedade X,(f(z)) = f(X,(z)), para
todo z € S? e t € R, qual o comportamento do conjunto Sing(X) N Fix(f)? Fixado
t, a aplicagdo em S? dada por Xo(z) — X;(z) é um difeomorfismo que comuta com
f.

Dados dois homeomorfismos f e g em S? que comutam, pode-se
aproximar f por um difeomorfismo f,, e g por um difeomorfismo g,,

tais que f, e g,, comutam?
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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