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Este trabalho tem como objetivo a analise e sindolagdo problema de
propagacao de ondas gravitacionais com aplicacamewanal numerico.

O programa desenvolvido, denominado CANAL3D, uligara resolugcéo do
Problema de Valor de Contorno e Inicial (PVCI) ufoamulacdo mista Euleriana-
Lagrangeana, que leva ao desacoplamento do PV@hesequéncia de PVC que séo
resolvidas numericamente com uso do Método dosétitan de Contorno.

A formulacdo implementada para o Método dos Eleasede Contorno usa a
terceira identidade de Green para obtencdo da &guaiggral de contorno, tratamento
da descontinuidade de fluxo através de elementosoidformes, o método de Gauss-
Legendre em integracdes numéricas ndo singulatemsiormacao cubica de Telles em
integragcbes numeéricas quase-singulares e a tramsfédo polar de Telles em
integracbes numericas singulares. O sistema de;@gsiaesultante pode ser resolvido
pelo método da eliminacdo de Gauss, pelo métoderddiente Bi-Conjugado ou pelo
método do Residuo Minimo Generalizado (GMRES). Ramvanco no tempo foi
implementado o esquema de Runge-Kutta de quaréaord

Para verificar a consisténcia da solucdo numérama irhplementado um
algoritmo que valida a solugdo numérica atravéstettes que acompanham a

conservacao de fluxo, a conservacédo de massayresargacao da energia total.
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This work was carried out for the analysis and $aton of the gravity waves
propagation problems with application in a numeériteannel.

The software developed, called CANAL3D, uses a nhikelerian-Lagrangian
formulation for the solution of the initial boungavalue problem (IBVP) that leads to
an uncoupling of the IBVP in a sequence of boundalue problems, which are
numerically solved using the Boundary Element Mdtho

The Boundary Element Method formulation implemenisds the Green'’s third
identity to reach the boundary integral equatioeatiment of the flow discontinuities
through non conform elements, source point refiecin presence of symmetry, the
Gauss Legendre’s method in non-singular numerictdgrations, the Telles’ cubic
transformation in near-singular numerical integnaséi and the polar Telles’
transformation in singular numerical integratiomge resulting system of equation is
solved by the Gauss elimination method, by the 8mnGgate Gradient Stabilized
method or by the Generalized Minimum RESidual (GNEREnethod. For the time
progress the fourth-order Runge-Kutta scheme wad. us

To verify the numerical solution consistency anoaltpm that validates the
numerical solution using tests that follow the ficonservation, the mass conservation,

and the total energy conservation, was implemented.
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1 —INTRODUCAO

A superficie do mar ou de outros grandes corpogud’a como lagos ou
reservatorios, aberta a atmosfera apresenta-se almemte ondulada devido as
perturbacdes no plano da agua originadas de dsvemssas. Estas ondas séo resultado
da agdo conjunta sobre a superficie de forcas fdentcao ou perturbacao, originadas
por acao do vento, de tempestades, de corpos guercameio fluido ou de rupturas no
fundo do oceano devido ao tectonismo, e de foreagstauragcdo como a gravidade, a
tensao superficial do liquido e a forca de Coriolis

Os efeitos das ondas de superficie sdo de gramulerténcia para o projeto de
obras maritimas e lacustres. Estes sao levado®eta 80 planejamento de portos, de
vias navegaveis, da defesa de litorais, de margets encostas de reservatorios, no
projeto de estruturas offshore, de usinas de gede&nergia com ondas, etc.

No estudo de ondas de superficie € comum 0 us@miEscexperimentais em
complemento as varias solucbes analiticas prop@stas a solucdo do problema de
propagacao de ondas, haja vista a limitacado no camm@plicacéo destas teorias.

A proposta deste estudo é realizar a modelagemrajzgagacédo de ondas de
gravidade com a aplicagdo em um canal numéricamtgiasional, implementando o
programa CANAL3D. Este considera que um batedarashal simula a perturbacdo que
irA gerar a onda e que a propagacdo da mesma @aborenecanismo de restauracao
decorrente da acdo da gravidade. Desta forma,sabrtena nova possibilidade para
modelagem de ondas em complemento as solucéeticasadi aos modelos numéricos
bidimensionais ja desenvolvidos.

A modelagem de ondas se propagando na superfioiedirealizada através da
formulacdo matematica de um Problema de Valor detd@ao e Inicial (PVCI), que
inclui a formulagéo e a solugdo de uma equacacediéeal governante e das suas
condicdes de contorno.

Em geral os fenbmenos de formacdo e propagacamdies sdo complexos e
dificeis de ser descritos matematicamente devidcagacteristicas de ndo linearidade
das equac0es, a tridimensionalidade da geometireifpalmente na zona de geracgéo) e
a aleatoriedade das forcas atuantes. Além distcaso mais geral, estas se propagam
em um fluido viscoso, sobre um fundo irregular @éempeabilidade variavel sujeitas a

restauracao pela gravidade, a tensdo superfiéidbe;a de Coriolis. Contudo, para um
1



grande numero de aplicacdes de engenharia, poftersalar um modelo conceitual
fisico para descrever a situacao real, no qual&Baas as hipéteses simplificadoras de
fluido ideal (ndo viscoso, incompressivel e homegércom escoamento irrotacional)
sobre fundo impermeavel.

Em uma regido do fluido limitada por um contorng, @rincipios basicos de
conservagcdo de massa, energia e quantidade de emwiséo validos. Ao se adotar as
hipéteses simplificadoras do paragrafo anterioecascdes diferenciais obtidas a partir
destes principios recaem na equacao de Laplacsefo@gao de massa) e na equacao de
Bernoulli (conservacdo de quantidade de movimemssim, a solucdo do PVCI
consiste na determinacdo do potencial que atendeltaneamente a equacédo de
Laplace e as condicfes iniciais e de contorno.

Neste PVCI a equacdo diferencial resultante é dineas as condicbes de
contorno na superficie livre sdo ndo lineares,ta B&o-linearidade torna o problema
virtualmente impossivel de ser resolvido analitieate, mesmo no caso de ondas em
liquidos de profundidade uniforme e extensédo laternita, a menos que sejam
introduzidas maiores simplificacdes. Vérias solgc@maliticas com campos de
aplicacdo limitados foram propostas para a solu@groblema de propagacédo de
ondas; o presente trabalho busca a solu¢cdo nundripaoblema e da continuidade a
linha de pesquisa iniciada por Longuet-Higgins &eélet (1976), conforme o estado da
arte descrito a segdir

Longuet-Higgins & Cokelet publicaram em 1976 unb#iao pioneiro no estudo
do movimento de ondas bidimensionais em aguas nqutafue arrebentando, usando
uma formulacdo mista Euleriana-Lagrangeana e o duétta equacdo integral de
contorno baseado na terceira identidade de Greenuwpoa transformac¢do conforme
para evitar a discretizacdo dos contornos truncadaavanco no tempo foi realizado
através do método de Adams-Bashforth-Moulton, cermpassos iniciais fornecidos pelo
meétodo de Runge-Kutta de quarta ordem. Apés assamallas simulacdes de ondas
apresentarem uma instabilidade do tipo dentes mla, senda foi implementada neste

trabalho uma técnica de suavizacao para remové-la.

! Baseado em Azevedo (1991), com modificacdes e atualiza¢des.



Nesta mesma época o Método dos Elementos de Contomecou a se firmar
como uma evolucdo do método da equacao integraba®rno com a introducdo do
conceito de elementos introduzido pelo método teaentos finitos.

Em 1978, Faltinsen empregou o método da equacagraitde contorno para
resolver problemas de "sloshing" em tanques.

Em 1981, Vinje & Brevig analisaram ondas arrebethda@m profundidade finita
mediante o teorema integral de Cauchy aplicadospage fisico, obtendo um sistema
de equacdes algébricas bem condicionado que failvigs iterativamente. Eles
assumiram que a Equacao de Laplace é satisfeitapara 0 potencial de velocidades
¢ quanto para a funcéo de correnge garantindo a formulagdo complexa para o
potencial (B(x,y,t) =¢(x, y,t)+ig(xy,t)) e a validade do teorema integral de
Cauchy. O avanco no tempo foi realizado atravésnétodo de Hamming com os
passos iniciais fornecidos pelo método de Rungéakié quarta ordem.

No mesmo ano, Nakayama & Washizu resolveram praddede sloshing néo
linear usando uma formulacdo de elementos de cuntmaseada na terceira identidade
de Green, na qual a condicdo de contorno dinanoicaetiuzida a uma equacgao de
residuos ponderados empregando o método de Galerkin

Em 1983, Nakayama apresentou uma solugédo de elesnéet contorno para
ondas solitarias geradas em um tanque de ondadauganesma formulacao.

Em 1984, Dold & Peregrine, usaram o teorema intedea Cauchy em um
dominio conforme. Devido a vantagem da linearidddeequacéo diferencial que
governa o problema, desenvolveram um esquema g avanco temporal usando a
expansao em séries de Taylor de alta ordem no t@amaoa posicao da superficie livre
e 0 potencial em termos das derivadas materiasrdsultou em um algoritmo preciso
que permite grandes economias no procedimentoaleawno tempo.

Ainda neste ano, o mesmo esquema foi adotado pes @a Silva para analisar
ondas estacionarias em um fluxo cisalhante comcisatie constante e a interacao
entre a superficie livre e um cilindro submerso.

Em 1985, New, Mclver & Peregrine estenderam o thabde Longuet-Higgins &
Cokelet (1976) para profundidade finita. As maiarestribuicoes deste trabalho foram
a introducéo do fundo com a simulacdo de quebra/gacao deste, 0 uso de técnicas
de simetria através da reflexdo do ponto campo p@imizacdo dos calculos e a

3



introducdo da condicdo de fluxo total normal aotaor nulo, para solucdo das
singularidades da matriz do sistema.

Em 1986, Jansen simulou ondas arrebentando usdedwreos de contorno
isoparamétricos lineares. Para o avanco no tempadimado o método de Adams-
Bashforth-Moulton, com os passos iniciais fornesigelo método de Runge-Kutta de
quarta ordem. Os testes de precisao foram feitompm da verificacdo da conservacao
da energia e do equilibrio de velocidades. A ppalccontribuicdo introduzida foi o uso
de elementos com descontinuidade de fluxo normalregibes dos cantos e na ponta
formada pelo jato da crista, bem como do uso de p@ntos concentrados na regiao
onde se espera a formacao da crista da onda.

Em 1988 e 1989, Grilli, Skourup & Svendsen apresam uma formulacdo de
elementos de contorno isoparamétricos cubicos osaresquema de avango no tempo
desenvolvido por Dold e Peregrine (série de Tatloncada de segunda ordem), e
elementos deslizantes para melhorar a precisdo alacidade tangencial. Os

coeficientes das expansdes em série S80 expressos te&mos de

w’a%n’a%t eazwanat '

Em 1990, Sugino & Tosaka publicaram um trabalho aqume utilizaram um
modelo matematico que estudou a propagac¢do bidiomahsle uma onda solitaria até
sua arrebentacdo devido ao aclive no fundo. O modehtematico faz uso da
formulacdo mista Euleriana-Lagrangeana e resoleguacao de Laplace via Método
dos Elementos de Contorno utilizando-se de técrmieasuavizacao para a supressao de
ruidos no resultado final do modelo.

Em 1991, Azevedo fez uma revisdo das equacdesegeen 0 problema a partir
dos conceitos fisicos elementares de conservacdo Blétodo dos Elementos de
Contorno usando elementos isoparameétricos quanlsatcfim de identificar os pontos
importantes para pesquisa e visando a transfornuestas técnicas em uma ferramenta
a ser utilizada em Engenharia. Um ponto importateatificado foi a necessidade de
relocalizacdo do né central de elementos curvo$orfulacdo adotada foi a direta
baseada na terceira identidade de Green, dandiowdiade a pesquisas realizadas pelo
grupo de elementos de contorno da COPPE-UFRJ d€5de Para o avanco no tempo

foi adotado o método de Runge-Kutta de quarta oqgelensua alta preciséao.



Em 1992, Zambrozusky implementou um esquema atteonde relocalizacéo
nodal visando a simulacao eficiente de ondas chiegampraias.

Ainda neste ano, Dold calculou o movimento bidinemel da superficie de um
fluido utilizando o teorema integral de Cauchy pa&solver a equacao de Laplace para
sucessivas derivadas no tempo do movimento da faiperO avanco no tempo é
realizado por meio de séries de Taylor truncadas.

Em 1993, Ortiz & Douglass modelaram a propagacaondas usando elementos
de contorno do tipo splines Overhauser. Este fonaor avanco introduzido, pois
anteriormente se trabalhava com elementos lineatescom outros polinémios
Lagrangeanos que néo garantem a continuidade deadierao longo da curva. A
equacao integral € obtida a partir da terceiratidade de Green e 0 avanco no tempo &
feito pelo método de Adams-Bashforth-Moulton, casrpassos iniciais fornecidos pelo
método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Em 1994, Subramanya e Grilli realizaram avancgos tredsalhos iniciados por
Grilli, Skourup & Svendsen (1988 e 1989), redefitinmalhas nas regiées de maior
curvatura e utilizando nos calculos das integrag@ehstribuicdo dos pontos de
integracdo para as integrais quase singularegraisecom peso logaritmico para os
casos de singularidades fracas, e dez pontos des@awa as integrais ndo singulares.
Os resultados mostraram um avanco acentuado ¢ moisnomento da quebra.

Em 1995, Jaime, dando continuidade ao trabalho devédo (1991),
implementou no programa NLWAVE (Azevedo (1991)) a®votinas para o tratamento
das descontinuidades da velocidade normal ao cuntatravés de um método de
colocacao ndo nodal, para a uma melhoria do cattagoselocidades tangenciais e para
um esquema mais eficiente de relocalizagéo nodal.

Ainda neste ano, Paiva Junior trabalhou a propagde&®ndas usando elementos
de contorno do tipo splines Overhauser e do tigplBies. A equagéo integral € obtida
a partir da terceira identidade de Green e o avaonctempo é feito pelo método de
Adams-Bashforth-Moulton, com os passos iniciaisdordos pelo método de Runge-
Kutta de quarta ordem. Além disto, os valores ddscidades tangenciais sdo obtidos

por diferencas finitas.



Em 1997, Azevedo & Jaime publicaram um artigo nao&to o desenvolvimento
obtido por ambos na propagacdo da onda de supeviiMétodo dos Elementos de
Contorno, desde casos mais simples até situacds<riiecas, como a arrebentacao.

Ainda neste ano, Chacaltana aplicou o Método degtat de Contorno a
escoamentos com superficie livre, simulando nuraerénte a geracdo de uma onda
solitaria e comparou com resultados obtidos em amalcexperimental construido pelo
corpo de engenheiros do Exército americano (UrStates Army Corps of Engineers -
USACE).

Em 1999, Mckee estudou a propagacao de ondas methaan largura variavel
através de um modelo matematico tridimensional gwava em consideracdo as
irregularidades senoidais das paredes lateraisadal que por sua vez causavam
reflexéo.

Em 2003, Trindade, dando continuidade ao trabalaoAdevedo & Jaime,
implementou no programa NLWAVE a modelagem da pgapao de ondas em um
canal bidimensional.

O presente trabalho segue esta linha de pesquafizarelo a modelagem da
propagacdo de ondas de gravidade com a aplicacdouramcanal numérico
tridimensional, através da implementacéo do progr@f&NAL3D.

Cabe ressaltar que, pelo observado em literaturegsalucdo numeérica do
problema de propagacédo de ondas de gravidade sidavidrmulacdo mista Euleriana-
Lagrangeana usando a geometria tridimensional € nowa evolucdo nesta linha de
pesquisa.

A formulacdo mista Euleriana-Lagrangeana, nos nsolideproposta por Longuet-
Higgins e Cokelet (1976), leva ao desacoplamentB\d8! em uma sequéncia de PVC
que séao resolvidos numericamente com uso do MétodoElementos de Contorno.
Esta estratégia permite resolver o problema n&ealinoriginal com geometrias
arbitrarias até no caso de ondas arrebentando.oGdasvViétodo dos Elementos de
Contorno é particularmente interessante devidamatoeno ser do tipo ndo estaciondrio.

Pela descricdo Euleriana obtém-se o campo de deldes a cada instante em
todo o contorno, isto é, a velocidade normal padagonto do contorno pela solugéo

da equacdo de Laplace via Método dos Elementos ateof@o, e a velocidade



tangencial de cada n6 do contorno, determinada mcangente através da derivada do
potencial de velocidades na direcdo tangente afsctipdivre.

Pela descricdo Lagrangeana atualiza-se a cada gassampo para os nos do
contorno, a geometria, com a velocidade total dapte anterior, e as condi¢bes de
potencial e velocidade normal, considerando o memimmdo batedor, a estaticidade das
paredes e a conservagao da quantidade de movimestgerficie livre (Bernoulli).

O programa CANAL3D foi programado em Fortran e tmmo base para solucéo
da parcela Euleriana o programa MEC3DP, desenwlpa Pinciroli (1995) a partir
do programa MEC3DE de Silva (1989). Sobre estarfiaraplementadas melhorias no
algoritmo de solucdo numérica da equacédo de Lapkderma a adapté-lo ao problema
de propagacdo de ondas, bem como a implementagdméimdos do Gradiente Bi-
Conjugado e do Residuo Minimo Generalizado (GemedhlMinimum RESidual —
GMRES), em complemento ao método da eliminacdoaless; para solucdo do sistema
de equacg®es resultante. Além disto, um algoritrma garacdo automatica da malha do
canal tridimensional e toda parcela Lagrangearenfqrrogramadas, fazendo o avancgo
no tempo e a atualizagdo da geometria e das caxdm@scritas no contorno, atraves
do esquema de Runge-Kutta de quarta ordem. Foem®itado um algoritmo para
verificar a consisténcia da solugdo numérica edadh através de testes que
acompanham a conservacao de fluxo decorrente dentaade Gauss, a conservacgao de
massa, através da constancia do volume abaixopdafiie livre e a conservagdo da
energia total. Em funcdo do grande numero de gdmudiberdade houve ainda a
necessidade de se criar um programa em Matlab psualizacdo gréfica no pos-
processamento dos resultados do CANAL3D.

Para explicitar os conceitos tedéricos pertinentesssunto, que foram resultado
de uma intensa revisao de bibliografia, bem comma pestrar as aplicagcdes do modelo
numérico implementado, esta tese foi estruturadasaguintes capitulos.

No capitulo 2 sdo apresentados os conceitos bastarsonados ao problema.
Inicia-se mostrando as caracteristicas e classffes das ondas a fim de se situar o
campo de emprego em que sao validas as hipétesetifisadoras adotadas para a
modelagem do problema. Estas hipoteses simplifife@d®do apresentadas e se
demonstra a obtencdo das equacbes de Laplace ermi@uBli, a partir da aplicacéo das

hipoteses sobre os principios de conservacdo dsaneada quantidade de movimento.
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Com estas equacgOes é formulado o PVCI para ondgsadi&lade. S4o mostrados os
métodos analiticos e numéricos para solucdo do PW&dtacando-se as vantagens
comparativas do MEC para este problema de contogwel.

No capitulo 3 é detalhada a formulacdo mista EanerlLagrangeana aplicada a
um canal numérico tridimensional. Na parcela Eateaj o capitulo foca nos detalhes da
implementacdo numérica, e na parcela Lagrangeaphgcita-se 0 esquema de avancgo
no tempo, detalhando a forma como se faz a atgalizda geometria e das condicdes
prescritas no contorno.

O capitulo 4 mostra como se faz a validacdo dac&olwbtida a cada passo de
tempo através do acompanhamento das medidas dervagso.

O capitulo 5 detalha o programa CANAL3D, mostrandtuxograma de célculo
e a descrigcao das principais rotinas implementadas.

O capitulo 6 apresenta as simulagdes numeéricazaeas.

E o capitulo 7 tece as conclusfes e faz recomeesiggia estudos futuros nesta

linha de pesquisa.



2 — CONCEITOS BASICOS DE ONDAS DE SUPERFICIE

De forma geral define-se pulso como uma perturbago se propaga, e onda
como uma sequéncia de pulsos periédicos. Poderda definir onda como alternancia
de maximos e minimos numa variavel de campo. Eséesmos e minimos podem ou
ndo se propagar com o tempo, isto €, se encontraranposi¢cdes diferentes em
diferentes instantes de tempo.

Uma perturbagdo é causada por alguém ou por alfome, e esta perturbagédo
propaga-se de um ponto para o outro na forma d@$fuUE como no caso do efeito
domind: ao colocar uma fila de dominds e derrubarimeiro, se sabe que todos os
outros irdo cair em seguida. A perturbacdo é cauapdnas no primeiro domind, mas
se tem uma propagac¢ao desta perturbacdo de umpgdagaro outro, e a perturbagéo
causada no primeiro domino chega até o ultimoyudarrdo-o, apesar de cada domino
nao ter saido da sua posicéo inicial. Desta foengergia aplicada ao primeiro dominé
chega até a ultima peca, e a perturbacéo transgmrtante energia.

Quanto ao meio de propagacdo as ondas sao cladadicem mecanicas e
eletromagnéticas. Ondas mecanicas sao aquelagepisam de um meio material para
se propagar (no efeito dominé a perturbacdo causadae moveu por causa dos
dominds, sem eles ela nem existiria). Como exengglopode citar as ondas de
superficie do mar e de lagos, o som etc. Ja aasogldtromagnéticas ndo precisam de
meios materiais para ir de um lugar para o outnoeréurbacédo é causada em campos
eletromagnéticos e se propaga através deles. Wmelemplo deste tipo de onda é a
luz, a luz do Sol chega até a Terra se propagand@cuo do espaco. Outros exemplos
sdo as microondas, as ondas de radio etc.

O objeto deste estudo é a modelagem da propagacaadds de superficie do
mar e de outros grandes corpos d’agua, desta feereata tratando de ondas mecanicas.

A superficie do mar ou de outros grandes corpogud’a como lagos ou
reservatorios, aberta a atmosfera apresenta-se almemte ondulada devido as
perturbacdes no plano da agua originadas de dsvemssas. Estas ondas séo resultado
da acgéo conjunta de forcas de deformagéao (peréimhpacrestauracdo atuando sobre a
superficie. Por um lado se tem forcas atuando soffitedo, que tendem a deforma-lo,
originadas por acao do vento, de tempestades,rgescque caem no meio fluido ou de
rupturas no fundo do oceano devido ao tectonismqioe outro, se tem a acao da
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gravidade, da tenséo superficial do liquido e daafale Coriolis que, em conjunto,
agem para restaurar ou manter o nivel da supericidluido. Sem as forcas de
deformacédo as ondas nédo séo criadas, mas umaiagas;ras forcas de restauracédo sao
acionadas e sua agao permite que estas ondaspejpagadas.

Os efeitos das ondas de superficie sdo de granuaténcia para o projeto de
obras maritimas e lacustres. Estes sao levado®eta B0 planejamento de portos, de
vias navegaveis, da defesa de litorais, de margets encostas de reservatorios, no
projeto de estruturas offshore, de usinas de gerdedenergia com ondas, etc. Isto
porque as ondas de superficie propagam e transtemmargia fornecida pela fonte que
a gerou para alguma estrutura da linha de costiaouargem, e esta estrutura dissipa,
refrata ou reflete esta energia. Desta forma, [gedeizer que as ondas sao o principal
agente modelador da costa, pelo transporte de sathiBique acarretam e pelas forgcas
que produzem sobre as estruturas maritimas oulesus

As ondas de oscilacdo sdo movimentos periodicosjamas particulas de agua
desenvolvem trajetérias orbitais, e cuja propaga&oenvolve grande deslocamento de
massas liquidas de sua posicéo inicial por ocas&ua passagem. De uma forma geral
a propagacao transporta apenas energia, mas ngodeeconcluir que a onda é soO
energia. Durante a passagem de uma onda ocorreagdes de massa, quantidade de
movimento e energia, ou ainda, ocorrem o transperi@ difusdo de massa e de
quantidade de movimento, bem como o transportdigsgpacao de energia por perda de
calor.

Para transmitirem a propagacao as particulas mategpenas giram ou oscilam
para a frente e para tras, ou para cima e para,baensmitindo energia de uma
particula a outra. De acordo com o tipo de movimeante as particulas realizam as
ondas séao classificadas em longitudinais, trangigeal orbitais, e desta forma existem

trés tipos fundamentais de movimentos ondulat@Ragira 1):

»
» »
» » g

Ondas Longitudinais Ondas Transversais Ondas Orbitais

Figura 1 — Tipos de onda quanto ao movimento dd&pkas (Fonte: Thurman, 1997)

Nas ondas longitudinais as particulas movimentaipasa a frente e para tras na
mesma direcdo da propagacdo da energia. Através oewvimento longitudinal das
particulas a energia pode ser transmitida em tos@stados da matéria (sélido, liquido
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e gasoso). Sao exemplos de ondas longitudinais\@@scsonoras e a onda da mola
(alternadamente distendida e comprimida). Nas ohndasversais a energia viaja na
perpendicular da direcao de vibracdo das partichlste tipo de movimento transmite-

se apenas nos solidos. As ondas orbitais tém uninmeato que combina o das ondas
longitudinais e transversais, segundo orbitaisu@res ou elipticas. Estas ocorrem ao
longo da interface entre dois fluidos de densidalifesentes (liquidos ou gases). O caso
mais tipico € o da interface atmosfera / oceano. dguas profundas as particulas
movem-se em trajetérias circulares, a medida quyasas tornam-se rasas, a trajetéria

passa a ser eliptica.

2.1. Caracteristicas das Ondas

Existem alguns importantes parametros que servem g@scricdo das ondas.
Estes sdo o comprimento, a altura e a profundidadauperficie livre ao fundo. Todos
0S outros parametros, como a velocidade e a acéterda propagacéo, podem ser
determinados a partir destas quantidades. A Fgunastra um esquema bidimensional
de uma onda propagando-se na direcéo x.

Esta onda apresenta partes altas chamadas ceigiages baixas chamadas vales
ou cavas. A diferenca de altitude entre cristasvag € a altura da onda (H). A distancia
horizontal entre dois pontos homdélogos (cristaalesvsdo homélogos) consecutivos € o
comprimento de onda (L). E comum para descrevepdmento das ondas o uso dos
eixos coordenados localizados sobre a superficiagda em repouso, desta forma a
profundidade da onda é dada pela ordenada z(xa)p@fundidade total é dada pela

soma desta com a altura da superficie livre emusp¢h).

»
|

crist®

t° TR AN,
|/ \ 4 \/ \X

h vale

Figura 2 — Caracteristicas das ondas

11



Outras grandezas caracteristicas de uma onda si&ali@dade da onda, que € a
relacdo entre a altura e o comprimento (H/L), dquker (T) da onda, que é o tempo
gasto para passar uma onda completa (para passaromnprimento de onda), a
frequéncia (f), que € o nimero de comprimentos ri#a aue passam em um dado
tempo (f =1/ T), e a velocidade de propagacamrtia ou celeridade (v), que € a
relacdo entre o comprimento da onda e o periodol(V T = L f). E importante n&o
confundir a velocidade das particulas da agua coceleridade da onda, que € a
velocidade com que a crista se propaga.

A celeridade da onda depende muito do meio ondestéase movendo, sendo
maior quanto mais denso o meio. A Tabela 1 nos mmostleridades médias de

propagacao das ondas em diferentes meios.

Tabela 1 — celeridades médias de propagacao das enddiferentes meios

Meio material Celeridade (m/s)
Ar (0°C ; 1 atm) 331
Hidrogénio (idem) 1284
Agua (20°C) 1482
Granito 6000
Aluminio 6420

A Figura 3 mostra as relacdes entre comprimentordia, periodo e celeridade
das ondas quando em aguas profundas, mostrandoaceleridade pode ser obtida a

partir das caracteristicas basicas.

- _ . , 306 (100.4 i)
— 1 | - ‘E:JF’-F 27.8
; T %R0
L N p—"15 | 722 (72,8 1t/s)
L | Perodo < 13- | 19,4 Celeridade
P (L - _ | 166 (W's)
IE —| 4
L 5 138
a (s . - — 1110
Ay | | 8.4(27.5 i's)
Vi - I | 58
] .
Lr.: - t ! 2.8
i 0.0
L] 100 200 300 440 504 600

Comprimento da onda (m)

Figura 3 — Celeridade de ondas em aguas profuR@asel Thurman, 1997).
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Através do gréafico, sabendo um dos elementos eaistitos da onda € possivel
saber 0s outros. Assim, uma onda com um periodsggundos tera um comprimento
de onda de 100 m e uma celeridade de 12,5 m/s.

No movimento ondulatério em aguas profundas de anda ideal, as Orbitas
circulares das particulas de agua tém um diamgtra & altura da onda. Quando uma
particula esta na crista da onda, move-se no mesmtalo da propagacdo da energia,
quando esta no vale, move-se no sentido inversovefRxidades e os diametros das
Orbitas das particulas diminuem com a profundidadaixo do nivel da agua em
repouso (nivel médio entre a crista e o0 vale)ogh®nto em que a movimentacao das
particulas cessa completamente. Isto ocorre a wofangidade igual a metade do

comprimento de onda. A Figura 4 mostra a propagagiondas orbitais em aguas

profundas. L

Propagacao da onda

Figura 4 — Propagacao de ondas orbitais (FontemnTdmy, 1997)

A Figura 5 mostra a velocidade das particulas de onda progressiva em aguas
profundas. Observe que nas cristas elas apresentanesmo sentido que o de

propagacao da onda e nos vales elas apresentaridmsgposto (Dean, 1984).
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Diregédo de propagaciio

——

da onda progressiva

P

Figura 5 — Velocidade das particulas de uma onalgrgssiva (Fonte: Dean, 1984)

Nas ondas de gravidade as aceleracbes verticaipattisulas de agua sao
significativas, e aproximam-se da ordem de mageitdd aceleragédo da gravidade,
podendo atingir valor de 0,1 a 0,2 g nas maiorea®KAlfredini, 2005).

Cabe destacar ainda que as velocidades das pastitalagua estao relacionadas
as amplitudes das ondas e suas velocidades dedaseleridades estdo relacionadas
com a profundidade da agua e o comprimento de oBda.dguas profundas, as
velocidades das particulas sdo pequenas em corapasaceleridade da onda, ja em

aguas rasas estes valores estdo préoximos (Alfr&fiab).

2.2. Classificacédo das Ondas
Ja foi visto a classificacdo das ondas quanto ao deepropagacao (mecanicas e
eletromagnéticas) e quanto ao movimento das plsi¢longitudinais, transversais e

orbitais); neste item serdo vistas outras classifies.

2.2.1. Quanto ao periodo ou ao mecanismo de restagio:

Quanto ao periodo, isto €, o intervalo de tempoagoeda leva para percorrer seu
comprimento, as ondas sdo classificadas em ondasplkaridade, de gravidade ou
mares.

As ondas de capilaridade sao aquelas que possuédgeede até 0,1 s. Nestas, a
acao restauradora se deve a tenséo superficialndas de gravidade sdo aquelas cujos
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periodos variam de 0,1 s a até alguns minutoss guais a acao restauradora se deve a
gravidade. As ondas geradas por terremotos ou @egpgulcanicas submarinas
(tsunamis), bem como os maremotos gerados por fmdsrmeteoroldgicos de grande
escala como os furacGes séo outros exemplos de odedgrandes periodos (da ordem
de minutos). E as marés sdo ondas com periodo2 @28 horas nas quais a acao
restauradora se deve a forca de Coriolis.

As ondas de gravidade sédo as mais importantesstiudos de hidraulica maritima
e de grandes lagos, sendo mais frequentes os perflmd5 a 15 s. Estas sdo do tipo
externa quando se propagam ao longo de uma suedifife ou do tipo interna quando
ocorrem no interior de um fluido estratificado. Asdas de gravidade ainda sao
chamadas de inerciais quando sédo longas (periodmsdes) a ponto de serem
influenciadas pela rotacdo da Terra.

Apesar da grande variacdo do espectro de ondasocaamperiodo, nem todos os
periodos estdo presentes em um dado local em urn oethinte, mesmo que
normalmente muitos periodos coexistam ainda quexa® niveis de energia. A analise
detalhada de uma série historica de niveis d’aguara ponto de uma baia pode, por
exemplo, mostrar a superposicdo de ondas de vent@ d 6 s, de perturbacdes
meteorolégicas com periodos de 1 hora e de umacoaréomponentes de periodo de
12 a 24 horas (Alfredini, 2005).

2.2.2. Quanto a presenca ou ndo de uma forca extarn

Quanto a presenca de uma forca externa as ondasnpser classificadas em
forcadas ou livres. As ondas sdo chamadas forgpaa®io sua existéncia so é possivel
na presencga de uma forga externa de frequénciaeciolah Um exemplo destas sdo as
marés oceanicas que sao constantemente forcadest@alao gravitacional da Lua e do
Sol. Quando estas existem sem a presenca de ugaaeiderna, elas sdo chamadas de
Livres. As ondas longas de gravidade das supefidtes oceanos sdo exemplos de
ondas livres, pois se propagam a grandes distadaiasgido onde foram geradas por

acao dos ventds

2 Alguns autores classificam as ondas de vento como forgadas enquanto o vento esta atuando e
fornecendo energia a onda, e livre apds o vento ndo estar mais atuando (fora da zona de
geracao). Neste ponto a onda atingiu seu maximo (altura, comprimento e velocidade) e segue
se propagando com a energia adquirida.
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2.2.3. Quanto a profundidade da superficie livre emepouso

Quanto a profundidade da superficie livre em repassondas séo classificadas
em ondas de 4guas rasas, de transicao e de 4ghiasips.

As ondas de aguas profundas (deep water waveseotguando a profundidade
€ maior que metade do comprimento de onda; neste eaonda nao interage com o
fundo oceanico, a velocidade da onda é funcdo dgpdmento de onda e a Orbita das
particulas é circular.

As ondas de aguas rasas (ou baixas - shallow waees) sdo ondas cuja
profundidade € inferior a 1/20 do comprimento ddaorincluem-se nesta categoria as
ondas geradas pelo vento quando se aproximamtdadm costa, 0os tsunami e as ondas
de maré geradas pela atracdo do Sol e da Lua. Bgaduda interacdo com o fundo, a
sua velocidade aumenta com a profundidade e aadilbs particulas é eliptica muito
achatada que se aproxima da oscilagéo horizontal.

As ondas de transicdo (intermediate water waveg)ntacem quando a
profundidade é inferior a metade do comprimentoodda, mas superior a 1/20 do
comprimento de onda. A sua velocidade € controtadaparte pelo comprimento de
onda e em parte pela profundidade. Sua Orbita éealipse que vai se achatando para o
fundo. A Figura 6 mostra a orbita de movimento plasiculas em ondas profundas, de

transicao e rasas.

—

Propagacao da onda

Aguas Transicéo

Figura 6 — Movimento orbital de ondas lineares (ieede Airy) em aguas profundas, de
transicao e rasas (Fonte: Alfredini, 2005)

A medida que as ondas se aproximam da costa e tesnwomprofundidades

menores que a metade do comprimento de onda, asentla o fundo e em sua base a
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friccdo comeca a remover energia da onda, atrasan@eenores velocidades). Na
verdade existem duas ac¢des ocorrendo sobre alvlbdana perda de energia por atrito
com o fundo e uma concentracdo da energia da oondeelpvacdo do fundo. O
movimento das particulas de agua transforma-se lseg achatadas, e a partir do
momento em que o efeito de concentracdo de engogialevacdo do fundo supera o
efeito de perda de energia por atrito, hA uma ésplc compressado das cristas das
ondas (estas tornam-se estreitas e pontiagudasvalesstornam-se curvas largas). A
reducdo de velocidade leva a uma reducdo do comprimde onda e este fato é
compensado por um aumento da altura da onda. Orndoirde altura acompanhado de
diminuicdo do comprimento de onda aumenta a deelde da onda (H/L). Quando esta
declividade atinge 1/7, a onda quebra.

A quebra da onda ocorre porque o contato das plsique se movimentam
proximas ao fundo faz com que haja um atraso destaselacdo as da superficie, que
se movem mais livremente, impelindo, desta formaggdo superior da onda para
frente, ocasionando a quebra. Neste momento, dagiss das particulas cessam e a
movimentacdo é toda em direcdo a praia. Como gaged, a profundidade de quebra é
cerca de 1,3 vezes a altura da onda, ou seja, ndaade 1,5 metro quebra-se quando a
profundidade local atinje cerca de 2 metros (Thmnmi®97). A Figura 7 mostra as

modificacdes sofridas pela onda quando ela se epaocdta linha de costa.

Ondas com comprimento de onda constante Ondas sentem o fundo Swf
‘ e (comprimentos de onda decrescentes) (enda quebrando)
- e S 1 e

P TPy

Velocidade dinumi
Profundidade = 12 Comprimento (altura da onda aumenta)
de onda

R

Figura 7 — Modificacbes na onda quando se aprogiriaha de costa (Fonte:
Thurman, 1997)

A Figura 8 mostra a variacao da altura de uma qu@ado ela se aproxima da
costa (Alfredini, 2005).
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altura da
onda (m) 1.4

agua anbls dgua
profunda intermediaria quebra

/
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,._,--""_
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(%]

h - profundidade (m)

Figura 8 — Variacéo da altura da onda quando sxiapa da linha de costa (Fonte:
Alfredini, 2005)

Devido a perda de energia por atrito, a partir ddéundidade de 50 m a altura da
onda decresce e atinge um minimo de 0,92 m, parde o efeito de perda por atrito
com o fundo se iguala ao efeito de concentracéendegia pela elevacao do fundo. A
partir dai o efeito de concentracédo de energieef@vacao do fundo supera o efeito de
perda de energia por atrito, e a altura volta scereaté a quebra.

Em aguas profundas também pode ocorrer a queloadda isto ocorre quando a
razdo entre a altura e o comprimento da onda (@eda onda) ultrapassar 1/7 ou

guando a crista da onda aproximar-se de um angul@ar.

2.2.4. Quanto a instabilidade hidrodinamica
Quanto a instabilidade hidrodinamica as ondas $dssificadas em estaveis,
quando suas alturas ou amplitudes permanecem diasit® em instaveis, quando suas

amplitudes crescem devido a algum processo de e energia.

2.2.5. Quanto a propagabilidade

Quanto a propagabilidade as ondas séo classifieatdagsrogressivas, quando se
movem em relagcdo a um ponto fixo, definindo um rutagropagacéo e reproduzindo-
se no tempo e no espaco; e em estacionarias, quagmdsentam velocidade de fase
(celeridade) nula. Nestas as particulas continuam\aer-se na horizontal e na vertical,
mas nao existe o movimento circular que se vé nanda progressiva. As ondas

progressivas ainda sdo chamadas confinadas (traypexs) quando estdo aprisionadas
18



ao longo de alguma direcao; como, por exemplonda®formadas por embarcacdes,

que se propagam na direcéo definida pela geonustreambarcacao.

2.3. Modelagem de Ondas Gravitacionais de Superfeci
2.3.1. Hipoteses basicas adotadas na modelagem dedas gravitacionais de
superficie

Em geral o fendbmeno de ondas de oscilacdo é complakficil de ser descrito
matematicamente devido as caracteristicas de mé@aridade, tridimensionalidade
(principalmente na zona de geracdo) e aleatoriedadprincipal forca atuando no
mecanismo de restauracdo as perturbacdes de amalasra forca de gravidade, mas
também atuam a tensédo superficial e a forca deolixorAlém disto, estas se propagam
em um fluido viscoso, sobre um fundo irregular deneabilidade variavel.

Contudo, para um grande numero de aplicacbes denkaga podem ser
formuladas algumas hipéteses basicas que simplifc@roblema. O importante nestes
casos é saber as limitacdes e o campo de aplidacamdelo conceitual fisico adotado
para descrever a situagao real.

As principais hipoteses basicas adotadas na madeldg ondas gravitacionais de
superficie sao (Alfredini, 2005):

» A agua é um fluido homogéneo e incompressivel,aptot de massa
especifica constante;

No caso mais geral a densidade de um fluido é tudgdposicao no espaco, da
temperatura, da pressdo e do tempo. Porém para iarianalos liquidos e
particularmente para a agua, pode-se consideracanpressibilidade como valida.
Tomando o espago como isotropico e homogéneo enpetatura como constante,
como a agua possui um alto médulo de compressiblitidrolumétrica (E = 2,07 x 10
N/m?) 3, os efeitos da pressdo sobre a densidade saeHiesis, uma presséo de®10
N/m? produz uma variacdo de densidade da ordem de 6 @@&%ehaueté, 1976).

Para levar em conta a variagdo da temperaturacisprdestacar primeiro que ao
contrario da maioria dos liquidos que se dilatamm @baumento da temperatura e se

contraem com a reducdo desta, a agua possui umaabaao comportamento geral

® Para se ter uma base de comparacdo, no aco E = 2,1 x 10™ N/m”. Pode-se dizer que a

compressibilidade volumétrica da agua é muito baixa, da ordem de (1/E) = 4,6 x 10® atm™.
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entre 0°C e 4°C, se contraindo e chegando & delesidmima a 4°C (1 g/cin A partir
dessa temperatura ela comeca a se dilatar, masiagdes de volume sao muito baixas
(a densidade decresce cerca de 0,03% por °C dentmohe temperatura). A Tabela 2

mostra as varia¢des de densidade da agua com artgarg.

Tabela 2 — Varia¢oes de densidade da agua compaitetra

T (°C) d (g cm®) T (°C) d (g cm®)
10 0,999700 20 0,998203
11 0,999605 21 0,997992
12 0,999498 22 0,997770
13 0,999377 23 0,997538
14 0,999244 24 0,997296
15 0,999099 25 0,997044
16 0,998943 26 0,996783
17 0,998774 27 0,996512
18 0,998595 28 0,996232
19 0,998405 29 0,995944

» Podem ser desprezados os efeitos restauradoressd® tsuperficial,

Este fato é aceitavel para comprimentos de ondarisups a 2 cm e periodos
superiores a 0,1 s (Alfredini, 2005), o que est&deto para o caso de ondas de
gravidade.

» Podem ser desprezados os efeitos restauradores;dalé Coriolis;

Isto estd correto para frequéncias de onda muipersaes a freqiéncia de
Coriolis, caso onde podem ser desprezados os ®fddorotacdo da Terra (Kundu,
1990). Este fato exclui ondas muito longas comoratas de maré da analise e esta
perfeitamente valido para ondas de gravidade.

Pode-se dizer que estas trés hipbteses sdo aceipam quase todos o0s

problemas de propagacao de ondas de gravidade.

» A onda modelada né&o interage com outras;
Ao se observar a variacdo do nivel médio do mavés;, por exemplo, das
leituras de marégrafos (instrumentos que permitedima variagdo do nivel das aguas
num determinado local) se verifica que o graficoaéecido com o da Figura 9. Este

grafico mostra o resultado da interacdo de variada® com diferentes direcdes e

4 AV = - 1/E Vy AP. Assim, AV / V, = -4,6¥10° atm™ x 100 atm = 0,46%.
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sentidos; entretanto, pode-se modelar as ondasidodimente sem considerar as
interacOes e posteriormente modelar o produto @aaigio destas ondas individuais. A

Figura 10 mostra uma onda complexa resultantetdeagfio de duas ondas sinusoidais.

n g

Tempo t

Figura 9 — Variagdes da superficie livre em um myafé (Fonte: DEAN, 1984)

ANVARA
U U U Tetnpo,

nma

n,m 4

w M N
\/\/ \/"\/\./ Tempo, 1

Figura 10 — Onda complexa resultante da interag&tuds ondas sinusoidais (Fonte:
DEAN, 1984)

1.0 §

» A pressao na superficie livre é uniforme e constéatimosférica);

As variacOes de pressdo atmosférica causam umedasuabi nivel do mar nas
regides de baixas pressdes, uma descida nas relgi@tss pressoes, e, de forma geral,
um equilibrio hidrostatico da coluna agua/atmosfers zonas circundantes. Quando as
diferencas de presséo sdo grandes entre pontampgtelevados gradientes), como o
gue acontece nos ciclones tropicais, o efeito des@io pode significar uma variagdo do

nivel do mar de + 1,5 m (Wikipédia, 2004). Entrédaem ondas livres, estas variacdes
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Sa0 menos importantes e se pode considerar a ress® constante na maioria dos
casos.
» A agua € um fluido ideal em que os efeitos viscasmsdespreziveis;

A viscosidade de um fluido € dada pelas forcastd® anternas (coeséo entre
moléculas) que impedem as diferentes camadas ido fli¢ escorregar entre si. Assim,
esta € uma medida da resisténcia interna de motandmn fluido. Pode-se avaliar a
viscosidade de um fluido medindo as forcas de terexsire duas placas.

Desta forma a viscosidade leva a uma forca reaigjive pode ser imaginada
como uma forca de atrito agindo entre as partesnddluido que estdo se movendo a
velocidades diferentes. O fluido muito perto dodonpor exemplo, se move muito
mais lentamente do que o fluido no centro enttiendd e a superficie livre.

Uma outra forma de enxergar a viscosidade de uiaoflé entendé-la como uma
medida de quanto ele adere. Por isso a agua éuinho tom pequena viscosidade, e
fluidos como xampu, o 6leo ou o0 mel possuem dedsglmaiores. Cabe ressaltar que a
viscosidade depende da temperatura; sendo, naledéguidos, menor quando maior a
temperatura

Mesmo que a viscosidade da agua seja pequena, aummire um grande
gradiente de velocidade entre os elementos cortidaaim fluido os efeitos desta ndo
podem ser desprezados. Isto ocorre, por exempdmdguum jato é introduzido no meio
de um fluido, quando uma corrente passa por um Ipeibcamente parado, ou na
interacdo de um escoamento com um soélido a umalgnagliocidade relativa. Fora da
camada limite que se forma nestes casos ou quandéeitm da quantidade de
movimento é muito grande como no caso das ondastailmicdo da viscosidade na
agua pode ser desprezada.

Esta consideracdo € importante, pois permite gsasueplificacbes na equacao

de conservagdo da quantidade de movimento (momgmuena conduzem a equacao

® Cabe ressaltar que mesmo que sejam eliminados os efeitos da pressdo atmosférica (uniforme
e constante), das ondas e das marés, ainda existiria uma variagao espacial no nivel do mar
devido as variacBes no campo gravitacional. Estas variacbes de gravidade ocorrem porque a
superficie do planeta ndo é absolutamente esférica. Existe o efeito do achatamento polar,
multiplas irregularidades devidas a topografia e as diferencas na densidade dos materiais da
crosta e do manto. Para fazer face a estas dificuldades de generalizagéo e criar uma superficie
de referéncia uniforme (um datum extensivel a toda a Terra), foi criado o conceito de geoide,
uma superficie ideal que corresponderia ao nivel médio do mar num planeta ideal, com um
campo gravitico uniforme, onde o Unico desvio em relacdo a esfericidade perfeita fosse o

achatamento polar (Wikipédia, 2004).
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de Bernoulli, e porque também permite a restric@® \trticidades no meio fluido as
camadas limites nas proximidades dos contornosuplerfécies solidas, do fundo e da
superficie livre. Isto €, permite considerar queEscoamento € praticamente irrotacional
no meio fluido.
» O escoamento na agua é irrotacional,

Na verdade, dentro da camada limite que ocorrgor@smidades de contornos
sélidos, do fundo e da superficie livre, o escoamérrotacional. Nos contornos solidos
e no fundo, devido aos fortes gradientes de vedol@s que variam de zero (condi¢ao de

nao deslizamento) a um valor qualquer v pouco gciéra-se tensdes cisalhantes da

forma 7,, :/Jau gue induzem a difusdo de vorticidades e tornagsamamento

oy’
rotacional dentro da camada limite.

Segundo Philips (1980), na regidao da superficiee [ do fundo, a difuséo de
vorticidades pode ser considerada como limitadaa pequena espessura. Desta forma,
0 amortecimento da energia da onda causado pompesta ser considerado pequeno e o
escoamento pode ser considerado como irrotacional.

A condicao de irrotacionalidade é representadaquglacao:

o=0xV =0 (2.1)
Em coordenadas cartesianas:
- —[(owW/ _ov ou/ _ow ov/ _ou
Vv =[O -0%)).0%), - 0.0, 5] (2.2)

a%y_a%zzo Yoz~ Yox =0 a%x_a%yzo (2.3)

Isto equivale a desprezar os efeitos viscoso®etados 0s movimentos gerados a
partir da condicdo de repouso devido a influénedatcas naturais externas como o
vento, a gravidade, a pressdo e correntes em oenbdsrnos.

Mas a principal consequéncia desta premissa é msiabelecer um campo de
potencial, ou ainda, poder obter o vetor velocidagertir do gradiente de um escalar
chamado potencial de velocidage Nestes casos 0s escoamentos sao chamados
potenciais:

V=0Ogp (2.4)

Em coordenadas cartesianas:

® No caso de gases é o contrario.
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L= YD deXy.D). g% y.D) 25
EY & o

A componente da velocidade em qualquer direcédo da qeela derivada do

potencial nessa direcéo:

v =2 -t (2.6)
or

Onder é o vetor unitario nessa direcao.

Qualquer funcdo que nao dependa das coordenadasaspode ser somada ao
potencialgp sem afetar o campo de velocidade; esta funcadesmpnte muda o nivel
de referéncia a partir do qual € medido o poteneml qualquer ponto do dominio
fluido, e ndo afeta a velocidade dada pelo graeliedd potencial. No caso de
vorticidades na superficie livre induzidas por wsmu correntes fortes que causem um
anico grande vértice na massa liquida, € possigtdrohinar uma fungdo potencial
devida a forca externa a ser somada na funcéo gatel® onda para posterior uso de
uma solugdo numeérica, por exemplo, pelo Métoddedesentos de Contorno.

» O leito é horizontal, fixo, impermeéavel, o que imalque a velocidade
orbital vertical junto ao leito é nula.

Na verdade os leitos do fundo dos oceanos sao vewmiée permeaveis,

principalmente no caso de aguas rasas.

Outras hipéteses simplificadoras serdo adotadateadas de solugéo analitica do
problema de valor de contorno resultante das hsp8tesupracitadas, principalmente
para conseguir uma solucdo analitica da condicamu®rno da superficie livre. Estas

serdo apresentadas no item teorias analitica®pédes de gravidade.

2.3.2. Equacdes governantes da dinamica dos fluidesa obtencéo das equacdes de
Laplace e de Bernoulli a partir das hipoteses simficadoras

As equacdes governantes fundamentais da dinamg#ludos sdo as equacoes
da continuidade (conservacdo de massa), consendggdpantidade de movimento

(momentum — 2a Lei de Newton) e conservacao dgyen@ra Lei da Termodinamica).
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Estas e a equacdo constitutiva ou de estado (Ldleseton da Viscosidadg para o
caso de fluidos ndo newtonianos, proporcionam unjuoto de equacdes suficientes
para resolver as variaveis dependentes do fluidomemimento, isto é, para se obter as
componentes da velocidade do fluido, a presséensidhde e a temperatura.

A formulacdo matematica do Problema de Valor det@apo e Inicial (PVCI) de
ondas se propagando na superficie livre inclui tergifio de uma equacgédo diferencial
governante e das suas condicdes de contorno. Aemsessumidas as hipoteses
simplificadoras, as equacdes diferenciais obtidgsarir dos principios béasicos de
conservacao tornam-se mais simples.

As equacgOes diferenciais governantes do problemsaoddidas a partir das
equacOes fundamentais da dinamica dos fluidoss Estacipios de conservagao sao
aplicados a um elemento infinitesimal no escoamaesémdo as descricbes Lagrangeana
e Euleriana, isto €, considera-se o volume do elermificientemente pequeno para ser
considerado como uma patrticula (Lagrangeana), of@sentemente grande para conter
um elevado namero de moléculas, de forma que ddlpbssa ser observado em um
ponto do meio continuo (Euleriana). Neste métoddesericdo se calcula o campo de
velocidade¥do padréo de escoamentt(X,y,z,t)) e naquele se calculam as variacées de
velocidade que a particula experimenta quando se mo campo\{(x,t)). A Figura 11

mostra os métodos de descricdo Lagrangeana edhaeri

§ (b) )

(a) V(ty) V(X,y,z,%)/

y //@”_*\ //
1ot
X dv // - .

V(X,y,zZ,t

e’ dv (x,y,z,t)
*\\_-e—/
V(t
av (to)

Figura 11 — Descri¢Oes Lagrangeana (a) e Eule(@na

av +0Ov!
"o =2uDonde: D = — e para escoamentos de Couette: T = /Jau dy-
® De press&o ou de qualquer outra propriedade do fluido.
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2.3.2.1. A Conservacgao de Massa e a Obtencao dec&gde Laplace

Em um fluido real a massa deve ser conservadagjséta ndo pode ser criada
nem destruida.

A massa de fluido atravessando uma certa supepiicienidade de tempo recebe
o nome de fluxo de massa através da superfici@oEatfluxo de massa através de uma
superficie infinitesimal orientaddS é dado por:

dQ=pVmMdS=pV, dS (2.7)

Onde:p é a massa especifica do fluido, admitida constant o vetor velocidade; e
ndS é o vetor normal a superficie, cuja magnitudeagea do elemento de superficie
infinitesimal.

A equacédo 2.7 também poderia ter sido obtida ardeédefinicdo da densidade

do fluxo de massa como a massa fluindo atravédimmo da superficie por unidade

de area:

0Q

=% = 2.8
=3 n (2.8)

Cabe destacar que para um problema de escoameietaciph uma vez que a
velocidade pode ser calculada a partir do potemt®@alelocidadesp, a densidade do

fluxo de massa é definida como:

q= ,06—40
on (2.9)
O desenvolvimento matemético do principio da comsgEo de massa leva a
equacdo da continuidade. Este desenvolvimentote@ ddotando a descricdo euleriana
do fluxo de massa através de um volume de conthofégura 12 mostra esta descri¢cao

para o caso do fluxo na direcéo x.

z dv

oa,
y qx | e— dzg | e— qx+ qAXdX

X " dx

Figura 12 — Fluxo de massa segundo a dire¢ao x

O fluxo de massa por unidade do tempo no volumeesiar, através da primeira

face perpendicular ao eixo x é:
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dQ, =q,(dyd? (2.10)
O fluxo de massa por unidade de tempo saindo peta face perpendicular ao
eixo X é:

_ A,
de - (qx + X

dx)(dyd?) (2.11)

Onde:q, é a densidade do fluxo nessa direcéo.
O balanco de massa, na direcao x, da a quantidadsadsa fluindo para fora do

volume elementar por unidade de tempo nessa direcéo

X A
dQ, =dQ,; —dQ =—*dxdydz=—*dQ 2.12a
Q, =dQ, ~dQ =~ dxdydz=— (2.122)
Analogamente para as outras dire¢des se tem:
28 A
dQ, =—~2dQ 2.12b e dQ,=—2dQ 2.12c
Q kY ( ) Q, s ( )

Como a taxa liquida de massa fluindo através darSoje do volume elementar
dQ por unidade de tempo esta dada pela soma dasboigies nas trés direcoes, esta é

dada por:

aq, 249, Jdq
dQ, = (= +—2+-2)dQ =001 dQ 2.13
Q (oﬂ,X y o”’z) [y (2.13)

Onde0 e o operador divergente oe= (q,,d,,d,) -

Escrita em termos do vetor velocidade a equac&fiea:
dQ, =0pV) dQ (2.14)
Se ainda existirem fontes dentro do volume elemgatanassa que esta sendo
injetada na regido de fluido por unidade de tengpa dada por:
dQ, =p dQ (2.15)
Ondep denota a distribuicdo volumétrica de fontes desaas

SejadQ, a quantidade de massa acumulada no volume elenteaarmpor:

dQ, = %(p dQ) (2.16)

Pelo principio de conservacdo da massa, a taxddigie massa fluindo através da
superficie do volume elementar é igual a taxa desma&endo produzida dentro do
volume menos a taxa de acumulagdo de massa dentnesino, e desta forma se obtém

a equacao da continuidade:
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dQ, =dQ, -dg,

Ope V)dQ :udQ—% dQ
Op V):ﬂ_§ 2.17)
t
Aplicando as hipoéteses simplificadoras chega-spiagio de Laplace.
Quando o fluido é incompreensivgh, € uma constante e a equacdo da
continuidade reduz-se a:
o= (2.18)
Jo,
Quando o fluxo € irrotacional, o vetor velocidadel@ ser obtido a partir do
potencial de velocidade, de forma quie= Og@ e tem-se a equacao de Poisson:

2 2 2
D2p-F =0 ou 2 2+99,99 K (2.19)
&KX A p

OndeJ%gp é o operador Laplaciano.
Quando nao existem fontes no dominio, isto €, quandensidade volumétrica da

fonte se anula, tem-se a equacgao de Laplace:

2 2 2
09,99,90_, (2.20)

O0%°p=0 ou x

2.3.2.2. A Conservacdo da Quantidade de Movimento@btencdo da Equacédo de
Bernoulli
As Leis de Newton do movimento dizem que para uimec@lo qualquer, por

exemplo, x:

D F,=ma, (2.21) e > M =l (2.22)
OndeZFX € 0 somatorio das forgas na diregdo x, m é a massa a aceleracdo da
particula na direcao xz M, é o somatorio dos momentos em relagéo ao eixQ &,0

momento de inércia &, é a componente da aceleragcdo angular na dire¢ao x.
Por definicéoa, = d ud t onde u é a velocidade na direcdo x. Como a \addel
é funcéo do espaco e do tempo (u = u(x,y,z,tlta, dsrivada totap%t € dada por:
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du/ _ou ou/ o 0 0 0 0
At“ AtJ’ Ax /thJ’ %y /thJ’ 0z 5)
dudt:a%t+ a%xtﬁa%y\ﬁa az"") (2.23)

Assim, a aceleracdo total em uma direcdo x € cotmmles dois tipos de termos,

um que é a aceleracao |0C%%t gue mostra a variagdo de u em um ponto com o

tempo (Euleriana), e um que é a aceleracdo comaecfue mostra as mudangas de u

- - . ou ou
devido ao movimento como particula (Lagrangea(waajéxu + Ayv+ AZW)

Quando forcas externas tais como aquelas devidm a&campo gravitacional,
eletromagnético ou outros atuam sobre um elemeatfiudlo, sdo formadas tensdes

normais ou pressoées e tensdes cisalhantes sobreasiento (Figura 13).

a,
g, Txy <«
Ty 4'“{T
V4 T,/ SV TV Xz
Tyx yz
<
y Oy < J—» g,
v
T
yz - T
X 4 ""!" T,y ¥
zy v
Iy,
—» g,
O, Txy

Figura 13 — Tensdes atuando em um elemento defluid

Aplicando a conservagao do momento angular emédelag eixo z tem-se:

zMzzlzwz
_ 07y d d 07y, d d
ZMZ—(ryx—a—y" %j dxdz %+[ryx+a—; %j dxdz/y;
1, d a7, ¢ B
—(w s %j dydzd%—(rxy— s %j dyd,= ko,

r,, dxdydz-r,, dxdydz Ao,

1, dxdydz-r, dxdydz [( %2,0( dx dﬁl) dxd%ﬁg (2.24)
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Por contradi¢do ou absurdo prova-se gye=r7,, . Supondo que a diferenga do

lado esquerdo seja ndo nula, & medida que o cufioidie torna-se menor, a aceleragéo
angular torna-se maior, isto porque o momento éecia é de quinta ordem e as tensdes
cisalhantes sdo de terceira ordem. Assim, comamde f&r um elemento de fluido tao
pequeno quanto desejado, para que nao se chegibswdo de uma aceleracédo angular
infinita @ medida que o cubo de fluido diminui,ecassario que o termo da esquerda se
anule. Desta forma:

r, =T (2.25)

yX Xy

Analogamente tem-se , =7, e 1, =7,, , € 0 estado de tensOes reduz-se a

apenas seis componentes diferentes. Trés destatersses normais e incluem a

pressao.
O ="P*7l,, O,=-p+t1, 0,=-p+7T, (2.26)
O-XX +0— +0-ZZ
Onde p= (+j

A tenséo devido a uma forca externa atuando emlemmeato de fluido ndo causa
nenhuma forca liquida neste, a menos que existavariegdo espacial desta tensao.

A equacdo de movimento de uma particula de flumidepser obtida a partir da
Segunda Lei de Newton através de um elemento tiedinnal de fluido com as tensées
atuando nas faces normais ao eixo x segundo aac@ieas mostradas na Figura 14

(descricao Euleriana).

dv

<—
y Z-ZX
Z | A
X O, <f= = |==> O, +aa%xc5<

d v 0
X TZX
Tt %xd(

>
or,,
T, + %Xd(

Figura 14 — TensGes atuando em um elemento d® fhadlire¢do x

Pela Segunda Lei de NewtoE F. =ma,, considerando a massa especifica

constante e quen= p d/ tem-se:
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Jdo ar or
o, —(o, +—dX] dydz+[r —(r +—= dxd# 1 I +—2
[ XX ( XX dx )] y [ yX ( yX dy dﬂ ﬂ ZX_( X d Z

dz dxey

+f pdxdydz= p g dxdyc (2.27)

Dividindo pelo elemento de volumédydz tem-se a equacdo do movimento do

fluido da direcdo x dada por:

or
A AL AT (2.28)
X dy 0z

pa, =

Onde f, é a componente da forca liquida por unidade denvelna direc¢éo x.

Escrevendo a equacgéao 2.28 em funcéo da aceleragisiderando a pressao:

or
S YA PN A + f, (2.29)
P X plL Idx Jdy 0z

Se for adotada a hipétese simplificadora de flumliscidio, isto €, se as tensées

cisalhantes sé@o consideradas nulas, a equacaoret@dnas equacdes de Euler do

movimento dos fluidos n&o viscosos.

- _Lop f, (2.30a)
P I X
Analogamente, para as outras direcdes:
a,=-19P (2.30b)
pay
a=-19P L (2.30)
poz

Na forma vetorial:

a=-L0p+f (2.31)
0

Logo ndo é a pressdo devido a uma forca externa, sima um gradiente de
pressdo que causa uma forca liquida a ser equditibpala gravidade ou por alguma

outra forca externa de restauracao do equilibribbguido.
Em termos de velocidade, isto €, adotando-se aid@sd agrangeana do fluido

como patrticula, tem-se:

ﬂ + a_um+@|]/+ﬂ'l|:vv :_l_p + fx (2.32a)
dt 0 X oy 0z p o X

Analogamente para as outras dire¢des:
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dv +(—m+—w+—[wj __19p (2.32b)
0 P

aw  [OWy,  OWy, OWy, | 1P ¢ (2.32¢)
dt 0 X oy 0z

Este é um conjunto de equacdes diferenciais néarks que tém como incognitas
as componentes, v e wda velocidade, bem como a prespaPara solugéo do sistema
ainda é necessario o0 uso da equacao da continuidade

Na forma vetorial:

da_,_\t’+ (VI)V = —D(g) +f (2.33)

A equacdo 2.33 descreve a producdo local de gaaetide movimento em
termos das fontes:(V )V , que representa a convecgdo de quantidade de maam
por movimento de fluido;-O(p/ p), que representa a variagdo da quantidade de
movimento originada nas forgcas normais de pressdq;que descreve a producdo da
quantidade de movimento pelas forcas de volumegistle gravidade ou de inércia.

No estudo de ondas, o sistema de referéncia éhadzotle forma que a
aceleracao da gravidade atue na direcdo negatigxda.

No caso de ondas de gravidade a forca de volumend@ddunas particulas de
fluido é dada por:

f =(0,0,-g)
Onde g representa a aceleragéo da gravidade.

No caso de "Sloshing" em tanques, o sistema deerefia vinculado ao tanque é
ndo inercial quando o tanque esta acelerado; agmio, principio de D’Alembert
introduzem-se forcas de inércia iguais a menosete@cao forcada como forca de
volume adicional, e a for¢a de volume total fica:

f=(-A.-A,-A-0
Onde A =(A, A, A)e a aceleragao do tanque com respeito a um sistemederéncia
inercial.

Considerando a hipotese simplificadora de fluidot#écional, as equacdes de

Euler podem ser escritas em termos do potencieéldeidade. Considerando ainda que
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o fluido seja incompressivel, as equacdes de Eldpois de integradas, recaem na

equacao de Bernoudli

o¢  1,.0¢ 2,0\ P oo
3t 2[(6x) (y) +(a_z)]+5 fox=f,y-f,z= ¢} (2.34)

Ondec(t) é uma constante de integracgéo.

Em termos das componentes da velocidade
2 M ()7 )+ 2= fe ty= 2= ) (2.35)

Na forma vetorial:
K lyra Pt gt y-f, 2=t (2.36)
a 2 P

Esta equacdo mostra que, uma vez conhecido o cdempelocidade, a presséo
fica determinada em todo o dominio a menos de wnatante para cada instante de
tempo.

Como c(t) ndo se soma ao gradiente de pressdo, pode sethigac

arbitrariamente, como por exempdft) =0, sem afetar o movimento de fluido. Isto
equivale a incorporae(t) no potencialp, o que altera o potencial através do fluido na

mesma quantidade, sem mudar as velocidades, gpa&l@nte de potencial mantém-se

invariante.

Pode-se definir uma fungéo f(t) tal que—— A (t) =c(t)

Assim, a equacao de Bernoulli pode ser escrita como

(¢_+ (1)) + = [(u) +(v)2 + (w)? ]+ - fx-f,y-f,2=0 (2.37)
A P
Pode-se definir ainda um potencial (x,y,zt) =@(x,y,zt)+ f(t € assim a

equacéao de Bernoulli pode ser escrita como:

M+l[(u)2 +(V)2 +(W)2] +£_ fo_ fyy— fZZZO (2.38)
a 2 P

E a equacdo de Bernoulli que sera usada parazaualicondicdo de contorno

dindmica da superficie livre na modelagem da pragég de ondas de gravidade

°A equacado de Bernoulli poderia ter sido obtida diretamente pela equacdo de Navier-Stokes,
que é a equacao geral para a dinamica de um fluido viscoso, adotando as simplificacBes de
fluido inviscidio, incompressivel, com escoamento ao longo de uma linha de corrente.
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adotada neste trabalho. Para obtencdo desta equémaadotada a hipdtese
simplificadora de que o fluido € inviscidio, istp gue as tensbes cisalhantes sdo
despreziveis. Entretanto, em alguns casos especiiis efeitos dissipativos da
viscosidade sdo importantes. Como no caso do movardas particulas de fluido nas
ondas préoximo a quebra.

Nestes casos, os efeitos dissipativos podem seidesados somando um termo

extra Mp na equacdo de Bernoulli, ondd € o coeficiente de amortecimento de

Rayleigh.
(¢') 1 p
+ = (V)Y +—-fx-fy-fz=M 2.39
o VT Xy hz=Mp (2:39)

Considerando que a derivada material@é dada por:D%t:a¢at+V2, a
equacao 2.39 pode ser escrita em forma Lagrangeana:

Dp_,1y2_P, f x+f y+f z—-Mp (2.40)
Dt 2 0 Y

2.3.3. O problema de valor de contorno para ondasedgravidade

Matematicamente, os problemas de ondas superfip@iiencem ao tipo de
problemas de valor inicial, de forma que para deter os campos de velocidades e
pressao em algum instante, deve-se conhecer amesiadl do sistema.

Desta forma a modelagem de ondas se propagandgedisie livre é realizada
através da formulacdo matematica de um Problem¥atter de Contorno e Inicial
(PVCI), que inclui a obtencéo e o atendimento da equacéo diferencial governante e
das suas condi¢des de contorno.

Em uma regido do fluido limitada por um contorng, @incipios basicos de
conservagdo sao validos. Ao serem adotadas asdgsosimplificadoras, as equacdes
diferenciais obtidas a partir destes principiosaeat na equacdo de Laplace
(conservacdo de massa) e na equacao de Bernaufisgivacdo da quantidade de
movimento).

A solucédo do problema consiste na determinacdo aenpial que atende
simultaneamente a equacéo de Laplace e as condgdiess e de contorno. A Figura

15 mostra a configuragcéo do PVCI para modelagepra@agacao de ondas.
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Figura 15 — Configuracdo do problema de valor dearao e inicial

Tém-se condi¢des iniciais e de contorno a serereadas no fundo, nas laterais
e na superficie livre.

» Condicgdes Iniciais:

O estado inicial no problema da onda esta defipela regido de escoamento
inicial, delimitada pelos contornos do dominio dlie pelas variaveis do escoamento
nessa regido. No caso de canais numéricos € wsyrsr de um estado de repouso,
com a energia sendo fornecida pelo batedor e restapela gravidade. No caso da
modelagem de ondas se propagando em mar abertestado inicial de deformacéo é
fornecido por um modelo de geracdo de ondas deyentde geracdo de ondas por
deslizamento.

» Condic¢des de Contorno Cinematicas:

Em todos os contornos, sejam eles fixos, como modduou livres, como na
superficie da agua, onde a &gua é livre para sendaf sob a influéncia de forgas,
certas condicbes fisicas devem ser satisfeitass peddocidades do fluido. Estas
condi¢cdes a serem obedecidas pela cinemética didsufss de agua do contorno séo
chamadas de condi¢Bes de contorno cinematicas.

A expressao matematica para a condicao de contimematica deve ser obtida
da equacédo que descreve a posicdo da superficieomséitui 0 contorno. Seja esta
superficie fixa ou movel, ela pode ser expresséeemos de expressdes matematicas da
forma F(x,y,z,t) = 0. Por exemplo, para uma eséstacionaria de raio a, a posi¢cao seria

dada por F(x,y,z,t) =+ y* + Z — & = 0. Se a superficie varia com o tempo, entdo a
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derivada total da superficie com relacdo ao tempwlé na superficie, isto &, as
particulas de fluido ndo penetram na superficie seseparam defa
dF(x Yy, z 1 oF aF aF o0F

=0, —+u— +w—=0
dt ot ax ay 0z
“9F _vmF —a—F:V|DF| |OF| = (a—':j oF (a':j
ot ot 0x 6y 0z
—oF
= |DF/(|9t onde A xy z}=0 (2.41)

o Condicao Cinemética de Fundo:

De um modo geral, a condi¢cdo de contorno inferéoregido do fundo é descrita
por z = -h(x,y), considerando a origem localizada nivel da superficie livre em
repouso e que h representa a profundidade.

Uma vez que o fundo ndo se move com o témpe este for impermeavel, as

particulas de agua neste contorno também nao serm@&vassim:

— 09/ _
vin=0 ou 9%/ =0 (2.42)
A equacdo de posicdo para o fundo é dada por:
F(X,y,2)=z+h(x,y)=0 (2.43)
Como:
@| +%J +]k

_UOF _  ox oy

RREIEE

Efetuando o produto escalslrih =0 e multiplicando pela raiz quadrada tem-se:

@u +@v+ w=0 ondez =-h(x,y) (2.45)
ox oy

(2.44)

Na hipdtese de escoamento potencial, a equacadi@a45
@a_¢+@a_¢+a_¢ =0

onde z=- 2.46
ox 0x 0dyody 0z Txy ( )

Para o fundo plano horizontal w = 0 onde z = -{)(X,

1% Uma vez que os efeitos viscosos e a difusdo de vorticidades é desprezada.
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o Condi¢des Cinematicas Laterais:

Nos contornos laterais podem existir condi¢cdes rée tipos: condicbes de
periodicidade das solugbes, como no caso de orgld@®djgas; condi¢des a infinito,
como no caso da imposicdo de repouso ao infinitapredicdo de repouso, ou de
movimento de uma superficie sélida, como no casoardeangque numérico, onde a
parede do batedor esta em movimento e as pard¢degda final estdo em repouso.

No caso de um batedor vertical atuando em um tangoerico de ondas, se 0
deslocamento do batedor puder ser descrito com&egyz,t), a condicdo de contorno

cinematica € dada por:

oS(y, zy OF 1I+§J+a%(
Vb = ot com n=— = (2.47)
- oSy (asj |OF| 240 97 (a 32
ay 0z ay 9z
0S 0S(y, 29
u+v— +vv— onde x v,z 2.48
5t s, A 8 y.2) (2.48)

Na hipotese de escoamento potencial, a equacadicas8

d¢ ,0¢0S  0¢0S _09S(y,zt)
ek s s S st 1 £ onde x=9(y,zt 2.49
OXx o0yody 0zoz A (y21) ( )

No caso de ondas periddicas no espaco e no tempandicdo de contorno &

expressa pela condicéo de periodicidade:
¢(xt) = ¢(x+L,1)
¢(xt) = ¢(x,t+T) (2.50)

Onde L é o comprimento e T o periodo da onda.

o Condicado Cinematica de Superficie Livre:
A equacéo de posicdo das particulas de fluido parSuaie livre pode ser escrita

como:
F(xy,zt)=z-n(xy,t)=0 (2.51)
Onden(x,y,t ¥ o deslocamento da superficie livre sobre o phamzontal onde z = 0.

Desta forma a condig&o de contorno cinematica ssdieesuperficie € dada por:

1 1sto ndo ocorre se forem considerados os casos de terremotos.
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on. on
on —-—ti-—tj+Xk
/8

VD= d com n=of - 9x 0y (2.52)
anY (onY OFL Jrany (anY
(”j 4 0| 4p2 (”j + 9T 142
ox ay 0X ay
Efetuando o produto escalsrin :
_on on . .on -
/t + u +v onde z=n(xY,t) (2.53)
Na hipotese de escoamento potencial, a equacadi@asb3
6¢ _on/ ,9¢0n  0¢on
—+——= onde z=7(xYy,t 2.54
/t 0x 0x 0y ay 7%y (.59

» Condicdes de Contorno Dinamicas:

Uma caracteristica particular dos contornos fixosf&o destes poderem suportar
variacbes de tensdo (pressdo). Entretanto, supsrfirie estdo livres, como as da
interface ar-agua, desde que desprezados os efiitésnsdo superficial, ndo podem
suportar variagdes de tensdo (presséo) e entaonkp a estas para manter a pressao
como uniforme.

p(X, y,7(%, y,1),1) = p,

Desta forma, para superficie livre uma segundaicéadie contorno chamada de
condicdo de contorno dindmica é necessaria paszrprer a distribuicdo de pressao
nesta superficie.

Um interessante efeito do deslocamento da superfimie de ondas é que a
posi¢cdo do contorno superior limite ndo é conheeidaiori, sendo que a presséo é
funcdo desta. Desta forma, existe uma considewdifielldade de se obter solucdes
precisas.

A condicdo de contorno dindamica necessaria parauteacdo da presséo
uniforme ao longo da superficie livre, desde quensitieradas as hipéteses
simplificadoras, € dada pela equacdo de Bernoulin cuma pressdo constante

p, aplicada sobre a superficie livre em qure (X, y,t).
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0. 0p 108, O, Of »_
gz RGN (G () =0

d (2.55)
ou 1y gz+—¢+1(V)2 =0
Jo Jt 2

Ondez=n(x V1
Para ondas se propagando fora da zona de gergga® considerada uma

constante e, usualmente, ao invés de se considgregssdo absoluta, utiliza-se uma

pressdo manomeétrica tal que a pressao atmosféhca a superficie & nulapf =0) 12

e a equacgao de Bernoulli se reduz a:

ap 1
g/7+0.,—f+5(v)2 =0 (2.56)

Ao contrario dos contornos solidos, onde a locafipado contorno é conhecida e
a condicdo de contorno € linear, neste caso a ¢amdie contorno € néo linear. Isto
ocorre ndo apenas porque depende do quadrado atadeele, mas também porque a
localizacdo da superficie livre depende do poténcjae ndo é conhecido com
antecedéncia.

As condic¢des de contorno estatica e dinAmica pasgroombinadas de modo a se

eliminar a variaveh(x, y,t )

0? 7 7 1
a8+ LIV s IV =0 onde zn( x y) @57)

2.3.4. Teorias analiticas para ondas de gravidade

A equacao diferencial resultante € linear, mas @wslicdes de contorno na
superficie livre sdo ndo lineares. A ndo-linearaths condicbes de contorno na
superficie livre converte o problema em virtualneeimpossivel de ser resolvido
analiticamente, mesmo no caso de ondas em liquddoprofundidade uniforme e
extensao lateral infinita, a menos que sejam inzms maiores simplificacdes.

Para certas faixas de variacdo dos parametros ddas,0 podem-se obter

resultados de interesse fisico pela formulacadfdeedtes equacdes de ondas.

2 A pressdo absoluta é obtida somando-se a pressdo atmosférica & pressdo manométrica
calculada.
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As teorias formuladas para descrever analiticamesnt@ecanismos destas ondas
tém seu campo de aplicacdo valido apenas para afgsituacdes de engenharia, o
importante € saber qual o tipo que problema qudeseja descrever e qual a teoria
adequada. Cabe ressaltar que as teorias anal@ioasladas restringem-se ao problema
de propagacédo de ondas bidimensionais.

O estudo analitico da propagacao de ondas do neéwurse no final do século
XVIII com os trabalhos de L. Euler (1707-1783) e lRplace (1749-1827). Estes
pesquisadores introduziram o formalismo matematice possibilitou o estudo
analitico do fendbmeno, mas as equacdes difereraléidas por eles ndo permitem uma
solucdo geral para o problema. No século XIX, Gy A1801-1892) propds o primeiro
modelo analitico de ondas, linearizando as condigéecontorno do problema de forma
a simplifica-las (1845). A inaplicabilidade da “teoda onda linear” ao estudo das
marés motivou Airy a desenvolver também a prime&@ia ndo linear, denominada
“teoria de Airy das ondas longas”. G. Stokes (18203), apdés desenvolver os
conceitos de funcdo de potencial e de funcdo derer, aplicou-os a modelagem de
ondas desenvolvendo a “teoria de Stokes das ondtas’t (1864), modelo este que
recai na “teoria da onda linear” quando a amplitddeonda tende a zero. A teoria de
Stokes se mostrou bastante eficaz para ondas pafunmas apresentou uma
aplicabilidade bastante reduzida no caso de orakesr A primeira teoria especifica
para ondas rasas foi desenvolvida por Boussingstp{1879) em 1872. No final do
século XIX e no inicio do século XX a evolucéo timicas de resolucao de equacoes
diferenciais nédo-lineares permitiu o desenvolvimede novas teorias com VAarios
dominios de validade. Korteweg e De Vries (189Drdéram o problema de ondas em
aguas rasas desenvolvendo a “teoria da onda chaid@ caso limite usado na regido
de quebra € uma onda solitaria sem periodicidagmrik do final da década de setenta,
véarios pesquisadores tém dado solu¢des numérigstas teorias, tendo como limite de
aplicacdo o mesmo campo de validade das mesmasd&lagem com aplicabilidade
para ondas extremas, isto €, proximas a arrebentagdoi tratada satisfatoriamente a
partir da década de setenta do século XX, com aelageim proposta por Longuet-
Higgins e Cokelet (1976). Atualmente a rapidez dculo e a capacidade de
armazenamento dos computadores permitem a soluigia do problema a partir das

equacdes de Euler, ou mesmo das equacdes de ISévi@s, o que podera levar a
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construcdo de modelos numéricos que sejam validoas gualquer tipo de ontfa
(Chagas da Costa Gil, 1999).

Como foi visto, devido as hipoteses simplificadocasnplementares aplicadas
sobre a equacao diferencial e as condi¢cOes de roontas teorias formuladas para
descrever analiticamente as ondas tém seu cammplamcédo valido apenas para
algumas situagoes.

De uma forma geral pode-se dizer que a teoria aleeSt incluindo a de primeira
ordem (teoria linear de Airy) apresente melhoresiltados, quando comparada com
resultados experimentais, em aguas de intermesligaiaa profundas. Ja em aguas rasas
espera-se que os melhores resultados sejam apsenqela teoria da onda cnoidal,
com o caso limite da onda solitaria proxima dalanéacao.

Ainda é possivel afirmar que todas as teorias atandem as condi¢des de
contorno do fundo, que as teorias da onda cnoidie enda solitaria atendem apenas
parcialmente a equacao de Laplace, que todasagsslatendem apenas parcialmente
a condicdo de contorno dinamica da superficie ,lier@jue a condicdo de contorno
cinematica é atendida pela teoria da funcdo dewrde Stokes (Dean, 1984).

O limite em aguas intermediarias de aplicacdo dettarias (ou mesmo a
verificagdo se existem regides em que teorias nthsti conduzem a resultados
semelhantes, ainda que divergentes em relacdoos @agerimentais) vai depender da
importancia relativa dos efeitos ndo lineares dablema, isto é, da importancia na
equacao de Bernoulli entre os termos das varido@ass e os termos que advém dos
quadrados das velocidades e da posicao da supdrffei, quando esta é inclinada.

O detalhamento deste problema depende da rela¢é® @m trés parametros
caracteristicos das ondas, isto é: a amplituddtataala onda (H), o comprimento da
onda (L), e a profundidade (h). A partir destass tr@ariaveis dois parametros

adimensionais podem ser definidos:
£= % amplitudereduzida (2.58)

U= ZLLh =kh profundidadereduzida (2.59)

Onde k é o numero da onda.

'3 Neste estudo o trabalho sera desenvolvido para escoamentos potenciais através da solucéao
numeérica da equacao de Laplace e das condi¢des de contorno via MEC.
41



A amplitude reduzida e a profundidade reduzida sE&pectivamente, indicadores
da nao linearidadée da disperséo, e estes parametros combinad@céonno nimero
de Ursell.

(2.60)

Dependendo da ordem de grandezesde deu tém-se uma teoria que fica mais

adequada, ou ainda, sabe-se em que tipo de sépetéiecia se pode desenvolver o

potencial ¢ e a posicao da superficie livigpara a solucdo analitica do problema
(Sphaier, 1985). Por exemplo, em ondas de aguas fas>L e em ondas de aguas
profundasy € da mesma ordem de grandeza C(ﬂ E O(L)).

Com o objetivo de avaliar a importancia relativas dermos das equagbes
fundamentais do problema € necessério transforgtas equacdes de forma a fazer

aparecer os parametre@s y, adimensionalizando as equagdes fundamentaisteBxis

diversas propostas de adimensionalizacdo das ezpiafiindamentais, algumas
inclusive visando o emprego de técnicas de pertérbgara solucdo das equacdes
diferenciais ndo linearfs Sera apresentada aqui a forma apresentada poreMei
Peregrine (1983). A Tabela 3 mostra um resumo dpmgdes fundamentais do
problema sem a adimensionalizacdo, a Tabela 4 anastrelacdes entre as variaveis
fisicas e as adimensionais, a Tabela 5 mostra sum® das equacdes fundamentais do
problema com a adimensionalizacdo, e a Tabela Granostipo de simplificacéo
adotada nos parametros e equacdes pelas printpéams analiticas classicas de ondas,

para o caso de propagacao em uma Unica direcagd€ha Costa Gil, 1999).

* Quanto menor a altura da onda menor a velocidade das particulas de fluido e menor a
influéncia néo linear do termo do quadrado das velocidades da equacé&o de Bernoulli.
' Normalmente com o desenvolvimento das variaveis através de um parametro & pequeno, 0
que deixa o problema resolvivel de forma recorrente as ordens 0, 0-1, -2, etc.
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Tabela 3 — Equacbes fundamentais sem adimensiagadiz

Equacbes fundamentais sem adimensionalizacao

Equacéo de 2 0, 2 o, 2%p
Laplace K AP dzz =0
CC de Fundag V=0 ou a%n=o ondez- If x )
cC 6¢ _an,/ ,0¢0n  0¢on _
Cinematica /t T ox ay dy onde z=7(xy.1)
de Superficie
Livre
CC Dinamica| P, 9., 0@, 0@,
ici +Z+ L +(—)°]1=0 onde z=n(xy,t
de inﬁgrﬁue 0 g Jt 2[(5 )2+ (5= y) (0.,2) ] nxy,t)

Tabela 4 — RelagOes entre as variaveis fisicasadiagensionais
Relacbes entre as variaveis fisicas e as adimeaxision

(%) = (L) n=Hn"

2=(#) 2" =9 Jaho
t= (L /ght” d u\/7 dZ{pD

(V) = £y/gh(u”,v") e \/* o"%a”

0"'y
w= ¢/ fghw’ %¢ _ g ﬂ(d]
4’ oz Ju AJZDZ

Tabela 5 — Equacgbes fundamentais com adimensiagabz
Equacdes fundamentais com adimensionalizacao

Equacéo de 2 2 2
Laplace ue d§+d¢; +J§D:O em-1< z" < en"”
X " oz
CC de Fundo d (pD/ _ o_ _
5,0 = 0O emz = -1
cC o _ S, 0¢'on" og’on” 0 o0
. " +& emz =é&
Cinematica de o7 M (at aC nCC ay" oy 7
Superficie
Livre

CC Dinamica| , _ zo"qu £ o"{pﬂ d(dj
de Superficie dtD [:“ ((d 0 (

Livre

é’{ﬂ”

=0emz" = en"
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Tabela 6 — Equacbes fundamentais com adimensiagabz

Equacbes de propagacdo unidimensional por teoria

£ H U, Teoria Equacbes
E=0(L)| 4 -0 |U, >>L| Airy(1845) @Jr ou _ga_q
ot ox 0X
9 , o(uth+m) _
ot 0X
E<<L | y?<<L | U, =L | Boussinesq oan Lpou ou a(uq)
(1872) ot ox | ox

ou uau g6/7 h6/7 _
a  ox ox 3 0xot*

E<<L | y?<<L | U, =L KDV  |an on 3/7 h* r97 _
(1895) |5 *onSa+ o)tV s =

Visando estabelecer o limite destas teorias, Léaété apresentou uma proposta
de limites que aparece na Figura 16. Cabe resspltaestas divisdes ndo se basearam
em uma comparagdo com resultados experimentaigerosiente, Dean (1970)
efetuando uma investigacdo de erros relativos datde a condicdo de contorno
dindmica da superficie livre propbs o esquema qaeae na Figura 17 (Sphaier,
1985).

SOLITARIA‘—’r——" CNOIDAL ’——‘—_" STOKES .V (TPPEN)
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-
' tEoriA 4 | I
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§ R:LY
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°/ I (AIRY)
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Figura 16 — Limites das Teorias de Onda segunddéiéaueté.
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Figura 17 — Limites das Teorias de Onda segundo.Dea

2.3.5. Métodos Numeéricos para modelagem de ondasglavidade

Como foi visto, a ndo-linearidade das condi¢cdesalgorno na superficie livre
convertem o problema de ondas em virtualmente isipels de ser resolvido
analiticamente, mesmo no caso de ondas em liquddoprofundidade uniforme e
extensao lateral infinita, a menos que sejam inzms maiores simplificacdes. Além
disto, as teorias analiticas formadas a partiradestmplificacdes restringem-se ao
campo das ondas bidimensionais.

No caso de geometrias de contorno arbitrariasgael@s nos quais nao se deseja
introduzir estas simplificacbes sobre as expressidesequacdo diferencial e das
condi¢des de contorno, a fim de obter uma solugabteca, pode-se recorrer a métodos
numericos para resolver o problema de valor deocoatresultante (PVC). Estas
técnicas numéricas podem ser usadas para cadalaiteshpo, no caso de escoamentos
nao estacionarios, desacoplando o PVCI em uma seiqiée PVC como foi proposto

por Longuet Higgins & Cokelet (1976). Isto permitsolver o problema néo linear
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original com geometrias arbitrarias até no casoodi@as arrebentando. Esta sera a
formulacdo adotada neste estudo, usando o Métai&ldmentos de Contorno.

A idéia basica dos métodos numeéricos é o processhsdretizacdo, que reduz o
problema fisico, continuo, com um ndmero infinite ghcognitas, a um problema
discreto com um numero finito de incognitas, qudepser resolvido em computador,
usando aproximacfes numericas para a geometriardnis ou contorno, bem como
para as funcbes que descrevem o0 comportamento atésvels. A precisdo dos
resultados e o custo das andlises dependerdo aaeimproximacao utilizado e da
rapidez de processamento, do tipo de rotina impiéeaea e do computador.

O primeiro método numérico que se popularizou parasolucdo de equagdes
diferenciais foi 0 método das diferencas finitadDfyl. Pode-se dizer que isto se deve a
forma simples e dedutiva que se usa para transfamaquacgdes diferenciais em um
sistema de equacOes algébricas, através da sigéstitdas derivadas parciais da
equacao continua por férmulas discretas de difesere; do emprego da equacgdo
resultante em um numero finito de pontos do domiorginando um sistema de
equacdes algébricas cuja solucdo fornece os valesegados.

Assim, neste método, a regido de interesse (dojrémepresentada por uma série
de pontos, ou nds, e, a transformacédo das equeglgsuas, que relacionam os valores
nestes pontos em equacdes de diferencas, € reaibayes da expansao truncada em
série de Taylor. A discretizacdo é feita com aaxde uma malha, usualmente de
espacamento constante, o que pode introduzir apagdes da geometria. Embora
malhas irregulares possam ser empregadas e comtouneos possam ser mapeados
para facilitar a discretizacdo, estes procedimeato®lvem complicacdes adicionais
gue ofuscam a simplicidade matematica e computakctmmétodo.

Com a chegada de computadores mais rapidos, négagds numeéricas mais
estaveis e que permitem a obtencdo de solucdespmegisas com uma discretizacao
menos refinada, comecaram a surgir novos metodognmtos como o0 método dos
elementos finitos (MEF), que atualmente € o métodis usado para a solucdo de
equac0es diferenciais parciais relativas a difeseptoblemas fisicos.

O MEF consiste em dividir o dominio em subdomimieggeometria mais simples
chamados elementos finitos, onde o comportamensoldgdo dentro de cada elemento

é aproximado localmente por fun¢des de interpolagde usualmente sdo polindmios.
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A solucdo numérica aproximada é obtida por meidédricas variacionais ou usando
residuos ponderados para o sistema discreto usadanmdelar o sistema continuo. S&o
feitas aproximacdes geomeétricas do dominio e apraghes funcionais para a variagao
das incognitas dentro de cada elemento do domd&o. sdo feitas aproximagfes no
operador diferencial como no MDF. Este método némeate é mais eficiente
computacionalmente que o método das diferencamdinprincipalmente no caso de
contornos irregulares (Brebbia,1984). Ja em proageenvolvendo regides infinitas ou
semi-infinitas, os métodos de dominio tais como BDAVou o MEF ndo tém um
desempenho muito bom, ja que € necessario estenigideravelmente a discretizacao
(malha) para simular a regido infinita; assim, dipda década de setenta comecaram a
surgir técnicas alternativas como o Método dos Efgos de Contorno (MEC).

Cabe destacar ainda que em problemas dependentesgo, € muito comum o
uso de elementos finitos para representar a depeiad@spacial combinado com
diferencas finitas para avancar no tempo.

O MEC basicamente transforma as equacOes difereneiaas condicbes de
contorno que regem o comportamento das incognibaprdblema fisico, em uma
equacdo integral de contorno. Além disto, este dwéttaz uso de aproximacdes
geométricas para o0 contorno e de aproximacgfes din@isi para a variacdo das
incégnitas dentro de cada elemento do contornamAssMEC combina a alta precisao
obtida quando se usam métodos de equacdes infegraisa discretizacdo adequada da
geometria e da funcdo de variacdo das incégnitas am MEF, s6 que a um custo
computacional menor, pois o0s célculos ao invésedens realizados em todo dominio,
sao feitos somente no contorno. Com o uso das &sngé interpolacdo € possivel se
efetuar o célculo das integrais, inclusive de formanérica, e ao final se obtém um
sistema de equacOes algébricas de dimensfes rasicndespondentes a solucdo no
contorno da regido que esta sendo analisada.

Desta forma, na solu¢cdo de um PVCI com o MEC apraxgée a geometria inicial
(bem como a de um determinado instante) atravasnd@umero finito de particoes
(elementos), onde séo efetuadas integracfes. Admit®s elementos uma certa lei de
variacdo espacial para o potencial e sua derivadaal ao contorno, e a partir destas
discretizacbes geométrica e funcional, as integraixontorno sdo aproximadas por

integracOes efetuadas em todos os elementos. Agrant, geralmente obtidas
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numericamente, representam coeficientes de inflaémmtre os diversos elementos e
formam um sistema de equagdes que relaciona ogmitensua derivada normal em
todos os elementos que aproximam o contorno.

Este método serd visto de forma mais detalhadéenv 3.1 e no apéndice B. O
item a seguir apresenta as principais vantagen$/d6 em comparacdo a outros

métodos numéricos.

2.3.5.1. Vantagens do Método dos Elementos de @Gunto
As principais vantagens do MEC em comparacdo a®utrétodos numéricos,

que tém contribuido inclusive para um emprego cedamaior deste, principalmente
no caso de contornos variaveis no tempo, como empbo de ondas de superficie, sao:

» Sistema de equacdes de dimensdes reduzidas (sdramnt

» Simplicidade na preparacdo dos dados que definepnoblema, pois
apenas o contorno deve ser representado,

» Facilidade de modelar problemas de dominio sermiafou infinito,

» Nao degradacgao dos resultados da derivada do jedtes@mmo ocorre nos
métodos de dominio,

» Calculo preciso das incégnitas em pontos do intedo dominio,
escolhidos a vontade (ap0s a determinacéo do camior

» Boa precisdo dos resultados em problemas que eamiolgradientes
acentuados das incognitas.

» Sua formulacéo ndo exige a continuidade dos p@tsn@o contrario de
outros métodos tradicionais como o0 de elementasogsinimesmo com fungdes de

ponderacdo constantes nos elementos ha uma conei@)gé
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3.A FORMULACAO MISTA EULERIANA -L AGRANGEANA PARA
PROPAGACAO DE ONDAS EM UM CANAL 3D COM SOLUCAO

NUMERICA VIA. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Esta formulacdo mista do tipo Euleriana-Lagrangdangroposta inicialmente
por Longuet-Higgins e Cokelet (1976), e desmemhpeaoblema de valor de contorno e
inicial em uma série de problemas de valor de ¢conto

Como foi visto, na descricdo Euleriana-Lagrangeataa-se a premissa de que o
volume do elemento € suficientemente pequeno paracsnsiderado como uma
particula (Lagrangeana), mas suficientemente grpadeconter um elevado nimero de
moléculas, de forma que o fluido possa ser obseread um ponto do meio continuo
(Euleriana). Neste método de descricdo se calcodarpo de velocidades do padrdo de
escoamento (V(X,y,z,t)) e naquele se calculam asgéses de velocidade que a particula
experimenta quando se move no campo (V(t)). A BiglB8 mostra os métodos de

descricdo Lagrangeana e Euleriana.

z (b) )

€Y V(ty) V(x,y,2,b)/

y //9”_*\ //
ot~
X dv P

= V(X,V,zZ,t

e’ dv (x,y,z,t)
*\\_—e—/
._..-'. V t
av (to)

Figura 18 — Descri¢Oes Lagrangeana (a) e Eule(@na

Assim, parte-se do problema de valor inicial (PV&@iyle sdo dadas como entrada
por né velocidades normais no batedor, no funds,pa@edes laterais e na parede final
do canal (inicialmente todas nulas); e ainda s@osipor nd potenciais de velocidade
na superficie livre (inicialmente nula, considemadorigem na altura da lamina d’agua

em repouso do canal). Ver Figura 19.
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Figura 19 — Problema de Valor de Contorno Inicial

Pela descricdo Euleriana define-se o campo de idaldes a cada instante para
todo o contorno, isto é: a velocidade normal deaaadl pertencente a superficie livre é
determinada pela solucdo da equacdo de LaplaceMeéiado dos Elementos de
Contorno, a velocidade normal em cada n6 do batedsrparedes laterais e da parede
final € dada como condicdo de contorno, sendo iaiakel a cada passo de tempo,
enquanto que a velocidade tangencial de cada ndécaworno € determinada
numericamente através da derivada do potenciaktieidades na direcdo tangente a
superficie livre.

Pela descricdo Lagrangeana se atualiza para odonésntorno a cada passo de
tempo:

» A geometria da superficie livre (com a velocidamtaltdo tempo anterior)
e 0 potencial de velocidades da superficie livem(wso da equacgédo de Bernoulli),
através de um esquema de Euler ou de Runge-Kutjaaita ordem;

» A geometria da parede do batedor e sua velocidagheah com a taxa de
aceleracao deste, usando um movimento uniformemantlo;

» A geometria e a velocidade normal do fundo (nudag paredes laterais
(nulas) e da parede final do canal (nula) permanemmstantes no tempo.

Ao final, a consisténcia da solugdo numérica paevalidada através de testes
que acompanham a conservacgao de fluxo decorrenisodema de Gauss (se este néo
for usado na formulagdo), a conservacdo de masaaea da constancia do nivel médio
da superficie livre e a conservacao da energia tota

Este processo sera pormenorizado ao longo dosnpoéxitens. Inicialmente sera
focada a parte Euleriana do problema, buscanddhdeta implementacdo numérica
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para a resolucdo da equacdo de Laplace via MétosldE@mentos de Contorno. Em
seguida, na parte Lagrangeana do problema, sedhaldb o avanco no tempo e a forma

de atualizacdo que sera adotada para a geometia @s condi¢cdes de contorno.

3.1. Descricdo Euleriana — Resolucdo da Equacdo deplace via

Teoria do Potencial usando o Método dos Elementog €Contorno

O PVCI da propagacado de ondas de gravidade, umaadetada a hipotese
simplificadora de fluido irrotacional, € governagela equacdo de Laplace. A cada
passo de tempo, na parte Euleriana do problema, csgthecido no contorno ou o
potencial de velocidade, ou a velocidade normalidea direcional do potencial na
direcdo normal), e a equacdo de Laplace terd dereselvida para obtencédo da
velocidade normal nos pontos onde se conheciaengial, e do potencial nos pontos

onde se conhecia a velocidade normal. Ver Figura 20

A

z
Contornol', —~ Dadop= altura dalamina’d agua calcua % i
f T
Contorno I =T, +T",

Contornol", - dad(?%n: y=0 calcula @

<= —

Contornol’, — dad(?i%n: y=0 calcula |s@

&rnol’v ., dadéwn = y=0 calcula se

n
LB

<V

Figura 20 — Problema de Valor de Contorno Inicial

O meétodo de solucdo adotado neste trabalho € o & consiste, basicamente,
na transformacdo da equacéo diferencial goverrartas condigces de contorno em
uma equacao integral envolvendo apenas incogrita®morno. A técnica inclui ainda
uma discretizacdo e a solugdo do sistema de eqalgibricas resultante, sendo que
resultados no interior do dominio podem ser catingaem pontos escolhidos depois de
ter-se encontrado a solu¢ao no contorno.

A formulacdo do Método dos Elementos de Contorma palucédo da equacédo de
Laplace ou da equacdo de Poisson faz uso de unag&mintegral que é funcdo do
potencial e da derivada do potencial na direcaanabrbem como de solucdes

51



fundamentais. A revisédo da Teoria do Potenciahzenécessaria antes da formulagéo do
Método dos Elementos de Contorno, pois € atravets deoria que se obtém a equacao
integral de contorno (terceira identidade de Gremalda para o calculo da solucdo da
equacgéao de Poisson em um ponto campo x afetadenpifonte posicionada no ponto
¢ via Método dos Elementos de Contorno. Esta equextégral de contorno também
envolve termos chamados de solu¢des fundamentastas solucdes fundamentais
também s&o obtidas via Teoria do Potencial. Um&&evda Teoria do Potencial é
apresentada no Apéndice A.

O Método dos Elementos de Contorno pode ser fodoulasando duas
aproximacoes diferentes chamadas formulagéo iader&rmulacao direta.

Na formulacdo direta as incognitas primarias sdootencial e sua derivada
normal, e na indireta as incégnitas sao as deresidael fonte.

Na formulacéo indireta parte-se do principio qualguer funcdo harmonica
pode ser representada por uma distribuicdo de @aten ainda, que qualquer potencial
€ uma funcéo harmdnica. Assim, podem-se formulgroislemas de valor de contorno
da teoria do potencial representando a funcdo hmcmdmediante um potencial de
camada simples ou dupla gerado pela distribuicatiraca de fontes sobre o contorno
I A satisfacdo das condi¢cdes de contorno leva muiacido das equacgles integrais
envolvendo como incognitas as densidades de fdfdtas equacdes integrais séo
discretizadas em elementos de contorno e resolvidagericamente. Esta abordagem
apresenta a desvantagem conceitual da introducéoddasidades de fonte que
usualmente n&o tém relacdo com a fisica do probfema

Na formulacéo direta, duas abordagens podem deradtis para transformar a
equacéao de Laplace e suas condi¢cbes de contornonanequacao integral de contorno:
0 uso do teorema integral de Cauchy ou o uso dandagidentidade de Green. Para
problemas tridimensionais, a Gnica abordagem pelséivia identidade de Green

Neste trabalho, sera utilizada a formulacéo dipat@a o0 MEC, com obtencéo da

equacéo integral de contorno via segunda identidad&reen.

* 0 uso da formulacéo indireta para propagac¢éo de ondas bidimensionais pode ser observado
em Fleury Jr. (1996).
A transformacéo via teorema integral de Cauchy pode ser observada em Vinje & Brevig
(1981), Dold & Peregrine (1984), Grilli (1988), Teles da Silva (1989) entre outros.
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A formulacédo direta para o MEC, com obtencao dae&o integral de contorno
via segunda identidade de Green, tanto pelo usongé@o generalizada Delta de Dirac,
quanto pelo uso de um subdominio tendendo a zeentawrno dos pontos fonte, esta
apresentada no Apéndice B.

Em um dominio Q onde a equacdo governante € a equacdo de Laplace

0°u(&,x) =0, onde sdo conhecidas no contorno ou as condicg®snaais (tipo

Dirichlet) u(&,x) = uou as condicdes naturais (tipo Neumang},x) = p, ver Figura 20,

a equacdo integral de contorno é dada por:

—C@p”@ +[uG) P (€% 8T = [ €.%) pox) AT (3.2)
Onde:
f&ar -1

c&) = se¢tQ - &ar - %ﬂq contorno suave- 0,5

sef0Q - 0

n
z r
y
X

Q

Figura 21 — Problema de Valor de Contorno e Inicial

E importante notar quef u’(&x)p(x) dT (x)] tem uma parte conhecida
jrpr)(x)um(é;x) d"(x) e uma desconhecida Iruuu(é;x)p(x) dar(x); e
[ PExux) ) tem uma parte conhecidajruU(x) p’E:x) dr(x) e uma
desconhecidajrp P’ (& X)u(x) dr(x).

Esta equacao representa uma fungcéo harmoénicaypegpssicdo de um potencial

de camada simples, de densidagep(§), com um potencial de camada dupla com

53



densidade+pu(§). Em outras palavras, o potencial em pontos ingenpode ser

calculado em termos do potencial e sua derivadaalaro contorno.

A partir deste ponto sera considerado que a femedensidade e desta forma
a equacao integral de contorno passa a:
CE)UE) = | UEXIPKX) d ()1 [ B E:x) Ux) d (x) (3.2)
Cabe ressaltar que as solugbes fundamentais notrdiseensional para uma

fonte em { com densidade foram obtidas no Apéndice A que trata da teoria do

potencial:
ey =L
u (&,x)= s (3.3)
PG %) = —— (3.4)

—— T [
4mr®(E,x) "

3.1.1. Implementacdo Numérica da Equacédo IntegraledlContorno

A equacdo integral de contorno da parte Eulerianprdblema de propagacao de
ondas em um canal tridimensional é dada pela equ8g& Uma vez que s&o
conhecidas as solugcbes fundamentais, as Unicagnita® na equacao integral de

contorno saou(§),u(x) e gx). Como sao prescritos nos pontos de colocagdo no

contorno ou u(x)=L_J ou |c(x)=_p, os valores deu(x) e px) desconhecidos sé&o

calculados pela equacédo integral de contorno. Cabsaltar que, uma vez que as
integrais sdo de contorno, no problema tridimeradios calculos séo realizados apenas
no espaco bidimensional do contorno.

O objetivo do método € calcular o potenaid) em um ponto qualquet1Q,
através do célculo desta integral de contorno.ddtito colocando o ponto fongeem

pontos do contorno e montando um sistema de egsia@delvendo as incognitas

u(€), u(x) e px)destes varios pontos do contorno.

Antes de ser possivel a resolucéo do sistema &prgge se efetuem os célculos

das integrais de contorno. Estas integrais envghaém das incognitas, as solucdes
fundamentaisu’ (x) e p(x). O vetor posicéor(§;x) depende apenas da posicdo de

& ex, mas o vetor normal unitario depende da forma do contorno em Desta
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forma, para o céalculo da integral envolvendse faz necessaria uma discretizacao
geométrica do contorno em elementos capazes deir@arcbem sua geometria.

Por outro lado, uma vez discretizado geometricagerontorno, para montagem
de um sistema de equacdes envolvendo as incogr{iasi(x) e p(x), o ponto fontes
sera colocado nestes pontos do contorno. Estesopald colocacdo terdo uma
determinada localizacdo no elemento (normalmentgaleou extrema, dependendo do
tipo de elemento) e, desta forma, para se sabetem@al e sua derivada direcional na
direcdo normal é preciso se estabelecer uma apag&mnfuncional nos elementos para
o potencial e sua derivada normal, de forma quefastdo dé uma boa aproximacao da
real variagao funcional destes valores.

Assim, para o calculo numeérico destas equacdegraisede contorno, o MEC faz

duas aproximagfes, uma geométrica e outra funcional

3.1.1.1. Aproximagdo Geométrica

Pela aproximacdo geomeétrica o contorno origin& aproximado por uma série
de elementos, no contorno 2D lineares (segmentastdf ou quadraticos (segmentos
de parabola) e no contorno 3D triangulares ou qumedares, planos ou curvos, que
tém a geometria descrita em funcdo das coorderdelasus nGs geométricos através
das fungdes de formg,, .

Neste trabalho foram usados para o canal tridiroeaki elementos

isoparamétricos quadraticos quadrangulares curvos.

Dividindo-se o contornd em E elemento$ ., a equagédo integral de contorno

passa a ser o somatoério de equacdes integraisemosreos:
@ U@+ X[ P W) T )= | UEx) fx) §K) (3.5)

As coordenadas cartesianas X, y, e z dos pontogodtorno aproximado,

pertencentes a um elemerftg, sédo expressas em termos das coordenadas degdseus n
geométricos,x,, Y., €Z,, que sdo conhecidas, e das funcdes de fogmague dao a

forma de variacdo da geometria do elemento:

K00 =X 000 X VLOZX 0 Vo 200=D06 0 2, XOT (36)
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Ou na forma matricial:
Xe:[xl X me]T Ye:[yl Y, XA]T ze:[4 z &]T
(pe:|:¢l ¢2 ¢Me:|

As funcdes de forma séo tais que, quando x comelgp@ coordenada do noé

(3.7)

geomeétrico m, tem-s@.. = , & quando naap,, = ,desultando em:

2 8n0=1 %)= 20000 X Yal)= 2 ) Ve Z4X)= D0 fX) 2
xar,

' (3.8)

3.1.1.2. Aproximacao Funcional
Pela aproximagdo funcional é considerada sobres edtsmentos, no qual o

contorno foi discretizado, a variacdo espacial oiemcial, u(x), e de sua derivada na
direcdo da normal exteriop(x). Estes sdo aproximados por fungdes de interpolacao

(constante, linear, quadratica ou de ordem magom)fermos de seus valores nos pontos

nodais funcionais de cada elemento. Cabe ressplarcomo p(x) € a derivada do
potencial u(x), seria mais consistente que a funcdo de interpolde p(x) tivesse
uma ordem menor que a da(x), mas na pratica o procedimento descrito em
bibliografias consagradas do Método dos ElemendoSahtorno € a adocéo de funcdes
da mesma ordem.

As funcbesu(x) e px) sdo expressas, para qualquer ponto genéxcado
contornol,, em termos de seus valores nos nos funcianaésp, , respectivamente, e

das funcdes de interpolagiq(x) , satisfazendo as seguintes relagdes:

u)=> w00 u, e pX)=>¢,(x)p xOr, (3.9)
n=1 n=1
Ou na forma matricial:

e — T e — T e —
U —[ul u, .. q\ﬂe] P —[ np - R/Ie] b 4 —[zpl Y, ..1//Me] (3.10)
As funcdes de interpolacdo sao tais que, quandwrnesponde a coordenada do

no funcional n, tem-s¢/, = ,%2 quando néday, = ,(esultando:

DU 00=1 U, 00= 20,00 U, P6)=D,6) P, XOT, (3.11)
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Considerando as aproximac0des funcionais a equatggral de contorno fica:
cOUD Y| [, BENW() d60 |60 =Y | [ 0w ) a0 Peo (3.12

Nesta equacdo, as incognitas sdo os potenciaiderigadas direcionais destes na

direcdo normal exterior, nd$nos funcionais do contorno:

T T
U‘3=[u1 u, ... q\ﬂe] Pe:[g B .. Rﬂe]
Os valores entre colchetes dos somatoérios da egurtegral de contorno sao os

coeficientes de influéncia do elemeritg e correspondem respectivamente as matrizes
h, e g.. Os elementos destas matrizes contém integraisequelvem a solucédo
fundamental u”(&;x), a derivada normal fundamentgh”(&;x) e as funcbes de

interpolacaoW¥®(x) . Uma vez que seja conhecida a geometria do canttodas estas
funcdes séo determinadas, fato que permite redueguacéo integral a uma equacao
algébrica, relacionando os valores das incogniiag e p(x) nos pontos nodais do
contorno. Estas expressfes entre colchetes sdaadharde coeficientes de influéncia

do elementd’, pois relacionam os valores das incognitgs) no ponto fonte com
os valores das incégnitagx) e p(x) no elemento campébe.

Quando é usado o mesmo polindmio para as fun¢dsrda e ponderacao se diz
que o elemento é isoparamétrico.

O uso de funcbes de forma para aproximar a geanetride funcdes de
interpolacdo para aproximar as variacoes do pakrcde sua derivada direcional na
direcdo normal pelo Método dos Elementos de Coatérnormalmente realizado com
o emprego de polindmios de Lagralfgpara as interpolacdes, por isso, se cria a
obrigacdo de que nos nos geométricos (no casongadule forma) ou funcionais (no
caso das fungBes de ponderacéo) estas funcbesntemala unitario e nos demais nés

tenham valor nulb.

'® poderia se usar para aproximacado de funcdes métodos de regressdo como o dos minimos
guadrados, ou polindmios de Legendre, Laguerre, Hermite; ou métodos de interpolagdo com
outras funcdes, como o polindbmio de Newton ou o de Bernstein; ou ainda a interpolacdo e
aEProxima(;éo por séries trigonométricas (Fourier).

19 Este mesmo principio (uso de funcdes de interpolacdo que tem valor unitario sobre os nés de
colocagéo e nulo sobre os demais nds) é usado no método de colocagdo por subdominios, sé
que este método vai além porque cria a obrigacdo de um residuo que tem que ser distribuido a
fim de que sua integral no dominio seja anulada.
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Dados n+1 nos de interpolacdc,, ..., X,, define-se para cada=0,...,n, 0

polindmio de Lagrangé (x) de grau n tal que:
|i(xj):{](’)' 'i;Jj} (3.13)
Uma opcdo de implementacdo futura seria a integfolacom funcdes do tipo
splines de forma a garantir a continuidade do pidére do fluxo nos elementos. As
interpolacdes com uso de polindmios de Lagranggaéantem a continuidade do
potencial nos elementos. Cabe ressaltar que deeeterpara elemento a formulacéo do
Método dos Elementos de Contorno ndo exige a agoddde dos potenciais. Isto é
claramente visto no caso em que se usam elememtstantes com no funcional dentro
do elemento. Ainda assim, a técnica garante a cgéneia dos resultados.
A seguir serdo detalhados, no item métodos deratég, as possiveis formas de

calculo das integrais dos elementos das mattizesg, .

3.1.1.3. Métodos de Integracao

As integrais dos elementos das matribgse g, podem ser calculadas de forma

analitica, mas normalmente sao calculadas de faum#rica via Trapézios, Simpson,
Romberg ou Gauss-Legendre, método que sera adwatdtrabalho.
» Integracao por Gauss-Legendre:

O Método da Quadratura Gaussiana é um método epathcdo que tem como
objetivo ser exato para polinbmios até a ordeml(2n-

Pode-se entender melhor a questéo da escolhadosapentos de interpolacao, de
forma a funcéo de interpolacdo aproximar de forredaeuma funcéo a até determinada
ordem, supondo-se a aproximacdo de uma funcamd(x)tervalo [a,b] através de uma

reta passando pelos pontos de interpolaga®x,. Ver Figura 22.
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4 f(x)

\>/

a X1 X2 b X
Figura 22 — Escolha adequada dos pontos

Se os pontos forem bem escolhidos, o valor de @éné@® os pontosf(x) e
f(x,), que se esta integrando a mais, podera compensagas que se esta integrando

a menos entre os pontase f(x) e entre os ponto$(x,) e b.

Como a intervalo [a,b] é variavel e o0 método preé¢eser empregado em qualquer
situacao, ele faz uma mudanca de coordenadas sttawéma transformacao linear de x
em nde forma que, neste novo espaco, O intervalo [a@]espaco original se
transforma no intervalo [-1,1]. Os pontos sdo bacokidos no intervalo de [-1,1] e

servem para qualquer situacéo. Ver Figura 23.

p ot f(x)
/&
a a+b gy b
2 T X
/& f(x(77))
-1 0 dg 1,
X

Figura 23 — Mudanca de espaco por transformacéarlishe x enm .

Esta mudanca de espaco das coordenadas X paraasmdas coordenadas
naturaisn € feita no espago unidimensional através do jacmbde x enny (9x/077), €

no caso bidimensional através de uma matriz janabia
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|=ﬁfunu=ﬁjum»§%w7 (3.14)

A transformacdo linear € do tipo x=An+B. Como em
x=a->n=-leemx=b-n=1 = A=(b-a)/2eB=(b+a)/2. E ainda o
jacobianodx/0n =d(An +B)/on = A=(b-a)/2.

No método a solucdo da integral | € aproximada por:
b 1 0 n-1
L=[ togdx= [ foxp) T dn = >t (3.15)

Onde os coeficientesu e 0s pontosx (/7 )sdo definidos a partir da premissa de

exatidao citada acima.
O método procura fixar um nimero n (inteiro positivtal que, se f(x) for um

polinbmio de grau até a ordem (2n-1), a solucaodrioa da integral sera exata, isto é:
b 1 0,7 n-1

| =| f(X)dx=| f(x(n)—dn=> wft(n 3.16
J. fgax=[ 1(xm) dn 2.@f) (3.16)

Os valores dew e n,, parai=0,...,(n-1), sdo as incognitas a serem
determinadas. Além disto, observa-se que estesd@pendentes da funcao escolhida.
O erro cometido pela integracdo numérica € dado por

_ 2(2n+1) (n!)4 d2n f (,7)
" @n+D[(2n1* dp”

~1<n<1 (3.17)

Como exemplo, pode-se determinar as incogritag /7, para o caso particular

de n=2. O resultado da integracdo deve ser exatogmindmios de grau até trés. A

expresséo para este caso resulta em:

QD C—— T

0= [ () 3] = 2@ () = ) + a7 (3.18)

Para a determinacdo das incognitas,/,, w, e/,, S840 necessarias quatro
equacbes. Como essas incognitas independem daofur(gd, podem ser escolhidas
funcbes elementares(7) =n7* k=0,1, 2, %

Assim, as seguintes equacdes sao obtidas:
1
| = [n*dt=wy(70)" + @ (m)* k=01 23 (3.19)
-1

Que explicitadas séo:
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1 1
.[Oodﬂ = wo”(()) +w1/710 J-,?ldn = wo”é +w1’711
) ]

2

1 1
Inzd” = 0)0/75 + w7, I”sdn = 0)0/73 +w1’713

Resolvendo as integrais, chega-se ao sistema de@pinao-lineares:
W+ =2
a7 +ay] =0
w1+ e} =%
T, + i =0
Resolvendo o sistema de equagdes ndo-lineares:
w, =w, =1
-1

OOZE

1

= ﬁ
Assim, a solugéo aproximada da integral é:

L= (Y f (3.20)

NEUMRNEL

E esta solucdo é exata para polinbmios de gratrégé A Tabela 7 mostra os

valoresw e, para alguns numeros de pontos de Gauss.

Tabela 7 — Valoresu e 7, para varios numeros de pontos de Gauss.

N n, @
1 1, =0
2 _-1 @, =1
/70 - \/5
_1 =1
= ﬁ “
3 n, = —0,77459667 W, = 59
n, =0 w = 8
n, = 0,77459667 9
w = %
4 N, =—0,86113631194053 | «, = 0,347854845137454
n, =-0,339981043B4856 | w, = 0,65214515482546
n, = 0,33998104384856 w, = 0,65214515482546
n, = 0,86113631194053 w, = 0,347854845137454
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N n, W

5 7, =—0,90617984588664 a, =0,236926885(G6189
n, =-0,538469310D5683 w, = 0,478628670499366
n,=0 w, = 0,56888888888889

n, = 0,5384693101D5683 w, =0,47862867099366
n, =0,90617984588664 w, = 0,236926885(6189

Como foi visto, para uso do método de integracadsdass-Legendre para o

calculo das integrais dos elementos das matirigzes g,, € necessario expressar 0s
integrandos em termos das coordenadas adimensi@nais,”7,), no caso do espago

tridimensional. Ver Figura 24.

Figura 24 — Mudanca de espaco por transformacéaarlitiex emn .

Esta mudanca de coordenadas globais para coordeadid@ensionais ou naturais

é feita com o uso da matriz jacobiana:

of ] [dax dy dz]|[g+] J f AR
an, anm dm Im || ax nm ax
of || dx 9y dz||at| | IF ) ) df (3.21)
an, on, 0n, 9n,||dy an, 2y
df | |dx oy dzl||of Jf af
(905 \9ns dny dny Lozl |on,| Loz

Para se trabalhar com o MEC em problemas tridimeas €é necessario

expressar o diferencial de area do contorno enoteda coordenadas adimensionais:

_ drxdr _[q6
dr—L., n dem d7,=3°%| dp, oy, (3.22)

Onde o jacobian@e‘ € 0 moédulo do vetor normal ao contorno, dado por:
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ar _Or ox 0y 0z
JC = X = , , =(9,,9,,0,) (3.23)
on, 9n, L"f?s a1, é’/?j v
Onde:
dy dz Jz 0y dz OX ox 0z ox dy dy OIx
g, = - g, = O; = -

“on,dn, dn,dn, <2 dn,dn, dn,dn, 2 In dn, 9n,on,

Assim o0 moédulo do vetor normal ao conto*ﬂﬁ‘ € dado por:

9°=yoi+ i+ & (3.24)

Nos problemas tridimensionais o contorno € umemige, desta forma os
elementos que aproximam o contorno sédo bidimensianas funcdes de forma e de
interpolagdo sédo fungdes apenas de duas vari@ygerg,) . Como mostrado na Figura
24, em geral os elementos tém a forma triangulaquadrangular. Desta forma, a

transformacéo geral para uma fun¢éq vy, z)é:

e
of X dy 9z || 5«
I |_| dm dm dn ||dF
ot [T|ax ay az||ay (3.25)
an,| |dn,dn,n,] |01t

Ldz]

Onde as derivadas das coordenadas globaisz e das funcdes e p, em relacédo as

coordenadas locaig{, 772, 173), em cada elementq, sdo dadas por£ 1, 2):

dx_0WY° Wy AEZA Wy
IX_ 0T xe=N2 %%y (3260) 2 V=2 ve= 2%y (326h)
an adn ;ﬂﬂixm an an Z;iﬂﬂi
dz JY° N7
Z o= - 7o 2 TFm (3.26¢)
an dn mZ; o1 &
e Ne e N°
Q:d_q) ue :z% u, (327a) d_:d_q) pPe :zd_% P, (327b)
J ,7i d’z n=1dm J ,7i ,7| n=1a ,7|

Desta forma, a equacao integral de contorno, apdsdanca de coordenadas do

sistema global para o sistema adimensional, fica:

o©) u+ Y[ ] B @) 0°) a, .| U 0.2
el (3.28)

=[] w©0 v @) ¥ ar, 1.] P @)

e=1
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Onde o ponto fonte& e o ponto campox também sdo expressos em termos das
coordenadas locai&=¢&(77,,17,) €X = X(17,,17,) -

Ou ainda:

o©) u+ Y[ [, FEx) W) 9% o, or.| U @)
= (3.29)

=Y (11 0@ wa.n) 59 o, ar.] P 0.2)

Aplicando o0 método de Gauss-Legendre para solugdoirdegrais, a equacdo
integral de contorno fica:
E NG NG G
c(®) u(&)+2[22( FEX) We@.1,) [9°| e o, )} U 7,47,)

e=1[ I=1 k=1

E [ NG NG (3.30)
DI YECRITVALEFPRILE

Onde:
h=2 > (PEx) Wolnm,) 9%\ afed,) e a=2> (FEx) W @.,) 3% o)
1=1 k=1

1=1 k=1

Uma vez calculadas estas integrais, os elementssnadrizesh, e g, s&o

acumulados em matrizes globais H e G, o que comalumam sistema global
[H] [u] = [G] [p] em que as incognitas séo os potenciais e as das\direcionais destes
na direcdo normal exterior, nd¢ nds funcionais do contorno. O procedimento de
acumulo dos coeficientes de influéncia dos elensentomatriz global sera descrito no
item montagem do sistema.

O programa CANAL3D usa para contornar o problemairdegrais quase-
singulares um esquema de aumento no numero despdetdsauss através de um
critério seletivo baseado na menor distancia dagdonte ao elemento onde estdo
localizados o0s pontos campo, bem como na disténé@ikma entre 0s ndés geométricos

do elemento. Assim, sdo usados de dois a catorzepde Gauss

% S30 usados, 2, 3, 4, 5, 6, 8 ou 11 pontos nos intervalos de distancias definidos por Telles
(1994). Apesar de nao usados, estao implementadas, ainda, as coordenadas e pesos de Gauss
relativas a 14, 16, 20, 25, 28 e 32 pontos.
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3.1.1.4. Funcdes de forma expressas em termos alder@mdas adimensionais para
elementos tridimensionais quadrangulares curvos

Com o uso das funcdes de forma, as coordenadasndponto qualquer do
elemento sdo dadas em termos das coordenadas idashdos ndés geométricos do
elemento pelas equacbes 3.8. Neste trabalho fosaohos para o canal tridimensional
elementos isoparamétricos quadraticos quadrangutargos.

No elemento quadrangular as funcdes de formasadgmoninios de definicdo

ficam no intervalo [0;1], s&o escritas em termos d@ordenadas retangulares

adimensionaig e 17.. Ver

Figura25.
@ @ ® NGO | m |
® @ @ 1 1 1
A

/72Q 2 1 -1
®e © o > ¢® 3 1 1
7. 4 -1 1
! 5 0 -1
6 1 0

([ L L)
@ ® @ 7 0 1
8 -1 0
9 0 0

Figura 25 — Posicdo e coordenadas dos nés geoosétigcum elemento quadrangular.

FuncGes de forma para o elemento curvg évB):

8= -DD W) 4= +) 7, 07, -)  (3.31a:3:310)
6=, 0 DD, +D) 6=, DD D0+ (3315331
go =5 007V 0 07, =) 5 = B, U, +D(U-7,") (331e ;3310
¢, =50V B, W0, D §y = B, ~DTU-1,) (3.31g; 3.31)
¢, = (L-n,")W-n,") (3.31i)
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3.1.1.5. Funcdes de ponderacdo expressas em telenosordenadas adimensionais
para elementos tridimensionais quadrangulares survo

Com o uso das funcbes de ponderacdo, os potermiailuxos (derivadas
normais) de um ponto qualquer do elemento sdo deapgermos dos potenciais ou
fluxos (derivadas normais) dos nos funcionais émehto pelas equacdes 3.9.

Na implementacdo do Método dos Elementos de Camtem problemas
tridimensionais € comum o uso de elementos deseagipara solucionar problemas de
descontinuidade de potenciais ou fluxos em um raméérico (valores diferentes a
esquerda e a direita do n6). Elementos desconttanusém sdo usados para viabilizar
o procedimento de Telles (1987) de integracdo soii® singulares no caso da
formulacdo hiper-singular para o Método dos Elew®mle Contorno. Desta forma as
funcdes de ponderacédo serdo definidas para estencas completo de elementos
descontinuos. O caso em que o0s nos funcionais estie 0 contorno é uma
simplificacéo deste mais geral em que as distaac&® nulas. VeFigura 26

No elemento quadrangular as funcdes de interpolacéms dominios de
definicdo ficam no intervalo [0;1], séo escritas mmos das coordenadas retangulares
adimensionaigy; e 7. No caso de elementos descontinuos a posicacoddsimcionais
é funcdo dos parametrosesh, ondeig=1-h (i=1,4)as=a, + a4, €eas = a; + as.
Ver Figura 26

b4 ay NO i )2
4P # 1 -y -ay
® o ®
r\@ @ th3 2 9 &
® 0 o~ ¥ -
a ag
A ’72Q a3 n
a | a
e @ Q @O ............ » O @ Y-
n Q 5 0 -1
1
o 6 | & | 0
i or L
o ® : %
MR 8 | &0
9 0 0

Figura 26 — Posi¢&o e coordenadas dos nés funsideaim elemento quadrangular.
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FuncGes de ponderacéo para o elemento quadritite 9):

W=l WL =W W= W W, =i Y =y

Yo =0 W3 Y, =W Y= W Y=y g (3.32)
Onde:
L _ 2_ N, _ L
l/’l - a4 @-5 Eﬂ’h az) l/’l 31 @.6 Eﬂ’?z a3) l/’z 8.2 @5 qi?l +a4)
1
W?= ajfaﬁ e +a) 93 = W =n) e, +)]

) 1
= - +
7/ a, (&, a, —n,) Wa, +17,)]

A solucdo numeérica das integrais via Gauss-Legepdde ndo ter uma boa
precisdo dependendo da existéncia de pontos siegub@i quase-singulares. A seguir
sera vista a questao das singularidades e os mE@0s possiveis para manutencao da

precisdo da solu¢cado numérica.

3.1.1.6. Solucgdes para as Singularidades

Inicialmente é interessante introduzir alguns citasebasicos relacionados a
singularidade em fun¢gdes complexas.

Uma funcdo complexa C(s) € dita analitica em urgéoese C(s) e todas suas

derivadas existem naquela regido. Exemplo:

1 | o
C(9) :1T € analitica em todo espa¢co menos em s = -1.
S

Os pontos do plano em que a funcdo C(s) é analficachamados de pontos
ordindrios, enquanto que pontos do plano em quengdb C(s) ndo é analitica sdo
chamados de pontos singulares.

Pontos singulares em que a fungdo C(s) ou suasades se aproximam de
infinito sdo chamados polos ou singularidades esssn

Se C(s) tende a infinito quande- -p e se a funcaoC(s)(s+ p)" para
(n= 12,3,4,---) tem um valor finito ndo nulo em=-p, entdos=-p & chamado um

pélo de ordem n. Neste caso diz-se que a singatieié removivel. Exemplo:
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c(s) = K(s+2) i
(s+p)(stp,)

(ordem 2) ems=-p,.

tem dois poélos: um simples (ordem 1) em —p, e um duplo

Se C(s) tende ao infinito quande - -p e se a funcaaC(s)(s+ p)" para
(h=1234,---) continua a tender ao infinito em=-p, entdos=-p é denominado

singularidade essencial de ordem n.rSel a singularidade essencial € denominada

singularidade essencial isolada. Exemplo:

1
C(s)=k(s+z)&**® possui uma singularidade essencial isolada &m-p, uma
singularidade essencial no infinito, quando s - (tem-se

1

limC(s) = limk(s+ z) @ — w).

S— S— o

Pontos em que a funcdo C(s) é igual a zero saoadwsnde zeros finitos ou
infinitos. Se pontos no infinito forem também calesados, C(s) tem 0 mesmo namero
de pélos e zeros. Exemplos:

K(s+2)

C =
O = et b+ Py

tem dois zeros no infinito em adi¢cdo ao zero nidis=-z:

C(s) = k(s+ z)&**" possui um zero finito ers = -z

As solucdes fundamentais que fazem parte das @isegios coeficientes de

influéncia dos elementds, e g, séo dadas pelas equacdes 3.3 e 3.4,

Assim, estas fun¢dBes de r possuem singularidadas=ef isto €, onde o0 ponto

campox tende ao ponto font&, o célculo numérico das integrais dos coeficiedtes
influéncia dos elemento$, e g, através do método de Gauss-Legendre tende a se

tornarem imprecisos em pontos campo préoximos dotopdonte (pontos quase
singulares) ou coincidentes ao ponto fonte (pomiogulares). Isto ocorre porque,

apesar dos pontos de Gauss ser escolhidos de magealar a area da solucéo
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aproximada com a area da solucdo real, tem-se rpodxao ponto fonte uma
descontinuidade indo para o infinito que ndo comsesgr captada, fato que aumenta o
residuo entre a solucdo aproximada e a real. Qlagcse o niumero de pontos de Gauss
estiver mais concentrado nas proximidades do gonte, este erro diminuira.

Para contornar o problema das singularidades se optcaso de pontos quase
singulares, por métodos que concentrem o nimemodms de integracdo do célculo
numerico nas proximidades do ponto fonte; e no dagmontos singulares, pela solucéo
analitica nos casos onde a singularidade é removweto uso do principio da
conservacdo do fluxo, ou pela transformacdo de demadas no dominio de

adimensionais (retangulares) para polares e peld@isub-elementos triangulares.

» Aumento no numero de pontos de Gauss definido pw@rios seletivos
(pontos quase singulares):

Nesta técnica se faz uma maior divisdo em elemeatose subdivide o elemento,
e se usa um critério seletivo para definir o nunmErgontos de integracdo (pontos de
Gauss) em cada um destes elementos, ou sub-eleméntwitério seletivo deve ser
baseado na menor distancia do ponto fonte ao etersene estdo localizados o ponto
campo e se esté efetuando a integracdo, bem cordistAacia maxima entre 0s nos
geomeétricos do elemento. Desta forma se calcula disi@ncia relativa igual ao
guociente da distancia minima entre o ponto fonbeeéemento e a distancia maxima
entre os ndés geométricos do elemento, e quantomi@nesta distancia relativa, maior
deverd ser o numero de pontos de integracdo (pdatGauss).

Neste ponto caberia a pergunta: por que ndao usaievado numero de pontos de
Gauss sempre e obter uma solugdo mais precisaPstgeria interessante primeiro
porque quanto maior o numero de pontos de Gaussr ma&usto computacional em
termos de tempo de processamento; e segundo pamgeéevado nimero de pontos de
Gauss ndo é garantia de precisdo, pois é possivalumento dos erros de

arredondamento de casas decimais a medida queveeoehimero de pontos de Gauss.
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» Concentracdo do numero de pontos de Gauss proximanta pelo
emprego da transformacdo cubica de coordenadadeqTel987) (pontos quase

singulares):

Os coeficientes das matrizés e g, séo integrais do tipb = J'_llf (mdn no caso

bidimensional ou do tipd :J'_lljl_llf (m)dn no caso tridimensional, com singularidade

emn =0.

O objetivo deste método é aumentar a concentraganudchero de pontos de
Gauss na regido do elemento préxima ao ponto dgulamdade através de uma
transformacéo das coordenadas naturais do elerfrghtEm uma nova coordenadp)(
através de um polinémio do terceiro draelde seu jacobiano. A transformacéo provoca
uma suavizacdo da funcédo original que concentrgpargos no entorno do ponto
singular. Ver Figura 27.

No caso bidimensional ter-se-& um contorno unidsioeral e um polinémio, no

caso tridimensional os polindmios de terceiro gtatransformacéo séo:

() =a y+by’+cy+d, =12 (3.33)
E seu Jacobiano é:
1=, - Pwl=sa g ren e =12 (3:34)
f
b
f(7) 3
Transformacao
cubica

v

i o 1 nouy

Figura 27 — Comportamento dos pontos de integregd@ouma transformacéo cubica.

> Em seu artigo Telles mostra que poderia ter sido usada um polinémio do segundo grau, mas
gue seu uso estaria restrito a ‘l]‘ =1 de forma a evitar as rotas complexas (zeros negativos).
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Onde os coeficientes, b, G e d sdo determinados pelo sistema de equacdes definido

pelas condi¢cdes de contorno que o polinbmio detergrau deve satisfazer:

d’n| _, dn| _ S i —

dyzg-o E}L 0 n=1 n-)=-1 (3.35)
2

Onde a condigéeg7/7 i 0 implica que o jacobiano desta transformacgéo devern

minimo emn, sendon a coordenada natural correspondente ao prrdo elemento e

mais préximo do ponto fontes. Resolvendo o sistema estes coeficieateb, ¢ e d

dados por:
1 3y 3y? ,

a=— b=—7" c¢c=— d=-bh Q=1+3y, (3.36)
Q Q Q :

Onde y, € o valor da coordenada que satisfaz a rela¢dy(y) =, parametro que é

calculado pela seguinte expressao:

7o =3+’ +3)Gn" =ln’) +7 (3.37)

Onden” =n° -1

E importante ressaltar que o grande foco de agicaps esquemas de aumento
ou concentracdo do numero de pontos de Gauss mréanponto fonte € o caso de
pontos quase-singulares. Ainda assim a integrag@titiea por partes finitas tem
vantagem computacional. No caso de pontos singuldgeprimeira ordem, como nos

integrandos da matrig, do caso bidimensional (o kernel (In r)), estesiestps ainda

garantem uma boa resposta, nos casos de pontosirgmaridades de ordem superior,
pode haver uma maior degeneracdo da solugdo nangeicdo preferivel o uso isolado
ou complementar de outras técnicas que serao asaguir.

No caso de pontos quase singulares, 0s pontos cestgrtam muito proximos do
ponto fonte, mas ainda assim existiia uma disédn&im problemas de quase
singularidades se adota o critério de aumentamtensi de pontos de integracdo quanto
menor for a distancia entre o elemento dos pordogoo e o ponto fonte. Da mesma
forma, se usa neste caso um critério de maior aoomeoncentracdo dos pontos de

integracdo com uso da transformacdo cubica depdodéa distancia minimd

entre o elemento e o ponto fonte. Assim, € intr@miuzim parametro livrer que é
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definido em funcéo da distancia mininiy,,, de modo a se obter um erro minimo na
integracdo, no sentido dos minimos quadrados, eoaslenadas do polinbmio do
terceiro grau e outros parametros aparecem emduleste parametro (Telles, 1987).
Neste caso as condi¢des de contorno passam a:
d*n
dy’

_=r d_”‘—o n®=1 n(-1)=-1 (3.38)
7 dy 7

Assim, os coeficientes;, by, G e d; obtidos pela resolucdo do sistema envolvendo

as condicdes de contorno sdo dados por:
1-% 3(1-F) K +3 %
a = ! q = =
Q Q Q

Onde y, € o valor da coordenada que satisfaz a rela¢dg(y) =n, parametro que é

G d=-h Q=1+3y (3.39)

agora calculado pela seguinte expressao:

7o=3-a +\at+ B +3-q -y + ﬁ+ﬁ (3.40)

Onde:

o1 [ ) 2/7ij 1]
qi-Z(TZr—i)L(”i@‘Z”‘Mﬁ trar

1 = = =2
P :3(1+—2ﬁ)2 [4n (1-r)+3(1-7 )]

O parametro Iivrer‘i22 para o caso tridimensional € definido como umadon
deD,,,, de modo a obter um erro minimo na integragdosemido dos minimos

quadrados, por:

=0 0,00< D,* <0,0025

f. = 085+ 012In(D,?) 0,0025< D,* <1,70

f. = 0,893+ 0,0416In(D,*) 1,70< D <13,09

r=1 13,09< D (3.41)

- ~ tr — tr — . ~
?2 Quando ri =1 estas expressdes recaem em /7ir =7 e Jir =1, o que leva a integracdo

numérica de Gauss padrdo; e quando i =0 estas recaem no caso de pontos singulares.
Quando I; for negativo, significa que o ponto fonte esta préximo demais do elemento campo, e
0 programa deve ser abortado pois a precisdo numérica ndo € mais garantida.
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As equacdes acima foram obtidas tomando-se o eteaemo um quadrado de
lado 2 (-1 <m =<1;-1<n,<1). Ver Figura 28. O paré\metrl2 corresponde ao
quadrado da distancia entre os extremos do elenvamipo, medida na direcdp e
sobre o ponto de coordenadg,, calculada no espaco real. O parétmeﬂg2
corresponde ao quadrado da distancia entre ogredrdo elemento campo, medida na
direcéor, e sobre o ponto de coordenadg, calculada no espago real. Desta forma,

devido ao mapeamento realizado para otimizagaalas de D, € corrigido por:

2
4 Doy (3.42)

) 4 D?
1= — — 2 D,” =—— — 2
X(W77,) = X(~L77,)| |X(7, D) = X(7,;-D)

min 2

A7,

Figura 28 — Mapeamento do elemento para se obt@ramminimo na integracdo, no
sentido dos minimos quadrados.

Uma vez realizada a transformacdo das coordenaapahtos de Gauss dada

pelo polinbmio do terceiro grau proposto por Telesquacao integral de contorno fica:

c(8) u(&HZ{ZZ( BEx) We@m,) | 3¢ | 3]9°| ak a, )} U@, 11,)

e=1| I=1 k=1

(3.43)
- G O e tre tre G k .l
=2 DD WEX) W) 36| [ 3ne| 9% e )| P a2,)
e=1| I=1 k=1
E os coeficientes de influéncia dos elementos adosipor:
NG NG . G C
h = > (PEx) Wemm)| 3| | 3] [9°|whea,) (3.44)
1=1 k=1
Sk 0 G (G|
0o =D 2 (UEX) Werm,)| 35| | 3] [90°| e, (3.45)
1=1 k=1

O jacobiano da transformacéao de Telles por elemeniado por:

10N =0, - Prw)=sa eyt i=12 (3.46)
73



» Integracdo Analitica (pontos singulares):
A solucdo analitica € cabivel no caso bidimensiamrale o kernel (In r) da

solucéo fundamental’ (§,X) que faz parte da matrig, € integravel no sentido do
valor principal de Cauchy, o que levaga = L/27(1+In2/L). No caso bidimensional

em relagédo a matril, e no caso tridimensional para ambas as matrizasberdagem

nao é possivel.

» Principio da conservacéo do fluxo (pontos singslare
Este principio serve para contornar a questaoidgalaridades dos coeficientes,
tanto nos problemas bidimensionais com elementaslrgticos (ou superior), quanto
nos tridimensionais com elementos curvos, em relacantegral do coeficiente de

influéncia do elemento correspondente a maigizNo caso de elementos constantes, e

de elementos lineares no caso bidimensional ouwsplao caso tridimensional ndo é

necessario o uso do principio, paish =0, o que conduz a uma influéncia nula
h, =0, tanto para pontos singulares quanto para quagelares. Cabe ressaltar que
nos casos de elementos lineares (bidimensiongjamos (tridimensional) é necessério
0 uso respectivamente de nos duplos (bidimensionadle elementos descontinuos para
levar em conta a questao da continuidade do fldgavada normal).

Como sera visto no item medidas de conservacdempd, o fluxo total saindo
por uma superficie fechada devido a um potenciabtemte em um dominio onde é
vélida a equacéo de Lapladé® = 0) é nulo:

[Ouma =] DMud=| D*ud =0

Como ¢ =du/an=0, sistemaH] [u] = [G] [p] fica:
[H][u]=0 (3.47)

Desta forma se pode néo efetuar os calculos noweates nos nés onde ocorre a

singularidade e ap0s o acumulo na matriz globabiéiclerar a conservacao do fluxo e

obter os termos da diagonal princigd| por:

N

>H. u =0 - H,;=->H,u i=1N (3.48)
=1

j#
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Esta expressao soO é valida para regides finitas egides infinitas, ao nao se
discretizar o contorno infinitamente distante, iitipdmente se esta admitindo que tanto
o potencial quanto o fluxo tém o mesmo decaiment® & solucdo fundamental, de
modo que a condi¢do de fluxo nulo para potencialstamte viola as condi¢cdes de

regularidade. Neste caso, tem-se:

N
>G, p;=1 - H,;=1->H,u i=1N (3.49)
j=1

Cabe ressaltar que se este principio for utiliza@dormulacdo desta forma, ele
ndo podera ser utilizado como medida de validag&tepor. No programa CANAL3D
se optou pelo uso como medida de conservacaoepi@serve para validar o resultado

obtido na resolucdo da equacao de Laplace a cada da tempo.

» Transformacdo de coordenadas no dominio de adioreisi
(retangulares) para polares e pelo uso de sub-etemdriangulares (Telles, 1987)
(pontos singulares):

Como foi visto nas equacdes 3.3 e 3.4, as solUgdesmentais que fazem parte

das integrais dos coeficientes de influéncia dosmehtos h, eg, possuem
singularidades em r = @ (§,x) da ordem déd/r e p”(&,x) da ordem déd/r?.

Por outro lado, com@"(&,x) esta multiplicado podr/an=r, [ , & medida que
X se aproxima dé&, isto é, quer diminui, a ordem da singularidade diminui, e assim

neste caso tanto (&,x) quanto p”(&,x) apresentam singularidades da ordeni/de
Como para certas geometrias especificas € possintdgracao destas expressoes

com singularidades da ordem @&, no sentido do valor principal de Cauchy, para

eliminar ou ao menos suavizar (caso jol€&,x)) estas singularidades de orddsm,

Telles (1987) propGs uma transformacdo de coor@snaadimensionais, para
coordenadas polares locais, de forma ao ponto featéocalizar no centro destas
coordenadas (polo do sistema). ApOs a transformaeéias integrais podem ser
calculadas numericamente com o uso do método desdagendre, independente do
fato do elemento ser continuo, descontinuo oualesitgdo, uma vez que neste caso as
integrais sao improprias e convergentes e o valocipal destas coincide com o valor

usual (Riemann).
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Cabe ressaltar que no caso de se adotar a forrauiguér-singular ou de se estar
trabalhando com problemas de elasticidade tridirnang este tipo de abordagem
requer que o ponto fonte se localize no interioel@onento (fora das bordas), de forma
a se poder excluir um pequeno dominio no entornopalato singular§, o que
indiretamente pressupde o uso de elementos desgostiem que 0s pontos nodais
estdo localizados fora das bordas do elemento @eficiente c(§) =0,5. No caso de
elementos continuos ou de transi¢do, pode-se adatalculo das integrais por partes
finitas, conforme o esquema proposto por Kutt (3975

De forma detalhada o procedimento, para o caso owmgpleto de elementos
quadrangulares, consiste em (ver Figura 29):

» Transladar o sistema de coordenadas retangulares) (para o ponto fonté;
» Utilizar um sistema de coordenadas polaReé)(com polo ent;

» Subdividir o dominio de integracdo quadrado emmgdos e integrar nestes

dominios triangulares.

An,
Ol
’72? 6(3 mn ’72? //;/V R
5 P2A AN
€] ’,71 é—i‘—f%— -
g £ h 1

Figura 29 — Procedimento de Telles (1987).

» Transladar o sistema de coordenadas retangulares) (para o ponto fonté:
Admitindo que o ponto fonté tem coordenadas); e 775 no sistema retangular
local (71.772), as coordenadas, no sistema transladado de @uafpnto campo |

1M (i)

(", n,") seréo dadas por:

n" =" -ni  n" =n"-ni (3.50)

» Utilizar um sistema de coordenadas polaReé)(com polo ent;:

A transformacao para coordenadas polares sera:
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R=yn?+ny>  @=arctar (7;/n)) (3.51)

Com o Jacobiano dado por:

on, o 5 ser(d
3o =|dR 06|_|0S6) ~Rseb) o o4 p sert(@) =R (3.52)
an, dn,| |sed) Rcos@)
JR 086
O diferencial de area é dado por:
dn,dn, =dn; dn, =R dR dé@ (3.53)

* Subdividir o dominio de integracdo quadrado emmgyidos e integrar nestes

dominios triangulares:

Assim os coeficientes de influéncia do elementeao calculados por:

he = i [VPj:j: g e

Triangulo=1

°| R dR ﬁ} (3.54)

VPI:* j;’ 0 e

J°| R dR 0} (3.55)

Triangulo=1 [
A presenca dék no integrando elimina a singularidade nos coefieie g° e
reduz em uma ordem a singularidade dos coeficidrfiteama vez qu® = r, pois § é
0 polo do sistema de coordenadas polares.

Embora o coeficienteh® tenha uma ordenO(1/r), a integral impropria é

convergente, pois seu valor principal coincide aconesultado obtido ao ser calculado

. . . lor
no sentido usual, uma vez que se garante um Ilfmite L = |IIT3 o para todo valor
r-
def §<s0<6
(@ &
/./'
®
A // e 4 R n 2
p
S 0
AN T A !
fa T A
N o, @
\,\ 2
0 & A o)X
(2 '3
- ® = A ©

«

Figura 30 — Ordenagé&o nos elementos descontinuos.
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Considerando a ordenacéo indicada na Figura 30p0samnéangulos numerados no
mesmo sentido que 0s nO0s geomeétricos (seguindgra da mao direita) e sendo o
tridangulo 1 aquele que possui, na numeracdo lasalyértices 1 e 2 do elemento
quadrangular, tém-se os seguintes limites de ia¢&grpara o triangulo 2:

6 =8, =arctan (7;'* Ini®) 6, =6, =arctan (7;'> 1n71)
R=lm R=0 R = f(0) =n,? secl) =1, secP) (3.56)

Onde 7.0 é a coordenada do ¥ na direcdo 1, no sistema retangular local
transladaddr,,/7,) .

Como os limites de integracdo variam de triangularaptriangulo, um
procedimento usual adotado a fim de manter estemogelimites de integragdo € fazer
uma rotacdo das coordenadas dos vértices dosul@ng, 3 e 4, de forma a deixa-los
na mesma posicéo do triangulo 2. Desta forma aszeside rotacdo e as coordenadas

no sistema local transladado e agora rotado sao:

0 - =, -nf 1 0 =, -nf
Mm{ }:{m' 7. ~17:) MM:{ }:{n} M
+1 O n,=n,—n; 0 +1 1, =1, =1

0 +1 = -né -1 0 == —ns
M rot 3 = |: j| :> { :,71_ ,72 ,72{ M rot 4 :|: :| :> {,7} — (,71 ,71{) (357)
-1 0 n (7, —ny) 0 - 1, ==(1,-1n5)

=
Desta forma ficam mantidos os mesmos limites degmatéaod, d,, R eR;.
Entretanto, para aplicar a integracdo numérica ales& é necessario que os limites de
integracdo sejam [-1;1], e assim, é necessarianava transformacéo de coordenadas,
tanto pareR quanto parad, e a introducdo nas integrais dos coeficientemfieencia

dos elementos dos jacobiand$ e J® destas transformacdes (ti%,@fjem[— 1] e

lR R J em[-11]. Ver Figura 31.

A AR
1 1
> G >
7 _
8 6, R=0 / R, = f(6)
1 1]

Figura 31 — Mudanca para coordenadas polares asiomets.
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Pela transformacao linear @ emé& edeR’ emR tem-se:

6" = A9+ B (3.58a) e R=CR+ [ (3.58b)
Onde:
-6, +6
A= 2 B:u C:i e D=-1
6, -6, 6, -6, f(0)

Assim, os jacobianos séo dados por:

J° = aa:” G Z_Q - _292 (3.59a) e X ::T; :@ (3.59b)
Desta forma os coeficientes de influéncia pard&ogulo 2 sao:

h® VPH p”WwelJ G\R JRJI® AR’ d@” (3.60)

g® =vP[ [ u"we|3°|R J73° dR' de” (3.61)
E para todo o elemento considerando os quatrogtri@s e as rotagdes:

Z vpj j p” we JG\R 6) 8-6, 5 2 4R’ do” (3.63)

Triangulo=1

g¢'= Y > ve[ [utwe)s IR 10 6% 4rr ger (3.64)

Triangulo=1

Como para o caso tridimensional o valor princigegtds integrais coincide com o
valor usual (Riemann), uma vez que sao improprie@eergentes, pode-se usar para o
calculo das mesmas o método numérico de Gauss-tleganassim, os coeficientes de
influéncia do elemento ficaf

= Y {Z(Zp(&x)w(nl,nz)\JG\R”g)dje % o, } (3.65)

Triangulo=1 =1

g.= {Z(Zu(& x)w(nl,n;)\JG\R”ZQ)%]HS;HZ%} (3.66)

Triangulo=1 =1

» gSe estiver se trabalhando com a formulacdo hiper-singular, se os elementos forem

descontinuos esta abordagem é valida pois o ponto fonte fica fora do contorno se pode excluir
um pequeno dominio de raio & do entorno do ponto singular; mas se o elemento for continuo, é
impossivel se fazer a integragdo no sentido do valor principal de Cauchy em apenas um
elemento, e desta forma este deve ser quebrado em dois elementos adjacentes, nos quais sao
aplicadas a metodologia e o resultado final € a soma das contribuic6es de cada um destes.
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O procedimento proposto foi detalhado para o casig sompleto de elementos
quadrangulares, que sdo os adotados no canal éndional. No caso de elementos
triangulares, a fim de se usar o mesmo procedimeetdaz uma transformacao das
coordenadas triangulares adimensionais nas coatdena@tangulares adimensionais,
conforme o0 esquema proposto por Telles (1987).

No programa CANAL3D os procedimentos adotados perautencdo da precisao
da solucdo numérica nas situacfes de singularidsfiteso aumento do numero de
pontos de Gauss definido por critérios seletivascencentracdo do numero de pontos
de Gauss proximo a fonte pelo emprego da transf@ianaubica de coordenadas
(Telles, 1987) em integracbes numéricas quasedsieg, e a transformacéo polar de

Telles em integracBes numéricas singulares (TdIB&Y).

3.1.1.7. Montagem do Sistema
Uma vez calculadas as integrais envolvendo os aierfes de influéncia dos
elementos, as equacdes transformam-se de integnaiégebricas. Para a colocacédo do

ponto fonte no né funcional i global tem-se a e§oaaigébrica:
E E

cu+d e ensus e v =3 o e an pe g ] @67)
e=1 e=1

Para cada n§i”, a equacédo fornece uma equacdao linear em termads dalores
nodais dau e osN valores nodais dp. Nestas expressoes, olhando de forma local nos
elementos;i” é o ponto fonte, isto €, o n6 funcional globalcdéocacédo da fonte; ja
n=12.., N° representam o0s pontos campo, isto é, os ndsofasi locais do

elementol’,. Olhando de forma global, quando a fonte estaceola em “i” tem-se a

influéncia em um ponto campo “j”. Quando este ndcfanal “j” esta na fronteira de
mais de um elemento, existe mais de um coeficidetenfluéncia “n” do elemento
contribuindo para a influéncia total neste né gldifa Assim, estes coeficientes de
influéncia das matrizes dos elementos tém que aenaados na matriz global. Ver
Figura 32.

Apo6s o acumulo dos coeficientes de influéncia dementos na matriz global, a

equacao de contorno fica:

80



N N N N
C u +ZH“1 u :Z;Gi;i p, ou > H, u :Z;G“i P, (3.68)
1= 1=

i=1
OndeH,.; = I—A|.;j + G q;, €9, e o delta de Kronecker definido como:
1, i=]
0, ={O, % (3.69)
No procedimento de acumulo as matrizes glohﬁai§ e G;; recebem todas as
contribuicdesh.; e g;.;, respectivamente, dos elementos que contem §"noVer

Figura 32.

Para os elementos do contorhg I, [ ..., €15

“i” € o ponto fonte (funcional global) Referéncias
" ="a","b”, “c” séo pontos campo (funcionaisg@bais)  para os nos
(n) = (1), ..., (9) séo pontos campo (funcionais eiementos) 4g element

e+l
<« hLQ
. e e+l e+2 e+3
No exemplo: Hi,b - hL3 + hi,4 + hL1 + hL2

e e+3
F*Lc «— hu7 +'hL5

Figura 32 — Acumulo dos coeficientes de influémina elementos na matriz global.

A equacao de contorno pode estar na forma exp(@ifaacédo 3.68), ou na forma
matricial:
[H][u]=[c][p] (3.70)
Esta equacdo é de ordéncom as linhas apresentandoMgraus de liberdade
do problemau é um vetor que contém os valores do potencialNhpentos nodais, e

p é um vetor que contem os valores das derivadasidirais do potencial na direcao

normal exterior nosl pontos nodais.
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Desta forma, o sistema de equacOes algébricastametgulcontémN equacdes
correspondentes ads pontos nodais €N incognitas correspondentes aos valores

nodais dau e p. A indeterminacdo do sistema é resolvida ao sscpreer as condicdes
de contorno conhecidase pnosN nés. Assim o sistema de equacdes fica:
[A][x] =[R][x] (3.71)
Onde:

[x] € um vetor que contem as incognitiasp de cada né funcional,

F(J € um vetor que contem os valores prescritos (adbg) das condicbes de
contorno,

[A] € uma matriz que contem os coeficientes de infi@égue multiplicam as
incégnitas,

[R] € uma matriz que contem os coeficientes de infi@éremanescentes que
multiplicam as condi¢cfes de contorno prescritasl{eoidas).

Como xeR sdo conhecidos, isto é, ndo sio incégnitas, podessrever o
sistema final de equacfes como:
[Al[x] =[f] (3.72)

As expressdes que originalmente estdo nas matezegtores do sistema
N N N
,Z:l“H“j u; = ;qj p serdo acumuladas na matriz e vetores do sisgmgj X = f
dependendo do tipo de condigdo de contorno pras€ébe ressaltar que se existissem
fontes no dominio, o vetdy também receberia a contribuicdo do vdtatas fontes. O
procedimento aqui descrito considera que ndo exiftntes no dominio e que a
equacao governante € a de Laplace.

+ Com condicdes de contorno de tipo Dirichlet, o pot@ u; =U; conhecido €

prescrito nos pontos nodajspertencentes ao contornq, Desta forma tem-se a

equagao:
_Z:Gi:i P :_,z H, 4 (3.73)
jary jory

Assim, comparando este sistema com o indetermirexistente antes da

prescricao das condi¢cdes de contorno se conclte naso que:

X—B Aij —- G fi — _jg_: H. G (3.74)
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e Com condi¢cbes de contorno de tipo Neumann, a d&ivarmal do potencial

p; = P; conhecida € prescrita nos pontos noglgiertencentes ao contordg. Desta

forma tem-se a equacéo:

ZHi;j u, = ZGl;j B (3.75)

jor, igry
Assim, comparando este sistema com o indeterminadstente antes da

prescricdo das condi¢cdes de contorno se conclte naso que:

X — U Ayj < Hij fi ZGi;j P, (3.76)

jor,
» Com condi¢des de contorno de tipo Robin, a derivaatanal do potencial

conhecida nos pontos nodaigertencentes ao contoricatravés de uma relacao linear
. C; _ . .
com o potencial,p; =-—(u; —U;). Desta forma, considerando a densidade da
P

fonte, tem-se a equacéo:

D Hi Uy =-2.G ¢ (U -T)) (3.77)

jare jare
Que reordenada fica:

Y(H, +G, ¢c)u; = > G c T (3.78)

jare jare
Assim, comparando este sistema com o indetermirexistente antes da
prescricao das condi¢cdes de contorno se conclte naso que:

X U Aij < H;; +G, ¢ fi — ZGM C; U, (3.79)

ii
iore

A montagem das matrizes H e G globais a partimgiaisizes dos coeficientes de
influéncia dos elementos e a passagem do sis{éir}{u]:[G][p] para o sistema
[A] [x]=[f] , € didaticamente a melhor forma de se explicaesedvolvimento do
modelo, contudo computacionalmente é muito maisiegfie o0 acumulo direto das
matrizes dos coeficientes de influéncia dos eleosents matrize%A]e[f] . Desta
forma, este é o procedimento adotado.

Desde que as condi¢des de contorno prescritas seyanrelacao linear de u e p,
o sistema de equacdes também sera linear e padaesslvido diretamente por varios

métodos de solucédo de sistemas de equacOes limEayesmétricos entre 0s quais se
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pode citar o método de eliminacdo de Gauss. No cBsaum canal numérico
tridimensional, o sistema tera muitos elementatesta forma foram implementados os
meétodos do Gradiente Bi-Conjugado e do Residuorvineneralizado (Generalized
Minimum RESidual - GMRES).

3.1.1.8. Solugbes para as descontinuidades daadarimormal do potencial (fluxo
normal)

Existem certas situagcbes em um problema de valocasorno onde estdo
previstas ou se espera uma descontinuidade nadarnormal do potencial (fluxo) em
certos pontos. Nestes casos podem ser adotadakiplds ou descontinuos a fim de se
resolver o problema. A Figura 33 mostra as situa¢fjecas nas quais se espera uma

descontinuidade de fluxo.

Figura 33 — Situacdes de descontinuidade de floxmal

A esquerda e adireita do ponto A estdo prescrito®$ normais (velocidades
normais) descontinuos. A esquerda do ponto B escito um valor de fluxo e a
direita um valor de potencial. Tem-se a esquerdadireita do ponto C prescritos
potenciais, mas o contorno é ndo suave.

Em cada um destes pontos onde o fluxo € descontid@mm se pode obrigar a
igualdade de fluxos normais nos nos extremos atjgsale elementos adjacentes, isto

€, Pesquerda? Parera» fAl0 que leva a uma incognita extra, pois se tmis fluxos

incognitas num ponto. Cabe ressaltar que a codtwei da derivada total do potencial
no ponto continua valida, isto €, existe apenasvalor de derivada total do potencial

no ponto.
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Para resolucao deste problema de descontinuidaolésngo do desenvolvimento
desta teoria, tentou-se inicialmente refinar a malhas proximidades da
descontinuidade, mas isto além de aumentar a déoeda matriz do problema e o
tempo de processamento, nem sempre fornecia bsulsados.

Posteriormente, ao longo do desenvolvimento destaiai optou-se por nos
duplos nos pontos A, B e C. Isto é, dois nés corsnmas coordenadas geométricas, um
pertencente ao elemento a esquerda e outro aordtealireita do ponto. Estes nos

seréo incognitas em duas linhas do sistema g[tbelh] = [G][p]

Nos casos dos pontos A e B, a questdo da incogrita fica resolvida pela
condicdo de continuidade do potencial que é valda.ponto A estdo prescritos fluxos
e a incognita é um unico potencial (continuida@®mo os valores prescritos de fluxo
séo diferentes, ocorrem diferentes contribuicdesaliementos a esquerda e a direita do
ponto, que vao para linhas distintas da matrizajl¢dm uma o potencial a esquerda € a
incognita e na outra o potencial a direita € agndd, apos a solucéo estes valores serao
iguais), fato que ndo conduz a um sistema singiMarponto B estdo prescritos um
fluxo e um potencial e as incognitas sdo um poatrecium fluxo. Como os valores
prescritos sdo de tipos diferentes e, consequentemas contribuicdes dos elementos
adjacentes vao para diferentes matrizes, o siggébal resultante ndo é singular.

No caso do ponto C, estdo prescritos potenciaiseéiade a esquerda do ponto e
as incognitas sao diferentes valores de fluxo aerda e a direita do ponto. Entretanto,
as contribuicbes dos elementos a esquerda e &adieiponto sdo idénticas, fato que
leva a duas linhas iguais na matriz global relai@as as incognitas e a um sistema
singular. Desta forma, é necessario se desprezadastas equacdes e se formular uma
equacao extra baseada na continuidade do fluxontotaonto que continua valida. Ver
Figura 34.

tg esq

Vtg dir

pes = Vn es
q q :
Pair = Vi dir

>0
wO

V =v +V =V

nesq tgesq —

+V,

n dir tg dir

Figura 34 — Equacéo extra
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Para resolver o problema de descontinuidades seetessidade de se utilizar
uma equacao extra baseada na continuidade do ftiah até porque esta equacao
demanda a obtencéo do fluxo tangencial, séo wiigaos funcionais descontinuos dos
nos geométricos. Assim, para um no geomeétricoliami em um contorno nao suave,
existem nos funcionais pertencentes aos difereesentos, que estédo localizados no

interior destes ¢ = Op No problema tridimensional isto leva a elementos

descontinuos, quando todos os lados do elemenésaapam descontinuidades ou de

transicdo, quando apenas alguns dos lados apnesérdga Figura 35.

C1

O
A

wO

Figura 35 — Nés funcionais descontinuos

O ponto C néo é de colocacgdo, os pontos funcialeisolocacdo sdo C'e C”, a
continuidade do potencial ndo € mais forcada, ereamaturalmente a medida que a
malha estiver suficientemente refinada, os coefie® de influéncia dos nés C’' e C”
nao se somam na matriz global, pois a igualdadsotincial ndo é forcada. Na verdade
estes conduzem a diferentes linhas da equacgéad.globa

Na formulacdo adotada neste trabalho para o pr@blden valor inicial e de
contorno para a propagac¢ao ondas gravitaciondis selotados elementos descontinuos
para resolver a questdo das descontinuidades xte#*fllA Figura 36 mostra onde se
deve adotar elementos descontinuos no caso dcoepralde propagacdo de ondas em

um canal tridimensional.

** Com a descontinuidade entre o nd geométrico e o nd funcional, este fica no interior do
elemento e ci = 0,5.
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Figura 36 — Elementos de transicao (descontinuns)me canal de ondas

Entre as paredes, incluindo a do batedor, e a ficipdivre, bem como entre as
paredes e o fundo existem contornos nédo suavessta fibrma os nos funcionais estéo

separados dos nés geométricos, um pouco para dierg®lementos, nestas interfaces.

3.1.1.9. Métodos de Solucdo do Sistema

Resolver um sistema de equacdes lineares é detertoohas as suas solucdes ou
provar que ndo existe nenhuma. Um sistema de egsiéip@ares € chamado de possivel
e determinado se tiver uma Unica solucéo, de pelssinmdeterminado se tiver mais do
que uma solucgéo, e de impossivel, caso ndo temifaumea solugéo.

A solucdo numérica de sistemas de equacdes lingads ser efetuada por
métodos diretos ou iterativos.

Os meétodos diretos sdo aqueles que produzem asofx@ta de um sistema, a
menos de erros de arredondamento, depois de umraufimto de operacdes
aritméticas. No caso de métodos diretos, uma vezsga complexidade (operacdes) é
conhecida, é possivel se determinar, a priorimptemaximo gasto para resolver um
sistema.

Os métodos iterativos sdo aqueles com os quaistéma@ solucdo de um sistema
com uma dada precisdo através de um processotonfionvergente. Para produzir a
solugdo exata por um meétodo interativo seria nédessuim numero infinito de
operacdes. Assim, este método tem embutido umdertauncamento apos a realizacao
de um determinado numero de operagoes.

Os métodos iterativos sdo classificados em métoglstacionarios e néao

estacionarios. Os estacionarios (Jacobi, Gaus®iSeidJ possuem critérios de busca
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fixos durante as iteracdes, sdo muitos restritvedém sido aplicados a sistemas
esparsos diagonalmente dominantes. Os métodos sta@memarios (Gradiente
Conjugado, Gradiente Bi-Conjugado e GMRES) posspanametros de busca que
variam a cada iteracao.

Os métodos iterativos sé@o particularmente interéssaem sistemas de equacdes
com um alto numero de graus de liberdade, poisaapis ndo produzirem a solugéo
exata, podem produzir uma boa aproximacdo da swlagén um baixo numero de
iteracdes, isto €, com um baixo custo computacional

O melhor e mais eficiente método iterativo ndo@steirio para a resolucao de
sistemas lineares, quando a matriz de coeficiengamétrica e positiva, € 0 método dos
Gradientes Conjugados (Hestenes & Stiefel, 1952).nBcessidade de resolucdo de
sistemas que ndo possuem tais caracteristicagasargarios algoritmos, baseados em
projecbes sobre o subespaco de Krylov, como o méwa Residuo Minimo
Generalizado (GMRES) e método do Gradiente Bi-Cyato.

Neste trabalho é necessaria a resolucdo de sistenemuacdes na solucédo da
equacao de Laplace via Método dos Elementos deo@umtbem como na obtencdo das
coordenadas globais dos nos geométricos a pasircdardenadas globais dos nos
funcionais, na atualizacdo das coordenadas da faigelivre™. O primeiro caso
apresenta um sistema de equacdes lineares, namigméom um grande namero de
graus de liberdade, sendo interessante o uso amlogéiterativos. Desta forma, foram
implementados no programa CANAL3D, o método do (&rad Bi-Conjugado e o
método do Residuo Minimo Generalizado com recomexosada “s” iteracfes
(GMRES(s)). Para este caso, o programa ainda psatecumétodo da eliminacao de
Gauss e 0 método da decomposi¢cdo LU. No segundp casimero de graus de
liberdade € pequeno, mas ha uma repeticdo da rpatdzcada uma das trés dimensdes

de xe assim foram implementados o método da decompmokigée uma variante do

® As coordenadas dos nés funcionais sdo obtidas pelo produto das coordenadas dos nos
geomeétricos pelas fun¢des de forma. Trabalhando com elementos isoparamétricos quadraticos,
para cada uma das dimensfes X, tem-se um sistema [A][ X] = [f] em que [A] é uma matriz 9 x
9, constante por elemento e [f] € um vetor 1 x 9 que varia para cada dimensdo X, sendo
interessante o uso da decomposicdo LU, ou de uma variante do método da eliminacdo de
Gauss em que sao realizadas as operagcfes sobre o vetor de termos independentes para as
trés dimens@es simultaneamente a uma Unica série de operacfes sobre a matriz [A] .
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método da eliminac&o de Gauss. A descricao e fagaaldestes métodos de solucéo de

sistemas encontram-se no Apéndice D.

3.1.1.10. Uso da Simetria para aperfeicoar os lcilcu

No caso de condicbes de contorno particulares, eenparalelo a algum dos
planos principais X-Y, X-Z ou Y-Z, estd definido fluxo nulo como condicdo de
contorno, ndo € necessario discretizar a totalidad=ntorno.

Seja, por exemplo, um problema de potencial onciendicdo de contorno em
€ de fluxo nulo (p = 0). Neste caso, ndo é nedesdéscretizar todo o contornio,,
basta rebater os pontos fonte para as posi¢cOetrisasécom respeito &y e integrar no

contornol” - ;. Ver Figura 37.

r_r1—> G E

Contorno&
integracdo para | ..., !i /_, Rebat

as fontesé eé

- p=0* " Simétrico em
em
relagéo &,

Figura 37 — Uso da simetria.

Pinciroli (1995) demonstra que a equacdo integealcdntorno, quando se

considera que o fluxo nulo foi gerado aplicandatsas fontesé e &' simétricas com

respeito d 1, isto é, quando se tem p(x) = 0 e§x) = 0, X€ ', , reduz-se a uma

integracdo no contorno- ;. Considerando que a fonte tem densidade
c@uE) =] rEpe) d )]-[ _ PEX) ux) d (x) (3.80)

No programa CANAL3D estd implementado somente o daosimetria em
relacdo ao fundo. Nao se optou pelo uso desta atpemd porque se por um lado ha uma
reducdo no numero de graus de liberdade do problemnautro se aumenta bastante o
tempo de integracdo e montagem do sistema, polsea um novo ponto fonte

simétrico ao original para integrar todo o contofoca do plano de simetria. Esta
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abordagem é interessante para malhas mais disclasiz pois com o refinamento o
tempo de resolugédo do sistema aumenta mais quapptde integracdo e montagem

(Ver capitulo 6).

3.1.1.11. Calculo da derivada direcional do pot@nta direcdo tangencial para pontos
do contorno

A derivada direcional do potencial na direcdo taege (fluxo tangencial) para
pontos do contorno poderia ser determinada de fasemelhante a descrita para
determinacdo da derivada direcional do potencialiera direcdo qualquer para pontos
internos, s6 que considerando a derivada em rekad@ecéo do vetor tangente unitario

t,. Considerando que a fonte tem densidade

c@)p, @ = [ 2 E pe ar (o1 - [ 22X ygar (g (3.81)
Onde:
uwE)__ 1 g (3.82)
ot, 4rmr?(gx) 4 '
opEx)_ 1 _
atu - 477T3(§,X) [3(ru |:ﬂu)(ru m) (n |:'ﬂu)] (383)

Entretanto, como o ponto fong pertence ao contornio, quando o ponto campo
xcoincide com o ponto font&, as singularidades sdo de ordem maior que as de

u(§x) e de p (§x ) Desta forma, o esquema de mudanca de coordepadas
polares, com polo no ponto fonte, proposto porebe(lLl987), ndo reduz a ordem da
singularidade o suficiente para permitir a integoagor Gauss-Legendre.

Assim, como alternativa de célculo para o fluxaytrcial, usa-se a derivada da
expressdo do potencial em termos do somatorio a#siltuicdes dos elementos dadas
pelos potenciais previamente calculados em caddosdéelementos e das funcbes de
forma.

Para qualquer ponto genérigalo contornol ., 0 potencial € expresso em termos
de seus valores nos nos funcionais e das funcdes de interpolaggo ,(pela

equacao 3.9. No problema tridimensional a derivdagotencial dado pela expresséo

3.9 sera realizada em relagdo a duas dire¢cbesoodizgdefinidas por vetores unitérios
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contidos no plano tangente, isto €, em relacdo vabtsres unitarios tangentes ao
contorno no ponto campo.

Como foi visto, as funcbes de ponderacdo sdo esgeeem termos de
coordenadas adimensionais. Em problemas tridimeaisiao contorno € bidimensional
e pode ser expresso em fungéo das coordenadasatinegss, e 7,.

Desta forma a projecdo de um vetor posicdo qualquao plano tangente ao
ponto campo pode ser decomposta em dois vetoregoodisr, e r,, que estdo na
direcédo destas coordenadas adimensiopaess,. Ver Figura 38.
_ ar :o"xi+o"yj+o"zk

an, dn. dn o
=o"r =dxi+é’yj+dzk
an, dn, 9dn," on,

(3.84)

r

(3.85)

rp

Plano n

X

Figura 38 — Plano tangente e reta normal ao comtoorponto campo

Como as diregbes dadas pelas linigse 77, sédo ortogonais, o problema

bidimensional do contorno pode ser separado em piaiblemas unidimensionais

linearmente independentes. Um dado pela variacadoragp do plano definido pela
linha 7,, em que o valor de, permanece constante e iguah_;\; e um dado pela

variacdo ao longo do plano definido pela linag em que o valor de, permanece
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constante e igual q_l A Figura 39 mostra a parcela unidimensional dgdimpela linha

17, em que o contorno .

dr,

v 7

r+dr

Figura 39 — Variacdo ao longo ge.

Comor =r(n,), as derivadas ja ndo sdo parciais, séo totaisyezon tangente €
dado por:

dx. dy. dz
dr =dr, = i+ + k |d 3.86
' (dm dn, ' dn, j n (3.89)

Como o elemento de contormib; pode ser calculado por:

2 2 2
dr, = /dr, ar, = \/(dd;(j +(dd;’j +(dd/72j dn, (3.87)
1 1 1

O vetor tangente unitario na direcéorgeé dado por:

d [ddx i+o|dy j+dOIZ k} I
t, = N _ A A A (3.88)

T () (e
dn, dn, dp, )

As expressfes dos cossenos diretores, isto €, pmessiies das projecdes dos

vetores tangentes unitarios na direcdo dos eixtss@nos, em termos de coordenadas
adimensionais, sao:

dx

- dn, _ 0x _ 0X on, _0x 1 (3.892)

o (w(j2+(wj2+((jzj2 atl_a’h ot, oan J;
dn, dn, dn,
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dy

t, = : . : . (3.89b)
o] () ()
dn, d, d7,
dz
t,= = a, - - (3.89¢)
RGN
+ +
\/ dn, dry, d7,
Como x,,(x) = Z_¢m(><) X Ym(X) = Z_¢m(><) Y Zn(X) = Z_¢m(><) z, xOr:
0 X, (X) _ acvm(X)
on zl o, (3.90a)
dy,(x) _ &0 %(X)
01, mZ; 017, I (3.900)
02,(x) _&0 com(X)
on zl o, (3.90c)
X — aXm(x) - aXm(x) a,71 - axm(x)i Za¢ (X) 1 (391)

"oy on, o, ag J, & om "If
Da mesma forma sédo obtidas expressbes analogapaaela unidimensional

definida pela linhay, .

Vale notar que os Jacobiands e J2 dos elementos e os cossenos diretores s&o
determinados usando as expressdes das derivadaagigaas funcdes de forma em
termos das coordenadas adimensionais. E as desipadaais das funcdes de forma séo
determinadas usando as expressOes destas funcOetermms das coordenadas
adimensionais.

Cabe ressaltar que as derivadas das funcbOes dea fpama o elemento

quadrangular curvo isoparamétrico quadratMd € 9) sao:

T8 2o, -2, W, +n,—n3) 200 = 2w, w3 -2, @, -, +12)
m an
%=—E(2Dt]1wz+2m]lﬂ72+/72+/72) %=£H2m71@722‘25’71m72"72"722)
m an, 4
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¢ dgs _1
Mi’ =1, 7, %) —dnj = W2, =200, 7 ~n3 +1)
¢ d¢s _1
d—I7Z=—/71EQ/72+/722) d—lljzzuzm]1_2m71m722+/722_l)
d¢9 2
—9 -1 3.92
N (3.92)
J 1 J 1
o_,—f;i:zuzmzmhz_zmhm?z_”l_’?lz) o‘,—zj:zuzmlsz"'zmhm?z_”l'k”lz)
dg, 1 J 1
e = e, W] w20, v w) P =R, ] =20 T, = +)
dg. 1 ¢
0"/72 =~ e, -2, 7 +n7 1) 50: = -, W, +15)
g, 1 ¢
M: =~ fem, -2, B2 -nZ+1) d”j =n, W, —1n;)
J ¢, 2
=9 -7 3.93
TR (3.93)
Pode-se afirmar ainda que o fluxo tangencial necéiw da Iinhat7l € dado por:
_ du(x) _ _dux)dn, _ du(x) 1
) = — = = 3.94
Gu(X) = o dr, an. ar, an 3, (3.94)
Onde:
dn, _dn, _ d, -1 (3.95)
‘]l

dp,) \dp ) ldp ) "

Ne
Comou(x) = ZI/Inm(X) u, x0T, ouaindau(x) =¥°U°®:
=1

Ne e
AU LA A ST (3.96)
ﬂﬂl n=1 ﬂ”l dnl
E assim:
N1 2y (X) 1 v
4u(X) = p s U, (X)) =0 — u® (3.97)
tl ;Jl d’?l ‘J1 dﬂl

Para fonte com densidage:

(=Y = 2 g L IXT

: == (3.98a)
n=1 Jl d’?l 'Jj_ d’?l
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Analogamente em relacdo a parcela unidimensioriaidie pela linhar, tem-se:

O, (X) :i%m u,(x) = ied—q’e u*® (3.98b)
=J,° dn, J,” 21,
Onde os Jacobianok” e Jze, dos elementos, sdo determinados usando as exgsess
das derivadas parciais das fun¢Oes de forma eno$ellas coordenadas adimensionais e
as derivadas parciais das funcdes de interpola@dgideterminadas usando as expressoes
destas funcdes em termos das coordenadas adimeigSion
Cabe ressaltar que as derivadas das funcdes desrpgéd para o elemento

quadrangular curvo isoparamétrico quadratMé € 9) sdo:

%:ﬂ_d/fmlz %:ﬂ_(’[/;mlz %:d_lﬂ;mlz %:ﬂ_d/flﬂlz
1 1 2 2

an, on, an,  an an  an an,  an
oWy _0Y; ., OWs oW, ., oW, 0y, ., W, _0y;_,
= W = W = W = V7
an, dn, Y dn, dn, > dn, dn : dn dn
oYy, _oy; _ ,
_ W (3.99)
an, 2n,
ow, oyt _ . oy, oyl _ . Oy, _dyi_ . Oy, _Jy _ ,
_Z—mj _:—WJ —:—WJ —:—mj
an, dn, - dn, dn, * dn, dn, > dn, In
oWs _ oyl . oW, _owi _ . W, _d¢i_ . O, _J¢; .
0., - 3 - wjz - @3 - @01
n, an, an, In, an, In, an, In,
oYy _0Y; 1
il 4 N &Ny (3.100)
an, dn, °
Onde:
oy, _ 1 oy, _ 1
—= 20, —-a = 20y, +a
0-,,71 a4 ms ( []71 2) 0-,,71 a2 ms ( []71 4)
dy; _ 1 oy; _ 1
——4=——2H,-a) —=—+-2H,-a)
on, al, on, a B,
oY; _ 1 Iy; _ 1
—— = a,-a, -2 =—(@-a -2
o, am, e AT G, BT a2

%6 Como alternativa ao uso das derivadas das funcdes de forma e de ponderacgéo para o célculo
das derivadas tangenciais, poderiam ser usados a formulacdo hipersingular ou um esquema de
diferencas finitas sobre os nos geomeétricos (progressivo e regressivo nos nds em contornos
nao suaves e central nos demais noés).
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3.1.1.12. Célculo da derivada direcional total dtepcial (fluxo total) para pontos do

contorno
A derivada direcional total do potencial (fluxoabhtno contorno, avaliado em
cada né funcionalx, é dada pela soma das componentes da derivadaalndom

potencial (fluxo normal) e das derivadas tangegsaila potencial (fluxos tangenciais)

nas direcoeX, Y eZ. Assim, para fonte com densidage

qx (X) = p(X) nx + qtl(x) tl;x + th(X) t2;x (3101a)
qy (X) = p(X) r]y + qtl(x) t1;y + qtz(x) t2;y (3101b)
qz (X) = p(X) nz + qtl(X) t1;z + th(X) t2;z (31010)

Onde as componentes dos vetores tangentes ungaoatadas por:

{dxieryijdzk}d,71 {dxieryijdzk}d,72
dg, dp,__dn, . __ld7, dn,” dn,

t, = , = (3.102)
dx2 dy2 dz2 dx2 dy2 dz2
an) lon) lon) oo &) (o) on) o
dr, dr, dr, dr, dr, dn,
As componentes do vetor normal unitario sédo dadas p
=Nl (3.103)
ryxr,|

Pelas equacfes 3.84 e 3.85 tem-se:

:dr:dxi+dyj+dzk
dp, dnp dng~ dn
=dr=dxi+dyj+dzk
drg, dn, dn,” dnp,

1

2

[ | k
rlxrzzdetdx dy dz
dp, dn, dn

dx dy dz
dn, dn, dn,
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Xy =(dy dz dz dy}i{dz dx dx dzj.{dx dy dy dxjk
"% \dmdp, dndn,) \dpdp, dpodn,) \dndp, dndng,

(dy dz dz dyj
_\dnp dy, dnpdn,

n
X 2 12 2
n, +n;+n;

(dz dx dx dzj
_\dnpdy, dpdn,

ny
JN; +n7+n?

(dx dy dy dxj
_\dnpdp, dndn,

ny
JNE+n+n?

Como os vetores tangentes e normais unitariosaéolados por elemento, isto &,

(3.104a)

(3.104b)

(3.104c¢)

por né funcional local dos elementos, no caso de fuiicionais globaisxque

pertencem a mais de um elemento, o valor dos \&etargentes e normais unitarios é
calculado pela média dos valores dos nos funciolwaigis dos elementos a que
pertence. Nestes nés funcionais globais que penterec mais de um elemento, faz-se
uma verificacdo da variacdo dos valores calculad®ss nos funcionais locais, e se a
diferenca é maior que uma precisdo, é dada umaagemsde que a malha precisa ser

refinada.

3.2. Descricao Lagrangeana — O Avanco no Tempo
Através da descricdo Lagrangeana se atualiza garad® do contorno a cada
passo de tempo:
» A geometria da superficie livre (com a velocidaataltdo tempo anterior)
e o potencial de velocidades da superficie livam(aiso da equacdo de Bernoulli),
através de Euler, de Runge-Kutta de quarta orderautro;
» A geometria da parede do batedor e sua velocidagheah com a taxa de
aceleracao deste, usando um movimento uniformemeantlo;
» A geometria e a velocidade normal do fundo (nudag paredes laterais
(nulas) e da parede final do canal (nula) permanemstantes no tempo.
Ao final da descricdo Euleriana séo conhecidoss&Lfo dos nés do contorno e 0s

potenciais de velocidades. Desta forma estdo deBnios valores iniciais destas
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grandezas para 0 avanco no tempo. Estao determiterdaém nos pontos do contorno
as velocidades normais ou derivadas normais dosngais e as velocidades
tangenciais ou derivadas tangenciais dos potendiesta forma, para cada né do
contorno se conhece a velocidade total que o maxarée como particula.

Na descricdo Lagrangeana cada né do contorno édsegomo particula que se
movimenta através de uma trajetéria no tempo. Assinevolucdo da posicdo da
superficie livre e de seu potencial é descrita etmads de equacdes diferenciais
ordinarias de primeira ordem. Logo, pode-se escr@aga o potencial e para as

componentes cartesianas dos pontos nodais os &gpinblemas de valor inictal

% = f(t,x) comx do tempo iniciaty, dado porx(t,,) = X, (3.105a)
% = f(t,y) comy do tempo iniciat, dado pory(t,) =y, (3.105b)
g—tz = f(t,z) comzdo tempo iniciatn dado porz(t,) = z, (3.105¢)
% = f(t,¢) com¢ do tempo iniciat, dado porgt,.) = @, (3.106)

A solucéo analitica de uma equacéo diferenciahardéi (EDO) € uma funcdo que
satisfaz & EDO e a condigéo inicial. Em geral figitla obtencdo de solu¢des analiticas
para equacodes diferenciais. Na maioria dos cassslagdes podem ser geradas através
de métodos numéricos.

A solucdo numérica é uma aproximacado da funcéaoresgp na forma de um
conjunto de pontos, sendo que a precisao destgasotiepende do espacamento entre
0S pontos ou, mais precisamente, do espacamemeasnabscissas. Na maior parte dos
métodos numéricos aplicaveis deve-se escolheriod, prm intervalo de tempo para
resolver a equacdo: quanto menor o intervalo maiprecisdo, mas por outro lado
maiores os calculos realizados.

Os esquemas numeéricos para solucdo de EDO podenclassificados em
métodos explicitos e implicitos. Nos métodos expkc como o de Euler e os de

Runge-Kutta, as equacoes utilizam apenas valanesecidos para determinar novos

" Atendendo a EDO existem diferentes familias de curvas solucdo, a condicao inicial garante
que a solucéo é Unica.
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pontos, ja nos implicitos, como o de Crank-Nichols® de Adams-Moulton, as
equagdes expressam 0s pontos a serem calculadosgio de valores conhecidos e de
valores a calcular, sendo necessaria a resolucéistdenas de equacdes a cada passo de
tempo.

Os esquemas numeéricos séao classificados tambémmoébtodos de passo Unico e
métodos preditores-corretores. Os métodos de [edso usam apenas informacgdes de
um ponto anterior para calcular o proximo. Destemfp estes sdo explicitos. Os
métodos preditores-corretores sdo métodos de padsiplo porque precisam de varios
pontos para gerar o proximo. Estes ndo sdo métadkosinicializaveis, como os de
passo Unico, e desta forma precisam de varios panfoiais, obtidos usando os
meétodos de passo Unico, para comecarem os caléuaimrdagem consiste em utilizar
um método explicito, denominado preditor, parautatcuma estimativa do valor de
Yn+1. A0 invés de prosseguir para o proximo intervakte valor estimado é usado no
segundo membro de um método implicito, denominamcetor, para obter um valor
mais proximo de 1.

Os métodos numéricos de passo uUnico para solucéequecdes diferenciais
ordinarias de primeira ordem estdo baseados nag&pam série de Taylor de uma

funcéoz(t) que é continua diferenciavel em torno do pdatgt,, )%

dz (At)? d?z (At)P dPz
Z(t =z(t )+ At—(t )+ —t )+...+————(t )+ E_ ou
( m+1) ( m) dt ( m) 2| dt2 ( m) p' dtp ( m) p
2 p
2(t, ) = z(t )+ AtZ () + (Azt') 2 Yt (At? ZP(t,) +E, (3.107)
! p!

Onde At=t,,,—t, € 0 passo de tempo, E, representa o resto da série ap6s o

m

truncamento em p. Desta fornkg, € igual ao erro local de truncamento, e € dado por

_ (At) p+l dp+lZ
P (p+1)! dtP?

() (3.108)

28 . - . z . .
O desenvolvimento seré feito para a coordenada z dos n6s. Procedimentos analogos podem

ser desenvolvidos para as demais coordenadas e para o potencial.
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Onde¢ € o ponto no intervalt, <& <t,,, onde E, se iguala aos demais termos de

m+1
maior ordem, e é a poténcia do ultimo termo conservado na seneada, conhecida
como a ordem do métotfo

Como se esta tratando da equacao diferencial or@in& f (t,z) a expansdo em

série de Taylor também pode ser escrita por:

(Azt) £t

Z(tm+1) = Z(tm) +At f (t ) + ) + E (3 109)

m? m m? m) m? m

p
+. —(Ag f P (t

Desta forma pela expansdo em série de Taylor semsfh necessarias as

informacdes iniciais no pont( . Puanto maior o numero de derivadas conhecidas

m’m

no ponto (t ) mais longe se truncara a série, e por mais tempproximacao

m? m
descrevera exatamente a série, isto €, por majgotansolucao aproximada demorara a
se afastar da solugéo real.

A resolucdo numérica da equacao diferencial ordinértroduz dois tipos de
erros: um erro de arredondamento, devido ao fatwideero limitado de digitos que sao
utilizados pelos computadores, e um erro de truscéonou discretizacdo devido a
natureza da técnica empregada na aproximacdo deste. erro de truncamento €
composto de duas partes. Uma chamada de errodedalncamento (descrito na série
de Taylor), que resulta da aplicacdo local do n@todmérico para um Unico
incremento, e uma parcela devida a propagacaordaertruncamento proveniente das
aproximacoes decorrentes dos incrementos anteryresma destes dois erros fornece
o erro global de truncamento.

Comparando os métodos explicitos e implicitos, ficarse que 0s métodos
explicitos tém a vantagem de n&do necessitaremsgéugéio de sistemas de equacdes a
cada passo de tempo, mas possuem a desvantagesnede reenos estaveis que 0s
implicitos, principalmente quanto maior o intervale tempo e menor a ordem do
método. Assim, foi implementado no programa CANAL8Dmétodo explicito de
Runge-Kutta de quarta ordem para realizar o avaoctempo. Apenas para testes foi
implementado ainda o método de Euler. A descrigiondtodo de Euler e da familia

dos métodos de Runge-Kutta esta apresentada nalitpan

29 . . o : .
Quanto maior a ordem p do método melhor a precisdo, mas, por outro lado, mais pontos séo

necessarios para iniciar o calculo.
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3.2.1. Atualizagdo do contorno em um canal de ondasidimensional pelo
método de Runge-Kutta de quarta ordem

Como foi visto, partiu-se de um problema de vatacial (PVCI) onde eram
fornecidas por no velocidades normais no batedofundo, nas paredes laterais e na
parede final do canal (inicialmente todas nulasyirela eram fornecidos nos nés da
superficie livre potenciais de velocidade (iniciahte nulos considerando a origem do
sistema de coordenadas na altura da lamina d’aguapouso do canal). Ver Figura 40.

A

A
Superficie Livre» dadg@= alturadalamina’d agua Icala-se vi

f

Batedor - dad@/qo = y=0 calcula seg
on
<=4

PVCI

—

¢ = =
Paredes— da}}g%n v=0 calcula se
/4 y

Fundo - daddwan: y=0 calcula se

v

Figura 40 — Problema de Valor de Contorno Inicial

Em seguida a condicdo inicial de repouso o batddorsubmetido a uma
velocidade normal definida por um movimento unifemente variado, o que conduziu
a uma nova condicdo de contorno prescrita na patledéatedor. Pela descricdo
Euleriana definiu-se o campo de velocidades a sedante para todo o contorno, isto
€. a velocidade normal de cada né pertencente arfgup livre, determinada pela
solucdo da equacgdo de Laplace via Método dos Etesele Contorno, a velocidade
normal em cada né do batedor, das paredes laterds parede final dadas como
condicdo de contorno, e a velocidade tangencialcatta n6 da superficie livre,
determinada numericamente através da derivadateéogal de velocidades na direcéao
tangente a superficie livre.

A descricdo Lagrangeana atualiza para os nos doroona cada passo de tempo:
a geometria e potenciais da superficie livre, angdoa e as velocidades normais do
batedor, e a geometria e velocidades normais diofuas paredes laterais e da parede
final. Uma vez atualizados chegar-se-4 a um nowblpma de valor de contorno que
sera resolvido de forma analoga. Ver Figura 41.
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Superficitlivre -

X — Coordenada atualizada pelavelocidadeotal
z4 f Dadog= altura dalamina d'agua( potencialatualizadopor Bernoulli)
e v, écalculado

Batedor -
X — Coordenadas atualizadas pelo MUV e pela sup. livre

Dado v = velocidades (atualizadas pelo MUV )
@ é calculado Paredes— v, =0 e ¢é calculade—

AN
b Fundo — v, =0 e ¢ écalculado

Figura 41 — Problema de Valor de Contorno a cadagde tempo

A atualizacdo do contorno utilizando o método déeEé@ uma simplificacdo do
procedimento que sera descrito a seguir para odméte Runge-Kutta. Enquanto que
no método de Euler se atualiza diretamente as enadhs dos nés do contorno pela
velocidade total que corresponde a derivada nest modal no momento inicial, no
meétodo de Runge-Kutta de quarta ordem séo feiésspassos falsos que permitem a
obtencdo de uma velocidade total média para avam¢empo.

Um procedimento analogo é realizado para atuakzdgépotencial no contorno

da superficie livre, utilizando a derivada mategial equacao de Bernoulli.

3.2.1.1. Atualizagdo na superficie livre (geometrien a velocidade total do tempo
anterior e potencial de velocidades com uso dagéguade Bernoulli)
Conforme pode ser visto no Apéndice E a coorderadi@s pontos nodais pode

ser atualizada pela seguinte equacéao de extrapolaca
2(t ) = z(t ) +AtZ ou zt )=zt )+AtV, (3.110a)
Onde \7Z € a média ponderada das componentes das velcgiti#tdes na dire¢do do

eixo z obtidas em trés passos falsos usando o mdwRunge-Kutta de quarta ordem:

V= Lit27,27447, o VI+2VZ2+2v2i+Vv)!
‘ 6 ‘ 6
Onde:

(3.111)
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Vi=z,=f(t,z,) (3.112)

VZ=27,=1(t, A , Z,+ at z)) (3.113)
2 2

Vizz =t +2 2 + B (3.114)
2 2

Vi=z,=f(t,+At, z, +At Z,) (3.115)

Na verdade para se obtéaTZ e se atualizar a componente z dos pontos nodais da
superficie livre, terdo de ser rodados trés pdsdsss, isto €, trés parcelas Eulerianas de
solucédo da equacédo de Laplace via Método dos Elesele Contorno e trés parcelas
Lagrangeanas de atualizagéo de posicoes (falsas).

Analogamente as coordenadas x e y dos pontos nooldésn ser atualizadas pelas
seguintes equacoes de extrapolagéo:

X(t,..) = X(t,,) +AtX ou  X(t,.,) =Xt )+AtV, (3.110b)

m+1
Y(tma) = Y(t) +ALY OU  Y(t,.) = Y(t,,) + ALV, (3.110¢)
O potencialu(x) dos pontos nodais ndo € atualizado pela velocitiztde mas

pela derivada material do potencial em funcéo dgpte

A derivada material do potencia(x) é dada por:

Dy =0 +Vv? (3.116)

Para a garantia da condi¢do de contorno dindmicapexrficie livre tem-se como

valida a equacéao de Bernoulli:

ﬂ(u) 1 2, P
— L+ (V)Y +=-fx-fy-fz=M 3.117
it 2( ) o - 1, P ( )

aqui apresentada considerando os efeitos disspgatitravés de um termo extrgpM
ondeM é o coeficiente de amortecimento de Rayleigh.

Considerando que em ondas gravitacionais atua sa@egeavidade- g e que se
usa uma pressao manomeétrica tal que a pressaofaticeosobre a superficie livre é
nula p= 0
o(u) 1

A L 2 (V)2 +gz=M 3.118
it 2() g P ( )

Assim, a derivada material do potencial é dada por:
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Du 1., Du 1
—=+=V?-g z+M ou —=+=—(\V+\V+V)- gzM 3.119
or - ToV 9 P " 2(\4 V+V)- gzMp ( )

Desta forma, para o potencial a equacao de exaciolé:

u(t,...) = u(t, )+ At% (3.120)

Du | Ly . . . .
Onde — € a média ponderada das derivadas materiais éogiat obtidas em
trés passos falsos usando o método de Runge-katiaatta ordem:
» Posicao Inicial:

Inicialmente se esta na posi¢é, x,,Y,,z) = (., X, Y Z, COM 0 potencial

(t,,u) =(t,,,u,) e se conhece as componentes da velocidade tctalliregdes dos

eixos x, y e z,V,,,V,, eV,, e a derivada material do potenc+aPt— = Dt :

Em cada passo de tempo, as componentes da velot¢mtatimas direcbes dos
eixos cartesianos X, y e z e a derivada materigbatencial sdo dadas pela parcela

Euleriana por:

Ve = Ga(X) = pX)y Ny + qua X) Ly + a0 K) ty (3.121a)
Vi =000 = px), n,+ guaX) ty i+ g,4) ty (3.121b)
Vi = 0¥ = pX)y ny + GgaX) tpat Go) to, (3.121c)

[I)Dl: (Vx1+V2 +VZ) - g z+Mp (3.122)

E importante que a velocidade total seja expressateemos do referencial
estatico (x,y,z) pois as dire¢cdes normal e tangénaadas pelos cossenos diretores
estdo variando no tempo.

» Posicao 2 — primeiro passo falso:

A nova posi¢adt,, X,, Y,,Z,) € 0 novo potenciaft,,u,) sao obtidos por:

At

t, =t +— (3.123)
2
At At At

%=t Via Yo=Yut— V1 =7, = V., (3.124)
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+§ Du,
2 Dt

(3.125)

u, =u,

Os nés das superficies laterais, do batedor e rdaedinal sdo reposicionados de
acordo com a nova posicao da superficie livre datedor apds um intervalo igual a

At/2, considerando que nas descontinuidades entreradegae a superficie foram

utilizados elementos descontinuos e que estes edmalricos na interface entre a
superficie e as paredes tém mesma posicao.

Os nés do fundo sao reposicionados de acordo capva posicao do batedor
apos um intervalo igual At/2.

Sao prescritas as velocidades normais nulas pare®slo fundo, das paredes
laterais e da parede final e as velocidades noramgiarede do batedor dadas pelo
movimento uniformemente variado.

E executada a sub-rotina que resolve a equacioapkade e calculam-se as
velocidades normais e tangenciais na superficie,lide forma que o novo campo de

velocidades totais fica definido na superficiedivDesta forma as componentes da

velocidade total nas diregGes dos eixos x, y ¥z, V, , e\, , e a derivada material do

it y’2
. Du, , .
potencial sao obtidas por:
Via = Q>2<,2(X) = p(X), n,+ ql,z(x) t..+ q 220() Uy (3.126a)
Vy2=0,,(0) = pX), N, + quX) 4y ,+ g,K) ty (3.126b)
Vz,2 = qz,z(x) = p(x)z r'12,2 + ql,z(x) tl;z,2 + qt2zé() t27_, (31260)
e (VL VE) - g 2 Mp (3.127)

» Posicao 3 — segundo passo falso:

A nova posicadt,, X;, Y5, 2, B 0 novo potenciaft,,u, $&o obtidos por:

t; =1, +2 (3.128)
2
At At At
><s=>§n+3Vx,2 y3=ym+7vy,2 L=t V., (3.129)
u, =u, + 5t DY, (3.130)

2 Dt
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Os nos das superficies laterais, do batedor e réaedinal sdo reposicionados de
acordo com a nova posigao da superficie livre badedor ap6s umt/2, considerando
que nas descontinuidades entre as paredes e dicgaepkram utilizados elementos
descontinuos (nés duplos) e que estes nés nadzaparede das descontinuidades tém
mesma posi¢cao dos nos da parte da superficiedagelescontinuidades.

Os nos do fundo séo reposicionados de acordo caova posicdo do batedor
apo6s um intervalo igual At/2.

Sédo prescritas as velocidades normais nulas paréd®slo fundo, das paredes
laterais e da parede final e as velocidades noramgiarede do batedor dadas pelo
movimento uniformemente variado.

E executada a sub-rotina que resolve a equacioapkade e calculam-se as
velocidades normais e tangenciais na superficie,lide forma que o novo campo de
velocidades totais fica definido na superficie divDesta forma as componentes da

velocidade total nas dire¢Ges dos eixos x, y ¥z, V, ; €V, ; e a derivada material do

Du,

potencial sao obtidas de forma analoga ao passo falso @nteri

» Posicao 4 — terceiro passo falso:

A nova posi¢adt,, x,,Y,,2,) € o novo potenciaft,,u,) sao obtidos por:

t, =t =t, +At (3.131)
X, = %, ALV, 5 Y, =Y, TALV,; 2, =7, + AtV (3.132)
u, =u + a2 (3.133)

Os nés das superficies laterais, do batedor e rdaedinal sdo reposicionados de
acordo com a nova posicao da superficie livre batedor apés um intervalo de tempo
igual aAt, considerando que nas descontinuidades entreedesae a superficie foram
utilizados elementos descontinuos (nés duplos)eeegtes nds na parte da parede das
descontinuidades tém mesma posicdo dos nés da gartsuperficie livre das
descontinuidades.

Os nés do fundo sao reposicionados de acordo capva posicao do batedor

apos um intervalo de tempo igudita
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Sao prescritas as velocidades normais nulas pare®slo fundo, das paredes
laterais e da parede final e as velocidades normgiarede do batedor dadas pelo
movimento uniformemente variado.

E executada a sub-rotina que resolve a equacioapkade e calculam-se as
velocidades normais e tangenciais na superficie,lide forma que o novo campo de

velocidades totais fica definido na superficie divDesta forma as componentes da

velocidade total nas direcOes dos eixos X, y ¥z, V, , e\, , e a derivada material do

Du,

potencial sao obtidas de forma analoga ao passo falso @nteri

* Nova Posicéo — novo nivel de tempo:
As médias ponderadas das componentes das velogittadis na direcado do eixos
coordenados e das derivadas materiais do poteritidbs nos trés passos falsos usando

o método de Runge-Kutta de quarta ordem sao dadas p

— V, +2V ,+2V +V

Vx: x,1 X,2 X,3 X, 4 (3134a)
6

— V,,+2V,,+2V, ,+V,,

v, =0 y - 3™ Vy (3.134b)

— V, +2V +2V +V

VZ: z1 z,2 z3 24 (3134C)
6

Du _ Du,/Dt +2Du, /Dt +2Du, /Dt + Du, /Dt (3.135)

Dt 6

Assim a posicdo da superficie livre no passo de ptenseguinte

(t s X1 Y1 Zet) € O NOVO potencidlt,,,,U,,, $ao obtidos por:

t ., =t +At (3.136)

Xm+1 = Xm + At \TX ym+1 = ym + At \Ty Zm+1 = Zm + At \TZ (3137)

u . =u +a Y (3.138)
Dt

» Outras consideracdes na atualizacao da supeifie |
Uma vez que na geometria do canal foram usadosatesidescontinuos e que o
potencial e as derivadas direcionais deste nasgGdise normal e tangenciais sao

calculadas sobre os nés funcionais, as atualizagéssritas acima, em relacdo aos
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pontos nodais, séo realizadas sobre os nés funeidaauperficie livre. Obtida a nova

posi¢cdo dos nds funcionais, antes da atualizaciaelaais superficies, sdo calculadas
as novas coordenadas dos nés geométricos. No eaderdentos sem descontinuidade,
como a posicdo dos nés geométricos e funcionaisnésama, simplesmente se atribui

aos nés geomeétricos a nova posicdo dos nos fungidda caso de elementos com

descontinuidade a nova coordenada dos nés geoaseéiobtida com uso das funcdes
de forma conforme o procedimento descrito a seguir.

Sabe-se que as coordenadas dos ndés funcionaisbsdasopelo produto das
coordenadas dos ndés geométricos pelas funcbegmda.fdrabalhando com elementos
isoparamétricos quadraticos, para cada uma dasng@esx, tem-se um sistema
[A]l x] =[f] em qudA] é uma matriz 9 x 9, constante por elemento e (ijnévetor 9
x 1 que varia para cada dimensépsendo interessante o uso da decomposicao LU, ou
de uma variante do método da eliminacdo de Gausguersao realizadas as operacoes
sobre o vetor de termos independentes para aditnemsdes simultaneamente a uma
Unica série de operacdes sobre a mgkjz Desta forma, foram implementadas no
programa CANAL3D as sub-rotinas SLNPD3, para ex&ouwa variante do método da
eliminacdo de Gauss, e LUDECOMP e LUSUBST para wéx do método da
decomposicdo LU. Estas sdao chamadas pela sub-tB@GLNG que determina as
coordenadas dos nds geomeétricos a partir das cwatde dos nds funcionais com uso

das funcdes de forma.

3.2.1.2. Atualizagéao da parede do batedor (geoanetxielocidade normal, com a taxa
de aceleracao deste, usando um movimento uniformtemariado)

A geometria da parede do batedor pode ser atualidedduas formas. Uma
primeira considerando o movimento da agua comdcpdais submetidas a velocidade
do batedor no movimento uniformemente variado despor este. E uma segunda, de
forma analoga a atualizacdo realizada na supetiigie, considerando que 0s nés
geométricos da linha de elementos descontinuobé@anse poderia usar nés duplos)
entre a superficie livre e a parede do batedoragémesmas coordenadas, e que esta
linha € movimentada como particulas de agua subaseé velocidade total obtida pela
parcela de descricdo Euleriana. Desta forma, urzaaugalizada a posicdo dos nés

geomeétricos da linha de elementos descontinuosafiie livre, os nGs geométricos
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da linha de elementos descontinuos da parede édddraem a mesma posicdo e 0s
demais nés dos elementos da parede do batedoedsiaionados considerando uma
divisdo proporcional da nova parte submersa, istm@siderando esta posicao da linha
de elementos descontinuos e o tipo de batedor.boestacar que a nova posicao da
linha de elementos descontinuos da superficie foirdeterminada pelo movimento da
agua como particula submetida a uma velocidadé detarminada pela resolucéo da
equacéo de Laplace tendo a velocidade normal aftaipealo batedor como condicéo
de contorno.

O programa CANAL3D adota para a atualizacdo dasdemadas do batedor um
misto das abordagens descritas acima:

» Para as coordenadas z, considerando que os nogtgeosida interface
com a superficie livre ja foram reposicionados aso da velocidade total obtida na
parcela de descricdo Euleriana, para evitar oss emoméricos decorrentes de um
elemento ser maior que o dobro do outro, as coaddenz dos nds intermediarios sao
reposicionadas pela divisdo proporcional da novie gabmersa;

» ApoOs a atualizagdo das coordenadas z, as coordeyada reposicionadas
pelo movimento da agua como particulas submetidasiacdo de posicao do batedor,
uma vez que possiveis erros numeéricos nao incidéme © movimento do batedor e a
adocao desta abordagem é mais prétisa

* As coordenadas x ficam mantidas.

A velocidade normal a superficie do batedor é eEad& considerando o
movimento da dgua como particula, sendo que agssfes da velocidade dependerao
do tipo de batedor.

Buscando variar lentamente a energia colocada stensa, 0 movimento
uniformemente variado definido neste trabalho, meralois tipos de batedores, € tal
que, partindo-se do repouso com aceleracdo coestimge-se a velocidade maxima
na metade do tempo de funcionamento, tempo no sgiatealizou a metade do

deslocamento. A partir deste instante, ocorre uesaakleracdo constante até que se

% Existe uma pequena diferenca entre o resultado das duas abordagens de atualizacdo, pois
erros numeéricos incidem naquela em que se usa velocidade total obtida na parcela de descri¢éo
Euleriana. Cabe ressaltar que quanto maior a discretizacdo menores as diferencas.
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retorne ao repouso ao final do tempo de funcionémeéempo no qual se realizou o

deslocamento maximo do batedor. Ver Figurd.42

o Deslocamento o Velocidade
_4S
$ az17
28/"’ .................................. :
S|2
T/2 T t /2 T t

Figura 42 — Movimento uniformemente variado prés@o batedor

Considerando que este movimento é prescrito patageométrico do batedor na
interface com a superficie livre, e a condicdo dslatamento com o batedor das
particulas de agua em contato com ele, no casoatidr do tipo pistdo todas as
particulas ao longo do eixo z, terdo 0 mesmo dasieato e velocidade que a particula
na interface com a superficie livre. Ja no casdakedor do tipo flap, havera uma
variacéo proporcional ao valor de z.

Devido aos pequenos deslocamentos na dire¢éo sidena-se, neste modelo, que
a componente da velocidade nesta direcdo € aprdammente igual & componente da

velocidade na direcdo normal ao batedor.

» Batedor do tipo pistao:
Neste tipo de batedor, a face realiza apenas umnmmeato de translacdo (ver

Figura 43). Desta forma, as expressdes de rec@ocdgs coordenadas e das novas

velocidades normais independem da profundidade:

7 né G descslivre

Zoovo = Zanterior 530 dossios diviséo proporcioral da parte submersa
Zanterior , (3 . 139)
ﬁt
— — ny 1
Xnovo - Xamerior ynovo - yamerior +Vanterior [At + a 2 partICU|a
(VARAEAVALIE -1V (3.140)

nova anterior

Onde a é o modulo de aceleracéao do batedor.

3 Em Yo=0,t=0evy=0; eainda, em y;, = S/2, t, = T/2. COmo y = yy + VoAt + aAt2/2; Yz =

aT?/8. Mas yi,, = S/2, logo a = 4S/T?. Como v = v, + at, Vi, = aT/2 = 2S/T.
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A coordenada x se mantém, pois os batedores népareaum movimento de

rotacdo em torno do eixo z.
E importante ressaltar também que a coordenada @rich@iro n6 do batedor

(fundo) se mantém constante.

Xnovo - Xanterior ﬂ

‘v’ + ‘i?\
Zr?vao descslivre -
Vo =V +alt

i i
Z =7 ; - -
fovo anterion né G descslivre
anterior naova anterior

1 — 51
Z novo = Z anterior M

§ \ +V oo mtiag

Az

<V

ynovo - yamerior anterior

Figura 43 — Atualizacdo em batedor tipo pistao

» Batedor do tipo flap:
Neste tipo de batedor, a face realiza um movimdattvanslacdo com rotacdo em

torno do eixo x (ver Figura 44). Desta forma, apressdes de recolocacao das

coordenadas e das novas velocidades normais depefedprofundidade:

7 néG descslivre

Z.ovo = Zanterior % divisdo proporcioral da partesubmersa
anterior (3 141)
t2
—_ — ny 1
Xnovo - Xanterior ynovo - yanterior + anterior [At+a 2 ) rﬁvo partICUIa
# Z
ny — ny _ ny E
Vnova - (Vanterior ta uM:) ?_TIO - (Vanterior ta mt) 7 nédS;\(l)osnvre (3142)
novo

Onde H é a profundidade da superficie livre, @ar@dulo da aceleragédo do batedor.

Cabe destacar que a velocidade que deveria emtsaexpressées neste caso é a
componente da velocidade normal na direcdo do gixcontudo se considera que
devido as pequenas amplitudes de deslocamentovasteé aproximadamente igual a

velocidade normal.
A coordenada x se mantém, pois os batedores népareaum movimento de

rotacdo em torno do eixo z.
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E importante ressaltar também que as coordenaglasdp primeiro n6 do batedor

(fundo) se mantém constantes.

Xnovo - Xanterior i

. +
+
VY o=V + o Nt im
' ' 7 né G descslivre e (Vantenor ) H
_i i novo >
£ novo = £ anterior — e e Sivie y
anterior y
K \ My Atz :T—7”UV0
X ynovo - yanterior + (Vanterior mt ta G—?) H

1 J—
Z novo = Z anterior

ylnovo = ylanterior
Figura 44 — Atualizacdo em batedor tipo flap

Pode-se observar que em ambos os tipos de batemmnge um alongamento ou
encolhimento dos elementos do batedor dependendeldeidade imposta ao mesmo

ser crescente ou decrescente.

3.2.1.3. Atualizacao da parede final do canal (g#tdme velocidade normal (nula))

Como a parede final ndo se movimenta, a velocidad®aal a ser prescrita a cada
passo de tempo é sempre nula.

A medida que as ondas formadas pelo batedor sagaop ocorre uma variagéo
da coordenada z da superficie livre e as coordsnada y permanecem constantes.
Desta forma, uma vez atualizada a superficie livoep o uso da velocidade total, a
posicdo da linha de nés geométricos na transigiie esta e a parede final fica definida.

Para evitar os erros numeéricos decorrentes de emmeelto ser maior que o dobro
do outro, as coordenadas z dos nos intermedianins a superficie livre e o fundo séo
reposicionadas pela divisdo proporcional da novie gabmersa.

E importante ressaltar também que a coordenadaprimeiro né da parede final

(fundo) se mantém constante (ver Figura 45). Assim:
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Z néG descslivre

Zowo =2 —oe divisdo proporcioral da parte submersa

anterior — n6G descslivre
Zamerior (3 143)
ynovo = yanterior Xnovo = Xanterior
Z

yn bvo yamerior
ch’)G descslivre ) Xn VO = Xanterior
novo / »

i i
74 =Z , : >
NOVO anterior - h6G descslivie

anterior y

/)

1 = 1
Z novo = Z anterior

Figura 45 — Atualizacdo na parede final

3.2.1.4. Atualizacao do fundo do canal (geometrialecidade normal (nula))

Como o fundo ndo se movimenta, a velocidade noansal prescrita a cada passo
de tempo é sempre nula.

Neste caso, a atualizacdo da geometria dependpaldd batedor: se o batedor
for do tipo flap a geometria permanece constardgep $atedor for do tipo pistdo, a
medida que o batedor anda, uma vez atualizadaigépado batedor e da parede final,
para se evitar os erros numeéricos decorrentes delamento ser maior que o dobro do
outro, ou decorrentes ainda do posicionamento dtopgonte sobre o elemento campo,
as coordenadas y dos nés intermediarios entre eddrate a parede final sao
reposicionadas pela divisdo proporcional da noveepaubmersi, ou seja, 0s
elementos do fundo sofrem um encolhimento ou ataegéo.

E importante ressaltar também que as coordenadng % a coordenada y do

altimo n6 do fundo (parede final) permanecem carista(ver Figura 46). Assim:

F
i - yF _ y: _ y y anterior novo
y novo novo anterior anterio yF _ 6 G desc batedor

anterior anterior

(3.144)

_ N6 G desc batedoj

)%ovo - Xanterior Znovo_ Zanterior

s Dependendo da discretizacdo e da amplitude do movimento do batedor um dos dois erros
ocorre primeiro, divergindo bruscamente o modelo.
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Convém destacar ainda que caso se use a simetnielagdo ao plano do fundo
por este possuir fluxo nulo, ndo serd necessdtisceetizacdo e a atualizacdo do fundo.
Este fato € particularmente interessante quandi@isalha com fundo de profundidade

constante.

+ +
~— - -\
+ +
= F i _ né G desdhatedor chvo = Zanterior
yi . y,: . (y,: eror — yi o \y anterior ynovo
novo — novo anterior anterior 2 -
/ yFanterior - ynoGQesd)atedor Xidvo = Xanterior
I\ anterior
|-
O O C
o o O o o) Foo—yF
% Y novo = Y anterior
X N n6 G deschatedoy,n6G descatedor
yanterior novo

Figura 46 — Atualizacéao no fundo

3.2.1.5. Atualizacdo das paredes laterais do cégedmetria e velocidade normal
(nula))

Como as paredes laterais ndo se movimentam, aidatiecnormal a ser prescrita
a cada passo de tempo é sempre nula.

Neste caso, uma vez atualizadas a superficiediwrédundo, ocorre uma variacéo
da coordenada z da superficie livre. Para evitagras numéricos decorrentes de um
elemento ser maior que o dobro do outro, as coadd#Enz dos nos intermediarios entre
a superficie livre e o fundo sao reposicionadaa galisdo proporcional da nova parte
submersa.

Em relacdo a coordenada y, uma vez atualizadaigdpodo batedor e da parede
final, para se evitar os erros numéricos decorsedeeum elemento ser maior que o
dobro do outro, as coordenadas y dos nés intermesliéntre o batedor e a parede final

sdo reposicionadas pela divisdo proporcional daanparte submersa. Apenas na
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interface com o fundo, o alongamento ou alargameaitalepender do tipo de batedor,
pois caso o batedor seja do tipo flap, as coordengde mantém

E importante ressaltar também que as coordenagasmanecem constantes (ver
Figura 47 e Figura 48). Assim:

6 G desc batedor

__ N6 G desc batedoj
anterior anterior

F
i - yF _ y: _ y y anterior novo
y novo novo anterior anterio F _

Z né G desc s livre
novo

Zovo = Zanteriorme divisdo proporcional da parte subme  (3.145)

anterior

Xnovo = Xamerior

)Y aneror — Y,
i _ . F F i anterior
7 yI novo — y novo — (y anterior — yI anterior ) :%\gdesmatedor

F . —
Y anterior ~ Yanterior ’[
+ +

n6G desd)atedorj

X =X

nqvo anterior

= e 7

N Z novo = £ anterior y;: _ y,: z
novo = Y anterior

né G descslivre
anterior

v
<

w0
Z novo =

1 1 —
Z anterior y novo — y anterior

Figura 47 — Atualizacdo nas paredes laterais caedbaflap

% Uma segunda opcao para atualizagdo das coordenadas y das paredes laterais e do fundo é
forcar que elas sigam a coordenada y dos nds geomeétricos na interface entre as paredes
laterais e a superficie livre. Esta solu¢éo funciona apenas no caso de um batedor do tipo pistéo.
Com um batedor do tipo flap, dependendo da discretizacdo e da amplitude do movimento do
batedor ocorrem erros numéricos decorrentes ou de um elemento maior que o dobro do outro
ou do ponto fonte sobre o elemento campo, divergindo bruscamente o modelo.
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F 6G desdvated
\y anterior — y,?g\,o escatedor

.......... Z F F i
Y novo =Y novo —| \Y" anterior = Y anterior ] ¢ 166 desdatedor
Y anterior ~ Yanterior

¥ _— +

11w, X :X

nqvo anterior

@
\}< — n6G descslivre /' o~
NSl =i — “novo 3 e/ e
/ Z novo = Z anterior Zn(’)G descslivre Y novo = Y anterior] y
OO anterior
1 =
—z novo =

1
Z anterior

Figura 48— Atualizacdo nas paredes laterais cordbapistao

3.2.1.6. Detalhes finais da atualizacdo da geoanetri

Na superficie livre, a atualizacao foi inicialmertecutada com os nos funcionais
e, uma vez obtidas as novas posicbes destes, ed@emenova posicdo dos nos
geometricos com uso das func¢des de forma. Em segailtda na superficie livre, uma
vez que deve existir a condicdo de ndo deslizameagoparticulas em contato com o
batedor, com a parede final e as paredes latap&s a atualizacdo do batedor, a
coordenada y dos nés geométricos na interface cbatenlor recebe a coordenada y da
posicdo do batedor. Analogamente a coordenada gatogeomeétricos na interface com
a parede final recebe a coordenada y da posicpardde final (y igual ao comprimento
do canal, pois a parede final ndo anda). E aindapalenada x dos nés geométricos nas
interfaces com as paredes laterais recebem aser@las x da posicdo destas paredes
(x igual a 0 e igual a largura do canal, pois asgelaterais ndo andam).

No batedor, na parede final e nas paredes lateraisializacao foi executada com
0S nGs geometricos.

Assim, uma vez calculada a nova posi¢cao dos naséfeicos em todo contorno,
deve-se obter a nova posicdo dos nés funcionaims, usp das funcbes de forma. No
programa CANALS3D esta acao é realizada atravésiiolaatina COGLNF.

Cabe ressaltar que se o deslocamento do batedofon&ignificativo quando
comparado as dimensfes dos elementos tudo funcome se os elementos das
paredes laterais e do fundo (no caso do batedopigido) que estdo em contato com o
batedor sofressem uma diminuicdo de tamanho. Nme os procedimentos com
divisdo proporcional da parte molhada ndo precsamacionados.
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4 —\/ ALIDACAO DO DESENVOLVIMENTO DO MODELO NO

TEMPO —MEDIDAS DE CONSERVACAO

Como foi visto, as equagdes governantes fundansedtaidinamica dos fluidos
sao as equacdes da continuidade (conservacao da)mamservacao de quantidade de
movimento (momentum —?2.ei de Newton) e conservacdo de energfal@ da
Termodinamica). Estas sao validas para qualquédiaetp dominio de um fluido. Os
principios de conservacdo de massa e de quantikdeovimento ja foram usados
junto com as hipdteses simplificadoras para obterdz@ equacdo de Laplace e da
equacédo de Bernoulli. Estas equacOes foram emmegad desenvolvimento deste
trabalho, para a modelagem do problema de propagig@®ndas, com 0 uso de uma
solugdo numérica via Método dos Elementos de Cootor

Um outro emprego destes principios na modelagemam palidacdo do
desenvolvimento do modelo no tempo. Desta formaimcipio da conservacdo de
massa sera usado para verificacdo da conservacdudvdb médio no tempo, e o
principio da conservagdo da energia também poder@&mpregado. Considerando o
fluido como inviscidio, ndo existem perdas de eaepgr atrito interno, a menos que
forcas externas introduzam energia no sistemaeayiense conserva. Além disto, pelo
teorema de Gauss, sem fontes no dominio, o fluab através de um contorno fechado
é igual a zero. Assim, estas medidas de conservag@ipermanecem constantes para a
solucdo exata e podem ser usadas para verificare@sfo da solucdo numérica

aproximada do PVCI.

4.1. A conservacéao de fluxo

A cada passo de tempo onde se aplica a descri¢éodba e se resolve a equacéo
de Laplace via MEC, o Teorema de Gauss garante fjugo total que entra ou que sai
pela superficie fechada €é igual a zero. Assim,lac8o exata do PVC que atende a
equacéao de Laplace obedece esta regra.

A solucdo numeérica, entretanto, podera conduzix@essdo do Teorema de
Gauss a um fluxo ndo nulo dependendo da sua poedss@ €, dos erros introduzidos

pelo MEC decorrentes da discretizacdo espacialodtomo, das singularidades e da
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aproximacao funcional dos valores do potencial ealiacidade no contorno, bem como
dos erros introduzidos no processo de avanco npaemoe leva a nova forma da
superficie livre e novos valores de potencial. lssjuanto mais proximo de zero o
valor do fluxo total que entra ou que sai pela Hige fechada, mais precisa estara a
solucéo numeérica.

Seja F um campo vetorial atuando em um domiflg em qualquer superficie

fechadal’ contida emQ, o Teorema de Gauss diz que:

Fha =[ OFdQ (4.1)
Jr I,

Adotando umF=0¢ em um dominio onde € valida a equacdo de Laplace,
0%p=0, tem-se:
— — 2 —
jrmgam dl‘-jﬁDD]]wdQ—jQD pdQ=0 (4.2)

Desta forma é interessante o calculo do fluxo tatalhda passo de tempo e a
verificacdo da condicdo de nulidade. Para o casmdédas o fluxo total passando por

um contorno fechadd € dado por:
_ _[ 9
F=[qadr —J'r,o% dr (4.3)

Como a massa especifipaé considerada constante sobre todo o dominioofluid
pode sair da integral. Se a massa especifica tw fainda for usada como uma massa
especifica caracteristica de forma a adimensiaradig equacdes, esta se transforma em

unitaria e o fluxo total fica:

F=[ Zar (4.4)
roan

ApoOs estas integrais de contorno serem obtidagnmato deste trabalho, estas
sao calculadas usando a quadratura de Gauss-Legendr
E NG NG
F pz[zz (PO W5 (7,7,) \JG\w,,:ai,)} (@5)
Cabe ressaltar que se a condi¢do de Gauss foidacho sistema de equacdes
algébricas a ser resolvido, o fluxo total atraveésantorno ndo pode ser utilizado como
uma medida de conservagado (Zambrozuski, 1992)eNestalho optou-se pelo uso da

condicdo de Gauss para validacdo do desenvolvinmentempo.
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4.2. A conservacao de massa

Pelo principio da conservagcdo de massa, para udo flacompressivel o nivel
meédio d’agua deve permanecer constante em quaigm@o (cada passo de tempo). A

Figura 49 mostra a variacdo da superficie livrer@autencao do nivel médio da agua.

v

bl 4

Figura 49 — Nivel Médio D’agua

O somatério dos volumes compreendidos entre o planuivel médio o plano da
superficie livre deve se manter nulo ao longo de @ propagacao, ou ainda, o volume
compreendido entre o plano da superficie livrfundo deve se manter constante.

Considerando uma periodicidade espacial a cada rcoenqto de onda, a
expressdo do nivel médio, isto é, do volume quee de¥ manter nulo a cada
comprimento de onda L € dada por:

- _Lrpy
Z _IJ.o J'O n dxdy (4.6)
Ondes = z,— h é a altura da superficie livre.

Ou por outro lado, o volume abaixo superficie lintantido constante é dado por:

L
V= joy z, dxdy (4.7)
Ou em termos de integral de dominio:
V, = j 1dQ (4.8)

Para uso do Método dos Elementos de Contorno éesstante transformar a
integral de dominio em integral de contorno. Isidgser feito via teorema de Gauss ou
via primeira identidade de Green.
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O Teorema de Gauss (equacao 4.1) € valido pargugraluncédoF . A solucdo
para obtencdo de uma expressao da integral derconpara o volume abaixo da

superficie livre esta em se achar igue leve a mesma integral de dominio para qual

se tem a expressdo da energia potencial. Isto eoqoara umF:%(x, Y, 2).

Calculando o divergente de, se tem do lado direito do teorema a expressao:

iDEIFdQ:i(a%x+5%y+a%2d§2:i(:—lg+%+—§)d§2:£1d§2 (4.9)
Assim, a expressao da integral de contorno paralume abaixo da superficie
livre é:
VS=IFET1dF=I%(x,y,z)D1dF=j}é(xg+ yn+ zp) @ (4.10)
r r r

No caso de um tanque de ondas, o somatério domeslgompreendidos entre o0

nivel médio inicial e a superficie livre e do voleiimcupado pelo movimento do batedor

deve se manter nulo ao longo de toda a propagsead-igura 50.

b 4

Figura 50 — Nivel Médio D’agua em um Tanque de Gnda

Apés estas integrais de contorno serem obtidaginmuito deste trabalho, estas
sao calculadas usando a quadratura de Gauss-Legendr

v, = Z[Z Z%[(xe(fh, 1) On(7,,17,) [9°| e ), )} (4.11)

e=1| I=1 k=1

4.3. A conservacao da energia total
Visando o emprego do principio da conservacado darger) € interessante
introduzir os conceitos de energia total, de eaemptencial e de energia cinética,

aplicados as ondas de gravidade.
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A energia total € igual a soma da energia cinétida energia potencial e deve ser
constante quando ndo ha trabalho desenvolvidoqugad externas (pressdes) atuando
em alguma parte do contorno. Existem pressdesnagteros exemplos da pressao do
vento na zona de geragdo, da pressédo causada gimawhentos (tsunamis), ou da
pressdo causada por batedores em tanques de aatas Masos o trabalho gerado no

tempo deve incrementar a energia total na mesngidade.

4.3.1. A Energia Potencial em Ondas de Gravidade

Foi visto que a energia potencial pode ser forrzeain sistema através de forcas
externas como as realizadas pelo vento, por unzdesnto no fundo (tsunami) ou por
um batedor. Como o fluido € considerado nédo viscesta energia € fornecida atraves
do deslocamento da massa de agua do seu nivel.médio

Assim, em uma onda, a parcela de energia poteac@re como resultado do
deslocamento de uma massa de agua de sua posieguaililerio em oposicdo as forgas
de restauracdo no caso devidas ao campo gravighcion

Para considerar a energia potencial associada aondw se pode fazer uso da
Figura 51 e considerar que a energia potencialangali unidade de area superficial da
onda ¢é a diferenca entre a energia potencial contla e a energia potencial sem a onda

estar presente, resultando em um elemento de &gua do plano do nivel d’agua em

repouso.
A
e
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Figura 51 — Energia Potencial
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Assim, tem-se uma coluna infinitesimal d’agua derals; acima do plano do
nivel d'agua em repouso, cuja massa por unidadeedeé dada por
dm= pn dxdy (4.12)
Sabe-se que a energia potencial desta colunatésimal d’agua é igual ao
trabalho que tem que ser feito para deslocar anaale sua posicao de equilibrio; e que
o trabalho é dado pela for¢a gravitacional atuaatecoluna vezes a coordenada do

centro de gravidade da coluna medida a partir d&l médio d’agua:
dE, = gg dm:—;p 92 dxdy—;p G Hn)? dx (4.13)

Integrando as contribui¢cdes elementares em um ¢orepto de onda, obtém-se a

expressao da energia potencial por comprimentada b:

_PI Y
B, =], [, Zaxdy (4.14)
Em termos de integral de dominio, considerando lemento de massa a uma
altura z:
E, = pgj 74 0) (4.15)

Se o nivel de referéncia estivesse sobre o plamivedd’agua em repouso:
_PY Y
E, —7IO J'O/7|/7|dxdy (4.16)
Ou alternativamente, seu valor médio num comprimdetonda:

= _P9 -
E, _Zjo J'Oy/7|/7|dxdy (4.17)

4.3.2. A Energia Cinética em Ondas de Gravidade

Em uma onda, a parcela de energia cinética ocavela ao movimento das
particulas de agua.

A Figura 52 apresenta um elemento infinitesimah@essa no interior do fluido,
movimentando-se a uma velocidadé com respeito ao sistema de referéncia

newtoniano fixo ao fundo sélido.
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Figura 52 — Energia Cinética

A massa de um elemento de volume elemethtady d z¢ dada por:
dm=pdxdyd: (4.18)

A energia cinética associada a esta parcela dftom massamé dada por:
dEk=%,0dxdyd2\/2 (4.19)

Se for adotada a hipdtese simplificadora de esco@mmeérotacional, esta
expressao pode ser escrita em termos do potereciatldcidade® e integrada em um

dominio Q, o que conduz a expressao da energia cinéticamig:
_1 2
E, —EpI(qu) dQ (4.20)
Q
Ou, alternativamente, seu valor médio:

E _ P (ty(a 2 _
E, _Zjo jo jo (0@)?d xdyd z (4.21)

4.3.3. Obtencéo das expressoes de energia em termesntegral de contorno

As expressOes destas energias cinética e potgpaialp caso de ondas, séo dadas
respectivamente pelas eluacdes 4.20 e 4.15. Pardoudétodo dos Elementos de
Contorno € interessante transformar as integragod&nio das expressdes da energia
em integrais de contorno. Isto pode ser feito e@dma de Gauss ou via primeira

identidade de Green.
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4.3.3.1. Obtencéo da expressao da energia ciregtidarmos de integral de contorno
Para o caso da energia cinética a transformacadeita via primeira identidade
de Greer;

j(qu.D¢)dQ+j¢Dz¢dQ :jq)@ dr (4.22)
Q Q r ﬂn
Substituindo na primeira identidade de Grgepor ¢ chega-se a:

j(mgo) dQ+j¢a 2dQ = J'qodgo dr (4.23)

Como o escoamento potencial e ndo existem fonteminio: 1’ = Q Assim,

a expressdo se reduz a:
j(m@zdg :jwﬁ”dr (4.24)
Q r dn
Logo, a energia cinética pode ser expressa pelangegntegral de contorno:

E, ——pj(ﬂd¢ dr (4.25)

Em unidades adimensionais onde o comprimento edifsiito € o comprimento
de onda L e a massa especifica caracteristiga & energia cinética por unidade de

comprimento de onda e o seu valor médio sdo damos p
= _ _1: o¢
E, =E, -Elqo%dr (4.26)

ApoOs estas integrais de contorno serem obtidagnmuto deste trabalho, estas
sao calculadas usando a quadratura de Gauss-Legendr

——pZ{ZZ[ (U(X) W 07.17,)) (POO) WE7,,07,)) 9| e, )} (4.27)

e=1[ I=1 k=1

4.3.3.2. Obtencéo da expressao da energia potemcisdrmos de integral de contorno

A transformacdo sera obtida via teorema da diveigéou de Gauss (equacao
4.1). Este teorema é valido para qualquer fun€da solucdo para obtencdo de uma
expressdo da integral de contorno para a energgmg@al esta em se achar uprgue

leve a mesma integral de dominio para qual se texp@essao da energia potencial. Isto

% Poderia ter sido obtida via teorema de Gauss com o mesmo raciocinio apresentado nas
expressdes da conservacao do nivel médio e da energia potencial.
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ocorre para umF:(O,O,Zzng). Calculando o divergente dE, se tem do lado

direito do teorema a expressao:
jD[FdQ:j(a%x+6%y+6%z)dQ:jaong:pgjzaz (4.28)
Q Q Q Q

Assim, a expresséao da integral de contorno pangi@ie potencial é:

. z
Epz'[FEhdF:J-(O,O,%pg)thI':J-Eng ar (4.29)
r r r

Apés estas integrais de contorno serem obtidaginmuito deste trabalho, estas
sao calculadas usando a quadratura de Gauss-Legendr

£, =3 005 XSy |, (.30

e=1[ I=1 k=1

E importante ressaltar que a energia potencial andir unidade de &rea
superficial da onda é a diferenca entre a energianpial com a onda e a energia
potencial sem a onda estar presente, assim a s#prda energia potencial média por
unidade de area superficial é obtida a cada pasdendo descontando-se o valor da

energia potencial com a superficie livre em reppisto €, o valor calculado no instante
inicial.
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5—0 PROGRAMA CANALS3D

O programa CANAL3D busca realizar a modelagem dpamyacédo de ondas de
gravidade em um canal numérico tridimensional. Estesidera que o batedor do canal
simula a perturbacdo que ira gerar a onda e quepagacdo da mesma ocorre pelo
mecanismo de restauracao decorrente da agéo ddagrav

A implementacdo usa uma formulacdo mista Euleriaaggangeana, nos moldes
da proposta por Longuet-Higgins e Cokelet (1976 teva ao desacoplamento do
PVCI em uma sequéncia de PVC que sdo resolvidasnmzamente com uso do
Método dos Elementos de Contorno.

O programa CANAL3D foi programado em Fortran e temmo base para solucéo
da parcela Euleriana o programa MEC3DP, que fameasdvido por Pinciroli (1995) a
partir do programa MEC3DE de Silva (1989).

Esta base usa, na formulacdo implementada paratodM&os Elementos de
Contorno, a terceira identidade de Green para géiteda equacao integral de contorno,
tratamento da descontinuidade de fluxo através léenemtos ndo conformes,
rebatimento do ponto fonte na presenca de simetmaétodo de Gauss-Legendre em
integracBes numéricas ndo singulares, a transfé@wnagbica de Telles em integracdes
numericas quase-singulares e a transformacao gelaelles em integragcdes numéricas
singulares.

Para representar a superficie livre, que é curvanadureza, sao utilizados
elementos quadrangulares curvos isoparamétricodrdfios (Cdodigo do elemento
NTIGE = 6), elementos ndo conformes com descomtaudgs (NTICE) descritas na
Tabela 8 e na Figura 53, e possibilidade de ussirdatria em relacéo ao furdoA
posicdo do no 1, deve ser a mesma definida nasmestdades e nas conectividades
dos elementos. Todos estes parametros sao defin@osub-rotina de geracdo da

geometria e condi¢des de contorno iniciais do canal

% pode-se observar em Pinciroli (1995) que o programa MEC3DP trabalha com 12 tipos de
elementos geometricamente triangulares ou quadrangulares, planos ou curvos, e
funcionalmente constante, lineares ou quadraticos; apresenta 8 condigbes de descontinuidade
para os elementos triangulares e 16 para os quadrangulares, e usa 7 condi¢des de simetria.
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Tabela 8 — Tipos de descontinuidades usadas nogonagCANAL3D - elemento
guadrangular curvo

CODIGO| & NOs GEOMETRICOS CODIGO| T NOS GEOMETRICOS|CODIGO| 0 NOS GEOMETRICOS
(NTICE) --- NOS FUNCIONAIS (NTICE) --- NOS FUNCIONAIS (NTICE) --- NOS FUNCIONAIS
4
5
6
z
N NN N e N
A P WP
Batedoi E :r_“ _____________________________________________ “"i
=N e
Sl >
\\I }______________________________________________________! y
X

Figura 53 — Posicdo dos elementos descontinuosogogma CANAL3D
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Sobre esta base foram implementadas melhorias goritelo de solucéo
numérica da equacdo de Laplace de forma a adaptd-fwoblema de propagacdo de
ondas, um algoritmo para geracdo automatica daanlitanal, bem como os métodos
do Gradiente Bi-Conjugado e Residuo Minimo Germadb (Generalized Minimum
RESidual — GMRES), em complemento ao método dairedigAo de Gauss, para
solucdo do sistema de equacgfes resultante. Além, disla parcela Lagrangeana foi
programada, fazendo o avanc¢o no tempo e a atuadizég geometria e das condi¢cbes
prescritas no contorno, através do esquema de R{uttge de quarta ordem. Foi
implementado um algoritmo para verificar a consisit® da solucdo numérica e valida-
la através de testes que acompanham a conservadhxa decorrente do teorema de
Gauss, a conservacdo de massa, através da coasianeolume abaixo da superficie
livre e a conservacéo da energia total.

Em funcdo do grande numero de graus de liberdageehaminda a necessidade de
se criar um programa em Matlab para visualizac@afiogr no pds-processamento dos
resultados do CANAL3D.

O programa esta escrito em linguagem FORTRAN esepta um programa
principal, 27 sub-rotinas principais e 47 sub-rasisecundarias, seguindo o fluxograma

mostrado na Figura 54.
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Owr>»z>»0

>

ABREARO

3 passos falso§

1 passo verdadei

Figura 54 — Fluxograma do programa CANALS3D.

> ENTRCANAL |  ERRO
> GER GEOCC P IP GMCCNG
> ADIMENTR >  COLONG
> VERVPNG [»  ERRO > COLONF
DISTBI > NGAUSS
> PARSAI
GERACCTI > FORMA
> NUMENF [ CONTNF » GERACCTI | P{ VETORN [ DFORMA
COLONF | »  SIMET3 > INTER
> COGLNF
FORMA > INTSIN [
_>
MENELNS COLONF | »  INTNSI > COLONG
> VERVPNF INTER > SEPTIN
L P GMCCNE ERRO > TCIOSI
MONTAMT > NGAUSS
> LAPLACMEC N -
RESISTEMA > FORMA
> DECLU
ORDENA >  VETORN [ DFORMA
>  GMRES
COLONF > INTER
> M BCG
> FLUXTAN DFORMA
> EGAUSZ | (» NOVACOORD [ COGLNF
> CALVNVT DINTER
> NOVACCONT |A COGLNG
> FLUXTOT
> LAPLACMEC DECLU
> DMBERNOU
> FLUXTAN EG3
> AREA
> CALVNVT
> SAI P EUL » Plota CNGNFMV.m [«
, > FLUXTOT
» VECONSERV S6 no passo 4 do
RK4ORDEM [* DMBERNOU
»__SAI ONDA N :
EULER B | 1 VECONSERV | !
> AVANCOTPO " !
RK4ORDEM » > SAl ONDA H
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As sub-rotinas principais do CANAL3D tém os segesnbbjetivos:

» ABREARQ: abre os arquivos de entrada e saida de dadosrtiA g
entrada do nome base com 7 letras (por exemplo:TEXI), gera 0S arquivos:
EX1TEST_ENT.DAT (arquivo de entrada de dados), EXET_ERR.SAI (arquivo de
impressao de erros), EX1ITEST DAT.SAI (arquivo depressdo de dados iniciais
estruturados), EX1TEST_CDG.SAIl (arquivo de impresdas coordenadas dos nos
geométricos do contorno), EX1ITEST CDF.SAI (arquioimpressao das coordenadas
dos ndés funcionais do contorno), EX1TEST POT.SAhwo de impressao dos
potenciais dos nds funcionais do contorno), EX1TBAEN.SAI (arquivo de impressao
das componentes das velocidades normais dos ndsioriais do contorno),
EX1TEST_VEG.SAI (arquivo de impressdo das compaentas velocidades
tangenciais dos nos funcionais do contorno), EXIMTB&ET.SAI (arquivo de
impressdo das componentes das velocidades totaisi@® funcionais do contorno),
EX1TEST_BRN.SAI (arquivo de impressao das derivadateriais (Bernoulli) dos nés
funcionais da superficie livre), EXITEST CON.SAilqg@ivo de impressao de medidas
de conservacao (validagcdo do modelo no tempo), ESIT SUR.DAT (arquivo de
impressao para plotagem no Surfer), EXITEST_CNE.@#Aduivo de impressao das
conectividades dos nos);

» ENTRCANAL: Iéem os dados do problema (EX1ITEST_ENT.DAT), isto
€: 0 nome; 0 método a ser usado na resolucao emsigpara resolucdo da equacao de
Laplace (EGAUS, DECLU, GMRES, M_BCG e EGAUZ) e otoud a ser usado na
resolucdo do sistema para obtencdo das coordedadasds geométricos a partir das
coordenadas dos n@s funcionais com uso das fugdEsma; o método de avango no
tempo (EUL ou RK4); a densidade; a geometria dalc@omprimento, largura e nivel
d’agua em repouso (em metros)); o tipo de batemorimero total de elementos do
contorno (para conferéncia com o valor gerado)jroero de elementos por direcéo, por
superficie (na ordem: superficie livre (por exem@x 20), batedor (por exemplo: 2 x
2), parede lateral (por exemplo: 2 x 20), paredal fijpor exemplo: 2 x 2), e fundo (por
exemplo: 2 x 20)); o valor do passo de tempo ()umero de passos de tempo de
propagacao da onda; o numero de passos de temamadenamento do batedor; o

namero de passos de tempo a serem pulados na §@pres caracteristicas da onda
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que se deseja simular com o batedor (ou seja, potgrara que o batedor atinja o
deslocamento maximo com MRU (s) e o maximo deslecéondo batedor (m)); a
gravidade (9.81 m?s o marcador que define o uso de simetria em &@elap fundo (0
nao uso, 1 usa); e o marcador que define a adioraizmacdo dos dados (SIM ou
NAOQ). Verifica-se ainda que ndo sejam superadanasnses do programa;

» GER_GEOCC: a partir dos dados de entrada e das caractesigiica
problema gera a geometria inicial e as condicdedorno inicialmente prescritas nos
nos geométricos. E calculado o nimero de nés geicositotal e por superficie), a
distancia entre os nds geométricos, € realizadauraeracdo e sao definidas as
coordenadas dos nds geométricos. Em todos os dlesnérdefinido o tipo (no caso
isoparamétrico quadratico (NTIGE = 6)) e a desommtiade (NTICE) conforme a
posicdo na geometria (sdo usados elementos dé;frar{gdescontinuos) nas interfaces
entre as paredes e a superficie livre e nas inesfantre as paredes e o fundo). Séo
definidas as conectividades dos nés geométricassiderando que cada elemento é
percorrido a partir do né um no sentido anti-haréver Figura 55). Deve ser adotada a
mesma posicdo de n6 um na definicdo das conede$de descontinuidades. Séo
definidas as condicbes de contorno inicialmentesqritas nos nds geometricos
(potencial nulo na superficie livfe velocidades normais nulas no batedor e nas demais

superficies).

@o 27) o®
®e @e 16
.o CE'S) o@

Figura 55 — Orientacéo para definicdo das coneletdes (na figura NTICE = 8) e
descontinuidades dos nos.

» VERVPNG: verifica se o0s valores prescritos nos nos geooostiVPNG)

de lados continuos sdo iguais nos elementos de onéfpm de codigo que 0s

% pode-se prescrever potencial igual a altura da lamina d’agua em repouso desde que se adote
0 mesmo referencial para as coordenadas “z" com origem no fundo na definicdo da equacédo da
derivada material.
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compartilham. Nao ha problema de se ter valoreratites em diferentes elementos,
desde que o n6 geométrico esteja localizado emomtomo n&o suave
» PARSAI: determina os parametros de continuidageque definem a

posi¢do dos nés funcionais a partir da posicdamdegieomeétricos (ver Figura 56);

o, @ & i
o ol

........... ® O @O > Q @® -

aII nt (9
e T

S ORI |

<—>4—>
dy b2

Figura 56 — parametros ai e bi.

» NUMENF: calcula o numero total de nds funcionais globiENF) e os
numera. Também gera um vetor compacto (IVC) queeoonos valores dos nés
funcionais locais e dos elementos aos quais perteada no funcional global. Este
vetor permite obter o nimero do elemento e do néidmal local do elemento a partir
do numero do n6 funcional global,

» COGLNF: determina as coordenadas globais dos nés funsi@enpartir
das coordenadas globais dos nés geométricos conasdancdes de forma;

» VPNGNF: determina os valores prescritos de potencial elatérada
normal nos nés funcionais locais de cada elementmdtorno com uso das funcbes de
interpolacdo e dos valores prescritos nos nos dgeoos locais gerados em
GER_GEOMCC;

» VERVPNF: verifica se cada nd funcional global tem um Gniador
prescrito de potencial ou de sua derivada na diregémal;

» LAPLACMEC: resolve a equacdo de Laplace a cada passo de tempo
usando a equacédo integral de contorno. Para istona as sub-rotinas MONTAMT,
RESSISTEM e ORDENA;

%" Na verdade no caso do contorno ndo suave estes valores sdo diferentes (por exemplo se

prescreve potencial na superficie livre e velocidade normal no batedor).
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» MONTAMT: calcula os coeficientes de influéncia dos elengento
considerando os ganhos computacionais com usontris, a integracdo em pontos
nao singulares e a integracdo em pontos singubaresiase-singulares. Monta a matriz

[A] eo vetor[f] do sistema de equagﬁbﬁ] [x] = [f] considerando as condi¢gOes de

contorno prescritas. Para isto chama as sub-rc8fMET3, INTSIN e INTNSI;

» SIMET3: define de acordo com o tipo de simetria do problenrmudanca
de sinal do ponto fonte para sua reflexéo, atrdaésvariaveis S1, S2, S3;

» INTSIN: monta as matrizes H e G dos elementos integrando
numericamente para o caso de pontos singularesa Fansformacdo de coordenadas
polares com pdlo no ponto fonte proposta por Telles

» INTNSI: monta as matrizes H e G dos elementos integrando
numericamente para o caso de pontos nao singulanemnta as matrizes HX e GX
necessarias para calcular as velocidades no contorn

> RESISTEMA: resolve o sistema de equagoes Iine:[iﬁe][x] = [f] pelos

métodos diretos da eliminacdo de Gauss (sub-r&imPD), da eliminacdo de Gauss
sem processar 0s zeros da matriz (sub-rotina EGAWS¥a decomposicado LU (sub-
rotinas LUDECOMP e LUSUBST); e pelos métodos irtteos métodos do Gradiente
Bi-Conjugado (sub-rotinas SPRSIN e LINBCG) e do ites Minimo Generalizado
(sub-rotina GMRES);

> ORDENA: ordena as incognitas calculadas e armazenadaetno[)l],
nos correspondentes vetofeq e [P];

» FLUXTAN: determina a velocidade tangencial, através davatiai
tangencial da expressdo do potencial em termosodmtsrio das contribuicbes dos
elementos dadas pelos potenciais previamente adlmsilem cada né dos elementos e
das funcdes de forma. Determina ainda as companelateselocidade tangencial ao
contorno (QT) e do vetor normal unitario (VN) endaan6 funcional local de cada
elemento, com uso das funcdes de forma, das furd®gmnderacdo, das derivadas
parciais destas fungOes e dos jacobianos das dravesfoes em coordenadas
adimensionais;

» CALVNVT: calcula o valor das componentes da velocidadestanig ao
contorno (QTMED(NX,NF)) e do vetor normal unitafigNMED(NX,NF)) nos nos

funcionais globais. Em nés funcionais globais gaggmcem a mais de um elemento
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(tem mais de um no funcional local) calcula uma iméderifica se as diferencas séo
menores que uma tolerancia especificada e impravezrod®;

» FLUXTOT: calcula as componentes finais do fluxo total not@mo em
cada no funcional global, pela composi¢cédo dos galde P*VNMED e QTMED,;

» DMBERNOU: calcula a derivada material do potencial com uso da
equacdo de Bernoulli em cada no6 funcional do caootoda superficie livre
(DMBERN(NF));

» SAI_P_EUL: imprime os dados da primeira parcela Euleriana do
problema de propagacéo de ondas no arquivo EX1TBAT.SAI;

» VECONSER: verifica a cada passo de tempo a conservacédo ge flu
decorrente do teorema de Gauss, a conservacaosde,mafravés da constancia do nivel
médio da superficie livre e a conservacao da esméutal;

» SAI_ONDA: imprime a cada passo verdadeiro de tempo as sdias
programa nos arquivos: EX1ITEST_CDG.SAI (arquivoirdpressao das coordenadas
dos ndés geométricos do contorno), EX1ITEST CDF.SAfivo de impressédo das
coordenadas dos nés funcionais do contorno), EXITEST.SAl (arquivo de
impressdo dos potenciais dos noés funcionais dooow); EX1ITEST VEN.SAI
(arquivo de impressédo das componentes das vel@sdammais dos nds funcionais do
contorno), EXITEST_VEG.SAIl (arquivo de impressdos daomponentes das
velocidades tangenciais dos nds funcionais do comtpEX1TEST VET.SAI (arquivo
de impressdo das componentes das velocidades do&gisds funcionais do contorno),
EX1TEST_BRN.SAI (arquivo de impresséo das derivadateriais (Bernoulli) dos nés
funcionais da superficie livre), EXITEST _CON.SAilqgiaivo de impressao de medidas
de conservacao (validagdo do modelo no tempo), ESIT SUR.DAT (arquivo de
impressao para plotagem no Surfer), EXITEST CNE.@Aduivo de impressao das
conectividades dos nés);

» EULER: realiza o0 avanco no tempo da geometria e das goesli
prescritas no contorno pelo método de Euler, istooén uso de um Unico passo de

tempo avancado pelas derivadas no tempo antergstallorma chama uma unica vez

% Quando a diferenca é maior que a tolerancia significa que a malha é pouco discretizada e que
erros se acumulam ao longo do tempo no calculo das componentes da derivada tangencial do

vetor normal unitario.
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as sub-rotinas NOVACOORD, NOVACCONT, LAPLACMEC, FKXJAN,
CALVNVT, FLUXTOT, DMBERNOU, VECONSER e SAI_ONDA,

» RKA4ORDEM: realiza o avanco no tempo da geometria e das goesli
prescritas no contorno pelo método de Runge-Kudtajwhrta ordem, isto é, faz trés
passos falsos de tempo, e com uma meédia pondeaadaebbcidades calculadas a cada
passo falso, faz a atualizacdo da geometria eataBgdes prescritas no contorno. Desta
forma chama quatro vezes as sub-rotinas NOVACOORIDVACCONT,
LAPLACMEC, FLUXTAN, CALVNVT, FLUXTOT e DMBERNOU; euma vez (no
passo verdadeiro) as sub-rotinas VECONSER e SAI_ &ND

» NOVACOORD: Com os valores da velocidade total (fluxo totaly nds
funcionais globais da superficie livre, com o maosiio imposto ao batedor e com a
estaticidade das paredes laterais e do fundo zualgeometria do contorno. Para obter
na superficie livre a coordenada dos nos geomstacpartir da coordenada dos nos
funcionais atualizada chama a sub-rotina COLGLN(aea obter no contorno a
coordenada dos nos funcionais a partir da coorédedad nés geomeétricos atualizada
chama a sub-rotina COLGLNF;

» NOVACCONT: Com os valores das derivadas materiais dos paisna
superficie livre, com o movimento imposto ao batedaom a estaticidade das paredes

laterais e do fundo, atualiza as condi¢des prasanid contorno.

Como objetivos de algumas das sub-rotinas secasddo CANAL3D se pode

ainda citar:

» IP_GMCCNG: imprime os dados gerados em GER_GEOCC (geometria e
condi¢des de contorno dos nés geométricos) nowardX1TEST_DAT.SAI,

» ADIMENTRC: se o marcador de adimensionalizacdo for SIM
adimensionaliza os dados de entrada, nos moldesatipado por Azevedo, 1991,

» DISTBI: define as distancias bi para determinar a pos@d® nos
funcionais dentro do elemento;

» GERACCTI: de acordo com o tipo de descontinuidade do elengsrio
um codigo que define a descontinuidade por ladceldmento (KODE 1 continuo,
KODE 0 descontinuo);

135



» IP_GMCCNF: imprime os dados gerados para os noés funcionais em
NUMENF, COGLNF, VPNGNF (geometria e condicdes dentcmo) no arquivo
EX1TEST_DAT.SAIl;

» AREA: Calcula a area dos elementos;

» COLONG: determina a posicdo dos nés geométricos em tetgos
coordenadas adimensionais (locais);

» COLONF: determina a posicdo dos nos funcionais em termos d
coordenadas adimensionais (locais);

» NGAUSS: determina as coordenadas locais dos pontos des@assus
respectivos pesos;

» FORMA: determina as funcdes de forma. Isto é, as fungdesiefinem a
variacdo da geometria dos elementos a partir dosegados n0s geométricos;

» DFORMA: determina as derivadas das fungdes de forma;

» VETORN: determina o médulo do vetor normal (jacobiano &Gas
componentes do vetor normal unitario (UN);

» INTER: determina as funcdes de interpolacdo. Isto é,ungbes que
definem a variacdo do potencial e de sua derivadaal a partir dos valores dos nds
funcionais;

» SEPTIN: Seleciona o numero de pontos de Gauss para aragéeg
numérica ndo singular, de acordo com a distantative elevada ao quadrado DISTR2,
do ponto fonte ao elemento campo;

» TCIQSI: Realiza a transformacao de coordenadas cubicasligs para o
calculo das integrais quase-singulares de acompacdistancia relativa (R2) do ponto
fonte ao elemento campo;

» COGLNG: determina as coordenadas globais dos n0s geoase#ripartir
das coordenadas globais dos nés funcionais comdasofungbes de forma. As
coordenadas dos nos funcionais sdo obtidas peldufgradas coordenadas dos nés
geométrico pelas funcdes de forma. Trabalhando etementos isoparamétricos
quadraticos, para cada uma das dimensgdem-se um sistemj@][ x] = [f] em que
[A] € uma matriz 9 x 9, constante por elemento e [firévetor 1 x 9 que varia para
cada dimensaa. Assim, para solucao deste sistemas sao utilizadasomposicao LU

(sub-rotinas LUDECOMP e LUSUBST) ou de uma variaddemétodo da eliminagéo
136



de Gauss em que sao realizadas as operacdes suvbter ae termos independentes
para as trés dimensfes simultaneamente a umasgérieade operacdes sobre a matriz
[A] (sub-rotina SLNPD3B).

Em funcdo do grande numero de graus de liberdageehaminda a necessidade de
se criar um programa em Matlab para visualizac@afiogr no pds-processamento dos
resultados do CANAL3D.

» PLOTACNGNFMV.M: Este programa plota as coordenadas dos nés
geomeétricos e funcionais do contorno a cada pasgerdpo, possibilitando o avanco e
0 retrocesso a cada passo ou a cada cinco passostePopcOes de visualizacao dos
nos de todo o contorno, de uma perspectiva, samkfécie livre, sé do batedor, ou dos
véarios perfis longitudinais do canal. Realiza airalavisualizacdo das medidas de
validacdo do modelo no tempo, mostrando a cons&ovd€ massa, a nulidade do fluxo
saindo pelo contorno e a conservacao da energ@o@ama sé roda na plataforma
Matlab e utiliza as sub-rotinas LDADOS.M e PLOTACNEMV_SUB1.M. Para o
pos-processamento do CANAL3D basta copiar os aogquigEX1TEST CDG.SAI,
EX1ITEST_CDF.SAIl, EXITEST_CON.SAI, e EXITEST_CNE.S#dra o diretério do
programa e de suas sub-rotinas. Executa-se o pragpkd OTACNGNFMV, e ao ser
solicitado o arquivo inicial para leitura clica-een EX1ITEST CDG.SAI (os demais

arquivos o programa identifica e abre automaticae)en
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6 — SIMULACOES NUMERICAS
6.1. Simulacéo 1

Para modelagem numérica foi adotado um canal deasondumérico
tridimensional de 0,8 m de largura, por 0,8 m digralda lamina d’agua em repouso por
8 m de comprimento. Ficou definida uma discretinag@ malha do contorno de 2 x 2 x
20 divisdes, isto €, 2 x 2 = 4 elementos nas parkadal e do batedor e 2 x 20 elementos
na superficie livre, paredes laterais e fundo. Adete uma relagcdo entre o
comprimento e a altura maxima a fim de se evitapsenuméricos decorrentes de
contornos muito delgados em que as distancias enprento fonte e pontos campos

vizinhos estdo muito proximas (ver Figura 57).

/

® Ppntos
Ponto d~ &b >® |campo
fonte >
o
¥ x

Figura 57 — Erros numéricos decorrentes de corsamoto delgados

Como existem contornos nao suaves entre as pafedas, utilizados elementos
descontinuos entre o batedor e a superficie leme 0 batedor e as paredes laterais,
entre o batedor e o fundo, entre a superficie bvas paredes laterais, entre a superficie
livre e a parede final, entre o fundo e as partaderis, entre o fundo e a parede final, e
entre as paredes laterais e a parede final.

Os dados nao foram adimensionalizados.

A partir destes dados de entrada a geometria lirecas condi¢cdes de contorno
inicialmente prescritas nos ndés geomeétricos saadgsr automaticamente pela sub-
rotina GER_GEOCC. Esta calcula ainda o niamero de gegbmeétricos (total e por
superficie), a distancia entre os ndés geométrecosimeracao e as coordenadas dos nés

geometricos.
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Em todos os elementos é definido o tipo (no caspaiameétrico quadratico
(NTIGE = 6)) e a descontinuidade (NTICE) conformmoagicao na geometria.

Séo definidas as conectividades dos nos geométramssiderando que cada
elemento é percorrido a partir do né um no sergittehoraric®.

Sao prescritas ainda as condicbes de contorncaimicios nds geomeétricos
(potencial nulo na superficie livre, velocidadesnmais nulas no batedor e nas demais
superficies).

A geometria (numeragdo, coordenadas, ...) e asig@@slde contorno dos nés
funcionais também sdo geradas de forma automaitas psub-rotinas PARSAI,
NUMENF, COGLNF, e VPNGNF.

A Figura 58 capturada do programa de visualizag@bicg no tempo inicial

mostra a geometria gerada de forma automatica.

0a
0.6
04

02

08

Figura 58 — Geometria inicial gerada automaticament

Cabe ressaltar que, a fim de se evitar uma figw#éontdelgada, de visualizacdo

mais dificil, adotou-se uma escala na dire¢do ynfoomento do canal) igual ao dobro

¥ Deve ser adotada a mesma posicdo de né um na definicdo das conectividades e

descontinuidades.
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da escala nas direcbes x e z. Desta forma, inieidlen os elementos sédo todos
guadrangulares de lado 0,4 m e a distancia entméogeométricos é de 0,2 m.

Optou-se por uma visualizagcdo em perspectiva & parfundo da parede final e
desta forma o batedor encontra-se em y igual a zero

Os nés geométricos estdo localizados nos pontds azas nds funcionais nos
circulos vermelhos. Ficam definidos 168 elemen®dgl nés geométricos e 870 nds
funcionais.

Buscando-se minimizar os erros na solucdo numéacBDO no tempo através
do método explicito de Runge-Kutta de quarta ordemadotada uma discretizacao
temporal com passos de tempo de 0,005 s.

De forma a se visualizar a onda propagando-seqalar & canal, bem como sua
reflexdo na parede final, foram adotados 1.000g3ads tempo de propagacgao.

Nesta simulacdo considerou-se que a onda foi ggvadaim batedor do tipo
pistdo, que se deslocou por 200 passos, ou segtdul s, percorrendo uma distancia
de 0,15 m.

Foi imposto ao batedor um movimento uniformementelesiado nos 100
primeiros passos, com aceleracdo constante de/&.6passo em que o batedor atinge a
velocidade maxima de 0,3 m/s.

Nos 100 passos seguintes o batedor € uniformerdeséeelerado com aceleracao
constante de 0,6 nf/até o repouso.

Para solucéo do sistema de equacdes linearesinm@inico, resultante do calculo
da equacdo de Laplace, via Método dos ElementoSagorno, em cada passo de
tempo, foi utilizado o método do Gradiente Bi-Cagdo, pré-condicionadd

A Figura 59 mostra a variacdo do perfil da supierfiere, na secdo longitudinal
no eixo de simetria entre as paredes lateraisedesdpouso até o passo 100 (t = 0,5 s),
variando de 25 em 25 passos de tempo.

Neste intervalo o batedor € uniformemente acelert@dnmsferindo energia ao

sistema, e a onda vai progressivamente sendo faratédatingir sua altura maxima.

9 0 precondicionador utilizado para A é a matriz diagonal principal de [A].
140



Passo 0

Passo 25

Passo 50

Passo 75 |
Passo 100

(R]

06

0.4

0z

0.8

Figura 59 — Variacdo do perfil da superficie limeeaceleracdo do batedor

A Figura 60 e a Figura 61 mostram a geometria garsicie livre, no momento

em que o batedor atinge a velocidade méaxima (e33a = 0,5 s).
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Figura 61 — Geometria da Superficie Livre no pd€¥n t=0,5s
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A Figura 62 mostra a variacao do perfil da superfiere, na secéo longitudinal
no eixo de simetria entre as paredes laterais,edes@gasso 100 até o passo 200,
variando de 25 em 25 passos de tempo. Neste itdeovhatedor € uniformemente
desacelerado, transferindo menos energia ao sigEh@momento que o batedor para
(passo 200, t = 1s). O perfil da onda vai progvessente reduzindo sua altura até que

na parada do batedor chega a altura da supeitfi@esin repouso.

Passo 100

Passo 125

/ Passo 150 .-
/ & i Passo 175 ] 1%

= 58 ¥ o Passo 200

Figura 62 — Variacdo do perfil da superficie limeedesaceleracao do batedor
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A Figura 63 mostra a geometria da superficie limeemomento em que o batedor

para (passo 200, t = 1s).

Figura 63 — Geometria da Superficie Livre no p&nht=1s

A Figura 64 mostra a geometria da superficie limstantes antes da onda atingir

a parede final (passo 500,t=2,55s).

Figura 64 — Geometria da Superficie Livre no p&&¥h t=2,5s
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A Figura 65 mostra a variacao do perfil da supeerfiere, na secéo longitudinal
no eixo de simetria entre as paredes laterais,edesgasso 500 até o passo 700,
variando de 50 em 50 passos de tempo. Neste ildesvanda atinge a parede final,
sendo refletida por esta. Neste momento a eneirggtica é transformada em potencial
e o perfil da onda vai progressivamente ganhartdoaaha parede final até o passo 700
(t = 3,5 s) onde a energia cinética é minima, agém@otencial € maxima e a altura da

lamina d’agua é maxima.

[k
o7

06

05 i =
3 ; Passo 500
Ui ) X | g Passo 550

i Passo 650

Passo 700

i ‘ 27|l Passo600

0z

08
07
06
05
04
03 }
02

o1

Figura 65 — Variacéo do perfil da superficie limeereflexdo na parede final
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A Figura 66 mostra a geometria da superficie limeemomento em que a energia

potencial € maxima e a altura da lamina d’aguax@mea(passo 700, t = 3,5s).

Figura 66 — Geometria da Superficie Livre no pa&¥nt=3,5s

O trem de ondas segue chegando a parede final,ucorperfil resultante da
interacdo entre a onda incidente e a onda refletifia@ sendo mais possivel uma
analogia entre a altura da lamina d’agua na pdnedlee as energias. A energia cinética

segue crescendo até atingir um maximo no pass@ 850,675 s). Ver Figura 67.

Figura 67 — Geometria da Superficie Livre no p&&y t = 4,675 s
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De forma a garantir a eficacia do modelo na progp@gale ondas gravitacionais
em um canal tridimensional, utilizou-se, a exengidoque se faz em outros métodos
variacionais, a validacdo através do acompanhanwmtmedidas de conservacdo: a
nulidade do fluxo saindo pelo contorno, a cons&iwage massa e a conservagcao de
energia total.

A nulidade do fluxo saindo pelo contorno e a coresgio de massa pode ser
observada do inicio ao fim da propagacédo no tefgeigura 68 mostra a variagdo do
fluxo saindo pelo contorno e a Figura 69 mostraoaservacdo de massa dada pela
variacdo percentual do volume abaixo da superfiie, considerando que o volume

abaixo da superficie livre em repouso € 100%.

% 107
2 L T T T T T T T T T B
-
_2 C 1 1 1 1 L 1 Il 1 1 §
0 0.5 1 1.5 2 25 2 35 4 45 5
Tempo (s)
Figura 68 — Variacdo do fluxo saindo pelo contorno
1[]'1 T T T T T T T T T
o= 1005F .
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Tempo (s)

Figura 69 — Variacdo percentual do volume abaixsugeerficie livre
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A conservacdo de energia total € observada a pdatiparada do batedor.
Acompanhando a Figura 70, a Figura 71 e a Figurab&2rva-se que do passo 0 ao
passo 200 (t = 1 s), sdo acrescentadas energtaainéotencial ao sistefita

A energia cinética cresce proporcionalmente ao rquiadda velocidade, enquanto
que a potencial cresce proporcionalmente a varialgi@ltura da onda acima da
superficie livre em repouso.

Cessado o movimento do batedor, as energias @nétipotencial se mantém
constantes até o ponto em que a onda atinge e aanrefletir-se na parede final (passo
500, t = 2,5 s). Neste momento a energia cinéticansformada em potencial e o perfil
da onda vai progressivamente ganhando altura ea@éinal até o passo 700 (t = 3,5 s)
onde a energia cinética € minima, a energia p@egacmaxima e a altura da lamina
d’agua € maxima. A partir deste ponto a energiarmdal € transformada em energia
cinética e enquanto aquela diminui, esta segueamds até atingir um maximo no
passo 850 (t = 4,675 s).

Cabe ressaltar que mesmo com esta oscilacdo emtrenergias cinética e

potencial, a energia total permanece constanteapésada do batedor.

o

Energia Total

01 .

U 1 1 1 1 1 | 1 | 1
0 0.5 1 Rk 2 25 3 i 4 4.5 5

Tempo (s)

Figura 70 — Variacdo da Energia Total

A oscilagéo no crescimento da energia cinética ocorre no passo 100, momento e que ha uma
transicdo entre velocidades crescentes e decrescentes.
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Energia Potencial
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Figura 71 — Variagéo da Energia Potencial
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Figura 72 — Variacédo da Energia Cinética

6.2. Simulacéo 2

Para modelagem desta simulacdo foi adotado o meamal de ondas numérico
tridimensional da Simulacdo 1 (0,8 m x 0,8 m x 8com discretizagdo de 2 x 2 x 20
divisdes) e a mesma discretizacdo temporal comdaefeppropagacédo de 1.000 passos
de tempo de 0,005 s, fazendo um total de 5 s.

Nesta simulacéo considerou-se que a onda tambégerfada por um batedor do
tipo pistdo, que se deslocou por 200 passos, tetop@spondente a 1 s, porém
considerou-se uma distancia percorrida de 0,20 m.

A variacdo do perfil da superficie livre durantdddempo de propagacao, isto é,
na aceleracao e desaceleracao do batedor até sepmugso, bem como apdos o encontro
e reflexdo na parede final, segue a mesma tendérasfrada na Simulagéo 1. O que
muda € que, uma vez que o batedor teve uma dist@eccorrida maior, as alturas

méaximas dos perfis de onda sdo maiores. Fisicansnté coerente, pois o volume de
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agua deslocado pelo batedor é maior. A Figura 7& d-igura 74 mostram
respectivamente um comparativo entre o perfil deedicie livre da Simulacdo 1
(deslocamento total do batedor de 0,15) e o da I&g&0 2 (deslocamento total do
batedor de 0,20) nos passos 100 e 200.

Simmlacio 1

Simulacdo 2

Figura 73 — Variacéo do perfil da superficie limePasso 100 (Simulagbes 1 e 2)
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Figura 74 — Variacdo do perfil da superficie limePasso 200 (Simulagdes 1 e 2)

A Figura 75 mostra a geometria da superficie limeemomento em que o batedor

atinge a velocidade maxima (passo 100,t=0,5s).
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Figura 75 — Geometria da Superficie Livre no pd€¥n t=0,5s

A Figura 76 mostra a geometria da superficie limeemomento em que o batedor

para (passo 200, t = 1s).

Figura 76 — Geometria da Superficie Livre no p&nt=1,0s
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A validacdo da modelagem através do acompanhaméaso medidas de

conservacao de fluxo,

78 e na Figura 79.

massa e energia total padabservada na Figura 77, na Figura
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Figura 77 — Variagcdo da Energia Total
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Figura 78 — Variagéo do fluxo saindo pelo contorno
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Figura 79 — Variacéo percentual do volume abaixsugeerficie livre
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6.3. Simulacéo 3

Para modelagem desta simulacdo foi adotado o meama de ondas numérico
tridimensional da Simulacdo 1 (0,8 m x 0,8 m x 8com discretizacdo de 2 x 2 x 20
divisdes) e a mesma discretizacdo temporal comdateppropagacéo de 1.000 passos
de tempo de 0,005 s, fazendo um total de 5 s.

Nesta simulacéo considerou-se que a onda tambégeraia por um batedor que
se deslocou por 200 passos, tempo correspondérgeen uma distancia percorrida de
0,15 m, porém, neste caso, o batedor € do tipo flap

A variacdo do perfil da superficie livre durantdddempo de propagacao, isto é,
na aceleracao e desaceleracao do batedor até sepmueso, bem como apdos o encontro
e reflexdo na parede final, segue a mesma tendérasgrada na Simulagéo 1. O que
muda € que, uma vez que o batedor é do tipo ffagltaras maximas dos perfis de onda
sdo menores que as da Simulacdo 1. Fisicamenté ¢sterente, pois o volume de agua
deslocado pelo batedor € menor.

A Figura 80 mostra a geometria da superficie limeemomento em que o batedor

para (passo 200, t = 1s).

Figura 80 — Geometria da Superficie Livre no p&nt=1,0s
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A Figura 81 mostra um comparativo entre o perfisdperficie livre da Simulacao

1 (batedor do tipo pistdo) e o da Simulacao 3 ¢fmatdo tipo flap) no passo 200.

Simulagao 1 r\

0.8

0e

0.4

0.z

Figura 81 — Variacéo do perfil da superficie limePasso 200 (Simulagbes 1 e 3)
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A validacdo da modelagem através do acompanhameéaso medidas de
conservacéao de fluxo, massa e energia total padebservada na Figura 82, na Figura

83 e na Figura 84.
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Figura 82 — Variacdo da Energia Total
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Figura 83 — Variacdo do fluxo saindo pelo contorno
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Figura 84 — Variacdo percentual do volume abaixsugeerficie livre
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6.4. Simulacbes 4 e 5

Para modelagem destas simulagfes foi adotado oonesmmal de ondas numeérico
tridimensional da Simulacédo 1 (0,8 m x 0,8 m x 8com discretizacdo de 2 x 2 x 20
divisdes) e a mesma discretizacdo temporal comdefeppropagacéo de 1.000 passos
de tempo de 0,005 s, fazendo um total de 5 s.

Nestas simulacdes considerou-se que a onda tandb@erdda por um batedor do
tipo pistdo que se deslocou por 200 passos, teropespondente a 1 s, em uma
distancia percorrida de 0,15 m.

O que mudou foi o método para solucdo do sistemagdacdes lineares, nao
simétrico, resultante do célculo da equacéo deakcaplvia Método dos Elementos de
Contorno, em cada passo de tempo. Ao invés delgamub método do Gradiente Bi-
Conjugado, pré-condicionado, como nas Simulac¢dek @@, na Simulacao 4 utilizou-
se 0 Método da Eliminacédo de Gauss e na SimulagditZou-se o método do Residuo
Minimo Generalizado (GMRES), com reinicios a cadav@zes o numero de graus de
liberdade (87 iteracdes).

Optou-se pelo uso da versdo do GMRES com recongecasa “s” iteracbes de
forma a ndo impor um grande custo computaciongbrooessamento, uma vez que o
uso de memoria e o esforco computacional aumentaada iteracdo realizada pelo
GMRES, pois um novo vetor é acrescentado ao supegpm Krylov. O critério para
escolha de s foi baseado nos resultados obtidd3gvoa (1991%2

A tolerancia adotada para parada dos métodosiviestfoi de 10*.

Cabe ressaltar que em funcdo das condi¢Ges dergorgrescritas, no passo 0, 0
sistema € singular e, desta forma, em todas adagites, neste passo, o sistema foi
resolvido pelo método da Eliminacdo de Gauss.

No processamento de todas as Simulacdes forarpadtils computadores com
processadores Intel Core 2 Quad, CPU Q9550, 2,88 GA4 GB RAM, com sistema
operacional Windows XP V2002 SP/3.

2’5 & 0 nlmero maximo de iteracdes a cada ciclo de GMRES. Um aumento no valor de s, por
um lado, provoca um aumento no uso de memoria e, por outro, leva a uma diminuicdo do
namero de iteracdes para atingir a precisado prescrita.
3 A norma do residuo admissivel como critério de parada é igual & tolerancia vezes a norma do
residuo inicial.
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De forma a se observar o desempenho dos métodopacou-se o tempo total de
processamento nos 1.000 passos de tempo de 0,@9Bsando que como foi usado
para o avan¢o no tempo o método de Runge-Kuttaudgagordem, para cada passo
verdadeiro sdo usados 3 passos falsos. Verificauganho percentual em relacdo ao
método direto da Eliminacdo de Gauss (Ver Tabel®9nétodo do Residuo Minimo
Generalizado (GMRES) apresentou um ganho percetéuaR,27%; e o Gradiente Bi-

Conjugado pré-condicionado apresentou um ganhepiera de 40,42%.

Tabela 9 — Variacédo do tempo total de processamento
Método de solucao usado Tempo total de| Percentual
processamento
Eliminacdo de Gauss 8,98 h 100%
Residuo Minimo Generalizado (GMRES 6,98 h 77,73%
Gradiente Bi-Conjugado pré-condicionado 535h %5

A fim de se observar a importancia relativa do tende processamento para
solucéo do sistema de equacfes em relacdo ao sEnmocessamento para integracao
e montagem do sistema, bem como para execucaot@des tarefas, foram computados
os dados apresentados na Tabela 10. Foi calculadempo médio de todo

processamento para execugdo de um passo de Ruttge-Ku

Tabela 10 — Importancia relativa do tempo de pisaregnto para solucao do sistema
Método de solucao usado Tempo SolTempo Int. | Resto do

Sistema | Mont. Sist. | Tempo

Eliminacdo de Gauss 16,00 s 16,23 5 0,12|s
Residuo Minimo Generalizado (GMRES 8,78 s 16,21js 0,12s
Gradiente Bi-Conjugado pré-condicionado 2,90 9 36,2 0,12 s

Da analise da Tabela 10 pode-se concluir que, raste 0 maior tempo gasto no
processamento esta na integracdo e montagem dmaijsha resolucédo da equacao de
Laplace, a cada passo de tempo. Desta forma, eernmeptacdo de estratégias que

evitem o calculo de todos os coeficientes de inftieg¢ em todos os passos de tempo
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apresentam um bom potencial de ganho no tempoodegsamento que ainda pode ser
explorado.

Pode-se observar ainda que, em relacdo ao métato da eliminacdo de Gauss,
0 ganho exclusivamente no tempo de resolucéo tknsasde equacdes foi de 81,88%
para 0 método do Gradiente Bi-Conjugado pré-coodamo e de 45,13% para o0 método
do Residuo Minimo Generalizado (GMRES).

A teoria de métodos iterativos para solucdo demias de equacdes afirma que o
tempo de processamento do método do Gradiente BuGado e do método do
Residuo Minimo Generalizado (GMRES) é da mesmanoe grandeza. Barra (1991)
na solucdo problemas em estruturas bidimensioeaisque se resolve a equacao de
Poisson, usando a formulacéo direta do Método demdntos de Contorno, observou

os tempos de processamento apresentados na Tafela 1

Tabela 11 — Variagédo do tempo total de processament
Método de solucéo usado Tempo total de| Percentual
processamento
Eliminacdo de Gauss 676 s 100%
GMRES(90) 261 s 38,61%
GMRES(35) pré-condicionado 62 s 9,17%
Gradiente Bi-Conjugado 407 s 60,21%
Gradiente Bi-Conjugado pré-condicionado 151s 22,34

Da observacédo da Tabela 12 pode-se concluir quedamaxplicacdes para a
vantagem do método do Gradiente Bi-Conjugado solBRES esta no uso do pré-
condicionador. Assim, o ideal, para verificar qoatodo € mais eficiente no tempo,
seria implementar no GMRES o0 mesmo pré-condicionatiizado no Gradiente Bi-
Conjugadd”.

Para se demonstrar a precisdo dos métodos a Fgunmzostra um comparativo

entre o perfil da superficie livre da SimulacaMIGBG), o da Simulacéo 4 (Gauss) e 0

** Problema com 936 graus de liberdade.
5 Cabe ressaltar gue, conforme o observado em Barra (1993), quanto maior o nivel hierarquico
do pré-condicionador, maior o ganho de tempo.
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da Simulacdo 5 (GMRES) no passo 200, e a Figura@8ra o comparativo no passo
500.

Shadacie 1|+
: Simulacio 4 [
| | Simulagio 5

08
0B
el i I 4

0z

08
0.6
0.4
0.2
0 g

Figura 85 — Variacéo do perfil da superficie limePasso 200 (Simulagbes 1, 4 e 5)
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0s " Simulacio 1

04 Simulacio 4

Figura 86 — Variacdo do perfil da superficie limePasso 500 (Simulacdes 1, 4 e 5)

Ainda para se demonstrar a precisdo dos métodiesiamase a maior diferenca

percentual e a diferenca percentual média, entreatmses calculados na solucédo do
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sistema de equacdes pelos métodos iterativos a@®s calculados pelo método direto
da Eliminacdo de Gau¥s nos passos 100, 200, 500 e 700. Os resultadés est

apresentados na Tabela 12.

Tabela 12 — Precisdo dos métodos de solucdo @éonsist
Método de solucao usado Maior diferen¢ga Diferenca
percentual percentual médig

Residuo Minimo Generalizado (GMRES

Passo 100 8,01E-05 % 3,79E-07 %

Passo 200 2 42E-08 % 5,00E-10 %

Passo 500 8,47E-09 % 7,19E-11 %

Passo 700 6,54E-09 % 1,23E-10 %
Gradiente Bi-Conjugado pre-condicionado

Passo 100 5 12E-06 % 4,53E-08 %

Passo 200 2 69E-08 % 4,91E-10 %

Passo 500 1,81E-08 % 1,87E-10 %

Passo 700 1,15E-08 % 1,88E-10 %

Cabe ressaltar ainda que nas Simulacdes 4 e 5gdislam de conservacgédo de
fluxo, massa e energia total tiveram o mesmo cotapmnto apresentado na Simulacéo
1, fato que garante a validacdo das modelagenSimadacfes 4 e 5. Este resultado é
esperado, até pela pequena variacdo entre os yvetolkgedo dos sistemas de equacao

calculados pelos métodos.

6.5. Simulacbes 6, 7 e 8

Estas simulacdes foram executadas a fim de sevalbserariagdo na importancia
relativa do tempo de processamento para soluc&stiima de equacdes em relacéo ao
tempo de processamento para integracdo e montagesstdma, bem como do tempo

para execucao de outras tarefas, a medida queettia a malha.

6 Maior e média variacdo percentual nos valores de x dos sistemas de equacdes lineares nédo
simétricos [A] {x} = {b} nos passos. Mod(Xiter — Xgauss)/Mod(minimo(Xgauss; Xiter) - 100
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Foi adotado 0 mesmo canal de ondas numérico tridifoeal da Simulagcéo 1 (0,8
m x 0,8 m x 8 m), com discretizacdo de 4 x 4 x #isdes, isto €, 4 x 4 = 16 elementos
nas paredes final e do batedor e 4 x 40 = 160 ele®ea superficie livre, paredes
laterais e fundo.

As simulacdes foram rodadas com a mesma disaz@bz@mporal com tempo de
propagacao de 1.000 passos de tempo de 0,00®8d&amm total de 5 s. Foi modelada
uma onda gerada por um batedor do tipo pistao guesiocou por 200 passos, tempo
correspondente a 1 s, em uma distancia percoreidgld m.

Na Simulacdo 6 o método para solucdo do sistemagdacdes lineares, nao
simétrico, resultante do célculo da equacéo deakcaplvia Método dos Elementos de
Contorno, em cada passo de tempo, foi 0 método rdali€éhte Bi-Conjugado, preé-
condicionado, na Simulagdo 7 utilizou-se o Método Eliminacdo de Gauss e na
Simulacédo 8 utilizou-se o0 método do Residuo MiniGeneralizado (GMRES), com
reinicios a cada 0,1 vezes o numero de graus eeléitie (87 iteracdes).

A tolerancia adotada para parada dos métodosiviesgbi de 10+,

No processamento de todas as SimulacOes foramadtls computadores com
processadores Intel Core 2 Quad, CPU Q9550, 2,88 GiA24 GB RAM, com sistema
operacional Windows XP V2002 SP/3.

De forma a se observar o desempenho dos métodopacou-se o tempo total de
processamento nos 1.000 passos de tempo de 0,@9Blsando que como foi usado
para o avan¢o no tempo o método de Runge-Kuttaudgagordem, para cada passo
verdadeiro sdo usados 3 passos falsos. Verificau-ganho percentual em relacdo ao
método direto da Eliminacédo de Gauss (Ver TabelaQ3nétodo do Residuo Minimo
Generalizado (GMRES) apresentou um ganho percetéudR,56%; e o Gradiente Bi-

Conjugado pré-condicionado apresentou um ganhepieral de 81,98%.

Tabela 13 — Variacédo do tempo total de processament
Método de solucao usado Tempo total de| Percentual
processamento
Eliminacdo de Gauss 307,22 h=12,8d 100%
Residuo Minimo Generalizado (GMRES 84,29 h = 866 27,44%
Gradiente Bi-Conjugado pré-condicionado 55,35 h34 2 18,02%
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A fim de se observar a importancia relativa do tende processamento para
solucéo do sistema de equacfes em relacdo ao tEnmocessamento para integracao
e montagem do sistema, bem como para execucaot@es tarefas, foram computados
os dados apresentados na Tabela 14. Foi calculadempo médio de todo

processamento para execu¢do de um passo de Ruttge-Ku

Tabela 14 — Importancia relativa do tempo de pisaegnto para solucao do sistema
Método de solucao usado Tempo SolTempo Int. | Resto do

Sistema | Mont. Sist. | Tempo

Eliminacdo de Gauss 957,74 3 147,56|s 0,43 s
Residuo Minimo Generalizado (GMRES 154,82|s 148,98 0,43 s
Gradiente Bi-Conjugado pré-condicionado 50,43 s ,dN8 0,45s

Da analise da Tabela 14 pode-se concluir que, gaste dependendo do método
de solucdo do sistema o maior tempo gasto no pacesnto pode estar na solucdo do
sistema, ou na integracdo e montagem do sistensia D@ma, a implementacdo de
estratégias que evitem o calculo de todos os ¢eefes de influéncia em todos os
passos de tempo apresentam um bom potencial de gantempo de processamento
gue ainda pode ser explorado.

Verifica-se ainda que, com um aumento na discigizala malha, o tempo gasto
na solucdo do sistema aumenta mais que o tempo gast a integracdo e montagem
do sistema.

Pode-se observar ainda que, em relacédo ao métato da eliminacdo de Gauss,
0 ganho exclusivamente no tempo de resolugéo tknsasde equacdes foi de 94,73%
para o método do Gradiente Bi-Conjugado pré-coodamo e de 83,83% para o método
do Residuo Minimo Generalizado (GMRES).

Cabe ressaltar ainda que, nestas simulacoes, adasel conservacao de fluxo,
massa e energia total tiveram o mesmo comportanagresentado na Simulagao 1,
fato que garante a validacdo das modelagens; eagpiecisdo dos métodos seguiu 0

padréo apresentado nas Simulagfes 4 e 5.
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7 —CONCLUSOES ERECOMENDACOES

No estudo de ondas de superficie € comum 0 us@mEscexperimentais em
complemento as varias solu¢des analiticas prop@stas a solu¢cdo do problema de
propagacao de ondas, haja vista a limitacdo no cala@plicacéo destas teorias.

A proposta deste estudo € realizar a modelagemraj@agacédo de ondas de
gravidade com a aplicagdo em um canal numéricamigiaisional, implementando o
programa CANAL3D. Este considera que um batedarashal simula a perturbacdo que
ird gerar a onda e que a propagacdo da mesma @morenecanismo de restauracao
decorrente da acédo da gravidade. Estdo implementaatedores do tipo pistao e flap.
Desta forma, abre-se uma nova possibilidade paraeimgem de ondas em
complemento as solugdes analiticas e aos modelo®rinos bidimensionais ja
desenvolvidos.

Em funcéo da grande quantidade de elementos emmo$/ielos na geometria do
problema e da possibilidade de erro na entrada ahatestes dados, optou-se pela
implementag&o de um algoritmo para geragéo da ndalltanal tridimensional.

E utilizada uma formulag&o mista Euleriana-Lagrange nos moldes da proposta
por Longuet-Higgins e Cokelet (1976), que leva asagoplamento do PVCI em uma
sequéncia de PVC que é resolvida numericamenteusondo Método dos Elementos
de Contorno.

A parcela Euleriana tem como base o programa MEC8D®e foi desenvolvido
por Pinciroli (1995) a partir do programa MEC3DE $iéva (1989). Sobre este foram
implementadas melhorias no algoritmo de solucaoémigan da equacédo de Laplace de
forma a adapta-lo ao problema de propagacdo despondaalgoritmo para geracdo da
malha tridimensional do canal, bem como os métadoSradiente Bi-Conjugado e do
Residuo Minimo Generalizado (Generalized MinimumSRiEal — GMRES), em
complemento ao método da eliminacdo de Gauss,sparedo do sistema de equacdes
resultante.

A formulacdo implementada para o Método dos Eleasedie Contorno usa a
terceira identidade de Green para obtencao da &ouatggral de contorno, tratamento
da descontinuidade de fluxo através de elemenmsa@ormes, rebatimento do ponto

fonte na presenca de simetria, 0 método de Gaugsates em integragcdes numéricas
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nao singulares, a transformacdo cubica de Tellesintagracbes numeéricas quase-
singulares e a transformacao polar de Telles ezgriatdes numéricas singulares.

Para representar a superficie livre, que € curvanptureza, foram escolhidos
elementos isoparamétricos quadraticos.

Para o calculo da velocidade tangencial, emprega-derivada tangencial da
expressdo do potencial em termos do somatorio a#siltuicdes dos elementos dadas
pelos potenciais previamente calculados em caddosdéelementos e das funcbes de
forma. Os vetores tangentes e normais unitariogsa@ssos em termos dos jacobianos
dos elementos de transformacdo para coordenadasersionais e das derivadas
parciais das funcdes de interpolacdo em termosatelenadas adimensionais.

Como os vetores tangentes e normais unitariosaé@olados por elemento, isto €,

por né funcional local dos elementos, no caso ds fuiicionais globaisxque

pertencem a mais de um elemento, o valor dos \&etargentes e normais unitarios é
calculado pela média dos valores dos nos funciolmmigis dos elementos a que
pertence.

Toda a parcela Lagrangeana foi programada, fazendwanco no tempo e a
atualizacdo da geometria e das condi¢cOes presnatasntorno, através do esquema de
Runge-Kutta de quarta ordem. Foi implementado ugordimo para verificar a
consisténcia da solucdo numérica e valida-la adrale® testes que acompanham a
conservacdo de fluxo decorrente do teorema de Gawssiservacdo de massa, atraves
da constancia do volume abaixo da superficie Bvaeconservacéo da energia total. Em
funcdo do grande numero de graus de liberdade hainda a necessidade de se criar
um programa em Matlab para visualizacdo graficadmprocessamento dos resultados
do CANAL3D.

Os resultados apresentados no capitulo 6 mostragficacia do modelo na
propagacao de ondas gravitacionais em um canahérgional. A validade do modelo
fica garantida pela observacdo das medidas dermagée: a nulidade do fluxo saindo
pelo contorno e a conservacdo de massa podem servablas do inicio ao fim das
simulacdes, enquanto que a conservacao de enegjiseévada a partir da parada do
batedor. O método do Gradiente Bi-Conjugado préhcomnado é o que apresentou
maior ganho percentual na solucdo dos sistemagudg@es lineares ndo simétricos, no

calculo da equacao de Laplace via Método dos Eltsate Contorno, a cada passo de
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tempo. O método do Residuo Minimo Generalizado (EBRambém apresentou um
ganho significativo em relagdo ao tempo de processto quando se usa o Método da
Eliminacdo de Gauss. Observou-se que, com um aomentliscretizacdo da malha, o
tempo gasto na solucdo do sistema aumenta maig tuepo gasto com a integracéo e
montagem do sistema. Verificou-se ainda que depelodeéa discretizacdo e do método
de solucao do sistema, o maior tempo gasto no ggaoeento pode estar na solugéo do
sistema, ou na integracdo e montagem do sistentasokicédo da equacédo de Laplace,
a cada passo de tempo; e que a implementacaordeegists que evitem o célculo de
todos os coeficientes de influéncia em todos osgzasge tempo apresenta um bom
potencial de ganho no tempo de processamento nda pode ser explorado.

A seguir sdo enumeradas algumas sugestdes parasfumplementacdes no
programa CANAL3D, a fim de aumentar a eficiénciacaftulo e aumentar seu campo

de aplicacao:

» Implementacdo de sub-regibes, na sub-rotina quea ger malha
tridimensional,

» Usar algoritmos paralelos nos calculos dos coefiege de influéncia, na
solucéo do sistema de equacdes algébricas e npcanartempo,

» Substituir o esquema de Runge-Kutta de quarta ommprocedimento
de avanco temporal baseado na expansdo em séfieylde que computacionalmente
€ mais eficiente. O que faz o esquema Runge-Kudia ocustoso computacionalmente é
a necessidade de recalcular os coeficientes deémdla e resolver os sistemas
intermediérios de equacdes algébricas,

» Utilizar para o calculo da derivada do potencialdiracéo tangencial ou
um esquema de diferencas finitas, ou, prefereneiati a formulagcéo hiper-singular
para o Método dos Elementos de Contorno,

» Utilizacdo do no6 duplo em substituicdo ao uso éenehtos descontinuos
na interface entre o batedor e a superficie li@abe ressaltar que em funcédo das
condigbes prescritas no contorno do canal tridinoeas s6 é possivel o uso de né

duplo nesta interfadé

*" Neste caso, como o contorno ndo é suave, o valor a ser somado no coeficiente de influéncia
da matriz fila H correspondente ao né funcional local € inicialmente c; = 0,25 e depois tera de
ser calculado a medida que a superficie livre varia.
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» Nas interpolacdes, em substituicdo ao uso de polo®de Lagrange que
s6 garantem a continuidade do potencial nos elemsgenttilizar elementos do tipo
“splines” para forcar a continuidade dos potenciaislirecdo normal entre os elementos
do contorno, nos moldes do utilizado por Paivaaiufii995),

» Evitar o calculo de todos os coeficientes de imfti@ entre niveis de
tempo, nos moldes do realizado por Alves (2006),

» Na atualizacédo da geometria do modelo no temp@sgaema para evitar
erros numéricos decorrentes ou de um elemento ma&o dobro do outro ou do ponto
fonte sobre o elemento campo, ao invés de adasiratégia de redistribuicdo de todos
0s nos do contorno, encurtando ou alargando andistéentre eles, de forma a
acompanhar o movimento do batedor e a variacadtula aa superficie livre; buscar
um critério de variagdo do tamanho apenas dos atesyenais proximos do batedor e
da superficie livre, bem como do aproveitamentarmtagrais calculadas sobre as partes
do contorno que ndo mudaram,

» Sob o ponto de vista das aplicacdes, a formulagéae psimular a
propagacdo de ondas lineares e ndo lineares, rggpsidio linear, ondas chegando a

praia, interacdo de ondas com obstaculos e/ouoshjedveis, e outros problemas.
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APENDICE A —REVISAO DE TEORIA DO POTENCIAL

A.l. Problemas de campo

Como foi visto, adotando as hipéteses simplificadaste fluido incompressivel,
irrotacional, sem fontes no dominio, pelo princigeoconservacédo de massa, a equacao
de Laplace é aquela que deve ser obedecida emeprablde propagacdo de ondas
gravitacionais. Esta equacdo governa ainda todosutres problemas de campo em
regime permanente, sem fontes ou sumidouros em ammingd isotropico (neste
trabalho, tridimensional) finito ou infinito.

Para tratar de problemas de campo € interessatrtdunrir inicialmente o
conceito de campo.

Um campo é uma regido de um espaco V, na qual @ waddos pontos M é

associada uma magnitude escalar ou vetogial¢(M), chamada potencial, que

representa uma quantidade fisica como temperagiteasdo, potencial de velocidade,

gravitacional, elétrico ou magnético, etc... Estafores de ¢, para cada tipo de

guantidade fisica, constituem um campo fisico (@angrmico, campo de pressao,
campo de velocidades, etc...);

No problema de campo tem-se “redes de fluxo” noonoei dominio onde este
campo atua. Estas redes de fluxo sdo compostatinpas de campo, fluxo ou de
corrente (em fluidos), que sao linhas tangentesca&wa instante e em cada ponto, ao
vetor da derivada direcional ou normal do potenugise ponto, e linhas equipotenciais,
gue unem 0s pontos de mesmo potencial (em um nseiwopico e em regime
permanente estas linhas sdo ortogonais entre si).

Dependendo do tipo de problema de campo e dassuodg:des de contorno tem-
se diversas representacfes matematicas, sendoujiaes @aplicacdes fisicas podem ser
expressas através de equacbes diferenciais quéntamtLaplaciano. A Tabela Al
mostra algumas destas equacdes e a Tabela A2 rpredguns dos fendmenos fisicos

governados por estas equacdes.
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Tabela Al — Equacdes diferenciais governantesa@emas de campo

Equacoes diferenciais governantes de problemaardpa@

Equacéo de Laplace 0%¢=0
Equacao de Poissoh O2g= _q?\,
Equacéo da Difusae . _10¢
0 =7
h= Jdt
Equacdo da Ond2 , 1 0%
AT

Onde: ¢ é o potencialg, é a fonte ou sumidouro interno e
h e ¢ sdo parametros que representam o meio.

K,

Tabela A2 — Problemas fisicos governados por e@sagm]’ (Azevedo, 1985).

=

UJ

PROBLEMA ¢ K q,
FisiIcO
Transferéncia de Temperatura Condutividade | Fonte interna (ou
calor térmica sumidouro) de calo
Gravitacéo Potencial (constante Massa
gravitacional gravitacional)
Interacdo Potencial elétrico Permissividade Cargas elétiita
eletrostatica ou -)
Conducéo elétrical Voltagem Condutividade Fonte interna de
em corrente elétrica corrente

continua

ou

Percolacdo em | Carga piezométrica Permeabilidade Fonte interna

meios porosos sumidouro)
Movimento Potencial de _ Fonte interna (ou

irrotacional de velocidade ou sumidouro)

fluidos perfeitos

funcdo de correntg

Magnetostatica Potencial Relatividade Densidade de
magneético corrente
Torcéo de barras| Funcao de tensao (médulo de | Angulo de tor¢éo
prismaticas elasticidade por unidade de
transversal} comprimento
Torcéo de barras Funcéo de Médulo de _
prismaticas empenamento elasticidade
transversal
Lubrificacao de Pressao (espessura do| Fornecimento de
Reynolds filme)* / lubrificante
viscosidade
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O ramo da matematica destinado ao estudo das sslugéstas equacdes €

denominado teoria do potenéfal Esta teoria sera4 detalhada nos préximos itens,

aplicada a escoamentos fluidos.

A.2. O Potencial gerado por uma fonte pontual em urdominio infinito
Seja um dominioQ do espaco tridimensional, homogéneo, isotropicemne

regime permanente, limitado por um contorho Se existe uma fonte (sumidouro)

pontual Q de massa d’adfiao interior do dominio, fisicamente existe um fsaindo

(entrando) desta fonte com simetria esférica. \fgurg Al.

Linhas de fluxo,
corrente ou campo

[ y

Q

Zoom da Fo 1 i

D
—>

Figura Al — Fonte Pontual no Dominio
Diz-se que existe um campo de potenciais de veddeidio tipog(€,x)devido a

uma fonte situada no ponto forteem que os efeitos sdo sentidos nos pontos campo

distantes do pont§ de uma distancia. A equacdo que governa este tipo de problemas

€ a equacao de Poisson.
D2¢1+% =0 (A1)

8 Um detalhamento maior desta teoria do que o apresentado neste trabalho pode ser

observado em Kellog (1929).
9 para problemas de fluidos, poderia ter uma fonte de calor, poluicéo, etc
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Onde g € a densidade volumétrica da fonte e K é um pdramee representa o meio,
no caso a densidad& (= p).

Como foi dito, o vetor da derivada direcional ounal do potencial em um ponto
(vetor fluxo a menos de uma constante K) é sengimgente as linhas de campo ou
fluxo, sendo orientado no sentido do maior paraeaan potencial. O numero de linhas
de fluxo que atravessa uma superficie é proporcemaalor da intensidade do fluxo
nesta superficie.

Ainda que a fonte ndo seja pontual, e mesmo que s&ja esférica,
matematicamente é como se tivesse uma condicaondierco, sé que interior, isto é,

como se existisse um dominio inferior pelo qual o fluxo entra no domini@, sendo
que no limite em quém I, - 0 dominioQ é igual ao dominid — Q. Neste limite

se pode considerar a fonte como pontual e as lidlsixo saindo radialmente a fonte
com uma simetria esférica.

Claro que préximo ao contorno interno de uma fodie pontual, ndo esférica, as
derivadas direcionais ndo sao radiais, pois seémanbrmais ao contorno interno, mais
a medida que ocorre um afastamento da fonte, patagpcampo onde as distancias sao
muito superiores ao valor do diametro médio D ddefpse pode fazer uso da teoria da
fonte pontual e considerar os efeitos da fontevadgmtes ao de uma fonte esférica com
mesmo fluxo através do contorno interno.

Analogamente, para pontos fonte proximos ao coatcgrterno, as linhas
equipotenciais se deformam por influéncia do comta@xterno de forma ao fluxo sair
sempre perpendicular a este, e ndo tenho maigrébudiigdo esférica. Do vetor fluxo
radial ao ponto fonte, somente a parcela perpeladi¢oormal) ao contorno escapa por
ele, a parcela tangencial causa apenas rotacdond& ae o dominio é infinito, ndo ha
influéncias do contorno.

Por coeréncia a nomenclatura normalmente usadsora tle métodos numéricos,
especialmente a usada na formulacdo do Método demeBtos de Contorno, o

potencial devido a uma fonte situada no ponto f@em que os efeitos sdo sentidos
nos pontos campr passara a ser denotado pa&, x) = ¢(&,x)

E a derivada direcional do potencial na direcaomabrao contorno por:

Pl ) = 285X = U5 - e sy
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A.2.1. Fluxo total através de uma superficie S
Define-se fluxo total através de uma superfici@®a a integral de superficie da

componente do vetor intensidade de fluxmormal a esta superficie. Ver Figura A2.

Fluxo:jsqm ds (A.2)

(e

[N

Figura A2 — Fluxo através de uma Superficie S

A.2.2. Intensidade de fluxo devido a uma fonte pounal Q
Pode-se demonstrar que a intensidade de fluxo @evidma fonte pontuad,
localizada no ponto§, sentida em um ponto camp®, distante no espago

tridimensional infinito do ponto fonte de um vatag:

g = @: Qi
' on 4rr?

(A.3)
Onde Q ¢ a intensidade da fonte4err® é a area da esfera do campo equipotencial
distante r do ponto fonte.
Ou ainda que o vetor intensidade de fluxo devidona fonte pontua). € dado

por:

Qi_Qir

4rrr?r

(A.4)

Partindo do caso limite de uma carga nédo pontushides , com e - 0, em que
se tem o fluxo saindo com simetria esférica peltamo fechadd . O fluxo saindo é

dado por:

Fluxo= [ qh dS= 42}2%@1 T (A.5)
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Como Q. € constante e no caso de simetria esférica addimaglial coincide com

a direcdo normal, isto ¢,0 =cos0= I
_ Q1
F|uxo_mjr? dr (A.6)

Comoe é constante:

Q

ATE?

Fluxo= jr dr (A7)

Como a integraljr dI representa no espaco tridimensional a area dafipe
esférica que é igual Hd@dd) =4

Fluxo = %47722 =Q (A.8)

Como se queria demonstrar. No caso tridimensiammatho intensidade de fluxo

devido a uma fonte pontu&), € proporcional a--, e esta € igual a derivada direcional
r

. L . L . 1
do potencial na direcdo normal, se pode conclwrapotencial € proporcionala:
r

0 1 1
q :pa_¢ 0= - 0= (A.9)
n r r
Este tipo de potencial, inversamente proporciondiséanciar entre os pontos

fonte e campo, recebe o nome de Potencial Newtotlian

A.2.3. Solucdo fundamental da equacéo de Poissoj3

Quando a fonte pontual € unitaria, se diz que enuil associado a esta é a
solucdo fundamental da equagdo de Poisson associpta é denotado por:
U (€x)=¢ Ex)

Matematicamente, este potencial pode ser definmhoocuma fungdo ao menos
duas vezes diferenciavel com respeito as coordendglaim pontox que satisfaz a
equacao de Laplace, isto é:

0% (&,x) =0, em qualquer ponts # & (A.10)
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Esta formulacdo € verdadeira, pois se pode encanar fonte pontual como o
limite de uma fonte esférica de contorno (interfip)de raio&, quandogs — 0. Neste
caso, para qualquer pontoz&, por um lado, o ponto fonte esta fora do dominio
Q-Q,, e sem fontes no dominio a equacdo de Poisson eigaacdo de Laplace; e por
outro lado, quande - 0Q-Q, - Q e o calculo é efetuado em todo dominio.

A maneira matematica mais precisa de se formutguacao de Poisson relativa a

uma fonte pontual unitaria, que tem como resultadolugio fundamenta (&,x) , é:

Dzu*(g,x)—%d@,x)z 0 (A.11)

Onde J(§,x) € a funcdo delta de Dirac, que é a representac@@nmatica da
distribuicdo de fontes para uma fonte pontual uait® funcéo delata de Dirac, bem
como outras funcdes generalizadas, estao vistésrioa mais detalhada no Apéndice
C.

A obtencdo da solucdo fundamenta(é,x) é realizada a partir da equacéo A.10.

Como esta solucdo tem simetria esférica, se potteves o operador Laplaciano em
termos de coordenadas esféricas e considerar gokugdo é a mesma em todas as
direcbes, obtendo a seguinte equacéo diferendalaia:

, du

50 (A.12)

0%u” = i(r
dr
Integrando em relacao a r dos dois lados:

r-—==c, (A.13)

du _c,
27 =2 A.14
dr  r? ( )
Integrando novamente:
* C
U= g =14 (A.15)

*% Este nome advém do fato do primeiro potencial estudado ter sido o gravitacional, que foi

m

(0= G rn.'l. 2
formulado por Newton como r
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Ondec, é uma constante arbitraria correspondente ao déve¢feréncia escolhido para

medir 0 potencial. Esta constante se anula quaredcakula a velocidade como o

gradiente do potencia , isto €, quando se deriya. Normalmente se adota o valor O

parac,:

u@Ex)=-2=2 (A.16)
rr

A constantec, pode ser determinada a partir do principio de @mag&o, no caso
de massa.

Considere a superficie de controle esférica mostraal Figura A3 de rai@
arbitrario centrada no ponto fontg, em que todos os pontos campo nesta superficie
estdo a uma mesma distancia da fonte, e na quiagal normal externa coincide com
a direcéo radial. Deve-se considerar ainda paidadd da teoria da fonte pontual que
& é suficientemente pequeno e que a distancia erpanto fonte e o ponto campo é

suficientemente grande.

Figura A3 — Fluxo radial entrando no dominio atsaglé um contorno internio,

Substituindo a expressado do potencial correspoadansolucdo fundamental

U*(ﬁ,X):%+CO na definicdo da densidade do fluxo de masq;a—p%ﬂ,

*1 O sinal negativo é porque o vetor intensidade de fluxo tem direc&o contraria ao vetor normal.
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considerando que devido a simetria radial a diregd@l coincide com a normal, tem-

se:
___0 ¢ __. P
q= ‘pa(T"‘Co) = Clr_z (A.17)

Pelo principio de conservacao da massa, o fluweb &tavés da superficie esférica

deve ser igual ao fluxo de massa oriundo da fonit&nia localizada no ponté, isto €,

toda massa que entra pelo contofioai ser igual a 1.

1
1= d =pc, | =dI A.18
p ple . (A.18)

£

Como em qualquer ponto da superficie esféricac, que é uma constante:
1
1= —|dr A.19
qu{ . (A.19)
Substituindo a area da superficie esféridas ) na expressio anterior:
1, >
1= pcl?4n£ (A.20)

Assim, se obtém a constartie, que é independente ee

o=+l (A.21)
p an
Substituindoc, na expresséo do potencial correspondente a sofupdamental
comc, =0:
U (Ex)= -t (A.22)
p 4

Se a intensidade da fonte pontual € iguajpa que no caso de um fluido
incompressivel é igual a 1:

Yo,

i (A.23)

U (Ex) ==L i Ex)=
Yo,

1
amr §,X)

Esta € a expressao da solucédo fundamental paramnimid tridimensional.

A.2.4. Derivada direcional da solucdo fundamental al equacdo de Poisson na
direcéo normal (3D)
A derivada direcional da solucdo fundamental em uhnecédo s qualquer €&

denotada por:
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pﬂ@@=z%£?9=ﬂf@mﬂ% (A.24)

Comou’ (&,x) € funcéo apenas de r:

Ju
ar

P&, %) =( Drj 3, (A.25)

Ondelr corresponde ao vetor unitanip na direcéo de . Ver Figura A4:

Or==r =r, (A26)
r
Assim:
.
AL L :
ar
Onde:
X, — i K
I’u = rux I +ru J +r uzk r.uX = ) Ex ru ] | Ey ruz : | EZ
y r | | |
n
| r
@ ............. r
Ly’ & .............................. r
X ............. u
S
Q 7S,
\

Figura A4 — Derivada direcional da solucéo fundatalemo pontox [T .

Na formulacdo classica do Método dos Elementos detdtho € necessario
calcular o fluxo fundamentap” (¢ ;xha direcdo normal a superfi€ie Nesse caso o

vetor s, é substituido pelo vetor normal unitariéx) :

pEx)=- ou (&) r, @ (A.28)
or
Mas u (§,x) =m, logo:
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pEx)=- (A.29)

;r m
4mr®(E,x) "

A.3. O Potencial gerado por vérias fontes pontuaism um dominio
infinito

Matematicamente, devido a linearidade da equagé@ergante, que é a equacéo
de Poisson, ou fisicamente, pelo principio da qupc¢do, se pode calcular o potencial
em um pontox induzido por varias fontes pontuais de intensid§llecomo a

superposicao dos potenciais induzidos»emor cada fonte atuando isoladamente:

UEsse ey X)= —%z% (A.30)

Onder, € a distancia entre o ponto forge onde esta localizada a fonte de intensidade

Q, e o ponto campoxé Ver Figura A5.

AR

Figura A5 — Potencial induzido por vérias fontestpais.

Como foi visto, em um dominio finito, quando o pwribnte se aproxima do
contorno, ele sente os efeitos deste e nao serparteconsiderar que a distribuicdo no
entorno da fonte tem simetria esférica. Ainda assim dominio finito se pode
considerar que a influéncia sentida em um pontopoam devida a varias fontes
pontuais situadas no contorno € igual ao somat@soparcelas relativas a cada fonte
individual no dominio infinito. E como se as pariefnitas das fontes se anulassem

mutuamente, sobrando o somatério das partes fiM&as-igura AG6.
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Figura A6 — Potencial induzido por varias fontestpais sobre o contorno.

A.3.1. O Potencial gerado por um dipolo em um domia infinito
Quando se tém duas fontes pontuais, no caso espatigue uma delas é uma
fonte e a outra um sumidouro, muito proximas, poaéastados de uma distancia h, se

tem formado um dipolo. Ver Figura A7.

r.+ (§+ ' X)

—_

~

Figura A7 — Potencial induzido por um dipolo.
O potencial causado pela fonte e 0 sumidouro € gado

U, &, :X) :ﬁ(%—%) (A31)

O potencial de um dipolo em um ponto campcé dado pelo limite quando a
fonte e o sumidouro se aproximam, desde que aadirgg eixo do dipola (que une os

pontos fonte) e a quantidadié = Q, h se mantenham constantes.

)= M. i Fe - (A.32)
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O que é igual a derivada do potencial Newtoniandiregdo do eixo do dipolo:
M J 1
u@,x)=———() (A.33)
dip op r

Usando a regra da cadeia, o potencial do dipole gedescrito como:
uEx) =L o (A.34)
4mpo r

OndeB é o angulo entre o eixo do dipolo e o vetor pasicaunindo§ a x ; para o qual

cos&zﬂ.
ap

A.4. O Potencial gerado por fontes distribuidas
A.4.1. Potencial de camada simples

Quando as fontes estao distribuidas de forma asmsobre uma linha, uma area
(superficie) ou um volume, as expressbes do patede fonte pontual podem ser
aplicadas a elementos infinitesimais distribuidodomgo da fonte e o efeito resultante

de toda fonte é obtido se integrando as contrilegigllementares sobre a regido de

A O X
N (<.%)

fluxo. Ver Figura A8.

dL(<)

X
Q

Figura A8 — fontes distribuidas em linha, arealame.

Se a fonte esta distribuida em uma linha com dadsitinear de fonted(¢), em
uma area com densidade superficial de fo#es , ou)em um volume com densidade
volumétrica de fontesa(é ,) os potenciais induzidos no ponto campo séo

respectivamente:
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ULUO = [ sl (© (A.35)

r€x)

WA X) = [ BE)——dAE) (A.36)
il " v e

VD0 = [ () V@) (A.37)

A.4.2. Solugdo Fundamental da equacao de Poisso2- Potencial bidimensional

E o potencial no plano xy obtido a partir do poiaheewtoniano gerado por uma
fonte distribuida uniformemente ao longo de um sagmde reta-|1 < z<1, quando |
tende ao infinito. Esta fonte linear no 3D é umatdopontual no plano xy. Ver Figura
A9.

Figura A9 — Potencial bidimensional.

Partindo da expressao de uma fonte distribuidairgma,| considerando que para

este caso a distante entre um elemento infinitésilmdonte d z(§) (ponto fonte) e o

ponto campo é dada p&=+r°+2z°, e que a densidade linear da fonte é constante
igual aA, o potencial desta fonte distribuida é dado por:
dz

0=

Como a funcéo do integrando é par, o resultadotegral de —| a | é igual a duas

(A.38)

vezes o resultado da integral de O a I:
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L(&),X) = A.39
u(L(£),x) = j W (A.39)
Efetuando a integral definida:
W(LE)X) =2 In(z+Z+ P, = AL (A.40)
27 2mp r

O potencial bidimensional nos pontos do plano xy € obtido no limite da
expressdo acima fazendo o | tender para infinitog €aso em que a fonte é unitaria
(A=1).

U (&, x) = lim, _ u(L(&),x) =lim, _ 2;‘wm( T +r' i (A.41)

Verifica-se que qualquer que seja o valor de e®u ,quando | tende a infinito, a
expressao da solucédo fundamental do potencial brtBianal sera infinita. Porém estes
sdo valores infinitos que diferem de valores fmit€Cada um destes potenciais
associados a cada, apresenta uma parcela que tende ao infinito epareela finita.

Em problemas de campo, um fluxo é calculado podiferencial de potencial. O
fluxo associado a diferenca de dois potenciaigiiiois associados a diferentese igual
ao fluxo associado a diferenca de das parcelamdimiestes dois potenciais infinitos
associados a diferentes uma vez que as parcelas infinitas sdo constabdeemodo a
eliminar esta parcela infinita dos potenciais, &e dso de uma constante de referéncia
C, que é somada a expressao do potencial bidimehsaotes de fazer | tender ao
infinito.

Quandol - 0, 0 argumento do logaritmo aproxima-se assintot@#amde Pe a

constanteC,, é escolhida como:
_ A
Cg = —%(In 2) +Cy,, (A.42)

Onde C.,, é uma constante de origem de medida do potemgial,normalmente é o

potencial nuld?

Substituindo na expresséo do potencial linear:

°2 Quando é feita uma referéncia a um potencial de temperatura de 30 °C, se esta trabalhando
com a escala em graus Celsius em que a origem é o ponto de congelamento de 0 °C. Se diz
que o potencial de temperatura de 30 °C é 30 vezes maior que o potencial de origem de
medida. Na equacao da solucéo fundamental In(r) € como um In(r/ro) em que ry=1 leva a uma

origem de medida nula (In1=0).
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WH

r

(ln(x/r2+rlz+l

u(L(&),x) = ij In( )+C, (A.43)

u(L(&),x) = 2j7p )=(In2)+Cyy =

A V2412 +

o (In( 2 )—In(r)) +C,,, (A.44)

Fazendo o limite quando | tende ao infinito:

U (€, x) = lim, _ u(L(&),x) = G, +ﬁ(lim mln(—”z;'z”) —lim, _In(r)) (A.45)

A Vr2+12 +|

Comolim,__ In(
21mp 2

)=0 e lim,__In(r)=In(r):

u'(E,x) = —ﬁ In(r)+C,,, 2D (A.46)

Tomando a fonte unitariaA(=1), tem-se a solucdo fundamental do potencial

bidimensional.

U (&,x) = —ﬁm(mcw 2D (A.47)

A.4.3. Derivada direcional da solucdo fundamental al equacdo de Poisson na

direcéo normal (2D)

p (&)= —wru @ (A.48)

Mas u’ (&,x) = —ﬁln(r) , logo:

. 1 :
p(Ex)= —2m(g,x)r” 2D (A.49)

A.4.4. Potencial de camada dupla
O potencial induzido por uma distribuicdo de digatoconhecido como potencial

de camada dupla, pois pode ser interpretado conaodistribuicdo superficial de fontes

e uma distribuicdo superficial de sumidouros (csinva 2D) afastados de uma distancia
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h tendo a superficié (curvaL no 2D) como a superficie média a qual tendem quand

h - 0. A camada de fontes (linha no 2D) tem densiddgf€ (ou ™2 no 2D ) e a

2h

camada sumidouro tem as mesmas densidades, masir@noposto. Nas expressoes

da densidade da font€, € um ponto genérico da camada media a qual a eadugda

tende no limite.
Assim supde-se que em lugar de ter-se fontes llistias, tem-se dipolos
distribuidos sobre uma superficke (ou uma curvaL no caso bidimensional), com

momento do dipoldV, por unidade de area (dd , por unidade de longitude), com o

eixo do dipolo coincidente em cada ponto com a abdinigida para fora da superficie.
O potencial em cada ponto campo fora da superfic{eu curval) pode ser

escrito como a integral das contribuicGes a pdetidipolos elementares como:

UEX) =, MO (aN 3D (.50

UEX) =5 (M@ S (nr)aLe) 20 (51

Onde,r € a distancia entre os pontos fonte e campo.

A.5. Teorema da Divergéncia ou de Gauss

O teorema da divergéncia, também conhecido comerteode Gauss, permite
transformar integrais de dominio em integrais deta@mo. Este teorema relaciona as
componentes e as derivadas das componentes deung@ fvetorial continua e com
primeiras derivadas parciais continuas.

Seja Q uma regido do espaco, limitada por uma superfégzdbadal e F um

campo vetorial agindo nesta regido. O teoremadagincia estabelece que:

[ (divF) da=[ (Fm)d~ ou [ (OF) =] (Fm) o (A.52)
Onde F=f(x) i+ f,(x)j+ fy(xX)k , € o campo vetorialx € um ponto do espago
cartesiano; e =n, i+n, j+nk , & um vetor normal unitario efMorientado para fora

do dominiof. Ver Figura A10.
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y OFdr
X

FMdQ

Figura A10 — Teorema de Gauss.

Fisicamente o teorema diz que o divergente do fantounidade de area devido a
uma fonte ou sumidouro no dominio (lado esquerdigual ao balanco entre o fluxo
gue entra e o fluxo que sai na direcdo normal atocoo (lado direito). Cabe ressaltar
que apenas na direcado normal tem-se entrada audaitassa, na direcao tangencial se
tem circulagéo.

Os principais corolarios do teorema da Gauss sé@onaervacdo de fluxo para

escoamentos potenciais, a primeira e a segundtddede de Green.

A.5.1. Conservacao de fluxo para escoamentos poteis
Seja u um potencial &€ =[u o gradiente deste potencial do domifig entdo

para qualquer superficie de contofnemQ:

jDu.n dr=0 ou jﬁ”or:o (A.53)
r Fﬂn

Fisicamente significa que em uma superficie fecltiedam dominio sujeito a um
potencial (sem fontes), o balanco entre o fluxoenutea e o fluxo que sai € igual a zero,
ou ainda, que o fluxo que entra é igual ao fluxe gai. De forma mais detalhada se
pode dizer que o gradiente do potencial € um escalar que da a direcdo de maximo
crescimento ou decrescimento de u, e que a dertiael@onal na direcdo normalu.n
da a projecao do gradiente nesta direcao, istisiéainente diz como u varia quando se
afasta da dire¢gdo normal.

Esta expresséo pode ser obtida a partir do Teocden@auss:

Seja u um potencial E =0u o gradiente deste potencial do domi€oComo é

valido o teorema de Gauss se pode escrever:
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[.(0mu) do = (Dum) o (A.54)

Como o divergente do gradiente da o Laplacianora pa escoamento potencial
0%u =0, tem-se:
[ (Dum)dr=[ (0mMu) @ - [ (Dub) =] (0*Y @ -

jr(Du M) dr =0 (A.55)

Esta condicdo pode ser usada para verificar aspeaa solucdo do PVCI,

desde que nao se imponha o atendimento da congdigc@&auss no sistema de equagdes

a ser resolvido.

A.5.2. Primeira Identidade de Green
Esta é obtida pelo teorema de Gauss, usandb a1y :

jﬂmp M dr :jD.(ﬂDw) do (A.56)
r Q
Comollg.n :a—w, tem-se:
on
jﬁ dr = jm S0yw) dQ (A.57)
Usando uma generalizacdo da regra da cadaeiX € a'b + ab ), tem-se:
0.(30y) =080 +50% (A.58)
Assim:
jﬁ dr = jmﬁmw dQ+jﬁDz¢z dQ (A.59)

Na formulacdo do Método dos Elementos de Contoend @isto que sera usado
na sentenca de residuos ponderados an¥¢ =u  conhecido, que é a solugéo

fundamental da equacao de Poisson, que por issg@taroonhecida solugéo de Green.

Se fosse utilizado urk =¢1:¢, também se estaria obtendo a primeira identidade
de Green:

w2 dI’ Ow.08 dQ + [¢0?9 dQ (A.60)
I J J
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A.5.3. Segunda Identidade de Green
A segunda identidade de Green € o ponto de pgrada formulacdo direta do
Método dos Elementos de Contorno. Esta € obtidaanbto a primeira identidade de

Green obtida confr =¢{1% da primeira identidade de Green obtida démJ1¢ .

jzp dr - j& dar = (jmz/lmﬁdmjzpm@dgz) (jmﬁmw dQ+jﬁDZzp 9)

jz// dr - jﬁ dr = jwzﬂdQ jﬁmz//dQ (A.61)

Nas expressdes das Identidades de Green, as funrtdesy devem ser

diferenciaveis pelo menos até as ordens que apanmes integrandos.
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APENDICE B —FORMULACAO DIRETA DO METODO DOS

ELEMENTOS DE CONTORNO

Neste trabalho, foi utilizada a formulacdo diretagpo MEC, com obtencéo da
equacéo integral de contorno via segunda identidad&reen.

Apesar da equacao de Laplace ser a governantguini@mas de propagacao de
ondas de gravidade, uma vez adotada a hipéteséfgiagmra de fluido irrotacional, se
partird do caso mais geral que € a equacdo deoRoma formulacdo do MEC.
Posteriormente sera considerado o caso em quexisiene fontes de massa no dominio
de forma que a equacao de Poisson recaia na dackapl

Seja um dominioQ onde a equacdo governante € a equagdo de Poisson

O%u(g,x) +b(E,x) =0 ondet@,x):ﬂ, onde s&do conhecidas no contorno ou as
0

condicOes essenciais (tipo Dirichletg, x) = uou as condi¢des naturais (tipo Neuman)

p(¢,x) = p. Ver Figura B1.

S

.
! _ F=r,+r,
Seiyg,x)= L

V4
y rp
X Sei d§,x) :_p

Figura B1 — Dominio governado pela equacao de &woiss

A obtencdo da equacao integral de contorno podeesdéirada de dois modos:
através da funcdo generalizada Delta de Dirac,ad0 pso da sentenca de residuos
ponderados e de um subdominio tendendo a zerotomerdos pontos fonte, modo que

d& uma melhor viséo da fisica do problema.
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B.1. Formulacdo Direta do Método dos Elementos de dbtorno via

Funcao Generalizada Delta de Dirac

A segunda identidade de Green, equacdo A.61, davplira quaisquer funcoés
e (¢ com derivadas parciais continuas até pelo menssganda ordem. Se forem
escolhidas para estas fungdes, a solucdo da eqdagd@oisson sujeita as condi¢des de

contorno prescritas,u(§,x), e a solucdo fundamental da equacdo de Poisson
correspondente a uma fonte concentrada de intelesida u'(¢,x), a segunda
identidade de Green recairia em:

J' . du

S ar- j dr jumzu(n jmza o) (B.1)

r

Como O%Uu(é,x) = -b(g,x):

Ju'&x) g “;%]’X) dr - | ue,x) 24 6:X) “d(i’x) ar =

r

~[u" € x)b(E,x) dQ - [ uE,x)0” i €.x) ® (B.2)

Esta equacao é conhecida como terceira identida@rekn.
Considerando o problema de propagacdo de ondas r@wdexistem fontes de
massa no dominio e a equacgao governante € a eqie¢@place, a terceira identidade

de Green recairia em:

e FUX) U (€,X) o _ .

!u €= dr—!u(x) o dF——i UX)T2 U E,x) (B.3)
Considerando que -Z— ep _%-

[u'@x)pe) dr - [ ux) pE.x) & == W UE.x) @ (B.4)

Utilizando a expresséao A.11 que apresenta a equi;Roisson correspondente a

solugéao fundamental:

JU @x)px) dr - [ ux) pEx) o =-] L(x)%d@,m © (8.5)
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A principal propriedade da funcdo Delta de Dirat é

[u()3(Ex) dQ = ug) (8.6)
Assim:
@ﬂ-u(x) p (&%) dr =J- uE,x) px) d (B.7)
p r r

A equacdao integral de contorno pode ser escritBbbigiea mais precisa com um

coeficientec(§) , que leva em conta a area da superficie esféertarqrente ao dominio,

multiplicando o termo@, isto porque a integral de menos infinito a mafsito da
P

funcdo Delta de Dirac é sempre igual a uﬁf 0(§,x)dQ =1), mas a integral de

dominio da funcao Delta de Diraé’kjgd(é,x)dﬂ) € igual a um sé quando a fonte

estiver inteiramente dentro do dominio. Se a fasté sobre o contorno, uma parcela
desta esta fora. Se o contorno for suave, a intéggual a meio, se for ndo suave, a

integral € dada pelo angulo sélido interno ao amtoAnalogamente para um dominio
bidimensional a integral da funcéo Delta de Dirﬁlj':jo(é'(é,x) dQ =1) é o limite de um

cone parabdlico de volume unitario. No caso de omidio tridimensional ndo existe
uma analogia geométrica possivel, mas ainda asgieraentual da integral dentro do

dominio é proporcional ao angulo solido pertencantdominio. Ver Figuras B2 e B3.

U 1.
jgd(g,x) dQ=0,5 y
: > X g 0

r r,

Figura B2 — Integral de dominio da funcéo Deltddac

¥ Um resumo da teoria das funcBes generalizadas Delta de Dirac e Heaviside, com a

demonstracao desta propriedade encontra-se no Apéndice C.
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Fonte interna ao domir Fonte em contorno suz

j”ﬂ 5(E,%) dQ =0,5

jjjﬂd(g,x)csz:l

Fan¥

Q Q

Fonte em contorno nao su; Fonte fora do domin

j”ﬂé(?,,x)dQ £0

Figura B3 — Casos 3D da integral de dominio dadarigelta de Dirac

Assim, a equacao integral de contorno fica:

C(&)ﬁ;‘(&) +J-U(X) p* (g’x) dar :J" Lj (wa) F(X) q (88)

Onde:

far -1
o) = sefQ - 5

7}
f0r - An_’ contorno suave- O,
sefdQ - 0

B.2. Formulacdo Direta do Método dos Elementos de d@itorno via
Sentenca de Residuos Ponderados e uso de Subdomieiodendo a

zero no entorno dos pontos fonte

A outra forma de se obter a equacdao integral deooom € partir da sentenca de
residuos ponderados e usar um subdominio tenderefo @o entorno dos pontos fonte
(Brebbia et al., 1984). A formulacdo a partir datesaeca de residuos ponderados é
utilizada inclusive por outros meétodos classican@®@ método das diferencas finitas e

0 método de elementos finitos. O uso de um subdorténdendo a zero no entorno dos
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pontos fonte vem da necessidade das funcdes seramaras duas vezes diferenciaveis
para validade da segunda identidade de Green.
Como foi visto, procura-se uma solucéo aproximaata p problema governado

pela equacdo de Poisson sujeito as condi¢cbes derwonlineares, essenciais (tipo
Dirichlet) u(g, x) =u, prescritas sobre a parfg do contorno, ou naturais (tipo Neuman)
p(&,X) = p, prescritas sobre,

As solucdes da equacao de Poisson obtidas atlevé®todos aproximados néo
atendem exatamente nem a equacao nem as condigdamubrno, salvo em casos
simples. Desta forma, existem residuos que queentifio afastamento da solucdo

aproximada da solugéo exata e que devem se arwulzaso de se ter a solugdo exata.

Assim, para o dominio e para 0s contornos, se patfimr trés equacdes de residuo:

R, (X) = 0%u(x) + K(x) em Q (B.9a)
R (X) = u(x) = u(x) em I, (B.9b)
Rp(x): p(x) = A(X) em [, (B.9c)

Esses residuos podem ser minimizados, atravésqiags@s de ponderacdo de
residuos. Desta forma, com o uso de fungbes deepacéb w (X)distribuem-se os
residuos pelo dominio, de forma a torna-los minjngie €, tem-se uma aproximacao

da solucdo exata simultaneamente pelo dominio @ gmhtorno. Assim, se tém as

seguintes equacotes de ponderacédo de residuos:

[LR0) w(x) d2(x)=0 (B.10a)
fi R0 weo d =0 (B.10b)
i R,00 W) d(x)=0 (B.10c)

A partir destas trés equacdes pode-se estabelessguite sentenca de residuos
ponderados, da qual podem ser derivados os méapdosimados de diferencas finitas,

elementos finitos e elementos de contorno:
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Jo[Tu00+b09 | W) d6) + J [ pe)=TPx)] wik) @ 6+

_ (B.11)
J'ru[u(x)—U(x)] wx) d(x) = 0

Onde w (x), Wl(x) e Wi(x) sdo as funcdes de ponderacdo pertencentes aafamili

previamente selecionadas rfiis nés funcionais.

No método de elementos finitos se usa uma funcdo pdaderagéo
Vvi(x) = w(x) de modo a eliminar termos. Ja no Método dos Elepseite Contorno, as
funcbes de ponderacdo adotadas sdo as solugbes #uxos fundamentais
u (&,x) e p (¢,x)da equacdo de Poisson, isto €, sdo as solucGeseda @ara fontes

pontuais unitarias localizadas no pogtoAssim:

W (x) = (%) (B.12a)
wi(x) == U(E,x) (B.12b)
wi(x) = p’(&.X) (B.12c)

E a sentenca de residuos ponderados fica:
J[Tu00+b09 | 1(Ex) d0()= | [ px)=THx)] dEx) @ &)~
J U0 -T(0] PEx) d (x)

Para transformar esta sentenca em uma equacamlrdegontorno pode-se fazer
uso da segunda identidade de Green. Para aplsegyumda identidade de Greeifx) e

(B.13)

u (¢,x) devem ser funcdes continuas pelo menos duas wbfesnciaveis. Esta
condicéo é satisfeita extraindo-se do domiiaum dominio esférico (ou circular em 2
dimensdes)X, de raio& centrado no ponta =& onde esta localizada a singularidade.
Assim, o dominio converte-se e —Q_,e o contorno que o limita vird OT,.

Tomando o limite quand& - 0, o dominio original é recuperado e se obtém a
expressdo da terceira identidade de Green, que @hosrtextos também é referida

como sentenca inversa. Ver Figura B4.
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Figura B4 — Vizinhanca do ponto singular no dominio

Em Q- Q, pode-se escrever a segunda identidade de Green:

(Do) U (&%) — UX) DU (& X)] dAX) =

0-0,

J
[ U @) pOx) = B (&%) ux)] a9 + (B.14)
[ 1U" (&%) p(x) = B (&) W] (%)

£

Somando j b(X)u (&;x) dQ(x) + j Ux)0? u(g;x) d(x) de ambos os lados, a

0-0, 0-0,

segunda identidade de Green fica:

[ [P0 + BT (8 %) o 3 =

Q

[IU @) pe) - BENUIdM+ [[GEX) 19~ pEX) &) @x)+ (B.15)

J bOU E@xde)+ [ WD U Ex) dA(x)

-0,

Substituindo o termo a direita da igualdade da megudentidade de Green

manipulada na sentenca de residuos ponderados:

[IU@X)pe) = BENUWId () + [[UEX) )~ pEX) @] 809+

J OO EXdQ()+ [ U0 (&%) d(x) = (8.16)

=, [PC9=PO] %) d ()= [ [Wx)-TUx)] PE;x) ()
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Ou ainda, reescrevendo de outra forma:

[ ueD?u €@x)da(x) = [ U €x) HX) &)+ [ PEX) €) @ (x)

r r

+ W@ pOdre)-[ P UEX) d (x)
’ ° (B.17)
=[P dr () + [ T PEix) 0 (x)

= [ beU EX)dRe)~ [0 (EX) fX) = pEx) W] d(x)

-0,

cOmoju*(g;x) p(x) dr" (x) —jrp PE;x) px) d (x)= fr,, JE:x) m@x) @ (x), e

ainda jp*(g;x)u(x)dr(x)—jru P(E:x) uX) d'(x):J'rp PE:X) Ux) @ (x), tem-se:

[ uOD U @00 =+ BEXNW) T+ [ U BEX) ()]

0-0,

AJ, POOUTEH dreo+ [ dEXPe) d () (B.18)
= [ U EX)dRe) = [[0(EX) Hx) = PEx) )] d(%)

Q-Q

A sentenca inversa ou terceira identidade de Géeebtida tomando o limite

quandog - O (isto implica quel =T, - ', Q-Q_ - Q). Este limite so ira afetar a

integral de contornojdr(x), desta forma, para esta integral ter-se-ao osirgegu
re

limites:
L=lm [u@E9pgdr(y e L =lim [ pEx)uxd(x) (8.19)
ré‘ ré‘
Sendo que, coma(g) € constante, pois a variavel de integrag&o @limite L,

pode ser escrito como a soma dos limitgs L,, onde:

L=L+L,

Ly =lim [[ux) -uB P59 d(¥ L, =im{ug [ p(gx dT} (B.20)
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» Célculo da Integral,:

Considerando que para um ponto campo localizadsuparficie esféricd’, o
vetor normal unitério tem sentido contrério do vetosicdo, e que neste caso a solugéo
fundamental da derivada direcional do vetor potdm@a direcdo normal € dada por:

1,1
ap'e

Como o potenciali(§) , no pontog, independe de, o limite L, pode ser escrito

pEx)=- ) (B.21)

como:
L, :—@nm{%j dr( ¥} (B.22)
4mp -0 & e

Como j dlr(x) é a area da superficie esférica, o limite convestem:
r

£

L, =-0uE) (8.23)
0

Ondec(§) é um coeficiente que leva em conta a area dafétipezsférica pertencente
ao dominio, tal que:

{fDI‘-»l }
sef0Q - 5

- a
c&) = far - Aﬂ* contorno suave- 0,

sef0Q - 0

» Célculo da Integral,:

A solugéo fundamental da derivada direcional dmrvetotencial na diregéo
normal € dada por:
1,1
_(_2
4mp &€

Como esta solucédo é constante em todo contbrnela pode sair da integral em

pEx)=- ) (B.24)

L,:

—im——2 (L _
L=l () [0 - @ ) (B.25)
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Uma vez que o potencialx) € continuo enx =&, ele deve satisfazer a condicéo

de continuidade de Holdér

SejaM (¢ ) o modulo da maior diferenca entre o potencialéemo potencial nos
pontos da esfer,:
M (€) =max|u x)-uk =¢&) x0r, (B.26)
Se em cada ponta da superficie da esfefa, se colocaM (¢ )no lugar de

|u(x) —u(&)|, obtém-se para,:

L[ slim{-———M(9 [ dr(3} (B.27)

1
Arpe?
Substituindo a area da superficie esférica pamtegral, a expresséo se reduz a:

Ly <Liimm (€) (B.28)
p -0

Comolirrg)M (6)=0:

|_3 =0 (829)

» Caélculo da Integral {-

A solucéo fundamental do potencial € dada por:

U (&) = —%(g) (8.30)

Como esta solucédo é constante em todo contbrnela pode sair da integral em

L;:

: 1

=lim{—-— dri B.31

L, = lim{ 4mgin@ (%) (B:31)

Aplicando o teorema da divergéncia ao domiijoe ao contornd, -, tomando
F=0u:

2 _ _ [ 2u(x) _
jm u(x)dQ(x)_jmu(x)m(x)or(x)_ j—or(x)_j {x) d"(x) (B.32)
o, e r, 9N(x) f

> Esta condicdo de continuidade estabelece que existem trés constantes positivas A, a e c, tais
que |u(x) - u(é’;)| < A¥(x,&)?, para todo ponto X em que r(X,&) = |X —f| <c.
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A integral de dominio se anula, poigx) é harmonica enf, (O°u(x)=0) e

assim:
j p(X)dr(x)=0 (B.33)
Logo:
L, =0 (B.34)

Substituindo as integrais na sentenca de residooslepados invertida pela
segunda identidade de Green, chega-se na sentergga ou terceira identidade de

Green:

[ ue0? @)dae)=H[ BENW) T0)+[ W) pEx) @ ()]

-0,

A, POOUEN) dreo+ . U(Epe) d ()] (B.35)
- | b(é)u*(é;X)dQ(x)Jr%

-0,

Como emQ -Q, a fonte esta fora do dominieu’ (&;x) =0 e entéo:
0=+ P X)) ()+ [ T(x) PEX) d ()]
AJ, POOUEX) dr(+ [ d(EXpe) d ()] (B.36)
L CHCRLORE

Q-Q,
Para problemas de propagacao de onda onde a eqyagioante é a de Laplace,

a sentenca inversa ou terceira identidade de Geeegduz a:

0@1‘:@ - jrp POU'E:X) dr () + [ W (&x)p() d ®)]

(B.37)
AJ, PEQUY e + [ T PEX) d ()
Ou ainda:
) = [ epeo ar Gl [, B € (1) (8.39)

Onde jrum(é;x)p(x) dr (x)] tem uma parte conhecidﬁ PO)U’E;x) dr(x) e uma
desconhecidajr u’(€;x)p(x) dr (x); e jr p (& x)u(x)dr(x) tem uma parte conhecida

J'r U(x) p";x) dr(x) e uma desconhecicﬁa p (& X)u(x)dr(x).
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APENDICE C — TEORIA DE FUNCOES GENERALIZADAS

No desenvolvimento do Método dos Elementos de @ooida muitas situacdes
em que devem manipular-se certos termos singularésncao generalizada Delta de
Dirac, inicialmente usada em mecanica quanticauaac [Dirac, 1931], se mostra

bastante adequada para a manipulacéo de tais teverosSigura C1.

4 9EX)

A®

¢ "X
Figura C1 - Representacgéo da funcéo Delta de Dirac.
Em uma dimenséao, a funcédo generalizada delta d& D(E; x) pode ser definida
como:

{5(&; x) =0, parax # 2’;}

o (C.1)
L, O x)dQ =1

Alternativamente, a funcdo generalizada delta dadjpode ser definida como a

derivada da funcéo degrau de Heaviside. Ver Fig2ra

4 H($X)

¢ "X
Figura C2 - Funcao degrau de Heaviside.
o
o(&;X) % H(&:%) (C.2)

Onde H (§; x) é dada por:
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, X2§

H (&%) :{f’ X <§} (C.3)

Pode-se ter uma idéia intuitiva @&¢&; x) considerando-a como uma “fungdo” da
variavel realx que seja nula fora de um pequeno dominio desamredor dex =&, e

cuja integral é igual a um. N&o importa a formataxka funcdo no interior do dominio
desde que néo sofra nele variacdes bruscas. Faitajresta poderia ser considerada
como uma distribuicdo linear de fontes, tendo coesaltante uma fonte unitéria.

Tomando o limite quande- 0, esta funcdo tendera a se confundir com o delta de
Dirac. Fisicamente, isto corresponde a uma fonteyab unitaria. Neste caso, a fonte é
distribuida sobre uma regido que é muito pequengamda as outras dimensdes do
problema. Ja que o efeito da distribuicdo de foetasregides ndo muito proximas a
fonte é equivalente aquele de uma fonte pontusd ieealizacdo € preferivel pelas
simplificagBes que torna possivel.

De acordo com a definicdo classica, uma funcdo devaima relagcdo com um
valor definido associado a cada um dos pontos enda@inio de definicdo. O delta de
Dirac é algo mais geral, que Dirac chamou de “fongépropria” e que foi
rigorosamente formalizada com a teoria das disg@as de L. Schwarz.

A propriedade mais importante &gg; x) é:

[ 103 x) dx= (@) (C.4)
Onde f (x) € qualquer funcdo continua no porgfoque se anula fora de um intervalo
finito (em outras palavras, que tem suporte fingog infinitamente diferenciavel. Na
teoria de distribui¢cdes esta funcdo é chamadard@futeste.

E facil entender o significado desta propriedadeasir da imagem de)(&;x)
dada anteriormente. A regido em tornoxde onde a densidade de fonte é diferente de
zero € tdo pequena qugx) sera essencialmente constante e igual ao valiimgao
emx=§, i.e. f(§), de modo que a integral produzif§&) vezes a integral da fungéo
delta de Dirac.

A mesma idéia se aplica a dominios bi e tridimerag onde a vizinhanca do
raio € se transforma, respectivamente, em um pequengdaigcem uma pequena esfera
de raio&.

Neste caso, a propriedade fica:
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[ 1003 x) dQe) = [ F()3(Ex) () = f(€) (C.5)
Em que& é o ponto do domini@2 onde a fonte pontual € aplicadaxeé um
ponto genérico no mesmo domini@, € uma regido vizinha dg, fora da quald(&; x)

é igual a zero.

O resultado da integral na equacéo acima é o dalduncad em &, ou seja,
f(&). O intervalo de integragcdo ndo necessita ser itofiré suficiente incluir a
vizinhancaQ, do ponto fontes .
Quando o pontc& pertence ao contorno do dominio de integra€hos6 uma
parte da regidd?, ao redor def (Q, =Qn Q,) pertence a C, como se mostra nas

Figuras C3, C4 e C5.
A partir de consideracfes de simetria, a integealddita de Dirac vezes uma
funcéo teste para pontos sobre o contorno da reQidigual ao valor da funcdo no

ponto § vezes a relacdo entre os comprimentos (ou areasuas dimensdes, ou
volumes em trés dimensdes) Ge e Q, .

Assim,

» Em uma dimensé&o:
J 109 80 4060 = [ £ 8Ex) da )= o)
Ja que:

57100 8% dago =3 [ 160 66x) dR )

Q0.=0,nQ

v

g-5 & g+e

A
v

Q
Figura C3 - Integral do delta de Dirac p&r@&m uma parte de um dominio 1D.
» Em duas dimensoées:

J 109 8&x) 4060 = [, 60 8Ex) da)= F&)- (C7)
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Onded € o angulo interno erd.
Quandog estd em uma regido suave do contog, & um semicircul@éd = 7,

em consequéncia:

J, 09 8ex) doeo =2 c#)

>
»

Figura C4 - Integral do delta de Dirac p&rao contorno de um dominio 2D.

» Em trés dimensdes:
o F0) 8@Ex) da@) = [ f(x) 5E:x) dQX)= fE) %T (C.9)
Onded € o angulo interno erd.

Quandog estd em uma regido suave do conto®p,é uma semi-esfe @ = 27,

em consequéncia:
[, 1(x) oEx) Q) =@ (C.10)

Apesar da funcéo delta de Dirac nao ter um val@inide no ponto& a integral

do produto desta funcdo generalizada por uma futegie tem um valor bem definido,

que € o valor da funcao teste no pofto
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Figura C5 - Integral do delta de Dirac p&rao contorno de um dominio 3D.

Em problemas fisicos, sempre que aparecem func@erajizadas nas

expressdes, estas finalmente sdo integradas. letmitp entender a equacgao

IQ f (X)I(&; x) dQ(x) :IQ f(X)I(&;x) dQ(x) = f(§) como um funcional que, para cada

funcao testef (x) , associa o valor da funcéo no poito
O uso das funcbes generalizadas nédo implica erhunem falta de rigor na
teoria. Assim, esta € uma forma conveniente de esgpr certas relacbes mais
concisamente. Tais rela¢des, quando expressasssgrfuncdes generalizadas, tornam-
se bastante longas e podem obscurecer a idéiapalinc
Como o nome indica, a funcdo generalizada (ou ilbiisg&o) é um objeto
matematico que € mais geral que as funcdes nodeemiassico; ao ser uma

generalizagdo matematica, inclui as fungfes oridis@&omo um caso particular.
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APENDICE D —METODOS DE SOLUCAO DE SISTEMAS

A solucdo numérica de sistemas de equacdes lingads ser efetuada por
métodos diretos ou interativos. Os métodos direfiosaqueles que produzem a solucao
exata de um sistema, a menos de erros de arredenttardepois de um numero finito
de operacdes aritméticas. Os métodos iterativosagéeles com 0s quais se obtém a
solucdo de um sistema com uma dada precisdo atdeésm processo infinito

convergente.

D.1. Métodos diretos de solucédo de sistemas lineare

O mais conhecido método direto de solucéo de sastdimeares é a classica Regra
de Cramer, ensinada no ensino médio. Na solugéondesistema[A] [x]:[f] , 0S
valores dex, sdo obtidos por:

Det x. A
x =6 A (D.1)
Det A

Onde: Det x, A € o determinante da matriz obtida substituindnsseatrizA , a coluna
dos coeficientex; de pela coluna do vetor dos termos independdntes

Entretanto, pode-se demonstrar que o niumero magenoperacdes aritméticas
envolvidas na resolu¢cdo de um sisteman por este método €én+1)(nin—-1) +n.
Assim, um computador que efetua uma operacéo diigmém 1F segundos gastaria
cerca de 36 dias para resolver um sistema de ordeni5. Logo, a complexidade
exponencial desse algoritmo inviabiliza sua utgé@&aem casos praticos.

Os métodos numéricos diretos mais usados paradsotie sistemas de equacdes
lineares sdo o método da eliminacdo de Gauss eanlonda decomposicao LU.

A solucéo pelo método de Gauss consiste em oparsformacdes elementares
sobre as equagbes de um siste[rA]a[x]:[f] até que, depois da-1 passos, se
obtenha um sistema triangular superiEM][x]:[N] , equivalente ao sistema dado,
que é resolvido por substituicdes retroativas.

As operacdes elementares efetuadas sao de substitaiequacao pela diferenca
entre essa mesma equacado e uma outra equacdo liocadppor uma constante

diferente de zero.
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Estas sdo conduzidas de maneira a eliminar a iftadgmde todas as equacoes a
partir da 22, depois eliminar a incognitede todas as equacdes a partir da 32, etc ...

O processo de decomposicdo ou fatorizacdo LU densis uma seqiéncia de
operacdes elementares sobre as linhas da matriZoAo estas linhas podem ser
expressas sob a forma de pré-multiplicacdes destaiznpor matrizes triangulares
elementares, realizam-se operacdes elementares estbs linhas que conduzem a uma
expressdo em que a matAzurge sob a forma do produto de uma matridangular
inferior de diagonal unitaria por uma mattzriangular superior.

Uma vez determinada a matriz LU, a obtencdo dac&olk é feita pela solucéo
em solugdo de dois sistemas triangulares, sendointgrior e outro superior. E
importante destacar que a fatorizacdo envolve apanaatrizA e que o vetor dos
termos independentéssé € operado na fase de solugdo dos sistemaguiaaes. Este
meétodo é particularmente interessante quando sgadessolver um problema onde a
matriz dos coeficientes se mantém constante e tw¥aab vetor dos termos
independentes. No caso de contornos com geomigtiaiide se alteram as condi¢cdes
de contorno de potencial e derivada normal presceiste método apresenta grande
vantagem, entretanto, no caso do problema de paggagle ondas gravitacionais onde
a geometria e as condi¢cdes de contorno variam mpaeseu emprego apresenta um

custo computacional maior que o método da elimmagaGauss.

D.2. Métodos indiretos ou iterativos de solucao dastemas lineares:
Trata-se de métodos nos quais a solugate um sistema Iinea{rA] [x] = [f] é

obtida a partir de uma aproximacao inic@ como limite de uma seqiéncia de

aproximagOes SUCessIVag), Xy, Xz, X -, IS0 €

x=lim, ., X (D.2)
Dependendo das caracteristicas da matriz dos wodéis, os métodos interativos

podem ser mais apropriados que os métodos dirests,é o caso, por exemplo, de

sistemas em que a matriz dos coeficie{epossui muitos elementos iguais a zero.

O método é dito interativo, pois fornece uma segidéxe aproximantes da

solugéo, cada uma das quais obtidas das antepetasrepeticdo do mesmo tipo de
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processo. Este € chamado de estacionario se caoknagnte € obtido do anterior
sempre pelo mesmo processo.

Quando os processos variam de passo para passeemgstem ciclicamente de
S ems passos, diz-se que o processo é s-ciclico.

Nestes métodos € preciso sempre saber se a sexjgéecse esta obtendo esta

convergindo ou nao para a solucado desejada. Dadasequiéncia de vetores,,
pertencentes ao espaco vetorial E, se diz que @ése@ converge para X Se
me —xﬂ - 0, quandok — .

Para se determinar a solucdo de um sistema linmamgtodos iterativos, é

preciso transformar o sistema dado em outro sistente possa ser definido um

7

processo iterativo. Além disto, é necesséario qusolacdo obtida para o sistema
transformado seja também solucéo do sistema okigsta €, € exigido que os sistemas
lineares sejam equivalentes.

Uma transformagéo para o SiSteM[X] = [f] €o sistema[x] = [M][x]+[N] :
onde, por exemplo, a matriz de iteraq[ﬁm]:[l]—[A], [N]:[f] , e x é solugéo de

ambos. Dada uma aproximagao inicig), , obtem-se as aproximagdes sucesskgs

para a solucao desejaaa pelo processo interativo estacionario:
Xgo = [M] Xy +[N] (D.3)
Se a sequénciaX,,} converge para;< entdo x coincide com a solucéo de
[A] [x] :[f] . Isto €, no limite em quk — oo:
x=[M]x+[N] (D.4)
Pode-se demonstrar ainda que o processo inteativeerge s¢M | <1.

Como foi visto 0 processo interativo conduz a umo €e truncamento com a
parada apos um namero finito de interacbes. Destaal 0 processo deve seguir até
gue o erro esteja dentro de uma preciséo pré-defihiogo a cada etapa do processo

interativo realiza-se o seguinte teste:

Hx(k+1) - X(k) H

< Erro relativo (D.5)

X(ks)
Se o teste for verdadeirg, ,,, € a solugdo procurada, iIStoXes X .y, -
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Os métodos iterativos sao classificados em meétoestacionarios e nao
estacionarios.

Os métodos estacionarios possuem critérios de Hissadurante as iteracoes.
Os métodos estacionarios sdo os mais tradiciodampi, Gauss-Seidel) com grande
valor histérico, porém sdo muitos restritivos, eghido-se a sistemas esparsos
diagonalmente dominante.

Os meétodos iterativos nado-estacionarios (Gradi€uejugado, Gradiente Bi-
Conjugado e GMRES) possuem parametros de buscaagiaen a cada iteracdo; esta
flexibilidade justifica o seu melhor desempenhoretacéo ao estacionario. Os métodos
nado-estacionarios trabalham com busca de solug@iesspacos especificos (Krylov),
encontradas através de sequéncias de projecoegmate ou bi ortogonais (Chan,
1997).

O melhor e mais eficiente método iterativo ndo@sterio para a resolucao de
sistemas lineares, quando a matriz de coeficiengamétrica e positiva, € 0 método dos
Gradientes Conjugados (Hestenes & Stiefel, 1952).nBcessidade de resolucdo de
sistemas que ndo possuem tais caracteristicagasargarios algoritmos, baseados em
projecdes sobre o subespaco de Krylov. Neste trapabmo o sistema € de equacbes
lineares nao simétrico, foram implementados o nwéttm Gradiente Bi-Conjugado e o
método do Residuo Minimo Generalizado com recomegosada “s” iteracdes
(GMRES(S)).

» Projecdes e Subespaco de Krylov:

Sejam A uma matriz real de ordem n x ¥ e £ dois subespacos m-dimensionais

de®n. Um dos processos para se encontrar a solucéximputa, x , de[A][x] =[b] &

a técnica de projecdo sobre o subespéa@ ortogonal &, ou seja, determinax(] X
tal que(b- Ax) O £

Ao se utilizar uma solugao iniciabxa solugcado aproximada deve ser procurada no
espaco afim i+ X, e o problema passa a ser determiarxy + K tal que(b— Ax) O

L
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Escrevendox na formax=x,+d com J0 %, o vetor residuo inicialoré

definido como ¢ =b — Ax e 0 erro e é dado por ext-x, ondex a solugéo exata do

sistema dado. Substituindoxoe I, segue québ—A(x,+9)) 0 Lou (r,-Ad) O £

Em outras palavras, a solucdo aproximada pode eSaridh Como:;<=xO +0
com ol X, tal que(r, — Ao) W= 0,0w[ £.

Esse é 0 passo basico da projecdo na sua formaenaigSaad, 2003).

Seja onde A e a matriz de coeficienteg & @ vetor de residuo, dado pqf=rb —
Ax,. Por definicdo, o espagco m-dimensional geradauporetor v e pelas poténcias de

A multiplicadas por v até o expoente (m-1) & chamadbespaco de Krylov m-
dimensional. Este subespaco tem a notagdd k) e {ro, Aro, . . . ,A" o} OKm(A, o),
i=1, 2,3, ..., €uma base para este subespaead (8003) e Van der Vorst (2003)).

Os métodos baseados no espaco de Krylov sdo aquelgsossuem, o espaco de
busca é gerado pelos vetores dg fro, . . . A"t} UKm(A, o). Estes utilizam

projecdes ortogonais ou bi ortogonais, minimizandesiduo, conforme a Figura D1.

Alxg+ 9) A

I Ty

L L

Figura D1 — ProjecOes ortogonais e bi ortogonais

Um dos principais motivos do uso de subespacosrg®\Keé a facilidade com
que se pode inverter a matriZAV , e a facilidade com que se pode gerar uma base

ortonormal de I(A, v).
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» Meétodo do Residuo Minimo Generalizado (Generalizdchimum
RESidual — GMRES):

O método do GMRES foi proposto por Saad & e Sch(l&86), como um
método iterativo para sistemas ndo simétricos.rikgipais propriedades deste método,
que contribuem para seu grande emprego, sdo a imagao do residuo sobre o
subespaco de Krylov, e a possibilidade de uso salugho de sistemas lineares de
grande porte ndo necessariamente simétricos.

Seja o sistema de equacdes lineares do M]{Jx] = [b]

OndeA é uma matriz n x n, ndo singular€ R" é um vetor conhecido ¢ € R" € uma
aproximacéo inicial para x., cujo residuo corresienie é:
r, =b—Ax, (D.6)
O método iterativo do GMRES tem como objetivo miiagn a norma do residuo

do sistema. Considerando uma solugao inigjgl uma solucdo aproximada é obtida
através dex, + z. O método procura encontrar um z tal que a normeediduo seja
minima, isto é,x,+z € solucdo do sistema ¢b-A(x, +2)|é minima. O método

GMRES possui como principal caracteristica a cagétr de uma base ortonormal V no
subespaco de Krylov.

O subespaco de Krylov apos “i” iteracdes de GMRESdd por:
K, =spar{r,, Ar, A%r, ..., A'r ) (D.7)
A cada iteracdo ‘1" do GMRES um vetot Ux, +K, é calculado a fim de
minimizar o residuo:
min,., . [b=AX, =[b-Ax|, (D.8)
O que leva a um problema do tipo de quadrados rgim
Da geometria analitica se sabe que as normas iemel& dos residuos, e
r. satisfazem a seguinte relacéo:
[ril, = ro]l, cos? (D-9)

Ondeé é o angulo entre os residuos.
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Esta relacéo decorre do minimo buscado na equacao

min, .« [o=AX, =|b-Ax|,. pois a solugdox desta pode ser geometricamente
obtida quanda; =b— Ax € ortogonal aAK; .

Como x [Ox,+K, este pode ser escrito como =x,+Jd, onde 0LJK,. A
observacéo da Figura D2 nos mostra duk € a projecdo ortogonal dg em AK; fato

que demonstra a relac#ig] , =|r,|, cosd .

Figura D2 1, |, =|r,|, cosé

Uma vez que a cada iteracdo o GMRES demanda aésotie; um problema de
quadrados minimos em um subespaco de dimenséao“ifyvés de se trabalhar com os
vetores que definem o subespaco de Krylov se trab@m uma base ortogonal para

este subespaco, denotada pgv, ...V, 0 que conduz a:
K, = spar{ro, Ary, A’ry ..., A“lro} = spanfVy, Vs, ..., V;} (D.10)
OndeV, é uma matriz n X i cujas colunas séo os vetords=1,...,i .

A ortogonalizacdo da base de Krylov é realizada psbcesso de Arnoldi (Gram-

Schmidt. Modificado), que esta formalizado no algoo a seguir:
* Passo 1: Fage, =1, /|r,],
» Passo2:Parai=1, 2, ... faga:
0 w=Ay
o Parak=1,2,..,i faca:
= h, =vWw

= w=w-hyv,

0 Mg =|w,

0 Vi+1 = W/ hi+1,i
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O processo de Arnoldi além de uma base V no supespa Krylov gera uma
matriz H denominada de Matriz de Hessemberg. Aimé&trrepresenta a matriz de
coeficientes no subespaco de Krylov e apresentéotmmato quase triangular superior,
como pode ser visto na Figura D3, necessitandoaspeliminar a diagonal abaixo da
diagonal principal para transformar a matriz H emaumatriz triangular superior. A
eliminacdo dessa diagonal pode ser executada sittavgrocesso de rotacdo de Givens

em cada vetor adicionado a base pelo processoraadir

h, h, hsy hy,
H - h21 h22 h23 h24 (Dll)
h32 h33 h34
h43 h44
Figura D3 — Matriz de Hessemberg
Assim, ap0s a execucao deste algoritmo tem-segérel
AV, =V H, (D.12)

Onde:V, :nxi, V,

L.nx(i+1), H:(i+1)xi éamatrizde Hessenberg (Figura D3).
Como x, =X, +0, ondedk,, se pose dizer que a cada iteragdo “i” do GMRES
um vetorx, € calculado a fim de minimizar o residuo:
ming, [b—A(X, +9)|, = ming, [r, = AJ|, (D.13)
Seja umJk, eV, uma base para,, existe umyJR' tal que d pode ser
escrito comod =V, y. Assim, o problema passa a ser:
ming, o = Ad|, = ming, r, = AVYy|, (D.14)
Como AV, =V,,H, o problema passa a ser:
Ny fo =ViaH Y, (D.15)
Como se esta trabalhando na norma 2 e a m@tfizem colunas ortogonais tem-
se:
-V ,H, yH2 = min_ ”\/iil(r0 -V, H, yl‘z - minmi‘ tro—H, sz (D.16)

min_ Hro
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De acordo com o passo 1 do processo de Arnolditorwe é o vetorr,
. ~ t t — 1
normalizado e entdo o termé' r, se reduz aﬂ|r0||2)\/i+l Vv, = Q|r0||2)q pois 0s vetores

V;,V,,... S80 ortogonais. Assim, o problema passa a ser:
minmi‘ tr,—H, sz = min_, M|r0||2)eI -H, yﬂz (D.17)
Onde o vetor y € obtido por um processo de fat@smo@togonais baseadas em rotacfes
no plano (rotacoes de Givens), sendo que o esfooamputacional da fatoracédo €
reduzido (nimero de operacBes da ordem %jepbis a matriz de coeficientes é
Hessemberg; e a fatoracdo pode ser atualizada @angge o processo incorpora um
novo vetor a base (Saad e Shultz, 1986).

O processo de Givens baseia-se na rotacdo de yetoresubespaco para a
eliminacdo de elementos da matriz. A rotacdo nogpéafeita através da multiplicacéo

do vetor a ser rotacionado por uma matriz rotadamatriz rotacdo pode ser vista na
Figura D4.

1 0 0O
0 c 0
R= K (D.18)
0 -s, ¢ O
0O 0 01
Figura D4 — Matriz rotacao
Onde:
C, =CosH - M = serd - M (D.19)
k ~ 2 7 X~ 2 2 '
Jh)? +(hey) Jh)? +(hey)

Apoés a transformacdo da matriz de Hessemberg enmatr& triangular superior
o sistema Hy = e pode ser resolvido por retro #ubsio, obtendo-se o vetor y.

Nesta primeira iteracdo do GMRES, uma vez obtideetor y, o vetorx, e o
residuo correspondente séao calculadosxperx, +V.y er, =b+ Ax .

O processo de Arnoldi é repetido com i =i + 1 mé&odo segue com mais uma
iteracdo para o célculo de um novo vetor y, istonéa nova aproximacao do vetor x é
calculada através da soma do x atual com o vetitapela multiplicagdo da base V,

gerada pelo processo de Arnoldi, pelo vetor y abtid resolucédo do sistema Hy = e.
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Um novo residuo é calculado usando o novo valox éese a convergéncia nao for
atingida a solucdo mais recente € utilizada pacairuma nova iteracao.

A menos de erros de arredondamento o0 método do @WRBverge no maximo
em n iteragbes e se A € diagonalizavel com p altt®sa o processo converge no
maximo em p iteracdes. Cabe ressaltar ainda quétodm pode falhar se durante o

processo de Arnoldi, na iteracéo i ocorgr; =0 ou w,,;, = 0, fato que s6 ocorre se

for a solucéo exata do sistema (Saad e Shultz,)1986

Outro fato importante é que o custo de memoria esforco computacional
aumentam a cada iteracdo realizada, pois um ndweo &ecrescentado ao subespaco de
Krylov. Para contornar este problema na solugésistemas pesados se usa uma versao
do GMRES com recomecos a cada “s” iteracdes, caa rgavo ciclo iniciando-se com

0 X, como aproximacao inicial € com o novo espago qeaoKrK(A rs)sendo gerado
com uso do residun . Este processo é conhecido por GMRES(s).

Cabe destacar que as observacfes a cerca da aiftdgda dos residuos s6 séo
validas para vetores gerados no mesmo ciclo daciies, que no GMRES(s) a norma
do residuo néo é crescente, e que neste procesmmdendo da escolha do s, pode néo
haver convergéncia (ocorre estagnacdo por umadexeonvergéncia ruim) (Saad e
Shultz, 1986).

Segue o algoritmo do GMRES(s).

« Passol:Faga =b-Ax,, B=|r|,, e v, =r/B
« Passo 2: Define-se a matriz (s+1) ®sH_={h },1sk<s+ll<i<s e
inicialize H,= 0

* Passo3:Parai=1,2,..s faca:

o w =Ay,

o Parak=1,2,..i faca:

hy =Vvw,
= W =W —hv,
0 hy =[wl,
o Se(h,; =0 Entdo s=i) Sendo ¢.,=wWh.,;)

* Passo 4: Calculy, de|Be -H,y|, e X =% +V,y,
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» Método do Gradiente Bi-Conjugado
O método Gradiente Bi-Conjugado € usado para resaigtemas lineares nao
simétricos. E um método n&o-estacionario, baseagiosubespacos de Krylov, em que

0 vetor incremento solucdd pertence ao espaco de Krylov ustal= K(ro,A) e 0

— t
espaco L, onde o residuo é projetado, € gad® = K(ro,A ). Assim, sdo geradalias

sequéncias de vetores gradientes conjugados mutteiorogonais, uma com base na
matriz [A} do sistema e outro na sua transposth [A
Desta forma sao usados dois residuos:
n=ri+oaAp e r=ru+aA'p (D.20)
E duas sequéncias de dire¢des de busca:
p=ra+Puapa € p=ria+pB.p, (D.21)
Os dois valores constantes; e fi permitem estabelecer a relacdo de

biortogonalidade deste método:

(D.22)
A garantia de biortogonalidade entre os residuwtesd@ por:
)=l Ap)=0  se i#] (D.23)
O Algoritmo para esse método é:
* Passo 1: Sejapuma solucdo inicial. Calculg # b — A%
 Passo 2: Parai=1,23,... Faca
—t
0O pP,= (ri_llri—l)
o Sep._ = 0 entdo “O método falhou” (ry.70)% 0

0 Sei=1, entdo:

" pP1=10
n po =TIy
0 Senao:

221



o Fim Se.
0 g=Ap
0 g =A'p

P

0 Q=+
(pi,qi)

0 X =X4+a,p
0 Se x esta dentro da precisdo definida, entdo va paseo 3
0 Senao:

" =T

" ri=ria +q, ai
= =i+l volta para o Passo 2

¢ Passo 3: Fim

A convergéncia deste método pode ficar compromejukndo os valores de

(5: 'qi) ou de”i+ = (Fit‘l’ri-l) forem préximos de zeto

Cabe ressaltar que o custo computacional do métlodéradiente Bi-Conjugado é
aproximadamente o dobro do custo associado ao mé&todGradiente Conjugado e
equivalente ao do método do Residuo Minimo Pondgi@WRES).

Uma vez que é baixa a possibilidade de convergémreigular do método do
Gradiente Bi-Conjugado, e que a variante Estalbifizaossui quatro produtos internos,
dois a mais que o Gradiente Bi-Conjugado, o qua &eum maior custo computacional,
no programa CANAL3D este foi implementado o métddoGradiente Bi-Conjugado

com o emprego de matrizes esparsas e pré-condicasna.

*®* Uma alternativa para evitar uma convergéncia irregular € o uso do método do Gradiente Bi-
Conjugado Estabilizado. Este aplica uma projecéo obliqua sobre um subespaco de Krylov K,

com direcdo ortogonal a £, e as bases desses subespacos sdo bi ortogonais.
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APENDICE E —METODOS DE EULER E RUNGE-KUTTA
Os métodos numéricos de passo Unico para solucdequEcdes diferenciais
ordinarias de primeira ordem estdo baseados naig&pam série de Taylor de uma

funcdoz(t) que é continua diferenciavel em torno do pc(rzt,gtm)%:

E.1. O Método de Euler

O método de Euler é uma primeira aproximacao onttancamento da série de
Taylor se faz no termo de primeira derivada destp, €, no termo de primeira ordem.
Por isto este método também é conhecido como Riintie-de primeira ordem.

Assim, se estima a primeira derivada, pela progx@ressdo da equacao
diferencial ordinaria, ou seja, se emprega a padfuncdo para se aproximar a
inclinagéo da tangente no ponfy,z,, . Jer Figura E1. Assim, a aproximagéo é dada
por:

z(t,.,) = z(t,) +Atz'(t,,)) ou z(t,.,) =z(t,)+Atf(t,,z, ) (E.1)

Como Z(t,,) € a componente da velocidade total na direcddondaase pode

escrever a seguinte expressdo para a aproximacao:

Z(tm+1) = Z(tm) + At Vz (Ez)
A 7
/Solugéo aproximada
3 Erro E, z(t,) + Atz (t,,)
Zm
(tm’ Zm) \ Solucao real
Zm+l
t t t

m m+1

Figura E1 — Método de Euler

56 . - . z . -
O desenvolvimento seré feito para a coordenada z dos n6s. Procedimentos analogos podem

ser desenvolvidos para as demais coordenadas e para o potencial.
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Observando a expansao em série de Taylor se podéuiraque o erro local de

truncamento do método de Euler € da orderﬁ)(mz) dado por:

E, —%f (t,. z,) (E.3)

Em relacdo a este erro se pode concluir que eleraaer reduzido mediante um
decréscimo do incremenitst e que o método fornecera resultados livres decaiso a
solucdo da equacdo diferencial ordinaria sejalljngaa vez que as derivadas de ordem
superiores a um seréo nulas.

Uma maneira facil de se reduzir o erro do métod&uler seria a de se incluir
termos de mais alta ordem da série de Taylor nacdol Por exemplo, com
truncamento no termo de segunda ordem:

(At) (At)

Z(tm+1) = Z(tm) + AtZl(tm) +

2'(t,) +E,

£t (E.4)

m? m)

Embora este método seja facilmente implementado caso de funcdes
polinomiais, a inclusdo de termos de ordem maiatepodo ser trivial no caso de
equacOes diferenciais ordinarias mais complica@as. particular, se as equacoes
diferenciais ordinarias sao fungbes de variaveigeddentes e independentes, que
requerem o emprego da regra da cadeia para detgi@oilas derivadas. Neste caso as
derivadas de primeira e segunda ordem seriam:

of afaz of' 6f 0z

fre 2 y=90 E5
ot oz ot (o 2) =50+ 5 5t (E-5)

F(tn zn) =——
Cabe destacar que o grau de complexidade aumeatad@use trabalha com
derivadas de ordem mais alta.
Desta forma, foram pensadas alternativas para aonsm desempenho dos
métodos de passo Unico, sem a necessidade de csdarcalerivadas superiores a
primeira ordem. Ainda assim, estes métodos apm@®ergrros de truncamento

comparaveis aos métodos que empregam séries d& daybrdem maior.

E.2. O Método de Heum

A principal fonte de erro do método de Euler devddaconsideracdo assumida de

gue a derivada, avaliada no inicio do intervalovglece sobre todo o intervalo. Isto é, a
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inclinagéo é avaliada no ponto inicialt,,) = f (t,,z, €)é empregada na extrapolagdo
linear que determina(t,,,, :)
z(t,,,) = z(t,) +Atf(t,,z,) (E.6)

A avaliacdo da inclinagdo do intervalo pela primeaierivada no ponto inicial é
boa para pequenos intervalos de tempo, se um méledeja buscar uma boa
aproximacdo para intervalos de tempo maiores, deiga avancar em uma direcao
secante definida por uma média de derivadas degadiatintervalo. O método de Heun
utiliza a determinacdo de duas derivadas no interne@mo medida para melhorar a
estimativa da inclinacdo da curva no intervalo mmrado. As derivadas sédo avaliadas
uma no ponto inicial e a outra no ponto final. Aireativa da inclinacao é obtida, entao,
a partir da média dos valores das duas derivadafrone mostrado esquematicamente

na Figura E2.

Zm+1
A 7
Zm
\ Avanca na
secante definida
: Solucéo real bela média das
derivadas
Tt
tm tm+1

Figura E2 — Método de Heun
No método de Heun, assim como no método de Eulecliaacéo € avaliada no
ponto inicial Z'(t,)) =f(t,,z,) e € empregada na extrapolagdo linear que determina
2(ty.,):
2t ,)° = z(t, )+ At f(t,,z.) (E.7)

SO que diferentemente do método de Euler onde éstaestimativa final, no

método de Heun esta € uma estimativa intermedihdmada de equacao preditora.
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Esta fornece uma estimativa dé com a qual se determina uma estimativa da

m+1

inclinagé@o a curva no ponto final do intervalo:

Z. (tm+1) = f (tm+1’ Zm+1o) (E8)
Assim, as duas expressdes para as inclinacfes pgetecombinadas a fim de se

obter um valor médio para a inclinagcdo no intencalosiderado:

Zl(tm) + Zl(tm+1) —_ f (tm’ Zm) + f (tm+1’ Zm+10)
2 2

Z'= (E.9)

Este valor é, entdo, empregado na extrapolacaarlide z(t,, ) a z(t,.,)
utilizando-se o método de Euler. Esta equacdo depmtacdo é conhecida como

equacéo corretora:

(tm' Zm) + f (tm+l’ Zm+10)
2

2t) = 2(t,) + Dt (E.10)

Uma vez quez(t Japarece em ambos os lados do sinal de igualdatie, es

m+1
equacao pode ser empregada de modo iterativo defise corrigir este valor. Isto €, a

estimativa anteriorz(t, ,,)° pode ser usada repetidamente a fim de prover uefi@om
estimativa dez(t,,, )

Na formulagdo do método de Heun, se considerowagigrivada era uma fungdo
tanto da variavel dependente quanto da independeata casos mais simples como 0s
de fungBes polinomiais, onde a equacao diferemcidiharia é funcdo unicamente da
variavel independente, ndo € necessario se empaeggauacao preditora e basta se

utilizar a equagédo corretora uma Unica vez a dadacéo. Assim:

f (tm) + f (tm+1)
2

Observa-se na equacédo de extrapolacdo uma siradarientre o lado direito do

Z(tm+1) = Z(tm) + At (Ell)

sinal de igualdade e a regra do trapézio para egratdo. Este fato pode ser
comprovado integrando-se a equacao diferenciahaéniai:

dZ _ Zne1 _ (tma _ (e
o= Lm dz-jtm f(t)dt — zm+1—zm+J:m f (t)dt (E.12)

Aplicando-se a regra do trapézio para se avaliategral:

Z(tm+1) = Z(tm) + At

f (tm) + f (tm+1) _ At3 n
; £ (&) (E.13)

12
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Assim, o método de Heum é de segunda ordem, umgueea derivada segunda
da equacéo diferencial ordinéria € zero quanddugdo for quadréatica. Desta forma, o
método também é conhecido por Runge-Kutta de segomdem. E ainda, pode-se

concluir que os erros local e global séo respeatierde de orderﬁ)(At3)eO(At2).

E.3. O Método de Euler Modificado

Esta técnica usa o método de Euler na predicaondealor de zno ponto médio

do intervalo:
o= gy 4 O
Z(tm+}é) - Z(tm) + 2 f (tm’ Zm) (E14)

Em seguida, este valor € empregado na estimatiweldo da inclinagdo a curva
no ponto meédio:

Z(tya) =T 200 (E.15)

E se assume que este valor € a aproximacao daag&b média para todo o

intervalo, usando-o na extrapolagéo linearz(te, a Z|t,,, ) como no método de Euler:
0
= + )
z(t,.,) = z(t,) Atf(tm%,zm% ) (E.16)

Esta aproximacao centrada possui um erro de truzdanda ordem d@(Atz)

sendo uma evolucdo em relacdo ao método de Ewdgpagsui um erro de truncamento
da ordem deD(At).

E.4. Os Métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta utilizam o método derfpdea predicédo de valores
de zno intervalo det, at,, (passos falsos). Em seguida, calcula-se as desvad
curva nestes pontos e uma meédia ponderada destaprégada na estimativa do valor
da inclinacdo a curva no intervalo que é usadaguagiio de extrapolagéo linear de
z(t,) a z(t,,, ) utilizando-se o método de Euler. Desta forma, céoheisto, o0 método
de Runge-Kutta de segunda ordem (método de Heanhmsponto intermediario, e,
além disto, o método de Runge-Kutta de terceirarardsa dois pontos intermediarios,
e método de Runge-Kutta de quarta ordem usa tréspmtermediarios.

Desta forma a equacéo de extrapolacao ou equag@&boca € dada por:
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2(t_ ) =zt )+ Atz (E.17)
Onde a inclinacdo média do intervalo e as equaggiiestoras sao dadas por:

» Para o método de Runge-Kutta de terceira ordem.

7= 2142, 2, (E.18)
6
zZ,=f(t,.z,) (E.19)
At At
z,=ft,+—, z,+—727 E.20
SAUCESIRATSN (E.20)
Z,=f(t,+At, z, -AtZ,+2At7,)) (E.21)

Assim, o método parte da inclinacdo no ponto ihieiavai andandoAt/2 e

usando as inclinagdes dos passos falsos anteparascalcular a inclinacdo do passo
falso seguinte. No caso simplificado de uma funic@ependente unicamente tjeo
método de Runge-Kutta de terceira ordem reduzfsgra de Simpson (1/3) quando se

emprega um polinémio interpolador de Lagrange dersga ordem:
Zos = 2+ [ 10 Q) 200y = 2+ = %{f(tm) #af(t,+ )+ f(tmﬂ)} (E.22)

Assim, o método de Runge-Kutta de terceira orderssgpta um erro local da
ordem deO(At* )e um erro global da ordem @At® e)os seus resultados sdo exatos

quando a solugéo for cubica.

» Para o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

2= 7, +27',+27,+7, (E.23)
6
z,=f(t,.z,) (E.24)
At At
z,=ft,+—, z,+—727 E.25
2= Tt + 5 7 (E.25)
At At
zZ,=ft +—, z,+—72 E.26
3 (m 2 m 2 2) ( )
zZ,=f(, +At, z +AtZ,) (E.27)

Do mesmo modo, o método parte da inclinagdo noopmitial e vai andando

At/2 e usando as inclinagcdes dos passos falsos aetepara calcular a inclinagédo do

passo falso seguinte. No caso simplificado de wnedof dependente unicamente tle
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o método de Runge-Kutta de quarta ordem reduzregra de Simpson (1/3) quando se

emprega um polindmio interpolador de Lagrange okeiies ordem, e assim o erro local
da ordem deO(At> )e um erro global da ordem d&(At* e)os seus resultados s&o
exatos quando a solucéo for de quarta ordem. \ger&E3.

A 7

. Solugdo real

7

—
e
Y

z, +At/2 7,
z, +At/2 7,

e
7

z +At/27,

\ A2t t

Avanca na secante definida
pela média das derivadas.

Figura E3 — Método de Runge-Kutta de quarta ordem.
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