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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios para

a obtenc¢do do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

UMA FORMULACAO PARA O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
APLICADA A PROBLEMAS VISCOELASTICOS LINEARES,
QUASI-ESTATICOS E DINAMICOS, NO DOMINIO DO TEMPO.

Flavio Cezario

Junho/2009

Orientadores: José Antonio Fontes Santiago

Roberto Fernandes de Oliveira

Programa: Engenharia Civil

O presente trabalho fornece, com auxilio do Método dos Elementos de Contorno,
uma formulagao efetiva para analise de problemas viscoelésticos isotérmicos, em estado
plano de tensdo e estado plano de deformacgdo, quasi-estatica e dinamica, construida a
partir de uma reciprocidade viscoeléstica. Para tanto, novas solu¢des fundamentais sao
definidas e empregadas em todo o trabalho.

O sistema final resultante ¢ discretizado através do Método da Colocagdo e avali-
ado por meio da adogdo de estratégias numéricas simples e eficientes para a integracao
numérica das convolugdes de Stieltjes, para a resolugdo da integral de dominio e para o
processo de marcha no tempo. Por fim, resultados numéricos encontrados, pelas anélises

de alguns exemplos, constatam o éxito da formulac¢ao desenvolvida.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRI as a partial fulfillment of the requirements
for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

A BOUNDARY ELEMENT FORMULATION APPLIED TO LINEAR
VISCOELASTICITY PROBLEMS, QUASI-STATIC AND DYNAMIC, IN THE
TIME DOMAIN.

Flavio Cezario

June/2009

Advisors: José Antonio Fontes Santiago

Roberto Fernandes de Oliveira

Department: Civil Engineering

This work deals with a Boundary Element formulation applied to plane stress and
plane strain isothermal viscoelastic problems. The quasi-static and dynamic analyses
are built from a viscoelastic reciprocity, using novel fundamental solutions.

The final system is discretized by means of the Colocation Method. Simple and
eficient numerical schemes are adopted for the Stieltjes integral, the domain integral
and the time step procedure. Finally, numerical results are presented in order to assess

the developed formulation.
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Capitulo 1

Aspectos Introdutorios

1.1 Introducao

Na analise de corpos deforméveis, a importancia do conhecimento das propriedades
mecanicas dos materiais empregados esta no estabelecimento das equacdes de consti-
tuicdo, que governam, com as equagdes de movimento, cinematica e relagdes de com-
patibilidade, seus comportamentos na natureza. Desta forma, a correta avaliagdo dos
parametros pertinentes, em testes experimentais, € a modelagem matematica adequada
das propriedades representadas, possibilitam a obten¢ao de uma relagao entre as tensoes
e deformagdes, atuantes e resultantes, nestes corpos.

Para casos correntes em engenharia, a teoria da elasticidade, pela lei de Hooke,
fornece a analise mecanica uma equagao independente do tempo, com parametros ma-
teriais simplesmente determinados. Os resultados, obtidos por esta, sdo satisfatorios
apenas em um campo muito limitado de aplicagdo. A lei de Hooke, todavia, ndo ¢ ca-
paz de interpretar precisamente fenomenos presentes em uma variedade de materiais,
prestando-se apenas a uma avaliacdo introdutéria. Neste contexto, a viscoelasticidade
se apresenta como uma teoria mais completa, capaz de representar fenomenos além
daqueles modelados pela elasticidade, introduzindo ao assunto do estudo dos corpos de-
formaveis uma relagdo no tempo entre a historia dos campos de tensdes e deformagdes
presentes no corpo, caracteristica esta que confere a estes materiais o titulo de materiais
com memoria.

E indiscutivel o fato de que as modernas abordagens, respaldadas em teorias mais
complexas, descritoras de comportamentos nao lineares, necessitam, muitas vezes, das
ferramentas computacionais para a realizacdo das analises numéricas dos problemas

tratados. Inumeros trabalhos dedicados a aplicacdo de métodos numéricos lembram,
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habitualmente, esta realidade, o que torna interessante e de grande valia os estudos teori-
cos aliados aos métodos numéricos que surgem no contexto da mecanica dos sélidos.
Entre todos, o Método dos Elementos Finitos € o que mais suscita estudos e pesquisas
numéricas e, obviamente, o que mais trabalhos executados possui. Todavia, a infinidade
de possibilidades latentes nos demais métodos numéricos exige a constante atengcao dos
estudiosos ¢ os esfor¢os necessarios ao seus desenvolvimentos.

Neste contexto, o presente trabalho tenciona fornecer, ao estudo do Método dos
Elementos de Contorno, uma formulagdo efetiva para analise de problemas viscoelas-
ticos isotérmicos, em estado plano de tensdo e estado plano de deformagdo, quasi-
estaticos e dinamicos. As equagdes integrais resultantes deste processo relacionam,
adequadamente, as fungdes espaciais e temporais representantes do comportamento vis-
coelastico a ser modelado, evidenciando, através da integral de Stieltjes, a dependéncia
das historias envolvidas. Para encontrar os deslocamentos e forcas de superficies procu-
radas, necessaria ¢ a construcdo de solucdes fundamentais viscoelasticas, associadas
aos modelos reoldgicos adotados, que sejam de facil manuseio e as mais gerais pos-
sivel. A esta questdo, o Principio da Correspondéncia ja se notabiliza pela possibili-
dade de se obter as solug¢des procuradas a partir de solugdes elasticas conhecidas. Bas-
tante eficiente, este principio gera expressdes corretas, porém trabalhosas, sempre que se
associa a modelos suficientemente complexos. Aqui, sdo apresentadas expressdes no-
vas, obtidas por meio alternativo, porém mais rigoroso, escritas em uma forma mais
elegante ¢ mais manipulavel, sem perder a generalidade requerida. As analises desen-
volvidas seguem a frente com estas solugdes e sdo discretizadas no contorno e dominio
do problema empregando o Método da Colocagao e técnicas numéricas simples e satis-
fatorias para a procura das respostas desejadas.

Descrito assim o objeto deste, o desenvolvimento segue a seguinte organizacao: o
Capitulo 1 ainda aborda uma breve historia da viscoelasticidade, baseando-se no ar-
tigo de MARKOVITZ [1]. Desta forma, fala-se sobre o inicio da teoria, citando as
contribuigdes mais relevantes até a época da publicacdo da formulacao de Boltzmann,
considerada, de fato, a primeira formulacao viscoeldstica. Uma revisdo bibiliografica ¢
realizada a fim de fornecer o panorama das pesquisas em Viscoelasticidade e Elementos
de Contorno. O Capitulo 2 apresenta as equagdes constitutivas, comegando pela forma
integral. A idéia fisica e analitica da obtencdo desta ¢ mostrada, assim como a conceitu-
acao do termo material com memdria presente na definicao das fungdes integrantes. Nao
se deixa de lado a forma diferencial, embora ndo empregada neste trabalho. O Capitulo
3 cuida da formulagdo integral para problemas quasi-estaticos, descrevendo o processo

de obten¢ao, muito similar ao da formulagdo da elastostatica. Comentarios sobre as
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solucdes fundamentais, encontradas na literatura, sao realizados, deixando para altimo
a apresentacdo das solu¢des empregadas neste trabalho. Os procedimentos numéricos
utilizados na discretizagdo das equagdes integrais fecham este capitulo. O Capitulo 4 ¢
inteiramente dedicado a discussdo dos resultados obtidos na anélise quasi-estatica. No
Capitulo 5 ¢ desenvolvida a formulagao dinamica, nos moldes da desenvolvida no Capi-
tulo 3. Os procedimentos numéricos enfatizam a integracdo de dominio e 0s processos
de marcha no tempo, que sdo testados e os resultados obtidos discutidos no Capitulo
6. Finalmente, o Capitulo 7 conclui o trabalho realizado e apresenta algumas sugestdes

para trabalhos futuros.

1.2 Breve Historico

A origem da teoria da viscoelasticidade remonta ao inicio do século XIX e deve seu
desenvolvimento aos esforgos isolados de varios estudiosos. A primeira contribui¢ao
relevante do comportamento mecanico destes materiais foi dada por Wilhelm Weber,
em 1835. Estudando os fios de seda, usados em instrumentos elétricos e magnéticos por
sua baixa rigidez a tor¢cdo, Weber observou que este material, quando cru, ndo era per-
feitamente elastico, pois, quando solicitado axialmente, ndo s6 apresentava deformagao
eldstica instantanea, mas também uma deformag¢do adicional que aumentava gradual-
mente com o tempo; a remog¢do da carga provocava uma contragdo imediata de valor
igual ao da extensdo instantanea, seguida por uma diminui¢ao gradual de seu com-
primento, recuperando, o material, sua geometria original. Ele concluiu, entdo, que
este comportamento nao podia ser definido somente pelas leis da elasticidade, e que o
mesmo dependia da duragdo da forga aplicada. Assim sendo, nomeou-o de Elastische
Nachwirkung, ou conforme MARKOVITZ [1], Elastic Aftereffect. Weber também con-
seguiu deduzir a existéncia do fenomeno reciproco da relaxacdo de tensdes, e que o
mesmo era responsavel pelo amortecimento de vibragdes e pela determinacdo dos ma-
teriais que produziam sons quando excitados.

Contribuigdes posteriores foram fornecidas por R. Kohlrausch e seu filho Friederich,
através de testes feitos no laboratério de Weber, notando que outros materiais, como
o vidro e a prata, também exibiam este comportamento. Foram também capazes de
observar a sensibilidade a temperatura e de mostrar, em 1863, a linearidade do compor-
tamento.

Enquanto investigagdes eram feitas na Alemanha, entre os anos de 1835 e 1876, nas
ilhas Britanicas, Sir William Thomson (Lord Kelvin), em seu laboratorio na universi-

dade de Glasgow, concluia, por volta de 1865, a existéncia de uma fricgdo molecular em
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solidos elasticos que funcionava como resisténcia interna a mudanga de forma, o qual
chamou de viscosidade do solido. Estas pesquisas foram motivadas por seu interesse
em termodinamica e permitiram uma importante distin¢do entre viscosidade de solidos
e fluidos. Entretanto, foi James Clerk Maxwell quem propds, sem muita explicacao,
uma descricao para o fendmeno da viscosidade, independente de hipoteses, em termos

de uma equacao diferencial de primeira ordem,

dF _ S F
dt dt T’
em seu trabalho "On the Dynamical Theory of Gases", publicado em 1867. Nesta
equacdo, os termos sdo definidos como: F), a tensdo; S, a deformagao correspondente;
E, o modulo elastico; e 7', a temperatura. Maxwell também fez alguns comentérios
sobre sua aplicabilidade em viscoelasticidade, porém, observou que um decaimento ex-
ponencial simples de tensdes ndo explicava a ampla escala de tempo encontrada nos
experimentos realizados.

Uma descricdo matematica mais efetiva do comportamento viscoelastico foi
fornecida por Oskar E. Meyer de Breslau, em 1874, a fim de explicar os experimen-
tos da familia Kohlrausch. Ele propds uma expressdao para a tensao como a soma de
dois termos, sendo o primeiro, a usual dependéncia linear da deformacao e, o segundo,
uma contribui¢do viscosa proporcional a taxa temporal da deformagdo. Assim, para a

tensao cisalhante, ele escreveu que

v () (e

dy dz dt \dy dx

onde 1 € n sdo constantes materiais ¢ as expressoes dentro dos parénteses, as defor-
macoes cisalhantes. Esta expressdo ¢ atualmente associada aos nomes de Kelvin e Voigt,
por terem sido os primeiros a publicé-la anos mais tarde.

As diversas colaboragdes fornecidas a teoria, até entdo, eram apenas qualitativas e
ndo conseguiam representar completamente o fendmeno, assim chamado de aftereffect,
que os materiais experimentados demonstravam, permanecendo, ainda, na penumbra da
ignorancia. Foi entdo que em 1874 surgiu o trabalho de LUDWIG EDWARD
BOLTZMANN [2], considerado a mais importante contribui¢ao a teoria. A fim de
generalizar o problema estudado e fornecer uma expressao que fosse capaz de repre-
sentar o fendmeno, ndo s6 qualitativamente, mas também quantitativamente, ele partiu
da teoria da elasticidade, considerando uma barra isotrépica, elastica, deformada homo-

geneamente, tal que o aumento de comprimento ao longo dos eixos X, Y e Z fossem
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a, 3 e v, respectivamente, conforme figura 1.1. Para cada for¢a de superficie normal a

Y
a=a, (+a)

N, b=b, (1+5)
c=¢, (1+y)

a
2 b
N, a N, X
b ¢
T
/ //l\ls
Z
N,

Figura 1.1: Deformacdo assumida por Boltzmann em um corpo prismatico

barra, a teoria da elasticidade fornecia a Boltzmann uma féormula linear em termos das

constantes de Lamé A e i, como por exemplo para
Ny = Ao+ B+7) + 2pa.

A esta acrescentou duas novas parcelas que representavam o fenomeno dependente do
tempo. Para isto, ele partiu da premissa que as forcas de superficies em um determi-
nado tempo ndo s6 dependiam das deformacdes correntes, mas também de todas as
deformacgdes em instantes passados, de tal forma que o efeito da deformagao se tornasse
menor quanto mais distante fosse o instante daquela. Ainda, aliada a esta premissa, ele
acrescentou a hipdtese do Prinzip der Superposition, valida desde que a deformacgao
fosse suficientemente pequena. Assim, a expressao viscoeldstica para a tensao normal
N; (t) obtida foi:

Nl(t):)\Q(t)+2ua(t)—/Ooo¢(w)(9(t—w)dw—Q/OOOw(w)a(t—w)dw,
para
0(t)=a(t)+5()+7(1),

onde as fung¢des temporais ¢ e 1 representam propriedades dos materiais e a funcdo ¢

dG (t)
dt

a dilatag@o do corpo. Na atual nomenclatura, a fungdo ¢ ¢ definida como , onde
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GG ¢ a fungdo ou modulo de relaxacao de tensdes cisalhantes, e a constante y € o valor
limitante de G em ¢t = 0. Continuando com sua analise, ele apresentou uma relacao
entre tensdes e deformagdes para qualquer forma do corpo e todo tipo de deformacao,

descrita, por exemplo, em termos de tensdes cisalhantes, como:

T - [dz:iit) N duc)l;t)} _/0001/} () {dv(zz— w) N dw (Otly— w) o,

onde os termos no interior dos colchetes representam a deformagao cisalhante, com v e
w deslocamentos nas diregdes y € z respectivamente. Em seu trabalho Boltzmann ainda
indicou que a fun¢do v poderia ser encontrada por experimentos de tor¢ao, sugerindo
seis formas diferentes de executar este experimento.

Ap6s o trabalho de BOLTZMANN [2], VOLTERRA [3], em 1909, extendeu a teoria
proposta ao campo da anisotropia. Outros trabalhos também surgiram sobre o assunto,
mas parece ter sido o de Boltzmann o ultimo trabalho de relevancia a ser publicado
na época, permanecendo a teoria da viscoelasticidade adormecida durante algumas dé-

cadas.

1.3 Revisao Bibliografica

O avanco tecnologico dos materiais poliméricos € o seu emprego crescente, a partir
de 1940, trouxeram de novo a atencao dos cientistas a teoria da viscoelasticidade. As
contribui¢des que surgiram a partir de entdo focaram, basicamente, o estudo da equacdo
constitutiva e das propriedades reoldgicas dos materiais, o estudo do comportamento
linear e ndo linear, e a andlise das solugdes dos problemas de valores de contorno e
inicial. Neste contexto, pretende-se apresentar nesta se¢do uma revisdo bibliografica
dos trabalhos de maior relevancia sobre viscoelasticidade encontrados e utilizados pelo
autor na confecc¢ao desta tese.

Os trabalhos de ALFREY [4] e [5], bastante citados na literatura referente, propdem,
respectivamente, o uso de modelos reoldgicos finitos na representagdo do comporta-
mento observado em laboratorio, permitindo a ligagdo entre os parametros fisicos pre-
sentes na equacao constitutiva € nos modelos mecanicos, € uma solugdo para o pro-
blema diferencial de valor de contorno e inicial empregando resultados conhecidos de
uma solu¢ao elastica do problema viscoelastico correspondente. Para este, o método
proposto discute a possibilidade da separagdo de variaveis, assumindo que a funcao
dependente da varidvel espacial seja conhecida pela analise elastica prévia, restando co-

nhecer a fungao transiente. Assim, ele define e introduz o Principio da Correspondéncia
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Elastica-Viscoelastica. Um procedimento distinto empregado na obtencdo da solugdo
do problema de valor de contorno e inicial ¢ encontrado no trabalho de LEE [6], que
discute o uso das transformadas de Laplace na analise das solugdes, fazendo correspon-
der no dominio transformado, por meio do Principio da Correspondéncia, o problema
viscoelastico e o seu analogo elastico. Ainda, LEE faz uso do dominio de Laplace a
fim de relacionar as formas integral e diferencial, representantes da mesma equagao
constitutiva. Nesta mesma vertente, mas dedicado ao comportamento dindmico e as
relagdes representativas dos fendmenos de relaxacao e deformacao lenta, encontra-se
o trabalho de ALFREY e GURNEE [52]. Neste, os autores realizam um comparativo
entre o comportamento mecanico e elétrico, definindo fun¢des complexas representati-
vas em termos da frequéncia. O comportamento molecular também ¢ discutido, além de
vibragdes e ondas em materiais viscoelasticos. De certa forma, a contribuicao destes tra-
balhos é resumidamente apresentada pelo livro de FLUGGE [7], com uma abordagem
bastante didatica e introdutoria sobre a teoria linear unidimensional, tridimensional,
quasi-estatica e dinamica, focando a analise da equacao constitutiva pelo uso da trans-
formada de Laplace.

Em uma outra vertente, GURTIN e STERNBERG [8], fornecem a teoria viscoelas-
tica linear uma visao matematica rigorosa para a obtengao e compreensao do funciona-
mento da equagdo constitutiva. As definicdes e teoremas encontrados neste trabalho
analisam precisamente desde a construcao das formas integrais e diferenciais da equagao
constitutiva até a existéncia das solugdes do problema de valor de contorno e inicial,
levantando como hipdteses condicdes de continuidade e suavidade das fungdes envolvi-
das. Seguindo esta linha mais formal na abordagem do tema, mais trabalhos, de in-
teresse, podem ser citados, como o livio de CHRISTENSEN [9] que apresenta uma
discussao geral sobre a teoria da viscoelasticidade linear e ndo linear, sob condigdes
isotérmicas e nao isotérmicas, para problemas quasi-estaticos ou dinamicos, além de
fornecer fontes bibliograficas riquissimas sobre o tema; o trabalho de COLEMAN e
NOLL [10], que consideram a teoria nao linear no continuo como ponto de partida para
a teoria linear; as contribuigdes de GREEN e RIVLIN [11], [13], e GREEN et al [12]
sobre uma formulag@o constitutiva para o problema viscoelastico ndo linear; e por fim,
o livro de FINDLEY et al. [14] que aborda, também, as formulagdes nao lineares da
viscoelasticidade. O intento, em citar as contribuicdes para problemas nao lineares, tem
apenas o objetivo de fornecer uma visdo geral sobre o universo amplo e rico existente,
embora este trabalho restrinja-se aos limites da linearidade.

O uso dos métodos numeéricos e de ferramentas computacionais na analise dos pro-

blemas viscoelésticos pode ser encontrado em uma série de trabalhos recentes sobre
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aplicacoes da teoria. Basicamente, discutem sobre as formulagdes dos métodos mais
usuais, os procedimentos de marcha no tempo, as solugdes numéricas para as inte-
grais de convolucdo e os processos de inversdo das respostas no dominio de Laplace
para o dominio do tempo. Sobre o método dos Elementos de Contorno, podem ser
citados alguns trabalhos relevantes: no trabalho de RIZZO e SHIPPY [15], a formu-
lacdo integral viscoeldstica ¢ montada a partir da transformada de Laplace do sistema
de equagdes do problema elastico, empregando o Principio da Correspondéncia. As in-
tegrais sdo avaliadas como se fossem elasticas, obtendo os deslocamentos e tensdes, em
no6s do contorno e dominio, dependentes da varidvel de Laplace. Para a solugdo final
no dominio do tempo, ¢ utilizado um procedimento de tranformagao inversa numérica
da solu¢do no dominio de Laplace, proposto por SCHAPERY [16]. Outros procedi-
mentos para inversao numérica da transformada de Laplace podem ser encontrados nos
trabalhos de DURBIN [17] e COST [18]. NEVES [41] desenvolve uma formulagao de
contorno no dominio transformado, mas, diferentemente de RIZZO e SHIPPY [15], em-
prega na inversdo numérica o método apresentado por DURBIN [17]. SYNGELLAKIS
[19] e SINGELLAKIS e WU [22] explanam sobre a formulagdo viscoeldstica linear
de contorno, quasi-estatica ou dinamica, no dominio do tempo, usando o principio da
reciprocidade, cuja validade é provada por GURTIN e STERNBERG [8]. Para esta for-
mulagdo de SYNGELLAKIS [19], uma solugdo fundamental viscoelastica no dominio
do tempo ¢ empregada. Uma discussdo interessante sobre a obtencdo destas solugdes
para 3D, estado plano de deformagdo e estado plano de tensdo, empregando o Princi-
pio da Correspondéncia e as solu¢des fundamentais de problemas elésticos correspon-
dentes, pode ser encontrada no trabalho de CARINI e DeDONATO [20], que fornecem,
ainda, um algoritmo para obten¢@o das solu¢des em diversas combinagdes, em série ou
em paralelo, de elementos viscoelasticos de Kelvin e Maxwell. Diante das dificuldades
encontradas na obten¢do de solucdes fundamentais viscoeldsticas no tempo, para uso
no método dos Elementos de Contorno, ¢ do custo das inversdes numéricas, SCHANZ
e alguns colaboradores contribuem com uma série de trabalhos [21], [31], [32], [33],
[34], [35] e [36] em que o emprego de uma quadratura proposta por LUBICH [23] e
[24], para convolugdes de Riemann, permite tratar toda a formulagdo no tempo com,
apenas, as solucoes fundamentais definidas no dominio transformado de Laplace, que
servem ao processo numeérico como peso da integracao avaliada. Discussdes e andlises
dindmicas viscoelasticas sdo realizadas por PEREZ-GRAVILAM e ALIABADI [53]
para o dominio da frequéncia e pelos trabalhos de SCHANZ e colaboradores ja citados,
para o dominio do tempo. Particularmente, estes ultimos avaliam o problema dindmico

viscoelastico empregando a formulagdo da elastodinamica e suas respectivas solugdes
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fundamentais, fato este que suscitou duvidas e o interesse por uma formulagdo escrita
inteiramente dentro da teoria viscoeldstica, sem o uso do Principio da Correspondéncia.

Existem muitos outros trabalhos que poderiam ter sido citados no escopo desta
secdo, porém, a selegdo deu-se a fim de permitir o vislumbre das pesquisas basicas
no tema. As sec¢des seguintes se responsabilizardo pela introdugdo mais detalhada das
equagoes constitutivas e do problema de anélise de tensdes em corpos viscoelasticos,

citando, quando necessarias, outras publica¢gdes importantes.

1.4 Consideracoes Finais

Para encerrar este capitulo introdutoério, algumas consideragdes finais sdo neces-
sarias para a correta leitura deste trabalho. Assim sendo, notar-se-a ao longo de todo
o texto o emprego de duas notagdes: a tensorial e a indicial. Os tensores de primeira
e segunda ordem serdo representados por letras minusculas e maidsculas, em negrito,
respectivamente, e suas conceituagdes, assim como as relagdes estabelecidas entre estes,
seguirdo os preceitos impostos pela Mecanica dos Meios Continuos [28]. Excessao sera
encontrada na representacdo das solugdes fundamentais que seguirdo a terminologia
adotada por BREBBIA et al [27]. A notagdo indicial serd empregada para a designagao
das componentes dos tensores, que surgirdo em letras minusculas ou maiusculas, sempre
regulares, conforme a literatura empregada como referéncia.

Toda a analise aqui realizada ndo ultrapassara os limites da linearidade assumida.
Desta forma, assumir-se-a o vetor x como a posi¢ao de todo ponto localizado em um
espaco Euclidiano. A posicdo x e o tempo ¢ serdo as variaveis independentes dos ten-
sores e vetores representativos do comportamento viscoelastico. A fixa¢do da posi¢ao
x ou do tempo ¢, em uma fun¢io f (x;t), podera ser representada por f (x;-) ou f (+; 1),

respectivamente. Para as derivadas serem avaliadas, as seguintes terminologias serao

empregadas:
ofi _ offi
o, g =

Por fim, a menos que qualquer mengdo seja feita, a sobreposicdo de uma barra nas

funcdes denotara a sua transformada de Laplace.



Capitulo 2

Viscoelasticidade Linear

2.1 Conceitos Preliminares

Uma defini¢ao apropriada dos materiais viscoelasticos pode ser formulada em funcao
da analise de suas propriedades reoldgicas. CHRISTENSEN [9] observa que estes ma-
teriais tém propriedades elasticas e viscosas, principalmente por serem capazes de tanto
armazenar quanto dissipar energia mecanica. FINDLEY et al [14] observam, alter-
nativamente, por meio da resposta de um elemento unidimensional, quando sujeito a
aplicacao rapida de uma forca, que seu comportamento instantaneo ¢ elastico, seguido
de um aumento lento e continuo da deformagdo, com decréscimo de sua taxa temporal.
Mais detalhadamente, conforme descrito por LEE [25], um material viscoelastico, sob
um estado de tensdes e deformacgdes nulas em ¢ < 0, quando solicitado subitamente por
uma tensdo axial constante o, em ¢ = 0, que se mantém desta forma até um tempo ¢/,
apresenta resposta elastica instantanea, seguida de resposta elastica retardada (delayed
elasticity), acompanhada de fluxo viscoso continuo, como ilustrados na figura 2.1, res-
pectivamente, pelos trechos OA, AB e BC. A retirada da tensdo no tempo t" mostra que
a resposta elastica ¢ recuperada imediatamente (trecho CD), seguida da recuperagdo
gradual da resposta elastica retardada (trecho DE), permanecendo, por fim, uma defor-
magcao referente ao fluxo viscoso (trecho EF’). A curva da figura 2.1, assim fornecida por
LEE [25], ilustra o fendmeno da deformagao lenta (creep) de um determinado material
viscoelastico, sujeito a acdo de uma tensdo constante aplicada; este fendmeno, junta-
mente com o de relaxacao de tensdes (stress relaxation), quando da aplicacao subita
de uma deformacao ¢(, no instante ¢ = 0, demonstram e definem o comportamento
viscoelastico.

Para concluir, uma fundamentagdo adequada da linearidade do comportamento do

10
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Figura 2.1: Resposta de um material viscoeldstico submetido a aplicacdo de uma tensdao
axial constante

material [14] ¢ fornecida pela proporcionalidade existente entre as tensdes e as defor-
macgoes, em um determinado tempo, ¢ a validade do Principio da Superposi¢cdo Linear,
também conhecido como Principio da Superposi¢do de Boltzmann. Com efeito, estes

conceitos podem ser representados, analiticamente, pelas seguintes igualdades:

eleco(x;t)] = celo (z;t)] (2.1)

eloy (z;t) + o (x5t —t1)] = efor (x; )] + € [o2 (x;t — t1)], (2.2)

onde ¢, o e c representam a deformacao especifica e a tensdo axiais, € uma constante
qualquer, respectivamente; ou ainda, ilustradas graficamente como na figura 2.2. Esta
representacao aditada a conceituacdo do material apresenta o comportamento aqui estu-

dado, modelado e esperado.

11
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Figura 2.2: Ilustragdo das equacgdes de linearidade

2.2 O Problema Viscoelastico

Na secao anterior foram comentadas algumas generalidades sobre a viscoelastici-
dade linear, definindo e caracterizando-a pelo comportamento de materiais portadores
de propriedades elésticas e viscosas, e pela fundamentag¢do de sua linearidade. Agora
sera apresentado o problema viscoelastico a ser analisado.

Em um problema viscoelastico linear com valores iniciais e de contorno conhecidos,
o sistema de equacdes regente, que define as varidveis envolvidas, ndo difere muito do
sistema definidor do problema elastico associado, conforme ressalta CHRISTENSEN
[9]. De fato, as relagdes cinematica, de compatibilidade e de movimento sao as mesmas
para os dois problemas, diferindo apenas na lei constitutiva e na dependéncia do tempo
de cada variavel. Sendo assim, apresentam-se, a seguir, as relagdes governantes para o

problema a analisar, omitindo, por ora, a relagcdo constitutiva viscoelastica:

e Relacao deformacao - deslocamento
2E (x;t) = Vu(x;t) + VuT (x;1), (2.3)

sendo E o tensor de Green-Lagrange, u o vetor dos deslocamentos e o operador

12
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linear

\v4 :a—x; (2-4)

e Equacdo de movimento

0*u (x;t)

V. -T(x;t)+b(x;t) =p O

(2.5)

para T o tensor de tensdes de Cauchy, b o vetor das for¢as de volume e p a

densidade;

e Condicdes de compatibilidade

VT xV xE(x;t); (2.6)

e Principio da tensao de Euler e Cauchy
p(x;t) =T (x1) n(x), (2.7)

sendo n um vetor normal unitario, externo ao contorno I;

e Condig¢des de contorno

p(x;t) =p(x;t) em I (2.8)

u(x;t) =u(x;t) em Iy, 2.9)

onde ' =T UTy e p (x;t) e @ (x;t) slo valores prescritos da forga de superficie

e deslocamento, respectivamente;
e Condig¢des iniciais
u(x;t) =e(x;t) = o (x;t) =0, paratodot < 0, (2.10)

tais como definidas por CHRISTENSEN [9].

Observa-se, oportunamente, que a similaridade existente entre os problemas elasti-

cos e viscoelasticos permite a formatacdo de uma correlagdo entre os mesmos, o que

13



CAPITULO 2. VISCOELASTICIDADE LINEAR

institui o Principio da Correspondéncia Eldstica-Viscoelastica. Este principio ¢ de
grande valia em uma analise viscoelastica, uma vez que auxilia a determinagdo das
variaveis através do conhecimento da solucdo eldstica do problema associado. Em
sintese, este principio permite a ado¢do de resultados conhecidos da andlise elastica,
para as fungdes atemporais, produto do processo de separacdo de variaveis aplicado,
restando a determinacdo da varidvel temporal para a solucdo do problema [5].
Outrossim, empregando a transformada de Laplace, ¢ possivel a associacdo dos
parametros elasticos com as transformadas de Laplace dos parametros viscoelasticos a
determinar; na inversao da transformada, os parametros viscoelasticos sao, entdo, obti-
dos como fungdo do tempo.

Na secdo seguinte serd apresentada detalhadamente a equagao constitutiva viscoelds-

tica.

2.3 Equacoes Constitutivas

Para um material viscoelastico linear, homogéneo e isotropico, sob condig¢des isotér-
micas, a lei constitutiva apresenta-se, basicamente, sob duas formas correlacionadas:
uma integral e outra diferencial. Em ambos os casos fica evidenciada ndo so a de-
pendéncia do tempo, mas também a relacao entre as historias dos campos de tensdes e
deformagdes atuantes, explicitando quer seja matematicamente, ou fisicamente, o0 com-
portamento viscoeldstico.

A associagdo entre as historias dos acontecimentos mecanicos em um corpo Vvis-
coelastico segue o principio denominado de fading memory. Neste, determinadas
restricdes as quais a relagdo tensdo-deformacdo ¢ submetida, permitem a adequagdo
do comportamento a hipdtese do efeito de memoria do material. Em suma, o efeito
medido em um dado instante deve ter maior influéncia que os efeitos medidos em acon-
tecimentos passados. CHRISTENSEN [9] examina resumidamente o efeito da memoria
em materiais viscoeldsticos, citando algumas referéncias de estudos sobre o assunto.

Antes de definir as formas da equacdo constitutiva, cabe ressaltar que, no uso da
teoria da viscoelasticidade, ¢ comum a decomposi¢cdo das tensdes e deformagdes em
suas partes desviatdrias e volumétricas, sendo que, consoante afirmagdo de LEE [25],
a influéncia das propriedades viscoelasticas ¢ mais marcante nas respostas desviatorias.

A seguir, apresentam-se as decomposicoes dos tensores de tensdo e deformacdo nas
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respectivas partes:

trT
T:T’+TTI @.11)
€
trE
E=FE + %I, (2.12)

sendo I o tensor identidade.

2.3.1 Forma integral da relacdo constitutiva

A relacdo constitutiva viscoelastica, entre as formas nas quais pode ser escrita, tem
na representagdo integral a sua forma mais geral, ndo restrita a qualquer modelo re-
olégico predefinido, mas sempre relacionada a algum, através da fungdao que repre-
senta a caracteristica mecanica do material. Esta forma ¢ definida por uma integral de
convolu¢ao de Duhamel, ou ainda, de Stieltjes, onde fica aparente a dependéncia da
historia dos campos de tensdo e deformacao atuantes, caracteristica esta que confere a
essa forma o nome de integral hereditaria.

Para a construgio desta integral, FLUGGE [7] afirma que a hipétese de linearidade
e as propriedades mecanicas dos materiais viscoelasticos levam a uma relagao propor-
cional entre a tensdo o (x;t) ¢ a deformacdo ¢ (x;t), aplicadas em ¢ = 0. Definindo,

entdo, uma deformagdo axial, a partir da fungdo de Heaviside h(t), na forma de

e (z;t) = e(x;0) h(t), (2.13)
a tensdo axial resultante sera representada por

o (z;t) = e(z;0) G (1), (2.14)

onde a fun¢do GG ¢ a tensdo por unidade de deformagdo aplicada no instante ¢ = 0,
conhecida como fungao de relaxacao de tensdao. A equagao (2.14) descrevera o compor-
tamento viscoelastico caso a deformacao permanega a mesma durante todo o tempo t.

Entretanto, se em um dado instante ¢ = 7, for aplicado um incremento de deformacao
Ac (x;t) = Ae(x;T) b (t —71), (2.15)

a validade da condi¢do de proporcionalidade e o principio da superposi¢do conduzirdo
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a uma tensao resultante
o(x;t) =¢e(z;0)G (t) + Ae(a;7) G (t — 7). (2.16)

A sucessiva aplicag@o de incrementos de deformagdes em tempos posteriores a 7 acar-
retard em uma equagao para a tensao, em funcao da deformagao inicial, mais uma série
de incrementos de deformacdes. Sob esta idéia, a aplicagdo de uma deformagio ¢ (z;1),

qualquer, representada pela figura 2.3,fornecera a equagao de relaxag@o de tensdes em

€ |
dr de /
P
ol 1
. !
A L
y .4 |
l T
/ 1
O T t g
‘ t-7 \ t

Figura 2.3: Distribui¢do temporal da deformacao

termos da integral de Duhamel

de (z;7)

T

o(z;t) = 5(x;0)G(t)+/tG(t—T) dr. (2.17)
0
Segundo CHRISTENSEN [9], uma construgdo analitica da integral de convolugao
pode, também, ser obtida através do uso de um funcional linear 2; (+), de valor tenso-
rial, que pde em correspondéncia com o campo de tensdes resultTa:r?tes em um tempo ¢,
as deformacgdes atuantes no tempo corrente € em tempos anteriores 7, com 7 < t. A
expressao

T (x;t)= ¢ [E(x;t—17),E(x;1)] (2.18)

Les

formaliza esta relacdo, para a qual o funcional linear ¢ fornecido pelo Teorema de
Representagdo de Riesz, que toma como condigéo necessaria a continuidade de E (x, t),
para todo ¢ € [0,00). A expressdo final resultante é dada na forma da convolugdo de

Stieltjes, na qual a tensdo
t
T(x;t):/ E(xit—7) dG (7) = B (x;1) * dG (1) . (2.19)
0
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Em (2.19), a funcdo de relaxagdo

1

Gijir (1) 3

(G — G4 (1) 655 61 + %Gl (8) (B 80+ 64 6,0) (2.20)

constitui um tensor de quarta ordem isotropico definido em (—o0, 00), de variagao
limitada em todo subintervalo fechado, tal que G (¢) = 0, para todo ¢ < 0. As fungdes
(G e G, representam, respectivamente, as partes desviatdria e volumétrica da fungdo G.

A conexao entre as expressoes (2.17) e (2.19) pode ser encontrada pela integragao
da fungdo delta de Dirac envolvida na derivacao da funcdo G em ¢t = 0, ou conforme
GURTIN e STERNBERG [8], pela relagdo entre as integrais de convolugdo de Riemann
e Stieltjes. Esta ultima forma ¢ um meio rigoroso de conexao entre as duas integrais e
constitui uma propriedade da integral de Stieltjes. Outras propriedades podem ser vistas
na tabela 2.1, considerando as fungdes representativas ¢, 1, w de classe de Heaviside
[8], definidas em (—o0, 00), ou seja, ¢, ¥, w sdo identicamente nulas em (—o0,0), ¢ é

continua em [0, 00) € v, w sdo continuamente diferenciaveis em [0, c0).

Tabela 2.1: Propriedades da integral de Stieltjes
a)  * dip = ¢ * d;
b) o xd (¢ * dw) = (¢ *dip) x dw = @ * dip * dw;
Yoxd () +w) =@ x*di+ ¢ * dw;
Jpxdp=0=¢=0o0u1 =0
e) g * dh = p, onde h é afuncao de Heaviside;

F)exdd =1+ px, onded =1 (0), ) =

o

S8

W,
dt’

De forma analoga, ¢ possivel encontrar uma relacao constitutiva que represente o

comportamento da deformagao lenta (creep) na forma
t
E (x: 1) :/ T (x:t— 7) dI () = T (x:4) % dJ (£), 2.21)
0

onde a funcdo J ¢ a fungdo de deformacao lenta (creep), definida da mesma forma que
a fun¢io G. FLUGGE [7] também a define como a deformacao por unidade de tensio
aplicada. Ainda, segundo GURTIN e STERNBERG [8], ¢ possivel definir

J(t) =G (1), (2.22)
o que valida as seguintes relagoes:
J(t)«dG (t) = h(t) (2.23)
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G(s)J(s) == (2.24)

desde que G e J sejam O [exp (sgt)] quando t — oo, com s > 0. As fungdes G e J
representam as transformadas de Laplace de G e J, sendo s a variavel transformada.
As equagdes (2.19) e (2.21) representam a forma integral da equagdo constitutiva
de um problema viscoelastico em que tanto tensdes e deformagdes podem ser encon-
tradas para um instante ¢. As tensdes e deformagdes, desviatérias e volumétricas, das

decomposicdes representadas pelas equagdes (2.11) e (2.12), sdo dadas por

)= [ Gule—m) de) ) 2.25)
orr (X51) = /Ot Go (t — 7) deg, (X5 7), (2.26)
oy bxit) = [ =) o ), 2.27)
e (1) = /0 "y (= 1) dow (7). (2.28)

onde as fungdes .J; e Jo representam as partes desviatorias e volumétricas da fungao
de deformagéo lenta; o7, e €}, sdo as compontes dos tensores de tensdo e deformagio
desviadores; oy € e 0s tragos dos tensores de tensao e deformagao, respectivamente.

Para finalizar os comentarios sobre a forma integral, cabe aqui citar algumas relagdes
entre as fungdes que representam o comportamento viscoeldstico dos materiais (fungoes
materiais). De acordo com CHRISTENSEN [9], tém-se:

p(t) = G12(t), (2.29)
k(t) = G23(t) (2.30)
€
1 2
Alt) = 5162 (1) = GL(B)] = k (8) — 3 (t), (2.31)
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no dominio do tempo, e

3G Gals)  9a(s) ()
B = a5 726 (s) ~ 7(s) 23k (s) (2.32)
S (e) = C;ig (s) — Gl,<8) _ 3k(s) — 2;1_(8)

(5) s [G1(s)+2Ga(s)] 25 [a(s)+3k(s)] 233)

no dominio de Laplace. Para estas expressdes define-se: 1 (t), A (t) e k (t) fungdes
viscoelésticas analogas as constantes de Lamé e a0 médulo elastico volumétrico; F (s)
e v (s) as transformadas de Laplace da funcdo de relaxagdo de um estado de extensdo

uniaxial e o coeficiente de Poisson viscoelastico, respectivamente.

2.3.2 Forma diferencial da relacao constitutiva

A representacdo da equacgdo constitutiva viscoeldstica linear pode ser feita através
de uma forma alternativa aquela descrita na secdo anterior. De fato, ¢ possivel mode-
lar o fendmeno viscoelastico por uma relagao diferencial entre os campos de tensdo e

deformacdo atuantes, expressada pela equacao geral
PT(x;t) = QE (x;t), (2.34)

onde P e () sdo operadores diferenciais lineares, com respeito ao tempo, definidos por

N5 Yoo
Pzgp@- aif ¢ Q=) a ) (2.35)

e p; € ¢; sdo parametros reologicos do material, independentes de T (x;1) e E (x;1).
Diferente da forma integral, a forma diferencial necessita de analogias com mo-
delos mecanicos, os quais permitem uma interpretacado fisica do fendmeno modelado e
a obtengdo dos coeficientes da equacdo diferencial por meio de uma relagio destes com
os parametros dos modelos estabelecidos [4]. Estes modelos, tais como ilustrados na
figura 2.4, sdo construidos por associagdo em série ou em paralelo de elementos que
representam o comportamento elastico (mola) e o comportamento viscoso (amorte-
cedor), presentes no material viscoelastico. Novas associagdes, em série ou em paralelo,
entre os modelos assim construidos, formam modelos ainda mais complexos, capazes de

melhor modelar o comportamento real de um dado material, fornecendo respostas cada
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=
E 7

Modelo de Kelvin-Voigt Modelo de Maxwell

Figura 2.4: Modelos reologicos simples

vez mais precisas. Exemplos plausiveis sdo aqueles ilustrados na figura 2.5, denomina-
dos de modelos generalizados de Maxwell e Kelvin-Voigt, formados pelas associagdes
em paralelo e em série de n modelos simples de Maxwell e Kelvin-Voigt, respectiva-
mente. A resposta fornecida por este modelo melhor se adequa a de um material real
viscoelastico quanto maior ¢ o valor que se toma para n, isto ¢, para uma situagao em
que n — oo. E claro que quanto maior o valor de n mais dificil se torna a computagio
dos coeficientes da equacdo (2.34). Este fato reforga a idéia de que a equacao hereditaria

¢ mais geral do que a forma diferencial, além de mais conveniente em uma analise real.

— W
. En Tin .
MW——
EI 771
MW—
Eo ™
Eo E, E,
I
— — |
0 0 7
?7() ?7] 7711

Figura 2.5: Modelos generalizados de Maxwell e Kelvin-Voigt

Qualquer que seja a escolha da forma empregada ¢ sempre possivel associar os

parametros reoldgicos p’s e ¢’s com as fungdes G(¢) e J(t) de relaxagdo e deformagéo
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lenta, respectivamente. Para isso toma-se a transformada de Laplace da equacdo (2.34):

N k
P () Tx5) — =D pe D0 5T (x:0) =
G (2.36)
Q) Blxis) — - >0 D0 B (x,0),
k=1 r=1
para P (s) e Q (s) definidos como
P(s)=Y "ps' e Q)= as' (2.37)
i=0 i=0

s a variavel de Laplace e T*~") (x,0) e E*~") (x, 0) designam a (k —r)-ésima derivada
de T (x,t) e E(x,t), em relagdo ao tempo, avaliadas em ¢ = 0. A transformada de
Laplace de (2.19) ¢

T =5G (s) E. (2.38)

Entdo, desde que

N k N k
Dy ST (x0) =) o ) sBH 7 (x;0) (2.39)
k=1 =1 k=1 =1

seja satisfeita, obtém-se a seguinte relagao

sG(s) = ) (2.40)

Ainda, como feito para a integral hereditaria, é possivel separar as tensdes ¢ defor-

magoes em suas partes desviatorias e volumétricas e trata-las separadamente.
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Capitulo 3

Método dos Elementos de Contorno:

Formulacao Quasi-Estatica

3.1 Equacao Integral no Continuo

De acordo com GURTIN e STERNBERG [8], defindo-se dois sistemas viscoelas-
ticos (u, p, b) e (u*, p*, b*), bidimensionais, homogéneos, isotropicos e isotérmicos,

cujos elementos

{ u(-t), p(t), b (1) € H(—00,00) ¢
u* (t), p*(t), b*(t) € H'(—00,00),

tais que satisfacam as equagdes governantes, ¢ possivel relaciond-los através da ex-

pressao
/T (x;t) x dE* (x;t) d2 = /T* (x;t) x dE (x;t) d€, (3.1)
Q Q

que define o Teorema da Reciprocidade Viscoelastica, na forma da convolugao de
Stieltjes, em todo o dominio do problema. Consequentemente, como descrito no apéndi-
ce A, substituindo as expressoes (2.3) e (2.5), da relagdo deformagao-deslocamento e
da equagdo de equilibrio estatico (termo inercial nulo), respectivamente, e procedendo

com as manipulagdes algébricas [27] necessarias, fazendo uso da relagdo (2.7) e da
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propriedade distributiva da convolu¢do de Stieltjes [8], chega-se a

o3 Gty (€xyar + [ )« du (6.3x:0) d2 =

J o (3.2)
/p;*j (&€, x;t) * du; (x;t) dI' + /bfj (& %) * duy (x; ) dS2,
F Q

onde £ e x sdo denominados de ponto fonte e campo, respectivamente e I' o contorno
do dominio 2. A aplicacdo, em um ponto & do dominio infinito 2 C €2*, de uma forca

de volume [22] definida por

b (& xit) = A(x—€) h(t) e (3.32)
ou em notacao indicial

b (6 xit) = A (x =€) h(1) by (3.3b)

transforma a ultima integral do lado direito (Eq.3.2) em

/A (x—&) h(t) 0;5*duj (x;t)dQY = /(%A(X—{) (R (t) * du; (x;t)] dS2
Q Q

- /%‘A(X—E) u; (x;t) dQ2

= u; (&), (3.4)

sendo A (x — &) a fungdo delta de Dirac, ¢,; o delta de Kronecker e e um vetor unitario,
na dire¢do da for¢ca de volume b*. Por fim, considerando a comuta¢do da integral de

Stieltjes, chega-se a equacao integral para deslocamentos viscoelasticos

u; (€;t) = /pj (x;t) * du; (§,%;1) dF+/bj (x;t) * duj; (§,%x;t) dS2

T Q
— [y ) < v (6.0 (3.5)
T

definida para os pontos internos ao dominio 2. Para estas, u* ¢ p* sdo as solugdes
fundamentais viscoelasticas, devidas a aplica¢do da forca unitaria em 2* de dimensao

infinita.
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A consideragdo do ponto fonte & no contorno I', através de um processo de limite
em que o raio € de um setor circular excluido tende a zero, conduz a equagdo integral

de contorno para deslocamentos viscoelasticos, definida por

u; (§t) «dCy; (&) = /pj (x;t) * duj; (§,x;t) dT

r

+/bj (x;) * dug; (&, x;t) dQ

Q
- [ oty 630 (3.6)
T
onde
Ciy(€51) = h(t) 8 + Ly [ o], (€x:8) ar (3.7)
r

£

e I'. é o contorno do setor circular. A equacio (3.7), diferente da utilizada pelos demais
trabalhos, ¢ avaliada temporalmente. Maiores explicacdes ndo sdo fornecidas acerca
desta diferenca, que, aparentemente, nao afeta o resultado final. De qualquer forma,
este trabalho opta por esta representacdo por acreditar estar mais de acordo com toda a
Teoria Viscoelastica.

Nota-se nas equacoes (3.5) e (3.6), que as derivadas foram aplicadas as solucdes
fundamentais ¢ ndo as fungdes vetoriais u e p, embora se saiba ser valida a comuta-
tividade das integrais de Stieltjes. A conveniéncia em se trabalhar desta forma reside
no fato de nao haver necessidade em requerer questoes de continuidade e diferenciabili-
dade das fungdes u e p, que sdo as incdgnitas procuradas; a mesma preocupacao nao
ocorre para as solu¢des fundamentais viscoelasticas, uma vez ser possivel encontrar, a
priori, fungdes analiticas em termos de exponenciais temporais, garantindo, assim, os

requisitos exigidos.

3.2 Solucoes Fundamentais Viscoelasticas

A grande dificuldade em se analisar um problema viscoelastico, através do Método
dos Elementos de Contorno, estd na constru¢ao das solugdes fundamentais u* e p*.
E sabivel que a literatura correspondente ndo emprega uma solugdo formalizada como

aquela aplicada aos problemas elasticos; ao contrario, utiliza a correspondéncia
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elastica-viscoelastica para a constru¢do destas. Embora notabilizada por sua pratici-
dade, principalmente quando do uso da transformada de Laplace, em muitos casos o
trabalho de transformacao e inversdao das solucdes de Kelvin pode se tornar bastante
fastidioso, de forma que procedimentos numéricos sejam necessarios para sua analise.
Na secdo referente aos procedimentos numéricos serdo comentados alguns deles. Por
ora, apresenta-se as solucdes encontradas na literatura e experienciadas neste trabalho,
finalizando a se¢do com a exposi¢do de uma nova, € mais precisa, versao das solugdes

fundamentais.

3.2.1 Solucoes fundamentais segundo Carini e DeDonato

Empregando o Principio da Correspondéncia, por meio da transformada de Laplace,
CARINI e DeDONATO [20] apresentam para o dominio bidimensional, estado plano
de deformacdes e estado plano de tensdes, as seguintes expressdes para o deslocamento

e a forca de superficie fundamentais:

tak . m+2n 1
m+2n Z Rl ak
uy; (§,x3t) = uj; (§,%x) |1+ Z m+2n - (3.8)

= (m+2n> m+2n 1+ Z l_F)l al*l

€
tag m+n 1
m-+n ( Z Ry ak
p;‘kj (57 X3 t) = p;kj (57 X) 1+ Z m+n 1 (39)

k=1 (m+n m+n 1+ Z l-Pl

obtidas a partir de modelos designados por SLS (Standard Linear Solids), que se
constituem de modelos generalizados de Kelvin-Voigt em série, ou de Maxwell em
paralelo, podendo, ou ndo, combinarem-se com uma mola e/ou um amortecedor
(dashpot). Os termos que aparecem nas equagdes sao definidos para uma quantidade m
de pardmetros representantes da parte volumétrica e n parametros da parte desviatoria.
Suas expressdes estao definidas na secao B.1 do Apéndice B.

Nota-se nas expressoes (3.8) e (3.9), acima, a complexidade de sua forma. A
substitui¢do dos termos definidos em apéndice mostra, também, outro inconveniente:

sua extensdo. SYNGELLAKIS [19] alerta ao leitor sobre inconveniéncias em se
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trabalhar com estas equagdes quando se deseja uma andlise viscoelastica por modelos
simples, mas ndo as pormenoriza, de forma que nao se sabe, além do que esta aparente,
de que tipo sdo. Pelas experiéncias alcancadas durante a execucao deste trabalho, pode-
se observar o surgimento de expressdes em arco-tangentes € integrais exponenciais na
avaliagdo analitica das componentes das matrizes C e G, e uma indeterminagdo na
avaliagdo das componentes da matriz H. Estas dificuldades encontradas motivaram o

abandono desta solugao.

3.2.2 Solucoes fundamentais segundo Syngellakis

Para uma analise através de um modelo mais simples, diga-se um modelo de trés
parametros, ou modelo de Boltzmann, representado por uma mola em série com um

modelo de Kelvin-Voigt (Fig.3.1), pode-se obter solugdes fundamentais viscoeldsticas

E,
E VT
0
WY —
1]
17

N

Figura 3.1: Modelo reoldgico de Boltzmann para um sélido viscoeléstico

mais simples. A construgdo das solucdes fundamentais viscoelasticas, recomendada por
SYNGELLAKIS [19], toma as solugdes elasticas reescritas nas formas

0 (6:3) = T (€30 + [l (63 (3.10)
o
P (63 = =0 f5 (6.5 + T o (€.%), G0
sendo
1 (&,x) = _5]8;:(” (3.12)
gl (6.%) =~ (3.13)

26



CAPITULO 3. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO: FORMULACAO
QUASI-ESTATICA

or
Z(E;X) =~ dnr (rimg —r n;) — 5ija_n (3.14)
e
rir;or
g (€:%) = 22 (3.15)

Complementando as equacdes (3.10) e (3.11), a teoria da elasticidade valida a seguinte
relagdo entre o coeficiente de Poisson v, o modulo volumétrico K e o coeficiente de
Lamé p:
v = lw (3.16)
23K +u
A equagdo constitutiva viscoelastica geral, separada em suas partes desviatoria e
volumétrica, respectivamente, ¢ definida pelas equacdes (2.25) e (2.26), onde os
pardmetros viscoelasticos G1(t) e Ga(t) se relacionam com p (t) e K (t) através das
expressoes (2.29) e (2.30). Para a analise desejada, assume-se que a fun¢do K (t) esteja
definida pelo modulo volumétrico elastico Ky, e que u (t) seja definida pelo modelo

escolhido, resultando na expressao

p(t) =20 (g + e ), (3.17)

_#2

obtida da solugdo da equacdo diferencial do modelo reoldgico. Os valores de 1 € jiq

correspondem as duas molas existentes no modelo e
I
o =g+ € B=722, (3.18)

com 7 o coeficiente de viscosidade do amortecedor e 5 o tempo de relaxacao.
Tomando, entdo, as transformadas de Laplace das solugdes elasticas, acha-se
u;(j (57 X) p:] (Ea X) i

ai}(ﬁ,x;s):T e p;.;.(g,x;s):T, (3.19)

o mesmo ¢ feito para a equacdo constitutiva viscoelastica e a funcao de relaxacao desvi-

atoria p (t), encontrando-se

’ —

0y (8) =257 (s) &5 (s), O (s)=3sK(s) &xr(5) (3.20)

ij
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Loyl (o
/N$_Mz<5+@+507 (3-21)

respectivamente. O passo seguinte € aplicar o Principio da Correspondéncia as

constantes elasticas da solugao fundamental u*, obtendo-se as expressoes

(o) — 2 [3K (s) — T (s)] o B (e — 2[3K()+ﬁ()]
ST o S e T A Y £ SR ) R
para o estado plano de deformagdes e

0" (g) — 15K (s) + 8/ (s) e BV(s) — 9K (s)

PO smeprere] ¢ T VT smepreae] O

para o estado plano de tensdes. Analogamente, tém-se para p*, estado plano de defor-

magcoes,

—_— 671 (s) _ 2 [3K (s) + ()]
AT () = [BK (s) + 47 (s)]

e estado plano de tensoes,

" (g) — 3K (s) +4u(s) o B (s) —
A ()728 3K (s)+pa(s)] B () = K o(s)] (3-23)

—

Prosseguindo com a construgio das solugdes desejadas, as expressdes de K (s) e i (s)
sdo substituidas nas equagdes (3.22), (3.23), (3.24), (3.25) e realizadas as operagdes al-
gébricas convenientes para que se possa efetuar a transformada inversa destas, obtendo-

se, no dominio do tempo, as expressoes finais de

u; (€,%5t) = (bor — bie ™) [fij (€, %) + 945 (€, %)] +
(502 — 526_62t) [fij (€,%) — g5 (€,%)] (3.26)

Py (§,x5t) = [ao (1 — 67’83t) + a1€7’83t] fij (§,x) +
[aoz (1 — 67531&) + a2€7’33t} 95 (§,%), (3.27)

para as quais os termos estao definidos na secao B.2 do Apéndice B.
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3.2.3 Solucées fundamentais segundo Sternberg e Al-Khozaie

A solucao empregada neste trabalho, diferentemente das apresentadas, ndo utiliza
o Principio da Correspondéncia na sua geracdo e, tdo pouco, a solugdo elastica bidi-
mensional como ponto de partida. O processo adotado para sua geragao € 0 processo
classico de solucao de um sistema de equagdes diferenciais de valor de contorno e inicial

singular definida pela expressao
p(t)xd V2a* (x;6) + [N+ p] () *d V (V -u*) (x;1) + b* (x;¢) =0, (3.28)

para uma forca de volume concentrada em um ponto &, de uma esfera de dimensdes
infinitas. STERNBERG e AL-KHOZALIE [43] definem este sistema de equagdes (3.28)
como uma generalizagcdo da equacao de Navier para problemas viscoelasticos e fornecem
como solucdo Unica do problema as seguintes expressoes para os deslocamentos e as

tensoes tridimensionais :

1 ali ali
uy (€x:0) = g {20 (1) [du+ 5| +3Q1 () 8 — 5] . (329)
e
TaT; ’I“j _
ohii (€, x3t) = 8;?;3 { o 20 =3Q:(0]+ } (3.30)
Q2 (t) [6airj + 0aj i — 04570l
onde define-se
r =t = Vi (3.31)
e
Ji(t) =Gt (t), (3.32)
Q1 (1) =[2G (t) + G ()], (3.33)
Q2 (t) = Q1 (t) x dG1 (1), (3.34)

como de classe de Heaviside, validas em (—o00,00), como definigdo apresentada na
subsecdo 2.3.1 para as propriedades da convolugdo de Stieltjes.
Para a bidimensionaliza¢do da equagdo (3.29) ¢ empregado o mesmo procedimento

utilizado para solugao elastica [27], no qual se faz necessaria a integragao do desloca-
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mento fundamental, subtraido de um movimento de corpo rigido, em relagdo a coorde-

nada x3. Portanto, de acordo com defini¢do em [27], pode-se escrever que

azw' (£a X5 t) = u;i (57 X t) - aj;z (Ev X, t)

1 1 To Ti
2.7, () {5%. <;—;>+ S }+

1
- , (3.35)
8 .
s 3@1 (t) |:5ai (% _ i) _ Ta T1:|

T 73

sendo
F=(r2+1)". (3.36)

Efetuando a integragdo de @, (&, x;t) (eq. 3.35) com respeito a 3, no intervalo (—oo, 00),

1 .
parar = (r? 4+ r2)2, obtém-se o seguinte deslocamento fundamental:

s (€,x;5t) = i {24 @) [rari —In(r) 0ai] —3Q1 (t) [rar:+1In(r)dal}. (3.37)

A relacdo deformacao-deslocamento, a partir da equacao (3.37), fornece

52‘“»3. (&,x;t) 1 { 201 (t) [1abij —2rrim ] —

(3.38)
3 Ql (t) (T:a 52']' + T 5aj + T,j 5ai -2 Tal,i 7‘7]')

- dr

e, consequentemente, pela equagao constitutiva (2.19), a tensdo fundamental

ot (€ x51) = — { 3Q2(t) = 2h(0)] @rarir) + } (3.39)

Cdwr | 30, (1) (radiyj —7rida; —7T;04i)

Por fim, chega-se a for¢a de superficie fundamental a partir do principio da tensao de

Euler e Cauchy

or

b (€ 1) = —— B0 Brara=a) =ah{B) rard gt g 4,

dmr +3Q2 (t) (ran, —r;ng)

O processo adotado para obtengdo da solucao bidimensional de STERNBERG e AL-
KHOZALIE [43] faz uso, apenas, de conceitos fisicos, sem maior rigor matematico ao
qual ¢ submetida a solu¢ao tridimensional. Contudo, quando posta em comparagao com
as solucdes construidas com o Principio da Correspondéncia, verifica-se a igualdade de
seus termos. STERNBERG e AL-KHOZAIE [43] também fazem comentério andlogo
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quanto as expressoes (3.29) e (3.30), mas alertam quanto a ndo validagdo do Teorema 1
(Apéndice C), quando se faz uso da Correspondéncia Elastica-Viscoelastica. Segundo
estes, ¢ deste teorema que procede o significado fisico intrinseco do estado singular
viscoelastico em questdo. De qualquer forma, as solu¢des apresentadas para trés e duas
dimensdes possuem uma forma mais elegante e compacta que as demais apresentadas,
facilitando sua manipulacdao nas avaliagdes do método. De outra forma, parece que
assim tem-se uma solucao genuinamente viscoelastica e tdo geral quanto as expressoes
(3.8) e (3.9).

Uma pequena modificagdo na fungéo GG, (¢) permite a transformagdo do estado plano
de deformagdo para o estado plano de tensdo. Esta modificacao ¢ verificada a partir da

aplicacdo do Principio da Correspondéncia ao coeficiente de Lamé eléstico [28]

2\

N= " 3.41

(A +2p) (41
no estado plano de tensdo. Novamente, A e ;4 sdo os coeficientes de Lamé elasticos, no
estado plano de deformacdo e ; = ji. Desta forma, basta que se considere o seguinte,

no dominio de Laplace:

~ _ Gl (S) [4@2 — él} (S)

G (s) Gat2G] (5) (3.42)

onde G (s) representa a transformada da parte volumétrica da fungdo de relaxagdo no

estado plano de tensdo.

3.3 Tensoes no Dominio

Semelhante ao processo descrito em [27], as tensdes viscoelasticas em pontos no
dominio podem ser obtidas por meio da equagdo constitutiva (eq. 2.19) bastando, para
isso, calcular as deformacdes E através da derivada dos deslocamentos em pontos inter-
nos (eq. 3.5), em relagdo as coordenadas do ponto fonte £. As solugdes viscoelésticas
bidimensionais (egs. 3.37 e 3.40) obtidas a partir das solugdes de STERNBERG e AL-
KHOZAIE [43] (egs. 3.29 e 3.30) sdo usadas neste processo. A expressao resultante

¢

0, (&) = / P () % duy (€, £) dT — / wr (x; £) % dply (€% 1) dT, (3.43)

r T
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B 1
 4nr

onde

u;‘jk (57 X t)

3Qs (t)

2G (1)

\

2h (t) [2rr 57 1] —
3Q (t) [2r 7 7 — 76k + 7 0i — 7 0]

} (3.44)
or \
m|

8T,ir,jr,k + 27",;66@7
_2T,i5jk — 27”,]'(5%

I

A fung¢@o temporal Q3 (t) é definida como:

2 (rr jng — T NG — 7T RN) +
| (301, + 10 — 3nkdi;) . (3.45)
[ or
(87“71'7‘7]'7‘7;9 — T,iéjk — T}j(sik) 8_71_
i Tk (rymj + 7"JTLZ‘) — nk&j )
(3.46)

O apéndice D mostra todas as etapas do processo de obtencao da equagdo (3.43).

3.4 Tensoes no Contorno

Da mesma forma que [27], obtém—se as tensdes no contorno a partir do conhe-

cimento das forgas de superficie e deslocamentos nodais. As expressdes sdo, inicial-

mente, obtidas no referencial local ao elemento do contorno e, posteriormente, transfor-

madas para o sistema de referéncia global. As tensdes finais, no referencial global, sao

definidas, matricialmente, por:

o (x;t) =
3 2 3 2 u}
WO pop o pre ren ozl ead® by
34 142 142 112 142 u2
L2 -3 —L,0%2 I3 :
Ug
[fa () +2h ()] L3Ly + h(t) L3 fo(t) L3 —h(t) Ly L2

h(t) LY — fa(t) LiL3
fa(t) L3 —h(t) L3Ls

3

h(t) L3 — fo(t) [2L, | *d {p}
o (8) + 20 (8)] Ll +h(r) 3] P2
(3.47)
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onde L; e L, sdo as projegdes do comprimento L do elemento nos eixos de referéncia

global, ¢
i (t) = 2G) (1) + 4Qy () * dGy () — Qs (1) (3.48)
e
f2(t) = h(t) = 3Q2 (). (3.49)

Todo o processo ¢ relatado no apéndice E.

3.5 Procedimentos Numéricos

Para iniciar este topico sobre os procedimentos numéricos adotados pelo método
dos Elementos de Contorno neste trabalho, cabe aqui um rapido comentario quanto as
analises encontradas na literatura. Em sumo, o sistema de equagdes integrais do método
¢ avaliado de trés formas distintas, quais sejam: no tempo, com solugdes fundamentais
temporais; no tempo, com solugdes fundamentais no dominio transformado de Laplace,
como fungdes de ponderagdo do esquema numérico de integracdo [21], [31] e [32]; no
dominio de Laplace, com inversdo numérica das solugdes finais [15] e [41]. Em todos
os casos, o Principio da Correspondéncia ¢ utilizado para geracao da versdo viscoelas-
tica das solugdes empregadas. Para a analise desenvolvida neste trabalho ¢ adotado o
esquema de analise no tempo, com solugdes temporais.

A questdao que demanda maior atengdo nesta andlise € a avaliacdo das convolugdes
temporais e da histdria das variaveis envolvidas no comportamento viscoelastico, visto
que a discretizagao dos sistemas (3.5) e (3.6), quanto a variagdo no espago, segue as mes-
mas premissas numéricas adotadas para o problema elastico [27]. Assim sendo, e por
simplicidade numérica, adotam-se elementos lineares para interpolacao das variaveis no
contorno; avaliacdo numérica das integrais ndo singulares, através da quadratura Gaus-
siana e avaliacdo analitica das integrais singulares. Para o tempo, os comentarios a
seguir apresentam alguns esquemas numéricos encontrados na literatura e experiencia-

dos neste trabalho.

3.5.1 Métodos numéricos para avaliaciao das convoluc¢oes

SIM e KWAK [29] recomendam, para a resolucao das integrais temporais, uma dis-

cretizagdo do intervalo de tempo [0, t|, em pontos 7,, = n At, paran € N, equidistantes
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de um passo At. Sem perda de generalidade, as integrais na equagdo (3.6) podem ser
postas em equivaléncia com a soma de duas integrais efetuadas em dois subintervalos de
[0,T,], ouseja, [0,7,,_1) e [T,,—1,T,]. No primeiro intervalo sdo computadas as integrais
dos valores conhecidos em instantes anteriores, correspondendo a historia passada das
solicitacdes e deslocamentos sofridos; no segundo intervalo, referente aos acontecimen-
tos atuais, determinam-se as incognitas do problema. As fungdes temporais incognitas

sdo interpoladas por fungdes constantes no tempo, representadas por

( N
u(t) = ; u™,, (t),
N
p(t) = Ezllp”wn (t), (3.50)
%(t):{ 1, se (n—1)4t<t<nAt }
\ 0, para os demais casos

e as integrais resultantes avaliadas analiticamente.

Ainda que esta interpretacdo numérica fornega valores satisfatérios [29], LEE e
WESTMANN [30] advertem que esta estratégia numérica, também aplicada a proble-
mas de elastodindmica, poroelasticidade, consolidacdo e transferéncia de calor, conduz
a resultados numéricos muito sensiveis ao tamanho do passo de tempo. Por esta razao
sugerem outra abordagem das integrais temporais, através de quadraturas numéricas de
ordem elevadas, adotando o método de Simpson Modificado, por julgarem o mais efi-
ciente dos métodos experimentados. Segundo os mesmos, esta interpretagdo também
conduz a uma melhor modelagem dos acontecimentos passados. Entdo, considerando

as seguintes transformacgdes das convolu¢des da equagdo (3.6):

t

u; (x;t) wdpj; (€, %;1) = pjj; (§,%30) vy (X;t)+/uj (x;t — 7) py; (§,%;7) dr (3.51)

0

pj (x3t)*dug; (§,x5t) = uj; (€,%;0) p; (x58)+ / pj (x5t —7) 5 (§,%x;7) dr, (3.52)
0

conforme propriedade descrita na tabela 2.1 (pagina 17), para b = 0; a aplica¢ao do

método, de acordo com LEE ¢ WESTMANN [30] reescreve as convolugdes transfor-
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madas (eqs. 3.51 e 3.52) das seguintes formas discretizadas:

pi; (€,%;0) uj (x;nAt) + Z At Wy uj (%, (0 —m) At) p;; (€,%x;mAL) (3.53)

m=0

n
Uz} (57 X, O) pj (X;nAt) + Z At Wn,m pj (X; (n - m) At) u;kj (£7 X3 mAt)a (354)
m=0
para n > ¢, onde ¢ € um inteiro fixo. Nas expressoes discretizadas, w,, ,, representa
as constantes referentes ao método de integracdo; n o instante atual e m o instante de
avaliacdo, e

op: (€,x;t Ouj; (x5t
pi; (&, x;7) = {—p” (gtx )} ) ety (&,x;7) = {—u g&tx q K (3.55)

sendo o0 mesmo valido para pj; (§,x;mAt) e u}; (§,x;mAt). Separando os termos
conhecidos dos a serem avaliados, as discretizagdes (eqs. 3.53 e 3.54) transformam-se

cm:

u; (x;nAt) [p; (€,%;0) + At wyop; (€,%;0)] (3.56)

p; (xsnA) [uf; (€,%;0) + At w0t} (€,%;0)], (3.57)

para computagdo das incognitas do problema. Os demais termos conhecidos com-
pordo o vetor da historia conhecida do comportamento R; (§,x; (n — 1) At), definido
no Apéndice F. Os valores de w,, o serdo iguais a 1/3 ¢ 3/8, quandon # 3 en = 3,
respectivamente. pj; (§,%;0) e i}; (§,%;0) seguem a mesma idéia de (3.55).

O método de Simpson Modificado [30] gera um niimero grande de parcelas a ser
considerado no processo numérico e requer, além de um passo At reduzido, uma ini-
cializagdo por meio do método do Trapézio. Este processo, aplicado a esta analise, nao
forneceu resultados aceitaveis, e necessitou de um passo muito pequeno para apresentar
resultados que antevisse o comportamento de deformacao lenta esperado. Nao se sabe
se o uso de algum procedimento numérico na abordagem das variaveis espaciais influ-
enciou o insucesso do método; de qualquer forma, os maus resultados bastaram para a

procura de métodos mais eficientes.
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Uma solugdo eficiente encontrada, para andlise no tempo destas integrais, foi o uso
da Quadratura Gaussiana. Para tanto, através de uma partigdo do intervalo [0,¢] em
N partes iguais, uma interpolagdo linear no tempo das variaveis envolvidas, pode ser

escrita da seguinte forma, para (n — 1) At < ¢ < nAt, por exemplo:

uj (x5t) = u" A (x) Py + Ul (x) Py (3.58)

p; (xit) = pi" VA (%) gy + A (x) W, (3.59)

sendo v, e 1, as funcdes de interpolagdo referidas. Substituindo, entdo, as variaveis
interpoladas nas transformagdes definidas em (3.51) e (3.52) e operando mudanga nos

limites de integracdo, tém-se:

A 1-—
pi; (£,%;0) NAt +Z ;/pw [ﬁ X; ( 5 VnAt)} Pydy
%1
1

At [ 1-—
02 [ o (137

-1

nAt) 1 Podry

(3.60)

N 1
0 (€3:0) 1 00+ 34 00 G [ [ (S5 | vy

+pjA (%) Azt / i [E X; (

-1

%At)] Yoy 3,

(3.61)

onde v representa as coordenadas naturais e n o instante atual de avaliagcdo. Os valores
ug-n_l)m e pgn_l)m sdo conhecidos em um instante anterior ao instante atual avaliado,
em outras palavras, estes valores representam a historia passada do comportamento vis-
coelastico estudado. Para avaliagdo das integrais resultantes do processo, a quadratura
Gaussiana ¢ aplicada satisfatoriamente. Para modelos reoldgicos simples, também ¢

valida a avaliagdo analitica das integrais, fornecendo bons resultados para um custo
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computacional pequeno.
O uso de fungdes interpolantes lineares para as variaveis no tempo produz o seguinte

sistema final:

ATFAL AL AL |t (3.62)

onde A ¢é a matriz dos coeficientes, x o vetor das variaveis, y o vetor dos valores
prescritos e r o vetor da histdria viscoeldstica conhecida. Diferente das expressdes tra-
balhosas obtidas para r pelo método de Simpson modificado, esta abordagem reduz suas
componentes a apenas uma Unica integral, a ser avaliada em cada passo de tempo. Os
resultados obtidos, aliados a simplicidade na implementagdao computacional € o custo

final, mostram que esta abordagem ¢ mais satisfatoria que as anteriores apresentadas.

3.5.2 Método incremental para avaliagio das convolucoes

temporais

Uma forma alternativa para a abordagem destas integrais ¢ baseada na constru¢do
da equacdo constitutiva hereditaria, comentada por FLUGGE [7] e apresentada na sub-
se¢do 2.3.1 deste trabalho. Neste processo, entende-se que as convolugdes das equagdes
integrais (3.5) e (3.6) podem ser reescritas como uma superposicao de incrementos de

p ou de u, aplicados em intervalos de tempo constantes. Assim sendo, tém-se:
p;j (& x;1) * du; (x,t) =~ U (x,0) p:j (&,x;t) +
N
m=1
uyy (& x3t) * dpy (x,t) = p;(x,0) uj; (§,xt) +

N
D Ap; (Xitm) uly (€% — t). (3.64)
m=1

Desta forma, o sistema final, apds a consideragao dos valores prescritos € escrito como

AnXO+ZAn_mAXm:y0+ZAym, n=0,1,2,...,N, (365)

m=1 m=1
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onde NV é o numero total de incrementos, n o instante atual ¢ m o instante de avali-
acdo. A equacado (3.65) pode ser bem mais custosa computacionalmente, dependendo
da variagdo no tempo que as fungdes u e p possam ter. Entretanto, a consideragao
da histéria do comportamento ¢ automaticamente atendida neste processo, nao ficando

davidas sobre o procedimendo executado.
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Capitulo 4
Exemplos Numéricos

Para verificacao da formulagdo quasi-estatica desenvolvida, este capitulo apresenta
os resultados numéricos obtidos nas andlises dos problemas selecionados na literatura.
Basicamente, dois modelos reologicos distintos, para a representacdo do comporta-
mento viscoelastico, sdo empregados. O primeiro, € o mais simples, ¢ um solido de
trés parametros (Fig. 3.1), cuja fungdo de relaxagdo, que caracteriza a parte desviatoria,
¢ definida em [29] por:

p(t) =G [a+(1—a)e ], 4.1)

sendo GG 0 modulo transversal da mola, & uma constante e 3 o tempo de relaxacdo. O
outro modelo, fornecido por CHRISTENSEN [9], caracteriza a parte desviatdria através

da seguinte funcao de relaxacao:
N=8
p(t)=Go+ > Gt (4.2)
j=1

onde 3; = 1/t;. Os valores dos respectivos parametros sdo encontrados nas tabelas 4.1
e4.2.

Tabela 4.1: Modelo 1
G (kN/em?) | K (kN/em?) | o | B (1/s)
480 1280 0,25 | 0,40

Para finalizar essa apresentagdo inicial, ilustram-se nas figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 as

variagdes das tensdes ou deslocamentos utilizados nas analises.
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Tabela 4.2: Modelo 2

[ G (bNJem?) | 1 (5)

0 500 -

1 997 1.5x 107°
2 538 1.5 x 1074
3 494 1.5 x 1073
4 392 1.5 x 1072
5 306 1.5 x 1071
6 154 1.5

7 119 1.5 x 10

8 20 1.5 x 102

uwpi

Uo,Po

O

Figura 4.1: Variagdo da solicitacado tipo 1

u,ph

Uo,Po

— Y

O

1

Figura 4.2: Variacao da solicitagdo tipo 2
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Figura 4.3: Variacao da solicitagdo tipo 3

Figura 4.4: Varia¢ao da solicitacdo tipo 4
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4.1 Tubo de Parede Espessa Submetido a:

4.1.1 Pressao interna

O primeiro problema a ser analisado ¢ um caso de estado plano de deformacdo
envolvendo um tubo de parede espessa, com raios interno b € externo a, respectivamente,
iguais a 50 cm e 100 cm (figura 4.5). Em todos os nos do contorno interno € prescrita
uma presso, de valor maximo py = 10 kN/cm?, que pode variar, ao longo do tempo,

conforme as figuras 4.1,4.2,4.3 e 4.4.

a/ p r

<))

Figura 4.5: Tubo de parede espessa

De acordo com Fliigge [7], as expressOes analiticas elasticas para o deslocamento e

as tensoes, em coordenadas cilindricas, sdo:

(1+v)pb? a?
r 1-2 — 4.3
w= o= 2) ] (43)
€
pb? a® pb? a®
=gt ¢ = aopltt ol (44

onde os pardmetros elasticos v e E sdo, respectivamente, o coeficiente de Poisson e o
modulo de Young. As expressdes analiticas para os modelos viscoelasticos adotados
podem ser obtidas através do Principio da Correspondéncia. Sabe-se que neste processo
os parametros elasticos sao substituidos pelos correspondentes viscoelasticos, portanto,
somente as tensoes (eq. 4.4) permanecerdo as mesmas apos a aplicacdo do principio.

Para o deslocamento radial, considerando uma carga do tipo 1 (fig. 4.1), por exemplo,
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tem-se
tB (3k + Ga)
it | Tl kG Lo 1),
u, (t) 2 3k + Ga 3k+G  3k+ Ga
(a® — b?) 2 ; 5
—tBa _ B
+2Goz7" [oze tl-e }

(4.5)

Resultados semelhantes ao da equagdo (4.5) podem ser obtidos para as demais histdrias
de carregamento (figs. 4.2, 4.3 ¢ 4.4), como apresentadas no apéndice G.

A analise numérica do cilindro ¢ realizada em coordenadas cartesianas retangu-
lares, coincidindo a origem dos eixos com o centro geométrico da se¢do transversal
do sélido. Devido a sua simetria, considera-se apenas 1/4 do cilindro para a forma
discretizada, que ¢ efetuada para 22 nos e 44 nés no contorno. Os resultados obtidos
para estas discretiza¢des sdo plotados para o nd funcional N1 (100,0). Inicialmente,
sdo apresentadas algumas comparagdes entre os métodos adotados e as variacdes das
historias aplicadas, levando em conta o uso da equagdo (4.1) na caracterizagao da parte
desviatoria (modelo 1), apenas. Resultados posteriores mostram o comportamento vis-
coelastico para outros modelos, que tomam a equacdo (4.1) para caracterizacao da parte
volumétrica (modelo 2), somente, e para parte volumétrica e desviatoria (modelo 3),
usando os mesmos valores descritos na tabela 4.1. Ainda, adota-se para a parte desvi-
atoria o modelo representado pela equacdo (4.2) (modelo 4).

A figura 4.6 mostra os deslocamentos obtidos pelo método de Simpson modificado.
Para este, dois valores sdo necessarios para inicid-lo: um no instante ¢,, computado
elasticamente e outro no instante ;. Neste ultimo instante, o valor ¢ obtido pelo método
do Trapézio, computando 10 instantes de tempo, com incrementos de 0, 01s. A partir
destes, o método de Simpson computa todos os demais valores até um total de 1000
instantes de tempo, com incrementos de 0, 1s. Observa-se na figura 4.6 que os resul-
tados sdo aceitaveis até o instante de 8, 2s, aproximadamente, quando o sistema perde
estabilidade. Resultados para incrementos menores e para discretizagcdes mais refinadas
nao foram computados, pois o custo necessario ¢ a qualidade dos valores obtidos nao
fariam frente aos alcancados pelos demais métodos que serdo apresentados.

Para comprovar esta assertiva, as figuras seguintes ilustram o comportamento dos
resultados alcancados pelos métodos de integracdo numérica, através da quadratura
Gaussiana; de integracdo analitica e incremental. Os primeiros resultados ilustrados
(figs. 4.7 e 4.8) comparam a influéncia da quantidade de pontos de Gauss no comporta-

mento dos deslocamentos, nas configuragdes de 22 e 44 elementos no contorno.
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Figura 4.6: Comparagdo entre os valores obtidos pela andlise analitica e a numérica para
22 e 44 elementos, empregando o método de Simpson Modificado

De acordo com os resultados, observa-se uma melhora quando se adota quantidades
maiores ou iguais a 6 pontos de Gauss. A melhora também ¢ nitida na configuragao mais
refinada. Para esta estratégia de integragdo numérica das parcelas temporais, nota-se
todo o fendmeno de creep, desde o salto elastico até ao patamar correspondente ao valor
do deslocamento parat — oco. A figura 4.9 compara os deslocamentos alcangados pelos
métodos de integracao numérica por Gauss, de integracdo analitica e o incremental, para
a configuragdo de 44 elementos. Nesta ilustracdo, os resultados alcangados comprovam

a eficiéncia dos trés métodos.
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Figura 4.7: Influéncia do nimero de pontos de Gauss nos deslocamentos obtidos pela
configuracdo de 22 elementos
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Figura 4.8: Influéncia do nimero de pontos de Gauss nos deslocamentos obtidos pela
configuragao de 44 elementos
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16
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—— Solugéo Analitica
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Método numérico - 12 pontos de Gauss
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Figura 4.9: Comparagdo dos resultados alcancados pelos métodos de integracao
numérica (Gauss), analitica e incremental

Para finalizar esta analise, apresentam-se nas figuras seguintes os resultados alcanca-
dos pelo método incremental para as diversas variagdes temporais de pressdo empre-
gadas (figs. 4.2, 4.3 e 4.4), com valores de t; = 50s, t = 150s e t3 = 200s, e para
os demais modelos reolégicos adotados para a representacao viscoelastica. Nas figuras
4.10, 4.11 e 4.12, atenta-se para o comportamento de creep do tubo apos sua despres-
surizagdo. A figura 4.16 confronta as diferentes historias de deslocamentos obtidos para
os modelos viscoelasticos ja comentados.

Notar-se-a pelos exemplos apresentados, e pelos que ainda serdo apresentados, a
maior énfase nos resultados obtidos pelo método incremental. Deve-se isto ao fato de
que sua forma e sua implementacao numérica apresentaram uma maior simplicidade
em relagdo aos demais, além do fato de ter eliminado duavidas referentes a memoria

viscoelastica de cada variavel envolvida na formulacgao.
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Figura 4.10: Deslocamentos viscoelasticos obtidos para a solicitagdo tipo 2 (fig. 4.2)
usando o método incremental
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Figura 4.11: Deslocamentos viscoelasticos obtidos para a solicitagdo tipo 3 (fig. 4.3)
usando o método incremental
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Figura 4.12: Deslocamentos viscoelasticos obtidos para a solicitacdo tipo 4 (fig. 4.4)
usando o método incremental
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Figura 4.13: Comparacdo entre os modelos viscoelasticos adotados usando o método
incremental
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4.1.2 Deslocamento externo

Continuando com a analise do tubo, com as caracteristicas geométricas ja descritas,
prescreve-se, agora, deslocamentos radiais, de valor méximo uy = lem, em todos os
no6s funcionais do contorno externo. Adota-se, para esta prescrigdo, as mesmas historias
utilizadas pelo caso da pressao prescrita. A figura 4.14 mostra o comportamento de
relaxacd@o das tensdes obtidas para N1 (100, 0), aplicando os modelos 1, 2 e 3 na carac-
terizacdo viscoelastica do tubo. As respostas sdo obtidas para um tempo total de 100s,
com incrementos de 0, 1s. A discretizagdo empregada ¢ a de 44 elementos no con-

torno e a historia dos deslocamentos, aquela representada pela figura 4.1. A figura 4.15

20 4 ——Modelo viscoelastico 1
—— Modelo viscoelastico 2
101 Modelo viscoelastico 3

0 T T T T T T T T T 1
00 100 200 300 400 500 600 700 8,0 90 1000

Tempo

Figura 4.14: Comparagao das historias das tensdes para os modelos reologicos, basea-
dos no solido de trés parametros (modelo de Boltzmann)

mostra o comportamento das tensoes para o modelo reoldgico 4, empregando a mesma
discretizagcdo e a mesma historia de deslocamento.

Por fim, s3o representadas na figura 4.16 as historias das tensdes no n6 N1, para as
demais historias dos deslocamentos. Para esta, emprega-se a discretizacao de 44 ele-
mentos € o modelo viscoelastico 1. Também adotam-se 1000 instantes de tempo totais,
com incrementos de 0, 1s. Nesta e em todas as analises realizadas pelo método incre-
mental, as diferentes cargas ou deslocamentos foram aplicados a cada 5 incrementos de
0, 1s.

Os resultados dos proximos exemplos corroborardo os resultados ja apresentados e

0s comentarios feitos.
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Figura 4.15: Relaxagdo das tensdes para o modelo reoldgico 4
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Figura 4.16: Historias das tensdes para as historias prescritas de deslocamentos (figs.
4.2,4.3 e 4.4) para o modelo reologico 1
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4.2 Viga Bi-apoiada Submetida a Carregamento

Uniformemente Distribuido

Para este segundo problema, extraido do livro do TIMOSHENKO e¢ GOODIER
[44], uma viga bi-apoiada com as seguintes caracteristicas geométricas: ¢ = 10cm e
L = 100 em (fig. 4.17), é submetida a um carregamento uniformemente distribuido,

de valor maximo gy = 1kN/m, variando conforme as figuras 4.1, 4.2, 4.3 ¢ 4.4. As

|

SN

| |

\ L L \

Figura 4.17: Viga bi-apoiada submetida a um carregamento uniformemente distribuido

expressoes analiticas elasticas, para os deslocamentos horizontal e vertical, sdo encon-

tradas em [44] e descritas pelas seguintes expressoes

3 2 2 1 2
u= % {(L% — %) Y+ (§y3 — 502y> + vz <§y3 — ch + 503)}

e
4 2,2 2 4
9 JY Yy 23 2 .Y Y Loo
- 4 )L I 2 2oL L 2
! 2E1{12 2 +3cy+”{( )Tt 5”’”
g [L%® a' 1,, 1 2,2
2E][ 5 B 5cx+ 1+21/ cw

L oa {1 L2l (é . z)}
24 E1 5L2\5 2/’
sendo I, E e v, respectivamente, o momento de inércia, o médulo de Young e o co-
eficiente de Poisson. Novamente, as expressdes viscoelasticas sao construidas a partir
do Principio da Correspondéncia (Apéndice G). Assim como no exemplo do cilindro,
as tensdes deste problema também ndo se alteram na versao viscoelastica; € a variagao

da carga ¢ que conduz a variacao das tensdes no tempo. Resultados obtidos em pontos

internos comprovam esta assertiva.
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Dedocamentos

%00 f —— Solug&o analitica
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—— Integracéo analitica
10,0 1 Integrag&o numérica: 12 pontos de Gauss
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Figura 4.18: Comparagdo entre os métodos de integracdo das convolucdes temporais
aplicados a discretizacdo de 52 elementos no contorno com a solicita¢do do tipo 1 (fig.
4.1)

Para a analise deste caso em estado plano de tensdo, duas discretizagdes do con-
torno sdo realizadas: uma com 52 nos e outra com 244 nds no contorno, valendo-se
da simetria da viga em relagdo a eixo x. Para todos os resultados obtidos foi adotado
o modelo reoldgico 1. As figuras 4.18 e 4.19 mostram os deslocamentos maximos da
viga obtidos para o ponto nodal N(0,0). Nestas figuras ¢ realizada uma comparagdo
entre os métodos empregados para andlise das convolugdes temporais, utilizando um
tempo total de 1000 instantes de tempo e incrementos de 0, 1s. A qualidade ¢ verificada
por meio da comparagdo com a solugdo analitica do problema. Resultados andlogos
sdo obtidos com as duas discretizagdes para o ponto interno P (50, 0), como ilustram as
figuras 4.20 e 4.21. Por fim, ilustrando a afirmativa feita no primeiro paragrafo quanto
a variagdo das tensdes no tempo, a figura 4.22 mostra o comportamento para a solici-
tacdo do tipo 1 (fig. 4.1), comparando as duas discretizacdes adotadas, e a 4.23 mostra
0 comportamento para a solicitagao do tipo 2 (fig. 4.2), somente para a configuragdo de

244 elementos.
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Dedocamentos

100,0 4

/ —— Solugdo analitica
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—— Integrag&o analitica
10,0 Integragdio numérica: 12 pontos de Gauss
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Figura 4.19: Comparagdo entre os métodos de integracdo das convolugdes temporais
aplicados a discretizagdo de 244 elementos no contorno com a solicitagdo do tipo 1 (fig.

4.1)
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Figura 4.20: Deslocamentos na direcdo x, obtidos no ponto interno P, para as duas
discretizagdes e para as cargas dos tipos 1 e 2 (figs. 4.1 € 4.2)
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Deslocamentos

—— Discretizagdo de 52 elementos
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Figura 4.21: Deslocamentos na direcdo y, obtidos no ponto interno P, para as duas
discretizagdes e para as cargas dos tipos 1 e 2 (figs. 4.1 € 4.2)

45 A

Tensdes

25+ Tensdo em x - 52 ementos
204 Tens&o cisdhante - 52 elementos
Tensdo emy - 52 elementos
154
— — — — Tens@o em x - 244 elementos
1,0 A — — — — Tensio cisdhante - 244
elementos
05 1 — ———Tensdo emy - 244 elementos
0‘0 r T T T T T T T !
00 10,0 200 300 40,0 50,0 60,0 700 80,0 900 1000
-05
104 Tempo

Figura 4.22: Tensdes obtidas para o ponto P(50,0), com a carga do tipo 1 (fig. 4.1):
comparacdo entre as discretizagdes empregadas
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Tensdes
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Figura 4.23: Tensdes obtidas para o ponto P (50,0), com a carga do tipo 2 (fig. 4.2):
discretizagao de 244 elementos.

4.3 Viga Engastada Submetida a uma Solicitacao

Concentrada em seu Extremo Livre

4.3.1 For¢a concentrada

Neste exemplo, também extraido do livio do TIMOSHENKO e GOODIER [44],
uma viga engastada, com geometria ¢ = 10 cm e L = 100 cm, é submetida a uma forga

concentrada, de valor maximo P, = 1 kN, conforme ilustrado na figura 4.24. Para os

Figura 4.24: Viga engastada submetida a uma for¢a concentrada no bordo livre
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Figura 4.25: Comparagdo das historias dos deslocamentos, na dire¢do z, obtidos para
trés diferentes tempos de relaxagao

deslocamentos da viga, a Teoria Elastica [44] fornece as seguintes expressodes analiticas:

B Pz*y vPy? . Py PL? Pc (4.6)
Y= T%Er T 6Bl TeiG T \2E1 216)Y '
vPxy? Px* PL?¢ PL3?
V= "5Er T6EI  2EI 3ED (4.7)

que podem ser transformadas nas expressoes viscoelasticas, através do Principio da Cor-
respondéncia, a partir dos modelos reologicos adotados (Apéndice G); neste exemplo
somente o modelo 1 é empregado na analise.

Para a analise deste caso, em estado plano de tensdao, uma discretizagao com 100
nos funcionais no contorno € realizada. A avaliacdo numérica ¢ executada para 1000
instantes de tempo, com incrementos de 1s, adotando a variacdo da figura 4.1 para a
forca concentrada P (t). Os resultados obtidos mostram o comportamento lento dos
deslocamentos para o n6 N (0,0), e sdo plotados nas figuras 4.25 ¢ 4.26. Nestes re-
sultados observa-se uma comparacao do comportamento das curvas das histérias dos
deslocamentos para trés diferentes valores do tempo de relaxacdo /3.

4.3.2 Deslocamento concentrado

Para este caso ¢ analisado o comportamento das tensdes na viga, quando € solicitada

por um deslocamento na direcdo y, de valor maximo vy = 1,39 cm, no mesmo nd
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Dedocamentos

EXEMPLOS NUMERICOS
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Figura 4.26: Comparagdo das historias dos deslocamentos, na dire¢do y, obtidos para
trés diferentes tempos de relaxagdo

funcional de aplicagdo da forga concentrada. Neste estudo, tanto para a geometria,

quanto para a variagdo temporal, a discretizacdo e o nimero de instantes de tempo sao os

mesmos utilizados pelo estudo anterior. Os resultados obtidos, fazendo uso do modelo

1 e dos valores descritos na tabela 4.1 estdo plotados nas figuras 4.27 e 4.28.

Tensdes

—— Tens&o emx

00

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Tempo

Figura 4.27: Relaxa¢do das tensdes na direcio x
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Tensdes

——Tensdoemy
O T T T T T T T T T 1
0,0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
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Figura 4.28: Relaxacdo das tensdes na diregdo y
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Capitulo 5

Método dos Elementos de Contorno:

Formulacao Dinamica

5.1 Equaciao Integral no Continuo

O desenvolvimento das equagdes integrais para a analise dindmica segue as pre-
missas enunciadas no capitulo 3, pelas quais os dois sistemas viscoelasticos foram
definidos. Ainda assim, a fim de conferir completude a este capitulo, recorda-se que
os dois sistemas (u, p, b) e (u*, p*, b*) s@o supostos bidimensionais, homogéneos,

isotropicos e isotérmicos, com elementos

{ u(-t), p(t), b(-t) € H(—o00,00)
u’ ('7t) ) p* ('7t) ) b* ('7t> € Hl(_oov OO)a

tais que satisfagam as equacdes governantes enunciadas na se¢do 2.2. Para esta analise,
considera-se apenas a nulidade do termo inercial do sistema (u*, p*, b*), permitindo,
desta forma, a validade da generalizacdo quasi-estatica da equacdo de Navier (3.28), na
obtencdo das solugdes fundamentais requeridas.

As expressdes das equagdes integrais, discretizadas pelo Método dos Elementos de
Contorno, sdo obtidas pelo mesmo processo algébrico empregado para as expressdes

quasi-estaticas, a partir da reciprocidade viscoeldstica (3.1). Sendo assim, para b*
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definido pela equacdo (3.3a) e para b = 0, obtém-se

u; (&t) = /pj(X;t)*dej(&X;t) dF—/uj(X;t)*dp;Z(é,X;t) dl’

T T

—p/u'j (x;t) * duj; (§,x;t) dQ (5.1
Q

para as histérias dos deslocamentos dindmicos em pontos internos. Analogamente,

levando o ponto fonte para o contorno I', obtém-se

uj (§;1) x dCy; (&) = /pj(X;t)*du;’}(&X;t) dl’ —

T

/uj (x;t) * dpj; (§,%;1) dI' —

T

p [ (xit) e (€. x:) do (52)
Q

para as historias dos deslocamentos dindmicos nos nds funcionais do contorno. As
solugdes fundamentais presentes nas equacdes (5.1) e (5.2) sdo quasi-estaticas, de acordo
com a hipdtese assumida para o sistema representado por 2* U I'*. Serdo utilizadas,
nesta analise, as solu¢des bidimensionalizadas de STERNBERG e AL-KHOZAIE [43],
apresentadas na subsecdo 3.2.3.

O teorema da divergéncia, empregado na construcdo das equacdes integrais (5.1)
e (5.2), ndo ¢ capaz de transformar, para o contorno, a integral do termo inercial, que
devera ser avaliada, convenientemente, no dominio {2. Para o tempo, ha a alternativa
da simplificacdo de sua avaliagdo por meio da eliminacdo da convolucdo existente, bas-
tando, para isso, a aplicacdo do método da integracao por partes. Assim, pode-se obter

o0 seguinte:
iy (x;1) * dug; (§,x31) = uj; (&,%;0) iy (x;1) +
[ (%;8)] g iy (§,%51) =

aj (x;t) [y (6.x:t)] - (5.3)

Esta simplificagdo ndo serd empregada neste trabalho, devido ao fato de ser adotado,
para a avaliacdo desta integral, o método incremental discutido na se¢do 3.5. Como

esta estratégia numérica mostrou-se de facil implementacao, achou-se por bem manté-
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la nesta analise.

5.2 Procedimentos Numéricos

As estratégias numéricas descritas aqui dizem respeito somente a integracdo de
dominio e a marcha no tempo realizada no processo dinamico, uma vez que a avaliagao
das variaveis no contorno e das convolugdes ja foram tratadas no capitulo referente a
formulacdo quasi-estatica. Nesta etapa do trabalho, adotar-se-4 o método incremental
para a avaliacdo das convolugdes temporais das equagdes (5.1) e (5.2). Desta forma,

tém-se
u; (€;nAt) =
NElem pj X 0) (£7X7nAt> qbn—i_

2 /Z iapj (xim A, (€, (n—m) Ao, P

NElem . 2 | U% (x;0) py; (&, x;n At) ¢+

; F/; \ mEZ:IAU?(X;mAt) py; [€,%; (n — m) At] ¢, f -

vea 3 | Uz (x;0) uy; (&, x5 At) 9+ \
2 D i im0 g 6% —m) At [0

para a equacao (5.1), discretizada no tempo, no contorno e no dominio, e

u; (&0) Cyj (&, xn AL) + Y Ay (&mAt) Cyj [€,%; (n — m) At] =

Vet ; (0) u C(Exn A 6t
Z/ . ZAp (xsm A8 g, (€% (0 —m) A g, (O
NBiem [ (%;0) pjy (€ %1 A1) b+
2 / Z 3 A i A1) gy 6 (0 —m) A, (7
NCel . 3 : ;(;;0) ui; (&, % At) n,+
> / 20 S Ay eom A g [ (0 - m) A, (O G
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para a equagdo (5.2). Nas expressdes, n At (n =0,1,...,N) é o intervalo de tempo
corrente, atual; m At é o intervalo de tempo de avaliagdo; ¢, (k = 1,2) as fungdes de

forma.

5.2.1 Avaliacio da integral de dominio

A avaliagdo da integral de dominio ¢ realizada mediante o uso de células triangulares
lineares para a parametrizagdo dos pontos internos. A escolha desta técnica se justifica
pela experiéncia adquirida no desenvolvimento da tese de mestrado [45] do referido
autor e da possibilidade da execucdao de um procedimento de integracao semi-analitica
apresentada por TELLES [46].

Células triangulares lineares sdo definidas por meio de coordenadas de area (1, 175, 175)
[27] e [47], pelas quais qualquer ponto P do dominio destas ¢ determinado. A figura

5.1 ilustra esta afirmativa,

1

(1,0) "

Figura 5.1: Célula triangular linear

que pode ser expressada, matematicamente, por

AP
=S (5.6)

comi=1,2,3,7=2,3,1ek =3,1,2, onde o termo
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representa a subarea formada pelo ponto P e os vértices j e k, e

. b1a2 — b2a1
B 2

A (5.8)

a area total da célula. A figura 5.1 ndo mostra a coordenada 75, pois a mesma ¢ definida

como funcao das outras duas, segundo

ny=1—=mn; —n,. (5.9)

Os termos extras sao definidos por

a; = z¥ — ], (5.10)
by = a} — ak (5.11)
€

Sendo assim, qualquer variavel € reescrita como a soma de seus valores nos vértices
da célula, parametrizados pelas respectivas funcdes de interpolagao, como por exemplo,

para
U; = %1771 + U?Uz + U?Tl& (5.13)

5.2.1.1 Integracao singular

A técnica de integracao semi-analitica, apresentada por TELLES [46], ¢ uma estraté-
gia numérica eficaz na avaliacio de integrais singulares.  Neste processo a
singularidade existente ¢ removida por meio de uma avaliagao analitica, em coordenadas
polares (7, ), da integral de dominio. A dependéncia da variavel restante é avaliada nu-
mericamente por um processo qualquer, como a quadratura Gaussiana unidimensional.
Em CEZARIO [45], por exemplo, ¢ vista uma aplica¢do desta técnica na avaliagdo de
uma singularidade da ordem de % Neste trabalho, a singularidade ¢ mais fraca (da
ordem de In ), como pode ser vista na expressdo (3.37) da solugdo fundamental ;.

Na figura 5.2 esta ilustrada uma célula triangular singular, onde € possivel, através de
uma simples analise geométrica, obter as seguintes componentes de r» em coordenadas

polares:
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’o) = 5
A bscospragsen

=3

e
oy

Figura 5.2: Célula triangular singular

r
ry= e Cospery = 2 = sen P. (5.14)
r r

Apo6s uma transformagao de coordenadas da fungdo (5.6), todo ponto da célula passa a

ser parametrizado por

0,0 #¢

7 — ¢ " &y — 1

i (ryp) = n,+ — (b,cosp +a,senp), °n, = , 5.15

0; (1, ) = *n, + 57 (bocos g ©), o {u:g} (5.15)
de forma que a historia das aceleragdes analisada possa ser interpolada, nos vértices da
célula, como os deslocamentos na equagdo (5.13). Tendo-se o necessario, a integral de

volume (Egs. 5.4 € 5.5), pode ser escrita como

( R(¢) \
e, | 15 (0) lim / n, (r, @) uj; (r, o;n At) rdr+
P / 0 E R(¢) dy, (5.16)
| A on a0ty [ 0,(0) b 0 = m) A v
[ m=1

€ J

sendo ¢+ = 1,2,3, € o raio de uma circunferéncia centrada em £ e R (¢) a distancia
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definida na figura 5.2. A avaliagdo analitica da integral em r resulta na expressao

P2 n
,0/ {u; (0) Wi, (p,n At) + Z Al (m At) Wi, (o, (n —m) At)} dp, (5.17)
m=1
¥1

onde a fungéo ¥, (¢, t) guarda do deslocamento fundamental apenas a dependéncia do

angulo ¢, conforme € visto na equacdo seguinte:

Vi (1) = i {20 (1) [i; + 03] —3Q1 () [0 + ¥y}, (5.18)

nos quais os termos sao:

? 1
R (p) 1 1
¢Z] - 3 24 (bL Cos @ +a, sen SO) TyiTyj 61] InR (QO) 3 5 (520)
R? 1
e
R (p) 1 1
4 e JE— . . .. PR —
Vij = =5 gq (beeosp tasseny) friry +0i; | IR (9) = 2 ). (5:22)
Para a integral restante, assumindo
= . 5.23
90—5(902_901)4‘5(9024‘%01)» (5.23)

um processo de avaliagdo numérica, baseado na quadratura Gaussiana, fornece a ex-

pressao final e discretizada da integral de dominio:

ve [ @5 (0) Wi (25,0 At) +

- M} 524
p; 2M§‘(mﬁt)‘lf§j(:ﬁg,(n—m)m) { 5 | W (5.24)

onde v € [—1,1]; ¢, e ¢, os angulos definidos na figura 5.2; NG, 3 ¢ wgz 0 nimero
total de pontos, as abscissas dos pontos € 0s pesos, na quadratura Gaussiana, respecti-

vamente.
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5.2.1.2 Integracio nio singular

Para o caso em que ndo ha singularidades, ou seja, ndo ha coincidéncia entre o
ponto fonte e os vértices da célula, a avaliacdo da integral de dominio ndo necessita
do processo semi-analitico para ser efetuada. Todavia, esta técnica também apresenta
resultados satisfatorios para as avaliagdes nao singulares e por esse motivo também ¢
empregada aqui.

A figura 5.3 ilustra a célula ndo singular, conforme apresentado em [46]. De forma

\';ol

_ 241 14|
Rulp) = by COSQ + ay senp
é: } X1

—

Figura 5.3: Célula triangular nao singular

analoga, cientificados das componentes de r (Eq. 5.14) e da fung¢do de interpolacao (Eq.
5.15), para 7, calculado pela fungdo (5.6), é possivel escrever a integral de dominio,

em coordenadas polares e com as aceleragoes ja parametrizadas, na forma:

( i R3(p) ] )

3 U; (0) / n. (’l“, SO) U;} (Tv pin At) rdr+

/ . Ra(p) Rs(¢) do+
2oL ST A (m A / Ty (ry0) 45 [ (n — m) A 7 dr
m=1

L Ra(p) i
P r Ri(y) 1 ;

o u; (0) / n, (7”7 (,0) urj (T, @in At) rdr+

/ R1(p) dg&

N
B YA (mAt) [ on, () uf e (n—m) At] rdr
m=1

\@3
5

Ri(p) . ),
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(5.25)

com os limites de integragao assumidos de acordo com a figura 5.3 e+ = 1,2,3. A

avaliagdo analitica das integrais em 7 fornece o seguinte resultado:

( ¥P3r N B \
it (0) 1L (@, n At) + Y Adit (m At) "W (i, (n — m) At) | dp+
L m=1 i
p 410302 r N T )
it (0) 20y, (o, n At) + > Aiil (m At) 20 (i, (n — m) At) | dy
\ »s - m=1 - )
(5.26)
onde as fun¢des em ¥ sdo definidas por
fgt (o) = L {2 (1) [*3; () + "0, (9)] — 5.27)
Y | 3Q1 (t) [M3; () + oy ()]
([R-BJe )
92 ARy
- -
1 5 R (o)
by = n, R () : (5.28)
dij k22 Ld In Ry, ()
B (o) B (9)
\ | 4 4 1/
([BE, — R (9) )
- 9 2 Ty r?j +
- -
vy = n, R () , (5.29)
i kQTSO In Ry, ()
R (v) n R}, (p)
\ i 4 4 1/
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1
(b, cos v + a, sen @)

1
(b, cos p + a, sen )

DINAMICA
2 P —
Vi =94
c
4 [ —
Vi =94
para

{

[Ri, — R, () )

9
R} (o)

R, (¢)
3

In Rkl (90) -

In sz (90)
B B (9)

Ty 7ﬂ7j -

! 9

[RF, — Ri,] () )

9 1 7/

2
R} ()

3
R3, (¢)
3

3

In Rkl (SO) -

In sz (SO)
()

i Ty +

R}, ()

9

ki =3eky =2,quando k =1
ki =3eky =1,quando k = 2

+

9 1 7

Y

(5.30)

(5.31)

e para as fungdes de R, () definidas na figura 5.3. Finalmente, com a aplicagdo da

integragdo numérica, por meio da quadratura Gaussiana, chega-se a

NG
Py ws
B=1

¢

1
S
oL~

WE

=1

3

s

()=

\ L 1

3
I

(0) "W (Zg,m At) +

(3 — ¢1)
Al (m At) "W (2, (n — m) At) 2

(2 — ¢3)
Al (m At) 2, (2, (n —m) At) 2

_I_

/

. (5.32)

Os angulos ¢, ¢, € ¢4 sdo definidos na figura 5.2; NG, 23 e wg representam, respec-

tivamente, o numero total de pontos, as abscissas dos pontos e os pesos, na quadratura

Gaussiana, como ja comentado anteriormente.
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5.2.2 Métodos de integracio direta no tempo

Solucionadas as integrais do problema viscoelastico aqui tratado, o sistema resul-

tante, na forma da convolucdo de Stieltjes, ¢ expressado por
uxdH = pxdG — pi x dQ. (5.33)

Diferentemente da analise quasi-estatica, onde somente as variaveis do contorno eram
as incognitas procuradas, calculando, posteriormente, os deslocamentos em pontos in-
ternos, o problema dinamico apresentado pelo sistema (5.33) revela-se, também, depen-
dente das varidveis definidas em pontos do dominio, estendendo o nimero de equagdes
necessarias para a solugdo do sistema. Assim sendo, em conformidade com um caso
similar tratado por TELLES e CARRER [48], o sistema (5.33) pode ser reescrito, na

sua forma matricial, como
c cc cd s C
d{%} - [gd gdd] *d{zfd}, (5.34)
¢ U

me o) Jul
He T wl [

onde os superindices c e d denotam a contribui¢do do contorno e do dominio respectiva-

G“ 0
G 0

mente, e a matriz identidade representa os coeficientes C;; (; t) relacionados aos pontos
internos. Relembra-se aqui a possibilidade de tratar o mesmo problema adotando téc-
nica alternativa, baseada no conhecimento prévio dos valores das variaveis de dominio,
em instante imediatamente anterior aquele da analise, como empregado por CEZARIO
[45]. Esta estratégia foi experienciada na analise do sistema (5.33), mas ndo se mostrou
eficiente em face dos resultados obtidos pela estratégia empregada em (5.34).

O problema instaurado pelo sistema (5.33) exige um procedimento de marcha no
tempo para ser adequadamente avaliado. A principio, a andlise que se apresenta de
implementagdo imediata ¢ aquela baseada nos métodos de integragdao direta. Sendo
assim, sabendo ser possivel, por meio destes, efetuar os calculos matriciais no intervalo
[t,t + At], verificando simultaneamente a condigdo de equilibrio, adota-se para esta

analise dindmica os métodos a seguir descritos.

5.2.2.1 Meétodo das Diferencas Centrais

Segundo BATHE [47], o método das Diferencas Centrais ¢ caracterizado por um
processo explicito de marcha no tempo, em que todo o sistema avaliado € considerado
no instante {. Ao contrario do que ¢ preconizado, adota-se, aqui, estratégia analoga

a usada por SOUZA et al [49] na avaliagdo do problema discretizado pelo Método
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dos Elementos de Contorno, para o qual o processo assume um carater alternativo ou
modificado. Assim sendo, recorrendo as expressoes das diferencas finitas para aproxi-

mar a segunda derivada temporal do deslocamento (eq. 5.33), tem-se que

et 1

i = s (w2 —2u’ + "2, (5.35)

assegurando um erro O (At?). Logo, o sistema (5.33), discretizado para o tempo ¢ + A,
com aceleracao avaliada no instante imediatamente anterior ¢, ¢ reescrita, apos substitu-
icdo de (5.35), da seguinte forma

1
u At x d (H+pEQ> —ptA % dG = (u'=2 —2u') xdQ. (5.36)

RNE

A obtencao dos valores dos deslocamentos e forgas de superficies no instante ¢+ At,
pelo sistema (5.36), necessitara dos valores dos deslocamentos nos instantes ¢ ¢ t — At.
Uma vez assumidas, na se¢ao 2.2, as condigdes iniciais (eq. 2.10), sabe-se que sdo nulos
os deslocamentos em todos os instantes negativos. Desta forma, iniciando a analise para

o instante ¢t = 0, as solugdes procuradas sao facilmente encontradas.

5.2.2.2 Método de Houbolt

O método de Houbolt, semelhante ao método das Diferengas Centrais, também em-
prega diferencas finitas na aproximacao das variaveis. Neste esquema, a aproximacao
da aceleragdo ¢ realizada com uma diferenga retroativa, com erro O (At?), como pode

ser visto na expansao

s t+AL 1

i = (22" — 5u’ + 4u' A — w24 (5.37)

Assumindo a discretizagdo do sistema (5.33) no intante ¢ + At, a substituicdo da

aproximagao (eq. 5.37) gera o seguinte:

2

t+AL dlH e
u * ( +pAt2

1
Q) _pt—i-At*dG — _pA_t2 (_5ut + 4ut—At . ut—ZAt) *dQ

(5.38)

Novamente, conforme discutido no método das Diferengas Centrais, as solugdes do
sistema (5.38) sdo facilmente encontradas, iniciando o processo de marcha no tempo no

instante ¢t = 0.
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5.2.2.3 Método da 4 ordem

Visando uma maior precisao para os resultados, o método de quarta ordem, segundo
SOUZA etal [49] e SOUZA e MOURA [50], € baseado na interpolagdo de quarta ordem
de Lagrange [51] do deslocamento do tempo ¢ — 3At ao tempo ¢ + At. A segunda

derivada com respeito a variavel interpolada fornece

1

oot AL —
u 12 A2

(3502 — 104u’ + 114u" 2" — 56u’ 2 + 11u'?2") | (5.39)
donde o sistema (5.33), avaliado no tempo ¢ + At, segue facilmente, substituindo a ex-
pressdo (5.39). Contudo, conforme comentarios de SOUZA et al [49], a fim de se obter
resultados melhores, recomenda-se reescrever o sistema (5.33) com u e p no tempo

t + At, e ii no tempo t. Assim, recalculando a interpolagdo para a aceleragio ii’, tem-se

1 /11 5, 1 1 1
b TU At 2t o DgtA D gt2Ar | 1 e-BAEY 5 40
YT Ae (12Ul 3" ot 3 TR > (540)

Desta forma tem-se, finalmente,

ultat « d (H+p Q) _ pt+At % dG =

12 At? (5.41)
]' 5 t 1 t—At 1 t—2At ]' t—3At .
oA \ T3 T T g T pu ) Q.
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Capitulo 6
Exemplos Numéricos

A verificagdo da formulacdo dindmica viscoelastica se fard aqui, nos moldes da
apresentada no capitulo 4, ou seja, serdo adotados os mesmos modelos reoldgicos na
descricdo do comportamento ¢ as mesmas variagoes para as for¢as ou deslocamentos
aplicados. Infelizmente, pelo menos a tempo, ndo foram encontradas solugdes analiticas
para as comparagdes dos problemas seguintes. Somente para o caso do segundo exem-
plo foi encontrada uma solugao analitica dindmica [54], porém a aplicagdo do Principio

da Correspondéncia, no dominio transformado, mostrou-se de dificil avaliagao.

6.1 Viga Bi-apoiada Submetida a Carregamento

Uniformemente Distribuido

Para dar inicio a verificacdo da formulacdo dindmica, foi escolhido o exemplo
ilustrado pela figura 4.17, ja analisado pela formulacao quasi-estatica. Nesta analise, en-
tretanto, a viga bi-apoiada assume uma geometria distinta. Adota-se para esta
L =100cm e ¢ = 25 cm. O carregamento distribuido, ao qual é submetida, pode variar
de acordo com as figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4, assumindo valor maximo ¢y = 1kN/m.
Sua densidade ¢ p = 1, 5.

Considerando a simetria existente, sdo realizadas trés discretiza¢des espaciais para a
efetuagdo da analise numérica. A primeira ¢ composta de 16 nos funcionais no contorno
e 16 células no dominio; a segunda compde-se de 34 nds no contorno e 100 células
no dominio; a terceira, e ultima, compde-se de 64 nds no contorno e 400 células no
dominio. A figura 6.1 ilustra um modelo das discretiza¢des realizadas para esta analise
e daquelas usadas nos exemplos seguintes. Os resultados encontrados sdo plotados para

ond N (0, —25) e, até mengdo contraria, para o modelo reologico 1.
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Figura 6.1: Modelo adotado para as malhas da viga analisada e, similarmente, para os
demais exemplos

Os primeiros resultados dos deslocamentos dinamicos, obtidos para o ponto

descrito, sdo aqueles ilustrados pela figura 6.2, para um intervalo de tempo At = 0, 5s,

—— Discretizagéo 1
Q 16,0 —— Discretizagéo 2
= —— Discretizagéo 3
% 14,0 1 Solugdo quasi-estética
S 120
B
0O 100
80 - /\ /N ,
6,0 -
4,0 A
20
0,0 T T T T T T T T T 1
0,0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Tempo

Figura 6.2: Deslocamentos dinamicos obtidos pelo método da Diferenca Central para
At = 0,5s e n = 1000 intervalos de tempo e a solicitacao do tipo 1 (fig. 4.1)

onde ¢ realizada uma comparagdo entre as trés discretizagcdes adotadas, para o método
da Diferenga Central, e a resposta quasi-estatica deste problema. A fim de melhor vi-
sualizar o amortecimento natural do material viscoelastico, é extendido o niimero total
de intervalos de tempo para 3000, e os deslocamentos resultantes plotados na figura
6.3, para as trés discretizagdes. Valores maiores e menores de At foram experimenta-
dos para o método da Diferenca Central e a estabilidade dos resultados requerida foi

atendida em todas as analises. O método de 4* ordem mostrou um desempenho bas-
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%)
S 1601 — Discretizagdo 1
o —— Discretizagio 2
% 14,0 1 —— Discretizaggo 3
Solucdo quasi-estética
ﬁ 120 -
@)
10,0
80 A\ /\
6,0 1
4,0
20+
00 T T T T T !
00 250,0 500,0 750,0 1000,0 1250,0 1500,0

Termpo

Figura 6.3: Deslocamentos dindmicos obtidos pelo método da Diferenga Central para
At = 0,5s e n = 3000 intervalos de tempo

tante parecido com o da Diferenca Central, o que dificulta, enormemente, a escolha do
melhor. A figuras seguintes mostrarao isto.

O método de Houbolt, mesmo sendo incondicional, perde estabilidade para valores
de At < 0,1s e nao converge para o valor esperado (fig. 6.4). Outro fato importante
a ser considerado para o método de Houbolt, que possui amortecimento numérico, ¢
a verificacdo tardia do amortecimento natural viscoeldstico. Em comparacdo com os
resultados alcancados pelo método da Diferenca Central e do método da aproximagao
de 4 ordem, verifica-se que somente estes ultimos demonstram o comportamento de-
sejado, convergindo para seu valor quando ¢ — oo, em um curto espaco de tempo (fig.
6.5). O amortecimento do método de Houbolt somente ¢ observado para valores de
At > 1s, como ¢ visto na figura 6.6. O motivo deste fendmeno ndo foi verificado,
mas ¢ possivel especular, em vista do demonstrado pelos métodos da Diferenga Central
e de aproximagdo de 4° ordem, que a pequena falta de equilibrio, aliada a um valor
adequadamente pequeno de At, possa ser favoravel ndo sé a estabilidade, quanto a
qualidade dos valores finais, conforme comenta SOUZA et al [49] para a aproximagao
de 4¢ ordem.

Para finalizar este exemplo, sdo apresentados os deslocamentos obtidos para as vari-
acdes de carregamento ilustradas nas figuras 4.2 e 4.3 (figs. 6.7 e 6.8), e para os mode-
los 2, 3 e 4, analisados pelo método de 4* ordem (fig. 6.9), com valores de ¢; = 250s,
to = 750s e t3 = 1000s.
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8 120
g
8 1001
i
O 80+
6,0
40 -
20 -
0.0““““““““
@ 9@ 9 2 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
2888 88R 88¢8 8§ 8¢S 8
20
Tempo

Figura 6.4: Verificacao da perda de estabilidade no método de Houbolt para At < 0, 1s

Houbolt — — Diferengas centrais

§ 14,0 1 42 ordem
o)
% 12,0 A ﬂ
8 b i
T 100
@)

8,0 -

6,0

4,0 4

20 ! U

0,0 T T T T T T T T T 1

00 1500 3000 4500 6000 7500 9000 10500 12000 13500 1500,0
Tempo

Figura 6.5: Comparacdo entre os trés métodos de marcha no tempo
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42 ordem —— Houbolt

140

120

100

Dedocamentos

80

NW

40

20

00 ‘ ‘ ‘ ‘ : ‘
00 12500 25000 37500 5000,0 6250,0 7500,0
Tempo

Figura 6.6: Verificagdo do amortecimento viscoelastico para At = 2, 5s

8 140+
5
5 12,0
O 100 A
B
O 804 —— Houbolt
—— Diferengacentral

6,0
4,0 4
20 A
0,0 1
20

407 Tempo
60 -

Figura 6.7: Deslocamentos dindmicos obtidos para a variagdo do carregamento tipo 2
(fig. 4.2)
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6,0
50

4,0 -

Dedocamentos

30
—— Diferenca central

2,0 1 —— Houbolt

42 ordem
1,0

0,0 -

-1,0 4

-20-

Figura 6.8: Deslocamentos dindmicos obtidos para a variacdo do carregamento tipo 3
(fig. 4.3)

——Modelo 1
——Modelo 2

Gy

20- }1\11[‘0 "%’ ARAK

00 250,0 500,0 7500 10000 12500 1800
Tempo

Dedocamentos
5
o

E
o
L

Figura 6.9: Deslocamentos dinamicos obtidos pelo método de quarta ordem para os
modelos reoldgicos descritos
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6.2 Barra Engastada Sujeita a Carga Axial no Bordo

Livre

O problema a ser analisado agora ¢ o de uma barra de dimensdes . = 100cm e
h = 50 ¢m, sujeita a um carregamento axial, uniformemente distribuido, conforme ilus-

tracdo da figura 6.10. O carregamento, de variagdo temporal, atinge o valor

y

o

|

u

Figura 6.10: Barra sujeita a carregamento axial uniformemente distribuido

maximo ¢o = 10kN/cm?. Iniciando a andlise com duas discretizagdes: uma com
28 nos no contorno e 64 células de dominio, outra com 52 nds no contorno e 256 células
de dominio, para o né N (100, 0) coincidente com o eixo x ¢ a face carregada da barra,
utilizando o modelo reologico 1 e densidade p = 15. Os resultados comparativos en-
tre as duas discretizagdes adotadas podem ser vistos na figura 6.11, para o método da

Diferenca Central. Os deslocamentos plotados ndo diferem o suficiente para que se

50
45 4
4,0 A

Dedocamentos

351
301
25 A
2,0 A

154
104 —— Discretizagéo 1
' —— Discretizagéo 2

05+

00 ; ; ; ; ; ; ; ; ; ‘
00 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Tempo

Figura 6.11: Resultados numéricos obtidos para as duas discretizagdes com o uso da
Diferenca Central
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assuma o custo computacional da anélise da descretizacdo mais refinada. Para os resul-
tados que se seguem, somente, a primeira discretizagao ¢ empregada.

Avaliando os resultados apresentados pela figura 6.12 ¢ possivel visualizar o
amortecimento viscoelastico na evolugao dos resultados dos trés métodos, confrontando-
os com a solucao quasi-estatica da barra. Neste exemplo o método de Houbolt parece se
comportar melhor do que no problema da viga, mesmo que o amortecimento aconteca
mais lentamente do que nos casos da Diferenga Central e de 4 ordem, que se identifi-

cam ao longo de toda a analise. Nos resultados encontrados para valores maiores de ¢

Diferenca central

42 ordem

Houbolt

Solug&o quasi-estética

6,0 1

Dedocamentos

AWAWAWA
VAVAVAY

00 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Tempo

Figura 6.12: Comparagdo dos deslocamentos obtidos pelos trés métodos diretos

(figs. 6.13 e 6.14) observa-se uma certa oscilacdo na evolu¢do dos deslocamentos en-
contrados pelo método de Houbolt; para At > 1, o amortecimento é realmente efetivo
como se pode notar na figura 6.14. Os resultados que se seguem (figs. 6.15 e 6.16)
mostram o desempenho da barra quando solicitada axialmente por variagdes de carga
do tipo 2 (fig. 4.2) e tipo 3 (fig. 4.3), com valores de t; = 250s, t5 = 750s e t3 = 1000s.
Poucos comentarios sdo necessarios, uma vez que os resultados obtidos se comportam
similarmente aos encontrados para o exemplo da viga bi-apoiada, para as mesmas vari-
acoes. Por fim, realiza-se uma verificagdo quanto ao comportamento no tempo da forca
de superficie p, no n6 N (0,0) no engaste da barra. A figura 6.17 ilustra os resultados
para os primeiros 80s obtidos para At = 0, 5s, pelo método da Diferenga Central. A
figura 6.18 compara, novamente, o desempenho do amortecimento nos resultados obti-
dos pelo método da Diferenga Central e de Houbolt, para a solicitacao do tipo 1 (fig.
4.1), em um tempo total 1500s, com At = 0, 5s.
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LA
. ,.mHl”””””

Figura 6.13: Evolu¢do do amortecimento dos resultados dinamicos ao longo do tempo,
para At =0, 5s
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Figura 6.14: Deslocamentos viscoelasticos para At = 2,5s, obtidos pelo método de
Houbolt
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Figura 6.15: Deslocamentos dindmicos obtidos para a variacdo do carregamento tipo 2

(fig. 4.2)
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Figura 6.16: Deslocamentos dinamicos obtidos para a variacao do carregamento tipo 3

(fig. 4.3)
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Tempo

Tensdes

Figura 6.17: Resultados para p, obtidos pelo método da Diferenca Central, para a so-
licitagdo do tipo 1 (fig. 4.1)

Tensdes

-10

-15 A J

207 —— Método da Diferenca
central

25 4 —— Método de Houbolt

Figura 6.18: Comparacao dos resultados obtidos para p, pelos métodos da Diferenga
Central e de Houbolt, para a solicitagao do tipo 1 (fig. 4.1)
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6.3 Faixa Retangular Sujeita a uma Carga Cisalhante

O ultimo exemplo, avaliado pela formulacdo dinadmica, consta de uma faixa re-
tangular de material viscoelastico, com secdo transversal definida por b = 400cm e
a = 200 cm, de comprimento infinito e sujeita a um carregamento cisalhante transiente

(fig. 4.1), de valor maximo ¢ = 1 kN/cm, como ilustrado na figura 6.19. Restringindo

Figura 6.19: Faixa retangular viscoelastica sujeita a carregamento cisalhante

seu movimento em trés das suas faces e adotando uma densidade p = 1, 0, sdo analisa-
dos os deslocamentos dindmicos para um n6 central de seu contorno livre, considerando
os quatro modelos reologicos ja apresentados.

Somente uma discretizagdo ¢ analisada, com 28 nds de contorno ¢ 64 células de
dominio. Para um intervalo de tempo At = 0, 5s, vé-se os resultados para os quatro
modelos (fig. 6.20), obtidos pelo método da Diferenca Central. Devido a magnitude dos
parametros adotados, os deslocamentos sdo rapidamente amortecidos e os valores para
t — oo logo alcangados. A figura 6.21 apresenta um comparativo entre os resultados
obtidos pelos trés métodos de integragao direta e a analise quasi-estatica do problema.
Novamente, os resultados encontrados pela Diferenca Central e a aproximacao de 4
ordem seguem coincidentes ao longo de todo intervalo de tempo analisado. A perfor-
mance do método de Houbolt segue 0 mesmo comportamento dos demais exemplos.
O amortecimento natural para método de Houbolt somente ¢ observado para valores
de incremento de tempo maiores do que 1s. Figura 6.22 apresenta estes resultados,
confrontando os valores de At = 0,5s e At = 1,5s, obtidos por meio do método de
Houbolt.
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Figura 6.20: Comparativo entre os quatro modelos reologicos analisados pelo método

da Diferenca Central
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Figura 6.21: Comparativo entre os trés métodos de integragdo direta adotados
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Figura 6.22: Efeito do amortecimento viscoelastico nos resultados obtidos pelo método
de Houbolt para 0,5s e 1, 5s
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Capitulo 7
Conclusoes e Sugestoes

Os capitulos desenvolvidos neste trabalho apresentaram conceitos basicos e funda-
mentais da teoria da Viscoelasticidade, versando, principalmente, sobre carateristicas
reologicas norteantes dos fendmenos comportamentais descritos por esta. Longe de en-
sejar o conhecimento completo da teoria, os conceitos e propriedades apreendidos foram
necessarios ao estudo tedrico e numérico de problemas de estado plano de deformagao e
estado plano de tensdo, quasi-estaticos e dindmicos, por meio do Método dos Elementos
de Contorno.

A generalizagcdo do Teorema da Reciprocidade para a viscoelasticidade, executada
precisamente por GURTIN e STERNBERG [8], serviu de ponto de partida para a
construgdo das equagdes integrais para os problemas quasi-estaticos e dindmicos, na
forma da convolug¢do de Stieltjes. Embora ndo fornegam grandes novidades ao es-
tudo do Método dos Elementos de Contorno, principalmente no que diz respeito as
analises quasi-estaticas, as equagdes geradas apresentaram uma nova perspectiva para
problemas dindmicos, uma vez que a grande quantidade dos trabalhos encontrados abor-
dava o problema por meio das equagdes da elastodindmica, associadas ao Principio da
Correspondéncia, motivadas talvez pela dificuldade em se encontrar solu¢des funda-
mentais praticas e pela existéncia de uma quadratura numérica para convolugdes, obtida
por LUBICH [23] e [24].

O item referente as solugdes fundamentais expds a importancia da correspondéncia
elastica-viscoelastica na obtengao de suas expressdes, mas também as dificuldades em
se obter uma generalizacdo e os obstaculos encontrados nas experiéncias vivenciadas
com as expressoes citadas. Todavia, foi através deste estudo oportuno que se deparou
com as solugdes fundamentais viscoelasticas de STERNBERG e AL-KHOZALIE [43],

obtidas pela solugdo do problema generalizado de Kelvin e posteriormente bidimen-
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sionalizadas para uso neste trabalho. Apresentadas em uma forma mais compacta, es-
tas solugdes facilitaram as manipulagdes algébricas realizadas e permitiram a analise
dinamica através da convolucao de Stieltjes. Nao seria incorreto afirmar, quica, que
estas representaram parte fundamental deste trabalho.

A discretizagdo das equagdes integrais exigiu esquemas numéricos eficientes de in-
terpolagdo das variaveis, avaliagdo das convolugdes, avaliacao da integral de dominio e
de marcha no tempo. As escolhas realizadas foram norteadas pelas ideias de simplici-
dade e na medida do possivel foram alcangadas neste trabalho. Para tanto, interpolagdes
lineares das variaveis temporais e espaciais foram adotadas, utilizou-se a quadratura
Gaussiana e um processo incremental e de superposi¢io, comentado por FLUGGE[7],
para a avaliacdo das convolugdes. Para a integral de dominio foi empregado método
semi-analitico [46], ja experienciado em trabalhos passados [45], e métodos diretos de
integragcdo para a marcha no tempo. Os resultados quasi-estaticos alcangados foram
considerados satisfatorios e adequados a analise realizada; ja os resultados dindmicos,
devido a complexidade da analise, mostraram a necessidade de estudos mais detalha-
dos para a averiguacgado da eficiéncia dos métodos de integragao direta empregados e da
qualidade dos resultados alcancados pela formulagdo apresentada.

As espectativas que recairam sobre esta pesquisa ndo puderam ser totalmente aten-
didas por conta das limitagdes existentes e dos obstaculos encontrados. Contudo, uma
das prerrogativas de um projeto de pesquisa ndo € a obtencao de todas as respostas, mas
construcdo de novas perguntas e a visualizagdo de futuras perspectivas. Dentro deste
contexto, € com o fim de permitir a continuacgao deste trabalho, sdo deixadas ao futuro
algumas sugestdoes. No que tange as solucdes fundamentais, seria de grande valia a
obtencdo de expressdes viscoeldsticas dinamicas, solucionando a equagdo diferencial
dinamica ndo homogénea, como meio alternativo aquele baseado no Principio da Cor-
respondéncia.

Me¢étodos de integracdo indireta deveriam ser testados na andlise de problemas
dindmicos, além de estudo mais preciso quanto a estabilidade numérica e ao intervalo
de variagdo dos incrementos de tempo ideais para cada método. Um trabalho neste
ambito ndo deveria prescindir do compartilhamento de resultados experimentais, da
caracterizacdo computacional e laboratorial de modelos reoldgicos e na aplicagdo a
exemplos praticos, o que exigiria a implementagdo de uma formulagado tridimensional,
no uso de elementos isoparamétricos de ordem superior e de estratégias numéricas mais
avancadas. Para exemplificar possiveis aplicagdes da viscoelasticidade vide trabalhos
de EVANGELISTA et al [42] e WANG e BIRGISSON [40]. Finalizando este capitulo,
nao poderia deixar de sugerir a consideragao dos efeitos da temperatura [26] e [39], e
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da ndo linearidade geométrica, uma vez que os mesmos movimentaram as primeiras

iniciativas de pesquisa neste assunto.
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Apéndice A

Equacao Integral de Contorno para

Deslocamentos Internos

Neste apéndice ¢ apresentado o desenvolvimento algébrico, a partir do Teorema da
Reciprocidade Viscoelastica, das equagdes integrais de contorno. Esta apresentacao
tem o fim de ilustrar o emprego das propriedades de Stieltjes (tabela 2.1) na obtengao
das equacdes finais, sendo todos os procedimentos adicionais baseados nos mesmos
empregados para a versao elastica destas equagdes integrais [27].

Assim sendo, a aplicagdo do Teorema da Reciprocidade para todo o dominio avali-

ado € ¢ descrito no continuo por:

/T (x;t) x dE* (x;t) dQ2 = /T* (x;t) x dE (x;t) dSQ. (A.1)
Q Q

Trabalhando na forma indicial, a mesma equacao (eq. A.1) pode ser reescrita em fungao

de suas componentes na seguinte forma:

/aij (x;1) * de;; (x;t) dQ = /a;‘j (x;t) * deyj (x;t) dQ. (A.2)
Q Q

Avaliando, separadamente, a integral do lado esquerdo do sinal de igualdade, obtém-
se, considerando a relagdo deformacgao-deslocamento (eq. 2.3) em notagdo indicial, o

seguinte:

1
/O'ij (x;1) * §d [u;‘] (x;1) + uj; (X t)] de, (A.3)
Q
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que apo6s consideragdo da propriedade de distribuigdo da integral de Stieltjes ¢ escrita

como

1
5/ [0 (x51) * du; ; (x;t) + 05 (X3 1) * duj,; (x; t)] de. (A4)
Q

Analisando cada parcela da expressao (A.4) € possivel reescrevé-las na forma

1 / { (o (x5 8) % du (x0)] 5 = 055 (%3 1) * duf (x; ) + }dQ (A5)

2 [aij (x;1) * duj; (x; t)} — 05 (x3t) * duj; (x;1)
Q K

que permite a aplicagdao do teorema da divergéncia e o teorema da tensao de Euler e
Cauchy (eq. 2.7) a fim de obter a expressdo seguinte:

%/ {[aij (x;t) * du] (x;t)] n; (z) + [aij (x;1) * du; (x; t)] n; (:z:)} dl’ —
%/ {bi (x;1) * duj (x;) + b; (x3 ) * du (x;1) } dS2. (A.6)

Ap0s a realizagdo de procedimento andlogo para a integral do lado direito do sinal de

igualdade, obtém-se a equacao seguinte:

/pi (x;t) * du; (x;t) dT" — /bi (x;t) * du! (x;t) dQ2 =

T Q
/p;‘ (x;t) * du; (x;t) dl' — /b;“ (x;t) * du; (x;t) dS2, (A.7)
T Q

que, finalmente, fornece a equacao (3.2), considerando
u; (x;t) = uj; (§,x3t) e e p; (x;1) = pj; (€, %;1) ¢;. (A.8)

A forca de volume (3.3b) aplicada a equacao (A.7) fornece a equagao integral para
deslocamentos em pontos internos do dominio €2 (eq. 3.5). Procedimento bem anélogo
também ¢ empregado para a obten¢do da equagdo integral dindmica para deslocamentos
em pontos internos (eq. 5.1). Para encontrar as equacdes integrais quasi-estatica e
dindmica para deslocamentos no contorno I', o procedimento descrito por BREBBIA
et al [27], para a equacdo eléstica, ¢ usado, empregando as propriedades de Stieltjes

conforme desenvolvimento acima.
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Apéndice B

Expressoes dos Termos das Solucoes

Fundamentais

A seguir sdo descritas as expressdes dos termos presentes nas solugdes fundamentais
viscoelasticas comentadas no texto, segundo o trabalho de CARINI e DeDONATO [20],
obtidas para um modelo generalizado, e o trabalho de SYNGELLAKIS [19], para um
modelo de Boltzmann.

B.1 Solucio Fundamental para um Modelo Reologico

Generalizado

As expressoes de R; e P, sao definidas como

M, N,
Ryj=—1— - — (B.1)
Mm+2n Nm+2n
N,
p_ M B.2
= N (B.2)
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APENDICE B. EXPRESSOES DOS TERMOS DAS SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Os valores de M; e N; sdo definidos para “u*da seguinte forma:

I+1
L, = Z M1y -1y 5€0<1<m
a=1
n+1
L, = Z M1y 4—ary sen+1<1<n+m;
a=1
n+1
L= Y M,ygan sentm+1<1<2n+m, (B.3)

a=1l—-m—n-+l

onde L; = M;, N;. As componentes M}, e N, 5, que aparecem na expresséo, sdo obtidas

para estado plano de deformacdo e estado plano de tensdes, respectivamente, por

Mg =pl (hBs+haAg) , Nig=ql(Bs— Ap) (B.4)

Mg = pl (mBs +hads) ,  Nig=qaBs. (B.5)

Para a expressao da for¢a de superficie fundamental, as componentes de M; e N; sao
dadas por

M, =hB,+ hsA; , Ny =B, — A (B.6)
para estado plano de deformagdes, e
M, =hB,+ hsA; , N =B (B.7)

para estado plano de tensdes. Os valores de h; € ho sdo dependentes dos vetores posicao

do ponto fonte e do ponto campo. Ainda, t€ém-se

M M
A=) (dhpta—vhats) e Bi=)Y_ (dpl.+rid ), (B.8)
a=N a=N

onde ¢" e p! representam a parte volumétrica dos coeficientes da equagdo diferencial

(2.32), € ¢¢ e p? representam a parte desviatoria dos coeficientes da mesma equagdo.
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APENDICE B. EXPRESSOES DOS TERMOS DAS SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Por fim, os valores o, sdo solugdes (reais ou complexas) da equagdo polinomial
m+pPBn—1

k=0

definida na variavel de Laplace s e para o qual 5 assume valores iguais a 2, ou a 1, em

caso de deslocamento ou for¢a de superficie fundamental, respectivamente.

B.2 Solucio Fundamental para um Modelo Reologico

de Boltzmann

Os termos estdo assim definidos para estado plano de deformagao

H1 3Kopg + 4pigpty
By==—=0, By= (B.10)
b 2 (3K + 441g) o
3Kopy + 4p
By = ——t2 T L5 (B.11)
A + 3Kopy + dpoin
2 Hoky
bor = —, aop = ; (B.12)
Ho 3Kopg + 4popy
6 2 6K
602 SR — agp = oty + 0:“’2’ (B13)
3K + 441y 3Kopy + 4oty
241 2441
bl - y b2 - y (B14)
Hoks (3Ko + 4p1g) (3K0 + 4p1)
_ fo (Ko + #41) _ 2p5 + 6Kopy + 2101y
ay = B} s a9 — 5 (BIS)
Ay + 3Kopy + 4pigpn 4pg + 3Kopy + 4pg iy
e estado plano de tensoes
H1 3 Koy + pokty
br==—B, Py= g b (B.16)
! Ha 2 (3Ko + 1) o
3Kopy + okt
By = ——— 20l (B.17)
po + 3 Koty + poth
3K 4
b01 — o 7 aop = 0l + /’LO/’LI’ (B18)
241044y 6K opiy + 241041
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APENDICE B. EXPRESSOES DOS TERMOS DAS SOLUCOES FUNDAMENTAIS

3hy 9K opty

boz = » Qo2 = ) (B.19)
2 (3Kopy + pottn) 6K optg + 2f19ht
1 3115
by = —, by= , (B.20)
Y2’ 7 2(3Ko + pr) (3Kopts + 4pigpy)
2
ay = Apgy + 3Kopy + 4pgin 9 Kot (B.21)

= s a9 = .
21 + 6Kopy + 24104 20 + 6Kopy + 24104
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Apéndice C

Teorema do Estado Viscoelastico de

Kelvin

Neste apéndice sdo apresentados uma definicdo e dois teoremas, empregados para
caracterizar o estado viscoelastico de Kelvin, enunciados por STERNBERG e
AL-KHOZAIE [43] na dedug¢do das solugdes aqui empregadas. Ressalta-se a importan-
cia do Teorema 1, uma vez que o processo elementar executado com o Principio da
Correspondéncia nao verifica sua veracidade.

Para auxiliar a leitura da defini¢dao e dos teoremas abaixo, define-se:

e [/ — espago Euclidiano tridimensional;
e R — regido aberta de F, R — regido fechada de F;
e 7 — Intervalo de tempo;

e As funcdes empregadas sdo de valor real na posicdo e no tempo, definidas em
RxT.

e x (1, x9,13) — vetor posicdo dos pontos em R;
e t — tempo definido em 7

e H — Classe de fungdes de Heaviside. Os sobreindices dizem respeito a posigao e

ao tempo, na ordem que aparecem;
e ()s— esfera aberta de raio § centrada em x";

° E;O— Regido aberta constituida de todos os pontos de F/, com excec¢ao do ponto

. !
Z,. Quando z, = 0, escreve-se simplesmente £’, em lugar de E,
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APENDICE C. TEOREMA DO ESTADO VISCOELASTICO DE KELVIN

e )V - conjunto de fungdes.

Definition 1 (Limite de uma carga concentrada) Diz-se que {F"} é uma sequéncia de

distribuigées de forca de volume que tende a uma carga concentrada L aplicada em x°

sex’ € E eL € H' édevalor vetorial, enquanto {F™} tém as seguintes propriedades:

a) Para todon (n = 1,2,...) F™ é uma fun¢do de valor vetorial com
F"c H*' (E), F'=0em (E — Q") X (—00,00),
onde {)"} é uma sequéncia de "regides carregadas”caracterizada por

Q" = Qgn (XO) , 0" — 0 quando n — o0;

b) /F” (x,-) dV — L quando n — oo, uniformemente em [0, T para todo T €
Qn
0, 00)

[0,

¢) A sequéncia de fungoes {®"}, definida por

CID”:/|F” (x,-)| dV em (—o0,00) (n=1,2,..),
Qn

é uniformemente limitada em [0, T| para todo T € [0, 00).

Theorem 1 (Estado viscoeldstico de Kelvin) Seja {F™} uma sequéncia de distribui¢ées
de forcas de volume que tende a uma carga concentrada L aplicada em x°. Seja G, €
H? com G, (0) >0 (v=1,2). Entdo:

a) Existe uma unica sequéncia de estados {3"} tal que
3" = [un’en’o.n] EV<E7 G17G27Fn) (n: 1,2,),

b) ™ converge para um estado limite S quando n — oo, uniformemente em R x
(—o0, T para todo R limitado, tal que x° ¢ R e todo T € (—00,0);
¢) O estado limite S = |u, €, | é independente da escolha particular da sequéncia

{F"} e é gerado pelas fungdes tensoes ¢, 1) definidas através de

£ (1)

81 [x — X0

(10<X7t):0’ "/)(X>t):
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APENDICE C. TEOREMA DO ESTADO VISCOELASTICO DE KELVIN

para todo x # x° e todo t € (—00,00), onde
f=LxdG7 %d(2G, + Gy) ™" em (—00,00).

Chama-se S de o estado viscoelastico de Kelvin correspondente a uma carga con-

centrada L aplicada em x° e as fungdes de relaxagio G e Gbs.

Theorem 2 (Propriedades do estado de Kelvin) O estado de Kelvin Normalizado S* (x,t;0)
tem as propriedades:
a)u“ e o* € H*' (F') e 3* = [u*, €%, 0% € V (F', Gy, Gs);

b)/SO‘ (x,-,0) dA = eqh em (—00,0),
il

onde 11 é uma superficie regular fechada em torno da origem e S é o vetor for¢a

de superficie de 3 no lado do qual 11 faceia a origem;

c) /x/\ S*(x,,0) dA =0 em (—o0,00),

il
d)u® (x,-,0) =0 (z71), * (x,-,0) = O (z72) quando x — 0,

uniformemente em [0, T para todo T € [0, 00).
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Apéndice D

Tensoes Viscoelasticas em Pontos

Internos

Tomando a derivada das componentes do vetor dos deslocamentos internos (eq. 3.5)

em relagdo as coordenadas do ponto fonte &, tem-se:

wi (&51) = / pi (% £) s ddl (€, 1) dT — / u (x:8) % dply ; (€, 1) dT, (D.1)
T T

para as quais as derivadas das solugdes fundamentais u* e p* (eqs. 3.37 e 3.40) sdo

fornecidas por

’Uj( 4 (5 - t) _ L 2J1 (t) [27’71'7’7]‘7’71C — T,iéjk — T}kéi]’ + r,jéik] — (D 2)
thog A5 dmr | 3Q1 (t) [2rr 7k — 70k — T kOi — T 0] '
e
( ( 8rir Tk — 27 05— ) (97"+ )
3Q2 (1) Hidak T At -
. 1 2(rr jng — rirgn; — r v en) +
Pikj (&%) = 47rr? (nj0ik — 105 — nidij) - (D:3)
or
Ah (t) (47a,i7',j7a,k — T,iéjk — T,k&‘j) a—n—
Tvi’f‘vknj )
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APENDICE D. TENSOES VISCOELASTICAS EM PONTOS INTERNOS

As deformacdes viscoelésticas sdo obtidas a partir da equacao (2.3) e da (D.1), definidas

pela expressao:

/pk (x;t) +d {% [ug,; (&%) +uly; (€,%x3t)] } dr—

F N

Aipi
Eij (67 t) = 1 * y (D4)
/uk (x;t) *d {5 (D (€.x58) + P35y (€,%31)] } dl’
T B‘Z;j
onde
1 2J1 (t) [2rrr i — 11045 —
Ay (€xit) = = IO Rrarare =it (D:5)
4dmr 3@1 (t) [2T,ir,jr,k — T,ifsjk — r’kéij — TJ(Sik]
e
4 )
( 87",i7"7j7"7k; — 2T,k5ij_ ) 0r+
2r ;0 — 21 30; on
3u(t) | T -
2(rr g — 1T gy — T ) +

B — )

ik (€ %:1) 42 (103K + 305 — M10i5) (

or
2h (t) (8T7Z‘T’j7“7k — T,i(;jk: — T,j(;ik — 2T,k5ij) %—

| T (ring + 1) )

(D.6)

Aplicando os resultados obtidos para as deformacgdes internas na equagao constitutiva
(eq. 2.19) e fazendo uso da equagdo (2.20), chega-se por fim a expressdao das tensdes

internas:

oy (&) = /pk (x, ) * dugjy (€%, 1) dI' — /uk (x, ) * dpjy, (€ x,t) dI. (D.7)

r r

Observa-se que todas as operacdes algébricas realizadas com as convolugdes de Stieltjes

tém em conta suas propriedades enunciadas na tabela 2.1.
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Apéndice E

Tensoes Viscoelasticas em Nos do

Contorno

Neste apéndice sdo apresentadas as expressdes das componentes das tensdes vis-
coelasticas dos nos funcionais do contorno, para o problema bidimensional. O procedi-

mento de obtencao empregado segue o discutido por BREBBIA et al [27].

AXz, u,

Dominio [

X1, U

Figura E.1: Sistema de referéncia local ao elemento considerado

De acordo com a representacdo da figura E.1, opera-se a transformacgdo dos deslo-
camentos e forgas de superficies, no sistema de referéncia global, para um sistema de

referéncia local a um elemento considerado. Sendo assim, tem-se

u"=Ru"ep” =Rp", (E.1)
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APENDICE E. TENSOES VISCOELASTICAS EM NOS DO CONTORNO

onde

R — [—8677,04 COS Oé] 7 (E2)
COSs Sen «

¢ uma matriz ortogonal de transformagdo dos vetores, u’ e p’ sdo os deslocamentos
e forgas de superficies referentes a um sistema local e n o ponto nodal do elemento

considerado. Pela mesma figura (fig. E.1), chega-se a

Ly Ly

Sena = — e cos = — (E.3)

Ly=2a' —2] e Ly =) — 1. (E.4)

Nas equagdes (E.3 e E.4), L representa o comprimento do elemento, L; e Lo as pro-
jecdes de L em relagdo ao sistema de referéncia global, e x; e z2 as coordenadas
globais dos pontos nodais no elemento considerado. As tensdes no elemento, ou seja,
referente ao sistema local, serdo obtidas pela equagdo (2.7) e pela equagdo constitutiva
generalizada viscoelastica:

ij

o (t) = % (Go — G () % delyy + G (8) % el (E.5)

Desta forma, sabendo que o vetor normal n, externo ao elemento considerado, possui

componentes

n:{g},

entdo, tém-se:

o1y (t) = %a'ﬁ (t) * d (G2 + 2G1) (t) + 0% (1) * d [(G2 — G1) () * dQq (1)] —

S (1) < d{(Ch— C) (1) # d[(Ga — G) (D +dQ (]}, (E)

oty (t) =P (t) e o3y (t) = p5' (1) (E.7)
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APENDICE E. TENSOES VISCOELASTICAS EM NOS DO CONTORNO

A deformagido especifica nodal €} ¢ descrita pela expressdo

o %’{‘ . (E.8)
Tendo em vista que u" é interpolado linearmente no elemento, na seguinte forma:

aft = ol + o'y, (E9)
encontra-se para a deformagao nodal o seguinte:

%_WZW (E.10)

Logo, substituindo a equacdo (E.10) na equagdo (E.6) e juntando o resultado final a
equacao (E.7), tém-se as expressoes finais para as tensodes no sistema de referéncia local.

O passo seguinte, apds terminadas as operacdes a nivel de elemento, opera-se a
transformacao para o sistema de referéncia global a fim de se obter as tensdes finais nos
pontos nodais. Para tanto, a transformagdo de um tensor de 2% ordem ¢ representada,

para as tensdes, COmo
oc=R"0'R. (E.11)

As operacdes matriciais realizadas para a equacao (E.11) conduzem a seguinte relagao

entre as tensdes nos referenciais globais e locais:

ol sena —2senacosa  cos’a ot
oy ¢ = | —senacosa cos?a — sen’a senacosal| § o o . (E.12)
ol cos® a 2 sen a cos sen’a ol

Utilizando as relagdes (eq. E.3) e as expressoes das tensdes no referencial local, chega-

se, através de (E.12), as tensdes finais

) = 3|5 ) - T~ ) )] w0+
Lyt o)+ Lo (0] a0 -
2550 0 -2 0] +
Do+ o) €13)
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APENDICE E. TENSOES VISCOELASTICAS EM NOS DO CONTORNO

" 1 [L,L2 L,L?
ofy (t) = 3 [ 242 (u% - ué) (t) — 241 (U% - Ui) (t)} * dfy (t) —
[L,L3 LyL2

B+ 25 0]« )+

(L3 LL2\ L2 I3\
(Z-2)mo- (2 - 1))+

(L2 LoL?

o () + (t)] (E.14)

L3 pl (t) +

i 1 [L3 2L

B0 = 3 |7 (=) 0 - S - ) (0] < h 0+
(L3 L2

Do+ Do) a0+

L3 L.L?

2228 0 - 252500 ()] +

LD}, L}
L3 pl (t) + ﬁ

Py (t)} : (E.15)

no refencial global; na forma matricial as expressdes se resumem a

1

Uu
o A L3 —LL, -1} %L, ui
o =371 | I2L, I, 12 I3L, —IL,L3%|*d u; +
09 L3 —-Ly L3 L3 u;
2
[f2 (t) + 2R (t)] LiLy + h (t) L fa(t) LY —h(t) L L3 -
I3 h(t) LY — f2 (t) L1L3 h(t) L3 — f2 (t) LiLe *d {pi}
fo(t) L3 — h(t) L3L, [fo (t) +2h ()] L1 L2+ R (t) L3 2
(E.16)
As fungdes temporais sdo descritas por
fi(t) =2G1 (1) +4Q2 (1) * dG (1) — Qs (1) (E.17)
e
fo(t) =h(t) —3Q2(1). (E.18)

As fungdes temporais presentes sdo definidas como: h (t), a fungdo de Heaviside; G (t)

e G5 (t), as partes desviatoria e volumétrica da fungdo de relaxagdo, definidas pelo
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modelo reologico adotado; e (s (t) e Q3 (t), funcdes definidas pelas equagdes (3.34)

e (3.46), respectivamente.
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Apéndice F

Meétodo de Simpson Modificado

Aplicado as Convolucoes Temporais

Neste apéndice sdo fornecidas as expressdes do vetor R; (§,x;(n — 1) At) para
valores de n pares e impares, conforme apresentagao feita por LEE ¢ WESTMANN
[30].

Sendo assim, tém-se para:
e n par

Ri (€§,%;(n—1) At) =

—%At i uj [x,n — (2m — 1) At] py; [§,x; (2m — 1) At]

m=1

—%At uj [x, (n — 2m) At] pj; [€,x; 2mAt]
m=1
At
_?uj X, 0) ng [S,X TLAt]

+- Atipj [x,n — (2m — 1) At] 4 [€,%; (2m — 1) At]
m=1
g

——At Z pj [x, (n — 2m) At] g [€,%; 2mAt]

A
—?tpj (x,0) 4y [€,x;nAt]; (F.1)
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APENDICE E. METODO DE SIMPSON MODIFICADO APLICADO AS
CONVOLUCOES TEMPORAIS

e 1 impar, respectivamente, paran = 3 e paran > 5

R (£,%;,208) = —%At L (6, 288) 7 (6,3 A }
_g At {u; (x, At) 57 (€,x;2A8)}
_g At {u; (x,0) 5; (& x;3A8)}
+§ At {p; (x,2A8) @ (& x; AL)}

9 .
+§At {pj (Xa At) uij (Ea X, 2At)}

P2 {p (x,0) i (6,3 300) )} (E2)

Ri (&% (n— 1) At) =

n—3
4 2
—5A Dy x,n — (2m — 1) At] py; [€,%; (2m — 1) Al
m=1

n—3
-1

2 %
—gAt Z uj [x, (n — 2m) At] p; [€, x; 2mAt]

m=1

1T {u; (x,3A¢) pj; (€,x; (n — 3) At)}

24
— 2 {uy (x,200) 5 (€. (n — 2) A}
9

— A {uy (x, A1) i (€3 (n — 1) Ab)}

—gAt {uj (x,0) pj; (& x; nAt)} + gAt {pj (x,0) 455 (€, %; nAt)}

n—3

4 2 .

+301 > pilxon— (2m — 1) At] @ [€,x; (2m — 1) Al]
m=1

n—3_1

2 N .
—I—gAt Z pj [x, (n — 2m) At] i; [€, x; 2mAt]

m=1

—i—;—zAt {pj (x,3At) u;"j (€,x;(n —3) At)}

%At {p; (x,2At) 0j; (&,%; (n — 2) At) }

—i—gAt {pj (x, At) ug; (§,%; (n — 1) At)} ) (F.3)
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Apéndice G

Solucoes Analiticas Viscoelasticas dos

Exemplos Quasi-Estaticos

Apresenta-se, neste apéndice, as solug¢des viscoelasticas obtidas pelo uso do Princi-
pio da Correspondéncia e da transformada de Laplace nas solugdes elasticas obtidas da
literatura. Para a obtenc¢do destas, emprega-se apenas o modelo reoldgico 1, definido no
texto, que consiste na representacdao da parte volumétrica por parametro elédstico e da

parte desviatéria por parametro viscoelastico (modelo de Boltzmann).

G.1 Tubo de Parede Espessa Submetido a Pressao In-

terna

G.1.1 Solucao elastica

1+v) pb? a?
e
pb? a? pb? a®
rT a2—b2[ _7’_2] 70 = 2 62[1+ﬁ}’ G-2)

G.1.2 Solucio viscoelastica

Para este problema foram geradas as solucdes viscoelasticas para os trés tipos de

solicitagdes temporais adotados (figs. 4.1, 4.3 e 4.4). As expressOes obtidas sdo apre-
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QUASI-ESTATICOS
sentadas a seguir:

G.1.2.1 Solicitacao do tipo 1 (fig. 4.1)

( t8 (3k + Ga)
3| 1 S
Do b 2 |3k +Ga
ur(t):(ag—_bg)
(1/2 t t
\ +2Gar [ae‘ﬁo‘—i-l—e_ﬁa]

G.1.2.2 Solicitacio do tipo 3 (fig. 4.3)

e Parat <t
4 612
Ga2 )\
bQPo
b)) = s
ur (1) 2 (a2 —0?)rty 32 -

— | e
(BK + Ga)?\

e Parat; <t <ty

1

3k+G 3k + Ga

[(1—a)e ™ + (=14 a+ taX)] —

t(BK + Ga)A

t(BK + Ga)A

)

G+3K  G(-1+a)-
tABK +Ga) — G(—1+ )

G+3K G(-1+a)

(G.%)

Vs

(G.4)

G+ 3K

r CL2 [e—ta)\ (_1 + Oé) + 1:|
+
Q
52]70
P = e _
tr ) 2(a* =) Gr 3Gr? e
— |1
3K + Ga +

114

(G.5)



APENDICE G. SOLUCOES ANALITICAS VISCOELASTICAS DOS EXEMPLOS
QUASI-ESTATICOS

e Paraty <t < t3

(t) = b%po —a? | 1—a—(t—t3)a\+ B
T 0 (@ = B2) (fa— t3) | GAG? | etd (—1 4+ a) (1 + tsa))
3r? G(—1+a)+
MG+ 3K)(3K + Ga)? [_ (G +3K) [ (t —t3)(BK + Ga)A

t(BK + Ga) A
e  G+3K  G(-1+a)[(G+3K)+ts)(Ga + 3K)]

(G.6)
G.1.2.3 Solicitacao do tipo 4 (fig. 4.4)
b*po
) = S (= 1)
( [ [ —2G (G +3K)(~1+a)+ |
- G2t —ty) (-1 + 04)2(35( +Ga) \+ | +
t(t—1t) BK+G A +
(3K + Ga)® \? (8= t2) @) (G.7)
(8K Ga)r 23K+ Q)+
e @Bk G(—14a)
L | tg)\ (3K + GO&)
a? e N =1+ a)(2 + taa))+
GadX? | [24a (=2+ (2t —t2) (=1 + Q) A+ (t — ta)aN?)]

As expressoes obtidas para as solicitacdes 3 e 4 (figs. 4.3 e 4.4) falham na mode-
lagem do comportmento assintotico apos a despressurizagao do cilindro. Por este mo-
tivo ndo foram geradas, para estas solicitacdes, as expressoes viscoeldsticas dos demais

exemplos.
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QUASI-ESTATICOS

G.2 Viga Bi-apoiada Submetida a Carregamento Uni-

formemente Distribuido

G.2.1 Solucio elastica

G.2.2 Solucao viscoelastica

2Ga (3L% — 22 + %) +
3K (6L% — 22% 4+ 5y%) [(—1 + a) e '} + 1]

qxr
t) = —————
u(t) 540GIKa | 10¢* [3Ke™ " —1 4 a) + (3K — 2Ga)] —

| 9c%y [9Ke "N —1+ a) + (9K — 2Ga)]

(G.16)
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APENDICE G. SOLUCOES ANALITICAS VISCOELASTICAS DOS EXEMPLOS

QUASI-ESTATICOS
(]
—9¢2
Ga
_ 9
v(t) = ~{os0cTRa
5| 3K
+3K

2G (L* — 22 + y*) a+
3K (TL? — 722 + 4y?) (=1 + a) et + | —
3K (TL2 — Ta” + 44)

5L — 6L%x% + z*+
| 6(L —a)(L+a)y® +y!

[ 5L 4 ot 4 3022
2yt — 312 (222 + y?)

5L + xt + 3x2y*—
2y* — 3L7 (22 + y?)

| 40c%y (3Ke "N =1+a) + (3K + Ga))

(—1+a)e ™ | +

G.11)

G.3 Viga Engastada Submetida a uma Solicitacdo Con-

centrada em seu Extremo Livre

G.3.1 Solucao elastica

B Pz%y  vPy?  Py? PL?  Pc? (G.12)
YT 79k T 6Bl T 61G T \2E1  21G)"Y '
c
vPxy*? Px* PL?x PL3?
= - 1
V=8I "6EI 2Bl ' 3ED (G-13)
G.3.2 Solucao viscoelastica
2G (312 — 32° + y*) a—
— by 2 _ —taA
(t) = T08C TS 542K [(—14 a)e ™ + 1] + (G.14)

3K (612 — 62% + 5y%) [(—1 + o) e "> +1]
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APENDICE G. SOLUCOES ANALITICAS VISCOELASTICAS DOS EXEMPLOS
QUASI-ESTATICOS

_ p 2G (I — 2)*(21 + z) + 3zy?| a+
(t) = 108GI K« { 3K [2(1 — 2)2(2l + z) — 32y?] [(_1 +a) ptor 1} } (G.15)
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