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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários para
a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

UMA FORMULAÇÃO PARA O MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
APLICADA A PROBLEMAS VISCOELÁSTICOS LINEARES,
QUASI-ESTÁTICOS E DINÂMICOS, NO DOMÍNIO DO TEMPO.

Flavio Cezario

Junho/2009

Orientadores: José Antonio Fontes Santiago
Roberto Fernandes de Oliveira

Programa: Engenharia Civil

O presente trabalho fornece, com auxílio do Método dos Elementos de Contorno,
uma formulação efetiva para análise de problemas viscoelásticos isotérmicos, em estado
plano de tensão e estado plano de deformação, quasi-estática e dinâmica, construída a
partir de uma reciprocidade viscoelástica. Para tanto, novas soluções fundamentais são
de�nidas e empregadas em todo o trabalho.
O sistema �nal resultante é discretizado através do Método da Colocação e avali-

ado por meio da adoção de estratégias numéricas simples e e�cientes para a integração
numérica das convoluções de Stieltjes, para a resolução da integral de domínio e para o
processo de marcha no tempo. Por �m, resultados numéricos encontrados, pelas análises
de alguns exemplos, constatam o êxito da formulação desenvolvida.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial ful�llment of the requirements
for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

A BOUNDARY ELEMENT FORMULATION APPLIED TO LINEAR
VISCOELASTICITY PROBLEMS, QUASI-STATIC AND DYNAMIC, IN THE

TIME DOMAIN.

Flavio Cezario

June/2009

Advisors: José Antonio Fontes Santiago
Roberto Fernandes de Oliveira

Department: Civil Engineering

This work deals with a Boundary Element formulation applied to plane stress and
plane strain isothermal viscoelastic problems. The quasi-static and dynamic analyses
are built from a viscoelastic reciprocity, using novel fundamental solutions.
The �nal system is discretized by means of the Colocation Method. Simple and

e�cient numerical schemes are adopted for the Stieltjes integral, the domain integral
and the time step procedure. Finally, numerical results are presented in order to assess
the developed formulation.
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Capítulo 1

Aspectos Introdutórios

1.1 Introdução

Na análise de corpos deformáveis, a importância do conhecimento das propriedades
mecânicas dos materiais empregados está no estabelecimento das equações de consti-
tuição, que governam, com as equações de movimento, cinemática e relações de com-
patibilidade, seus comportamentos na natureza. Desta forma, a correta avaliação dos
parâmetros pertinentes, em testes experimentais, e a modelagem matemática adequada
das propriedades representadas, possibilitam a obtenção de uma relação entre as tensões
e deformações, atuantes e resultantes, nestes corpos.
Para casos correntes em engenharia, a teoria da elasticidade, pela lei de Hooke,

fornece à análise mecânica uma equação independente do tempo, com parâmetros ma-
teriais simplesmente determinados. Os resultados, obtidos por esta, são satisfatórios
apenas em um campo muito limitado de aplicação. A lei de Hooke, todavia, não é ca-
paz de interpretar precisamente fenômenos presentes em uma variedade de materiais,
prestando-se apenas a uma avaliação introdutória. Neste contexto, a viscoelasticidade
se apresenta como uma teoria mais completa, capaz de representar fenômenos além
daqueles modelados pela elasticidade, introduzindo ao assunto do estudo dos corpos de-
formáveis uma relação no tempo entre a história dos campos de tensões e deformações
presentes no corpo, característica esta que confere a estes materiais o título de materiais
com memória.
É indiscutível o fato de que as modernas abordagens, respaldadas em teorias mais

complexas, descritoras de comportamentos não lineares, necessitam, muitas vezes, das
ferramentas computacionais para a realização das análises numéricas dos problemas
tratados. Inúmeros trabalhos dedicados a aplicação de métodos numéricos lembram,

1



CAPÍTULO 1. ASPECTOS INTRODUTÓRIOS

habitualmente, esta realidade, o que torna interessante e de grande valia os estudos teóri-
cos aliados aos métodos numéricos que surgem no contexto da mecânica dos sólidos.
Entre todos, o Método dos Elementos Finitos é o que mais suscita estudos e pesquisas
numéricas e, obviamente, o que mais trabalhos executados possui. Todavia, a in�nidade
de possibilidades latentes nos demais métodos numéricos exige a constante atenção dos
estudiosos e os esforços necessários ao seus desenvolvimentos.
Neste contexto, o presente trabalho tenciona fornecer, ao estudo do Método dos

Elementos de Contorno, uma formulação efetiva para análise de problemas viscoelás-
ticos isotérmicos, em estado plano de tensão e estado plano de deformação, quasi-
estáticos e dinâmicos. As equações integrais resultantes deste processo relacionam,
adequadamente, as funções espaciais e temporais representantes do comportamento vis-
coelástico a ser modelado, evidenciando, através da integral de Stieltjes, a dependência
das histórias envolvidas. Para encontrar os deslocamentos e forças de superfícies procu-
radas, necessária é a construção de soluções fundamentais viscoelásticas, associadas
aos modelos reológicos adotados, que sejam de fácil manuseio e as mais gerais pos-
sível. A esta questão, o Princípio da Correspondência já se notabiliza pela possibili-
dade de se obter as soluções procuradas a partir de soluções elásticas conhecidas. Bas-
tante e�ciente, este princípio gera expressões corretas, porém trabalhosas, sempre que se
associa a modelos su�cientemente complexos. Aqui, são apresentadas expressões no-
vas, obtidas por meio alternativo, porém mais rigoroso, escritas em uma forma mais
elegante e mais manipulável, sem perder a generalidade requerida. As análises desen-
volvidas seguem à frente com estas soluções e são discretizadas no contorno e domínio
do problema empregando o Método da Colocação e técnicas numéricas simples e satis-
fatórias para a procura das respostas desejadas.
Descrito assim o objeto deste, o desenvolvimento segue a seguinte organização: o

Capítulo 1 ainda aborda uma breve história da viscoelasticidade, baseando-se no ar-
tigo de MARKOVITZ [1]. Desta forma, fala-se sobre o início da teoria, citando as
contribuições mais relevantes até a época da publicação da formulação de Boltzmann,
considerada, de fato, a primeira formulação viscoelástica. Uma revisão bibiliográ�ca é
realizada a �m de fornecer o panorama das pesquisas em Viscoelasticidade e Elementos
de Contorno. O Capítulo 2 apresenta as equações constitutivas, começando pela forma
integral. A idéia física e analítica da obtenção desta é mostrada, assim como a conceitu-
ação do termo material commemória presente na de�nição das funções integrantes. Não
se deixa de lado a forma diferencial, embora não empregada neste trabalho. O Capítulo
3 cuida da formulação integral para problemas quasi-estáticos, descrevendo o processo
de obtenção, muito similar ao da formulação da elastostática. Comentários sobre as
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soluções fundamentais, encontradas na literatura, são realizados, deixando para último
a apresentação das soluções empregadas neste trabalho. Os procedimentos numéricos
utilizados na discretização das equações integrais fecham este capítulo. O Capítulo 4 é
inteiramente dedicado a discussão dos resultados obtidos na análise quasi-estática. No
Capítulo 5 é desenvolvida a formulação dinâmica, nos moldes da desenvolvida no Capí-
tulo 3. Os procedimentos numéricos enfatizam a integração de domínio e os processos
de marcha no tempo, que são testados e os resultados obtidos discutidos no Capítulo
6. Finalmente, o Capítulo 7 conclui o trabalho realizado e apresenta algumas sugestões
para trabalhos futuros.

1.2 Breve Histórico

A origem da teoria da viscoelasticidade remonta ao início do século XIX e deve seu
desenvolvimento aos esforços isolados de vários estudiosos. A primeira contribuição
relevante do comportamento mecânico destes materiais foi dada por Wilhelm Weber,
em 1835. Estudando os �os de seda, usados em instrumentos elétricos e magnéticos por
sua baixa rigidez a torção, Weber observou que este material, quando cru, não era per-
feitamente elástico, pois, quando solicitado axialmente, não só apresentava deformação
elástica instântanea, mas também uma deformação adicional que aumentava gradual-
mente com o tempo; a remoção da carga provocava uma contração imediata de valor
igual ao da extensão instântanea, seguida por uma diminuição gradual de seu com-
primento, recuperando, o material, sua geometria original. Ele concluiu, então, que
este comportamento não podia ser de�nido somente pelas leis da elasticidade, e que o
mesmo dependia da duração da força aplicada. Assim sendo, nomeou-o de Elastische
Nachwirkung, ou conforme MARKOVITZ [1], Elastic Aftereffect. Weber também con-
seguiu deduzir a existência do fenômeno recíproco da relaxação de tensões, e que o
mesmo era responsável pelo amortecimento de vibrações e pela determinação dos ma-
teriais que produziam sons quando excitados.
Contribuições posteriores foram fornecidas por R. Kohlrausch e seu �lho Friederich,

através de testes feitos no laboratório de Weber, notando que outros materiais, como
o vidro e a prata, também exibiam este comportamento. Foram também capazes de
observar a sensibilidade à temperatura e de mostrar, em 1863, a linearidade do compor-
tamento.
Enquanto investigações eram feitas na Alemanha, entre os anos de 1835 e 1876, nas

ilhas Britânicas, Sir William Thomson (Lord Kelvin), em seu laboratório na universi-
dade de Glasgow, concluía, por volta de 1865, a existência de uma fricção molecular em
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sólidos elásticos que funcionava como resistência interna à mudança de forma, o qual
chamou de viscosidade do sólido. Estas pesquisas foram motivadas por seu interesse
em termodinâmica e permitiram uma importante distinção entre viscosidade de sólidos
e �uídos. Entretanto, foi James Clerk Maxwell quem propôs, sem muita explicação,
uma descrição para o fenômeno da viscosidade, independente de hipóteses, em termos
de uma equação diferencial de primeira ordem,

dF

dt
= E

dS

dt
� F

T
;

em seu trabalho "On the Dynamical Theory of Gases", publicado em 1867. Nesta
equação, os termos são de�nidos como: F , a tensão; S, a deformação correspondente;
E, o módulo elástico; e T , a temperatura. Maxwell também fez alguns comentários
sobre sua aplicabilidade em viscoelasticidade, porém, observou que um decaimento ex-
ponencial simples de tensões não explicava a ampla escala de tempo encontrada nos
experimentos realizados.
Uma descrição matemática mais efetiva do comportamento viscoelástico foi

fornecida por Oskar E. Meyer de Breslau, em 1874, a �m de explicar os experimen-
tos da família Kohlrausch. Ele propôs uma expressão para a tensão como a soma de
dois termos, sendo o primeiro, a usual dependência linear da deformação e, o segundo,
uma contribuição viscosa proporcional à taxa temporal da deformação. Assim, para a
tensão cisalhante, ele escreveu que

�Xy = �Yx = �

�
du

dy
+
dv

dx

�
+ �

d

dt

�
du

dy
+
dv

dx

�
;

onde � e � são constantes materiais e as expressões dentro dos parênteses, as defor-
mações cisalhantes. Esta expressão é atualmente associada aos nomes de Kelvin e Voigt,
por terem sido os primeiros a publicá-la anos mais tarde.
As diversas colaborações fornecidas à teoria, até então, eram apenas qualitativas e

não conseguiam representar completamente o fenômeno, assim chamado de aftereffect,
que os materiais experimentados demonstravam, permanecendo, ainda, na penumbra da
ignorância. Foi então que em 1874 surgiu o trabalho de LUDWIG EDWARD
BOLTZMANN [2], considerado a mais importante contribuição à teoria. A �m de
generalizar o problema estudado e fornecer uma expressão que fosse capaz de repre-
sentar o fenômeno, não só qualitativamente, mas também quantitativamente, ele partiu
da teoria da elasticidade, considerando uma barra isotrópica, elástica, deformada homo-
geneamente, tal que o aumento de comprimento ao longo dos eixos X , Y e Z fossem
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�, � e , respectivamente, conforme �gura 1.1. Para cada força de superfície normal à

N2

N1N1

N3

N2

a0

a

b

c
b0 c0

a = a  (1+   )0

b = b  (1+   )0

c = c  (1+   )0

Z

Y

X

Figura 1.1: Deformação assumida por Boltzmann em um corpo prismático

barra, a teoria da elasticidade fornecia à Boltzmann uma fórmula linear em termos das
constantes de Lamé � e �, como por exemplo para

N1 = � (�+ � + ) + 2��:

A esta acrescentou duas novas parcelas que representavam o fenômeno dependente do
tempo. Para isto, ele partiu da premissa que as forças de superfícies em um determi-
nado tempo não só dependiam das deformações correntes, mas também de todas as
deformações em instantes passados, de tal forma que o efeito da deformação se tornasse
menor quanto mais distante fosse o instante daquela. Ainda, aliada a esta premissa, ele
acrescentou a hipótese do Prinzip der Superposition, válida desde que a deformação
fosse su�cientemente pequena. Assim, a expressão viscoelástica para a tensão normal
N1 (t) obtida foi:

N1 (t) = �� (t) + 2�� (t)�
Z 1

0

� (!) � (t� !) d! � 2
Z 1

0

 (!)� (t� !) d!;

para

� (t) = � (t) + � (t) +  (t) ;

onde as funções temporais � e  representam propriedades dos materiais e a função �

a dilatação do corpo. Na atual nomenclatura, a função  é de�nida como
dG (t)

dt
, onde
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G é a função ou módulo de relaxação de tensões cisalhantes, e a constante � é o valor
limitante de G em t = 0. Continuando com sua análise, ele apresentou uma relação
entre tensões e deformações para qualquer forma do corpo e todo tipo de deformação,
descrita, por exemplo, em termos de tensões cisalhantes, como:

T1 = �

�
dv (t)

dz
+
dw (t)

dy

�
�
Z 1

0

 (!)

�
dv (t� !)

dz
+
dw (t� !)

dy

�
d!;

onde os termos no interior dos colchetes representam a deformação cisalhante, com v e
w deslocamentos nas direções y e z respectivamente. Em seu trabalho Boltzmann ainda
indicou que a função  poderia ser encontrada por experimentos de torção, sugerindo
seis formas diferentes de executar este experimento.
Após o trabalho de BOLTZMANN [2], VOLTERRA [3], em 1909, extendeu a teoria

proposta ao campo da anisotropia. Outros trabalhos também surgiram sobre o assunto,
mas parece ter sido o de Boltzmann o último trabalho de relevância a ser publicado
na época, permanecendo a teoria da viscoelasticidade adormecida durante algumas dé-
cadas.

1.3 Revisão Bibliográ�ca

O avanço tecnológico dos materiais poliméricos e o seu emprego crescente, a partir
de 1940, trouxeram de novo a atenção dos cientistas à teoria da viscoelasticidade. As
contribuições que surgiram a partir de então focaram, basicamente, o estudo da equação
constitutiva e das propriedades reológicas dos materiais, o estudo do comportamento
linear e não linear, e a análise das soluções dos problemas de valores de contorno e
inicial. Neste contexto, pretende-se apresentar nesta seção uma revisão bibliográ�ca
dos trabalhos de maior relevância sobre viscoelasticidade encontrados e utilizados pelo
autor na confecção desta tese.
Os trabalhos de ALFREY [4] e [5], bastante citados na literatura referente, propõem,

respectivamente, o uso de modelos reológicos �nitos na representação do comporta-
mento observado em laboratório, permitindo a ligação entre os parâmetros físicos pre-
sentes na equação constitutiva e nos modelos mecânicos, e uma solução para o pro-
blema diferencial de valor de contorno e inicial empregando resultados conhecidos de
uma solução elástica do problema viscoelástico correspondente. Para este, o método
proposto discute a possibilidade da separação de variáveis, assumindo que a função
dependente da variável espacial seja conhecida pela análise elástica prévia, restando co-
nhecer a função transiente. Assim, ele de�ne e introduz o Princípio da Correspondência
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Elástica-Viscoelástica. Um procedimento distinto empregado na obtenção da solução
do problema de valor de contorno e inicial é encontrado no trabalho de LEE [6], que
discute o uso das transformadas de Laplace na análise das soluções, fazendo correspon-
der no domínio transformado, por meio do Princípio da Correspondência, o problema
viscoelástico e o seu análogo elástico. Ainda, LEE faz uso do domínio de Laplace a
�m de relacionar as formas integral e diferencial, representantes da mesma equação
constitutiva. Nesta mesma vertente, mas dedicado ao comportamento dinâmico e as
relações representativas dos fenômenos de relaxação e deformação lenta, encontra-se
o trabalho de ALFREY e GURNEE [52]. Neste, os autores realizam um comparativo
entre o comportamento mecânico e elétrico, de�nindo funções complexas representati-
vas em termos da frequência. O comportamento molecular também é discutido, além de
vibrações e ondas emmateriais viscoelásticos. De certa forma, a contribuição destes tra-
balhos é resumidamente apresentada pelo livro de FLÜGGE [7], com uma abordagem
bastante didática e introdutória sobre a teoria linear unidimensional, tridimensional,
quasi-estática e dinâmica, focando a análise da equação constitutiva pelo uso da trans-
formada de Laplace.
Em uma outra vertente, GURTIN e STERNBERG [8], fornecem à teoria viscoelás-

tica linear uma visão matemática rigorosa para a obtenção e compreensão do funciona-
mento da equação constitutiva. As de�nições e teoremas encontrados neste trabalho
analisam precisamente desde a construção das formas integrais e diferenciais da equação
constitutiva até a existência das soluções do problema de valor de contorno e inicial,
levantando como hipóteses condições de continuidade e suavidade das funções envolvi-
das. Seguindo esta linha mais formal na abordagem do tema, mais trabalhos, de in-
teresse, podem ser citados, como o livro de CHRISTENSEN [9] que apresenta uma
discussão geral sobre a teoria da viscoelasticidade linear e não linear, sob condições
isotérmicas e não isotérmicas, para problemas quasi-estáticos ou dinâmicos, além de
fornecer fontes bibliográ�cas riquíssimas sobre o tema; o trabalho de COLEMAN e
NOLL [10], que consideram a teoria não linear no contínuo como ponto de partida para
a teoria linear; as contribuições de GREEN e RIVLIN [11], [13], e GREEN et al [12]
sobre uma formulação constitutiva para o problema viscoelástico não linear; e por �m,
o livro de FINDLEY et al. [14] que aborda, também, as formulações não lineares da
viscoelasticidade. O intento, em citar as contribuições para problemas não lineares, tem
apenas o objetivo de fornecer uma visão geral sobre o universo amplo e rico existente,
embora este trabalho restrinja-se aos limites da linearidade.
O uso dos métodos numéricos e de ferramentas computacionais na análise dos pro-

blemas viscoelásticos pode ser encontrado em uma série de trabalhos recentes sobre

7



CAPÍTULO 1. ASPECTOS INTRODUTÓRIOS

aplicações da teoria. Basicamente, discutem sobre as formulações dos métodos mais
usuais, os procedimentos de marcha no tempo, as soluções numéricas para as inte-
grais de convolução e os processos de inversão das respostas no domínio de Laplace
para o domínio do tempo. Sobre o método dos Elementos de Contorno, podem ser
citados alguns trabalhos relevantes: no trabalho de RIZZO e SHIPPY [15], a formu-
lação integral viscoelástica é montada a partir da transformada de Laplace do sistema
de equações do problema elástico, empregando o Princípio da Correspondência. As in-
tegrais são avaliadas como se fossem elásticas, obtendo os deslocamentos e tensões, em
nós do contorno e domínio, dependentes da variável de Laplace. Para a solução �nal
no domínio do tempo, é utilizado um procedimento de tranformação inversa numérica
da solução no domínio de Laplace, proposto por SCHAPERY [16]. Outros procedi-
mentos para inversão numérica da transformada de Laplace podem ser encontrados nos
trabalhos de DURBIN [17] e COST [18]. NEVES [41] desenvolve uma formulação de
contorno no domínio transformado, mas, diferentemente de RIZZO e SHIPPY [15], em-
prega na inversão numérica o método apresentado por DURBIN [17]. SYNGELLAKIS
[19] e SINGELLAKIS e WU [22] explanam sobre a formulação viscoelástica linear
de contorno, quasi-estática ou dinâmica, no domínio do tempo, usando o princípio da
reciprocidade, cuja validade é provada por GURTIN e STERNBERG [8]. Para esta for-
mulação de SYNGELLAKIS [19], uma solução fundamental viscoelástica no domínio
do tempo é empregada. Uma discussão interessante sobre a obtenção destas soluções
para 3D, estado plano de deformação e estado plano de tensão, empregando o Princí-
pio da Correspondência e as soluções fundamentais de problemas elásticos correspon-
dentes, pode ser encontrada no trabalho de CARINI e DeDONATO [20], que fornecem,
ainda, um algorítmo para obtenção das soluções em diversas combinações, em série ou
em paralelo, de elementos viscoelásticos de Kelvin e Maxwell. Diante das di�culdades
encontradas na obtenção de soluções fundamentais viscoelásticas no tempo, para uso
no método dos Elementos de Contorno, e do custo das inversões numéricas, SCHANZ
e alguns colaboradores contribuem com uma série de trabalhos [21], [31], [32], [33],
[34], [35] e [36] em que o emprego de uma quadratura proposta por LUBICH [23] e
[24], para convoluções de Riemann, permite tratar toda a formulação no tempo com,
apenas, as soluções fundamentais de�nidas no domínio transformado de Laplace, que
servem ao processo numérico como peso da integração avaliada. Discussões e análises
dinâmicas viscoelásticas são realizadas por PÉREZ-GRAVILÁM e ALIABADI [53]
para o domínio da frequência e pelos trabalhos de SCHANZ e colaboradores já citados,
para o domínio do tempo. Particularmente, estes últimos avaliam o problema dinâmico
viscoelástico empregando a formulação da elastodinâmica e suas respectivas soluções
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fundamentais, fato este que suscitou dúvidas e o interesse por uma formulação escrita
inteiramente dentro da teoria viscoelástica, sem o uso do Princípio da Correspondência.
Existem muitos outros trabalhos que poderiam ter sido citados no escopo desta

seção, porém, a seleção deu-se a �m de permitir o vislumbre das pesquisas básicas
no tema. As seções seguintes se responsabilizarão pela introdução mais detalhada das
equações constitutivas e do problema de análise de tensões em corpos viscoelásticos,
citando, quando necessárias, outras publicações importantes.

1.4 Considerações Finais

Para encerrar este capítulo introdutório, algumas considerações �nais são neces-
sárias para a correta leitura deste trabalho. Assim sendo, notar-se-á ao longo de todo
o texto o emprego de duas notações: a tensorial e a indicial. Os tensores de primeira
e segunda ordem serão representados por letras minúsculas e maiúsculas, em negrito,
respectivamente, e suas conceituações, assim como as relações estabelecidas entre estes,
seguirão os preceitos impostos pela Mecânica dos Meios Contínuos [28]. Excessão será
encontrada na representação das soluções fundamentais que seguirão a terminologia
adotada por BREBBIA et al [27]. A notação indicial será empregada para a designação
das componentes dos tensores, que surgirão em letras minúsculas ou maiúsculas, sempre
regulares, conforme a literatura empregada como referência.
Toda a análise aqui realizada não ultrapassará os limites da linearidade assumida.

Desta forma, assumir-se-á o vetor x como a posição de todo ponto localizado em um
espaço Euclidiano. A posição x e o tempo t serão as variáveis independentes dos ten-
sores e vetores representativos do comportamento viscoelástico. A �xação da posição
x ou do tempo t, em uma função f (x; t), poderá ser representada por f (x; �) ou f (�; t),
respectivamente. Para as derivadas serem avaliadas, as seguintes terminologias serão
empregadas:

@fi
@xj

= fi;j e
@fi
@t

= _fi:

Por �m, a menos que qualquer menção seja feita, a sobreposição de uma barra nas
funções denotará a sua transformada de Laplace.
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Capítulo 2

Viscoelasticidade Linear

2.1 Conceitos Preliminares

Uma de�nição apropriada dos materiais viscoelásticos pode ser formulada em função
da análise de suas propriedades reológicas. CHRISTENSEN [9] observa que estes ma-
teriais têm propriedades elásticas e viscosas, principalmente por serem capazes de tanto
armazenar quanto dissipar energia mecânica. FINDLEY et al [14] observam, alter-
nativamente, por meio da resposta de um elemento unidimensional, quando sujeito à
aplicação rápida de uma força, que seu comportamento instantâneo é elástico, seguido
de um aumento lento e contínuo da deformação, com decréscimo de sua taxa temporal.
Mais detalhadamente, conforme descrito por LEE [25], um material viscoelástico, sob
um estado de tensões e deformações nulas em t < 0, quando solicitado subitamente por
uma tensão axial constante �0, em t = 0, que se mantém desta forma até um tempo t0,
apresenta resposta elástica instantânea, seguida de resposta elástica retardada (delayed
elasticity), acompanhada de �uxo viscoso contínuo, como ilustrados na �gura 2.1, res-
pectivamente, pelos trechos OA, AB e BC. A retirada da tensão no tempo t0 mostra que
a resposta elástica é recuperada imediatamente (trecho CD), seguida da recuperação
gradual da resposta elástica retardada (trecho DE), permanecendo, por �m, uma defor-
mação referente ao �uxo viscoso (trecho EF). A curva da �gura 2.1, assim fornecida por
LEE [25], ilustra o fenômeno da deformação lenta (creep) de um determinado material
viscoelástico, sujeito à ação de uma tensão constante aplicada; este fenômeno, junta-
mente com o de relaxação de tensões (stress relaxation), quando da aplicação súbita
de uma deformação "0, no instante t = 0, demonstram e de�nem o comportamento
viscoelástico.
Para concluir, uma fundamentação adequada da linearidade do comportamento do
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tO t'

A

B
C

D
E F

Figura 2.1: Resposta de um material viscoelástico submetido à aplicação de uma tensão
axial constante

material [14] é fornecida pela proporcionalidade existente entre as tensões e as defor-
mações, em um determinado tempo, e a validade do Princípio da Superposição Linear,
também conhecido como Princípio da Superposição de Boltzmann. Com efeito, estes
conceitos podem ser representados, analiticamente, pelas seguintes igualdades:

" [c � (x; t)] = c " [� (x; t)] (2.1)

e

" [�1 (x; t) + �2 (x; t� t1)] = " [�1 (x; t)] + " [�2 (x; t� t1)]; (2.2)

onde ", � e c representam a deformação especí�ca e a tensão axiais, e uma constante
qualquer, respectivamente; ou ainda, ilustradas gra�camente como na �gura 2.2. Esta
representação aditada à conceituação do material apresenta o comportamento aqui estu-
dado, modelado e esperado.
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Figura 2.2: Ilustração das equações de linearidade

2.2 O Problema Viscoelástico

Na seção anterior foram comentadas algumas generalidades sobre a viscoelastici-
dade linear, de�nindo e caracterizando-a pelo comportamento de materiais portadores
de propriedades elásticas e viscosas, e pela fundamentação de sua linearidade. Agora
será apresentado o problema viscoelástico a ser analisado.
Em um problema viscoelástico linear com valores iniciais e de contorno conhecidos,

o sistema de equações regente, que de�ne as variáveis envolvidas, não difere muito do
sistema de�nidor do problema elástico associado, conforme ressalta CHRISTENSEN
[9]. De fato, as relações cinemática, de compatibilidade e de movimento são as mesmas
para os dois problemas, diferindo apenas na lei constitutiva e na dependência do tempo
de cada variável. Sendo assim, apresentam-se, à seguir, as relações governantes para o
problema à analisar, omitindo, por ora, a relação constitutiva viscoelástica:

� Relação deformação - deslocamento

2E (x; t) =ru (x; t) +ruT (x; t); (2.3)

sendo E o tensor de Green-Lagrange, u o vetor dos deslocamentos e o operador
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linear

r =
@

@x
; (2.4)

� Equação de movimento

r �T (x; t) + b (x; t) = �
@2u (x; t)

@t2
; (2.5)

para T o tensor de tensões de Cauchy, b o vetor das forças de volume e � a
densidade;

� Condições de compatibilidade

rT �r� E (x; t) ; (2.6)

� Princípio da tensão de Euler e Cauchy

p (x; t) = T (x; t) n (x) ; (2.7)

sendo n um vetor normal unitário, externo ao contorno �;

� Condições de contorno

p (x; t) = �p (x; t) em �1 (2.8)

e

u (x; t) = �u (x; t) em �2; (2.9)

onde � = �1 [�2 e �p (x; t) e �u (x; t) são valores prescritos da força de superfície
e deslocamento, respectivamente;

� Condições iniciais

u (x; t) = " (x; t) = � (x; t) = 0; para todo t < 0; (2.10)

tais como de�nidas por CHRISTENSEN [9].

Observa-se, oportunamente, que a similaridade existente entre os problemas elásti-
cos e viscoelásticos permite a formatação de uma correlação entre os mesmos, o que
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institui o Princípio da Correspondência Elástica-Viscoelástica. Este princípio é de
grande valia em uma análise viscoelástica, uma vez que auxilia a determinação das
variáveis através do conhecimento da solução elástica do problema associado. Em
síntese, este princípio permite a adoção de resultados conhecidos da análise elástica,
para as funções atemporais, produto do processo de separação de variáveis aplicado,
restando a determinação da variável temporal para a solução do problema [5].
Outrossim, empregando a transformada de Laplace, é possível a associação dos
parâmetros elásticos com as transformadas de Laplace dos parâmetros viscoelásticos à
determinar; na inversão da transformada, os parâmetros viscoelásticos são, então, obti-
dos como função do tempo.
Na seção seguinte será apresentada detalhadamente a equação constitutiva viscoelás-

tica.

2.3 Equações Constitutivas

Para um material viscoelástico linear, homogêneo e isotrópico, sob condições isotér-
micas, a lei constitutiva apresenta-se, basicamente, sob duas formas correlacionadas:
uma integral e outra diferencial. Em ambos os casos �ca evidenciada não só a de-
pendência do tempo, mas também a relação entre as histórias dos campos de tensões e
deformações atuantes, explicitando quer seja matematicamente, ou �sicamente, o com-
portamento viscoelástico.
A associação entre as histórias dos acontecimentos mecânicos em um corpo vis-

coelástico segue o princípio denominado de fading memory. Neste, determinadas
restrições as quais a relação tensão-deformação é submetida, permitem a adequação
do comportamento à hipótese do efeito de memória do material. Em suma, o efeito
medido em um dado instante deve ter maior in�uência que os efeitos medidos em acon-
tecimentos passados. CHRISTENSEN [9] examina resumidamente o efeito da memória
em materiais viscoelásticos, citando algumas referências de estudos sobre o assunto.
Antes de de�nir as formas da equação constitutiva, cabe ressaltar que, no uso da

teoria da viscoelasticidade, é comum a decomposição das tensões e deformações em
suas partes desviatórias e volumétricas, sendo que, consoante a�rmação de LEE [25],
a in�uência das propriedades viscoelásticas é mais marcante nas respostas desviatórias.
À seguir, apresentam-se as decomposições dos tensores de tensão e deformação nas
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respectivas partes:

T = T0 +
trT

3
I (2.11)

e

E = E0 +
trE

3
I; (2.12)

sendo I o tensor identidade.

2.3.1 Forma integral da relação constitutiva

A relação constitutiva viscoelástica, entre as formas nas quais pode ser escrita, tem
na representação integral a sua forma mais geral, não restrita a qualquer modelo re-
ológico prede�nido, mas sempre relacionada a algum, através da função que repre-
senta a característica mecânica do material. Esta forma é de�nida por uma integral de
convolução de Duhamel, ou ainda, de Stieltjes, onde �ca aparente a dependência da
história dos campos de tensão e deformação atuantes, característica esta que confere a
essa forma o nome de integral hereditária.
Para a construção desta integral, FLÜGGE [7] a�rma que a hipótese de linearidade

e as propriedades mecânicas dos materiais viscoelásticos levam a uma relação propor-
cional entre a tensão � (x; t) e a deformação " (x; t), aplicadas em t = 0. De�nindo,
então, uma deformação axial, a partir da função de Heaviside h(t), na forma de

" (x; t) = "(x; 0)h(t); (2.13)

a tensão axial resultante será representada por

� (x; t) = "(x; 0)G (t); (2.14)

onde a função G é a tensão por unidade de deformação aplicada no instante t = 0,
conhecida como função de relaxação de tensão. A equação (2.14) descreverá o compor-
tamento viscoelástico caso a deformação permaneça a mesma durante todo o tempo t.
Entretanto, se em um dado instante t = � , for aplicado um incremento de deformação

�" (x; t) = �"(x; �)h (t� �); (2.15)

a validade da condição de proporcionalidade e o princípio da superposição conduzirão
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a uma tensão resultante

� (x; t) = "(x; 0)G (t) + �"(x; �)G (t� �): (2.16)

A sucessiva aplicação de incrementos de deformações em tempos posteriores a � acar-
retará em uma equação para a tensão, em função da deformação inicial, mais uma série
de incrementos de deformações. Sob esta idéia, a aplicação de uma deformação " (x; t),
qualquer, representada pela �gura 2.3,fornecerá a equação de relaxação de tensões em

Figura 2.3: Distribuição temporal da deformação

termos da integral de Duhamel

� (x; t) = " (x; 0)G (t) +

Z t

0

G (t� �)
d" (x; �)

d�
d� : (2.17)

Segundo CHRISTENSEN [9], uma construção analítica da integral de convolução
pode, também, ser obtida através do uso de um funcional linear

1
 
�=0
(�), de valor tenso-

rial, que põe em correspondência com o campo de tensões resultantes em um tempo t,
as deformações atuantes no tempo corrente e em tempos anteriores � , com � < t. A
expressão

T (x; t) =
1
 
�=0
[E (x; t� �) ;E (x; t)] (2.18)

formaliza esta relação, para a qual o funcional linear é fornecido pelo Teorema de
Representação de Riesz, que toma como condição necessária a continuidade deE (x; t),
para todo t 2 [0;1). A expressão �nal resultante é dada na forma da convolução de
Stieltjes, na qual a tensão

T (x; t) =

Z t

0

E (x; t� �) dG (�) = E (x; t) � dG (t) : (2.19)
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Em (2.19), a função de relaxação

Gijkl (t) =
1

3
[G2 �G1] (t) �ij �kl +

1

2
G1 (t) (�ik �jl + �il �jk) ; (2.20)

constitui um tensor de quarta ordem isotrópico de�nido em (�1;1), de variação
limitada em todo subintervalo fechado, tal queG (t) = 0, para todo t < 0. As funções
G1 eG2 representam, respectivamente, as partes desviatória e volumétrica da funçãoG.
A conexão entre as expressões (2.17) e (2.19) pode ser encontrada pela integração

da função delta de Dirac envolvida na derivação da função G em t = 0, ou conforme
GURTIN e STERNBERG [8], pela relação entre as integrais de convolução de Riemann
e Stieltjes. Esta ultima forma é um meio rigoroso de conexão entre as duas integrais e
constitui uma propriedade da integral de Stieltjes. Outras propriedades podem ser vistas
na tabela 2.1, considerando as funções representativas ';  ; ! de classe de Heaviside
[8], de�nidas em (�1;1), ou seja, ';  ; ! são identicamente nulas em (�1; 0), ' é
contínua em [0;1) e  ; ! são continuamente diferenciáveis em [0;1).

Tabela 2.1: Propriedades da integral de Stieltjes
a)' � d =  � d';
b)' � d ( � d!) = (' � d ) � d! = ' � d � d!;
c)' � d ( + !) = ' � d + ' � d!;
d)' � d � 0) ' � 0 ou  � 0;
e)' � dh � '; ondeh é a função de Heaviside;

f)' � d = � '+ ' � _ ; onde� =  (0) ; _ =
d 

dt
;

De forma análoga, é possível encontrar uma relação constitutiva que represente o
comportamento da deformação lenta (creep) na forma

E (x; t) =

Z t

0

T (x; t� �) dJ (�) = T (x; t) � dJ (t); (2.21)

onde a função J é a função de deformação lenta (creep), de�nida da mesma forma que
a função G. FLÜGGE [7] também a de�ne como a deformação por unidade de tensão
aplicada. Ainda, segundo GURTIN e STERNBERG [8], é possível de�nir

J (t) = G�1 (t); (2.22)

o que valida as seguintes relações:

J (t) � dG (t) = h (t) (2.23)
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e

�G (s) �J (s) =
1

s2
; (2.24)

desde que G e J sejam O [exp (s0t)] quando t ! 1, com s0 > 0. As funções �G e �J
representam as transformadas de Laplace deG e J, sendo s a variável transformada.
As equações (2.19) e (2.21) representam a forma integral da equação constitutiva

de um problema viscoelástico em que tanto tensões e deformações podem ser encon-
tradas para um instante t. As tensões e deformações, desviatórias e volumétricas, das
decomposições representadas pelas equações (2.11) e (2.12), são dadas por

�0ij (x; t) =

Z t

0

G1 (t� �) d"0ij (x; �); (2.25)

�kk (x; t) =

Z t

0

G2 (t� �) d"kk (x; �); (2.26)

"0ij (x; t) =

Z t

0

J1 (t� �) d�0ij (x; �); (2.27)

"kk (x; t) =

Z t

0

J2 (t� �) d�kk (x; �); (2.28)

onde as funções J1 e J2 representam as partes desviatórias e volumétricas da função
de deformação lenta; �0ij e "0ij são as compontes dos tensores de tensão e deformação
desviadores; �kk e "kk os traços dos tensores de tensão e deformação, respectivamente.
Para �nalizar os comentários sobre a forma integral, cabe aqui citar algumas relações

entre as funções que representam o comportamento viscoelástico dos materiais (funções
materiais). De acordo com CHRISTENSEN [9], têm-se:

� (t) =
G1 (t)

2
; (2.29)

k (t) =
G2 (t)

3
(2.30)

e

� (t) =
1

3
[G2 (t)�G1 (t)] = k (t)� 2

3
� (t); (2.31)
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no domínio do tempo, e

�E (s) =
3 �G1 (s) �G2 (s)
�G1 (s) + 2 �G2 (s)

=
9 �� (s) �k (s)

�� (s) + 3 �k (s)
(2.32)

e

�� (s) =
�G2 (s)� �G1 (s)

s
�
�G1 (s) + 2 �G2 (s)

� = 3 �k (s)� 2 �� (s)
2s
�
�� (s) + 3 �k (s)

� ; (2.33)

no domínio de Laplace. Para estas expressões de�ne-se: � (t), � (t) e k (t) funções
viscoelásticas análogas às constantes de Lamé e ao módulo elástico volumétrico; �E (s)
e �� (s) as transformadas de Laplace da função de relaxação de um estado de extensão
uniaxial e o coe�ciente de Poisson viscoelástico, respectivamente.

2.3.2 Forma diferencial da relação constitutiva

A representação da equação constitutiva viscoelástica linear pode ser feita através
de uma forma alternativa àquela descrita na seção anterior. De fato, é possível mode-
lar o fenômeno viscoelástico por uma relação diferencial entre os campos de tensão e
deformação atuantes, expressada pela equação geral

P T (x; t) = QE (x; t); (2.34)

onde P e Q são operadores diferenciais lineares, com respeito ao tempo, de�nidos por

P =

NX
i=0

pi
@i(:)

@ti
e Q =

NX
i=0

qi
@i(:)

@ti
; (2.35)

e pi e qi são parâmetros reológicos do material, independentes de T (x; t) e E (x; t).
Diferente da forma integral, a forma diferencial necessita de analogias com mo-

delos mecânicos, os quais permitem uma interpretação física do fenômeno modelado e
a obtenção dos coe�cientes da equação diferencial por meio de uma relação destes com
os parâmetros dos modelos estabelecidos [4]. Estes modelos, tais como ilustrados na
�gura 2.4, são construídos por associação em série ou em paralelo de elementos que
representam o comportamento elástico (mola) e o comportamento viscoso (amorte-
cedor), presentes no material viscoelástico. Novas associações, em série ou em paralelo,
entre os modelos assim construídos, formammodelos ainda mais complexos, capazes de
melhor modelar o comportamento real de um dado material, fornecendo respostas cada
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E

Modelo de KelvinVoigt Modelo de Maxwell

E

Figura 2.4: Modelos reológicos simples

vez mais precisas. Exemplos plausíveis são aqueles ilustrados na �gura 2.5, denomina-
dos de modelos generalizados de Maxwell e Kelvin-Voigt, formados pelas associações
em paralelo e em série de n modelos simples de Maxwell e Kelvin-Voigt, respectiva-
mente. A resposta fornecida por este modelo melhor se adequa a de um material real
viscoelástico quanto maior é o valor que se toma para n, isto é, para uma situação em
que n ! 1. É claro que quanto maior o valor de n mais difícil se torna a computação
dos coe�cientes da equação (2.34). Este fato reforça a idéia de que a equação hereditária
é mais geral do que a forma diferencial, além de mais conveniente em uma análise real.

Figura 2.5: Modelos generalizados de Maxwell e Kelvin-Voigt

Qualquer que seja a escolha da forma empregada é sempre possível associar os
parâmetros reológicos p's e q's com as funções G(t) e J(t) de relaxação e deformação
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lenta, respectivamente. Para isso toma-se a transformada de Laplace da equação (2.34):

�P (s) �T (x; s)� 1
s

NX
k=1

pk

kX
r=1

srT(k�r) (x; 0) =

�Q (s) �E (x; s)� 1
s

NX
k=1

qk

kX
r=1

srE(k�r) (x; 0) ;

(2.36)

para P (s) e Q (s) de�nidos como

�P (s) =

NX
i=0

pis
i e �Q (s) =

NX
i=0

qis
i; (2.37)

s a variável de Laplace eT(k�r) (x; 0) eE(k�r) (x; 0) designam a (k�r)-ésima derivada
de T (x; t) e E (x; t), em relação ao tempo, avaliadas em t = 0. A transformada de
Laplace de (2.19) é

�T = s �G (s) �E: (2.38)

Então, desde que

NX
k=1

pk

kX
r=1

srT(k�r) (x; 0) =
NX
k=1

qk

kX
r=1

srE(k�r) (x; 0) (2.39)

seja satisfeita, obtém-se a seguinte relação

s �G (s) =
�Q (s)
�P (s)

: (2.40)

Ainda, como feito para a integral hereditária, é possível separar as tensões e defor-
mações em suas partes desviatórias e volumétricas e tratá-las separadamente.
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Capítulo 3

Método dos Elementos de Contorno:
Formulação Quasi-Estática

3.1 Equação Integral no Contínuo

De acordo com GURTIN e STERNBERG [8], de�ndo-se dois sistemas viscoelás-
ticos (u; p; b) e (u�; p�; b�), bidimensionais, homogêneos, isotrópicos e isotérmicos,
cujos elementos(

u (�; t) ; p (�; t) ; b (�; t) 2 H0(�1;1) e
u� (�; t) ; p� (�; t) ; b� (�; t) 2 H1(�1;1);

tais que satisfaçam as equações governantes, é possível relacioná-los através da ex-
pressãoZ




T (x; t) � dE� (x; t) d
 =
Z



T� (x; t) � dE (x; t) d
; (3.1)

que de�ne o Teorema da Reciprocidade Viscoelástica, na forma da convolução de
Stieltjes, em todo o domínio do problema. Consequentemente, como descrito no apêndi-
ce A, substituindo as expressões (2.3) e (2.5), da relação deformação-deslocamento e
da equação de equilíbrio estático (termo inercial nulo), respectivamente, e procedendo
com as manipulações algébricas [27] necessárias, fazendo uso da relação (2.7) e da
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propriedade distributiva da convolução de Stieltjes [8], chega-se aZ
�

pj (x; t) � d u�ij (�;x; t) d� +
Z



bj (x; t) � d u�ij (�;x; t) d
 =Z
�

p�ij (�;x; t) � duj (x; t) d� +
Z



b�ij (�;x; t) � duj (x; t) d
 ;
(3.2)

onde � e x são denominados de ponto fonte e campo, respectivamente e � o contorno
do domínio 
. A aplicação, em um ponto � do domínio in�nito 
 � 
�, de uma força
de volume [22] de�nida por

b� (�;x; t) = � (x� �) h (t) e (3.3a)

ou em notação indicial

b�ij (�;x; t) = � (x� �) h (t) �ij; (3.3b)

transforma a última integral do lado direito (Eq.3.2) emZ



�(x� �) h (t) �ij � duj (x; t) d
 =

Z



�ij �(x� �) [h (t) � duj (x; t)] d


=

Z



�ij �(x� �) uj (x; t) d


= ui (�; t); (3.4)

sendo�(x� �) a função delta de Dirac, �ij o delta de Kronecker e e um vetor unitário,
na direção da força de volume b�. Por �m, considerando a comutação da integral de
Stieltjes, chega-se a equação integral para deslocamentos viscoelásticos

ui (�; t) =

Z
�

pj (x; t) � d u�ij (�;x; t) d� +
Z



bj (x; t) � d u�ij (�;x; t) d


�
Z
�

uj (x; t) � d p�ij (�;x; t) d�; (3.5)

de�nida para os pontos internos ao domínio 
. Para estas, u� e p� são as soluções
fundamentais viscoelásticas, devidas à aplicação da força unitária em 
� de dimensão
in�nita.
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A consideração do ponto fonte � no contorno �, através de um processo de limite
em que o raio " de um setor circular excluído tende a zero, conduz à equação integral
de contorno para deslocamentos viscoelásticos, de�nida por

uj (�; t) � dCij (�; t) =

Z
�

pj (x; t) � d u�ij (�;x; t) d�

+

Z



bj (x; t) � d u�ij (�;x; t) d


�
Z
�

uj (x; t) � d p�ij (�;x; t) d�; (3.6)

onde

Cij (�; t) = h (t) �ij + lim
"!0

Z
��"

p�ij (�;x; t) d� (3.7)

e ��" é o contorno do setor circular. A equação (3.7), diferente da utilizada pelos demais
trabalhos, é avaliada temporalmente. Maiores explicações não são fornecidas acerca
desta diferença, que, aparentemente, não afeta o resultado �nal. De qualquer forma,
este trabalho opta por esta representação por acreditar estar mais de acordo com toda a
Teoria Viscoelástica.
Nota-se nas equações (3.5) e (3.6), que as derivadas foram aplicadas às soluções

fundamentais e não às funções vetoriais u e p, embora se saiba ser válida a comuta-
tividade das integrais de Stieltjes. A conveniência em se trabalhar desta forma reside
no fato de não haver necessidade em requerer questões de continuidade e diferenciabili-
dade das funções u e p, que são as incógnitas procuradas; a mesma preocupação não
ocorre para as soluções fundamentais viscoelásticas, uma vez ser possível encontrar, a
priori, funções analíticas em termos de exponenciais temporais, garantindo, assim, os
requisitos exigidos.

3.2 Soluções Fundamentais Viscoelásticas

A grande di�culdade em se analisar um problema viscoelástico, através do Método
dos Elementos de Contorno, está na construção das soluções fundamentais u� e p�.
É sabível que a literatura correspondente não emprega uma solução formalizada como
aquela aplicada aos problemas elásticos; ao contrário, utiliza a correspondência
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elástica-viscoelástica para a construção destas. Embora notabilizada por sua pratici-
dade, principalmente quando do uso da transformada de Laplace, em muitos casos o
trabalho de transformação e inversão das soluções de Kelvin pode se tornar bastante
fastidioso, de forma que procedimentos numéricos sejam necessários para sua análise.
Na seção referente aos procedimentos numéricos serão comentados alguns deles. Por
ora, apresenta-se as soluções encontradas na literatura e experienciadas neste trabalho,
�nalizando a seção com a exposição de uma nova, e mais precisa, versão das soluções
fundamentais.

3.2.1 Soluções fundamentais segundo Carini e DeDonato

Empregando o Princípio da Correspondência, por meio da transformada de Laplace,
CARINI e DeDONATO [20] apresentam para o domínio bidimensional, estado plano
de deformações e estado plano de tensões, as seguintes expressões para o deslocamento
e a força de superfície fundamentais:

u�ij (�;x; t) = u�ij (�;x)

2666641 +
m+2nX
k=1

(et�k � 1)
�k

m+2n�1X
l=0

Rl �
l
k

(m+ 2n) �m+2n�1k +
m+2n�1X
l=1

lPl �
l�1
k

377775 (3.8)

e

p�ij (�;x; t) = p�ij (�;x)

2666641 +
m+nX
k=1

(et�k � 1)
�k

m+n�1X
l=0

Rl �
l
k

(m+ n) �m+n�1k +
m+n�1X
l=1

lPl �
l�1
k

377775 (3.9)

obtidas a partir de modelos designados por SLS (Standard Linear Solids), que se
constituem de modelos generalizados de Kelvin-Voigt em série, ou de Maxwell em
paralelo, podendo, ou não, combinarem-se com uma mola e/ou um amortecedor
(dashpot). Os termos que aparecem nas equações são de�nidos para uma quantidadem
de parâmetros representantes da parte volumétrica e n parâmetros da parte desviatória.
Suas expressões estão de�nidas na seção B.1 do Apêndice B.
Nota-se nas expressões (3.8) e (3.9), acima, a complexidade de sua forma. A

substituição dos termos de�nidos em apêndice mostra, também, outro inconveniente:
sua extensão. SYNGELLAKIS [19] alerta ao leitor sobre inconveniências em se
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trabalhar com estas equações quando se deseja uma análise viscoelástica por modelos
simples, mas não as pormenoriza, de forma que não se sabe, além do que está aparente,
de que tipo são. Pelas experiências alcançadas durante a execução deste trabalho, pôde-
se observar o surgimento de expressões em arco-tangentes e integrais exponenciais na
avaliação analítica das componentes das matrizes C e G, e uma indeterminação na
avaliação das componentes da matriz H. Estas di�culdades encontradas motivaram o
abandono desta solução.

3.2.2 Soluções fundamentais segundo Syngellakis

Para uma análise através de um modelo mais simples, diga-se um modelo de três
parâmetros, ou modelo de Boltzmann, representado por uma mola em série com um
modelo de Kelvin-Voigt (Fig.3.1), pode-se obter soluções fundamentais viscoelásticas

0

1

E
E

Figura 3.1: Modelo reológico de Boltzmann para um sólido viscoelástico

mais simples. A construção das soluções fundamentais viscoelásticas, recomendada por
SYNGELLAKIS [19], toma as soluções elásticas reescritas nas formas

u�ij (�;x) =
3� 4�
(1� �)�

fuij (�;x) +
1

(1� �)�
guij (�;x) (3.10)

e

p�ij (�;x) =
1� 2�
1� �

fpij (�;x) +
1

1� �
gpij (�;x); (3.11)

sendo

fuij (�;x) =
��ij ln (r)

8�
; (3.12)

guij (�;x) =
r;i r;j
8�

; (3.13)
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fpij (�;x) =
1

4�r

�
(r;i nj � r;j ni)� �ij

@r

@n

�
(3.14)

e

gpij (�;x) =
r;i r;j
2�r

@r

@n
: (3.15)

Complementando as equações (3.10) e (3.11), a teoria da elasticidade valida a seguinte
relação entre o coe�ciente de Poisson �, o módulo volumétrico K e o coe�ciente de
Lamé �:

� =
1

2

3K � 2�
3K + �

: (3.16)

A equação constitutiva viscoelástica geral, separada em suas partes desviatória e
volumétrica, respectivamente, é de�nida pelas equações (2.25) e (2.26), onde os
parâmetros viscoelásticos G1(t) e G2(t) se relacionam com � (t) e K (t) através das
expressões (2.29) e (2.30). Para a análise desejada, assume-se que a funçãoK (t) esteja
de�nida pelo módulo volumétrico elástico K0, e que � (t) seja de�nida pelo modelo
escolhido, resultando na expressão

� (t) =
�0
�2

�
�1 + �0 e

��t�; (3.17)

obtida da solução da equação diferencial do modelo reológico. Os valores de �0 e �1
correspondem às duas molas existentes no modelo e

�2 = �0 + �1 e � =
�2
�
; (3.18)

com � o coe�ciente de viscosidade do amortecedor e � o tempo de relaxação.
Tomando, então, as transformadas de Laplace das soluções elásticas, acha-se

�u�ij (�;x;s) =
u�ij (�;x)

s
e �p�ij (�;x;s) =

p�ij (�;x)

s
; (3.19)

o mesmo é feito para a equação constitutiva viscoelástica e a função de relaxação desvi-
atória � (t), encontrando-se

��0ij (s) = 2 s �� (s) �"
0

ij (s) ; ��kk (s) = 3 s �K (s) �"kk (s) (3.20)
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e

�� (s) =
�0
�2

�
�1
s
+

�0
(s+ �)

�
; (3.21)

respectivamente. O passo seguinte é aplicar o Princípio da Correspondência às
constantes elásticas da solução fundamental u�, obtendo-se as expressões

�Au
�
(s) =

2
�
3 �K (s)� 7�� (s)

�
s2�� (s)

�
3 �K (s) + 4�� (s)

� e �Bu�(s) =
2
�
3 �K (s) + �� (s)

�
s2�� (s)

�
3 �K (s) + 4�� (s)

� (3.22)
para o estado plano de deformações e

�Au
�
(s) =

15 �K (s) + 8�� (s)

2s2�� (s)
�
3 �K (s) + �� (s)

� e �Bu�(s) =
9 �K (s)

2s2�� (s)
�
3 �K (s) + �� (s)

� (3.23)
para o estado plano de tensões. Analogamente, têm-se para p�, estado plano de defor-
mações,

�Ap
�
(s) =

6�� (s)

s
�
3 �K (s) + 4�� (s)

� e �Bp�(s) =
2
�
3 �K (s) + �� (s)

�
s
�
3 �K (s) + 4�� (s)

� (3.24)

e estado plano de tensões,

�Ap
�
(s) =

3 �K (s) + 4�� (s)

2s
�
3 �K (s) + �� (s)

� = e �Bp� (s) =
9 �K (s)

2s
�
3 �K (s) + �� (s)

� : (3.25)

Prosseguindo com a construção das soluções desejadas, as expressões de �K (s) e �� (s)
são substituidas nas equações (3.22), (3.23), (3.24), (3.25) e realizadas as operações al-
gébricas convenientes para que se possa efetuar a transformada inversa destas, obtendo-
se, no domínio do tempo, as expressões �nais de

u�ij (�;x; t) =
�
b01 � b1e

��1t
�
[fij (�;x) + gij (�;x)] +�

b02 � b2e
��2t

�
[fij (�;x)� gij (�;x)] (3.26)

e

p�ij (�;x; t) =
�
a01
�
1� e��3t

�
+ a1e

��3t
�
fij (�;x) +�

a02
�
1� e��3t

�
+ a2e

��3t
�
gij (�;x); (3.27)

para as quais os termos estão de�nidos na seção B.2 do Apêndice B.
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3.2.3 Soluções fundamentais segundo Sternberg e Al-Khozaie

A solução empregada neste trabalho, diferentemente das apresentadas, não utiliza
o Princípio da Correspondência na sua geração e, tão pouco, a solução elástica bidi-
mensional como ponto de partida. O processo adotado para sua geração é o processo
clássico de solução de um sistema de equações diferenciais de valor de contorno e inicial
singular de�nida pela expressão

� (t) � d r2u� (x; t) + [�+ �] (t) � dr (r � u�) (x; t) + b� (x; t) = 0; (3.28)

para uma força de volume concentrada em um ponto �, de uma esfera de dimensões
in�nitas. STERNBERG e AL-KHOZAIE [43] de�nem este sistema de equações (3.28)
como uma generalização da equação de Navier para problemas viscoelásticos e fornecem
como solução única do problema as seguintes expressões para os deslocamentos e as
tensões tridimensionais :

u��i (�;x; t) =
1

8� r

n
2 J1 (t)

h
��i +

r� ri
r2

i
+ 3Q1 (t)

h
��i �

r� ri
r2

io
; (3.29)

e

���ij (�;x; t) =
�3
8� r3

( r� ri rj
r2

[2h (t)� 3Q2 (t)] +
Q2 (t) [��i rj + ��j ri � �ij r�]

)
; (3.30)

onde de�ne-se

r = jrj = prk rk (3.31)

e

J1 (t) = G�11 (t); (3.32)

Q1 (t) = [2G1 (t) +G2 (t)]
�1; (3.33)

Q2 (t) = Q1 (t) � dG1 (t); (3.34)

como de classe de Heaviside, válidas em (�1;1), como de�nição apresentada na
subseção 2.3.1 para as propriedades da convolução de Stieltjes.
Para a bidimensionalização da equação (3.29) é empregado o mesmo procedimento

utilizado para solução elástica [27], no qual se faz necessária a integração do desloca-
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mento fundamental, subtraído de um movimento de corpo rígido, em relação a coorde-
nada x3. Portanto, de acordo com de�nição em [27], pode-se escrever que

û��i (�;x; t) = u��i (�;x; t)� ~u��i (�;x; t)

=
1

8�

8>>><>>>:
2 J1 (t)

�
��i

�
1

r
� 1
~r

�
+
r� ri
r3

�
+

3Q1 (t)

�
��i

�
1

r
� 1
~r

�
� r� ri

r3

�
9>>>=>>>;; (3.35)

sendo

~r =
�
r23 + 1

� 1
2 : (3.36)

Efetuando a integração de û��i (�;x; t) (eq. 3.35) com respeito a x3, no intervalo (�1;1),
para r = (r21 + r22)

1
2 , obtém-se o seguinte deslocamento fundamental:

u��i (�;x; t) =
1

4�
f2 J1 (t) [r;� r;i � ln(r) ��i]� 3Q1 (t) [r;� r;i + ln(r) ��i]g: (3.37)

A relação deformação-deslocamento, a partir da equação (3.37), fornece

"��ij (�;x; t) =
1

4� r

(
2 J1 (t) [ r;� �ij � 2 r;� r;i r;j]�
3Q1 (t) ( r;� �ij + r;i ��j + r;j ��i � 2 r;� r;i r;j)

)
(3.38)

e, consequentemente, pela equação constitutiva (2.19), a tensão fundamental

���ij (�;x; t) =
1

4� r

(
[3Q2 (t)� 2h (t)] (2 r;� r;i r;j)+
3Q2 (t) ( r;� �ij � r;i ��j � r;j ��i)

)
: (3.39)

Por �m, chega-se a força de superfície fundamental a partir do princípio da tensão de
Euler e Cauchy

p��i (�;x; t) =
1

4� r

8<: [3Q2 (t) (2 r;� r;i � ��i)� 4h (t) r;� r;i]
@r

@n
+3Q2 (t) (r;� ni � r;in�)

9=;: (3.40)

O processo adotado para obtenção da solução bidimensional de STERNBERG eAL-
KHOZAIE [43] faz uso, apenas, de conceitos físicos, sem maior rigor matemático ao
qual é submetida a solução tridimensional. Contudo, quando posta em comparação com
as soluções construidas com o Princípio da Correspondência, veri�ca-se a igualdade de
seus termos. STERNBERG e AL-KHOZAIE [43] também fazem comentário análogo
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quanto às expressões (3.29) e (3.30), mas alertam quanto a não validação do Teorema 1
(Apêndice C), quando se faz uso da Correspondência Elástica-Viscoelástica. Segundo
estes, é deste teorema que procede o signi�cado físico intrínseco do estado singular
viscoelástico em questão. De qualquer forma, as soluções apresentadas para três e duas
dimensões possuem uma forma mais elegante e compacta que as demais apresentadas,
facilitando sua manipulação nas avaliações do método. De outra forma, parece que
assim tem-se uma solução genuinamente viscoelástica e tão geral quanto as expressões
(3.8) e (3.9).
Uma pequena modi�cação na funçãoG2 (t) permite a transformação do estado plano

de deformação para o estado plano de tensão. Esta modi�cação é veri�cada a partir da
aplicação do Princípio da Correspondência ao coe�ciente de Lamé elástico [28]

�̂ =
2��

(�+ 2�)
(3.41)

no estado plano de tensão. Novamente, � e � são os coe�cientes de Lamé elásticos, no
estado plano de deformação e � = �̂. Desta forma, basta que se considere o seguinte,
no domínio de Laplace:

Ĝ2 (s) =
�G1 (s)

�
4 �G2 � �G1

�
(s)�

�G2 + 2 �G1
�
(s)

; (3.42)

onde Ĝ2 (s) representa a transformada da parte volumétrica da função de relaxação no
estado plano de tensão.

3.3 Tensões no Domínio

Semelhante ao processo descrito em [27], as tensões viscoelásticas em pontos no
domínio podem ser obtidas por meio da equação constitutiva (eq. 2.19) bastando, para
isso, calcular as deformações E através da derivada dos deslocamentos em pontos inter-
nos (eq. 3.5), em relação às coordenadas do ponto fonte �. As soluções viscoelásticas
bidimensionais (eqs. 3.37 e 3.40) obtidas a partir das soluções de STERNBERG e AL-
KHOZAIE [43] (eqs. 3.29 e 3.30) são usadas neste processo. A expressão resultante
é

�ij (�; t) =

Z
�

pk (x; t) � du�ijk (�;x; t) d��
Z
�

uk (x; t) � dp�ijk (�;x; t) d�; (3.43)
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onde

u�ijk (�;x; t) =
1

4�r

(
2h (t) [2r;ir;jr;k]�
3Q2 (t) [2r;ir;jr;k � r;i�jk + r;k�ij � r;j�ik]

)
(3.44)

e

p�ijk (�;x; t) =
1

4�r2

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

3Q3 (t)

266664
 
8r;ir;jr;k + 2r;k�ij

�2r;i�jk � 2r;j�ik

!
@r

@n
+

2 (r;ir;jnk � r;ir;knj � r;jr;kni)+

(ni�jk + nj�ik � 3nk�ij)

377775�

2G1 (t)

24 (8r;ir;jr;k � r;i�jk � r;j�ik)
@r

@n
�

r;k (r;inj + r;jni)� nk�ij

35

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
: (3.45)

A função temporal Q3 (t) é de�nida como:

Q3 (t) = G1 (t) � dQ2 (t): (3.46)

O apêndice D mostra todas as etapas do processo de obtenção da equação (3.43).

3.4 Tensões no Contorno

Da mesma forma que [27], obtêm�se as tensões no contorno a partir do conhe-
cimento das forças de superfície e deslocamentos nodais. As expressões são, inicial-
mente, obtidas no referencial local ao elemento do contorno e, posteriormente, transfor-
madas para o sistema de referência global. As tensões �nais, no referencial global, são
de�nidas, matricialmente, por:

� (x; t) =

f1 (t)

3L4

264 L31 �L21L2 �L31 L21L2

�L21L2 L1L
2
2 L21L2 �L1L22

L1L
2
2 �L32 �L1L22 L32

375 � d
8>>>><>>>>:
u11

u12

u21

u22

9>>>>=>>>>;+

1

L3

264[f2 (t) + 2h (t)] L
2
1L2 + h (t) L32 f2 (t) L

3
1 � h (t) L1L

2
2

h (t) L31 � f2 (t) L1L
2
2 h (t) L32 � f2 (t) L

2
1L2

f2 (t) L
3
2 � h (t) L21L2 [f2 (t) + 2h (t)] L1L

2
2 + h (t) L31

375 � d(pn1
pn2

)
;

(3.47)
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onde L1 e L2 são as projeções do comprimento L do elemento nos eixos de referência
global, e

f1 (t) = 2G1 (t) + 4Q2 (t) � dG2 (t)�Q3 (t) (3.48)

e

f2 (t) = h (t)� 3Q2 (t) : (3.49)

Todo o processo é relatado no apêndice E.

3.5 Procedimentos Numéricos

Para iniciar este tópico sobre os procedimentos numéricos adotados pelo método
dos Elementos de Contorno neste trabalho, cabe aqui um rápido comentário quanto às
análises encontradas na literatura. Em sumo, o sistema de equações integrais do método
é avaliado de três formas distintas, quais sejam: no tempo, com soluções fundamentais
temporais; no tempo, com soluções fundamentais no domínio transformado de Laplace,
como funções de ponderação do esquema numérico de integração [21], [31] e [32]; no
domínio de Laplace, com inversão numérica das soluções �nais [15] e [41]. Em todos
os casos, o Princípio da Correspondência é utilizado para geração da versão viscoelás-
tica das soluções empregadas. Para a análise desenvolvida neste trabalho é adotado o
esquema de análise no tempo, com soluções temporais.
A questão que demanda maior atenção nesta análise é a avaliação das convoluções

temporais e da história das variáveis envolvidas no comportamento viscoelástico, visto
que a discretização dos sistemas (3.5) e (3.6), quanto à variação no espaço, segue as mes-
mas premissas numéricas adotadas para o problema elástico [27]. Assim sendo, e por
simplicidade numérica, adotam-se elementos lineares para interpolação das variáveis no
contorno; avaliação numérica das integrais não singulares, através da quadratura Gaus-
siana e avaliação analítica das integrais singulares. Para o tempo, os comentários a
seguir apresentam alguns esquemas numéricos encontrados na literatura e experiencia-
dos neste trabalho.

3.5.1 Métodos numéricos para avaliação das convoluções

SIM e KWAK [29] recomendam, para a resolução das integrais temporais, uma dis-
cretização do intervalo de tempo [0; t], em pontos Tn = n�t, para n 2 N, equidistantes
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de um passo �t. Sem perda de generalidade, as integrais na equação (3.6) podem ser
postas em equivalência com a soma de duas integrais efetuadas em dois subintervalos de
[0; Tn], ou seja, [0; Tn�1) e [Tn�1; Tn]. No primeiro intervalo são computadas as integrais
dos valores conhecidos em instantes anteriores, correspondendo à história passada das
solicitações e deslocamentos sofridos; no segundo intervalo, referente aos acontecimen-
tos atuais, determinam-se as incógnitas do problema. As funções temporais incógnitas
são interpoladas por funções constantes no tempo, representadas por8>>>>>>><>>>>>>>:

u (t) =
NP
n=1

un n (t) ;

p (t) =
NP
n=1

pn n (t) ;

 n (t) =

(
1; se (n� 1)�t < t < n�t

0; para os demais casos

)
;

(3.50)

e as integrais resultantes avaliadas analiticamente.
Ainda que esta interpretação numérica forneça valores satisfatórios [29], LEE e

WESTMANN [30] advertem que esta estratégia numérica, também aplicada a proble-
mas de elastodinâmica, poroelasticidade, consolidação e transferência de calor, conduz
a resultados numéricos muito sensíveis ao tamanho do passo de tempo. Por esta razão
sugerem outra abordagem das integrais temporais, através de quadraturas numéricas de
ordem elevadas, adotando o método de Simpson Modi�cado, por julgarem o mais e�-
ciente dos métodos experimentados. Segundo os mesmos, esta interpretação também
conduz a uma melhor modelagem dos acontecimentos passados. Então, considerando
as seguintes transformações das convoluções da equação (3.6):

uj (x;t)�dp�ij (�;x; t) = p�ij (�;x; 0) uj (x;t)+

tZ
0

uj (x;t� �) _p�ij (�;x; �) d� (3.51)

e

pj (x;t)�du�ij (�;x; t) = u�ij (�;x; 0) pj (x;t)+

tZ
0

pj (x;t� �) _u�ij (�;x; �) d�; (3.52)

conforme propriedade descrita na tabela 2.1 (página 17), para b = 0; a aplicação do
método, de acordo com LEE e WESTMANN [30] reescreve as convoluções transfor-
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madas (eqs. 3.51 e 3.52) das seguintes formas discretizadas:

p�ij (�;x; 0) uj (x;n�t) +

nX
m=0

�t wn;m uj (x; (n�m)�t) _p�ij (�;x;m�t) (3.53)

e

u�ij (�;x; 0) pj (x;n�t)+
nX

m=0

�t wn;m pj (x; (n�m)�t) _u�ij (�;x;m�t); (3.54)

para n � q, onde q é um inteiro �xo. Nas expressões discretizadas, wn;m representa
as constantes referentes ao método de integração; n o instante atual e m o instante de
avaliação, e

_p�ij (�;x; �) =

�
@p�ij (�;x; t)

@t

�
t=�

e _u�ij (�;x; �) =
�
@u�ij (�;x; t)

@t

�
t=�

; (3.55)

sendo o mesmo válido para _p�ij (�;x;m�t) e _u�ij (�;x;m�t). Separando os termos
conhecidos dos a serem avaliados, as discretizações (eqs. 3.53 e 3.54) transformam-se
em:

uj (x;n�t)
�
p�ij (�;x; 0) + �t wn;0 _p

�
ij (�;x; 0)

�
(3.56)

e

pj (x;n�t)
�
u�ij (�;x; 0) + �t wn;0 _u

�
ij (�;x; 0)

�
; (3.57)

para computação das incógnitas do problema. Os demais termos conhecidos com-
porão o vetor da história conhecida do comportamento Ri (�;x; (n� 1)�t), de�nido
no Apêndice F. Os valores de wn;0 serão iguais a 1=3 e 3=8, quando n 6= 3 e n = 3,
respectivamente. _p�ij (�;x; 0) e _u�ij (�;x; 0) seguem a mesma idéia de (3.55).
O método de Simpson Modi�cado [30] gera um número grande de parcelas a ser

considerado no processo numérico e requer, além de um passo �t reduzido, uma ini-
cialização por meio do método do Trapézio. Este processo, aplicado a esta análise, não
forneceu resultados aceitáveis, e necessitou de um passo muito pequeno para apresentar
resultados que antevisse o comportamento de deformação lenta esperado. Não se sabe
se o uso de algum procedimento numérico na abordagem das variáveis espaciais in�u-
enciou o insucesso do método; de qualquer forma, os maus resultados bastaram para a
procura de métodos mais e�cientes.
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Uma solução e�ciente encontrada, para análise no tempo destas integrais, foi o uso
da Quadratura Gaussiana. Para tanto, através de uma partição do intervalo [0; t] em
N partes iguais, uma interpolação linear no tempo das variáveis envolvidas, pode ser
escrita da seguinte forma, para (n� 1)�t � t � n�t, por exemplo:

uj (x;t) = u
(n�1)�t
j (x)  1 + un�tj (x)  2 (3.58)

e

pj (x;t) = p
(n�1)�t
j (x)  1 + pn�tj (x)  2; (3.59)

sendo  1 e  2 as funções de interpolação referidas. Substituindo, então, as variáveis
interpoladas nas transformações de�nidas em (3.51) e (3.52) e operando mudança nos
limites de integração, têm-se:

p�ij (�;x; 0) u
N�t
j (x) +

NX
n=1

8<:u(n�1)�tj (x)
�t

2

1Z
�1

_p�ij

�
�;x;

�
1� 

2
n�t

��
 1d

+un�tj (x)
�t

2

1Z
�1

_p�ij

�
�;x;

�
1� 

2
n�t

��
 2d

9=;
(3.60)

e

u�ij (�;x; 0) p
N�t
j (x) +

NX
n=1

8<:p(n�1)�tj (x)
�t

2

1Z
�1

_u�ij

�
�;x;

�
1� 

2
n�t

��
 1d

+pn�tj (x)
�t

2

1Z
�1

_u�ij

�
�;x;

�
1� 

2
n�t

��
 2d

9=; ;

(3.61)

onde  representa as coordenadas naturais e n o instante atual de avaliação. Os valores
u
(n�1)�t
j e p(n�1)�tj são conhecidos em um instante anterior ao instante atual avaliado,
em outras palavras, estes valores representam a história passada do comportamento vis-
coelástico estudado. Para avaliação das integrais resultantes do processo, a quadratura
Gaussiana é aplicada satisfatoriamente. Para modelos reológicos simples, também é
válida a avaliação analítica das integrais, fornecendo bons resultados para um custo

36



CAPÍTULO 3. MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO: FORMULAÇÃO
QUASI-ESTÁTICA

computacional pequeno.
O uso de funções interpolantes lineares para as variáveis no tempo produz o seguinte

sistema �nal:

At+�t xt+�t = yt+�t + rt; (3.62)

onde A é a matriz dos coe�cientes, x o vetor das variáveis, y o vetor dos valores
prescritos e r o vetor da história viscoelástica conhecida. Diferente das expressões tra-
balhosas obtidas para r pelo método de Simpson modi�cado, esta abordagem reduz suas
componentes a apenas uma única integral, a ser avaliada em cada passo de tempo. Os
resultados obtidos, aliados a simplicidade na implementação computacional e o custo
�nal, mostram que esta abordagem é mais satisfatória que as anteriores apresentadas.

3.5.2 Método incremental para avaliação das convoluções
temporais

Uma forma alternativa para a abordagem destas integrais é baseada na construção
da equação constitutiva hereditária, comentada por FLÜGGE [7] e apresentada na sub-
seção 2.3.1 deste trabalho. Neste processo, entende-se que as convoluções das equações
integrais (3.5) e (3.6) podem ser reescritas como uma superposição de incrementos de
p ou de u, aplicados em intervalos de tempo constantes. Assim sendo, têm-se:

p�ij (�;x; t) � duj (x;t) ' uj (x;0) p
�
ij (�;x; t) +

NX
m=1

�uj (x;tm) p
�
ij (�;x; t� tm) (3.63)

e

u�ij (�;x; t) � dpj (x;t) ' pj (x;0) u
�
ij (�;x; t) +

NX
m=1

�pj (x;tm) u
�
ij (�;x; t� tm): (3.64)

Desta forma, o sistema �nal, após a consideração dos valores prescritos é escrito como

Anx0 +

nX
m=1

An�m�xm = y0 +

nX
m=1

�ym; n = 0; 1; 2; : : : ; N , (3.65)
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onde N é o número total de incrementos, n o instante atual e m o instante de avali-
ação. A equação (3.65) pode ser bem mais custosa computacionalmente, dependendo
da variação no tempo que as funções u e p possam ter. Entretanto, a consideração
da história do comportamento é automaticamente atendida neste processo, não �cando
dúvidas sobre o procedimendo executado.
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Capítulo 4

Exemplos Numéricos

Para veri�cação da formulação quasi-estática desenvolvida, este capítulo apresenta
os resultados numéricos obtidos nas análises dos problemas selecionados na literatura.
Basicamente, dois modelos reológicos distintos, para a representação do comporta-
mento viscoelástico, são empregados. O primeiro, e o mais simples, é um sólido de
três parâmetros (Fig. 3.1), cuja função de relaxação, que caracteriza a parte desviatória,
é de�nida em [29] por:

� (t) = G
�
�+ (1� �) e��t

�
; (4.1)

sendo G o módulo transversal da mola, � uma constante e � o tempo de relaxação. O
outro modelo, fornecido por CHRISTENSEN [9], caracteriza a parte desviatória através
da seguinte função de relaxação:

� (t) = G0 +

N=8X
j=1

Gje
��jt; (4.2)

onde �j = 1=tj . Os valores dos respectivos parâmetros são encontrados nas tabelas 4.1
e 4.2.

Tabela 4.1: Modelo 1
G (kN=cm2) K (kN=cm2) � � (1=s)

480 1280 0; 25 0; 40

Para �nalizar essa apresentação inicial, ilustram-se nas �guras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 as
variações das tensões ou deslocamentos utilizados nas análises.
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Tabela 4.2: Modelo 2
j Gj (kN=cm

2) tj (s)
0 500 -
1 997 1:5� 10�5
2 538 1:5� 10�4
3 494 1:5� 10�3
4 392 1:5� 10�2
5 306 1:5� 10�1
6 154 1:5
7 119 1:5� 10
8 20 1:5� 102

Figura 4.1: Variação da solicitação tipo 1

Figura 4.2: Variação da solicitação tipo 2
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Figura 4.3: Variação da solicitação tipo 3

Figura 4.4: Variação da solicitação tipo 4
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4.1 Tubo de Parede Espessa Submetido à:

4.1.1 Pressão interna

O primeiro problema a ser analisado é um caso de estado plano de deformação
envolvendo um tubo de parede espessa, com raios interno b e externo a, respectivamente,
iguais a 50 cm e 100 cm (�gura 4.5). Em todos os nós do contorno interno é prescrita
uma pressão, de valor máximo p0 = 10 kN=cm2, que pode variar, ao longo do tempo,
conforme as �guras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4.

Figura 4.5: Tubo de parede espessa

De acordo com Flügge [7], as expressões analíticas elásticas para o deslocamento e
as tensões, em coordenadas cilíndricas, são:

ur =
(1 + �) p b2

E (a2 � b2)
[(1� 2�) r + a2

r
] (4.3)

e

�r =
p b2

a2 � b2
[1� a2

r2
] e �� =

p b2

a2 � b2
[1 +

a2

r2
]; (4.4)

onde os parâmetros elásticos � e E são, respectivamente, o coe�ciente de Poisson e o
módulo de Young. As expressões analíticas para os modelos viscoelásticos adotados
podem ser obtidas através do Princípio da Correspondência. Sabe-se que neste processo
os parâmetros elásticos são substituidos pelos correspondentes viscoelásticos, portanto,
somente as tensões (eq. 4.4) permanecerão as mesmas após a aplicação do princípio.
Para o deslocamento radial, considerando uma carga do tipo 1 (�g. 4.1), por exemplo,
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tem-se

ur (t) =
p0 b

2

(a2 � b2)

8>>><>>>:
3r

2
[

1

3k +G�
+ e

�
t� (3k +G�)

3k +G
�

1

3k +G
� 1

3k +G�

�
]

+
a2

2G� r

�
�e�t�� + 1� e�t��

�
9>>>=>>>;:
(4.5)

Resultados semelhantes ao da equação (4.5) podem ser obtidos para as demais histórias
de carregamento (�gs. 4.2, 4.3 e 4.4), como apresentadas no apêndice G.
A análise numérica do cilindro é realizada em coordenadas cartesianas retangu-

lares, coincidindo a origem dos eixos com o centro geométrico da seção transversal
do sólido. Devido a sua simetria, considera-se apenas 1=4 do cilindro para a forma
discretizada, que é efetuada para 22 nós e 44 nós no contorno. Os resultados obtidos
para estas discretizações são plotados para o nó funcional N1 (100; 0). Inicialmente,
são apresentadas algumas comparações entre os métodos adotados e as variações das
histórias aplicadas, levando em conta o uso da equação (4.1) na caracterização da parte
desviatória (modelo 1), apenas. Resultados posteriores mostram o comportamento vis-
coelástico para outros modelos, que tomam a equação (4.1) para caracterização da parte
volumétrica (modelo 2), somente, e para parte volumétrica e desviatória (modelo 3),
usando os mesmos valores descritos na tabela 4.1. Ainda, adota-se para a parte desvi-
atória o modelo representado pela equação (4.2) (modelo 4).
A �gura 4.6 mostra os deslocamentos obtidos pelo método de Simpson modi�cado.

Para este, dois valores são necessários para iniciá-lo: um no instante t0, computado
elasticamente e outro no instante t1. Neste último instante, o valor é obtido pelo método
do Trapézio, computando 10 instantes de tempo, com incrementos de 0; 01s. A partir
destes, o método de Simpson computa todos os demais valores até um total de 1000
instantes de tempo, com incrementos de 0; 1s. Observa-se na �gura 4.6 que os resul-
tados são aceitáveis até o instante de 8; 2s, aproximadamente, quando o sistema perde
estabilidade. Resultados para incrementos menores e para discretizações mais re�nadas
não foram computados, pois o custo necessário e a qualidade dos valores obtidos não
fariam frente aos alcançados pelos demais métodos que serão apresentados.
Para comprovar esta assertiva, as �guras seguintes ilustram o comportamento dos

resultados alcançados pelos métodos de integração numérica, através da quadratura
Gaussiana; de integração analítica e incremental. Os primeiros resultados ilustrados
(�gs. 4.7 e 4.8) comparam a in�uência da quantidade de pontos de Gauss no comporta-
mento dos deslocamentos, nas con�gurações de 22 e 44 elementos no contorno.
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Figura 4.6: Comparação entre os valores obtidos pela análise analítica e a numérica para
22 e 44 elementos, empregando o método de Simpson Modi�cado

De acordo com os resultados, observa-se uma melhora quando se adota quantidades
maiores ou iguais a 6 pontos de Gauss. A melhora também é nítida na con�guração mais
re�nada. Para esta estratégia de integração numérica das parcelas temporais, nota-se
todo o fenômeno de creep, desde o salto elástico até ao patamar correspondente ao valor
do deslocamento para t!1. A �gura 4.9 compara os deslocamentos alcançados pelos
métodos de integração numérica por Gauss, de integração analítica e o incremental, para
a con�guração de 44 elementos. Nesta ilustração, os resultados alcançados comprovam
a e�ciência dos três métodos.
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Figura 4.7: In�uência do número de pontos de Gauss nos deslocamentos obtidos pela
con�guração de 22 elementos
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Figura 4.8: In�uência do número de pontos de Gauss nos deslocamentos obtidos pela
con�guração de 44 elementos
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Figura 4.9: Comparação dos resultados alcançados pelos métodos de integração
numérica (Gauss), analítica e incremental

Para �nalizar esta análise, apresentam-se nas �guras seguintes os resultados alcança-
dos pelo método incremental para as diversas variações temporais de pressão empre-
gadas (�gs. 4.2, 4.3 e 4.4), com valores de t1 = 50s, t2 = 150s e t3 = 200s, e para
os demais modelos reológicos adotados para a representação viscoelástica. Nas �guras
4.10, 4.11 e 4.12, atenta-se para o comportamento de creep do tubo após sua despres-
surização. A �gura 4.16 confronta as diferentes histórias de deslocamentos obtidos para
os modelos viscoelásticos já comentados.
Notar-se-á pelos exemplos apresentados, e pelos que ainda serão apresentados, a

maior ênfase nos resultados obtidos pelo método incremental. Deve-se isto ao fato de
que sua forma e sua implementação numérica apresentaram uma maior simplicidade
em relação aos demais, além do fato de ter eliminado dúvidas referentes à memória
viscoelástica de cada variável envolvida na formulação.
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Figura 4.10: Deslocamentos viscoelásticos obtidos para a solicitação tipo 2 (�g. 4.2)
usando o método incremental
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Figura 4.11: Deslocamentos viscoelásticos obtidos para a solicitação tipo 3 (�g. 4.3)
usando o método incremental
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Figura 4.12: Deslocamentos viscoelásticos obtidos para a solicitação tipo 4 (�g. 4.4)
usando o método incremental
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Figura 4.13: Comparação entre os modelos viscoelásticos adotados usando o método
incremental
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4.1.2 Deslocamento externo

Continuando com a análise do tubo, com as características geométricas já descritas,
prescreve-se, agora, deslocamentos radiais, de valor máximo u0 = 1cm, em todos os
nós funcionais do contorno externo. Adota-se, para esta prescrição, as mesmas histórias
utilizadas pelo caso da pressão prescrita. A �gura 4.14 mostra o comportamento de
relaxação das tensões obtidas para N1 (100; 0), aplicando os modelos 1, 2 e 3 na carac-
terização viscoelástica do tubo. As respostas são obtidas para um tempo total de 100s,
com incrementos de 0; 1s. A discretização empregada é a de 44 elementos no con-
torno e a história dos deslocamentos, àquela representada pela �gura 4.1. A �gura 4.15
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Figura 4.14: Comparação das histórias das tensões para os modelos reológicos, basea-
dos no sólido de três parâmetros (modelo de Boltzmann)

mostra o comportamento das tensões para o modelo reológico 4, empregando a mesma
discretização e a mesma história de deslocamento.
Por �m, são representadas na �gura 4.16 as histórias das tensões no nó N1, para as

demais histórias dos deslocamentos. Para esta, emprega-se a discretização de 44 ele-
mentos e o modelo viscoelástico 1. Também adotam-se 1000 instantes de tempo totais,
com incrementos de 0; 1s. Nesta e em todas as análises realizadas pelo método incre-
mental, as diferentes cargas ou deslocamentos foram aplicados a cada 5 incrementos de
0; 1s.
Os resultados dos próximos exemplos corroborarão os resultados já apresentados e

os comentários feitos.
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Figura 4.15: Relaxação das tensões para o modelo reológico 4
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4.2, 4.3 e 4.4) para o modelo reológico 1
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4.2 Viga Bi-apoiada Submetida a Carregamento
Uniformemente Distribuído

Para este segundo problema, extraido do livro do TIMOSHENKO e GOODIER
[44], uma viga bi-apoiada com as seguintes características geométricas: c = 10 cm e
L = 100 cm (�g. 4.17), é submetida a um carregamento uniformemente distribuído,
de valor máximo q0 = 1 kN=m, variando conforme as �guras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4. As

Figura 4.17: Viga bi-apoiada submetida a um carregamento uniformemente distribuido

expressões analíticas elásticas, para os deslocamentos horizontal e vertical, são encon-
tradas em [44] e descritas pelas seguintes expressões
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q
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sendo I , E e �, respectivamente, o momento de inércia, o módulo de Young e o co-
e�ciente de Poisson. Novamente, as expressões viscoelásticas são construidas a partir
do Princípio da Correspondência (Apêndice G). Assim como no exemplo do cilindro,
as tensões deste problema também não se alteram na versão viscoelástica; é a variação
da carga q que conduz a variação das tensões no tempo. Resultados obtidos em pontos
internos comprovam esta assertiva.
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Figura 4.18: Comparação entre os métodos de integração das convoluções temporais
aplicados a discretização de 52 elementos no contorno com a solicitação do tipo 1 (�g.
4.1)

Para a análise deste caso em estado plano de tensão, duas discretizações do con-
torno são realizadas: uma com 52 nós e outra com 244 nós no contorno, valendo-se
da simetria da viga em relação a eixo x. Para todos os resultados obtidos foi adotado
o modelo reológico 1. As �guras 4.18 e 4.19 mostram os deslocamentos máximos da
viga obtidos para o ponto nodal N(0; 0). Nestas �guras é realizada uma comparação
entre os métodos empregados para análise das convoluções temporais, utilizando um
tempo total de 1000 instantes de tempo e incrementos de 0; 1s. A qualidade é veri�cada
por meio da comparação com a solução analítica do problema. Resultados análogos
são obtidos com as duas discretizações para o ponto interno P (50; 0), como ilustram as
�guras 4.20 e 4.21. Por �m, ilustrando a a�rmativa feita no primeiro parágrafo quanto
a variação das tensões no tempo, a �gura 4.22 mostra o comportamento para a solici-
tação do tipo 1 (�g. 4.1), comparando as duas discretizações adotadas, e a 4.23 mostra
o comportamento para a solicitação do tipo 2 (�g. 4.2), somente para a con�guração de
244 elementos.
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Figura 4.19: Comparação entre os métodos de integração das convoluções temporais
aplicados a discretização de 244 elementos no contorno com a solicitação do tipo 1 (�g.
4.1)
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Figura 4.20: Deslocamentos na direção x, obtidos no ponto interno P , para as duas
discretizações e para as cargas dos tipos 1 e 2 (�gs. 4.1 e 4.2)
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Figura 4.21: Deslocamentos na direção y, obtidos no ponto interno P , para as duas
discretizações e para as cargas dos tipos 1 e 2 (�gs. 4.1 e 4.2)
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Figura 4.22: Tensões obtidas para o ponto P (50; 0), com a carga do tipo 1 (�g. 4.1):
comparação entre as discretizações empregadas
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Figura 4.23: Tensões obtidas para o ponto P (50; 0), com a carga do tipo 2 (�g. 4.2):
discretização de 244 elementos.

4.3 Viga Engastada Submetida a uma Solicitação
Concentrada em seu Extremo Livre

4.3.1 Força concentrada

Neste exemplo, também extraido do livro do TIMOSHENKO e GOODIER [44],
uma viga engastada, com geometria c = 10 cm e L = 100 cm, é submetida a uma força
concentrada, de valor máximo P0 = 1 kN , conforme ilustrado na �gura 4.24. Para os

Figura 4.24: Viga engastada submetida a uma força concentrada no bordo livre
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Figura 4.25: Comparação das histórias dos deslocamentos, na direção x, obtidos para
três diferentes tempos de relaxação

deslocamentos da viga, a Teoria Elástica [44] fornece as seguintes expressões analíticas:

u = �Px
2y

2EI
� �Py3

6EI
+
Py3

6IG
+

�
PL2

2EI
� Pc2

2IG

�
y (4.6)

v =
�Pxy2

2EI
+
Px3

6EI
� PL2x

2EI
+
PL3

3EI
; (4.7)

que podem ser transformadas nas expressões viscoelásticas, através do Princípio da Cor-
respondência, a partir dos modelos reológicos adotados (Apêndice G); neste exemplo
somente o modelo 1 é empregado na análise.
Para a análise deste caso, em estado plano de tensão, uma discretização com 100

nós funcionais no contorno é realizada. A avaliação numérica é executada para 1000
instantes de tempo, com incrementos de 1s, adotando a variação da �gura 4.1 para a
força concentrada P (t). Os resultados obtidos mostram o comportamento lento dos
deslocamentos para o nó N (0; 0), e são plotados nas �guras 4.25 e 4.26. Nestes re-
sultados observa-se uma comparação do comportamento das curvas das histórias dos
deslocamentos para três diferentes valores do tempo de relaxação �.

4.3.2 Deslocamento concentrado

Para este caso é analisado o comportamento das tensões na viga, quando é solicitada
por um deslocamento na direção y, de valor máximo v0 = 1; 39 cm, no mesmo nó
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Figura 4.26: Comparação das histórias dos deslocamentos, na direção y, obtidos para
três diferentes tempos de relaxação

funcional de aplicação da força concentrada. Neste estudo, tanto para a geometria,
quanto para a variação temporal, a discretização e o número de instantes de tempo são os
mesmos utilizados pelo estudo anterior. Os resultados obtidos, fazendo uso do modelo
1 e dos valores descritos na tabela 4.1 estão plotados nas �guras 4.27 e 4.28.
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Figura 4.27: Relaxação das tensões na direção x
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Figura 4.28: Relaxação das tensões na direção y
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Capítulo 5

Método dos Elementos de Contorno:
Formulação Dinâmica

5.1 Equação Integral no Contínuo

O desenvolvimento das equações integrais para a análise dinâmica segue as pre-
missas enunciadas no capítulo 3, pelas quais os dois sistemas viscoelásticos foram
de�nidos. Ainda assim, a �m de conferir completude a este capítulo, recorda-se que
os dois sistemas (u; p; b) e (u�; p�; b�) são supostos bidimensionais, homogêneos,
isotrópicos e isotérmicos, com elementos(

u (�; t) ; p (�; t) ; b (�; t) 2 H0(�1;1)
u� (�; t) ; p� (�; t) ; b� (�; t) 2 H1(�1;1);

tais que satisfaçam as equações governantes enunciadas na seção 2.2. Para esta análise,
considera-se apenas a nulidade do termo inercial do sistema (u�; p�; b�), permitindo,
desta forma, a validade da generalização quasi-estática da equação de Navier (3.28), na
obtenção das soluções fundamentais requeridas.
As expressões das equações integrais, discretizadas pelo Método dos Elementos de

Contorno, são obtidas pelo mesmo processo algébrico empregado para as expressões
quasi-estáticas, a partir da reciprocidade viscoelástica (3.1). Sendo assim, para b�
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de�nido pela equação (3.3a) e para b = 0, obtém-se

ui (�; t) =

Z
�

pj (x; t) � d u�ij (�;x; t) d��
Z
�

uj (x; t) � d p�ij (�;x; t) d�

��
Z



�uj (x; t) � d u�ij (�;x; t) d
 (5.1)

para as histórias dos deslocamentos dinâmicos em pontos internos. Analogamente,
levando o ponto fonte para o contorno �, obtém-se

uj (�; t) � dCij (�; t) =

Z
�

pj (x; t) � d u�ij (�;x; t) d��

Z
�

uj (x; t) � d p�ij (�;x; t) d��

�

Z



�uj (x; t) � d u�ij (�;x; t) d
 (5.2)

para as histórias dos deslocamentos dinâmicos nos nós funcionais do contorno. As
soluções fundamentais presentes nas equações (5.1) e (5.2) são quasi-estáticas, de acordo
com a hipótese assumida para o sistema representado por 
� [ ��. Serão utilizadas,
nesta análise, as soluções bidimensionalizadas de STERNBERG e AL-KHOZAIE [43],
apresentadas na subseção 3.2.3.
O teorema da divergência, empregado na construção das equações integrais (5.1)

e (5.2), não é capaz de transformar, para o contorno, a integral do termo inercial, que
deverá ser avaliada, convenientemente, no domínio 
. Para o tempo, há a alternativa
da simpli�cação de sua avaliação por meio da eliminação da convolução existente, bas-
tando, para isso, a aplicação do método da integração por partes. Assim, pode-se obter
o seguinte:

�uj (x; t) � du�ij (�;x; t) = u�ij (�;x; 0) �uj (x; t) +

[ _uj (x; t)]t=0 _u
�
ij (�;x; t)�

_uj (x; t)
�
_u�ij (�;x; t)

�
t=0

: (5.3)

Esta simpli�cação não será empregada neste trabalho, devido ao fato de ser adotado,
para a avaliação desta integral, o método incremental discutido na seção 3.5. Como
esta estratégia numérica mostrou-se de fácil implementação, achou-se por bem mantê-

60



CAPÍTULO 5. MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO: FORMULAÇÃO
DINÂMICA

la nesta análise.

5.2 Procedimentos Numéricos

As estratégias numéricas descritas aqui dizem respeito somente à integração de
domínio e a marcha no tempo realizada no processo dinâmico, uma vez que a avaliação
das variáveis no contorno e das convoluções já foram tratadas no capítulo referente a
formulação quasi-estática. Nesta etapa do trabalho, adotar-se-á o método incremental
para a avaliação das convoluções temporais das equações (5.1) e (5.2). Desta forma,
têm-se

ui (�;n�t) =

NElemX
e=1

Z
�e

2X
�=1

8><>:
p�j (x; 0) u

�
ij (�;x;n�t)��+

nX
m=1

�p�j (x;m�t) u
�
ij [�;x; (n�m)�t]��

9>=>; d��

NElemX
e=1

Z
�e

2X
�=1

8><>:
u�j (x; 0) p

�
ij (�;x;n�t)��+

nX
m=1

�u�j (x;m�t) p
�
ij [�;x; (n�m)�t]��

9>=>; d��

�
NCelX
�=1

Z

�

3X
�=1

8><>:
�u�j (x; 0) u

�
ij (�;x;n�t) ��+

nX
m=1

��u�j (x;m�t) u
�
ij [�;x; (n�m)�t] ��

9>=>; d
; (5.4)

para a equação (5.1), discretizada no tempo, no contorno e no domínio, e

ui (�; 0) Cij (�;x;n�t) +

nX
m=1

�ui (�;m�t) Cij [�;x; (n�m)�t] =

NElemX
e=1

Z
�e

2X
�=1

8><>:
p�j (x; 0) u

�
ij (�;x;n�t)��+

nX
m=1

�p�j (x;m�t) u
�
ij [�;x; (n�m)�t]��

9>=>; d��

NElemX
e=1

Z
�e

2X
�=1

8><>:
u�j (x; 0) p

�
ij (�;x;n�t)��+

nX
m=1

�u�j (x;m�t) p
�
ij [�;x; (n�m)�t]��

9>=>; d��

�

NCelX
�=1

Z

�

3X
�=1

8><>:
�uj (x; 0) u

�
ij (�;x;n�t) ��+

nX
m=1

��uj (x;m�t) u
�
ij [�;x; (n�m)�t] ��

9>=>; d
; (5.5)
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para a equação (5.2). Nas expressões, n�t (n = 0; 1; : : : ; N) é o intervalo de tempo
corrente, atual; m�t é o intervalo de tempo de avaliação; �� (� = 1; 2) as funções de
forma.

5.2.1 Avaliação da integral de domínio

A avaliação da integral de domínio é realizada mediante o uso de células triangulares
lineares para a parametrização dos pontos internos. A escolha desta técnica se justi�ca
pela experiência adquirida no desenvolvimento da tese de mestrado [45] do referido
autor e da possibilidade da execução de um procedimento de integração semi-analítica
apresentada por TELLES [46].
Células triangulares lineares são de�nidas por meio de coordenadas de área (�1; �2; �3)

[27] e [47], pelas quais qualquer ponto P do domínio destas é determinado. A �gura
5.1 ilustra esta a�rmativa,

Figura 5.1: Célula triangular linear

que pode ser expressada, matematicamente, por

�Pi =
APjk
2A

; (5.6)

com i = 1; 2; 3, j = 2; 3; 1 e k = 3; 1; 2, onde o termo

APjk = 2A
0
i + bix1 + aix2; (5.7)
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representa a subárea formada pelo ponto P e os vértices j e k, e

A =
b1a2 � b2a1

2
(5.8)

a área total da célula. A �gura 5.1 não mostra a coordenada �3, pois a mesma é de�nida
como função das outras duas, segundo

�3 = 1� �1 � �2: (5.9)

Os termos extras são de�nidos por

ai = xk1 � xj1; (5.10)

bi = xj2 � xk2 (5.11)

e

A0i =
xj1x

k
2 � xk1x

j
2

2
: (5.12)

Sendo assim, qualquer variável é reescrita como a soma de seus valores nos vértices
da célula, parametrizados pelas respectivas funções de interpolação, como por exemplo,
para

ui = u1i �1 + u2i �2 + u3i �3: (5.13)

5.2.1.1 Integração singular

A técnica de integração semi-analítica, apresentada por TELLES [46], é uma estraté-
gia numérica e�caz na avaliação de integrais singulares. Neste processo a
singularidade existente é removida por meio de uma avaliação analítica, em coordenadas
polares (r; '), da integral de domínio. A dependência da variável restante é avaliada nu-
mericamente por um processo qualquer, como a quadratura Gaussiana unidimensional.
Em CEZARIO [45], por exemplo, é vista uma aplicação desta técnica na avaliação de
uma singularidade da ordem de 1

r
. Neste trabalho, a singularidade é mais fraca (da

ordem de ln r), como pode ser vista na expressão (3.37) da solução fundamental u�ij .
Na �gura 5.2 está ilustrada uma célula triangular singular, onde é possível, através de

uma simples análise geométrica, obter as seguintes componentes de r em coordenadas
polares:
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Figura 5.2: Célula triangular singular

r;1 =
r1
r
= cos' e r;2 =

r2
r
= sen': (5.14)

Após uma transformação de coordenadas da função (5.6), todo ponto da célula passa a
ser parametrizado por

��i (r; ') =
��� +

r

2A
(b� cos'+ a� sen') ;

��� =

(
0; � 6= �

1; � = �

)
; (5.15)

de forma que a história das acelerações analisada possa ser interpolada, nos vértices da
célula, como os deslocamentos na equação (5.13). Tendo-se o necessário, a integral de
volume (Eqs. 5.4 e 5.5), pode ser escrita como

�

'2Z
'1

8>>>>>><>>>>>>:
�u�j (0) lim

�!0

R(')Z
�

��� (r; ') u
�
ij (r; ';n�t) r dr+

nX
m=1

��u�j (m�t) lim
�!0

R(')Z
�

��� (r; ') u
�
ij [r; '; (n�m)�t] r dr

9>>>>>>=>>>>>>;
d'; (5.16)

sendo � = 1; 2; 3, � o raio de uma circunferência centrada em � e R (') a distância
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de�nida na �gura 5.2. A avaliação analítica da integral em r resulta na expressão

�

'2Z
'1

(
�u�j (0) 	

�
ij ('; n�t) +

nX
m=1

��u�j (m�t) 	
�
ij ('; (n�m)�t)

)
d'; (5.17)

onde a função 	�ij ('; t) guarda do deslocamento fundamental apenas a dependência do
ângulo ', conforme é visto na equação seguinte:

	�ij ('; t) =
1

4�

�
2J1 (t)

�
 1ij +  2ij

�
� 3Q1 (t)

�
 3ij +  4ij

�	
; (5.18)

nos quais os termos são:

 1ij =
���

R2 (')

2

�
r;i r;j ��ij

�
lnR (')� 1

2

��
; (5.19)

 2ij =
R3 (')

3

1

2A
(b� cos'+ a� sen')

�
r;i r;j ��ij

�
lnR (')� 1

3

��
; (5.20)

 3ij =
���

R2 (')

2

�
r;i r;j +�ij

�
lnR (')� 1

2

��
(5.21)

e

 4ij =
R3 (')

3

1

2A
(b� cos'+ a� sen')

�
r;i r;j +�ij

�
lnR (')� 1

3

��
: (5.22)

Para a integral restante, assumindo

' =


2
('2 � '1) +

1

2
('2 + '1); (5.23)

um processo de avaliação numérica, baseado na quadratura Gaussiana, fornece a ex-
pressão �nal e discretizada da integral de domínio:

�

NGX
�=1

8><>:
�u�j (0) 	

�
ij (x̂�; n�t)+

NX
m=1

��u�j (m�t) 	
�
ij (x̂�; (n�m)�t)

9>=>;
�
('2 � '1)

2

�
!�; (5.24)

onde  2 [�1; 1]; '1 e '2 os ângulos de�nidos na �gura 5.2; NG, x̂� e !� o número
total de pontos, as abscissas dos pontos e os pesos, na quadratura Gaussiana, respecti-
vamente.
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5.2.1.2 Integração não singular

Para o caso em que não há singularidades, ou seja, não há coincidência entre o
ponto fonte e os vértices da célula, a avaliação da integral de domínio não necessita
do processo semi-analítico para ser efetuada. Todavia, esta técnica também apresenta
resultados satisfatórios para as avaliações não singulares e por esse motivo também é
empregada aqui.
A �gura 5.3 ilustra a célula não singular, conforme apresentado em [46]. De forma

Figura 5.3: Célula triangular não singular

análoga, cienti�cados das componentes de r (Eq. 5.14) e da função de interpolação (Eq.
5.15), para ��� calculado pela função (5.6), é possível escrever a integral de domínio,
em coordenadas polares e com as acelerações já parametrizadas, na forma:

�

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

'3Z
'1

266666664
�u�j (0)

R3(')Z
R2(')

��� (r; ') u
�
ij (r; ';n�t) r dr+

NX
m=1

��u�j (m�t)

R3(')Z
R2(')

��� (r; ') u
�
ij [r; '; (n�m)�t] r dr

377777775
d'+

'2Z
'3

266666664
�u�j (0)

R3(')Z
R1(')

��� (r; ') u
�
ij (r; ';n�t) r dr+

NX
m=1

��u�j (m�t)

R3(')Z
R1(')

��� (r; ') u
�
ij [r; '; (n�m)�t] r dr
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d'

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

;
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(5.25)

com os limites de integração assumidos de acordo com a �gura 5.3 e � = 1; 2; 3. A
avaliação analítica das integrais em r fornece o seguinte resultado:

�

8>>>>>><>>>>>>:

'3Z
'1

"
�u�j (0)

1	�ij ('; n�t) +
NX
m=1

��u�j (m�t)
1	�ij ('; (n�m)�t)

#
d'+

'2Z
'3

"
�u�j (0)

2	�ij ('; n�t) +
NX
m=1

��u�j (m�t)
2	�ij ('; (n�m)�t)

#
d'

9>>>>>>=>>>>>>;
;

(5.26)

onde as funções em 	 são de�nidas por

k	�ij ('; t) =
1

4�

(
2J1 (t)

�
k 1ij (') +

k 2ij (')
�
�

3Q1 (t)
�
k 3ij (') +

k 4ij (')
� )

; (5.27)

 1ij =
���

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�
R2k1 �R2k2

�
(')

2
r;i r;j �

�ij

266666664

R2k1 (')

2
lnRk1 (')�

R2k2 (')

2
lnRk2 (')

�
R2k1 (')

4
+
R2k2 (')

4

377777775

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
; (5.28)

 3ij =
���

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�
R2k1 �R2k2

�
(')

2
r;i r;j +

�ij

266666664

R2k1 (')

2
lnRk1 (')�

R2k2 (')

2
lnRk2 (')

�
R2k1 (')

4
+
R2k2 (')

4

377777775

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
; (5.29)
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 2ij =
1

2A
(b� cos'+ a� sen')

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�
R2k1 �R2k2

�
(')

2
r;i r;j �

�ij

26666664
R3k1 (')

3
lnRk1 (')�

R3k2 (')

3
lnRk2 (')

�
R3k1 (')

9
+
R3k2 (')

9

37777775

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
(5.30)

e

 4ij =
1

2A
(b� cos'+ a� sen')

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�
R2k1 �R2k2

�
(')

2
r;i r;j +

�ij

266666664

R3k1 (')

3
lnRk1 (')�

R3k2 (')

3
lnRk2 (')

�
R3k1 (')

9
+
R3k2 (')

9

377777775

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
; (5.31)

para (
k1 = 3 e k2 = 2, quando k = 1
k1 = 3 e k2 = 1, quando k = 2

e para as funções de R� (') de�nidas na �gura 5.3. Finalmente, com a aplicação da
integração numérica, por meio da quadratura Gaussiana, chega-se a

�
NGX
�=1

!�

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

264 �u�j (0)
1	�ij (x̂�; n�t)+

NX
m=1

��u�j (m�t)
1	�ij (x̂�; (n�m)�t)

375 ('3 � '1)

2
+

264 �u�j (0)
2	�ij (x̂�; n�t)+

NX
m=1

��u�j (m�t)
2	�ij (x̂�; (n�m)�t)

375 ('2 � '3)

2

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
: (5.32)

Os ângulos '1; '2 e '3 são de�nidos na �gura 5.2; NG, x̂� e !� representam, respec-
tivamente, o número total de pontos, as abscissas dos pontos e os pesos, na quadratura
Gaussiana, como já comentado anteriormente.
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5.2.2 Métodos de integração direta no tempo

Solucionadas as integrais do problema viscoelástico aqui tratado, o sistema resul-
tante, na forma da convolução de Stieltjes, é expressado por

u � dH = p � dG� ��u � dQ: (5.33)

Diferentemente da análise quasi-estática, onde somente as variáveis do contorno eram
as incógnitas procuradas, calculando, posteriormente, os deslocamentos em pontos in-
ternos, o problema dinâmico apresentado pelo sistema (5.33) revela-se, também, depen-
dente das variáveis de�nidas em pontos do domínio, estendendo o número de equações
necessárias para a solução do sistema. Assim sendo, em conformidade com um caso
similar tratado por TELLES e CARRER [48], o sistema (5.33) pode ser reescrito, na
sua forma matricial, como"

Hcc 0

Hdc I

#
� d
(
uc

ud

)
=

"
Gcc 0

Gdc 0

#
� d
(
pc

0

)
�
"
Qcc Qcd

Qdc Qdd

#
� d
(
�uc

�ud

)
; (5.34)

onde os superíndices c e d denotam a contribuição do contorno e do domínio respectiva-
mente, e a matriz identidade representa os coe�cientesCij (�; t) relacionados aos pontos
internos. Relembra-se aqui a possibilidade de tratar o mesmo problema adotando téc-
nica alternativa, baseada no conhecimento prévio dos valores das variáveis de domínio,
em instante imediatamente anterior aquele da análise, como empregado por CEZARIO
[45]. Esta estratégia foi experienciada na análise do sistema (5.33), mas não se mostrou
e�ciente em face dos resultados obtidos pela estratégia empregada em (5.34).
O problema instaurado pelo sistema (5.33) exige um procedimento de marcha no

tempo para ser adequadamente avaliado. A princípio, a análise que se apresenta de
implementação imediata é aquela baseada nos métodos de integração direta. Sendo
assim, sabendo ser possível, por meio destes, efetuar os cálculos matriciais no intervalo
[t; t+�t], veri�cando simultaneamente a condição de equilíbrio, adota-se para esta
análise dinâmica os métodos a seguir descritos.

5.2.2.1 Método das Diferenças Centrais

Segundo BATHE [47], o método das Diferenças Centrais é caracterizado por um
processo explícito de marcha no tempo, em que todo o sistema avaliado é considerado
no instante t. Ao contrário do que é preconizado, adota-se, aqui, estratégia análoga
a usada por SOUZA et al [49] na avaliação do problema discretizado pelo Método
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dos Elementos de Contorno, para o qual o processo assume um caráter alternativo ou
modi�cado. Assim sendo, recorrendo às expressões das diferenças �nitas para aproxi-
mar a segunda derivada temporal do deslocamento (eq. 5.33), tem-se que

�ut =
1

�t2
�
ut��t � 2ut + ut+�t

�
; (5.35)

assegurando um erroO (�t2). Logo, o sistema (5.33), discretizado para o tempo t+�t,
com aceleração avaliada no instante imediatamente anterior t, é reescrita, após substitu-
ição de (5.35), da seguinte forma

ut+�t � d
�
H+�

1

�t2
Q

�
� pt+�t � dG = �� 1

�t2
�
ut��t � 2ut

�
� dQ: (5.36)

A obtenção dos valores dos deslocamentos e forças de superfícies no instante t+�t,
pelo sistema (5.36), necessitará dos valores dos deslocamentos nos instantes t e t��t.
Uma vez assumidas, na seção 2.2, as condições iniciais (eq. 2.10), sabe-se que são nulos
os deslocamentos em todos os instantes negativos. Desta forma, iniciando a análise para
o instante t = 0, as soluções procuradas são facilmente encontradas.

5.2.2.2 Método de Houbolt

O método de Houbolt, semelhante ao método das Diferenças Centrais, também em-
prega diferenças �nitas na aproximação das variáveis. Neste esquema, a aproximação
da aceleração é realizada com uma diferença retroativa, com erro O (�t2), como pode
ser visto na expansão

�ut+�t =
1

�t2
�
2ut+�t � 5ut + 4ut��t � ut�2�t

�
: (5.37)

Assumindo a discretização do sistema (5.33) no intante t + �t, a substituição da
aproximação (eq. 5.37) gera o seguinte:

ut+�t �d
�
H+�

2

�t2
Q

�
�pt+�t �dG = �� 1

�t2
�
�5ut + 4ut��t � ut�2�t

�
�dQ:

(5.38)

Novamente, conforme discutido no método das Diferenças Centrais, as soluções do
sistema (5.38) são facilmente encontradas, iniciando o processo de marcha no tempo no
instante t = 0.

70



CAPÍTULO 5. MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO: FORMULAÇÃO
DINÂMICA

5.2.2.3 Método da 4a ordem

Visando uma maior precisão para os resultados, o método de quarta ordem, segundo
SOUZA et al [49] e SOUZA eMOURA [50], é baseado na interpolação de quarta ordem
de Lagrange [51] do deslocamento do tempo t � 3�t ao tempo t + �t. A segunda
derivada com respeito a variável interpolada fornece

�ut+�t =
1

12�t2
�
35ut+�t � 104ut + 114ut��t � 56ut�2�t + 11ut�3�t

�
; (5.39)

donde o sistema (5.33), avaliado no tempo t+�t, segue facilmente, substituindo a ex-
pressão (5.39). Contudo, conforme comentários de SOUZA et al [49], a �m de se obter
resultados melhores, recomenda-se reescrever o sistema (5.33) com u e p no tempo
t+�t, e �u no tempo t. Assim, recalculando a interpolação para a aceleração �ut, tem-se

�ut =
1

�t2

�
11

12
ut+�t � 5

3
ut +

1

2
ut��t � 1

3
ut�2�t +

1

12
ut�3�t

�
: (5.40)

Desta forma tem-se, �nalmente,

ut+�t � d
�
H+�

11

12�t2
Q

�
� pt+�t � dG =

�� 1
�t2

�
�5
3
ut +

1

2
ut��t � 1

3
ut�2�t +

1

12
ut�3�t

�
� dQ:

(5.41)
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Capítulo 6

Exemplos Numéricos

A veri�cação da formulação dinâmica viscoelástica se fará aqui, nos moldes da
apresentada no capítulo 4, ou seja, serão adotados os mesmos modelos reológicos na
descrição do comportamento e as mesmas variações para as forças ou deslocamentos
aplicados. Infelizmente, pelo menos a tempo, não foram encontradas soluções analíticas
para as comparações dos problemas seguintes. Somente para o caso do segundo exem-
plo foi encontrada uma solução analítica dinâmica [54], porém a aplicação do Princípio
da Correspondência, no domínio transformado, mostrou-se de difícil avaliação.

6.1 Viga Bi-apoiada Submetida a Carregamento
Uniformemente Distribuído

Para dar início a veri�cação da formulação dinâmica, foi escolhido o exemplo
ilustrado pela �gura 4.17, já analisado pela formulação quasi-estática. Nesta análise, en-
tretanto, a viga bi-apoiada assume uma geometria distinta. Adota-se para esta
L = 100 cm e c = 25 cm. O carregamento distribuído, ao qual é submetida, pode variar
de acordo com as �guras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4, assumindo valor máximo q0 = 1 kN=m.
Sua densidade é � = 1; 5.
Considerando a simetria existente, são realizadas três discretizações espaciais para a

efetuação da análise numérica. A primeira é composta de 16 nós funcionais no contorno
e 16 células no domínio; a segunda compõe-se de 34 nós no contorno e 100 células
no domínio; a terceira, e última, compõe-se de 64 nós no contorno e 400 células no
domínio. A �gura 6.1 ilustra um modelo das discretizações realizadas para esta análise
e daquelas usadas nos exemplos seguintes. Os resultados encontrados são plotados para
o nó N (0;�25) e, até menção contrária, para o modelo reológico 1.
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Figura 6.1: Modelo adotado para as malhas da viga analisada e, similarmente, para os
demais exemplos

Os primeiros resultados dos deslocamentos dinâmicos, obtidos para o ponto
descrito, são aqueles ilustrados pela �gura 6.2, para um intervalo de tempo �t = 0; 5s,
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Figura 6.2: Deslocamentos dinâmicos obtidos pelo método da Diferença Central para
�t = 0; 5s e n = 1000 intervalos de tempo e a solicitação do tipo 1 (�g. 4.1)

onde é realizada uma comparação entre as três discretizações adotadas, para o método
da Diferença Central, e a resposta quasi-estática deste problema. A �m de melhor vi-
sualizar o amortecimento natural do material viscoelástico, é extendido o número total
de intervalos de tempo para 3000, e os deslocamentos resultantes plotados na �gura
6.3, para as três discretizações. Valores maiores e menores de �t foram experimenta-
dos para o método da Diferença Central e a estabilidade dos resultados requerida foi
atendida em todas as análises. O método de 4a ordem mostrou um desempenho bas-
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Figura 6.3: Deslocamentos dinâmicos obtidos pelo método da Diferença Central para
�t = 0; 5s e n = 3000 intervalos de tempo

tante parecido com o da Diferença Central, o que di�culta, enormemente, a escolha do
melhor. A �guras seguintes mostrarão isto.
O método de Houbolt, mesmo sendo incondicional, perde estabilidade para valores

de �t � 0; 1s e não converge para o valor esperado (�g. 6.4). Outro fato importante
a ser considerado para o método de Houbolt, que possui amortecimento numérico, é
a veri�cação tardia do amortecimento natural viscoelástico. Em comparação com os
resultados alcançados pelo método da Diferença Central e do método da aproximação
de 4a ordem, veri�ca-se que somente estes últimos demonstram o comportamento de-
sejado, convergindo para seu valor quando t ! 1, em um curto espaço de tempo (�g.
6.5). O amortecimento do método de Houbolt somente é observado para valores de
�t > 1s, como é visto na �gura 6.6. O motivo deste fenômeno não foi veri�cado,
mas é possível especular, em vista do demonstrado pelos métodos da Diferença Central
e de aproximação de 4a ordem, que a pequena falta de equilíbrio, aliada a um valor
adequadamente pequeno de �t, possa ser favorável não só a estabilidade, quanto à
qualidade dos valores �nais, conforme comenta SOUZA et al [49] para a aproximação
de 4a ordem.
Para �nalizar este exemplo, são apresentados os deslocamentos obtidos para as vari-

ações de carregamento ilustradas nas �guras 4.2 e 4.3 (�gs. 6.7 e 6.8), e para os mode-
los 2, 3 e 4, analisados pelo método de 4a ordem (�g. 6.9), com valores de t1 = 250s,
t2 = 750s e t3 = 1000s.
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Figura 6.4: Veri�cação da perda de estabilidade no método de Houbolt para �t � 0; 1s
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Figura 6.5: Comparação entre os três métodos de marcha no tempo
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Figura 6.6: Veri�cação do amortecimento viscoelástico para �t = 2; 5s
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Figura 6.7: Deslocamentos dinâmicos obtidos para a variação do carregamento tipo 2
(�g. 4.2)
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Figura 6.8: Deslocamentos dinâmicos obtidos para a variação do carregamento tipo 3
(�g. 4.3)
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Figura 6.9: Deslocamentos dinâmicos obtidos pelo método de quarta ordem para os
modelos reológicos descritos
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6.2 Barra Engastada Sujeita a Carga Axial no Bordo
Livre

O problema a ser analisado agora é o de uma barra de dimensões L = 100 cm e
h = 50 cm, sujeita a um carregamento axial, uniformemente distribuído, conforme ilus-
tração da �gura 6.10. O carregamento, de variação temporal, atinge o valor

Figura 6.10: Barra sujeita a carregamento axial uniformemente distribuído

máximo q0 = 10 kN=cm2. Iniciando a análise com duas discretizações: uma com
28 nós no contorno e 64 células de domínio, outra com 52 nós no contorno e 256 células
de domínio, para o nó N (100; 0) coincidente com o eixo x e a face carregada da barra,
utilizando o modelo reológico 1 e densidade � = 15. Os resultados comparativos en-
tre as duas discretizações adotadas podem ser vistos na �gura 6.11, para o método da
Diferença Central. Os deslocamentos plotados não diferem o su�ciente para que se
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Figura 6.11: Resultados numéricos obtidos para as duas discretizações com o uso da
Diferença Central
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assuma o custo computacional da análise da descretização mais re�nada. Para os resul-
tados que se seguem, somente, a primeira discretização é empregada.
Avaliando os resultados apresentados pela �gura 6.12 é possível visualizar o

amortecimento viscoelástico na evolução dos resultados dos três métodos, confrontando-
os com a solução quasi-estática da barra. Neste exemplo o método de Houbolt parece se
comportar melhor do que no problema da viga, mesmo que o amortecimento aconteça
mais lentamente do que nos casos da Diferença Central e de 4a ordem, que se identi�-
cam ao longo de toda a análise. Nos resultados encontrados para valores maiores de t
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Figura 6.12: Comparação dos deslocamentos obtidos pelos três métodos diretos

(�gs. 6.13 e 6.14) observa-se uma certa oscilação na evolução dos deslocamentos en-
contrados pelo método de Houbolt; para �t > 1, o amortecimento é realmente efetivo
como se pode notar na �gura 6.14. Os resultados que se seguem (�gs. 6.15 e 6.16)
mostram o desempenho da barra quando solicitada axialmente por variações de carga
do tipo 2 (�g. 4.2) e tipo 3 (�g. 4.3), com valores de t1 = 250s, t2 = 750s e t3 = 1000s.
Poucos comentários são necessários, uma vez que os resultados obtidos se comportam
similarmente aos encontrados para o exemplo da viga bi-apoiada, para as mesmas vari-
ações. Por �m, realiza-se uma veri�cação quanto ao comportamento no tempo da força
de superfície px no nó N (0; 0) no engaste da barra. A �gura 6.17 ilustra os resultados
para os primeiros 80s obtidos para �t = 0; 5s, pelo método da Diferença Central. A
�gura 6.18 compara, novamente, o desempenho do amortecimento nos resultados obti-
dos pelo método da Diferença Central e de Houbolt, para a solicitação do tipo 1 (�g.
4.1), em um tempo total 1500s, com �t = 0; 5s.
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Figura 6.13: Evolução do amortecimento dos resultados dinâmicos ao longo do tempo,
para �t = 0; 5s
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Figura 6.14: Deslocamentos viscoelásticos para �t = 2; 5s, obtidos pelo método de
Houbolt
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Figura 6.15: Deslocamentos dinâmicos obtidos para a variação do carregamento tipo 2
(�g. 4.2)
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Figura 6.16: Deslocamentos dinâmicos obtidos para a variação do carregamento tipo 3
(�g. 4.3)
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licitação do tipo 1 (�g. 4.1)
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6.3 Faixa Retangular Sujeita a uma Carga Cisalhante

O último exemplo, avaliado pela formulação dinâmica, consta de uma faixa re-
tangular de material viscoelástico, com seção transversal de�nida por b = 400 cm e
a = 200 cm, de comprimento in�nito e sujeita a um carregamento cisalhante transiente
(�g. 4.1), de valor máximo q = 1 kN=cm, como ilustrado na �gura 6.19. Restringindo

Figura 6.19: Faixa retangular viscoelástica sujeita a carregamento cisalhante

seu movimento em três das suas faces e adotando uma densidade � = 1; 0, são analisa-
dos os deslocamentos dinâmicos para um nó central de seu contorno livre, considerando
os quatro modelos reológicos já apresentados.
Somente uma discretização é analisada, com 28 nós de contorno e 64 células de

domínio. Para um intervalo de tempo �t = 0; 5s, vê-se os resultados para os quatro
modelos (�g. 6.20), obtidos pelo método da Diferença Central. Devido a magnitude dos
parâmetros adotados, os deslocamentos são rapidamente amortecidos e os valores para
t ! 1 logo alcançados. A �gura 6.21 apresenta um comparativo entre os resultados
obtidos pelos três métodos de integração direta e a análise quasi-estática do problema.
Novamente, os resultados encontrados pela Diferença Central e a aproximação de 4a

ordem seguem coincidentes ao longo de todo intervalo de tempo analisado. A perfor-
mance do método de Houbolt segue o mesmo comportamento dos demais exemplos.
O amortecimento natural para método de Houbolt somente é observado para valores
de incremento de tempo maiores do que 1s. Figura 6.22 apresenta estes resultados,
confrontando os valores de �t = 0; 5s e �t = 1; 5s, obtidos por meio do método de
Houbolt.
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Figura 6.20: Comparativo entre os quatro modelos reológicos analisados pelo método
da Diferença Central
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Figura 6.21: Comparativo entre os três métodos de integração direta adotados
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Capítulo 7

Conclusões e Sugestões

Os capítulos desenvolvidos neste trabalho apresentaram conceitos básicos e funda-
mentais da teoria da Viscoelasticidade, versando, principalmente, sobre caraterísticas
reológicas norteantes dos fenômenos comportamentais descritos por esta. Longe de en-
sejar o conhecimento completo da teoria, os conceitos e propriedades apreendidos foram
necessários ao estudo teórico e numérico de problemas de estado plano de deformação e
estado plano de tensão, quasi-estáticos e dinâmicos, por meio do Método dos Elementos
de Contorno.
A generalização do Teorema da Reciprocidade para a viscoelasticidade, executada

precisamente por GURTIN e STERNBERG [8], serviu de ponto de partida para a
construção das equações integrais para os problemas quasi-estáticos e dinâmicos, na
forma da convolução de Stieltjes. Embora não forneçam grandes novidades ao es-
tudo do Método dos Elementos de Contorno, principalmente no que diz respeito às
análises quasi-estáticas, as equações geradas apresentaram uma nova perspectiva para
problemas dinâmicos, uma vez que a grande quantidade dos trabalhos encontrados abor-
dava o problema por meio das equações da elastodinâmica, associadas ao Princípio da
Correspondência, motivadas talvez pela di�culdade em se encontrar soluções funda-
mentais práticas e pela existência de uma quadratura numérica para convoluções, obtida
por LUBICH [23] e [24].
O ítem referente às soluções fundamentais expôs a importância da correspondência

elástica-viscoelástica na obtenção de suas expressões, mas também as di�culdades em
se obter uma generalização e os obstáculos encontrados nas experiências vivenciadas
com as expressões citadas. Todavia, foi através deste estudo oportuno que se deparou
com as soluções fundamentais viscoelásticas de STERNBERG e AL-KHOZAIE [43],
obtidas pela solução do problema generalizado de Kelvin e posteriormente bidimen-
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sionalizadas para uso neste trabalho. Apresentadas em uma forma mais compacta, es-
tas soluções facilitaram as manipulações algébricas realizadas e permitiram a análise
dinâmica através da convolução de Stieltjes. Não seria incorreto a�rmar, quiçá, que
estas representaram parte fundamental deste trabalho.
A discretização das equações integrais exigiu esquemas numéricos e�cientes de in-

terpolação das variáveis, avaliação das convoluções, avaliação da integral de domínio e
de marcha no tempo. As escolhas realizadas foram norteadas pelas ideias de simplici-
dade e na medida do possível foram alcançadas neste trabalho. Para tanto, interpolações
lineares das variáveis temporais e espaciais foram adotadas, utilizou-se a quadratura
Gaussiana e um processo incremental e de superposição, comentado por FLÜGGE[7],
para a avaliação das convoluções. Para a integral de domínio foi empregado método
semi-analítico [46], já experienciado em trabalhos passados [45], e métodos diretos de
integração para a marcha no tempo. Os resultados quasi-estáticos alcançados foram
considerados satisfatórios e adequados à análise realizada; já os resultados dinâmicos,
devido a complexidade da análise, mostraram a necessidade de estudos mais detalha-
dos para a averiguação da e�ciência dos métodos de integração direta empregados e da
qualidade dos resultados alcançados pela formulação apresentada.
As espectativas que recaíram sobre esta pesquisa não puderam ser totalmente aten-

didas por conta das limitações existentes e dos obstáculos encontrados. Contudo, uma
das prerrogativas de um projeto de pesquisa não é a obtenção de todas as respostas, mas
construção de novas perguntas e a visualização de futuras perspectivas. Dentro deste
contexto, e com o �m de permitir a continuação deste trabalho, são deixadas ao futuro
algumas sugestões. No que tange às soluções fundamentais, seria de grande valia a
obtenção de expressões viscoelásticas dinâmicas, solucionando a equação diferencial
dinâmica não homogênea, como meio alternativo aquele baseado no Princípio da Cor-
respondência.
Métodos de integração indireta deveriam ser testados na análise de problemas

dinâmicos, além de estudo mais preciso quanto a estabilidade numérica e ao intervalo
de variação dos incrementos de tempo ideais para cada método. Um trabalho neste
âmbito não deveria prescindir do compartilhamento de resultados experimentais, da
caracterização computacional e laboratorial de modelos reológicos e na aplicação a
exemplos práticos, o que exigiria a implementação de uma formulação tridimensional,
no uso de elementos isoparamétricos de ordem superior e de estratégias numéricas mais
avançadas. Para exempli�car possíveis aplicações da viscoelasticidade vide trabalhos
de EVANGELISTA et al [42] e WANG e BIRGISSON [40]. Finalizando este capítulo,
não poderia deixar de sugerir a consideração dos efeitos da temperatura [26] e [39], e
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da não linearidade geométrica, uma vez que os mesmos movimentaram as primeiras
iniciativas de pesquisa neste assunto.
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Apêndice A

Equação Integral de Contorno para
Deslocamentos Internos

Neste apêndice é apresentado o desenvolvimento algébrico, a partir do Teorema da
Reciprocidade Viscoelástica, das equações integrais de contorno. Esta apresentação
tem o �m de ilustrar o emprego das propriedades de Stieltjes (tabela 2.1) na obtenção
das equações �nais, sendo todos os procedimentos adicionais baseados nos mesmos
empregados para a versão elástica destas equações integrais [27].
Assim sendo, a aplicação do Teorema da Reciprocidade para todo o domínio avali-

ado 
 é descrito no contínuo por:Z



T (x; t) � dE� (x; t) d
 =
Z



T� (x; t) � dE (x; t) d
: (A.1)

Trabalhando na forma indicial, a mesma equação (eq. A.1) pode ser reescrita em função
de suas componentes na seguinte forma:Z




�ij (x; t) � d"�ij (x; t) d
 =
Z



��ij (x; t) � d"ij (x; t) d
: (A.2)

Avaliando, separadamente, a integral do lado esquerdo do sinal de igualdade, obtém-
se, considerando a relação deformação-deslocamento (eq. 2.3) em notação indicial, o
seguinte:Z




�ij (x; t) �
1

2
d
�
u�i;j (x; t) + u�j;i (x; t)

�
d
; (A.3)
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que após consideração da propriedade de distribuição da integral de Stieltjes é escrita
como

1

2

Z



�
�ij (x; t) � du�i;j (x; t) + �ij (x; t) � du�j;i (x; t)

�
d
: (A.4)

Analisando cada parcela da expressão (A.4) é possível reescrevê-las na forma

1

2

Z



(
[�ij (x; t) � du�i (x; t)];j � �ij;j (x; t) � du�i (x; t)+�
�ij (x; t) � du�j (x; t)

�
;i
� �ij;i (x; t) � du�j (x; t)

)
d
; (A.5)

que permite a aplicação do teorema da divergência e o teorema da tensão de Euler e
Cauchy (eq. 2.7) a �m de obter a expressão seguinte:

1

2

Z
�

�
[�ij (x; t) � du�i (x; t)] nj (x) +

�
�ij (x; t) � du�j (x; t)

�
ni (x)

	
d��

1

2

Z



�
bi (x; t) � du�i (x; t) + bi (x; t) � du�j (x; t)

	
d
: (A.6)

Após a realização de procedimento análogo para a integral do lado direito do sinal de
igualdade, obtém-se a equação seguinte:Z

�

pi (x; t) � du�i (x; t) d��
Z



bi (x; t) � du�i (x; t) d
 =

Z
�

p�i (x; t) � dui (x; t) d��
Z



b�i (x; t) � dui (x; t) d
; (A.7)

que, �nalmente, fornece a equação (3.2), considerando

u�i (x; t) = u�ij (�;x; t) ej e p
�
i (x; t) = p�ij (�;x; t) ej: (A.8)

A força de volume (3.3b) aplicada a equação (A.7) fornece a equação integral para
deslocamentos em pontos internos do domínio 
 (eq. 3.5). Procedimento bem análogo
também é empregado para a obtenção da equação integral dinâmica para deslocamentos
em pontos internos (eq. 5.1). Para encontrar as equações integrais quasi-estática e
dinâmica para deslocamentos no contorno �, o procedimento descrito por BREBBIA
et al [27], para a equação elástica, é usado, empregando as propriedades de Stieltjes
conforme desenvolvimento acima.

96



Apêndice B

Expressões dos Termos das Soluções
Fundamentais

A seguir são descritas as expressões dos termos presentes nas soluções fundamentais
viscoelásticas comentadas no texto, segundo o trabalho de CARINI e DeDONATO [20],
obtidas para um modelo generalizado, e o trabalho de SYNGELLAKIS [19], para um
modelo de Boltzmann.

B.1 Solução Fundamental para um Modelo Reológico
Generalizado

As expressões de Rl e Pl são de�nidas como

Rl =
Ml

Mm+2n

� Nl
Nm+2n

; (B.1)

Pl =
Nl

Nm+2n
: (B.2)
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APÊNDICE B. EXPRESSÕES DOS TERMOS DAS SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS

Os valores deMl e Nl são de�nidos para vu�da seguinte forma:

Ll =
l+1X
�=1

M�
(��1);(l��+1) se 0 � l � n;

Ll =
n+1X
�=1

M�
(��1);(l��+1) se n+ 1 � l � n+m;

Ll =
n+1X

�=1�m�n+l

M�
(��1);(l��+1) se n+m+ 1 � l � 2n+m; (B.3)

onde Ll =Ml; Nl. As componentesM�
�� eN�

�� , que aparecem na expressão, são obtidas
para estado plano de deformação e estado plano de tensões, respectivamente, por

M�
�� = pd� (h1B� + h2A�) ; N�

�� = qd� (B� � A�) (B.4)

e

M�
�� = pd� (h1B� + h2A�) ; N�

�� = qd�B�: (B.5)

Para a expressão da força de superfície fundamental, as componentes de Ml e Nl são
dadas por

Ml = h1Bl + h2Al ; Nl = Bl � Al (B.6)

para estado plano de deformações, e

Ml = h1Bl + h2Al ; Nl = Bl (B.7)

para estado plano de tensões. Os valores de h1 e h2 são dependentes dos vetores posição
do ponto fonte e do ponto campo. Ainda, têm-se

Al =

MX
�=N

�
qh� p

d
l�� � ph� q

d
l��
�

e Bl =

MX
�=N

�
2 qh� p

d
l�� + ph� q

d
l��
�
; (B.8)

onde qh� e ph� representam a parte volumétrica dos coe�cientes da equação diferencial
(2.32), e qd� e pd� representam a parte desviatória dos coe�cientes da mesma equação.
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APÊNDICE B. EXPRESSÕES DOS TERMOS DAS SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS

Por �m, os valores �k são soluções (reais ou complexas) da equação polinomial

sm+�n +

m+�n�1X
k=0

Pk s
k; (B.9)

de�nida na variável de Laplace s e para o qual � assume valores iguais a 2, ou a 1, em
caso de deslocamento ou força de superfície fundamental, respectivamente.

B.2 Solução Fundamental para um Modelo Reológico
de Boltzmann

Os termos estão assim de�nidos para estado plano de deformação

�1 =
�1
�2
�; �2 =

3K0�2 + 4�0�1
(3K0 + 4�0)�2

�; (B.10)

�3 =
3K0�2 + 4�0�1

4�20 + 3K0�2 + 4�0�1
�; (B.11)

b01 =
2

�0
; a01 =

�0�1
3K0�2 + 4�0�1

; (B.12)

b02 =
6

3K0 + 4�2
; a02 =

2�0�1 + 6K0�2
3K0�2 + 4�0�1

; (B.13)

b1 =
2�1
�0�2

; b2 =
24�1

(3K0 + 4�0) (3K0 + 4�2)
; (B.14)

a1 =
�0 (�0 + �1)

4�20 + 3K0�2 + 4�0�1
; a2 =

2�20 + 6K0�2 + 2�0�1
4�20 + 3K0�2 + 4�0�1

(B.15)

e estado plano de tensões

�1 =
�1
�2
�; �2 =

3K0�2 + �0�1
(3K0 + �0)�2

�; (B.16)

�3 =
3K0�2 + �0�1

�20 + 3K0�2 + �0�1
�; (B.17)

b01 =
�2
2�0�1

; a01 =
3K0�2 + 4�0�1
6K0�2 + 2�0�1

; (B.18)

99



APÊNDICE B. EXPRESSÕES DOS TERMOS DAS SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS

b02 =
3�2

2 (3K0�2 + �0�1)
; a02 =

9K0�2
6K0�2 + 2�0�1

; (B.19)

b1 =
1

2�1
; b2 =

3�20
2 (3K0 + �0) (3K0�2 + 4�0�1)

; (B.20)

a1 =
4�20 + 3K0�2 + 4�0�1
2�20 + 6K0�2 + 2�0�1

; a2 =
9K0�2

2�20 + 6K0�2 + 2�0�1
: (B.21)
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Apêndice C

Teorema do Estado Viscoelástico de
Kelvin

Neste apêndice são apresentados uma de�nição e dois teoremas, empregados para
caracterizar o estado viscoelástico de Kelvin, enunciados por STERNBERG e
AL-KHOZAIE [43] na dedução das soluções aqui empregadas. Ressalta-se a importân-
cia do Teorema 1, uma vez que o processo elementar executado com o Princípio da
Correspondência não veri�ca sua veracidade.
Para auxiliar a leitura da de�nição e dos teoremas abaixo, de�ne-se:

� E � espaço Euclidiano tridimensional;

� R � região aberta de E, �R � região fechada de E;

� T � Intervalo de tempo;

� As funções empregadas são de valor real na posição e no tempo, de�nidas em
R� T .

� x (x1; x2; x3) � vetor posição dos pontos emR;

� t � tempo de�nido em T ;

� H � Classe de funções de Heaviside. Os sobreíndices dizem respeito a posição e
ao tempo, na ordem que aparecem;

� 
�� esfera aberta de raio � centrada em x0;

� E
0
xo� Região aberta constituida de todos os pontos de E, com exceção do ponto

xo. Quando xo = 0, escreve-se simplesmente E 0, em lugar de E
0
xo ;
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APÊNDICE C. TEOREMA DO ESTADO VISCOELÁSTICO DE KELVIN

� V - conjunto de funções.

De�nition 1 (Limite de uma carga concentrada) Diz-se que fFng é uma sequência de
distribuições de força de volume que tende a uma carga concentrada L aplicada em x0

se x0 2 E e L 2 H1 é de valor vetorial, enquanto fFng têm as seguintes propriedades:
a) Para todo n (n = 1; 2; :::) Fn é uma função de valor vetorial com

Fn 2 H2;1 (E) ; Fn = 0 em (E � 
n)� (�1;1) ;

onde f
ng é uma sequência de "regiões carregadas"caracterizada por


n = 
�n
�
x0
�
; �n ! 0 quando n!1;

b)
Z

n

Fn (x; �) dV ! L quando n ! 1, uniformemente em [0; T ] para todo T 2

[0;1);
c) A sequência de funções f�ng, de�nida por

�n =

Z

n

jFn (x; �)j dV em (�1;1) (n = 1; 2; :::) ;

é uniformemente limitada em [0; T ] para todo T 2 [0;1).

Theorem 1 (Estado viscoelástico de Kelvin) Seja fFng uma sequência de distribuições
de forças de volume que tende a uma carga concentrada L aplicada em x0. Seja Gv 2
H2 com Gv (0) > 0 (v = 1; 2). Então:
a) Existe uma única sequência de estados f=ng tal que

=n = [un; �n;�n] 2 V (E;G1; G2;Fn) (n = 1; 2; :::) ;

b) =n converge para um estado limite = quando n ! 1, uniformemente em �R �
(�1; T ] para todo �R limitado, tal que x0 =2 �R e todo T 2 (�1;1) ;
c) O estado limite = = [u; �;�] é independente da escolha particular da sequência

fFng e é gerado pelas funções tensões '; de�nidas através de

' (x; t) = 0;  (x; t) = � f (t)

8� jx� x0j
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para todo x 6= x0 e todo t 2 (�1;1), onde

f = L � dG�11 � d (2G1 +G2)
�1 em (�1;1) .

Chama-se = de o estado viscoelástico de Kelvin correspondente à uma carga con-
centrada L aplicada em x0 e às funções de relaxação G1 e G2.

Theorem 2 (Propriedades do estado de Kelvin) O estado de Kelvin Normalizado S� (x; t; 0)
tem as propriedades:
a) u�; ��;�� 2 H1;1 (E 0) e =� = [u�; ��;��] 2 V (E 0; G1; G2);

b)
Z
�

S� (x;�; 0) dA = e�h em (�1;1),

onde � é uma superfície regular fechada em torno da origem e S� é o vetor força
de superfície de =� no lado do qual � faceia a origem;

c)
Z
�

x^S� (x;�; 0) dA = 0 em (�1;1);

d) u� (x;�; 0) = O (x�1), �� (x;�; 0) = O (x�2) quando x! 0,
uniformemente em [0; T ] para todo T 2 [0;1).
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Apêndice D

Tensões Viscoelásticas em Pontos
Internos

Tomando a derivada das componentes do vetor dos deslocamentos internos (eq. 3.5)
em relação às coordenadas do ponto fonte �, tem-se:

ui;j (�; t) =

Z
�

pk (x; t)�d u�ik;j (�;x; t) d��
Z
�

uk (x; t)�d p�ik;j (�;x; t) d�; (D.1)

para as quais as derivadas das soluções fundamentais u� e p� (eqs. 3.37 e 3.40) são
fornecidas por

u�ik;j (�;x; t) =
1

4�r

(
2J1 (t) [2r;ir;jr;k � r;i�jk � r;k�ij + r;j�ik]�
3Q1 (t) [2r;ir;jr;k � r;i�jk � r;k�ij � r;j�ik]

)
(D.2)

e

p�ik;j (�;x; t) =
1

4�r2

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

3Q2 (t)

266664
 
8r;ir;jr;k � 2r;k�ij�
2r;i�jk � 2r;j�ik

!
@r

@n
+

2 (r;ir;jnk � r;ir;knj � r;jr;kni)+

(nj�ik � ni�jk � nk�ij)

377775�

4h (t)

24 (4r;ir;jr;k � r;i�jk � r;k�ij)
@r

@n
�

r;ir;knj

35

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
: (D.3)
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As deformações viscoelásticas são obtidas a partir da equação (2.3) e da (D.1), de�nidas
pela expressão:

"ij (�; t) =

Z
�

pk (x; t) � d
(
1

2

�
u�ik;j (�;x; t) + u�jk;i (�;x; t)

�
| {z }

)
Aikj

d��

Z
�

uk (x; t) � d
(
1

2

�
p�ik;j (�;x; t) + p�jk;i (�;x; t)

�
| {z }

)
Bikj

d�

; (D.4)

onde

Aikj (�;x; t) =
1

4�r

(
2J1 (t) [2r;ir;jr;k � r;k�ij]�
3Q1 (t) [2r;ir;jr;k � r;i�jk � r;k�ij � r;j�ik]

)
(D.5)

e

Bikj (�;x; t) =
1

4�r2

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

3Q2 (t)

266664
 
8r;ir;jr;k � 2r;k�ij�
2r;i�jk � 2r;j�ik

!
@r

@n
+

2 (r;ir;jnk � r;ir;knj � r;jr;kni)+

(nj�ik + ni�jk � nk�ij)

377775�

2h (t)

24 (8r;ir;jr;k � r;i�jk � r;j�ik � 2r;k�ij)
@r

@n
�

r;k (r;inj + r;jni)

35

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
:

(D.6)

Aplicando os resultados obtidos para as deformações internas na equação constitutiva
(eq. 2.19) e fazendo uso da equação (2.20), chega-se por �m à expressão das tensões
internas:

�ij (�; t) =

Z
�

pk (x; t) � du�ijk (�;x; t) d��
Z
�

uk (x; t) � dp�ijk (�;x; t) d�: (D.7)

Observa-se que todas as operações algébricas realizadas com as convoluções de Stieltjes
têm em conta suas propriedades enunciadas na tabela 2.1.
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Apêndice E

Tensões Viscoelásticas em Nós do
Contorno

Neste apêndice são apresentadas as expressões das componentes das tensões vis-
coelásticas dos nós funcionais do contorno, para o problema bidimensional. O procedi-
mento de obtenção empregado segue o discutido por BREBBIA et al [27].

Figura E.1: Sistema de referência local ao elemento considerado

De acordo com a representação da �gura E.1, opera-se a transformação dos deslo-
camentos e forças de superfícies, no sistema de referência global, para um sistema de
referência local a um elemento considerado. Sendo assim, tem-se

u0n = Run e p0n = Rpn; (E.1)
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onde

R =

"
�sen� cos �

cos � sen�

#
; (E.2)

é uma matriz ortogonal de transformação dos vetores, u0 e p0 são os deslocamentos
e forças de superfícies referentes a um sistema local e n o ponto nodal do elemento
considerado. Pela mesma �gura (�g. E.1), chega-se a

sen� =
L1
L
e cos � =

L2
L

(E.3)

e

L1 = xi1 � xj1 e L2 = xj2 � xi2: (E.4)

Nas equações (E.3 e E.4), L representa o comprimento do elemento, L1 e L2 as pro-
jeções de L em relação ao sistema de referência global, e x1 e x2 as coordenadas
globais dos pontos nodais no elemento considerado. As tensões no elemento, ou seja,
referente ao sistema local, serão obtidas pela equação (2.7) e pela equação constitutiva
generalizada viscoelástica:

�0ij (t) =
1

3
[G2 �G1] (t) � d"0kk +G1 (t) � d"0ij: (E.5)

Desta forma, sabendo que o vetor normal n, externo ao elemento considerado, possui
componentes

n =

(
0

1

)
;

então, têm-se:

�0n11 (t) =
1

3
"0n11 (t) � d (G2 + 2G1) (t) + �0n22 (t) � d [(G2 �G1) (t) � dQ1 (t)]�
1

3
"0n11 (t) � d f(G2 �G1) (t) � d [(G2 �G1) (t) � dQ1 (t)]g ; (E.6)

�0n12 (t) = p0n1 (t) e �
0n
22 (t) = p0n2 (t) : (E.7)
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A deformação especí�ca nodal "0n11 é descrita pela expressão

"0n11 =
@u0n1
@x01

: (E.8)

Tendo em vista que u0n1 é interpolado linearmente no elemento, na seguinte forma:

u0n1 = �1u011 + �2u021 ; (E.9)

encontra-se para a deformação nodal o seguinte:

"011 =
u021 � u011

L
: (E.10)

Logo, substituindo a equação (E.10) na equação (E.6) e juntando o resultado �nal a
equação (E.7), têm-se as expressões �nais para as tensões no sistema de referência local.
O passo seguinte, após terminadas as operações a nível de elemento, opera-se a

transformação para o sistema de referência global a �m de se obter as tensões �nais nos
pontos nodais. Para tanto, a transformação de um tensor de 2a ordem é representada,
para as tensões, como

� = RT�
0
R: (E.11)

As operações matriciais realizadas para a equação (E.11) conduzem à seguinte relação
entre as tensões nos referenciais globais e locais:8><>:

�n11

�n12

�n22

9>=>; =

264 sen2� �2 sen� cos� cos2 �

� sen� cos� cos2 �� sen2� sen� cos�

cos2 � 2 sen� cos� sen2�

375
8><>:
�0n11

�0n12

�0n22

9>=>; : (E.12)

Utilizando as relações (eq. E.3) e as expressões das tensões no referencial local, chega-
se, através de (E.12), às tensões �nais

�n11 (t) =
1

3

�
L1L

2
2

L4
�
u22 � u12

�
(t)� L31

L4
�
u21 � u11

�
(t)

�
� df1 (t) +�

L2L
2
1

L3
pn1 (t) +

L31
L3
pn2 (t)

�
� df2 (t)��

2
L1L

2
2

L3
pn2 (t)� 2

L2L
2
1

L3
pn1 (t)

�
+�

L32
L3
pn1 (t) +

L1L
2
2

L3
pn2 (t)

�
(E.13)
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�n12 (t) = �1
3

�
L1L

2
2

L4
�
u22 � u12

�
(t)� L2L

2
1

L4
�
u21 � u11

�
(t)

�
� df1 (t)��

L1L
2
2

L3
pn1 (t) +

L2L
2
1

L3
pn2 (t)

�
� df2 (t) +��

L32
L3
� L2L

2
1

L3

�
pn2 (t)�

�
L1L

2
2

L3
� L31
L3

�
pn1 (t)

�
+�

L1L
2
2

L3
pn1 (t) +

L2L
2
1

L3
pn2 (t)

�
(E.14)

�n22 (t) =
1

3

�
L32
L4
�
u22 � u12

�
(t)� L22L1

L4
�
u21 � u11

�
(t)

�
� df1 (t) +�

L32
L3
pn1 (t) +

L1L
2
2

L3
pn2 (t)

�
� df2 (t) +�

2
L1L

2
2

L3
pn2 (t)� 2

L2L
2
1

L3
pn1 (t)

�
+�

L2L
2
1

L3
pn1 (t) +

L31
L3
pn2 (t)

�
; (E.15)

no refencial global; na forma matricial as expressões se resumem a

8><>:
�n11

�n12

�n22

9>=>; =
f1 (t)

3L4

264 L31 �L21L2 �L31 L21L2

�L21L2 L1L
2
2 L21L2 �L1L22

L1L
2
2 �L32 �L1L22 L32

375 � d
8>>>><>>>>:
u11

u12

u21

u22

9>>>>=>>>>;+
1

L3

264[f2 (t) + 2h (t)] L
2
1L2 + h (t) L32 f2 (t) L

3
1 � h (t) L1L

2
2

h (t) L31 � f2 (t) L1L
2
2 h (t) L32 � f2 (t) L

2
1L2

f2 (t) L
3
2 � h (t) L21L2 [f2 (t) + 2h (t)]L1L

2
2 + h (t) L31

375 � d(pn1
pn2

)
:

(E.16)

As funções temporais são descritas por

f1 (t) = 2G1 (t) + 4Q2 (t) � dG2 (t)�Q3 (t) (E.17)

e

f2 (t) = h (t)� 3Q2 (t) : (E.18)

As funções temporais presentes são de�nidas como: h (t), a função de Heaviside;G1 (t)
e G2 (t), as partes desviatória e volumétrica da função de relaxação, de�nidas pelo
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modelo reológico adotado; e Q2 (t) e Q3 (t), funções de�nidas pelas equações (3.34)
e (3.46), respectivamente.
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Apêndice F

Método de Simpson Modi�cado
Aplicado às Convoluções Temporais

Neste apêndice são fornecidas as expressões do vetor Ri (�;x; (n� 1)�t) para
valores de n pares e ímpares, conforme apresentação feita por LEE e WESTMANN
[30].
Sendo assim, têm-se para:

� n par

Ri (�;x; (n� 1)�t) =

�4
3
�t

n
2P

m=1

uj [x; n� (2m� 1)�t] _p�ij [�;x; (2m� 1)�t]

�2
3
�t

n
2
�1X

m=1

uj [x; (n� 2m)�t] _p�ij [�;x; 2m�t]

��t
3
uj (x; 0) _p

�
ij [�;x;n�t]

+
4

3
�t

n
2X

m=1

pj [x; n� (2m� 1)�t] _u�ij [�;x; (2m� 1)�t]

�4
3
�t

n
2
�1X

m=1

pj [x; (n� 2m)�t] _u�ij [�;x; 2m�t]

��t
3
pj (x; 0) _u

�
ij [�;x;n�t] ; (F.1)
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APÊNDICE F. MÉTODO DE SIMPSON MODIFICADO APLICADO ÀS
CONVOLUÇÕES TEMPORAIS

� n impar, respectivamente, para n = 3 e para n � 5

Ri (�;x; 2�t) = �9
8
�t
�
uj (x; 2�t) _p

�
ij (�;x; �t)

	
�9
8
�t
�
uj (x;�t) _p

�
ij (�;x; 2�t)

	
�3
8
�t
�
uj (x; 0) _p

�
ij (�;x; 3�t)

	
+
9

8
�t
�
pj (x; 2�t) _u

�
ij (�;x; �t)

	
+
9

8
�t
�
pj (x;�t) _u

�
ij (�;x; 2�t)

	
+
3

8
�t
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Ri (�;x; (n� 1)�t) =

�4
3
�t

n�3
2X

m=1

uj [x; n� (2m� 1)�t] _p�ij [�;x; (2m� 1)�t]
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2
�1X
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2X
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n�3
2
�1X
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pj [x; (n� 2m)�t] _u�ij [�;x; 2m�t]

+
17

24
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�
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Apêndice G

Soluções Analíticas Viscoelásticas dos
Exemplos Quasi-Estáticos

Apresenta-se, neste apêndice, as soluções viscoelásticas obtidas pelo uso do Princí-
pio da Correspondência e da transformada de Laplace nas soluções elásticas obtidas da
literatura. Para a obtenção destas, emprega-se apenas o modelo reológico 1, de�nido no
texto, que consiste na representação da parte volumétrica por parâmetro elástico e da
parte desviatória por parâmetro viscoelástico (modelo de Boltzmann).

G.1 Tubo de Parede Espessa Submetido à Pressão In-
terna

G.1.1 Solução elástica

ur =
(1 + �) p b2

E (a2 � b2)
[(1� 2�) r + a2

r
] (G.1)

e

�r =
p b2

a2 � b2
[1� a2

r2
] e �� =

p b2

a2 � b2
[1 +

a2

r2
]; (G.2)

G.1.2 Solução viscoelástica

Para este problema foram geradas as soluções viscoelásticas para os três tipos de
solicitações temporais adotados (�gs. 4.1, 4.3 e 4.4). As expressões obtidas são apre-
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sentadas à seguir:

G.1.2.1 Solicitação do tipo 1 (�g. 4.1)

ur (t) =
p0 b

2

(a2 � b2)

8>>>>>><>>>>>>:

3r

2

264 1

3k +G�
+ e

�
t� (3k +G�)

3k +G
�

1

3k +G
� 1

3k +G�

�375
+

a2

2G� r

�
�e�t�� + 1� e�t��

�

9>>>>>>=>>>>>>;
:

(G.3)

G.1.2.2 Solicitação do tipo 3 (�g. 4.3)

� Para t < t1

ur (t) =
b2p0

2 (a2 � b2) rt1

8>>>>>><>>>>>>:

a2

G�2�

�
(1� �) e�t�� + (�1 + �+ t��)

�
�

3r2

(3K +G�)2�

264 e
�
t(3K +G�)�

G+ 3K G(�1 + �)�
t� (3K +G�)�G (�1 + �)

375

9>>>>>>=>>>>>>;
(G.4)

� Para t1 � t < t2

ur (t) =
b2p0

2 (a2 � b2)Gr

2666666664

a2
�
e�t�� (�1 + �) + 1

�
�

+

3Gr2

3K +G�

0BBB@1 + e
�
t(3K +G�)�

G+ 3K G (�1 + �)
G+ 3K

1CCCA

3777777775
(G.5)
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� Para t2 � t < t3

ur (t) =
b2p0

2r (a2 � b2) (t2 � t3)

(
�a2
G��2

"
1� �� (t� t3)��+

e�t�� (�1 + �) (1 + t3��)

#
�

3r2

�(G+ 3K)(3K +G�)2

"
� (G+ 3K)

"
G(�1 + �)+
(t� t3)(3K +G�)�

#
+

e
�
t (3K +G�)�

G+ 3K G (�1 + �) [(G+ 3K) + t3� (G� + 3K)]

375
9>=>;

(G.6)

G.1.2.3 Solicitação do tipo 4 (�g. 4.4)

ur (t) =
b2p0

2 (a2 � b2) rt1 (t1 � t2)8>>>>>><>>>>>>:
3r2

(3K +G�)3 �2

26666664

264 �2G (G+ 3K) (�1 + �)+G (2t� t2) (�1 + �) (3K +G�)�+

t (t� t2) (3K +G�)2 �2

375+
e�

t(3K+G�)�
G+3K G (�1 + �)

"
2 (3K +G)+

t2� (3K +G�)

#
37777775+

a2

G�3�2

"
e�t��(�1 + �)(2 + t2��)+�
2 + �

�
�2 + (2t� t2) (�1 + �)�+ t(t� t2)��

2
�� #)

(G.7)

As expressões obtidas para as solicitações 3 e 4 (�gs. 4.3 e 4.4) falham na mode-
lagem do comportmento assintótico após a despressurização do cilíndro. Por este mo-
tivo não foram geradas, para estas solicitações, as expressões viscoelásticas dos demais
exemplos.
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G.2 Viga Bi-apoiada Submetida a Carregamento Uni-
formemente Distribuído

G.2.1 Solução elástica

u =
q

2EI

��
L2x� x3

3

�
y + x

�
2

3
y3 � 2

5
c2y

�
+ �x

�
1

3
y3 � c2y +

2

3
c3
��

(G.8)

e

v = � q

2EI

�
y4

12
� c2y2

2
+
2

3
c3y + �

��
L2 � x2

� y2
2
+
y4

6
� 1
5
c2y2

��
(G.9)

� q

2EI

�
L2x2

2
� x4

12
� 1
5
c2x2 +

�
1 +

1

2
�

�
c2x2

�
+
5

24

qL4

EI

�
1 +

12

5

c2

L2

�
4

5
+
�

2

��
;

G.2.2 Solução viscoelástica

u (t) =
qx

540GIK�

8>>>>>>><>>>>>>>:

5y

"
2G� (3L2 � x2 + y2)+

3K (6L2 � 2x2 + 5y2)
�
(�1 + �) e�t�� + 1

� #+
10c3

�
3Ke�t��(�1 + �) + (3K � 2G�)

�
�

9c2y
�
9Ke�t��(�1 + �) + (9K � 2G�)

�

9>>>>>>>=>>>>>>>;
(G.10)
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e

v (t) = � q

1080GIK�

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�9c2

264 2G (L
2 � x2 + y2)�+

3K (7L2 � 7x2 + 4y2) (�1 + �) e�t��+
3K (7L2 � 7x2 + 4y2)

375�

5

266666666664

G�

"
5L4 � 6L2x2 + x4+

6(L� x)(L+ x)y2 + y4

#
+

3K

"
5L4 + x4 + 3x2y2�
2y4 � 3L2 (2x2 + y2)

#
(�1 + �) e�t��

+3K

"
5L4 + x4 + 3x2y2�
2y4 � 3L2 (2x2 + y2)

#

377777777775
+

40c3y
�
3Ke�t��(�1 + �) + (3K +G�)

�

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
(G.11)

G.3 Viga Engastada Submetida a uma Solicitação Con-
centrada em seu Extremo Livre

G.3.1 Solução elástica

u = �Px
2y

2EI
� �Py3

6EI
+
Py3

6IG
+

�
PL2

2EI
� Pc2

2IG

�
y (G.12)

e

v =
�Pxy2

2EI
+
Px3

6EI
� PL2x

2EI
+
PL3

3EI
; (G.13)

G.3.2 Solução viscoelástica

u (t) =
py

108GIK�

8><>:
2G (3l2 � 3x2 + y2)��
54c2K

�
(�1 + �) e�t�� + 1

�
+

3K (6l2 � 6x2 + 5y2)
�
(�1 + �) e�t�� + 1

�
9>=>; (G.14)
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e

v (t) =
p

108GIK�

(
2G [(l � x)2(2l + x) + 3xy2]�+

3K [2(l � x)2(2l + x)� 3xy2]
�
(�1 + �) e�t�� + 1

� ) (G.15)
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