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Apresenta-se neste trabalho a descricdo de uma formulacdo matematica para a
solugdo modal, num referencial lagrangeano atualizado, das equagdes algébricas nao-
lineares associadas ao problema de instabilidade eléstica de estruturas reticuladas. O
sistema de equagdes ndo-lineares de equilibrio € escrito em termos de combinagdes lineares
de modos assintoticos, criticos ou ainda combinacdo de ambos. Os modos criticos sdo
obtidos a partir de um problema de autovalor e os modos assintoticos sd@o obtidos por meio
de expansdes em séries de poténcia da relacdo parametrizada forga-deslocamento. O
procedimento numérico proposto permite a avaliagdo automatica das formas modais mais
significativas. Resultados numéricos de exemplos classicos sdo utilizados na validagdo
deste modelo matematico-numérico para andlise ndo-linear da instabilidade elastica de

estruturas reticuladas.
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This work presents a description of a mathematical formulation for modal
solution in an updated lagrangean reference of the non linear algebric equations
associated to the elastic instability problem of frame structures. The system of nonlinear
equilibrium equations is written in terms of linear combinations of asymptotic or critical
modes, or yet combinations of both. The critical modes are obtained from an eigenvalue
problem and the asymptotic modes arise from power series of parameterized load-
displacement relationships. The proposed numerical procedure allows evaluating the
most significant modal forms automatically. Numerical results drawn from classic
examples are used to validate this mathematical-numerical model for performing

geometrically nonlinear and instability analysis of elastic frame structures.
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P Forca axial agindo no elemento.

u Vetor de deslocamentos.
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AF  Vetor de forca incremental do sistema diagonalizado.

AU, . . .
'mP Vetor de deslocamento incremental imperfeito.
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b Vetor correspondente ao i-ésimo modo utilizado na combinag¢ao modal.
¢ Vetor de deslocamentos incrementais infinitesimais.
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Correspondente ao m-¢ésimo autovetor da matriz de rigidez tangente.

Matrizes:

A’ Parametro modal calculado a partir da matriz de rigidez K_ e os modosie j.

A Parametro modal calculado a partir da matriz de rigidez K, € os modosie j.

B Matriz das relagdes deformacao-deslocamento.
B Parcela constante da matriz B.
B> Parcela da matriz B que ¢ dependente linearmente dos deslocamentos.

Parametro modal calculado a partir da matriz de rigidez K, e os modos 1, j e k.
Cija  Par@metro modal calculado a partir da matriz de rigidez K, e os modos i, j, k e l.

D Matriz de relacoes constitutivas do material.
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Matriz de rigidez tangente diagonalizada para uma configuracao de equilibrio.
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(¢)" Relativo ao vetor de deslocamento A.
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(O)E Relativo a configuragio de equilibrio.

! (e) Relativo a i-ésima configuragio de equilibrio.

(o)n Relativo ao n-ésima elemento.

(o)T Transposto.
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1,2 . N . .. . . .
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Relativo as translacdes nas diregdes y.
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Abreviagoes:
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Método dos Elementos Finitos.
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Capitulo 1

Introducao

Assim como nos diversos ramos do conhecimento humano, na engenharia estrutural
observou-se um acentuado grau de desenvolvimento no tltimo século, em virtude das
evolucdes dos materiais, técnicas numéricas e principalmente da informatica. Com isso
pode-se cada vez mais conceber estruturas de grande arrojo: vaos extensos, alta

capacidade portante, leveza, esbelteza e de grande beleza.

A concepcao reticulada espacial ¢ frequentemente utilizada em estruturas esbeltas
especiais como de coberturas de grandes vaos (e.g. Figura 1.1). Nestas estruturas tem
sido observada a ocorréncia de instabilidades localizadas e ndo raramente o fendmeno

de colapso progressivo associado a instabilidade estrutural sucessiva dos elementos

estruturais (e.g. Figura 1.2), ocasionando grandes perdas materiais e, por vezes,

humanas.

a) Fachada de um pavilhao. b) Vista interior da cobertura.

Figura 1.1 Estrutura reticulada espacial da cobertura do centro de convengdes
Riocentro, Rio de Janeiro/R]J.

A avaliagdo da possibilidade de ocorréncia do fendmeno de colapso progressivo em
estruturas reticuladas esbeltas ¢é, portanto, uma etapa de projeto de fundamental
importancia. Apesar do avangado estagio de desenvolvimento da engenharia estrutural,

esta etapa de andlise ainda ndo ¢ uma pratica usual nos escritdrios de projeto. Isto se



\

deve tanto a complexidade deste tipo de problema, quanto a natural inércia na
introducao de novos conhecimentos na pratica da engenharia e, ainda, pelo grau de
especializacdo necessario para utilizacdo de ferramentas computacionais sofisticadas

capazes de simular aproximadamente esse fendmeno.

A . A

¢) Estrutura colapsada por agdo edlica. d) Detalhe de juntas e perfis estruturais.

Figura 1.2 Estrutura reticulada espacial da cobertura do Estadio Poliesportivo Nilson-
Nelson, Brasilia/DF [1] e [2].

A consideracao da nao-linearidade geométrica tem se mostrado decisiva para o estudo
do comportamento e da estabilidade de estruturas de elevada esbelteza. Assim, para se
estudar o fendmeno do colapso progressivo, faz-se necessario o desenvolvimento de
ferramentas numérico-computacionais especializadas que viabilizem e facilitem a
investigagdo do comportamento ndo-linear geométrico e das possiveis formas de

instabilidade.

Programas computacionais baseados no Método dos Elementos Finitos (MEF) sdo
utilizados durante a fase de anélise estrutural e projeto de estruturas. Porém, a utilizag¢ao

destes programas para realizacdo de estudos de problemas de instabilidade nao-linear



resulta em um grande esforco computacional. A técnica usual (incremental/iterativa) em

geral requer numerosas solugdes de grandes sistemas de equacgoes.

Uma alternativa para diminuir o custo computacional no estudo deste problema ¢ o
emprego de fungdes de forma global. Tal procedimento pode ser denominado técnica de
reducdo de base através da combina¢do de formas modais, ou analise assintotica modal
que, nesse sentido, poderd ser vantajosa dependendo da facilidade de obtencdo de

formas modais adequadas a solu¢ao do problema.

Este trabalho de pesquisa teve como principal objetivo desenvolver uma formulagdo
matematica-numérica e implementd-la computacionalmente visando construir uma

ferramenta modal alternativa para a analise nao-linear de estruturas reticuladas.

1.1 Breve Historico

O estudo da estabilidade estrutural foi iniciado com o trabalho do fisico e matematico
suico EULER [3] apud BAZANT [5], quando calculou a carga critica de bifurcagdo de
uma coluna eléstica, inclusive sujeita a varias condi¢des de apoio em suas extremidades.
Embora fosse reconhecido o rigor matematico de Euler, sugiram questionamentos
quando as cargas de colapso obtidas de ensaios experimentais ndo foram capazes de
validar a carga critica prevista teoricamente. Mais tarde, o inglés YOUNG [4] deu uma
grande contribui¢do, quando percebeu a importante influéncia das imperfeigdes iniciais
(geometria e/ou carregamento) no comportamento das estruturas, mediante a qual foi
possivel justificar as diferencas entre os referidos ensaios e os calculos de Euler
(BAZANT, [5]). Estas diferencas eram devidas, principalmente, a formacgdo de

mecanismos plésticos (flambagem elasto-plastica) em colunas robustas.

Deve-se salientar que, embora Euler tenha também levado em consideracdo o
comportamento das colunas no dominio pds-critico, esse conhecimento foi por muito
tempo menosprezado, pois se acreditava que, em geral, a carga critica correspondia em
absoluto a resisténcia Ultima da estrutura, inverdade que muito mais tarde foi
esclarecida com os ensaios realizados em placas finas solicitadas nos proprios planos
apresentados nos trabalhos de WAGNER [6], COX[7] ¢ MARGUERRE e TREFFTZ
[8], conforme relatam REIS e CAMOTIM [9].



A tese de doutorado do holandés KOITER [10] apresentada em Delft em 1945 foi
seguramente um marco no desenvolvimento da teoria da estabilidade, pois a partir da
mesma foi possivel a compreensdo do comportamento poOs-critico dos sistemas

estruturais em regime elastico, constituindo entdo a base da moderna Teoria Nao-linear

da Estabilidade.

A teoria de Koiter tornou possivel avaliar o comportamento de sistemas estruturais em
regime pos-critico, inclusive contemplando a sensibilidade de uma estrutura as
imperfei¢cdes geométricas iniciais e os efeitos sobre o comportamento de instabilidade,
tal como observado experimentalmente. Salienta-se que o trabalho de Koiter somente
comegou a se tornar conhecido a partir de 1967, quando a National Aeronautics and
Space Administration - NASA fez a tradugdo de sua tese para o idioma inglés
(BATTISTA, [11]).

Seguindo a teoria de Koiter, merecem destaque os pioneiros trabalhos desenvolvidos
nos Estados Unidos por HUTCHINSON [12], BUDIANSKY [13], BUDIANSKY e
HUTCHINSON [14] e na Inglaterra por CHILVER[15], CROLL e WALKER [16],
ROORDA [17] e [18] e, THOMPSON e HUNT [19] e [20], devendo-se aos ingleses o
mérito de aplicar a teoria de Koiter em sistemas estruturais discretos (REIS e

CAMOTIN,[9]).

Apos a divulgacao da versdo traduzida da tese de Koiter e dos primeiros trabalhos
baseados em sua teoria e, com o grande avanco da informdtica (surgimento de
computadores de grande capacidade e velocidade de processamento) nas trés Ultimas
décadas foram desenvolvidos muitos trabalhos no campo da andlise da estabilidade
estrutural, principalmente metodologias numérico-computacionais. Seguramente, o
grande impulso no desenvolvimento dessa teoria deve-se a aplicacdo da teoria de Koiter
em sistemas discretos, tendo como conseqiiéncia imediata a aplicacdo de métodos
aproximados, tal como o método dos elementos finitos (MEF), nas aproximacdes das

solucdes dos problemas continuos.

Para a avaliacao da estabilidade estrutural, s3o comumente utilizadas analises nao-
lineares, que podem ser de dois tipos, ou mesmo associadas: ndo-linearidade fisica,

que considera a relacdo ndo-linear tensdo-deformagdo ¢, portanto, propriedade



intrinseca do material que ndo obedece a lei de Hooke e ndo-linearidade geométrica,
abordada neste trabalho e que tem seus fundamentos na teoria da elasticidade nao-linear
e surge com a consideracdo das relagdes ndo-lineares deformacdo-deslocamento na

formulagdo das equagdes de equilibrio da configuracao deformada da estrutura.

Entretanto, embora as andlises ndo-lineares sejam etapas importantissimas, nao
encerram em si o estudo da estabilidade estrutural, sendo entdo necessaria a realizagao
de criteriosa avaliacao dos resultados numéricos obtidos com base nos conceitos da

teoria da estabilidade estrutural.

Embora a andlise nao-linear fisica ndo faca parte do escopo do presente trabalho, vale
ressaltar a lacuna existente de uma consistente teoria geral capaz de descrever o
comportamento pods-critico em regime inelastico de sistemas estruturais com
imperfei¢cdes geométricas, sendo que atualmente a investigagdo desses problemas ¢

obtida somente por meio de métodos numérico-computacionais [9].

Apesar disso, deve-se ressaltar o trabalho pioneiro de SHANLEY[21] que calculou a
carga critica de uma coluna em regime pléstico e também do trabalho de HILL [22] e
[23] que a partir do trabalho de Shanley pdde formular uma teoria capaz de descrever a

bifurcacdo de sistemas estruturais elastoplasticos submetidos a for¢as conservativas.

Devido a grande importancia da andlise ndo-linear para avaliagdo da estabilidade
estrutural, como mencionado anteriormente, o desenvolvimento de metodologias desse
tipo de andlise se constitui em objeto de pesquisa e tem resultado na publicagdo de
muitos trabalhos. Neste contexto, a andlise ndo-linear geométrica, afim com a teoria
geral de Koiter, se destaca como uma frutifera linha de pesquisa, haja visto os

fendmenos de instabilidade serem intrinsecamente de natureza ndo-linear geométrica.

1.1.1 Recentes Pesquisas

Nas teses de doutorado de ANTONINI [24], ALVES [25] e RODRIGUES [26] sao
fornecidas varias referéncias bibliograficas sobre a andlise ndo-linear geométrica. A
seguir sdo referenciadas algumas dentre as principais contribui¢des nesta linha de

pesquisa, além de serem citadas pesquisas mais recentes sobre o tema.



TURNER et al. [27] publicou o primeiro trabalho com aplicagdo do MEF na analise
ndo-linear de estruturas, sendo este trabalho também pioneiro no uso da técnica
incremental. ARGYRIS [28] também fez uso da técnica incremental e mais tarde
ODEN [29] e MALLET et al [30] publicaram estudos sobre a utilizagdo do método de
Newton-Raphson. Entretanto, BREBBIA ¢ CONNOR [31] ¢ MURRAY e WILSON
[32] introduziram o conceito da combinagdo do método incremental (preditor) - e
iterativo (corretor). ODEN [33], HAISLER et al. [34] ¢ ZIENKIEWICZ [35] apontam
em seus trabalhos a vantagem do uso do método de Newton-Raphson sem a constante
atualizacdo da matriz de rigidez, que ficou conhecido como método de Newton-
Raphson Modificado. Além dos métodos de Newton, foi desenvolvido inicialmente por
FOX e STATON [36] o método Quase-Newton, que se diferencia do método de Newton
por atualizar uma aproximagdo secante da matriz de rigidez ao invés de atualizar a

matriz de rigidez tangente.

Atualmente, na grande maioria dos trabalhos desenvolvidos no campo da analise ndo-
linear, fisica e/ou geométrica, utiliza-se a técnica incremental iterativa. Dentre os
desenvolvidos no PEC/COPPE citam-se aqui os de ALVES [25] que aplicou essa
estratégia na analise ndo-linear geométrica de estruturas discretizadas em elementos de
portico tridimensionais, RODRIGUES [26] que também a utilizou com modelagem em
elementos de portico tridimensionais na analise estrutural ndo-linear geométrica e fisica,
OLIVEIRA [37] utilizou-a na andlise ndo-linear geométrica de tenso-estruturas téxteis
com modelagem em elementos finitos triangulares de membrana e elementos de cabos.
LIMA [38] utilizou o Método das Diferengas Finitas Energéticas para demonstrar a
importante influéncia da consideragdo dos angulos de tor¢ao no ambito de grandes
rotagdes, ao invés de rotagdes moderadas, na anélise ndo-linear geométrica de hastes de

paredes delgadas com secdo aberta sob flexo-tor¢ao.

Apesar das técnicas incrementais iterativas com uso dos métodos de Newton-Raphson
proporcionarem bons resultados, sdo incapazes de representar a completa trajetoria de
equilibrio incluindo regides instdveis. Assim, muitos estudos foram dirigidos a obten¢do
das mesmas com as chamadas técnicas de continuacgdo. Dentre os principais trabalhos
pode-se citar o de BATOZ ¢ DHATT [39] que apresentaram o método do controle de
deslocamento, os de WEMPNER [40] e RIKS [41] e [42] que propuseram o método do



controle do comprimento de arco e os de YANG e SHIEH [43] que apresentaram o

método do deslocamento generalizado.

Destacam-se aqui ainda os trabalhos de CRISFIELD [44] e [45], YANG e SHIEH [43],
RAMM [46] e [47], GIERLINSKI [48], SCHWEIZERHOF [49], FORD [50],
BELLENI e CHULYA [51] e SIMO et al [52] que apresentaram algumas variagdes do
método do controle do comprimento de arco (arco esférico, cilindrico ou linearizado).
Além destes deve-se citar o trabalho de HELLWEG e CRISFIELD [53] que
apresentaram uma modificacdo do método do comprimento de arco capaz de detectar
pontos do tipo ponto limite agudo reverso (sharp snap-back) apenas com a mudanga do
critério de escolha das raizes (ao invés do critério do menor angulo usa-se o critério

minimo residual).

RODRIGUES [26] realizou um estudo paramétrico para qualificar a eficiéncia de
algumas dessas técnicas (Controle de Carga, Controle de Deslocamento, Controle de
Deslocamento Tangente, Controle do Comprimento de Arco Constante Cilindrico e
Controle do Deslocamento Generalizado), onde afirma que o Método do Controle de
Arco Constante ¢ superior aos Métodos de Controle de Carga e do Controle de
Deslocamento, entretanto, 0 Método do Deslocamento Generalizado é o mais eficaz
dentre os estudados, embora apresente um maior nimero de incrementos — o que torna o

processo computacionalmente lento em alguns casos.

LIMA [38] realizou estudos comparativos entre as técnicas do Controle de
Deslocamento Generalizado, Controle do Comprimento de Arco Cilindrico e o Método
do Controle de Deslocamentos, e chegou as mesmas conclusdes que RODRIGUES [26]
recomendando o uso do Método do Controle de Deslocamento Generalizado somente
em casos em que o Método de Newton-Raphson, considerado um caso particular do

Meétodo dos Deslocamentos Generalizados, seja ineficiente apds uma primeira tentativa.

CRISFIELD [45] apresentou um trabalho em que utiliza a técnica de Controle do
Comprimento de Arco associado a técnica de busca “Line Searches” que, segundo
JACOB [54], ¢ o mais eficiente acelerador de convergéncia. Os aceleradores de
convergéncia sdo métodos que tornam mais rapido o processo de reducdo do residuo na

analise incremental/iterativa.



Além do Método dos Elementos Finitos, Diferengas Finitas, Faixas Finitas, Galerkin,
Rayleigh-Ritz e Integrais Finitas, um método que vem sendo bastante estudado,
principalmente pela escola portuguesa, ¢ a Generalised Beam Theory (GBT). Este
método foi inicialmente desenvolvido por Schardt em 1989, mas somente difundido

apos os trabalhos de DAVIES et al. [55], LEACH e DAVIES [56].

Uma vantagem do Método GBT ¢ que o mesmo possibilita determinar isoladamente a
contribui¢cdo de cada modo de instabilidade que compde o modo de flambagem, o que ¢
bastante interessante em problemas que apresentam interagdes modais (NAGAHAMA,
[57]). Cita-se, dentre os mais recentes trabalhos nessa linha, SILVESTRE et al. [58],
SILVESTRE e CAMOTIM [59] e [60], SILVESTRE ¢ CAMOTIM [61], SILVESTRE
[62], BASAGLIA et al. [63], CAMOTIM et al. [64] dentre outros.

1.1.2 Formulagoes para andlise ndo-linear

Algumas pesquisas apontaram a grande importancia do tipo de referencial utilizado nas
formulagdes ndo-lineares. Basicamente ¢ possivel distinguir trés tipos de referenciais

utilizados em andlise nao-linear de estruturas com grandes deslocamentos:

e Formulagdes no Referencial Lagrangeano Total (RLT) abordado nos
trabalhos de MALLETT et al. [30], BATHE ¢ BOLOURCHI [65], ATTARD

[66], entre outros;

e Formulagdes no Referencial Lagrangeano Atualizado (RLA), utilizado nos
trabalhos de BATHE e BOLOURCHI [65], CARDONA e GERADIN [67],
MEEK e LOGANATHAN [68], dentre outros;

e Formulagdes no Sistema Co-rotacional, abordados pioneiramente nos trabalhos
de WEMPNER [69], ARGYRIS et al. [28] e o trabalho de CRIESFIELD e
MOITA [70] que descrevem uma metodologia co-rotacional unificada para
solidos, cascas e vigas. Pode-se ainda citar, dentre outros, os trabalhos nacionais
de JOUGLARD [71], RODRIGUES [26], JUNIOR e SOUZA [72] que

utilizaram a formulacao co-rotacional.



O sistema de referéncia co-rotacional possui a peculiaridade de poder ser utilizado em
associacdo com os dois outros sistemas de referéncia, pois se trata de um sistema
auxiliar, chamado sistema base, fixado nos nos do elemento e que sdo utilizados para
calculo, no nivel do elemento, dos deslocamentos, mediante o qual os deslocamentos
sdo separados em duas parcelas: uma correspondente a0 movimento de corpo rigido e a
outra referente a deformacdo do elemento. Depois destes calculos, realiza-se a
transformagao dos deslocamentos para o sistema global da estrutura, que pode ser
referido a configuracdo inicial indeformada (RLT) ou a tltima configuracdo calculada

(RLA).

Além das classicas formulagdes incrementais iterativas, existem as formulacdes
baseadas na aproximagdo assintotica classica e assintotica modal. A formulacao
assintotica classica resulta da aplicacdo direta da teoria classica da estabilidade e
consiste numa forma paramétrica das equagdes de equilibrio escritas em termos de
expansoes de séries de poténcia, citam-se os trabalhos de ROORDA e CHILVER [73],
THOMPSON e HUNT [19]. A analise assintotica modal foi primeiramente abordada via
MEF no trabalho de CARNOY [74] e [75], e no PEC/COPPE citam-se os trabalhos de
ANTONINI [24], ALVES [76] e [25]. A andlise assint6tica modal consiste, como sera
visto no decorrer deste trabalho, na solugdo do problema ndo-linear geométrico por
meio de combinagdes modais com um numero reduzido de equacdes em relagdo ao

método incremental classico.
Quanto a metodologia de obten¢do de pontos criticos, existem em geral duas maneiras:

e Métodos indiretos, em que por meio da técnica incremental acompanha-se o
tracado da trajetéria de equilibrio, obtido com a solu¢do das equagdes de

equilibrio, e nele observa-se a mudanca de direcdo da trajetoria;

e Métodos diretos, nos quais se utiliza um sistema estendido composto pelas
equagdes de equilibrio além de outras que caracterizam os pontos calculados (tal
como a da condi¢ao de equilibrio critico), assim os pontos criticos surgem como

solugdo direta do sistema estendido.

Em geral, os métodos diretos sdo mais precisos, entretanto, sdo de convergéncia restrita

e por isso tem sido usada uma metodologia que consiste no retorno para a trajetoria

9



principal, utilizando o sistema formado apenas pelas equagdes de equilibrio, sempre que
a solucao se afasta da mesma quando utilizado o sistema estendido. Sao referéncias
desse ultimo tipo de metodologia os trabalhos de WRIGGERS et al. [77] que pela
primeira vez utilizou esse tipo de andlise com elementos finitos, seguiram-se o0s
trabalhos de CARDONA e HUESPE [78], PLANINC ¢ SAJE [79],
IBRAHIMBEGOVIC e MIKDAD [80], BATTINI et al. [81], NETO et al. [82], dentre

outros.

Deve-se ressaltar, entretanto, que uma mera estimativa da carga critica ¢ do modo
critico associado, pode ser obtida com a andlise linearizada de estabilidade, que consiste
na solu¢do de um problema de autovalor e nao no tragado da trajetéria de equilibrio por

meio da solugdo do sistema de equagdes ndo-lineares.

Nesse sentido, ANTONINI [24] recomenda a solucdo do problema de autovalor
atualizado, que permite uma estimativa mais precisa da carga critica que o problema de
autovalor cléssico, ja que considera a atualizacdo das matrizes de rigidez e mudancga de
comprimento dos elementos a partir da mudanca de coordenadas nodais. Entretanto, a

utilizagdo do problema de autovalor classico demanda menor esfor¢o computacional.

JUNIOR [83] considera a influéncia de imperfeicdes na estimativa de cargas limite,
BURGOS et al. [84] também consideram esta influéncia, sendo as imperfeigdes na
forma do modo de flambagem, além disso, apresentam um elemento de podrtico plano
com quatro nos, que possibilita comprovacao da possibilidade de obtengao de uma boa
aproximacao de cargas criticas com a utilizacdo de poucos elementos, em alguns casos

bastando a discretizagdo de um elemento por barra.
1.2 Desenvolvimento da Linha de Pesquisa

O presente trabalho pertence a uma linha de pesquisa do Programa de Engenharia Civil

- PEC/COPPE, cujo objeto de investigacdo € a estabilidade das estruturas.

Ap6s defender sua tese de doutorado em 1979 e enquanto prepara a monografia sobre
Instabilidade Estrutural, BATTISTA [85] iniciou a orientagdo de uma série de pesquisas

no PEC sobre o desenvolvimento analitico de cascas a partir de critérios energéticos,
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sendo a dissertacdo de mestrado de ANTONINI [86] um dos primeiros trabalhos,
apresentado em 1981. Depois deste, seguiram-se nesta mesma linha: JUSTINO[87] em
1982, GONCALVES [88] em 1983, BERTOLINO[89] em 1984, PFEIL[90] em 1985,
GONCALVES[91] em 1987, FIGUEIREDO[92] em 1988 ¢ o ultimo trabalho com
enfoque analitico foi o de CHAMBERLAIM [93] em 1990.

Em 1982, BATTISTA [11], em uma monografia sobre Instabilidade Estrutural
apresentou uma formulagdo assintotica com base em expansdes em séries de poténcia
para andlise da instabilidade de sistemas estruturais discretos que motivou uma nova
série de pesquisas em sistemas discretizados via MEF. Ainda em 1982, BENJAMIN
[94] deu uma importante contribuicdo de aplicagio do MEF na analise do
comportamento ndo-linear de estruturas aporticadas tridimensionais. Porém,
fundamental para andlise do problema de instabilidade estrutural elastica foi a
contribuicdo de ANTONINI [24] em 1986, quando apresenta em sua tese de doutorado
toda a formulacao para aplicagdo do MEF em problemas ndo-lineares de estabilidade,
possibilitando: a aproximagdo de cargas criticas ao longo de caminhos/trajetorias nao-
lineares de equilibrio e as andlises assintdtica e modal de estruturas planas perfeitas e

imperfeitas.

Dando prosseguimento a esta linha de pesquisa, ALVES [76] em 1989 apresentou sua
dissertacdo de mestrado na qual a formulagdo de Antonini foi estendida e aplicada a
analise da estabilidade de estruturas reticuladas tridimensionais. Embora os resultados
tenham sido coerentes com o trabalho de Antonini, Alves ndo obteve €xito na deteccao
de acoplamento de bifurcagdes multiplas ou proximas ao aplicar a analise modal em sua
forma original. Em 1993, OLIVEIRA [95] utilizando a formulacdo de Antonini
desenvolveu um elemento finito para andlise de cascas poliédricas. JOUGLARD [71]
em 1993 elaborou uma proposta de emprego das aproximagdes assintoticas como
preditor de alta ordem numa analise ndo-linear incremental/iterativa. As mais recentes
evolugdes na linha de pesquisa da analise assintdtica e modal, em problemas nao-
lineares, foram apresentadas por ALVES [96], [97] e [25] em seus trabalhos de
doutorado. Nestes ultimos trabalhos foi estudada a estabilidade estrutural via andlises
assintotica, modal e incremental/iterativa, formulando-se o problema ndo-linear no RLT
e sugerindo a utilizagao de formulagdes no RLA. O trabalho de doutorado foi concluido

com a técnica incremental/iterativa em referencial atualizado, devido aos melhores
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resultados encontrados. Dai surgiram importantes contribui¢des que podem ser

estendidas para as demais técnicas de solugdo, tais como:

e Incorporacao da técnica do comprimento de arco constante para controle do

avango ao longo do caminho de equilibrio ndo-linear;

e (Consideracao dos movimentos de corpo rigido no céalculo das forgas absorvidas

por um elemento deformado;

e Aplicagdo mais precisa do tensor de Green-Lagrange para as relagdes

deformacao-deslocamentos nao-lineares;

e Utilizacdo de uma matriz de orientacdo de noé (tridimensional) permitindo

considerar a superposi¢do precisa das sucessivas rotacoes;
e Influéncia de tensoes iniciais considerando-se as solicitacdes de flexao;
e Formulagdo de um elemento de ligagdo eldstica ndo-linear sem dimensao fisica;

e Uma formulacdo para andlise assintdtica (de qualquer ordem) e modal (com

qualquer nimero de modos) no RLT.

OLIVEIRA [99] em 2002 realiza na COPPE o primeiro estudo da propagacgdo do
colapso em estruturas reticuladas espaciais por meio de simulagdes numérico-
computacionais num eficiente e consagrado programa de analise por elementos finitos
(ANSYS) e em 2003, OLIVEIRA [37] apresentou o penultimo trabalho desenvolvido
nesta linha de pesquisa, onde desenvolve uma ferramenta numérico-computacional
baseada na formulacdo ndo-linear incremental/iterativa com um elemento finito de
membrana e de cabos para andlise e projeto de estruturas tenso-téxteis de forma

qualquer.
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1.3 Motivacio

O vasto uso de reticulados como estrutura ou subestruturas de obras de grandes vaos,
tais como: ginasios e estadios esportivos, aeroportos, saldes de convengdes etc., deve-se
principalmente a possibilidade da combinacdo de leveza, elevada capacidade portante,

facilidade de montagem e agradavel estética.

Entretanto, o projeto de estruturas reticuladas esbeltas requer andlises criteriosas para
investiga¢do do risco de ocorréncia de instabilidade estrutural, inclusive do fendmeno
de colapso progressivo. Cuidados especiais no projeto estrutural sdo também
necessarios com respeito as ligacoes dos elementos, exigindo um bom detalhamento
executivo, ja que tensdes residuais ou pequenos desvios geométricos podem
desencadear, dependendo da sensibilidade as imperfeicdes da estrutura, instabilidades

localizadas e colapso de grandes estruturas reticuladas.

Este trabalho tem por objetivo aperfeicoar formulagdes numéricas apresentadas em
trabalhos anteriores (ANTONINI [24], ALVES [76], [97] e [25]) e com isto desenvolver
uma ferramenta computacional para andlise da instabilidade ndo-linear elastica em
sistemas estruturais aporticados (reticulados). A principal contribuicdo deste trabalho ¢é
a aplicagdo da técnica da andlise modal considerada promissora por diversas razdes, tais
como: possibilidade de se evidenciar a participagdo dos modos fundamentais e
secundarios, a facilidade de se estudar a sensibilidade as imperfei¢des iniciais em
determinadas formas modais e reduzir o nimero de equagdes nao-lineares a serem
resolvidas. Outra contribuicao relevante deste trabalho ¢ a re-escrita de maneira mais
consistente da formulagdao matematica no que se refere a determinacao e qualificagao

dos pontos criticos.

13



1.4 Escopo do Trabalho

No capitulo II ¢ realizada uma breve revisdo de conceitos pertinentes a estabilidade de
sistemas estruturais com a andlise de trajetdrias de equilibrio obtidas por meio da
analise ndo-linear geométrica. No capitulo III s3o apresentadas as formulagdes da
energia potencial total de sistemas estruturais discretizados e consequentemente no
capitulo IV sdo apresentadas as condigdes para caracterizagao do estado de equilibrio e
da estabilidade. No capitulo V faz-se uma discussdo sobre a estabilidade de sistemas
estruturais imperfeitos, sendo deduzidas equacdes incrementais modais para avaliagdo
do tipo de estado critico de estruturas ideais ou imperfeitas. No capitulo VI sdo
apresentadas as equacoes algébricas de equilibrio de sistemas estruturais discretizados
via MEF e também, neste mesmo capitulo, sdo descritas algumas técnicas para solu¢ao
das mesmas. No capitulo VII sdo determinadas as matrizes de rigidez de elementos de
portico plano e portico tridimensional a partir do tensor de Green-Lagrange completo
com uniformizacdo de deformacdes. No capitulo VIII apresentam-se os algoritmos, na
forma de fluxogramas, para as andlises por aproximagdes em série de poténcia
(assintdtica) e assintotica modal no RLA. No capitulo IX, alguns problemas
geometricamente nao-lineares sdo resolvidos por meio do emprego de programas
computacionais implementados segundo as formulagdes incremental/iterativa,
assintotica modal com referencial mével (RLA) e analise por aproximagdes assintoticas.
Por fim, no capitulo X sdo apresentadas as conclusdes sobre este trabalho, bem como
sdo sugeridos alguns estudos para prosseguimento e consolidacdo da técnica aqui

apresentada.
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Capitulo 2

Analise da Instabilidade de Sistemas
Estruturais

Neste trabalho os problemas de instabilidade elastica sdo considerados como problemas
estaticos, ou melhor, pseudo-estaticos com nao-linearidade geométrica. Este tratamento
¢ sustentado pela hipotese de o carregamento ser imposto a estrutura de maneira lenta e
crescente. Desta maneira, este trabalho ¢ pautado na teoria ndo-linear da estabilidade
elastica apresentada por KOITER [10], ou mais tarde por THOMPSON e HUNT [100]
na Inglaterra e por HUTCHINSON e KOITER [101] nos Estados Unidos da América.

Neste capitulo sdo apresentadas algumas defini¢des basicas no tocante ao tracado das
trajetorias de equilibrio de sistemas estruturais que apresentem forte comportamento

ndo-linear geométrico em regime elastico.
2.1 Trajetorias de Equilibrio e Pontos Criticos

O comportamento ndo-linear geométrico de uma estrutura pode ser descrito por meio do
seu caminho ou trajetoria de equilibrio, obtido a partir do grafico carga—deslocamento
de um ou dois graus de liberdade representativos. Portanto, o caminho de equilibrio ¢
formado pela associacdo de pontos que representam configuracdes de equilibrio da

estrutura deformada.

E possivel observar num caminho de equilibrio ndo-linear, dependendo evidentemente
do carregamento imposto e das caracteristicas da estrutura, pelo menos dois segmentos:
caminho fundamental, que ¢é caracterizado pelo trecho que vai desde a origem até o
ponto critico e caminhos secundarios, os quais constituem os trechos que ultrapassam

os pontos criticos (Figura 2.1).
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Caminho de equilibrio estavel
== = (Caminho de equilibrio instavel

LS Ponto limite superior
LI Ponto limite inferior
B Ponto de bifurcagao
cp CF Caminho fundamental
~ cp Caminho pos-critico
N\
\
LI
Uk
u; -

Figura 2.1 Ilustracdo de alguns possiveis caminhos de equilibrio de uma estrutura.

Na Figura 2.1, o parametro de carga (1) vem da seguinte definigao:

f=AF 2.1)

sendo f a carga atuante na estrutura, F o vetor que define a distribuicdo do

carregamento na estrutura ¢ A o parametro de controle do carregamento, ou seja,

descreve a intensidade do carregamento aplicado para um dado estado de equilibrio.

Pontos criticos sd@o pontos de equilibrio a partir dos quais € possivel a ocorréncia de

grandes deslocamentos com pouco acréscimo de carga e podem ser:

r

e Ponto de bifurcacdo, que ¢é caracterizado pela presenca de mais de uma
trajetéria de equilibrio secundario e ocorre mais facilmente em estruturas
perfeitas. Neste ponto existe mais de uma tangente ao caminho de equilibrio e,

além disso, ocorre mudanca subita do modo de deformagao da estrutura;

J4

e Ponto limite, que ¢é caracteristico de estruturas imperfeitas, podendo ainda

ocorrer em estruturas perfeitas, apresenta apenas uma trajetoria secundaria de
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equilibrio ¢ o pardmetro de carga apresenta um limite maximo local (carga
limite). Neste ponto a tangente a trajetoria de equilibrio ¢ horizontal (derivada
nula) e ocorre a passagem de configuragdes de equilibrio estdvel para equilibrio
instavel. Caso seja mantida a carga, a estrutura dispara dinamicamente até

romper ou atingir outra configuracdo de equilibrio estavel.

Com relacdo a caracterizagao dos diferentes tipos de caminho de equilibrio, tém-se:
caminho de equilibrio estavel, que apresenta tangente positiva; caminho de equilibrio
instavel, que apresenta tangente negativa. Define-se equilibrio estavel como sendo o
estado em que a estrutura tem capacidade de absorver os carregamentos sobre ela
atuantes por meio de seus esfor¢os internos (ou rigidez) extensionais, sendo esforgos de

membrana no caso de placas e cascas e compressao/tracao axial no caso de barras.

A configuracdo de equilibrio de uma estrutura ¢ caracterizada pelos deslocamentos de
seus pontos, e sua estabilidade pode ser avaliada através do comportamento da estrutura
apo6s sofrer uma perturbagdo causada por uma pequena agdo externa arbitraria. Assim,
quando cessada a perturbacdo o equilibrio serd estdvel se a estrutura regressar a

configuracdo original, caso contréario o equilibrio sera instavel.

Atualmente, para estudo do comportamento ndo-linear geométrico, usualmente se
empregam técnicas incrementais, que tém apresentado satisfatorios resultados, inclusive
ultrapassando pontos limites quando utilizadas técnicas de continuacdo, ou de controle
do avango do caminho de equilibrio, tais como: técnica do controle de deslocamento e
técnicas do controle do comprimento de arco (comprimento de arco esférico, cilindrico

ou linearizado), dentre outras.

Entretanto, em problemas que apresentam caminhos de equilibrio com pontos de
bifurcagdo, normalmente utiliza-se o artificio de destruir esta singularidade por meio da
imposi¢do de imperfei¢des na estrutura, ja que as técnicas incrementais convencionais
ndo sdo capazes de descrever o caminho pds-bifurcacdo. J& uma mera estimativa das
cargas ¢ modos criticos associados - sem o fornecimento de informagdes quanto a
trajetoria pds-critica - pode ser obtida por meio da solucao de um problema de autovalor
resultante da linearizacdo das equagdes de equilibrio, como sera demonstrado no

decorrer deste trabalho.
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2.2 Modelos Matematicos para Analise Nao-Linear

No Capitulo 6 deste trabalho s3o definidas as equagdes nao-lineares de equilibrio para a

analise incremental/iterativa, analise assintotica classica ¢ analise assintotica modal.

Porém, antes de apresentar a formulacdo matematica para determinagdo das referidas

equagdes nao-lineares de equilibrio, aqui sdo feitas descricdes conceituais sobre estes

trés distintos modelos para andlise ndo-linear, que se seguem:

Anélise incremental/iterativa — este modelo é sem davida o mais difundido na
comunidade cientifica para andlise ndo-linear de sistemas estruturais e consiste
na aplicacdo fracionada do carregamento, chamado incremento de carga,
cumulativamente ao longo da andlise até que o carregamento seja todo aplicado.
Em cada passo da analise, correspondente a um incremento de carga, as
equacdes algébricas de equilibrio sdo resolvidas por meio de métodos iterativos
tal como os de Newton-Raphson. Podem ser utilizadas técnicas de continuagao,
que sdo equagdes de restri¢do adicionais ao sistema algébrico, com o intuito de

ultrapassar pontos criticos.

Analise assintética — no modelo matematico da analise assintotica, utilizado
inclusive por Koiter em sua tese de doutorado em 1945, os deslocamentos e a
carga sdo expressos por séries de poténcia de um Unico escalar, chamado
parametro de perturbagdo, associado a vetores de deslocamento e parametro de
carga, respectivamente. Os vetores de deslocamentos e parametros de carga sao
resolvidos de maneira direta, sequencial e alternadamente a partir de uma
primeira aproximagao. Cita-se o recente trabalho desenvolvido por GARCEA et
al [102] que utilizaram expansdes com modos assintoticos pré-criticos € pos-
criticos com discretizagdes em clemento finito de barra tridimensional e
formulacdo com referencial corrotacional tendo obtido boas aproximagodes
inclusive para trajetéria pos-critica. Segundo [102], sdo também referéncias
recentes os tabalhos de GARCEA [103], GARCEA et al [104], ABICHOU et al
[105], BOUTYOUR [106], CASCIARO [107], SILVESTRE ¢ CAMOTIM
[108], SCHAFER e GRAHAM-BRADY [109].
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e Analise Modal — neste modelo os deslocamentos sdo escritos como uma
combinagdo linear de modos “formas de deformacdes admissiveis a estrutura”,
que, quando aplicados na equacdo de equilibrio, geram um sistema de equagdes
algébricas ndo-lineares modais, com dimensdo igual ao numero de modos
considerados. Este sistema ¢ resolvido por meio de métodos iterativos como o de
Newton-Raphson. Uma vez fixada a intensidade de carga, as amplitudes modais
sdo determinadas solucionando-se o sistema nao-linear. Em referencial fixo este
processo ndo ¢ necessariamente incremental. Os trabalhos mais recentes sobre
analise assintdtica modal foram justamente os elaborados na presente linha de
pesquisa do PEC/COPPE, conforme as citagdes feitas no capitulo anterior, que

utilizaram formas modais assintoticas.
2.3 Técnicas Usuais para Andlise Nao-Linear

Na mecanica das estruturas as formulacdes baseiam-se no Referencial Lagrangeano, no
qual o movimento se refere a uma determinada configuracao de equilibrio anterior aos

deslocamentos. Contudo, existem dois tipos de referenciais Lagrangeano, a saber:

o Referencial Lagrangeano Total - RLT, em que o referencial sempre
corresponde a configuracdo da estrutura indeformada e descarregada, ou seja,
trata-se de um referencial fixo. Este referencial limita-se a aplicagdo de
problemas com pequenas rotagdes, devido o erro da agregacdo de deformagdes

oriundas de movimento de rotagdo de corpo rigido;

e Referencial Lagrangeano Atualizado - RLA, no qual o referencial
corresponde a ultima configuracdo de equilibrio calculada e, portanto, apresenta
um estado inicial de tensdes, ou seja, trata-se de um referencial varidvel ou
“referencial mével”, j4 que o mesmo estd em constate mudanca ao longo da

analise.

A adocdo do RLA no célculo da energia de deformacdo, consequentemente na
formulacdo das equag¢des de equilibrio ndo-lineares, implica numa significativa
melhoria das aproximagdes na medida em que ¢ utilizado um maior nimero de

configuragdes de equilibrio.
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2.4 Estudo das Deformacgoes

A relagdo ndo-linear deformacdo-deslocamento ¢ expressa pelo tensor de Green-

Lagrange:
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Nota-se que este tensor ¢ formado pela soma de duas parcelas, sendo a primeira linear e
a outra nao-linear em termos de deslocamentos. Sera visto em capitulos posteriores que
a adocdo do tensor de Green-Lagrange nas formulagdes, com a ultima parcela da soma
expressa em (2.2), resulta na obten¢do de sistemas de equagdes algébricos ndo-lineares

que descrevem o equilibrio dos sistemas estruturais.

O tensor de deformagdes de Green-Lagrange na forma indicial € escrito como:

E=¢g+é&, 2.3a

& :%(ui,j +uj;) 2.3b

& =l(u u ) 2.3¢
2,ij 2 k,iv'k, j

Na Figura 2.2 representa-se a deformacdo de um s6lido tomando como origem a posicao

(0) até a posicao final (i) no RLT, sendo as i-ésmias posicoes indicadas em superescrito.
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Na referida figura sdo representados os eixos coordenados locais em cada posicao

(Xi, yi, Zi) bem como os eixos globais (X,Y,Z) .

—

X
Figura 2.2 Deformacao de um sélido no RLT.

Nota-se que as deformacdes em qualquer posi¢do referem-se a origem, ou seja, a

posicao (0) indeformado.

Entretanto, ao se adotar o RLA para cdlculo das deformagdes do mesmo sdlido de
comportamento elastico em sua i-ésima posicao, verifica-se que nesta a deformagao
total serd composta pela parcela de deformagao inicial (€0) correspondente ao estado da
ultima posi¢do calculada (i-1) e pela parcela (¢) resultante de um incremento de carga a
partir do estado de deformacdo inicial. Entdo, a deformagao total do sélido na i-ésima

posigdo € escrita como:

Erj =& t¢& (2.4)

Substituindo 2.3 em (2.4, tem-se:
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Ery =& t& +&, (2.5)

Na Figura 2.3 ¢ representada a composicao da deformacao no RLA de um solido desde
uma posic¢ao inicial (0) até a posi¢ao final (i). Assim sendo, a deformagao acumulada até

a penultima posi¢ao (i—1) ¢é considerada como deformagao inicial (¢0) no calculo da

deformacao total para a i-ésima posi¢ao.

X

Figura 2.3 Deformagao de um sélido no RLA.

A relagdo deformacao-deslocamento, definida anteriormente em 2.3a), pode ainda ser
escrita de outra maneira, segundo a notagdo para sistemas discretos comumente usada
no MEF. E oportuno ressaltar que a utilizagdo do MEF para discretizacdo do continuo
tem se mostrado eficiente quando aplicado a mecanica. Neste método, pressupde-se a
hipotese do continuo (dominio) ser dividido em um namero finito de elementos
(subdominios) interligados em alguns pontos, denominados nés. Por meio de fungdes
que interpolam as incognitas nodais, a influéncia de cada elemento no sistema global ¢
avaliada e acumulada em um sistema de equacdes algébricas, cuja solucdo conduz, por

sua vez, a resolucao do problema do continuo.
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Assim, tratando-se de um sistema discreto, utiliza-se comumente a matriz N para

interpolacdo de deslocamentos, tal que para um elemento de gl graus de liberdade

(deslocamentos generalizados) pode-se escrever:

u NI ... NZ)(ul
vi=| N} NS 2)
w) (N, ... N/ {ugl

ou ainda

u=NU" (2.7)

sendo U o vetor de deslocamentos em qualquer ponto no interior do elemento e U" o
vetor de deslocamentos nodais. Semelhantemente a discretizagdo do campo de

deformacdes pode ser escrita na forma:

e=BU" (2.8)

Neste caso a matriz de deformagdo B também possibilita a obtencdo das deformagdes

em qualquer ponto do elemento a partir dos deslocamentos nodais.

Seguindo a forma dada em (2.8), as duas parcelas, linear e ndo linear, do tensor de

deformacdes totais no RLA, ficam definidas como:
g =B-U" (2.9)
gZ:BZ(U”)U” (2.10)

Nota-se em (2.10) que B, devera depender linearmente dos deslocamentos, ja que a

parcela &, ¢ fungdo ndo linear dos mesmos.
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Capitulo 3

Energia Potencial Total de Sistemas
Estruturais Discretizados no RLA

Neste capitulo serd apresentada a formulagdo do funcional de Energia Potencial Total —
EPT de sistemas estruturais discretizados no RLA por meio do MEF e, posteriormente,
a partir do estudo das variacdes do referido funcional, serdo estabelecidas as condigdes
para o equilibrio e estabilidade desses sistemas. Portanto, no decorrer deste trabalho
aplica-se a teoria geral da estabilidade em sistemas discretos e consequentemente as
expressdes desenvolvidas sdo similares as utilizadas na classica andlise da estabilidade

de sistemas continuos de Koiter.

Sabe-se da mecanica que num problema conservativo - sistema elastico sob acao de
forcas conservativas - a energia potencial de um sistema estrutural corresponde ao
trabalho realizado pelos esfor¢os atuantes para levar o sistema estrutural da posi¢ao
final (deformada) a posicao inicial [110]. Em outras palavras, a energia potencial total
(V) corresponde a uma soma da energia de deformacgao (U ), que € a energia potencial
interna, com a energia potencial das cargas externas (Q). Portanto, a formulacdo da
EPT no RLA para um sistema discretizado segue como conseqiiéncia das formulagdes,
no RLA, do potencial das cargas e da energia de deformagao interna do referido sistema
discretizado. Entretanto, para determinagdo do potencial das cargas e da energia de
deformacao do sistema discretizado, faz-se necessario primeiro a determinacao destas

no nivel do elemento, o que ¢ feito nos subitens 3.2 a 3.4 deste capitulo.
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3.1 Potencial de Cargas em Elementos Finitos no RLA

O potencial das cargas agindo sobre um so6lido ¢ definido como o produto escalar da
forca pelo deslocamento, ou seja, ¢ o produto do médulo da componente da forga pelo
modulo do deslocamento na direcdo da forga. Assim, para o caso de adotar o RLA, o

potencial das cargas agindo em um elemento ¢ escrito como:

Q" =Q) +Q 3.1

onde os trabalhos das cargas externas, de volume e de superficie, agindo no n-ésimo

elemento podem ser escritos, respectivamente, como:

Q) =—4U; [NT¥, dv (3.2)
\%

Qp =-4Uy [NTf, ds (3.3)
S

Nas expressoes (3.2) e (3.3) N ¢ a matriz de interpolacdo de deslocamentos nodais, f,
e f as respectivas distribuigdes de cargas de volume e de superficie, A; corresponde a

magnitude do vetor de forgas agindo até a posi¢do atual, U7 é o vetor de deslocamentos

acumulados correspondentes, os quais semelhantemente a expressdao da deformacao

total (2.4) devem ser escritos da seguinte forma:
A = A+ A (3.4)
Ur=u"+u; (3-5)

sendo 4, e U, , respectivamente o nivel de carga e os deslocamentos referentes ao

estado de tensdes iniciais.

A expressao (3.1) pode ainda ser escrita como:
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Q" =—(4 F") U7 (3.6)

Neste caso, o vetor F", que é o vetor de cargas nodais de volume e de superficie agindo

no elemento, equivale a seguinte soma:
F'=[NTf, dv+[N"f, dS 3.7)
\Y S

Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.6), obtém-se a expressdo da energia potencial das

cargas agindo no elemento no RLA:

Q" =—(A+4)F" -(U"+Uy) (3.8)

3.2 Energia de Deformacido em Elementos Finitos no RLA

Num sistema em regime elastico, a variagdo da energia de deformacao corresponde ao
trabalho realizado pelas forcas internas, portanto, seu valor depende diretamente da

configuracdo deformada do sistema.

A energia interna de deformacdo total armazenada no n-ésimo elemento na nova

configuracao de equilibrio em regime linear pode ser escrita como:
1

Un:_J'gTO_dV (3.9)
2 \Y

Sendo o tensor de tensdes definido como:

oc=Dg¢ (3.10)
onde D ¢ a matriz da relagcdo constitutiva. J4 o tensor de Green (&) corresponde as
deformagdes totais no RLA, conforme a expressao (2.5) do capitulo anterior.
Substituindo a expressao (3.10) e (2.5) em (3.9) obtém-se:
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G a)dvzéi(gl D &)V

:%J[(gg +& +6,) D (go+51+52)} dv

(3.11)

Desenvolvendo os produtos e agrupando os termos recorrentes da expressao (3.11)
percebe-se a possibilidade de se efetuar a integragdo por partes dos seguintes termos

componentes da deformacao total:

U&:%J(gg.D-go)dv (3.12)
U = J(% D-g+& D-g,)dv (3.13)
Ul =— J(g" D-&,+&.D-5,)dV (3.14)
U = ;J(g D-g)dv (3.15)
ulg=%Vj(gf.D-gz+g;.D-gl)dv (3.16)
UZZ—;J £ D-&)d (3.17)

Esta forma de escrita das parcelas da energia de deformagdo foi utilizada na tese de
doutorado de ALVES [25]. Outra forma, mais familiar ao MEF, de escrever as referidas

parcelas discretizadas da energia de deformacao pode ser feita com a aplicacao da forma

discretizada das parcelas do tensor de Green usando as matrizes (B, e B,(U")), que

resulta em:

UO”I:lJ-(gJ-D-BI-U”+U"T-BlT'D'go)dV (3.18
2! 9

Us =2 (s -D-B,UM-UT U™ -BIU")-D-5, )V (3.19)
2y .
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Ul'}=%J':U”T(BIT-D-BI)U"}dV (3.20)
\

u =%ju (BT -D-B,U")+B(U")-D-B, Ju" |av (3.21)
\

U = f[u" (BTW™)-D-BUN)U" Jav (3.22)
\

Observa-se que a parcela Uy, ndo se altera, ja que independe dos deslocamentos.

Portanto, a energia interna de deformagdo total no RLA do n-ésimo elemento pode

entdo ser escrita como o seguinte somatorio:
n_yn n n n n n 2
U"=Ug +Up +Up +U] +U) + U (3.23)

3.2.1 Energia de Deformagdo em Termos de Matrizes

A energia de deformacdo pode ainda ser expressa em fungdo de matrizes de rigidez e do
vetor de deslocamento (U") correspondente aos graus de liberdade do elemento,

conforme sera realizado nesta segao.

No MEF também ¢ bastante conhecida a seguinte notagdo matricial para a energia de

deformacao de um n-ésimo elemento finito para o caso linear:

u" :%U”T.K”.U” (3.24)

Seguindo esta notacdo cada parcela da energia de deformacao, equagdes (3.13) a (3.17),

de um n-ésimo elemento finito pode ser escrita como:
Up = %u MK "U" (3.25)

U= %U "MK, U" (3.26)
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U2 = ! UK (U")ur (3.27)

31
n _ 1 nT n n n n 3.28
U= UK (Unu")u (3.28)

Ul =F" U (3.29)

Nota-se que, de acordo com a expressdo (3.12), o termo U, ¢é o unico independente dos

deslocamentos U", consequentemente este termo ndo pode ser escrito na forma (3.24) e
fisicamente ndo influencia na energia de deformagdo. Ressalta-se ainda que os
coeficientes respectivos de cada parcela da energia de deformagao - expressdes (3.25) a
(3.28) - resultam simplesmente da busca de escrevé-las semelhantemente a uma série de

poténcia, tal como feito nos ja mencionados trabalhos anteriores desta linha de pesquisa.

A partir da ultima expressdo (3.29) percebe-se a possibilidade do vetor de forcas

associado ao estado de deformagao inicial poder ser escrito em fun¢do de derivadas da

parcela U;, com respeito a respectiva posigdo do vetor de deslocamentos U", ou seja:

Fr %{E (3.30)
oU

Finalmente, com base nas expressdes (3.25) a (3.30), a energia de deformagao total no
RLA no n-ésimo elemento finito pode ser escrita sob a notagdo matricial da seguinte

maneira:

1 1 1
n_ nT - n n L Kgn n K" n n n n n 331
u"=u .{[2!(}% +Ko_)+3! K" (U )+4! Kj(U"U )}u +F, }+u00 (3.31)
sendo U" o vetor de deslocamentos nodais, ja descrito anteriormente. As matrizes K,
K2, K e KJ sdo, respectivamente, a matriz de rigidez elastica, de tensdes iniciais, de

primeira e de segunda ordem com respeito aos deslocamentos. A determinagdo destas
matrizes ¢ uma fase importante para a aplicagdo do MEF na andlise estrutural, portanto,

na proxima secao sao definidas as expressoes gerais para as mesmas.
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3.2.2 Formulagdo das Matrizes de Rigidex

A rigidez estrutural ¢ entendida como a forca, por unidade de deslocamento, que ¢

necessaria para produzir um deslocamento unitério na estrutura. Assim, um termo k; da

matriz de rigidez ¢é, portanto, um coeficiente de rigidez que representa a acdo, por
unidade de deslocamento, na dire¢ado i causada por um deslocamento unitario na dire¢ado

J, mantendo-se todos os outros deslocamentos impedidos.

Como visto anteriormente, a energia de deformagao eldstica ¢ expressa em termos dos
deslocamentos do elemento e de acordo com o Primeiro Teorema de Castigliano a

derivada parcial da energia de deformagdo com respeito ao deslocamento nodal u, ¢é

igual a forca nodal correspondente F, [116], ou seja,

-_U

= 3.32
', G.32)

Desta maneira, a matriz de rigidez linear do elemento corresponde exatamente as
derivadas parciais da energia de deformagcdo em relacio aos deslocamentos

generalizados do elemento, ou seja:

AU

- 7r (3.33)
' o, o,

sendo U; e Uj os deslocamentos nodais referentes respectivamente aos graus de liberdade

I ¢ ] do elemento finito.

Portanto, a determinag¢do das matrizes de rigidez com base na expressao (3.33) consiste
no célculo individual de cada termo da matriz de forma direta a partir das derivadas das

parcelas da energia de deformacao.

Entretanto, para o caso das matrizes de segunda e quarta ordem (geradas pelas parcelas

Uj e U,)), além de calcular as derivadas das respectivas parcelas da energia de

deformacao, ainda resta realizar os produtos das referidas derivadas com os vetores de
deslocamento definidos para o elemento. Portanto, ficam definidos os termos das quatro

matrizes de rigidez, via calculo por derivagdo, da seguinte maneira:
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2°U,

Ky = L (3.34)

au; au;
Oy (3.35)
oy, o,

a°U
k'(U") =—Z 12y (3.36)
il )ii Au, du; du,
4
(Unup) ==y (3.37)
i Jdu; du; du, dy

Nota-se em (3.37) a possibilidade de se escrever a matriz K, em fun¢do de dois
distintos vetores de deslocamentos (uia,u'j’) e que ndo restam maiores dificuldades para

obteng¢do das referidas matrizes de rigidez, inclusive de tensdes iniciais, além do prévio
calculo das correspondentes parcelas da energia de deformagdo. No capitulo 7 sdo
determinadas as matrizes de rigidez de elementos de porticos planos e tridimensionais

utilizando este procedimento.

Outra forma mais comumente utilizada no MEF para defini¢do das matrizes de rigidez
da-se por meio de expressdes integrais, que resultam da aplicagio do método do
deslocamento unitario que por sua vez deriva do Principio do Trabalho Virtual. Usando
a matriz de deformacdo (B) pode-se escrever a matriz de rigidez para o caso linear da

seguinte maneira:

K:j(BT-D-B)dv (3.38)

\

Baseado nesta formulagao e a partir das expressoes (3.18) a (3.22) pode-se ainda chegar

as seguintes defini¢des das matrizes de rigidez:

Ko=|[(B,-DB,) (3.39)

\

K,U"=[(B-D-B,")+B](U")-D-B,)dv (3.40)
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K,(U",U"=[(Bj (U")-D-B,U")dV (3.41)

Entretanto, percebe-se na expressao (3.19) que a matriz de tensdes iniciais ndo podera
ser escrita tal como as anteriores, este fato também foi evidenciado e solucionado
pioneiramente no trabalho de ZIENKIEWICZ [112] apud ALVES [25] por meio da

seguinte expressao demonstrada em [25]:
o=[(n"7-m)d (3.42)
\Y

sendo 77 e 7, definidos a seguir:

N
OX
nx
OoN
_ _| 9N (3.43)
n=\ny oy
nt
N
oz
O'S'Is z'Sy'la ng'ls
T, = rSX-I3 0'3~|3 2'32~|3 (3.44)
T?x'ls z'g)y'ls 03"3

Nas quais I|; ¢ a matriz identidade de ordem trés, N a matriz de interpolacdo de
deslocamentos e o} tensdes normais iniciais na direcdo i e z'i? tensdes cisalhantes
iniciais no plano ij.

Portanto, embora neste ultimo procedimento as matrizes sejam determinadas cada uma

de maneira completa, diferentemente do processo anterior em que cada termo da matriz

¢ determinado separadamente, hd o inconveniente de se realizar o prévio calculo das
matrizes (3.43) e (3.44) além das matrizes B ¢ B,(U"). Ja a forma da expressao (3.33)

requer a prévia determinagdo das parcelas da energia de deformagao.

Segundo [24], além da caracteristica de simetria, ainda podem ser verificadas as

propriedades a seguir descritas para as matrizes de rigidez K, e K, .
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Propriedade distributiva na soma de parametros:

K,(A+B)=K,(A)+K,(B) (3.45)

K,(A+B,C)=K,(AC)+K,(B,C) (3.46)

onde A, B e C sao vetores com a mesma ordem das matrizes.

Propriedade comutativa na multiplicagdo por vetores:

K,(A).B=K,(B).A (3.47)

K,(AB)C=K,(AC).B=K,(C,B).A (3.48)

A matriz de segunda ordem apresenta ainda as seguintes propriedades:

Propriedade comutativa em relagdo aos parametros:

K,(AB)=K,(B,A) (3.49)

Propriedade associativa no produto por escalar (o.):

aK,(AB)=K,(aA B)=K,(A aB) (3.50)

3.3 EPT de Elementos Finitos no RLA

A energia potencial total de um elemento finito ¢ expressa pela soma da energia de

deformacgdo definida em (3.31) com o potencial das cargas definido em (3.8).

Portanto, a energia potencial total no RLA para o n-ésimo elemento ¢é:
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vn:unT.{;(K3+K2)+;KF(U”)+LKS(U",U”)]U”+F0”}+U0% (3.51)
~(A+4)F" (Um+uy)

ou,
AT | e 0 o S (VL e N (FLXVEN Y VR AT 3.52
2! 31 41
—AF"U"—AF UM -4, F"U" =4, FTUD +UTTRS

Utilizando a operagao (3.53) pode-se escrever (3.52) na forma da expressdo (3.54).

ZFnT .Un:UnTan (3.53)
Desenvolvendo os termos de forgas:
Vn_UnT 1 Kn Kn lKn Un lKn Un Un Un Un
Yo 5%0* J+§ i )*; F(UnUT) U U (3.54)

—U" (AF"+ 4, F"=F")—(AF" + 4, F"HU!
Agrupando os termos dependentes de U", tem-se:

n__ nT 1 n n 1 n n 1 n n n n n n n
V' =U .{2!(&) +|<(,)+§K1 (U )+4—!K2 (umu )}u ~(AF"+ 2, F"—F, )} (3.55)

+UD —(AF" +4, F"HU!

Considerando a igualdade (3.56), que pode ser demonstrada através do principio dos

trabalhos virtuais tal como realizado em [98] e desprezando as parcelas independentes

dos deslocamentos U", a EPT no n-ésimo elemento finito ¢ definida em (3.57).

A F"=F (3.56)

V" =U”T.{21!(Kg +K;)+%K1” (U“)+%K2“ (U”,U”)}.U” —AF”} (3.57)
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3.4 EPT do Sistema Discretizado no RLA

A EPT de um sistema estrutural discretizado no RLA com M elementos ¢ composta pela

EPT de todos os elementos do sistema no RLA, portanto, resulta no somatorio:

V()= DV (UT)=U" -{B(Kw&%é&(u)+%K2(U’U)}~U —ﬂF} (3.58)

n=1

Salienta-se que cada uma das matrizes de rigidez presentes em (3.58) devem ser
formados pela contribuicio de cada elemento previamente transformada para o
referencial global da estrutura, assim como os vetores de forca. Portanto, uma etapa
necessaria ¢ a transformacao do referencial local (do elemento) para o referencial global

(da estrutura) antes de se fazer a montagem das matrizes presentes em (3.58).

A transformagdo de referencial local (L) para global (G ) ou vice-versa ¢ feita por meio
de produtos com matrizes ortogonais, chamadas matrizes de rotacdo (R ) ou de cossenos

diretores, tal como expressos a seguir:

Para for¢a ou deslocamentos
X2 =R"-X (3.59)
X!'=R-X}2 (3.60)

onde (X) sdo vetores de forgas ou de deslocamentos.

Para matrizes de rigidez
KI=R"-K!-R (3.61)

K'=R-K2-R' (3.62)

35



Depois de realizadas as transformagdes, de referencial local para global, as matrizes de

rigidez e o vetor de forcas da expressao (3.58) sao montados com os somatorios:

M

K=>Kg (3.63)
n=1
M

F=YF +F, (3.64)
n=1

Na expressao (3.64), o vetor F corresponde as forgas, em referencial global, aplicadas

nos nos da estrutura. Portanto, na expressao (3.58) devem ser utilizadas as matrizes de

rigidez e vetor de forgas montados tal como em (3.63) e (3.64).

Como exemplo de matriz de transformacao de referencial, a seguir apresenta-se a matriz

de transformagdo para elementos de porticos planos (r°) amplamente divulgados na

literatura (e.g. GERE e WAVER [113]).

cosy seny 0 0 0
—seny cosy O 0 0

0 0 1 0 0 (3.65)

cosy seny

P O O O O O

0 0 0

0 0 O -seny cosy
0 0 0 0 0
Os eixos locais (X_,Y, ) do elemento de portico, eixos globais (Xs,Ys) da estrutura e o

angulo y de rotacdo entre eixos sdo representados na Figura 3.1 a seguir:

YG

Figura 3.1 Representacao dos eixos de rotacao para um elemento de podrtico plano.
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Capitulo 4

Equilibrio e Estabilidade de Sistemas
Estruturais

Neste capitulo sdo apresentadas as condig¢des para caracterizagdo do estado de equilibrio
e estabilidade de sistemas estruturais em regime eldstico. Ressalta-se que as
formulacdes que se seguirdo sdo embasadas na teoria geral da estabilidade que utiliza

como ferramenta fundamental o estudo das variacdes da EPT.
4.1 Condigdo de Equilibrio

Aplicam-se aqui os critérios de energia para exame do equilibrio e estabilidade em que
por meio da extremizacdo do funcional da EPT, sdo obtidas variagoes de até a quarta

ordem do mesmo. Assim, estudando a variagdo da EPT na vizinhanga de um suposto

ponto de equilibrio (U ,AF ) , considerando deslocamentos incrementais infinitesimais e

cinematicamente admissiveis (¢ ), tem-se:

L O N TR T (RN IRy | (TR RE

Aplicando as propriedades das matrizes de primeira e segunda ordem pode-se

reescrever (4.1) como:
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(K, + K0)+é K](U)+§ KZ(U,U)]U —/IF}+

[
- [(K + K0)+% Kl(U)+% Kz(U,U)]U —AF}+
1

L 1 1 . (4.2)
KKK 0)] 60
L1 1
o | KB KalU9)] o
)1
R EY K2(¢,¢)]¢

A primeira parcela do lado direito da expressao (4.2) corresponde exatamente a V(U), ja
as demais parcelas representam, respectivamente, as variagdes de primeira, segunda,

terceira e quarta ordem. Pode-se escrever a partir da expressao (4.2):

AVU)=VU +¢)-VU)=

I 1 o 1 1 (4.3)
§V(U)+55 V(U)+§§V(U)+m5 V)
onde AV ¢ a variagdo total da EPT em torno de U. As parcelas 8'V, &%V, 8V e &'V
correspondem respectivamente a primeira, segunda, terceira e quarta variacao de V em
torno de U e apresentam, respectivamente, termos lineares, quadraticos, cubicos e
quarticos em fungdo ¢@. Observando as equacdes (4.2) e (4.3), sdo percebidas as

correspondentes defini¢des:

SV(U)= 4" .{(KG R KO)+%K1(U)+%K2(U,U)]U —AF} (4.4)
SNVU) =g -{(KJ +K0)+K1(U)+%K2(U,U)]¢ (4.5)
sVU)=¢"[K (#)+K,U.¢)]-4 (4.6)
SVU)=¢" -K,(4.¢) ¢ (4.7)

O principio da energia potencial total estaciondria estabelece que, para que os
deslocamentos U correspondam a uma situagdo de equilibrio estatico, a primeira

variacdo do funcional de energia deve ser nula, ou seja:
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sV(U)=0 (4.8)

4.2 Equilibrio Estavel

Os deslocamentos obtidos a partir das equagdes de equilibrio representardao um ponto de
equilibrio estavel, caso o valor da EPT correspondente seja um minimo relativo e
completo com respeito as energias potenciais totais associadas a todos os estados

vizinhos cinematicamente admissiveis.

Portanto, com esta condigdo, caso um estado de equilibrio caracterizado por (A%,UF)
seja perturbado por deslocamentos infinitesimais e cinematicamente admissiveis (¢), o
valor da energia na configuragdo adjacente (A%,U® + ¢ ) serd menor que a respectiva ao

deslocamento U © ,ou seja,

AV(UF)=V(UE +¢)-V[UF)>0 (4.9)

Como se trata de um ponto de equilibrio, a equacao (4.8) ¢ naturalmente atendida. Além
disso, como os deslocamentos ¢ sdo infinitesimais, tem-se apenas a seguinte condi¢ao

para o estabelecimento de um ponto de equilibrio estavel:

SN (UE)>O (4.10)
ou seja,
¢T-{(KG+K0)+KI(UE)+%K2(UE,UE)]¢>O (4.11)

Defini-se aqui a matriz de rigidez tangente no ponto de equilibrio como a soma entre

colchetes da expressao (4.11), portanto,
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KE=(K, +K,)+ KI(UE)+%K2(UE,UE) (4.12)

Pode-se ainda escrever (4.11) simplesmente como:

" -KE-g>0 (4.13)

Sabe-se da algebra que, se a matriz K& puder ser escrita como em (4.13) para todo
deslocamentos infinitesimal ndo nulo (¢ # 0), a mesma ¢ positiva definida. Portanto, a

condi¢do para que um ponto de equilibrio seja estdvel é de que a matriz de rigidez

tangente neste ponto seja positiva definida.

Se a segunda variagdo da energia potencial total for negativa definida, negativa

semidefinida ou indefinida o estado de equilibrio € instavel.
4.3 Estabilidade de Pontos Criticos

Por meio da condicdo expressa em (4.13) obtém-se a seguinte equagdo correspondente

ao estado de equilibrio critico:

KEg=0,Vg#0 (4.14)

sendo K! a matriz de rigidez tangente definida em (4.12) e ¢ os modos criticos.

A estabilidade dos pontos criticos de um caminho de equilibrio pode ser definida de
acordo com os conceitos da teoria geral da estabilidade, que diz: caso a segunda
variagdo da energia potencial total seja nula, ndo se pode tirar nenhuma conclusdo
quanto a estabilidade desse estado critico e precisa-se recorrer a investigagdao de termos
de mais alta ordem. Investigando termos de mais alta ordem, tém-se os seguintes casos:
quando a terceira variagdo nao for nula, tem-se um caso de bifurcag¢do assimétrica, que ¢
considerado uma situagdo de equilibrio instavel. Se a terceira variagdo for nula, deve-se

estender a investigagdo até a quarta variacdo e se esta for positiva trata-se de uma
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bifurcacdo simétrica estavel. Sendo negativa a quarta varia¢ao, tem-se uma bifurcagdo

simétrica instavel [11].

4.8.1 Andlise Linearizada da Estabilidade

Foi apresentada anteriormente, por meio da segunda variacdo do funcional de energia
potencial total, a condi¢cdo de estabilidade de um sistema estrutural discretizado.
Também foi apresentada a condi¢do necessaria e suficiente para o estado de equilibrio
critico definida em (4.14). Apresenta-se a seguir, ainda por meio do estudo da segunda
variacdo do funcional de energia potencial total, a formulacdo matematica para
defini¢do dos problemas de autovalores para aproximagdo das cargas criticas e dos

modos de instabilidade associados.

Aplicando uma variagdo de deslocamentos SU a partir de uma configuragdo de

equilibrio (/IE ,U E) a condigdo (4.14) fica:

[(KO+KU)+K1(UE+5U)+%K2(UE+5U,UE+5U)}¢:0 (4.15)

A variacdo dos deslocamentos 6U , correspondente a variagdo do carregamento a partir
de um estado de equilibrio, pode ser considerado proporcional a uma aproximagao para

os deslocamentos da equagdo de equilibrio linearizada, ou seja,

oU =(A-2%)Uy (4.16)
sendo,
U-=(KE)F 4.17)

Os termos em fun¢do de K, e K, de (4.15) podem ser desenvolvidos, por meio do uso

das propriedades dessas matrizes, resultando em:
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K;(UF+6U) =K, (UF)+AK, (U;) (4.18)

%KZ(UE+5U,UE+5U):%[KZ(UE,UE)+2AK2(UE,UlL)+A2K2(UlL,U1L)] (4.19)

sendo em (4.18) ¢ (4.19),
A=(2-2%) (4.20)
Substituindo (4.18) e (4.19) em (4.15):
1 A?

{(K0 +K,)+K, (U E)+EK2(U EU E)+A[K1(U1L)+ K, (U E,U;)]+7K2 (U;,uf)}ﬁ:o (4.21)
Interessante observar que a expressao (4.21) pode ainda ser escrita como:

KE+A[K (Ur)+K (UE,UL)}A—ZK (Urut)|g=0 (4.22)

T 1 1 2 1 2 2 1 1

Nota-se que a expressdo (4.22) trata-se de um problema ndo-linear de autovalor no

RLA. A solugdo deste problema (A,¢) deve fornece boas aproximacdes de cargas

criticas A, aplicando a expressao (4.20), e de modos criticos ¢, autovetores associados

aos autovalores A, para sistemas estruturais com comportamento pré-critico linear ou
ndo-linear. Entretanto, pode-se ainda linearizar este problema desprezando a ultima

parcela, ou seja,

E 1 E E L E L
{(KO+KU)+K1(U )+EK2(U UF)+ ALK (Uf)+K, (U ,ul)}}¢=o (4.23)

Portanto, a expressao (4.23) trata-se do problema de autovalor linearizado no RLA. Este

problema pode ainda ser mais simplificado caso se tome a origem (/’LE =0,U°" =O)

como referencia, ficando:
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[(Ko+K, )+ 2K, (U) [g=0 (4.24)

sendo neste caso,

Ut =(K,+K, ) F (4.25)

O problema de autovalor linearizado apresentado em (4.24) ¢ também chamado de
problema de autovalor consistente no RLA. Entretanto, a diferenca do mesmo para o
apresentado em (4.23) ¢ que em (4.23) pode-se considerar a origem a partir de qualquer
ponto da trajetoria de equilibrio, ou seja, ja sob a influéncia de certo nivel de carga e de
tensdes iniciais, enquanto que em (4.24) a origem ¢ tomada para a situacao da estrutura
descarregada, embora também possa estar sujeita a um estado de tensdes iniciais (e.g.

tensdes residuais em elementos estruturais advindos do processo de fabricagado).

Por ultimo, caso se despreze a influéncia de tensdes iniciais, o problema de autovalor

apresentado em (4.24) fica escrito no RLT simplesmente como:

[ Ko+ 2K, (U) [g=0 (4.26)
onde
Ut =(K,) F (4.27)

Notar que as expressoes (4.25) e (4.27) sdo equivalentes a expressdo (4.17) com as
consideracdes de mudanga da matriz de rigidez tangente nos respectivos casos: a)
Referencial Lagrangeano Atualizado a partir da origem e b) Referencial Lagrangeano

Total.

O problema linearizado de autovalor expresso em (4.26) ¢ chamado de problema de
autovalor consistente em RLT e também fornece boas aproximacdes para cargas
criticas, principalmente de sistemas estruturais caracterizados por comportamento linear

em regime pré-critico, tal como demonstrado em [24].
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Em [25], ¢ demonstrada a formulagdo do problema classico de autovalor (4.28), a qual

utiliza como base ndo deslocamentos proporcionais a uma primeira analise linearizada

L ~ . . ~ e e .
(U;"), mas proporgdes de esfor¢os internos armazenados na matriz de tensdes iniciais

decorrentes de uma primeira analise com um carregamento total aplicado.

(Ky+2K_)$=0 (4.28)

Contudo, deve-se observar que a analise linearizada da estabilidade, resultante da
linearizagdo da equacao de equilibrio critico, somente fornece aproximacdes de cargas
criticas e modos criticos (de instabilidade), ndo fornecendo nenhuma informagao sobre a
trajetoria pos-critica. Além disso, a utilizagdo da andlise linearizada perde a eficicia
quando aplicada a problemas com comportamento ndo-linear pré-critico, portanto

devendo ser usada criteriosamente [24].
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Capitulo 5

Estabilidade de Sistemas Imperfeitos

A partir do estudo da estabilidade estrutural tornou-se evidente a grande importancia das
imperfeicdes no comportamento das estruturas, sendo em alguns casos decisiva a
influéncia das mesmas na compreensdo dos problemas, ja& que na pratica todas as
estruturas sao imperfeitas, pois sempre existirdo imperfei¢des iniciais, mesmo em casos
de rigoroso controle de fabricagdo, transporte e montagem. Em contrapartida, como
discutido mais adiante, os estudos de estruturas idealmente perfeitas tem grande
importancia, ja que possibilitam avaliar a influéncia das imperfeigdes impostas aos

sistemas estruturais, ou seja, a sensibilidade das estruturas as imperfeig¢des.

A avaliacao da sensibilidade das estruturas as imperfei¢des € uma etapa necessaria para
o estabelecimento de parametros restritivos de imperfei¢do, de maneira que o

comportamento estrutural ndo se distancie das previsoes do projeto.
Basicamente existem dois tipos de imperfei¢cdes geométricas:

e Deformacéo inicial, correspondentes aos desvios geométricos presentes nos
elementos estruturais, resultantes de falhas do material ou desaprumos

decorrentes dos processos construtivos. Salienta-se que neste caso ndo se

consideram tensdes iniciais para carregamento nulo(4 =0);

e Imperfeicdo de carregamento, correspondentes as excentricidades das cargas

aplicadas nos elementos estruturais.

Numa andlise ndo-linear geométrica, ambas as imperfeigdes interagem e ocasionam

efeitos associados ao longo da andlise, o que em geral resulta num comportamento
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diferente do obtido com a andlise linear, na qual esta associacdo de efeitos ndo ¢

considerada.

Evidentemente as imperfei¢des produzem efeitos distintos de acordo com cada sistema
estrutural. Portanto, torna-se interessante avaliar a sensibilidade as imperfei¢des das
estruturas idealizadas ainda na fase de projeto, que normalmente é feito por meio de
simulacdes numéricas, o que torna necessario o desenvolvimento de confiaveis
ferramentas numérico-computacionais capazes de avaliar o comportamento ndo-linear

da estrutura.

A avaliacdo da sensibilidade as imperfeicdes normalmente é verificada por meio de
linhas de tendéncia tragadas a partir das trajetorias de equilibrio da estrutura
considerando aumento gradativo de imperfeicdes. Na Figura 5.1 representa-se
esquematicamente a sensibilidade as imperfei¢cdes iniciais de sistemas estruturais

caracterizados teoricamente por bifurcacdo simétrica instavel.

\L//\b

Limite de Estabilidade

/{Qde sensibilidade

-

u LLGG G

Figura 5.1 Sensibilidade as imperfei¢cdes de sistemas estruturais caracterizados pela
presenca de bifurcagdao simétrica instavel.

Um fato interessante € que as estruturas imperfeitas geralmente ndo apresentam, em sua

trajetoria de equilibrio, pontos criticos de bifurcagdo (ub, Ay ) e sim pontos do tipo limite
(uL,XL), que, nesse caso, passam a ser chamados de pontos de flambagem. Portanto,

estruturas reais normalmente ndo apresentam trajetoria de equilibrio bifurcada, como se

verifica teoricamente em estruturas perfeitas, conforme detalhado mais adiante. Além
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disso, também foi demonstrado que o efeito das imperfeicdes geométricas ¢ mais
relevante em estruturas que apresentam teoricamente ponto de bifurcagdo que em

estruturas que apresentam ponto limite [11].

Nas Figura 5.2 e Figura 5.3, representam-se esquematicamente algumas trajetorias de
equilibrio de estruturas imperfeitas (imperfeicdo de carga ou de geometria), onde se
pode notar que as mesmas sdo assintoticas as trajetorias de equilibrio de estruturas
teoricamente perfeitas com ponto de bifurcacdo. Nestas representagdes a imperfei¢ao
geométrica ¢ quantificada pelo pardmetro ¢,. De acordo com as representagdes nas
referidas figuras, a consideracdo de imperfei¢des em sistemas estruturais caracterizados

teoricamente pela presenca de pontos de bifurcacdo promove grandes alteracdes na

trajetoria de equilibrio na medida em que as imperfei¢cdes sdo amplificadas.

Limite de Estabilidade

-—

u

Figura 5.2 Trajetérias de equilibrio de sistemas estruturais assintotas as trajetorias com
bifurcagao assimétrica.
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a) Assintético a trajetoria com bifurcagdo simétrica estavel

|

u

b) Assintotico a trajetoria com bifurcagdo simétrica

instavel

Figura 5.3 Trajetorias de equilibrio de estruturas imperfeitas.
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Existe na literatura (ex. [11] e [9]) a dedugdo analitica da lei de sensibilidade as
imperfeigdes para alguns problemas continuos de geometria simples. Entretanto, de

maneira geral, recorre-se as solu¢des numéricas para avaliacdo da sensibilidade de

problemas mais complexos.

Embora as estimativas de cargas criticas, obtidas com a analise linearizada, resolvam a
maior parte dos problemas praticos, por vezes em problemas reais com trajetérias
assintoticas as trajetorias com presencga de bifurcacdes, a simples aproximacao de cargas
criticas pode ser insuficiente e resultar em conclusdes equivocadas. Para exemplificar
este fato utilizam-se aqui os exemplos representados na Figura 5.4, na qual as linhas

tracejadas representam as referidas trajetdrias de estruturas reais (imperfeitas).

1
I
!
!
i

|

|

ui ui

a) Bifurcacdo simétrica estavel. b) Bifurcacdo simétrica instavel.

ui
¢) Bifurcacao simétrica estavel. d) Bifurcagao assimétrica.

Figura 5.4 Ilustragdo da representatividade da andlise linearizada em estruturas reais.

Nota-se que no caso a, a linearizacdo conduz a resultados bem aproximados para a
carga de flambagem da estrutura imperfeita; nos casos b e d pode resultar em resultados

desfavoraveis a seguranga, ja que ¢ incapaz de diagnosticar o carater instavel ou a perda
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de rigidez provocada precocemente pelas imperfeigdes e; no caso C, a analise

linearizada resultaria em resultados conservadores para uma estimativa de colapso.

Outra maneira de se obter os valores correspondentes as cargas criticas ¢ por meio do
acompanhamento do sinal do determinante da matriz tangente (K;{) ao longo da

trajetoria de equilibrio, j& que no ponto critico esta matriz deixard de ser positiva

definida e assim a carga correspondente aquela configuracao serd a carga critica.

O acompanhamento da trajetdria de equilibrio ¢ a maneira mais eficiente de analise da
estabilidade, j4 que uma vez tragada fornece melhores aproximacdes para pontos
criticos e informacdes da estabilidade dos caminhos pos-criticos. Entretanto, para
obtencdo da mesma se faz necessdria a solucdo de sistemas de equagdes algébricas
(equagdes de equilibrio) ndo lineares advindos da aplica¢do da condicdo (4.8), conforme

formulagdes apresentadas no capitulo 6.

5.1 Caracterizacio de Pontos Criticos

Como demonstrado anteriormente, a qualificagcdo do equilibrio critico dos sistemas
estruturais € intrinsecamente relacionada a matriz de rigidez dos mesmos. Portanto, ¢
natural o desenvolvimento de estudos da referida matriz com a finalidade de qualificar

0s pontos criticos existentes ao longo das trajetorias de equilibrio, tal como se segue.

Sera demonstrado, no préoximo capitulo, que as equagdes de equilibrio incremental

linearizada para um sistema estrutural discretizado pode ser escrita como:

KE.AU = AAF (5.1)

onde Ki, AAF e AU sio, respectivamente, a matriz de rigidez tangente do sistema

estrtural, o incremento de forca e o incremento de deslocamento a partir de uma

configuragdo de equilibrio conhecida.

Pode-se escrever a partir das equagdes (5.1) um sistema equivalente com a propriedade

de ser diagonalizado, da seguinte maneira:
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AF =KF-AU

(5.2)

Para este caso, utiliza-se em (5.1) como parametro de carga a unidade, ou seja, 1 =1, o

que ¢ perfeitamente possivel.

Para tanto, faz-se necessaria a obtencdo de uma matriz de transformagdo que satisfaca as

seguintes condi¢des:

AF =T -AF

AU =T -AU

supondo que a matriz T seja ortogonal entdo ¢ valido:

T.T=T"-T=I

sendo T 'ainversade T, T' a transposta de T e | a matriz identidade.

Pré-multiplicando (5.3) e (5.4) por T':

AF =TT -AF

AU =TT.AU

Substituindo (5.6) e (5.7) em (5.2) tem-se:

TT.AF=Kf.-T"-AU

Pré-multiplicando (5.8) por T obtém-se:

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)
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AF =T -KF.T"-AU (5.9)

Comparando-se o sistema linearizado, sistema (6.9) formado apenas com a parcela

(6.10), com o sistema (5.9) observa-se que:

KE =T.|ZTE T7 (5.10)

Como visto em (5.5) a matriz T deve ser ortogonal, o que ¢ satisfeito caso a mesma seja

formada por vetores linearmente independentes (ortogonais). Os autovetores da propria

matriz KI formam uma base ortogonal. Portanto, podem ser utilizados para

composi¢do da matriz de transformacgdo. Os referidos autovetores sdo calculados por

meio do problema de autovalor definido em (5.11).

(Kf=A1)@=0 (5.11)

A solucdo deste problema de autovalor ¢é dada pelos autovalores

A, <A, <---< A, associados aos autovetores ortonormais @,,®D,,---,d , sendo m a

m?>

ordem da matriz de rigidez tangente (K7 ).

Assim, a matriz de transformagdo T utilizada em (5.9) atende as condic¢des de (5.5),

(5.6), € (5.7) se for a matriz modal T formada pelo autovetores de (5.11), ou seja,

T:{q)“q)zy...’q)m} (5.12)

A matriz modal T diagonaliza a matriz de rigidez tangente. Assim definida, a expressdo

(5.10) é chamada de decomposigdo espectral da matriz K.

Deve-se salientar que a matriz KT ¢ uma matriz diagonal formada pelos autovalores do

problema (5.11) dispostos em ordem crescente em sua diagonal principal.
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O vetor de forgas pode ser escrito na base dos autovetores como uma combinagdo linear

dos mesmos, ou seja,

AF = BO, + B,D, + -+ B, D (5.13)
Que corresponde na forma matricial a:

AF =T.-p (5.14)

sendo T a matriz modal definida em (5.12) e f = ( BB - B )T o vetor formado

pelos coeficientes da expressao (5.14).

Substituindo-se (5.14) e (5.10) no sistema linearizado, segue-se:
T-f=T-KF-T"-AU (5.15)

Pré-multiplicando ambos os lados da expressio (5.15) seqiiencialmente por T',

(KTE )_1 e T, chega-se finalmente em

AU =T-(KE) -5 (5.16)

Lembrando que a matriz K ¢é formada pelos autovalores do problema (5.11) em sua

diagonal, pode-se escrever sua inversa como:

1 0 0 O
A
0 L 0 O
(K ' =]~ 4 (5.17)
0o 0 ° 0
0 0 O 1
L ﬂm _
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Ja os coeficientes (S,) sdo obtidos pré-multiplicando (5.14) pela transposta da matriz

modal T, sendo evidentemente conhecido o vetor de forgas AF , ou seja,

B=TT-AF (5.18)

Finalmente observando-se (5.17) pode-se reescrever (5.16) como:

LD, (5.19)

s
i=1

ENYRSY

Portanto, fica assim demonstrado que o escalar ( B/ A ) obtido a partir de (5.18) e (5.11)

quantifica a participacao do i-€simo modo (dDi ) na resposta da estrutura.

5.1.1 Distingdo de Pontos Criticos

Para qualificar o tipo de ponto critico presente numa trajetdria de equilibrio é necessario

observar as seguintes condi¢des que diferenciam os mesmos:

e Ponto de Bifurcagédo: numa trajetoria de equilibrio com presenga de bifurcacdo
observa-se que, no processo incremental, uma trajetéria distinta intercepta

abruptamente a trajetoria fundamental, ou seja, sem que existam deslocamentos

dominados pelo modo critico (®;) antes do ponto de bifurcagdo. Com isso

observa-se que em (5.19) deve ser satisfeita a condi¢cdo S, =0;

e Ponto Limite: numa trajetoria de equilibrio com presenga de ponto limite, o

modo correspondente ao ponto critico(qbi) ¢ despertado desde a origem, ou

seja, a aproximagao de um ponto limite caracteriza-se pelo aumento progressivo

dos deslocamentos segundo o modo dominante(®;). Portanto, tem-se a

condicdo de que S, #0 em (5.19).

Além destas condigdes, observando-se a expressao (5.19) pode ser percebido que no

ponto critico, em que a influéncia do modo critico ((Di) ¢ a mais consideravel dentre os
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modos que compdem o deslocamento incremental(AU), tem-se a condicdo de que
A — 0, ja que no sistema diagonalizado A, representa a rigidez segundo a diregdo I.

Lembrando que os autovalores estdo dispostos em ordem crescente, conclui-se que o

modo critico (d)i)esté associado ao menor autovalor, portanto, associado a A, que

deve ser pequeno.

Ressalta-se que se for imposto um carregamento que desperte o modo critico @; desde
o inicio do processo, o respectivo coeficiente de carga deixa de ser nulo ( B, ;tO),

correspondendo a condi¢ao de Ponto Limite. E o que ocorre no caso de imposicao de

imperfeicdo de carga, onde a bifurcagdo ¢ destruida.

Em resumo, tém-se as seguintes condi¢des que qualificam o equilibrio critico no

primeiro ponto de singularidade ao longo da trajetoria:

Tipo de Ponto Critico Comportamento de 4, Comportamento de /3,
Ponto Limite A4 =0 B #0
Ponto de Bifurcagdo A4 =0 £, =0

A abordagem do estudo da instabilidade estrutural apresentada neste capitulo segue a
formulacao teorica apresentada por ALVES [25] em sua tese de doutorado, exceto
quanto ao desenvolvimento matematico para determinagdo de pontos criticos, o qual é
aqui posto de maneira mais consistente, por meio das novas expressdes (5.13), (5.16),

(5.17), (5.18) e (5.19).

5.1.2 Demonstragdo da Influéncia de Imperfeicoes Geométricas

No caso de estruturas que apresentam imperfeicdes geométricas de deformagdes

iniciais, utiliza-se a seguinte metodologia:

Considera-se que as imperfeicdes geométricas sejam associadas a um vetor de

deslocamentos, AU, ., que surge de um carregamento AF assim a expressao

imp »

linearizada passa a ser escrita como:
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KEAU, = =AF (5.20)

Escrevendo o vetor de for¢as na base dos autovetores, tem-se:
AF +AF, = B,®, + B,D, ++ ,D, (5.21)

Neste caso os coeficientes f; correspondem aos coeficientes da resultante das parcelas

de forca (perfeita e imperfeita).

Como em geral as imperfeices sdo aleatorias, entdo a contribuicdo de AF

provavelmente acarretard a seguinte condicao:

B, #0 para i=1, 2, m (5.22)

Observa-se que esta ¢ exatamente a condi¢do para ponto limite.

Portanto, em estruturas com imperfeicdes geométricas iniciais os pontos criticos
provavelmente serdo do tipo limite. Além disso, imperfei¢cdes na forma do modo critico
de bifurcagdo despertam deslocamentos associados ao caminho pos-bifurcagdo, o que

ocasiona a destrui¢do da bifurcacdo e o surgimento do ponto limite.

No apéndice sao apresentados alguns exemplos de aplicagdes das formulagdes
demonstradas nesta secdo que comprovam a eficiéncia das mesmas para a

caracterizagdo de pontos criticos, tanto de estruturas perfeitas como imperfeitas.
5.2 Metodologias para Consideracdo de Imperfeicdes

Em termos de analise numérica de sensibilidade de imperfei¢cdes, observam-se duas
distintas metodologias de acordo com o tipo de formulacdo discretizada: empregando o

RLT ou o RLA.
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Em se tratando da adocdo do RLT, normalmente parte-se do principio que os

deslocamentos nodais sdo compostos por duas parcelas: deslocamentos perfeitos (U ) e

uma parcela decorrente de imperfei¢des iniciais (Uimp ), Ou seja:

URLT =U -l-L_Jimp (523)

A partir de entdo ¢ feito todo o desenvolvimento das formulagdes para sistemas
imperfeitos levando em conta a expressao (5.23), desde o desenvolvimento de

expressdes para as relagdes deformagdo-deslocamento, formulacdo de matrizes de

rigidez até finalmente na formulagdo da EPT de sistemas imperfeitos (V U+ Uimp)) , tal

como realizado em [24].

No caso de se adotar o RLA, como no presente trabalho, uma especifica formulagdo da
EPT para sistemas imperfeitos ¢ dispensavel, ja que normalmente se utiliza o simples
artificio de considerar imperfei¢cdes diretamente na geometria da estrutura. Desta forma
a influéncia das imperfeicdes ¢ transferida desde a primeira configuragdo de equilibrio

calculada por meio das “deformacdes imperfeitas” da estrutura.

Dentre as metodologias atualmente utilizadas para imposi¢des de imperfeigdes em

sistemas estruturais discretizados no RLA destacam-se:

e Imposi¢cdo de imperfei¢do de carregamento, como ja dito anteriormente, trata-se
da imposicdo de pequenas excentricidades no carregamento aplicado na
estrutura. Esta metodologia, que também ¢ bastante utilizada na solugdo de
problemas analiticos, tem como desvantagem a necessidade de uma estimativa
prévia do comportamento da estrutura, pois a excentricidade deve ser capaz de

despertar os modos de instabilidade da estrutura;

e Imposi¢do de imperfeicdes geométricas aleatorias, nesta metodologia utiliza-se o
artificio da aplicacdo de imperfeigdes geométricas nas coordenadas nodais dos
elementos. Esta metodologia ¢ bastante coerente, ja que também sdo aleatorias

as imperfeicOes ocorridas nas estruturas reais;
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e Imposicdo de imperfeicdes geométricas modais, que se trata da aplicacdo de
imperfeicdes geométricas na forma de um determinado modo critico, ou
combina¢do de modos criticos, nas coordenadas nodais da estrutura perfeita. A
principal desvantagem desta metodologia consiste na necessidade da prévia
determinagdo das formas modais da estrutura, o que ¢ conseguido com a solugao
de um problema de autovalor. Além disso, também possui a desvantagem de
necessitar de uma escolha criteriosa dos modos, sendo somente aconselhados

modos associados a autovalores positivos;

e Variacdo do moédulo de elasticidade, conhecido como técnica do modulo
tangente, esse procedimento consiste na variagdo do médulo de elasticidade dos
elementos de maneira proporcional aos esfor¢os axiais atuantes nos mesmos.
Este procedimento ¢ normalmente empregado quando se utiliza andlise ndo-
linear fisica, onde o modulo tangente comeca a variar na medida em que certo
nivel de tensdo normal (esforco axial) ¢ atingido individualmente em cada

elemento.

Outra maneira de considerar coerentemente pequenas imperfeicdes geométricas seria
com a aplicagdo de um pequeno deslocamento proveniente da agdao de cargas térmicas
ou de recalque diferencial em alguns poucos elementos da estrutura. Neste caso, a
desvantagem seria a necessidade de realizacdo de uma prévia andlise estrutural com
uma dessas condi¢des de contorno, portanto somente interessante quando o estudo

dessas condigdes ja faz parte do objetivo da analise.
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Capitulo 6

Equacées de Equilibrio de Sistemas Estruturais
Discretizados no RLA

Neste capitulo sdo reapresentadas algumas formulagdes de equagdes de equilibrio de
sistemas estruturais discretizados em elementos finitos, que foram inicialmente
desenvolvidas por ANTONINI[24] e mais tarde por ALVES[25], sempre utilizando os

critérios de energia apresentados nos capitulos anteriores.

Destaca-se que embora sejam mostradas algumas das formulagdes no RLT nesta
pesquisa, os resultados obtidos segundo as mesmas servem apenas como instrumentos
de comparacao dos resultados obtidos com as formulagdes no RLA, ou seja, na atual
fase de desenvolvimento dessa linha de pesquisa tem-se investido no desenvolvimento e

aplicacdo de formulagdes no RLA.
6.1 Formulacdo das Equacdes de Equilibrio

As equacdes de equilibrio sdo formuladas a partir da aplicacdo da condi¢do definida em

(4.8). Portanto, se um ponto caracterizado pelas variaveis de controle (A,U ) ¢ de

equilibrio o mesmo satisfaz a seguinte condicao:
¢T-{(KU+Ko)+§K1(U)+éK2(u,u)]u—AF}zo 6.1

Esta condicdo (6.1) deve ser atendida para todos os vetores de deslocamentos

incrementais ndo nulos, ou seja, V ¢#0. Portanto, a expressdo (6.1) se resume

simplesmente na expressao (6.2) a seguir, que corresponde a equagao de equilibrio para

sistemas estruturais discretizados:
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[(KG+K0)+%K1(U)+%K2(U,U)]U = JF (6.2)

A expressdao (6.2) leva em consideracdo a presenca de tensdes iniciais por meio da

matriz K_, caso de se adotar o RLA.

Costuma-se utilizar a seguinte expressao equivalente a (6.2):

K, -U=AF (6.3)

onde Ks ¢ a chamada matriz secante, pois representa a inclinagdo de uma reta que cruza
o ponto da configura¢do de equilibrio inicial e o ponto da configuragdo de equilibrio

incognita.

Por sua vez, a matriz secante ¢ composta de duas outras parcelas: uma dependente dos
deslocamentos e a outra ndo, sendo respectivamente chamadas de matriz de rigidez
tangente (K;) e matriz de rigidez ndo linear (K, ), sendo esta tltima dependente dos
deslocamentos e, portanto, responsavel pela ndo-linearidade algébrica da equacgdo de
equilibrio. Assim, as expressdes equivalentes (6.2) e (6.3) podem ainda ser escritas

como:

(k; +ky )-U=4AF (6.4)

sendo evidentemente,

K; =K, +K, (6.5)
1 1
K. =5K1(U)+EK2(U,U) (6.6)

A matriz de rigidez tangente representa a inclinacdo de uma reta tangente a trajetoria de

equilibrio no ponto conhecido (configuragdo inicial). Por sua vez, a matriz de rigidez

60



ndo-linear representa justamente o erro, ou melhor, a diferenga entre as inclinagdes da

reta tangente e da reta secante.

Entretanto, deve-se observar que, ao se adotar o RLT a equagdo de equilibrio deve ser

modificada, j4 que ndo sdo consideradas tensdes iniciais, portanto, a matriz de rigidez

tangente no RLT (K{"") equivale simplesmente a matriz de rigidez elstica, ou seja,
KM =K, (6.7)

6.2 Equacoes Incrementais de Equilibrio

Nesta secdo ¢ determinada a equagdo de equilibrio incremental para solugcdo com

processos iterativos. Para o desenvolvimento da mesma, inicialmente considera-se uma

configuracdo de equilibrio conhecida, caracterizada pelas variaveis (U, 1%).

A andlise incremental baseia-se em que a partir da configuracao de equilibrio conhecida
seja aplicado um incremento de carga (AAF ), o que naturalmente desencadeara um
correspondente acréscimo de deslocamentos (AU ). Desta maneira a nova configuragao
de equilibrio ¢ descrita com a aplicagao destes incrementos, a partir da configuracao
conhecida, na equagdo geral de equilibrio (6.4). Deve-se observar que a matriz de
rigidez tangente definida em (6.5) n3o se altera, j4 que ¢ independente dos

deslocamentos, portanto, a equagdo (6.4) na nova configuracdo pode ser escrita como:

KK (UF £ AU)+ K (U AU AU) [{UF a0 = (25 A0)F (g5

Separando as parcelas independentes de (AU ) e aplicando as propriedades das matrizes
de rigidez definidas no capitulo 3, apos algumas poucas manipulagdes algébricas, a

expressao (6.3) pode finalmente ser escrita como:

KEAU = (K7 +K§ JAU = AAF (6.9)
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onde,

K =(K, +Kq)+ Kl(UE)+%K2(UE,UE) (6.10)
1 1 1
KE,L:EKI(AU)+EK2(AU,AU)+EK2(AU,UE) (6.11)

Na Figura 6.1 sdo representadas “geometricamente” as matrizes secante, tangente e nao-

linear.

i+l

iU i+1U U

Figura 6.1 Representacdo das matrizes secante, tangente e ndo-linear.

Deve-se notar que neste caso o incremento de deslocamento (AU ) é a variavel

incognita que diferencia a matriz de rigidez tangente da matriz de rigidez nao-linear, ja

que os deslocamentos (U *) da configuragdo de equilibrio inicial sdo conhecidos.

No caso de adotar o RLT, os deslocamentos do ponto E sdo medidos desde a origem e

sao desconsideradas as tensdes iniciais, resultando na seguinte matriz tangente:
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Kr.. =Ko+K1(UE)+%K2(UE,UE) (6.12)

Deve-se ressaltar que ¢ possivel a obtengdo de boas aproximagdes somente com a
utilizacdo da matriz tangente, o que se constitui na chamada andlise incremental
linearizada. Neste caso, torna-se de grande importancia a utilizagdo de técnicas
iterativas que corrijam, ou melhor, diminuam os erros que seriam evidentemente

propagados.

No caso da andlise incremental linearizada os incrementos de deslocamentos (AU )
resultariam de aproximacgdes lineares do incremento de deslocamento AU , portanto, a

expressao (6.9) fica escrita como:

[(KG+KO)+ Kl(UE)+%K2(UE,UE)}AU:A/1F (6.13)

Portanto, fica assim demonstrada a equac¢dao de equilibrio incremental linearizada
previamente apresentada na expressdo (5.1) do capitulo anterior. A vantagem da

utilizagdo da equacdo de equilibrio incremental linearizada é que na mesma, as matrizes
de rigidez K, e K, sio calculadas com os deslocamentos conhecidos (U ), ja nas

expressoes anteriores (6.4) e (6.9) as mesmas ou ndo seriam utilizadas - no caso da
linearizacdo de (6.4) - ou teriam que ser calculadas de maneira iterativa com o proprio

deslocamento incognita do problema.

6.2.1 Solugdo das Equagoes de EEquilibrio Incrementais Linearizadas

Como dito anteriormente, a solucdo puramente incremental da expressao (6.13) ndo ¢
rigorosamente precisa. O procedimento adota para solu¢do puramente incremental

consiste sequencialmente em:
e C(Calcula-se o incremento de carga (A4 );

e Calcula-se a matriz tangente linearizada;
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e C(Calcula-se o incremento de deslocamento que ¢ a solucao da equagdo (6.13), ou

melhor, AU =(KE )" AZF ;

e Adiciona-se o incremento de deslocamento, ou seja U =U F+AU ;
e Atualiza-se o referencial (caso do RLA).

Ainda assim para se obter melhores resultados ¢ necessario utilizar pequenos

incrementos de deslocamentos.

Resultados muito melhores podem ser obtidos por meio de técnicas iterativas, em que
sdo avaliados e minimizados os residuos gerados em cada incremento. Dentre os

métodos iterativos mais usados destaca-se o método de Newton-Raphson.

A aplicagdo do método de Newton-Raphson na solug¢do incremental baseia-se na adogao
da matriz de rigidez tangente linearizada como sendo a matriz Jacobiana utilizada nesse
método - o que pode ser visto caso se realize a expansdo do sistema de equacdes em
sériec de Taylor, conforme demonstrado e utilizado em [25]. J& o critério de
convergéncia normalmente adotado ¢ um valor maximo (tolerancia) para a relagao entre
a norma euclidiana do vetor residuo e do vetor de forcas aplicadas, sendo o residuo

definido como:

R=(A%+A2)F -K;*-U (6.14)

Caso se adote o RLA, as atualizacdes de referencial sdo feitas ao final de cada

incremento.

Contudo a utilizacdo do método anteriormente citado ndo possibilita a determinag¢do de
configuracdes de equilibrio instavel, devido o constante acréscimo de carga. Para
obten¢do de pontos de equilibrio instaveis faz-se necessaria a utiliza¢do de técnicas de

controle do avango da trajetéria, tal como de deslocamentos ou de comprimento de arco.
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6.3 Equacoes Assintoticas de Equilibrio

Conhecida como técnica de perturbagdo, esta formulagdo foi primeiramente
desenvolvida na COPPE no trabalho de doutorado de ANTONINI [24]. Consiste em
uma maneira de determinar o caminho ndo-linear de um sistema estrutural a partir de
uma série que combina parametros de perturbagdo e modos fundamentais, criticos e

pos-criticos.

Supondo que seja conhecida uma configuragdo de equilibrio caracterizada por
(AF,UF), a partir dessa configuragio os deslocamentos U e o pardmetro de carga A

sdo escritos de forma paramétrica em termos de série de poténcia como:

U=Uf+aU +a’U,+a’U;+..+a"U =U+> a'U
i=1

: (6.15)

A= vad+&d L+’ +. . +a A, =5+ a'A (6.16)

i=1

sendo: o o parametro de perturbacdo usado para medir o avanco ao longo da trajetoria

de equilibrio; U, as aproximacdes lineares, quadraticas, cibicas, etc. dos deslocamentos

e A as respectivas magnitudes do carregamento.

Aplicando essas formas paramétricas, pode-se escrever a equagdo de equilibrio (6.2)

como:

i=1

+%K2 (U . +iaiui,u . +iaiuiﬂ.(uE +ia‘uij{/ﬁ +§n“a‘z,,}.|:
i=1 i=1 i=1 i=1

{(KU+KO)+%K1(UE +iaiUi]+

(6.17)

Apos a utilizagao das propriedades das matrizes de rigidez definidas no capitulo 3 e da
realizacdo de varias manipulacdes algébricas a expressdes (6.17) poderd ser escrita

como.:
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j-1

Zn:ai {K'IF'Ui -A4F +;:Z_11: KKl (U))+K, (U E’Uj)+k:1§K2 (Uk’Ujk)J'Uii}}zo (6.18)

i=1

[EY

em que para cada poténcia do parametro o, tem-se as seguintes equagoes:

a(KEU, -4, F)=0 (6.19)
2*(KEU, +K/ U, - 4,F)=0 (6.19b)
&} (KEU, +K U, +K U, = 4,F)=0 (6.19¢)

a{KTE.Ui+(iK}‘.Ui_jJ—/IiF}=O (6.20)

sendo
K, =%K1(Ul)+%K2(UE,U1) o
.1 1 1
K, ZEKI(U2)+§K2(UE,Uz)+ng(U1,U1) (6:215)
o 1 . 142t (6.22)
K; :EKl(Uj)+EK2(U =Uj)+gZK2(Uk’Ui*k) .
k=1

Portanto, desta maneira a equagdo de equilibrio (6.20) corresponde a uma série de
poténcias em termos do parametro de perturbacdo e deve ser atendida para qualquer

namero (i) de termos considerados. No caso de ser adotado o RLT a matriz tangente

(K7 ) ndo conta com a participagdo da matriz de tensdes iniciais (K ).
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6.3.1 Solugdo das Equagoes Assintéticas de Equilibrio

Aqui serd exposto um procedimento de solucdo dos sistemas apresentados
anteriormente (6.20). Salienta-se que este procedimento foi apresentado primeiramente
por ANTONINI [24] e consiste na busca de obtencdo de termos ortogonais, € que

resultara na solugdo direta do sistema como a seguir descrito:

A primeira consideragdo do procedimento ¢ de que o primeiro sistema atenda a seguinte

condicdo de partida,

Ay =1 (6.23)

consequentemente o termo linear para a aproximagdo assintotica dos deslocamentos é

obtido pela simples expressao:

U, =(KE)'F (6.24)

Dai em diante, nas demais equagdes, usa-se uma condi¢do adicional de ortogonalidade,

entre os deslocamentos a serem calculados U, e os ja obtidos U, ,, segundo a

expressao:
U_, KfU =0 (6.25)

Portanto, a expressio corresponde a condigio de vetores K ortogonais.

A condicdo (6.25) ndo garante a ortogonalidade entre todos os vetores, o que seria

considerado ideal, entretanto facilita a solugdo das equacdes, como serd visto adiante.

Assim, utilizando-se esse processo para cada equagdo formada por n termos

(n=1,2,...1) é obtido o seguinte sistema formado pelas equacdes (6.20) e (6.25):
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1
E *
e o faf 626
(Ui—l)'FT 0 /1i : 0

Observa-se que o sistema (6.26) pode ser facilmente triangularizado ficando na forma:

{Kf F ] {u} A
) : . (6.27)
0 (U, F|lA u,,) .(;Z;KT-Ui_J

Finalmente, por meio do sistema triangularizado (6.27) as expressdes gerais para Aj e U;

(incognitas dos sistemas de equagdes) sao definidas respectivamente nas equacoes

(6.28) € (6.29) a seguir:

(ui_l)T{:Zj;K}‘.ui_jj

U)F

A = (6.28)

U, = (K¢ )“.[,m: —iiK;‘.uij] (6.29)
=

Portanto, neste procedimento, ap6s o calculo do primeiro vetor de deslocamentos (U, )

com a expressdo (6.24) obtida a partir da condigdo (6.23), calcula-se a proxima

amplitude do carregamento (A,) o que por sua vez possibilitard o célculo do segundo
vetor de deslocamentos (U,) e assim sucessivamente até o calculo de todas as
incognitas do sistema (4,U,). O ultimo passo do procedimento, para obtengdo das

aproximacoes, consiste no calculo das séries definidas em (6.15) e (6.16). Interessante
notar que, neste procedimento ndo se utilizam métodos iterativos, ja que as incognitas

sdo obtidas sequencialmente num sistema de equacdes determinado.
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6.4 Formulacdo das Equacdes Modais de Equilibrio

A partir de modos de deformagdes pré-determinados, normalizados e linearmente
independentes, obtidos quer seja pela resolucdo do problema de autovalor (modos
criticos), ou com expansdes assintoticas (modos assintoticos), ou com a decomposi¢ao
espectral da matriz de rigidez tangente ou de outra origem, pretende-se estabelecer uma
combinagdo linear dos mesmos de maneira a chegar a uma aproximacdo de

deslocamentos.

Assim a aproximagdo para os deslocamentos aqui desenvolvida ¢ dada pela seguinte
combinacdo proposta em [97], que se constitui em uma variagdo da proposta por
Antonini [24] que por sua vez foi baseada nos trabalhos apresentados por CARNOY
[74] e [75]:

U=a.g (6.30)

onde, @ sdo as amplitudes dos modos e ¢, sdo os respectivos modos linearmente

independentes e normalizados, portanto, formam uma base — essa propriedade ¢ de
fundamental importancia para a solugdo das equacdes que aqui serdo definidas,

conforme evidenciado mais adiante.

Com essa aproximacdo de deslocamentos, pode-se obter uma nova expressdo para a
EPT de sistemas discretos, chamada de Energia Potencial Total Reduzida (EPTR).
Assim, substituindo a aproximag¢do de deslocamentos (6.30) em (3.58) e obedecendo a

regra de repeticao indicial se obtém:

. 1 1 1
V= aigoiT.{[E(Ka + K°)+E K, (a0, )+Z K, (a0, ,ak(pk)}.algol —AF} (6.31)

em que i,j,k,I =1, 2, ..., nimero de modos.

Aplicando as propriedades das matrizes de rigidez, e respeitando a regra de

multiplicidade de indices, a equagdo (6.31) pode ser facilmente escrita como:
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1 1
\ ZEaiawoiT.(Ka +Ky).0, L [coiT-Kl(?f’j )-(/’k} (6.32)

2—14aiajaka| [(piT.K2 ((oj ,(ok).(pl]—lai (goiT.F)

Agora extremizando a EPTR em relacdao as amplitudes modais obtém-se a equagdo de

equilibrio modal:

0;\; =4 iT'(KaJrKO)'(pj+%ajak|:¢iT'Kl(¢j)'(pk:|+éajakal |:¢iT'K2(¢j’¢k)'(pl:|_ﬂ’(¢iT'F):O (6.33)

Nos trabalho anteriores ([24],[25], [96], [97]) desta linha de pesquisa do PEC,

normalmente a equagdo de equilibrio modal € escrita em termos de parametros como:

h (a,4)=a, (Ai}f + Ai?)+%ajak8ijk +%ajakalcijkI — D, =0 (6.34)

sendo neste caso,

A =0 K_ o, (6.35)
Al =0 K., (6.36)
By =0 K, (o)) (6.37)
Ciu=0" K, (0.0) 0 (6.38)
D =g F (6.39)
a,=(a, a, .. a) (6.40)

Portanto, utilizando-se o nivel de carga (1) como parametro de controle, as equagdes de
equilibrio fornecem as amplitudes dos modos (a). Sdo ainda observadas as seguintes

caracteristicas de simetria para os parametros modais definidos em (6.35) a (6.38):
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AS = A7 (6.41)

A = A} (6.42)
Bijk = Bikj = Bjik = Bjki = Bkij = Bkji (6.43)
Ciji =Cijik =Ciji =--=C;i (6.44)

Estas caracteristicas surgem como conseqiiéncia das propriedades das matrizes de
rigidez. Nota-se facilmente a importancia dessas caracteristicas, pois reduzem
significativamente os esforcos para calculo dos termos na medida em que o numero de

modos aumenta.

A equagdo de equilibrio no RLT pode ser obtida simplesmente com a retirada do termo

correspondente a matriz de rigidez de tensdes iniciais e assim tem-se:

1 1
h(a,i),, =aA +§ajakBijk +gajaka,Cijkl -AD. =0 (6.45)

Neste caso, durante o processo de solucdo ndo ¢ feita a atualizagdo de referencial.

Ressalta-se ainda que os ultimos resultados apresentados por ALVES [97] com a analise
assintotica modal foram obtidos com a utilizagao de sistemas de equacdes no RLT e os
parametros modais foram formados com matrizes definidas a partir de um truncamento
do tensor de Green-Lagrange. Além disso, eram considerados somente modos
assintoticos em numero limitado, j4 que na pratica poucos modos assintoticos sdo
linearmente independentes e consequentemente resultando também em poucos modos

ortogonais.

6.4.1 Escolha da Base para Andlise Assintética Modal

Como mencionado anteriormente, o fundamento da andlise assintotica modal ¢ de que

os deslocamentos possam ser aproximados por combina¢des de modos ortogonais
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normalizados (vetores ortonormais), portanto, pressupde-se a utilizacdo de uma base

ortonormal na combinacao modal.

Caso sejam utilizados modos assintoticos, termos U, definidos em (6.29), na

combinacdo modal, faz-se necessaria a verificacdo da dependéncia linear dos mesmos,
J& que como visto anteriormente a partir da expressao (6.25) ndo hé qualquer garantia da
independéncia linear dos pares de modos ndo imediatamente consecutivos, ou seja, ndo

se pode afirmar que U, ¢ ortogonal a U, para k >i+1, sendoi=1, 2, ..., n—modos.

Além disso, caso seja considerada uma combinacdo de modos assintdticos com outras
formas modais, mesmo que estas sejam advindas de um problema de autovalor, faz-se
necessaria a determinacao e selecao dos modos que sdo linearmente independentes (LI)
nesse conjunto de vetores. Neste trabalho propde-se exatamente isto: uso de uma
combina¢do de modos assintdticos e de modos criticos advindos respectivamente das

expansdes em série de poténcia e de um problema de autovalor.

Quanto ao problema de autovalor adotado, neste trabalho opta-se pelo problema de

autovalor consistente no RLT, por dois motivos:

e O referido problema de autovalor fornece melhores aproximagdes que o
problema classico para estruturas com comportamento pré-critico ndo-linear, ja

que a matriz K;, que é dependente de deslocamentos, melhor considera as
contribui¢des de esforgos de flexdo que a matriz K_ e, portanto, podendo

resultar em modos mais significativos;

e O custo computacional para solucao do problema de autovalor no RLA ¢ maior,
além disso, o que aqui sdo almejadas sdao as formas modais e ndo a precisdo na

estimativa do valor da carga critica.

Uma maneira de verificar a dependéncia linear desse conjunto de vetores, a ser utilizado
nas analises assintoticas modais, se da por meio do calculo do posto da matriz composta
pelo mesmo com os vetores dispostos em coluna ou linha (aqui chamada de matriz

modal). Neste caso o valor do posto da matriz modal corresponde ao nimero de vetores
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LI dessa matriz. Este método de determinagdo do numero de vetores LI tem como

desvantagem a nao identificacao dos respectivos vetores.

Uma forma de contornar este problema se da pela construgdo iterativa da matriz modal,
ou seja, primeiramente a mesma ¢ constituida de dois vetores e entdo ¢ feita a
verificacdo do valor do seu posto, caso este seja igual ao nimero de vetores acrescenta-
se mais um vetor na matriz e recalcula-se o posto e assim sucessivamente. Caso o posto
seja menor que o numero de vetores da matriz modal, o ultimo vetor ¢ substituido pelo
proximo da sequéncia até que todos os vetores tenham sido analisados. Recomenda-se o
procedimento da prévia normalizagdo de todos os vetores a serem analisados, de

maneira que os mesmos nao apresentem ordens de grandeza muito diferenciadas.

A seguir ¢ apresentado, na Figura 6.2, o algoritmo de montagem iterativa da matriz

modal M com os vetores U, linearmente independentes, previamente normalizados,

dispostos em suas colunas:

Inicio do algoritmo

F=i
i=1
Inguanto (1 < n) faca
k=i+!
Para j=12,. .np faca
M@ 1) =U, (j)
Fim do ciclo
Se (1> 1) entio
P = posto de M
[ do se
Se (P <1 enrio
Para j=1,2, . np faca
l M If} il = Uk |;i' )
Fim para
P = posto de M
¥ b=k+1]
fia: do se
L J i=1+1
L J

Fim enquanto
Fim do algoritmo

Sendo: n — niimero de modos; Np — niimero de posi¢des dos vetores U, .

Figura 6.2 algoritmo para montagem iterativa da matriz modal.
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Deve-se notar que, como o valor maximo do posto de uma matriz de dimensdao mxn ¢
o menor valor entre o nimero de linhas e o nimero colunas da mesma e, sendo a
quantidade de vetores menor que o numero de posi¢des (graus de liberdade) destes
vetores, fica garantido que o posto da matriz M serd no maximo igual ao nimero de

vetores (formas modais) considerados.
6.4.1.1 Calculo do Posto da Matriz Modal

O célculo do posto da matriz modal (M) pode ser feito contando o numero de linhas nao
nulas de sua forma escada. Outra maneira, inclusive numericamente mais precisa, da-se

por meio da decomposi¢do da mesma em valores singulares.

A decomposi¢do em valores singulares de uma matriz M de dimensdo mxn consiste
em fatora-la no produto USV'. O posto da matriz M ¢ igual ao numero de valores
singulares ndo nulos dessa decomposi¢do, os quais estdo presentes na diagonal principal
da matriz S . As matrizes U e V sdo matrizes quadradas ortogonais e de ordem mxm e
nxn, respectivamente. A matriz S possui apenas os valores singulares da matriz M, os

quais sdo dispostos ordenadamente em sua diagonal principal, ou seja,

g 0 0 0
S= 0w 0 Com 4, > p1,>...> 1 >0 (6.46)
0 0 . 0/ Lo " '

0 0 0 x

A decomposi¢ao em valores singulares da matriz M de ordem mxn possui, dentre

outras, as seguintes caracteristicas demonstradas na literatura (e.g. LAY[114] e

LEON[115]):

e Os valores singulares de M sdo calculados como: g, =./4, j=12,...,n, sendo

J; os autovalores da matriz M"M ;

e Os valores singulares de M {4, 1t,,...,44,} sdo Unicos, portanto a matriz S ¢

unica. Toda via ndo ocorre 0 mesmo com as matrizes U e V ;
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e A matrizV diagonaliza a matriz M™M ;

e Como V diagonaliza M M, os elementos Vv ; s@o autovetores de M™M ;

e MM'T =USS'U', o que implica que U diagonaliza MM e consequentemente

0s U; sdo autovetores de MM " ;

e Os v; e u; s3o chamados respectivamente de valores singulares a direita e a

esquerda da matriz modal M.

Portanto, a determinagao do posto da matriz modal M ¢ feita por meio do célculo dos
autovalores da matriz M"M . Uma vez determinados os vetores U, que sdo LI, por

meio da decomposi¢do da matriz modal em valores singulares, o passo seguinte ¢ a
ortogonalizacdo dos mesmos, o que pode ser feito com o emprego dos processos de

Gram-Schmidt, tal como a seguir descritos.
6.4.1.2 Processo de Ortognalizagdo de Gram-Schmidt

O processo de Gram-Schmidt consiste na ortonormalizacdo de um conjunto de vetores

LI {U,,U,,...,U } pertencentes a um espago S de dimensdo N munido de produto

interno. O processo utiliza projegdes ortogonais para constru¢do de uma base

ortonormal.

Considerando que {¢,,9,,...,¢,} ¢ a base ortonormal de S que se queira construir a

partir da base {U;,U,,...,U } de S. A projecdo ortogonal P do vetor ¢, com

i1=1,2,...,n sobre a base {U,,U,,...,U } ¢ definida como:

P =(0,,,U)U; +(9,,,.U,)U, +...+(0,,,U;)U, (6.47)

O primeiro vetor da base ortonormal ¢, ¢ definido como:
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1
0 = (MJUD (648)

Os demais vetores por sua vez sao:

1
= |((Us =P,
’ [uus—psz( P:) 649)

1 .
Py _£M](Ui+l —p;) parai=12,...,n-1

i+1 " Vi

Desta maneira a base ortonormal formada pelo conjunto de vetores {@,,,,...,¢,} foi

construida a partir da base {U,,U,,...,U_} doespago S de dimensdo n.

6.4.1.3 Processo de Gram-Schmidt Modificado

O processo anteriormente apresentado possui o inconveniente de ser impreciso quando
computacionalmente aplicado, e os erros gerados podem resultar na perda de

ortogonalidade dos vetores ¢,. Uma alternativa para contornar este problema da-se por
meio de uma modificagdo nos vetores U, parai=2,3,...,n. O primeiro vetor ¢, ¢

calculado igualmente ao processo original de Gram-Schmidt, ou seja,

Q= (ﬁJUl (6.50)

Agora subtraindo dos vetores U, a respectiva projegdo do mesmo sobre ¢, e utilizando

anotagio U, para a k-ésima modificagio do vetor U, , tem-se:
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U, =U, —((plTUi)Ul comi=2,3,...,n

Dai sdo definidos:

1
UHJ

Agora ortogonalizando U; em relacdo ao vetor ¢,, tem-se:

U, =0, —((p; 1Ui)qo?_ comi=34,...,n

Repetindo o processo tem-se até o ultimo passo:

- 1 (n-1)
Pn = [WJ U,

(6.51)

(6.52)

(6.53)

(6.54)

A seguir, na Figura 6.3 apresenta-se o algoritmo do processo de Gram-Schmidt

Modificado, que determina a base ortonormal {¢,,@,,...,¢,} a partir dos veto

{U,,U,,...,U,} doespago vetorial S de dimensdo n(LEON [115]).

res LI

Inicio do algorinno
Parai=12, .n faca

n= 1]

g;ol_ :iq
f;.

i=1

Para kb =i+ j.n faca
=AU,
Up=U— 18
J=7ti

¥ Fim do ciclo
Fim do ciclo

v
Fim do algoriomo

sendo: n — vetores considerados; U, - os vetores LI de entrada no processo.

Figura 6.3 algoritmo do processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt Modificado.
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Pode-se perceber que o processo de Gram-Schmidt aqui exposto ¢ simples e resulta
numa base ortonormal determinada a partir de uma base ndo ortogonal de vetores.
Portanto, seu uso ¢ conveniente na determinagdo de uma base vetorial para a analise
modal assintdtica, inclusive com vetores de diferentes origens - como proposto neste
trabalho com a utilizagdo de combinac¢do mista de modos assintoticos e modos criticos -

desde que haja garantia de serem LI.

Ja os vetores (modos) linearmente independentes podem ser determinados através do
posto da matriz modal, o qual ¢ calculado com a decomposi¢do da referida matriz em
valores singulares, tal como descrito anteriormente. Assim, a base ortonormal para
analise modal assintdtica terd dimensdo igual ao numero de vetores (modos) LI,

determinados segundo o critério de sele¢dao aqui apresentado.

O processo de determinagdo da base para andlise modal exposto nesta sessdo constitui-
se numa inovagdo nesta linha de pesquisa. Nos trabalhos anteriores, ou ndo era
assegurada a ortonormalidade dos modos usados na combinacdo modal (trabalho de
Antonini [24]), ou a combinacado era limitada a pouquissimos modos assintdticos, ja que

ndo era utilizada uma maneira eficaz de selecao dos modos a serem ortonormalizados.

6.4.2 Solugdo das Equagoes Modazis de Equilibrio no RLA

Geralmente sdo empregados métodos iterativos para solugdo de sistemas ndo-lineares,
sendo os de Newton-Raphson (método padrio ou método modificado) os mais

empregados em analise estrutural.

Nesta secdo sdo descritas as equagdes relativas a aplicagdo do Método de Newton-
Raphson associado a técnica de controle do comprimento de arco para solugdo do
sistema nao-linear formado pelas equacdes modais de maneira a determinar o completo

tragado das trajetdrias de equilibrio de sistemas estruturais.

Ressalta-se que ao se adotar como condi¢do adicional a restricdo do comprimento de
arco (AL ), obtém-se uma equagdo a mais e assim todas as amplitudes juntamente com a
intensidade do carregamento sdo tomadas como incognitas. Na Figura 6.4 ¢ feita uma
representacao da técnica do controle de comprimento de arco, que a rigor representa o

comprimento da corda do arco. Na referida figura, a curva tracejada representa o espago
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de busca da solugdo (U, 'A), que é definida pelo comprimento AL e os nimeros

(1,2,..,n) representam as iteragdes.

-—

U U U
Figura 6.4 Representacdo da restrigdo do comprimento de arco.

Por relacdo geométrica, e lembrando que os deslocamentos U sdo grandezas vetoriais e

A escalares, tem-se a seguinte expressao:

AL* = A2 + AUT AU (6.55)
onde,

AU=U-"U=(a,p)-("a,-p)=(Ca -""a)p, (6.56)
A=A =A) (=) e (A=) (6.57)

79



como os modos sdo ortonormalizados, tem-se:

AUT.AU :(iai _ Hai)(oiT (iaj _ i—1aj )(/7j :(iai _ i_lai)(iaj _ i—1aj )5” (6.58)
ou,
AUTAU =('a, _i-lal)z +('a, - i—laz)z...+(ian _ i_lan)z (6.59)

onde &; ¢ o Delta de Kronecker.

Substituindo (6.59) e (6.57) em (6.55) obtém-se a condicao de restrigdo de comprimento
de arco constante, que ¢ escrita como:
N . 2 N . 2
C=>("%-""4) +2('a,-"a,) —AL =0 (6.60)

n=1 1

Outra forma mais simples e de melhor convergéncia do método do controle de arco ¢ o

chamado de controle de arco cilindrico o qual é simplesmente escrito como a seguir:

AL2 =AUT AU (6.61)

Neste caso a equagdo de restricao se resume em:

N . 2
C=Y('a,-"a,) -A* =0 (6.62)
n=1
Portanto, uma forma de se ter o completo caminho de equilibrio, no Método Iterativo de
Newton-Raphson, da-se com a restricdo do comprimento de arco e assim o sistema nao-
linear na forma modal além de ser composto pelas equacdes de equilibrio (6.34), ainda

deve conter adicionalmente a restri¢ao definida em (6.60) ou (6.62).

Para aplicagdo do Método de Newton-Raphson na andlise incremental/iterativa utiliza-
se a matriz de rigidez tangente como sendo a Matriz Jacobiana do sistema. No caso de

utilizacdo do sistema modal, a Matriz Jacobiana ¢ definida a partir das derivadas das
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equagdes de equilibrio (modais e de restrigdo do comprimento de arco) em relagdo as
amplitudes modais e ainda do parametro de for¢a (no caso da equagdo de restri¢ao do

comprimento de arco). Portanto, a lei de formagao da Matriz Jacobiana (V) fica:

oh, Jh, oh, oh]
Jda, O0Ja, /a, s
oh, oh, oh, on,
da, Ja,  da, I
v= i P (6.63)
oh, oh oh  oh,
da, Jda,  da, IA
/C  oC AC  oC
oa, Ja,  Ja, 04|

onde as derivadas parciais sao:

5_22 — (A7 + A’ )+a, By, + %ak a,Cyq (6.64)
% - (6.65)
j_izz(iaj -"a) (6.66)
%: 2(%]_ _ iflﬂj) (6.67)

Caso seja utilizada a expressao (6.62) para a restrigao do comprimento de arco, a ultima

expressao (6.67) serd nula.

Fica assim definido o sistema de equacdes e a Matriz Jacobiana para aplicagdo do

método de Newton-Raphson na solucao assintética modal.
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Capitulo 7

Matrizes de Rigidez de Elementos de Portico

Como visto no capitulo anterior, o comportamento nao-linear de estruturas esbeltas ¢
regido por um sistema algébrico de equagdes, chamadas equacdes de equilibrio e de

estabilidade. Estas equagdes sio formadas por matrizes de rigidez (K_,K,,K,,K,) e

pelos vetores de for¢a e de deslocamento, sendo o primeiro as agdes previamente
conhecidas atuantes na estrutura e o ultimo a incognita do problema. Também foi
observado que as referidas matrizes de rigidez, que surgem quando as parcelas da
energia de deformacdo sdo escritas matricialmente, sdo expressas em termos de até a
quarta ordem dos deslocamentos, ou seja, os deslocamentos sdo os responsaveis pela
nao-linearidade do sistema algébrico. Para que o problema seja resolvido, observa-se a
necessidade da determinacdo das matrizes de rigidez, conforme realizado

oportunamente neste capitulo.

Para determinacdo das matrizes de rigidez do sistema estrutural discretizado, pode-se
utilizar um dos dois distintos caminhos apresentados no capitulo 3: a) por meio do
Método do Deslocamento Unitario, derivado do Principio do Trabalho Virtual, com
calculo das integrais definidas nas expressoes (3.39) a (3.42); b) por meio da energia de
deformagdo com aplicacdo do Primeiro Teorema de Castigliano que recai no célculo das
derivadas parciais das parcelas da energia de deformacdo do elemento, conforme as

expressoes (3.34) a (3.37).

Neste trabalho o calculo das matrizes de rigidez ¢ feito por meio das derivadas das
parcelas da energia de deformagdo do elemento (aplicagdo do Primeiro Teorema de
Castigliano), pois dessa maneira todas as matrizes sdo calculadas sem prévios céalculos

algébricos além das respectivas parcelas da energia de deformagdo, diferentemente do
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que ocorre quando se determina a matriz de tensdes iniciais usando o calculo por

integracao resultante do Método do Deslocamento Unitario.

Nos subitens a seguir sdo determinadas as matrizes de rigidez de elementos de porticos

planos e tridimensionais, ou espaciais, sob acdo de cargas nodais.

7.1 Matrizes de Rigidez do Elemento de Portico Plano

7.1.1 Fungoes de Interpolagio para Elementos de Porticos Planos

Os graus de liberdade para elementos de porticos planos sdo os definidos em (7.1),
conforme os possiveis deslocamentos nodais, em relacdo a uma configuragdo inicial,

representados na Figura 7.1.

UnT:(ul Vi ¢, U Y, ¢’z2) (7.1)
yg
\
P\
u
Vi
L = Uz

Xo

Figura 7.1 Deslocamentos nodais do elemento de poértico plano.

Em busca de fungdes de interpolagdo para os deslocamentos nodais de um elemento de

portico plano sdo verificadas as seguintes condi¢des de fronteira a serem atendidas:
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Para as translac¢des na direcao x:

u(x=0)=u, (7.2)

u(x=L)=u, (7.3)

Para as translagdes na dire¢do y e rotagdes no plano xy:

v(x=0)=v, (7.4)
v(x=L)=v, (7.5)
V'(x=0)=g, (7.6)
V'(x=L)=p, (1.7)

Adotando fung¢des polinomiais pode-se facilmente perceber que para os deslocamentos
U e Vv polindmios de primeira e de terceira ordem, como a seguir escritos, atendem as

condi¢des anteriores:
u(x)=a, +a,x (7.8)
V(X)=h, +b,x+b,x* +b, x° (7.9)

Aplicando as condigdes (7.2) e (7.3) em (7.8) e (7.4) a (7.7) em (7.9) e resolvendo os
sistemas de equagdes dai gerados sdo obtidas as seguintes solugdes para as constantes

dos polindmios:
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Constantes da fungdo U(X):

a, =u, (7.10)

U, -u,) (7.11)

Constantes da fun¢do Vv(X):

b, =V, (7.12)
b =9, (7.13)
b, = (302 _2|i"z1 ~0,) (7.14)
b, =_(2(/’z0 _E’zzl ~¢») (7.15)

sendo o deslocamento rotacional da corda no plano xy (¢,,) presente nas expressoes

(7.14) e (7.15) definido como:

(v, ~v) (7.16)
L

(DZO =

Ou seja, tém-se as seguintes fungdes polinomiais para interpolagao dos deslocamentos

nodais de um elemento de portico plano:

u(x)=u, +Mx (7.17)

(3¢zo _2¢zl _¢22) X2 (2(020 — ¥y _(022) X3 (718)

V(X) =V, + @, X+ i %

Ressalta-se que embora o polindmio para a interpolacdo de deslocamentos nodais U do

elemento, expresso em (7.17), atenda as condigdes de fronteira e forneca boas
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aproximagdes, 0 mesmo nao ¢ exato, ja que corresponde a uma fungdo linear e os
deslocamentos sao, a rigor, nao-lineares (ver Figura 7.1). Uma maneira de reduzir
satisfatoriamente o erro gerado com o uso do referido polindmia consiste no aumento da

discretizagao do modelo, que ¢ o procedimento adotado neste trabalho.

7.1.2 Deformagoes em Elementos de Pérticos Planos

A partir dos esforcos nodais (ver Figura 7.2) de um elemento de portico plano, calcula-

se as parcelas de deformagdo do tensor de Green no RLA g, &, e ¢, como:

Figura 7.2 Esforcos nodais atuantes no elemento com um prévio estado de tensoes.

O estado inicial de deformacgao (50) ¢ composto pelas parcelas:

€0 = Eextensional 7 € flexdo (7.19)

Que de acordo com a teoria da elasticidade sao definidas como:

E

Eextensional =~ EA (7.20)
M

; X
Ef )y (7.21)

z

€ flexdio (X’ y) ==
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sendo M_(x) o momento fletor atuante na se¢do segundo os planos xy, a um distancia x

do no inicial (origem do eixo local). Aqui se utiliza a conveng¢ao de sinais: deformagdes

positivas para esforcos de tragao.

Considerando-se que as variagdes do momento Mz(x) sejam lineares (ver Figura 7.3),

tem-se a seguinte funcao:

M, (x)=-M

z1

LMy, M) (1.22)

L

Finalmente pode-se escrever (7.19) como:

g =—"+——
EA EI

L

P .Yy {le_('\/'zﬁ'\/'u)x} (7.23)

M6

z2

nd2

VA

®

encurtamento

alongamento encurtamento

alongamento

i . e -
-nol - nbd2

Figura 7.3 Variagao linear do momento M _(x) ao longo do elemento e das

deformacgdes nas secoes extremas do mesmo.
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O tensor de Green-Lagrange pode entdo ser escrito como:

MHM} {g)z} (724)
dx 2 dx dx

sendo o deslocamento longitudinal (U, ) composto por: uma parcela extensional,

decorrente das flexdes em torno z € por uma constante, como se vé em (7.25).

dv
Utotar = U — y& (725)

Pode-se ainda realizar a uniformizagao das deformagdes com a seguinte consideragao:

dv) 1 tfdv
— | =—| |—|dx 7.26
(dxj LIO (dx] (7.26)
Substituindo (7.25) e (7.26) em (7.24) obtém-se:
du dv 1{(duY du d*v dvY 1 fdvY
_Qu_ dv drpduy ,  du div pfdv) Lerpavy g (7.27)
“7 y dx2+2{(de y dx dx2+y (de] +L~[0(dx] X

Sendo u e v as fungdes polinomiais definidas em (7.17) e (7.18). Aplicando estas
fungdes de interpola¢do em (7.27), calculam-se as parcelas ¢, e ¢, em termos das

constantes das fungdes de interpolacdo de deslocamentos, como a seguir escritas:

g =a,—-6ybx—-2yb, (7.28)

&, =18y’ b’x* +12y* bb,x -6y ab,x

2K 2 9 214 3 3
+2y°b, —2ya1b2+Eb3 L +§b2 b, L (7.29)

2 1
+§b22L2 +b, b2 +b, b2L+E(al2 +b?)

O passo seguinte, para obtengdo dos termos das matrizes de rigidez do elemento de
portico plano, consiste do calculo das parcelas da energia de deformacao

U, ,U,.,U,,U, ) utilizando para tanto as correspondentes parcelas do tensor de Green
115> “125 Y025 Y22 p p p
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envolvidas (¢,,¢&,, &, ). Deve-se salientar que no caso de elementos de barra de material

isotropico a matriz de relagdes constitutivas (D) corresponde ao modulo de Young (E).

7.1.3 Matriz de Rigidex Eldstica

Para calcular a matriz de rigidez elastica (K,) faz-se necessario obter a expressdo da

parcela U] para o elemento de portico plano, conforme a seguir:
1 iy

U, =—[(e1-E-¢1)-dV =— [ [(&1-E-£1)-dA-dx (7.30)
2 \ 2 A0

Que pode ser escrito como:

I\ (s.) dax (7.31)

-

I
N | m
> —

S, =[a,—y(6b,x+2b,)] (7.32)
Utilizando os conceitos de momento de segunda e quarta ordem de 4rea da secdo

transversal e considerando que o eixo de referéncia em cada elemento passa pelo plano

médio das secdes, as quais sdo admitidas simétricas, tem-se:

I, =|ydA
IA (7.33)

- IA y'dA (7.34)

Iyz”“dA: 0,n=0,1,2,3,.
(7.35)

Estas defini¢cdes sao também usadas mais adiante na determina¢do das demais matrizes

de rigidez do elemento de poértico tridimensional.
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Efetuando-se as integrais da expressao (7.30) com utilizagdo das defini¢des (7.33),

(7.34), e (7.35) pode-se calcular os termos da matriz a partir das derivadas definidas em

(3.34). Desta maneira, em (7.36) tem-se a matriz de rigidez elastica K; do elemento de
portico plano.

"R 0 0-R' 0 O]
0 R Ry O0-R; Ry
0 0 0 0

KD =
“|-R® 0 OR 0 0
0-R!-R? 0 R!-R!
| 0 R R 0-R) RY|
onde,
RO 2EI, (7.37)
L
RO 4EI, (7.38)
L
ro_SEL (7.39)
3 L2
ro_12E 1, (7.40)
4 L3
Rng—LA (7.41)

7.1.4 Matriz de Rigidex K 5

A matriz de rigidez geométrica ¢ originada da parcela Uy, esta por sua vez é:

n p—
U02 -

N | —

|
II(&O-E-52+52-E-£0)-dA-dX (7.42)
A0

Ou em temos dos coeficientes das fun¢des polinomiais de interpolagdo:
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Uy = % [[[](s1)+8,]-5, dadx (7.43)

A

sendo,

S, = %@b;f £3b,b,L¢ +2bb,L° +§b§ L +2bb, 12 +b12Lj (7.44)

S,=— s Y [m MutMy, (7.45)
EA EIl L

Apoés as integragdes na area ¢ no comprimento do elemento, definidas em (7.42),
utilizando sempre as defini¢des (7.33), (7.34) e (7.35) pode-se calcular os coeficientes

da matriz a partir das derivadas definidas em (3.35). Desta maneira, em (7.46) tem-se a

matriz de rigidez geométrica K do elemento de portico.

' RY RY RY-R7-RY RY]
RY R{ RY-RY-R{ Ry
«r | RO RRI-R7-RYRY (7.46)
—Ry -R{ -R¢ R{ RY-RY
~R? -R? -R? RY R -R?
| RY RY RY-RY-Ry RY|

onde

ro=21.P_PL (7.47)
AL 30

R;=4'ZP+2E (7.48)
AL 15

R;=6'Zf+3 (7.49)
AL 10
12LP 6P

RU: z + — 7.50

AL 5L (7.50)

Re =P (7.51)
L
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R = — M, (7.52)

L

oMy, (7.53)
’ L

re - Mzt Mg,) (7.54)
8 L2

Na literatura pesquisada esta matriz ¢ normalmente chamada de matriz de rigidez
geométrica, ou ainda de matriz de tensdes iniciais. Esta tltima nomenclatura se deve,
como se pode observar, ao fato da mesma representar a influéncia dos esforgos iniciais

na composic¢ao das deformagdes do elemento.

7.1.5 Matriz de Rigidex K

A matriz de rigidez K,(U") ¢ obtida a partir da expressdo (3.36) definida com as

derivadas da parcela Ulz da energia de deformagao, que por sua vez € expressa como:

|
U, = J.J.(é‘l-E~82+82'E-€1)-dA-dX (7.55)
A0

1
2
Aplicando-se as expressoes (7.28) e (7.29) em (7.55) fica:

u? =%j [,[(s)+s, s dadx (7.56)

A

com S, e S, definidos em (7.32) e (7.44) respectivamente.

Apos realizagdo da integracdo da expressdo (7.55) e com a aplicacdo da expressdo

(3.36) obtém-se a seguinte matriz:
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RORR-RR R
R R R-R-R R
o)) B R RRR R .57
~R'-R'-R! R R'-R!
_R'-R'-R' R' R!-R!
R R R-RR R

onde

R = 652'2 (u, —ul)—%(uz u) (7.58)
R =15 (0 —u) + 2 (s -u) (7.59)
R = (1 )+ (0, ) (7.60)
R;:§§§laub_ug+§;gﬁob_ug (7.61)
R! :6E—ZIZ(3¢ZO—¢Z1 —2¢22)+%(3¢20+¢21 —4¢,,) (7.62)
R! :%(3% 20, _¢22)+%(3¢20 dg, +0,,) (7.63)
mzﬁfum%-%ﬁ@g+5éig%ww%_%g (7.64)
RQ:E%AO%—UJ (7.65)

7.1.6 Matriz de Rigidez Ko

A parcela U,,, com a qual se obtém os elementos da matriz K, ¢ obtida com aplicagio

da expressao (3.37), conforme feito a seguir:
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ljj £2-E-£2)-dA-dx
A0

l\)

A expressdo (7.66) pode entdo ser reescrita como:

ug:-jj[ S,) }dAW

sendo S, e S, definidos ainda em (7.32) e (7.44) respectivamente.

segunda ordem de deslocamentos:

R’ R} R!-R’-R} R?
R? R’ RI-R:-R® R’
R? R’ RI-R:-R} R’
~R’-R’-R} R’ R}-R}
_R®-R2-R® R® RI-R?

K3 (Us.Up)=

sendo os seguintes coeficientes:

5%
L

EA a a a a a a a
Yool —[360% 00 =305 (b + ob ) =308, (5 + 05 ) + 405 00— 08, 00, — b 08 + 408 0 |
, OEL,

L3

[ 605, oh =300 (00 + 00)~30% (01 + 01, )+ 205, 0 + 05 b + 0 01 + 20, 0, |

%a (120}, -0l - wz»)+ﬁ5b(12¢’w v =0n)

18El, _, a a_  a
+ E L6 (2(/7?0_(951_(/’?2)4' B Zé‘b(z%o_@zl_%z)

, EA EA
Ri =35 0" (3¢ —4ei + g0 ) + 0" (305, — 40l + 01,

6El

+S8 40" (30l ~ 201 - 01:)

20" (300~ 204 — )+

(7.66)

(7.67)

Apos realizar as integragdes (7.67), utilizando ainda as defini¢des (7.33), (7.34) e
(7.35), pode-se realizar as derivadas da parcela U,, e assim realizar o calculo dos
termos da matriz por meio de (3.37), que inclusive possibilita a considera¢do de

distintos vetores de deslocamento U] e U, . Desta maneira se tem a seguinte matriz de

(7.68)

(7.69)

(7.70)

(7.71)
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R4 = %53 (3(p10 + (ozl 4(p12)+75b (3(010 Jr(pzl 4(p22)

6E

£5° (3%0 o - 24”12) 2|1 s (3%&0 -9} *24032)

6EA 36El

RI=——6%"+—5235%"
SL L
+E[216 1802 (02 + ¢, ) ~18¢" a+a+9a"—a"—ba+9a"}
5OL @zo ¢10 (/’zo (wzl @zz) <010 (<011 ¢12) ¢zl ¢zl ¢zl ¢12 ¢zl ¢12 @zz ¢12
2E|z a b _ a b b —6 b a a a b a b b a 22 a b
+ E 2169, ¢, =639, (?’zl Jr‘/Jzz) 3¢, (9011 +¢722)+ 220, @ +119}, 0;, + 110, @, + 22007, ¢,
72E|
o 25405, ohy ~ 2700 (04 + 01 )~ 2700 (0, + 02 ) + 1605 00, +110% 00, + 1168, 0%, +160% g |
EA 18EI
RZ=——5%"+ 18E1, 55"
10 L
EA
+ﬁ[54¢’z0 Pho =305 (905 — o8 )~ 305 (905 — 02 ) + 600, 0 + 05, 00 + 0l 0 + 0 0l |
2E|z|:63ab711a2b b711b23 a93b3ab3ba3ab
5L2 (pzl) wzu 9010( q)zl Jrq”zz) ¢zo( 6011 +(p12)+ ¢zl ¢zl + (011 (012 + (011 (012 + ¢712 q)zz
+ 365EJ “ |:54(/’?0 ¢?o _2(/7130 (16(/’?1 +1 1¢?2)_2(p§0 (16(/’;1 +1 1¢zaz)+ 21(/’?1 ¢?1 +1 1@51 (/szz +1 1¢:1 ¢zaz +1 l(pzaz ¢52J
R? :Eé'aé'b I8EI, 5%5°
10 L
EA b b a a a b a b b a a b
150 [54(/710 P +39%, (Wzl 9¢12)+3¢zﬂ (?’zl _9(p12)+(pzl P+ @, Py + Py P, + 007, ‘/712:|
2E| a b b b a a a b a b b a a b
A 26307, @0~ 1105, (0 +20% )~ 1100, (95 + 205, )+ 300, 0, +305 0% + 305, 02 + 905 o |
36E|zz a b a b b b a a a b a b b a a b
+ S |:54(/710 @0 =205 (1 lgy, + 16(/712)_2%0 (1 1}, +16§0z2)+11¢z| @ +110;, 0, +119;, 07, + 2197, ‘pzz:|
R = 2EAL 55" + 12E|Z 550
15
EAL
+E[27¢zn (/’zo ?5 (6(0?1 +¢’fz)_(/’?o (6(/’131 +(/’zaz)+8(/’za1 O =205 03, =200 9} +39}, ¢’?2j|
2EI a a a a a a a a
LZ |:22¢10 (/’?o =3¢y (3(951 + ¢zbz)_3¢?0 (3(”11 + (/712)"'8(/711 (/7;)1 + 0 40?2 + ¢zbl P+ 205, @?2]
+ 125I|E_I |:96¢’z0 P~ 3¢5 (21(”?1 +1 1(”52)_347?0 (21(”;1 +1 I(Dzaz)+44¢zal @5 +199], 0, +199;, 97, +149], ¢:z:|
EAL El
Rgz —_ §a§b 6 Y= §a§b
_EAL
S0 [3@0 ol +¢zo(¢’zl + 0 )+ 0l (05 + 00 )+ 205 08 — 305 00— 38 08 + 200, 0l |
2El, a a 2, a a a a , a
— (1105, 00 =305 (4 + 02 ) =308, (05 + 02 ) + 05 b + 208 00 + 200 08 + 05 0 |
12E|1166ab33ab b 33ba a 19ab14ab14ba19ab
+ 510 |: P20 Pro = P20 (¢z1 +¢z2)_ P20 ((/711 +¢’zz)+ P P T140, @y +130, @, +1590,, ¢zz}
2EAL 12El
R]ZO s 5a5b 3 =" 5a5b

EAL
+E|:27¢z0 ¢’zo (/’fo ((/’?1 + 6?’52)7 ¢?0 (¢zal + 6(/’?2 ) +3(/’16‘1 (/’?1 - 2(/’31 (/’?2 72(/’?1 (pzaz +8(/’za2 (/’?2:|

2EL,
+ 5L |:22(/’zao 40?0 73¢’zao (¢’§1 + 3?’?2)73(/’?0 ((/’zal + 3¢?z)+ 2(/’131 (pfl + (pzal (pfz + (/’51 (pzaz Jr8(/’132 ¢?2}

12El,
T 29605, %, ~ 3¢5 (116}, + 2105 ) 300, (1105, + 2100, ) +1405, %, + 1907, 01, +1990, 02 + 4407, o, |

(7.72)

(7.73)

(7.74)

(7.75)

(7.76)

(7.77)

(7.78)
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sendo,

5% = (U; _ula)

S = (Us 7ulb)

Caso se considere um unico vetor de deslocamento, ou seja, U

matriz de rigidez K] (U",U") sdo:

R 3EA
L
EA
+ﬁ|:18¢202 _3¢ZU ((pzl +¢22)+2¢zlz PPt 2¢222:|
12E1,
+ L3 [30202 _3¢20 (¢zl +(p12)+(p112 + 0, P +(p122]

36El
L3 : 6(2¢20 P 7(/)12)

2

EA
R, 215(12¢z0 ~ P *¢zz)+

EA 12ElI
R32 = E6(3¢10 _4¢zl +¢22)+?25(3¢20 _2¢zl _wzz)

EA 12El
Rf = E5(3(p20 + @, _4(p12)+?25(3¢10 — ¢y _Zsz)

R 6EA§2+36I§IZ 5

5L L
EA ) 2 2

+507L|i216¢720 _36¢z0 (¢zl+¢zz)+9¢zl _2(/)11 ¢)22+9¢z2 ]
4El, ) ) )

+ E |:108(p20 _63¢z0(¢’11+¢’zz)+11(¢’z1 TP P TP ):|
144E1,

+ 5L5 |:27¢7102 _27¢20 (¢21 +¢22)+8(/)le +1 1q’zl (%) +8(p222j|

(7.79)

(7.80)

(7.81)

(7.82)

U, =U" os termos da

(7.83)

(7.84)

(7.85)

(7.86)

(7.87)

96



EA ., 18EI,

RE_ERs52 52
° 10 L
EA ) )
+%[54¢10 —60,, (90, —0,,)+60," +20, 0,, +@,, J
L 2El, 7.88
5L2 |:63¢20 22(020 (2¢zl + ¢z2)+ 3(3¢212 + 2¢zl (022 + ¢122 )j| ( )
36E1, , . i
5L4 |:54¢10 - 4¢10 (1 6(pzl +1 1¢12 ) + 21(pzl + 22(pzl (%) +1 l(pzz :|
18El
R2 762 2 52
R =10 L
EA ) ) )
+ﬁ|:54¢10 +6¢ZO(¢ZI _9¢722)+¢7zl +2¢’zl ¢12+6¢12 :I
L 2E, (7.89)
- (630, =220, (01 +20,)+3(0," 420, 92 430" |
, 36EL, . . i
s |:54¢20 - 4¢20 (1 1(/)zl +1 6(/)22 ) +1 1(/)zl + 22(/’21 @+ 21@12 :|
R? = 2EAL 54 12El, 5
R L
EAL
+ﬁ|:27¢20 2¢zo (6¢zl + @ ) + 8(p212 - 4?’11 Pt 3¢122:|
LAEL 7.90
L |:1 1¢20 3(p20 (3¢zl +¢12)+4(p212 +¢zl (pz2 +(p222:| ( )
24EI —= .:48 3¢10 (2l(pzl + l k/’zz ) + 22¢z]2 + 19¢zl (/Jzz + 7(p222:|
R = EAL 52, OEL 52
T30 L
_EAL
150 |:3¢10 +2¢z0 (q)zl +¢z2)+2(¢zl 3q)zl ¢722 +¢122):|
,2EL, (7.91)
L [1 1¢’zo —-69,, (¢’z1 +¢’zz)+¢z12 +49, ¢, +¢222}
L12E, . , i
51° [66¢10 - 66¢20 ((/711 + ¢, ) +1 9% + 28(/)21 (2% 1 9¢22 jl
o _2EAL o, 12EI,
Y L
EAL
+ 150 |:27¢’zo —2¢,, (¢z1 +69,, ) + 3¢’z12 —40, ¢+ 8¢’zzz:|
e (7.92)
LZ |:1 1¢202 - 3¢’zo ((ﬂzl + 3¢22 ) + §0112 + wzl wzz + 4¢222:|
24EIl
t—3 SL = |:48¢20 3(p20 (1 lqozl + 21(p22 ) + 7@112 + 19(pzl (/)zz + 22¢z22:|

Salienta-se que na literatura pesquisada ndo se verificam as matrizes aqui definidas, as
quais se diferenciam por considerarem o tensor completo de Green-Lagrange com

uniformizacao de deformagdes.

97



7.2 Matrizes de Rigidez do Elemento de Portico

Tridimensional

7.2.1 Fungoes de Interpolagio para Porticos Tridimensionais

Na determina¢do das matrizes de rigidez do elemento de portico tridimensional

consideram-se os graus de liberdade definidos em (7.93).

UHT :I:Ul Vi W 91 Py Py u Vv, W, 92 ?y2 (022] (793)

Uma representagdo destes graus de liberdade ¢ realizada por meio dos deslocamentos

nodais na Figura 7.4.

Figura 7.4 Deslocamentos nodais do elemento de portico tridimensional.

As condicdes de fronteira a serem atendidas pelas fungdes de interpolacdo de

deslocamentos nodais sdo:
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Para as translagdes na diregdo x

u(x=0)=u,

u(x=L)=u,

Para as translagdes na dire¢do y e rotagdes no plano xy

v(x=0)=v,

v(x=L)=v,

V'(x=0)=gp,

V'(x=L)=9p,

Para as translagdes na direcdo z e rotagdes no plano xz
w(x=0)=w,

w(x=L)=w,

w'(x=0)=-gp,

w'(x=L)=-p,

Para as rotagdes na direcao x (tor¢ao)

(7.94)

(7.95)

(7.96)

(7.97)

(7.98)

(7.99)

(7.100)

(7.101)

(7.102)

(7.103)

(7.104)
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O(x=L)=6, (7.105)

Adotando funcdes polinomiais pode-se facilmente perceber que para os deslocamentos

u, v, w,d bastam polindmios de primeira ou de terceira ordem, ou seja:

u(x)=a, +a,x (7.106)
v(x)=b, +bx+b,x* +b, X* (7.107)
W(X)=c,+CX+C,X* +C; X° (7.108)
0(x)=d, +d, x (7.109)

Aplicando as condigdes (7.94) e (7.95) em (7.106), (7.96) a (7.99) em (7.107), (7.100) a
(7.103) em (7.108) e (7.104) a (7.105) em (7.109), e resolvendo os sistemas de equagdes

dai gerados sdo obtidas as seguintes solugdes para as constantes:

Constantes da fungdo u(x)

a, =U, (7.110)

(u, —u,) (7.111)

b, =V, (7.112)

(7.113)
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b, - (3¢, —2|i021 -0,,) (7.114)

b :_(2(020—%—%2) (7.115)
3 LZ

Constantes da fungdo W(X)

C, =W, (7.116)
C =-9, (7.117)
. ~ (3en-20,-9,) (7.118)
2 L
(20 -0,-9,) (7.119)
3 Lz

Constantes da funcdo 6(X)

d, =6, (7.120)

g = (6.-6) (7.121)

sendo os deslocamentos rotacionais da corda no plano xy (¢,,) e no plano xz (¢,,)

presentes nas expressoes (7.114), (7.115), (7.118) e (7.119) definidos como:

(v, -v) (7.122)

(W, —w) (7.123)

Portanto, ficam assim estabelecidas as seguintes fun¢des polinomiais para interpolagao

dos deslocamentos nodais de um elemento de poértico tridimensional:
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u(x)=u, L), (7.124)

L
V(X) =V, + @, X+ (3(020 _2(021 _(/)22) X2 (2¢20 —®Pn _¢22) 3 (7125)
1 z1 L Lz
(3%0 —2¢,, _¢y2) 2 (2¢y0 ~ Py _¢y2) 3 (7.126)
w(x)=w, -, x— 1 X+ B X
0(x)=6, +Mx (7.127)

L

Observa-se que, a func¢do de interpolacdo aqui adotada para os deslocamentos U do
elemento de porico tridimensional ¢ uma fungdo linear, assim como a adotada para o
elemento de portico plano. Portanto, também se faz necessario o procedimento de

enriquecimento da discretizacdo do modelo para reducdo de erros de aproximagao.

Deve-se ainda salientar que, as rotagdes nodais para o elemento de portico
tridimensional nao sdo grandezas vetoriais, quando assumem valores finitos. Porém, ao
se adotar o RLA o erro fica reduzido ja que os valores destas rotagdes sdo fracionados
em parcelas (incrementos) suficientemente pequenas para a serem tratadas como

vetores.

7.2.2 Deformagoes em Elementos de Porticos Tridimensionais

Com base nos esfor¢os nodais considerados na Figura 7.5 para um elemento de portico

tridimensional, pode-se calcular no RLA as parcelas de deformacdo ¢,, & e

&, conforme a seguir.

O estado inicial de deformagdo(s,), desconsiderando deformagdes tangenciais é

composto pelas parcelas:

(7.128)

€0 = Eextensional 7 € flexdo

sendo,
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P
Eextensional :a (7.129)

M
gflexéo (Xa y’ Z) =- MEZI(X)y + EyI(X)Z (7 1 30)
z y

onde Mz(x) e My(x) sdo os momentos fletores atuantes na se¢cdo segundo os planos Xy e
XZ respectivamente, a uma distdncia x do nd inicial (origem do eixo local). Aqui se

utiliza a convenc¢ao de sinais: deformagdes positivas para esforcos de tragao.

Figura 7.5 Esforcos nodais atuantes no elemento com um prévio estado de tensoes.

Considerando-se que as variagdes dos momentos M, (x) e M (X) sejam lineares (ver

Figura 7.6), tem-se as seguintes fungdes:

MZ(X)Z—MM(M”—ZM“)X (7.131)
(M ,+M 1) 7.132
My(x):_Myl"'%X (7.132)

Finalmente pode-se escrever (7.108) como:
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L M, Mo+ M) (Mﬂ*M_w)x (7.133)
EA EI, L L
A
M(x)
M: no2
X —
M.
:-: alo ng amento encurtamento : .
encurtamento z i -~ | alongamento
Cnol ~né2
Figura 7.6 Variagdes dos momentos M, (x), M, (x) ao longo do elemento e das
deformacdes nas segdes extremas do mesmo.
O tensor de Green-Lagrange pode entdo ser escrito como:
2 2 2
&= d (utotal ) + l d (utotal ) + [ﬂj + (d_wj (7 134)
dx 2 dx dx dx

O deslocamento longitudinal (U,,, ) ¢ composto por: uma parcela extensional, parcelas

decorrentes das flexdes em torno de y e z e por uma constante, como se vé em (7.135).

Utotar =U — yV,x + ZW,x (7135)
Substituindo (7.135) em (7.134) e uniformizando as deformagdes se tem:
¢=u x yvxx + ZWxx - yu,xvxx +zu xWxx - yzv,xxW,xx +

’ ’ ’ ’ C (7.136)

1 1 1
+ E{(u,x Pryiv, ) +22(w, ) + EJ.OL (v, )dx + I.[oL (w, )2dx}
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Aplicando as fun¢des de interpolagdo (7.124), (7.125), (7.126) e (7.127) em (7.136),
bem como suas respectivas derivadas, obtém-se as parcelas ¢, e ¢, em termos das

constantes das fungdes de interpolacdo de deslocamentos, como a seguir escritas:

& =a,—y(2b, +6b,x)+2(2c, +6C,X) (7.137)
&, =18x*(yb, —zc,)’ +12x(yb, - z¢,)(yb, —zc,)—6xa, (yb, —zc, ) +
+2(yb, —z¢,)’ —2a (yb, —zcz)+% L* (b’ +c32)+%L3(b2 b, +c,¢,)+ (7.138)

2 1
+3 L (b, +¢,7 )+ L (b by +c ¢,) + (b b, +¢ cz)+5(a12 +b’+¢7)

7.2.3 Matriz de Rigidex Eldstica

Como visto anteriormente os termos da matriz de rigidez elastica (K,) sdo obtidos a

partir das derivadas da parcela U, da energia de deformagao (7.30). Esta parcela pode

ainda ser acrescida da energia de deformacdo relativa a tor¢do de acordo com

TIMOSHENKO e GERE [116], ficando neste caso,

u" = ” [S/] dAdx+— 0 " (6,) dx (7.139)
onde,
S, =[a,—6x(yb,—z¢,)—-2yb, +2z¢, | (7.140)

Utilizando os conceitos de momento de segunda e quarta ordem e do produto de inércia
de quarta ordem da area da secdo transversal e considerando que o eixo de referéncia
em cada elemento passa pelo plano médio das se¢des, as quais sao admitidas simétricas,

além das propriedades (7.33), (7.34) e (7.35) sdo validas as seguintes propriedades:

[2"dA=0, paran=0,1,2,3,... (7.141)

A
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l, =[z’d, (7.142)
l, =[z'd, (7.143)

. =[y2°d, (7.144)

A

Ap6s realizagdo da integracdo (7.140) e das derivagdes apresentadas em (3.34) obtém-se

os termos da matriz linear K, como a seguir expostos:

'R 0o o o0 o0 0 -R 0 O 0 0 0]
0 RN 0 O O R O -RR O O 0 R
0 0 R/ O -RR 0 O 0O -R 0 -R' 0
o o0 o R O O O 0O 0 -R 0 0
o o0 -RR 0o RO O 0 O R 0 R 0
Ry Ry ~R! Ry
Ko = 00 Y0 0 0 5 00 0 0 0 " (7.145)
- 0 0o o0 O O R 0 O 0 0 0
o -RR o o o0 -RR 0o R 0 0 0 -R
0o 0 -RR O R O 0O O R 0 R o0
o o0 O -RR 0 O o0 O 0 R 0 O
0o 0 -RR 0 R O 0O O R 0 R 0
0o RY O O 0O Ry O -R;, 0 0 0 R
onde,
ro-EA (7.146)
L
Re = 12E L, (7.147)
L
RY - 6E2|z (7.148)
L
R! _12El, (7.149)
L3
R§=6E'y (7.150)
L2
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=T
o _4El,
’ L
o 2El
’ L
ro = 4EL
L
2E I,
Ry =2

7.2.4 Matriz de Rigidez K 5

(7.151)

(7.152)

(7.153)

(7.154)

(7.155)

Semelhantemente ao realizado com a parcela U]}, pode-se adicionar a parcela Ug, da

energia de deformacao (7.42) a parcela de energia referente a tor¢ao uniformizada, ou

seja:

|
u? =%jj[(sl)2+(sz+33)}s4 olA.o|x+%J (6, ) dx
A0

s, =%@ b2L° +3b,b,L* +2b b, L° +§b§ L +2bb, 12 +bij

S, = %(% ¢/’ +3c,c,L* +2¢.c, +§c§ L’ +2cc,L7 +¢’ Lj

S4 =L+L |\/|Z1 —MX
EA Elz L

(7.156)

(7.157)

(7.158)

(7.159)

Apos a determinagdo de Uy, por meio da integragdo de (7.156), pode-se aplicar o

célculo definido em (3.35) resultando nos termos da matriz K[ do elemento de portico

plano:
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'R’ R{ R
R RS 0
R 0 R?
0 0 0
R 0 -R”
< = R RS 0
-R7 R} -R;
R -RZ 0
R 0 -RY
0 0 0
R& 0 -R7
R R0
onde,
P
R7 =—
L
Ro‘ (M21+M22)
2 T LZ
(My1+|v|y2)
RS =— E
Ry =—~
YL
M
RSO':_ Lzl
RY =—22
0 L
M
R =— L“
, 6P 12PI
g — -, T 3
5L AL
U_P+6PIZ
10 AL

S O O O O O O o O o o o

RY
0
—-R°
R
—R?
RO’

11

R
0

Ry
Ry
0

R},

_ RSU

-R 95
0
0
0
R}

R’
Ry
Ry
0
—R?
—R?

—R°?
—R°

10

RY
RY
R o

10

o
R11

S O O O O O O o o o o o

RS
0
- Rﬁ
0
RS

_Rg

R |
Ry

0

0

0
RS
— R;T

o

(7.160)

(7.161)

(7.162)

(7.163)

(7.164)

(7.165)

(7.166)

(7.167)

(7.168)

(7.169)
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12PI
o =%+ — (7.170)

L (7.171)
10 AL

R =2 2L 2Pl (7.172)
15 AL

R __PL 2Pl (7.173)
30 AL

Ro =2 PL 4Pl (7.174)
15 AL

Rf’s=—ﬁ+2plz (7.175)
30 AL

7.2.6 Matriz de Rigidex K

A parcela da energia de deformacdo U,; conforme definigdo (7.55) é definida para o

caso de elemento de portico tridimensional como:

U3 =%H[(SI)2+(SZ+S3)]SI dA- dx (7.176)

Sendo também validas as expressoes (7.140), (7.157) e (7.158) na a integral (7.176).

Apos o calculo da integral (7.176), sendo aplicadas as propriedades (7.33), (7.34),
(7.35), (7.141), (7.142), (7.143), (7.144) além das funcdes polinomiais (7.25), (7.26),

(7.27) e (7.28) pode-se realizar o calculo dos termos de K (U") definido em (3.36),

conforme expressoes a seguir:
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¢zl

R R
R0
0 - Rll 0
0 0
0 Rlll
— R; 0
R R
R; 0
0 R1lo
0 0
0 R,
_ R; 0

(2¢ZO ¢zl - ¢22)

6EI
L2 — (3¢y0 _2¢y1 _¢y2)

(3¢20 2¢zl - ¢z2)

2¢y2)

¢22)

Rll R; R3I 0 Rl Rsl
ROR 0 0 0 R
RO 0 R, 0 R, 0
0 0 0O 0 O 0
RR 0 -R, 0 R, 0
R 'Ry, 0 0 0 R
Kln(U): 51 91 1 1 l41
-R -R, -R; 0 -R, -R;
—Ré —Rg1 O 0 O —Rgl
-Rl 0 —Rllo 0 Rlll 0
0 0 o 0 O 0
RR 0 -R, 0 R, 0
R, R, 0 0 0 Ry
onde,
3EA
Rll :T(uz - 1)
EA 18E|
R = 12
2 10 L( ¢ ¢z ¢22)
EA 18EI
1
R3 = 10 L ( ¢y0 ¢y1 ¢y2)
EA
R}; (3¢y0 4¢y1 +¢y2)
30
EA 6E|
Rl = _O(3¢20 _4¢zl +¢z )
EA 6EI
Rl = _(3¢y0 +¢y1 _4¢y2)+—2y(3¢y0 _¢y1 -
30 L
EA 6E|
71 = _0(3¢20 +¢zl _4¢22) (3¢ZO
6E A 36EI,
Ry = e —(u, —u1)+?(u2—ul)
EA 18E1,
R; Zﬁ(u2 —U1)+T(U2 —Ul)

— (2¢y0 _¢y1 _¢y2>

S O O O O O O O o o o o

(7.177)

(7.178)

(7.179)

(7.180)

(7.181)

(7.182)

(7.183)

(7.184)

(7.185)

(7.186)
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6E A 36E|

Rl = (U~ + = (1 —u) (7.187)
EA 18E |

Ri=rop (Ve )+ (0 ) (7.188)
2E A 12E |

R === (U~ + 5 (- (7.189)
EA GE|

113:__(U2_ 1)"’ 2 y(uz_ul) (7.190)
2E A 12E |

R114 :?(UZ_UI)+TZ(U2_UI) (7191)
EA 6E |

TG AS TR T (7.192)

7.2.6 Matriz de Rigidez Ko

A parcela da energia de deformagdo U,, do elemento de portico tridimensional pode ser

escrita a partir do seguinte somatorio:

Uy, :%{!B(sl)h(sﬁsg} dA-dx (7.193)

Também sendo vélidas as expressdes (7.140), (7.157) e (7.158) na integral (7.193).

Ap6s o célculo da parcela U,, por meio da integral (7.193), pode-se calcular, por meio
da expressdo (3.37), a matriz K, (U;,Ug‘) sendo definidos os distintos vetores de

deslocamentos U, e U, como a seguir:

a a a a a T
v, W, 6, o, (022} (7.194)

" T
Ub = I:u1 Vi W Hlb (0;)1 (”?1 u Vv, W, sz (052 gp?z:l (7.195)
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A matriz de 22 ordem tem a seguinte forma:

o 0 000 O O O O0OO

KI(AB)=

o 0 000 O O O O0OO

Os coeficientes da matriz (7.196) sdo os seguintes:

R} = %535'7

EA
+7
30L
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RS Rlzl _R1260 R220 Rzzs _Rsz _R|21 R126 0 R224 R225
~R?-R?-R20-R? -R? R? R! R! 0-R?-R!
-R; _Rsz R92 0_R120 _R121 Rz2 Rsz _R92 0_R122 _R123
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20 L

Evidentemente se pode calcular esta ultima matriz para o caso particular em que

U)=U, =U", o que conduz a termos menos extensos, como a seguir definidos:
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EA 2 2 2
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5L L
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4El (7.244)
+ 5L3y [1 8(p202 _3¢20 (¢zl +¢22)+2¢212 @, Pyy +2(0222:|
24El
+ 513 ; [3%02 =30, (¢z1 +¢z2)+¢z12 MEZTR LS +¢222}
144El
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+ 5L2y I:l 8(/)202 _3(020 ({021 +¢22)+2¢212 @, Pyt 2(0222]
L 2E1, , )
5|_ |:3¢ZO 3¢20 ((ozl +¢22)+§0zl +¢zl ¢22 +¢22 :I
36E
3 540, 40, (119, +160,, )+ 119> +220,, 0, +219,," |
36EIYZ 2 2 2
+ 5L4 |:54§020 _4(020 (1 1§021+16¢22)+11¢21 +22¢zl ¢22+21¢22 :'
EA
Ry =150 —— (120~ 0, — 0, ) (302 + 0, — 40,5
L 28,
E (20,0 — 9y — 942 ) (3020 + 0, —40,,)
| 2El,
E (1200 -0y~ 0,, ) (300 — 00 —200,,) (7.248)
72El,
T 54040 0 010 (2200 +320,2) - 00 (2204, +320,,) |
72EI,
+ 5L4y [l loy, ¢, +219,, ¢, +11(¢>y1 P+ Py cozl)]

126



, 2EAL , I2EI,

Ry = 2EAL 52 2D 2
15 L
EAL
150 |:27¢y0 2(DyO (6¢y1 + Pys ) + 8q)yl2 _4(0y1 Pys + 3(/)y22j|
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Deve-se notar que todas as matrizes aqui apresentadas, tanto as correspondentes dos
elementos planos como tridimensionais, possuem a propriedade de simetria. Além
disso, observa-se que, de forma geral, ¢ possivel correlacionar as matrizes de portico
plano com as de portico tridimensional com a consideragao de nulidade dos graus de

liberdade w,, 6, ¢,, W,, 6,, ¢, ¢ das propriedades I, 1, e I, do elemento

tridimensional. Desta maneira tem-se a relagao:

131



5
2
2
&
f

3D
k1,12

KP

s
3
2
2
3

3D
k2,12

2
S
Qo
2
o

3D
I(6,12

G
2
5
2
2

3D
k7,12

s
3
3
32
Q5

3D
k8,12

3D
I(1,12
3D
k2,12
3D
k6,12
3D
k7,12
3D
I(8,12

3D
k12,12

(7.260)

Na expressdo (7.260), a matriz K” representa, de maneira genérica, cada uma das

matrizes de rigidez do elemento de portico plano e os termos com o superescrito 3D

correspondem aos termos das respectivas matrizes de rigidez do elemento de portico

tridimensional.
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Capitulo 8

Programas de Anilises Assintoticas

Com base no Programa STAP, desenvolvido por BATHE [117], foram implementados
durante este trabalho dois programas para analise estrutural, que foram: ASSINT, que
possibilita analise por expansdes em série de poténcia e 0 AMAC, no qual se utilizam as
composi¢des modais. Além desses programas também foram utilizados neste trabalho
para comparagdo de resultados, o programa NLARCA desenvolvido por ALVES [25]
que também tem como base o programa STAP, ressaltando-se, entretanto, que foi
realizada uma revisdo no mesmo, sendo eliminadas algumas incorre¢des nao percebidas

por aquele autor.

Vale ressaltar que o programa ASSINT, quando implementado no RLA nao apresentou
melhorias em relacdo ao RLT e devido ao custo computacional ser menor no RLT este

foi mantido para o célculo dos modos assint6ticos utilizados no programa AMAC.

O programa AMAC por sua vez foi desenvolvido no RLA e além dos modos
assintoticos utilizados por ALVES [76] nesta nova formulagdo foram também

automatizadas as aproximagdes por combinacdo dos modos (U;) advindos das
expansdes em série de poténcia (6.29), com modos (¢, ) advindos do problema de

autovalor (4.26), por meio dos processos de selecdo de modos LI descrito no capitulo 6,
sendo a ortogonalizagdo efetuada por meio do Processo de Gram-Schmidt Modificado.
O processo iterativo adotado para solug¢do dos sistemas algébricos de equagdes modais
foi o de Newton-Raphson com restricdo do comprimento de arco cilindrico. Deve-se
ressaltar que nos programas AMAC e ASSINT utilizados neste trabalho foram
consideradas as matrizes de rigidez de elementos de porticos definidas a partir do tensor
de Green-Lagrange completo com deformagdes uniformizadas apresentadas

anteriormente no capitulo 7.
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Apresenta-se a seguir uma breve descricdo das principais sub-rotinas utilizadas nos

programas ASSINT e AMAC:

PLNOS - realiza a leitura e impressao dos pontos nodais e calcula o vetor ID e o

numero de equagdes do sistema estrutural;

ELMN - realiza a leitura dos dados dos elementos de portico e prepara os dados
de cada grupo de elementos para a montagem da matriz de rigidez além de

calcular o vetor MHT;

ADDRES — onde sdo enderegados os elementos da diagonal da matriz global a

partir das alturas efetivas de colunas;
CARG — realiza leitura de dados de carga nodais e forma o vetor de forca;

MATKO, MATKS, MATK1 e MATK2 — forma respectivamente as matrizes de

rigidez K;,K_,K,,K, a partir da contribui¢do de cada elemento no referencial

global, utilizando armazenamento em perfil skyline;

GIRO - realiza a transformagdo de coordenadas do referencial local para o

global;

SGLOB - rotaciona a matriz de rigidez do elemento e acumula na matriz global

em perfil skyline;

COLHT - onde sdo calculadas as alturas efetivas das colunas da matriz de

rigidez global;

DECOMP — realiza a decomposi¢do LDL de uma matriz armazenada em perfil

skyline;

REDBAK - retro-substitui um sistema de equagdes decomposto (utilizando

armazenamento em perfil skyline);

ASSINT - realiza a andlise por expansdes em séries de poténcia, gerando as

formas modais (U, ) utilizadas na analise modal;
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FINTELM - calcula os esforcos (P, M1, M2) retirando as parcelas

correspondentes ao movimento de corpo rigido dos elementos;
STVET — calcula o vetor de partida para a rotina SSPACE;

SSPACE — nesta rotina resolve-se um problema linear de autovalor pelo método

do subespaco;
SCHECK - verifica a seqiiéncia de Sturm na solu¢do do problema de autovalor;
JACOBI — realiza a iteracdo Jacobi para a solu¢do do problema de autovalor;

ACOPLI - responsavel pela sele¢do e agrupamento dos modos (U, e ¢,)

utilizados na analise modal. Para tanto, verifica por meio do céalculo do posto da

matriz os vetores linearmente independentes;

ORTGS — utiliza o processo de Gram-Schmidt para formacdo de uma base de

vetores ortonormais formada pelos vetores (U,e ¢, ) agrupados na rotina

ACOPLI;

NORM - calcula a norma de vetores dispostos em coluna de uma matriz A com

m linhas e n colunas;

PMODAL — calcula os parametros modais a partir das rotinas AlJ, ASIJ, BIIK e

CIJKL que calculam respectivamente Aﬁ? s A, By e Gy

DI — calcula o parametro modal de carga D, ;

NRLA — resolve o sistema ndo-linear formado pelas equagdes modais h, e

condicdo de restricdo de comprimento de arco C. Nesta rotina, monta-se o

sistema de equacdes modais e a Matriz Jacobiana V no RLA;

GAUSS - resolve um sistema linear [a]-[x]=[b] pelo método de Gauss e &

utilizada na rotina NRLA;
ATUAL - atualiza as coordenadas da estrutura e chama a rotina FINTELM;
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e WRITE — imprime os deslocamentos dos pontos nodais.

A seguir sdo apresentados os fluxogramas do programa raiz que realiza a chamada dos
programas ASSINT e AMAC, na Figura 8.1. Na Figura 8.2 e¢ Figura 8.3 sdo
apresentados os fluxogramas dos programas ASSINT e AMAC.

Inicio da Andlise

1
Leitura de dados:
coordenadas, propriedades etc.

1
Armazenar coordenadas iniciais:
X0, Y0, Z0
1
Célcular as alturas efetivas de coluna

1
Calcular o vetor apontador

1
Formar vetor de forca {F}

1
Fazer andlise por expansoes em série
de poténcia e guardar (U;, Ki)

1

Formar matrizes K. e Ki(U)
1

Calcular a matriz (Ko +K.)
1

Decompor a matriz (Ko +K.)

1
Preparar vetores de partida

da rotina SSPACE
1
Resolver problema de autovalor:
(Kot Ka(U3)] =0
1
Fazer anilise assintdtica modal
combinando modos {U'}e {7}

1

Fim

Figura 8.1 Fluxograma do programa principal para as analises assintdticas.
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[__._ Inicio ;:3
Ler dados: y
pmpriedades, {F} elc.

Formar matriz K'

'
i=1
'
Adotar /=1
Caleular U=(K')" A F

1
~ =i+
1
j=icl |

I
L

Formar K:(Uj) e K:(U ", Uj)
Calcular K = % [K(U)+Ko(U*,U)]
: T

!

(ip2 ) Nilo

=

. Formar Kz(Us ,Ux)
Calcular Kj= Kj+} K:(Ui ,Ujs)

'

G

MNao

|
1
1

|(:a1cu|ar A=A+K;. Uy

I
!

fmic1 > Nao

'
Calcular » = (Uws)" A
(Uir)"F

Calcular U:= (K'Y (A F-A)

'

Fim

Figura 8.2 Fluxograma para analise assintdtica por expansdes em séries de poténcia.
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S, ¥
':K Inicio da Anélise |

\ Leitura de dados: /

\ coordenadas, modos (Ui} e |} ete. /

l Selecionar os modos (Ui} e {#i] (LI) e ortogonalizar

'

‘ Normalizar os modos | ¢i}

i

nm=1

inc=0
h=0

S S

‘ Resgate das Coordenadas Iniciais:

Adotar X=X0 e Y=Y0

]

inc=0

Calcule do Parametro A Jij:
Formar {Ko}
Formar {A Tij}

Céleulo dos demais Parimetros Modais:
Formar (K0 e [Aij}
Formar {K1] e {Bijk}
Formar {K2} e {Cijkl}
Formar {Di}
1

Montagem e Solugio do sistema:
Montar o sistema hi{a, )

Calcular a condicdo de restricio C
Calcular a matriz jacobiana ¥

Calcular Xa, A\(Newton-Raphson)
Cileular os deslocamentos [U] = ZXa.¢p
Imprimir os pontos de equilibrio [U]e

i

Atualizagio da geometria:
X=X0+Ux e Y=Y0+Uy

Cilculo dos Esforgos Internos:
Cilcular esforgos [P, M1,M2]

Cilculo do Parametro A oij:
Adotar Acij=0

inc=inc+1

nm=nm+1
Py \
Nao

nm > NMF

/-

Figura 8.3 Fluxograma para analise assintdtica modal.
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Capitulo 9

Estudo de Casos

Apresenta-se neste capitulo a aplicagdo da presente formulagdo assintdtica modal na
analise de algumas estruturas planas classicas caracterizadas por comportamento nao-
linear mediano e forte. Sdo utilizados modos assintoticos e modos criticos, solucdo da
expressao (4.26), previamente ortonormalizados com os procedimentos apresentados no
capitulo 6. Na andlise dos resultados numéricos, utilizam-se como referéncias os
resultados obtidos com: expressdes analiticas, analise incremental/iterativa e, quando
disponiveis, resultados experimentais e resultados anteriores com base em formulagdes

modais ja desenvolvidas no PEC/COPPE.

Para obtencao dos resultados com a técnica incremental/iterativa convencional, utiliza-
se a eficiente ferramenta computacional NLARCA, desenvolvida por ALVES [25] e
revisada durante esta pesquisa. A referida ferramenta baseia-se na formulacdo
lagrangeana atualizada com controle de comprimento de arco constante e calculo
preciso de forcas internas. Salienta-se que, os resultados obtidos com esta técnica de
analise foram calculados a partir de modelos ricamente discretizados (no minimo
quarenta elementos), independentemente da discretizacdo utilizada nos modelos das

demais técnicas a serem comparadas.

Inicialmente, na resolu¢ao dos dois primeiros problemas (9.1 ¢ 9.2), faz-se uma analise
paramétrica da influéncia da discretizacdo, variagdo do parametro de perturbagdo (&) e
da restricdo do comprimento de arco (AL ) de maneira a exemplificar a evolucdo da

convergéncia nas formulacdes assintdtica e modal.

Salienta-se que, as solugdes sdo sempre representadas graficamente por meio das
trajetorias de equilibrio (curvas que relacionam o parametro da carga aplicadan (1) e o

deslocamento de um grau de liberdade representativo da estrutura).

139



9.1 Portico Abatido

Em geral, para sistemas estruturais perfeitos com trajetoria de equilibrio com presenca
de ponto limite, a formulacdo assintotica descrita neste trabalho apresenta boa
convergéncia até a proximidade do ponto limite, sendo por vezes este bem definido.
Para exemplificar este fato, apresenta-se a seguir a evolugcdo da convergéncia dos

resultados obtidos com esta formulagdo para o problema de um pdrtico abatido.

O Portico de Williams - Williams toggle frame - ¢ um exemplo classico de estrutura
com comportamento ndo-linear e consiste em um poértico abatido com duas hastes
engastadas, submetido a uma carga concentrada no topo (Figura 9.1) o qual tem servido
como benchmark em inumeros artigos, inclusive dispondo-se de resultados

experimentais até o ponto limite, ex. WILLIAMS [118] apud WONG e TIN-LOI [119].

‘180"‘ E =70.878N/mm?2
Y A =118mm?
Iz =375mm”*

9,80mm

657,15mm
A r i

Figura 9.1 Modelo estrutural unifilar do Portico de Williams [119].

Inicialmente na Figura 9.2 demonstra-se com este exemplo a evolugdo da convergéncia
com o aumento do nimero de termos na andlise assintdtica (série de poténcia). Para
tanto, utiliza-se um modelo discretizado em dez elementos de portico plano e parametro
de perturbagdo (o) igual a 107°. Salienta-se que na referida figura os numeros
proximos as trajetdrias representam a quantidade de termos considerados para obtencdo

das mesmas.

Percebe-se a partir da Figura 9.2 que, como ja esperado, o aumento do numero de
termos participantes na série promove evolu¢do da convergéncia para a solugdo.
Também se verifica que a andlise assintdtica classica, neste problema, mostra-se
eficiente até a proximidade do ponto limite, sendo este claramente definido a partir da

consideragao do termo de quarta ordem.
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0.8 )
0.6 — /
0.4 — 180N
/ 4 V g
0.2 —
L L m Experimental
| Incremental
Assintético
2

0.0

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0
Deslocamento v (cm)

Figura 9.2 Evolugdo da solugdo assintdtica com o aumento da série.

Para avaliacdo da influéncia da discretizacdo do modelo na andlise assintética,
representam-se na Figura 9.3 as solugdes obtidas com o modelo discretizado em 2, 4,
10, 20 e 40 elementos fixando-se o =107 e série composta de dez termos. Observa-se a
coincidéncia entre as respostas incremental/iterativa e analise assintotica com 10, 20 e

40 elementos.
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0.6 —

180N

— 77/{\77
4 Vv 4

0.2 —
+——+—+ 2 elementos
————— 4 elementos
- —————— 10, 20 e 40 elementos
o——o0——0 Incremental/iterativo

0.0 | | | | |

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6
Deslocamento v (cm)

Figura 9.3 Solugdes assintoticas (modelos discretizado em 2, 4, 10 e 40 elementos).

Observa-se ainda que mesmo com a consideracao de apenas dois elementos a analise
assintdtica ja& proporciona boa aproximagdo para a trajetdria de equilibrio esperada.
Portanto, pode-se concluir, a partir deste exemplo que para o limite de convergéncia das
aproximacoes assintoticas, as variagdes do numero de elementos e de termos

participantes na série de poténcia influenciam significativamente os resultados.

Na Figura 9.4 a seguir sdo apresentados os resultados obtidos com a analise assintotica
para a variacdo do pardmetro de perturbacio de 107,107,107 e 1, utilizando-se

sempre modelo discretizado em dez elementos e série com dez termos. Estes resultados
demonstram que uma grande variacdo do pardmetro de perturbagdo praticamente nao

promove alteracdes da solucao assintotica.
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1.4 —

1.2 —

1.0 —

Assintético (a=103, 102, 101)
Incrementall/iterativo
e——e——e Assintotico (a=1)

0.0 | | | | | |

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6
Deslocamento v (cm)

Figura 9.4 Solugdes assintoticas com variagdes do parametro de perturbacao.

Observa-se ainda que, independentemente do valor do parametro de perturbacao, os
pontos calculados sdo sempre pertencentes a trajetoria de equilibrio. Entretanto, quanto
maior o valor do mesmo uma menor quantidade de pontos sdo calculados e a expansao
em série passa a calcular pontos que extrapolam o carregamento aplicado (inclusive
com A >>1), tal como se verifica na Figura 9.4 em que para o parametro de perturbagdo
igual a unidade foram calculados apenas sete pontos da trajetdria e o parametro de carga

final correspondeu a 1,47.

Na Figura 9.5 sdo apresentados os resultados obtidos com a andlise modal para este
problema, onde se pode perceber a evolugdo da convergéncia a medida que sdo

utilizados mais modos na combinagdo modal. Usa-se um modelo discretizado em
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quarenta elementos de portico, restrigio do comprimento de arco (AL) de 107 e
tolerancia (&) para convergéncia do Método Iterativo de Newton-Raphson de 107 e

dez modos assintoticos. Nota-se nesta figura que a analise assintotica modal apresentou

sempre crescente evolugdo da convergéncia, inclusive na trajetoria pds-critica.

1.0 —
0.8 —
0.6 —
180N
0.4 —
L
A V 4
0.2 [ | ® Experimental
Incremental
Modal
0.0
| | | |
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6

Deslocamento v (cm)
Figura 9.5 Solugdes do Portico de Williams.

Pode-se verificar na Figura 9.5 a excelente correlagdo dos resultados obtidos com a
analise modal, a partir da participagdo do quinto modo assintdtico, com os resultados
obtidos com a andlise incremental/iterativa, sendo praticamente idénticos e também

muito aproximados dos resultados experimentais.

Na Figura 9.6 ¢ apresentado o resultado obtido com a formulagdo modal utilizada por

Alves durante sua pesquisa de doutorado para o problema do portico abatido.
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Comparando este resultado com o obtido na presente formulagdo percebe-se que,
embora haja boa correlacdo entre os mesmos, dada a relativa simplicidade do problema,
ainda foi possivel uma maior aproximacdo dos resultados da atual formulagdo com os
resultados da analise incremental/iterativa. Entretanto, deve-se mencionar que a
ferramenta desenvolvida por Alves, com base na formulagdo modal, apresenta-se
sensivel ao ajuste de parametros (discretizacdo do modelo, comprimento de arco,
nimero de modos) e a solugcdo por vezes diverge, o que foi superado no presente

trabalho.

1.0 — 4

0.8 — S~

0.6 —

180N

————— Modal - Alves [97]
Modal - Presente
o———e——o |ncremental/iterativa

0.0
| | | | | |

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Deslocamento v (cm)

Figura 9.6 Comparagao entre a solu¢do modal de Alves [97] e a presente.

Na Tabela 1 sao apresentados os valores dos parametros de carga correspondentes aos

pontos criticos obtidos nas analises, onde se verifica a boa correlagdo dos mesmos.

145




Tabela 1 Valores de ponto limite do portico abatido obtidos nas andlises.

Formulagao Ponto Limite superior Ponto limite inferior
Assintotica 0,838 -
Modal (presente) 0,836 0,774
Modal (ALVES [97]) 0,838 0,780
Incremental/iterativa 0,835 0,772
Resultados experimentais =0,84 -

Para avaliar a influéncia da discretizacdo na solugdo modal, na Figura 9.7 sdo
apresentados os resultados obtidos para o Portico de Williams usando modelos

discretizados em dois, quatro, dez, vinte e quarenta elementos. Utiliza-se sempre AL=

107, £=10"% e no maximo dez modos assintoticos.

1.0 —
0.8 —
0.6 —
0.4 —
c- — © — —0 2 elementos - 1modo
0.2 B — @ — —H 4 elementos - 3modos
10 elementos - 10modos
+——+—+ 20 elementos - 10modos
40 elementos - 10modos

0.0 | | | |

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6
Deslocamento v (cm)

Figura 9.7 Solugdes assintoticas modais variando a discretizagao do modelo.
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Observa-se na Figura 9.7 que com modelos pouco discretizados, com dois € quatro
elementos, ndo se obteve uma quantidade minima suficiente de modos assintédtico
ortonormalizados, o que influenciou decisivamente nas solucdes obtidas. Também foi
observado que para este problema somente foi possivel a convergéncia para a solugao
esperada (incremental/iterativa ou modal com quarenta elementos) com modelos
discretizados em mais que dez elementos. Deve-se ressaltar que a evolucao da
convergéncia da solucdo dos modelos discretizados em vinte e em dez elementos foi
semelhante a do modelo discretizado em quarenta elementos, sendo também

estabilizada a partir da contribuicao do quinto modo assintotico.

Para exemplificar a influéncia da discretizagdo nas formas modais, a seguir sao
apresentados na Tabela 2 os cinco primeiros modos assintoticos ortonormalizados
utilizados nas andlises assintdticas modais com os modelos discretizados em dez e em

quarenta elementos de porticos planos.

Tabela 2 Modos ortonormalizados - analise assintotica modal.

10 elementos 40 elementos
Modo Deslocamentos Deslocamentos Deslocamentos Deslocamentos
horizontais (u) verticais (V) horizontais (u) verticais (V)

== <
===
==
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10 elementos 40 elementos

Modo Deslocamentos Deslocamentos Deslocamentos Deslocamentos
horizontais (u) verticais (V) horizontais (u) verticais (V)

oW L

Observa-se que o modelo discretizado em dez elementos ndo foi capaz de proporcionar
todo o desenvolvimento das formas modais obtidas com o modelo discretizado em
quarenta elementos, o que influenciou decisivamente na solugcdo. Também se pode
perceber, principalmente no modelo discretizado em dez elementos, grande semelhanga
nas formas modais. Portanto, o simples aumento da discretizagdo do modelo além de
proporcionar melhor defini¢do do modo com a suavizacdo das formas, em alguns casos
ainda leva a convergéncia para formas diferentes das obtidas com modelo menos
discretizado. Um exemplo desse fato ¢ a mudanga da forma do quinto modo assintético
com modelo discretizado em dez elementos para a forma obtida com modelo

discretizado em quarenta elementos.

Comparando por exemplo - no modelo discretizado em quarenta elementos - a
semelhan¢a das formas do terceiro e do quarto modo assintotico € observando ainda a
evolucdo das solucdes apresentadas na Figura 9.5 com estes dois modos, nota-se a
pequena influéncia do quarto modo na solu¢do. Assim, a inclusdo de formas modais

parecidas pouco enriquece a solug¢do ou torna lento o seu processo evolutivo.

Para avaliar a influéncia do comprimento de arco, na Figura 9.8 sdo apresentadas as

solugdes modais para o modelo de quarenta elementos com AL = {10‘3,10_2 10" e 1} ,

£=107 e cinco modos assintoticos.

148



1.2 —

1.0 —

0.8 —

0.6 —

04 —

Modal com [2={10%, 102, 10}
0.2 ~———=a—=a |ncremental/iterativo
e——e—eo Modal com [={1}

0.0 | | | |

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6
Deslocamento v (cm)

Figura 9.8 Solugdes assintdticas modais variando o comprimento de arco.

A variagcdo do comprimento de arco, conforme definida anteriormente, ndo alterou a
solugio da analise modal para este problema para AL<10"'  sendo a mesma
praticamente igual a obtida com a anélise incremental/iterativa. Entretanto, assim como
na analise modal assintotica, o numero de pontos calculados foi sete e o parametro de

carga foi bem superior a unidade (4 =1,217 ) para AL=1.
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9.2 Coluna Imperfeita Biapoiada

Para andlise de sistemas estruturais perfeitos com trajetoria de equilibrio com presenga
de ponto de bifurcagdo normalmente utiliza-se o artificio de impor uma pequena
imperfeicao (de carga ou na geometria da estrutura) de maneira a destruir o ponto de
bifurcagdo, haja visto a grande dificuldade de deteccao numérica do mesmo e do avango
ao longo da trajetoria secundaria. De fato, problemas com instabilidade bifurcacional
sdo extremamente dificeis de serem resolvidos e por isso exigem a utilizacdo de

formulacdes consistentes.

Um caso tipico de problema com instabilidade bifurcacional ¢ o da coluna de Euler, que
consiste de uma barra prismatica, perfeitamente retilinea, birrotulada nas extremidades,
esbelta e que flamba sob tensdes de flexo-compressdo menores que o limite de
elasticidade do material. Deve-se sempre salientar a grande importancia teorica da
coluna de Euler, devido ao seu valor histérico j4 mencionado e ao valor pratico, haja

visto a grandiosa aplicabilidade da mesma. A carga critica da coluna de Euler é:

2
pc= 17 ©-1)
L

sendo El arigidez a flexdo, L o comprimento da coluna.

Tomando-se a coluna de Euler como referéncia, pode-se escrever a seguinte expressao
genérica para colunas perfeitas axialmente comprimidas sujeitas a outras condicdes de

apoio:

_Elx?

Pc >
(kL)

(9.2)

Na expressao (9.2) o produto KL ¢ interpretado como o comprimento efetivo da coluna,
sendo tomada como referéncia a coluna birrotulada (coluna de Euler). Na literatura (eg.
CHEN [122]) sdo encontrados valores tabelados para o produto kL em fungdo de

varios tipos de condigdes de apoio da coluna.
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Nesta sessdo utiliza-se, para avaliacdo da evolugdo da convergéncia da formulacao
assintotica descritas neste trabalho, o caso da coluna biapoiada axialmente comprimida
(ver Figura 9.9). Neste modelo foi utilizada uma pequena imperfeicdo geométrica. A

curvatura  inicial  (imperfeicdo) da  estrutura ¢ regida pela  fungdo:

X(y)=0,0762-sen (2—24 ﬂj , onde y pertence ao intervalo (0; 254).

‘P=450N

P 0,0762cm

254cm

E =7.000kN/cm?
A =6,45cm?
| =0,416cm*

Figura 9.9 Modelo estrutural unifilar de uma coluna imperfeita.

Na Figura 9.10 sdo apresentados os resultados obtidos com a analise assintdtica para a

referida coluna. Utilizam-se modelos discretizados em quarenta e em dez elementos.
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1.0 — 1//72 /3
0.8 —
_ P=450N
0
0.6 —
0.4 —
4
0.2 —
5
i Incremental/iterativo
6 o———oe———>o 10 elementos
40 elementos
0.0
| | | | | | |
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

Deslocamento v(cm)
Figura 9.10 Solugdo assintotica - modelo discretizado em 10 e em 40 elementos.

Na Figura 9.10 percebe-se claramente que independentemente da discretizacdo a analise
assintotica classica ¢ ineficiente para solugdo deste tipo de problema, ja que € incapaz
de convergir para a trajetéria nao-linear de equilibrio da estrutura, mesmo para um curto

trecho, o que impossibilita a determinacdo da carga de flambagem da estrutura.

Na Figura 9.11 s3o apresentadas as solugdes obtidas com a andlise modal para o

problema da coluna imperfeita. Foram usados como parametros: comprimento de arco

de 107 e tolerancia de 10~° para o Método de Newton-Raphson. Os niimeros proximos

as curvas representam o nimero de modos utilizados.
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WOy

1|2 3
0.8 —
i P=450N
0
0.6 —
0.4 —
0.2 —
Incremental/iterativo
Modal
-1 === == Carga de Euler
0.0
| | | | |
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Deslocamento v (cm)
Figura 9.11 Solucao da coluna biapoiada imperfeita.

Observa-se a boa correlagdo dos resultados obtidos entre a analise modal ¢ a analise
incremental/iterativa. Também se observa na Figura 9.11 a proximidade da solugdo
analitica da coluna biapoiada com os resultados obtidos nas analises, este fato deve-se a

pequena magnitude da imperfei¢do geométrica imposta a coluna.

Na Tabela 3 sdo apresentadas as trés primeiras formas modais utilizadas na combinacdo

da analise modal.
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Tabela 3 Modos ortonormalizados da coluna birrotulada imperfeita.

Modo Deslocamentos horizontais (u)  Deslocamentos verticais (v)

VAN
AN N

Pode-se comparar na Figura 9.12 os resultados apresentados por ALVES [97] para o
referido problema da coluna imperfeita biapoiada com a presente formulagdo. Percebe-
se na referida figura que a presente formulacdo modal apresentou um maior intervalo de
correlacdo com a solucdo incremental/iterativa que a formulacdo modal anteriormente
utilizada por Alves, inclusive possibilitando melhor aproximagdo para a carga de
flambagem da estrutura. Ressalta-se, que neste caso, além de ser utilizado o mesmo

modelo, foram utilizadas as mesmas formas modais nas analises.

Portanto, com as andlises obtidas com estes dois primeiros problemas, pode-se notar que
a analise assintdtica por expansdes em séries de poténcia possui aplicagdo muito
limitada, por causa do problema da ndo garantia da convergéncia com o aumento da
série. Entretanto, devido sua simplicidade e rapidez, pode servir como um bom
indicador do grau de ndo-linearidade de problemas com muitos graus de liberdade.
Além disso, as formas modais advindas desta formulagdo proporcionam bons resultados
quando empregadas na analise assintdtica modal proposta neste trabalho, a qual sempre

apresentou evolutiva convergéncia com o aumento da combinacao.
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1.0 —

Autovalor (I =0,93)
L
0.8 —
| P=450N
0
0.6 —
0.4 —
0.2 —
Incremental/iterativo
e———e——o Modal - Alves [97]
= = —=— == Modal - Presente
0.0
| | | | |
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Deslocamento v (cm)
Figura 9.12 Solugdes da coluna de Euler.

Ainda quanto a andlise modal, constatou-se que em geral a quantidade de formas
modais envolvidas na combina¢do ¢ muito mais importante que outros parametros, tais
como o comprimento de arco e o grau de discretizacdo. Entretanto, o grau de
discretizagdo do modelo pode também ser decisivo para obtencdo da solugdo, ja que
influencia diretamente na qualidade das formas modais. Outro importante parametro a
ser discutido ¢ a origem e a representatividade das formas modais utilizadas nas

combinagdes, o que sera feito oportunamente no proximo exemplo.

Assim, nos problemas que se seguirdo somente serdo avaliados os resultados obtidos

com a andlise assintotica modal e serdao utilizados modelos com mais que uma dezena
. ;. 2 A . A .
de elementos, comprimento de arco no minimo de 107 e tolerancia para convergéncia

do Método de Newton-Raphson néo superior a 107>,
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9.3 Arco Sob Pressio Radial

Avalia-se a eficiéncia da presente formulacdo para solucdo do problema do arco abatido
biengastado (ver Figura 9.13) submetido a uma pressao uniforme (hidrostatica). Deve-se
destacar que este problema foi bem descrito analiticamente em [120] e se caracteriza,
segundo as propriedades apresentadas na Figura 9.13, pela presenca de bifurcagao com

trecho inicial pds-critico instavel.

Secao Transversal
L b

e - . ‘f ,'/ )
;(w “Eag E =20.600kN/cm?
P =4,4N/cm

R = 100ecm

‘ ¢ =0,1rad

Figura 9.13 Arco abatido biengastado uniformemente comprimido.

Na Figura 9.14 sdo apresentados os resultados obtidos com as andlises modais —
presente e a desenvolvida por ALVES [97] — e com a andlise incremental/iterativa para
o caso da estrutura perfeita. Observa-se na referida figura que embora nao tenha sido
utilizado modelo imperfeito nas analises, as trés formulagdes foram capazes de detectar

com boa aproximagao o ponto de bifurcacdo.

A formula¢ao modal utilizada por ALVES [97] somente possibilitou a deteccdo da
bifurcacdo ao se utilizarem no minimo dez modos assintoticos na combinagdo. J& na
presente formulacdo a bifurcacdo foi percebida precocemente com a utilizagdo de
apenas trés modos assintdticos € um modo critico, ou seja, menos que a metade da

quantidade de formas modais utilizadas na formulagdo de ALVES [97]. Portanto, a
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utilizagdo de combinagdo modal mista com modos assintoticos e criticos ¢ bastante

vantajosa nas analises modais.

1.0 —

Autovalor (I =0.775)

s

(I =0.882; v =0,085cm)

0.6 —
0.4 — P=4.4N/cm
| L . |
0.2 —
Modal - Presente
————— Incremental/iterativo
- Modal - Alves [97]

0.0 |

0.00 0.02

0.04

0.06 0.08

Deslocamento v (cm)

Figura 9.14 Solugdes do arco abatido biengastado uniformemente comprimido.

0.10

Entretanto, salienta-se que a bifurcacdo somente foi obtida a partir de um modelo bem

discretizado (mais que uma dezena de elementos) e com pequenos valores do

comprimento de arco (cerca de 107°), caso contrario a trajetoria segue para o ponto

limite superior que coincide nas trés formulagdes, conforme também apresentado na

Figura 9.14.

Percebe-se que as aproximagoes linearizadas da carga critica se apresentam com valores

pouco superiores as calculadas com as solugdes nao-lineares representadas na Figura
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9.14, fato este explicado pelo comportamento ndo-linear da estrutura em regime pré-

critico.

Na Tabela 4 sdo apresentados os valores do ponto de bifurcagdo e do ponto limite

obtidos com as diferentes formulagdes, onde se percebe a boa correlagdo entre estas.

Tabela 4 Ponto de bifurcagao do arco comprimido radialmente.

Bifurcagao Ponto limite
A Vit A Vit
Analitico, em [120] 0,745 0,420 0,885 0,959
Incremental/iterativo 0,742 0,421 0,882 0,851
Modal — presente 0,747 0,429 0,884 0,853
Modal — Alves 0,750 0,431 0,885 0,906

Método

Na Tabela 5 sdo representadas as quatro formas modais (assintédticas e critica) a partir

das quais € possivel a deteccao do ponto de bifurcacdo com a presente analise modal.

Tabela 5 Formas modais do arco biengastado uniformemente comprimido.

Modo Deslocamentos horizontais (u)  Deslocamentos verticais (v)
3° /\/ \/\/\/
4°(critico) /\/\ \/\
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Observa-se a forma antimétrica do primeiro modo critico (deslocamento verticais),

suficiente para deteccao da bifurcacao.

Utilizando o artificio de imposi¢ao de imperfeicdes, na Figura 9.16 sdo apresentados os
resultados obtidos com a presente andlise assintotica modal para o caso de imposi¢do de
uma pequena imperfeicdo geométrica na forma do primeiro modo critico nas

coordenadas da estrutura, conforme se pode observar na Figura 9.15.

————— Estrutura perfeita

Estrutura imperfeita

Figura 9.15 Geometria da estrutura imperfeita (sem escala).

Foram analisadas trés amplitudes de imperfei¢ao (0,005, 0,008 e 0,01), que

correspondem ao fator de escala (¢ ) do modo normalizado.

Na Tabela 6 sdo apresentados os parametros da carga de flambagem ( A, ) obtidos com a

presente formulagdo modal e a incremental iterativa para as amplitudes de imperfei¢cdes

geométricas (£ ) na forma do modo critico, onde se verifica a boa correlagao desses.

Tabela 6 Parametro da carga correspondente a flambagem do arco abatido imperfeito
comprimido uniformemente.

¢ A¢ (modal) A; (incremental)  Diferenca (%)
0,005 0,716 0,714 0,28
0,008 0,705 0,704 0,14
0,010 0,699 0,698 0,14
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1.0 —

0.8 —
G
0.6 —
04 —| P =4.4N/cm
| \ I o
0.2 —
z=0,005
————— z=0,008
e——e—o z=0,01
0.0
| | | |
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

Deslocamento v (cm)
Figura 9.16 Solug¢des modais do arco abatido biengastado imperfeito.

9.4 Arco Abatido Birrotulado

Arcos abatidos birrotudados, dependendo de suas caracteristicas geométricas e
mecanicas, podem apresentar trajetoria de equilibrio com presenca de ponto limite ou

até mesmo ponto de bifurcagao, conforme Figura 9.17.
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A
Bi - Ponto de bifurcacéo (i) —~—
P . . .
L~ Bamde.limite (1) uF+ul - modo combinado
L1 o~
PL —— \_
/ \\ ul - modo antimétrico
/ ‘ \ —
Pg, B ——-—-4__“__*. uF - modo fundamental
~ ‘*Hﬁ\h‘h_wﬁﬁu N
’ T
PLQ L ‘ . rd
| L®”
- s o
“w2 ulg~— _  ulp, Wy Wy ul

Figura 9.17 Possiveis trajetoria de equilibrio de um arco abatido [11].

Na Figura 9.17 estdo representados o modo simétrico de estado de deformagdes
fundamentais (uF) e o modo de deformagdo incremental antimétrico (ul), os quais

somados descrevem o modo de deformagdo de estados pos-bifurcagdo. Portanto, a

trajetoria de equilibrio da estrutura - descrita pelas varidveis de estado (ul, u2) e pelo

parametro de controle A - podera apresentar pontos limites ou pontos de bifurcagdes, se
regida somente pelo modo de deformacao simétrico ou se contar com a contribui¢do do
modo antimétrico, respectivamente. Na Figura 9.18 sdo apresentadas as caracteristicas
geométricas e mecanicas de um arco abatido, que possui trajetéria com presenca de

bifurcagdo anterior ao ponto limite.

E =290kN/cm?
A =2,413cm?
Iz =0,1815cm*

P=45N

655cm

v

}

131,48cm

+

a) llustracao tridimensional. b) Representacdo unifilar.

Figura 9.18 Arco abatido biapoiado com carga centrada.
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Sao apresentados na Figura 9.19 os resultados obtidos com a analise modal utilizada por

Alves e com a presente formulacdo modal para o arco representado na Figura 9.18.

1.0 — Pontos Limites
0.8 —
0.6 —
0.4 —
P=45N
!U
0.2 —
i Modal - Presente
6——e—o Modal - Alves [97]
Incremental/iterativo
0.0 2.0 4.0 6.0

Deslocamento v (cm)
Figura 9.19 Solug¢des para o arco abatido representado na Figura 9.18.

Nenhuma das trés formulagdes foi capaz de detectar o ponto de bifurcacdo, que para as

caracteristicas desta estrutura ¢ inferior ao ponto limite.

Dentre as formulagdes assintoticas modais, somente a presente foi capaz de desenvolver
trajetoria de equilibrio com presenga de ponto limite, isto devido a participacdo do
primeiro modo critico na combinacdo. Os sete modos utilizados na combinagdo modal

sdo representados na Tabela 7 a seguir.
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Tabela 7 Modos ortonormalizados usados na analise modal do arco abatido biapoiado
com carga centrada.

Modos Deslocamentos horizontais (u) Deslocamentos verticais (V)

10

20

30

4°

50

60

SSLSIN
25229
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Modos Deslocamentos horizontais (u) Deslocamentos verticais (V)

7° (critico)

Sao apresentados na Tabela 8 os valores correspondentes ao ponto limite obtidos com a
presente formulagdo modal, com a formulag¢do incremental/iterativa e com os resultados

obtidos via método direto apresentado por NETO et al. [82].

Tabela 8 Comparagao de resultados do ponto limite do arco abatido birrotulado.

Formulacao Carga limite (N)  Deslocamento v (cm)
Modal — presente 42,84 4,505
Incremental/iterativo 41,67 4,108
Meétodo direto [82] 42,31 4,138

Embora a presente solucdo tenha conduzido a resultados um pouco superiores, nota-se

que os valores calculados para o ponto limite pelos trés métodos sdo bastante proximos.

A trajetéria de equilibrio assintdtica a trajetoria bifurcada da estrutura perfeita foi obtida
por meio da imposi¢do de uma pequena imperfeicdo geométrica na forma do primeiro

modo critico da estrutura. Foram utilizados os seguintes fatores de escala para o modo

normalizado: ¢ :{0,1 0,2 0,3 0,4}. A geometria imperfeita assim definida ¢

apresentada a seguir na Figura 9.20 para o fator de escala { =0,4.

Estrutura perfeita Estrutura imperfeita

Figura 9.20 Geometria imperfeita do arco abatido birrotulado (sem escala).
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Na Figura 9.21 sdo representados os trechos iniciais das trajetdrias assintdticas a

trajetoria bifurcada, obtidas com a presente formulagdo modal e com a de Alves.

1.0 —
o
_ 44,//
/,’/ //4‘
-~ —— _—_ =~ '/”
] e T
0.8 ,,,:”/ — a
b
N c
d
0.6 —
P=45N
0.4 —
o
0.2 — .
a - amplitude z=0.1
b - amplitude z=0.2
7 c - amplitude zz0.3 ~ ——————— Modal - Presente
d - amplitude z=z0.4 — — — — — Modal - Alves [97]
o0 | | | | | |
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

Deslocamento v (cm)
Figura 9.21 Trajetorias de equilibrio do arco abatido birrotulado imperfeito.

Observa-se na Figura 9.21 que a formulagdo anteriormente utilizada por ALVES [97] ¢
incapaz de seguir na trajetoria instavel assintdtica a trajetoria bifurcada, mesmo em um

curto trecho inicial pos-critico.

Sdo apresentados na Tabela 9 os pontos limites (flambagem) da estrutura para os quatro

parametros de imperfeicdo £ anteriormente citados.
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Tabela 9 Deslocamento (v) e carga limite (flambagem) do arco abatido birrotulado.

4
0,1 0,2 0,3 0,4
2,049cm  2,055cm  2,068cm  2,082cm
3545N  3429N  33,69N  33,16N
2,265cm  2,246cm  2,240cm  2,242cm
36,37N  3548N  34,76N  34,15N

Formulagao

Incremental/iterativo

Modal — presente

Portanto, de acordo com a referida tabela, as cargas de flambagem da estrutura
imperfeita obtidas com a presente andlise modal sdo préximas as obtidas com a

formulacao incremental/iterativa.

9.5 Poértico de Roorda

Porticos em L, L-Frames, sdo muito utilizados como benchmark na validacdo de
modelos para andlises ndo-lineares de estruturas devido ao peculiar comportamento dos

mesmos, podendo apresentar instabilidade por bifurcagao assimétrica.

O Portico em L de Roorda, ou simplesmente Portico de Roorda, foi utilizado num dos
primeiros trabalhos experimentais de comprovagdo da teoria geral da estabilidade.
Roorda obteve excelente correlagdo com a solugdo assintotica de Koiter [24]. Battista
em [11] demonstra a seguinte expressao para a carga critica para o Portico de Roorda

apresentado na Figura 9.22:

El 72

L2

Pc =1,406 9.3)

Deve-se ressaltar que o Pértico de Roorda ¢ um tipico caso de Portico em L com

presenca de bifurcacio assimétrica em sua trajetéria de equilibrio.
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W L =10m

a) Ilustracao tridimensional. b) Diagrama unifilar.

Figura 9.22 Representacdo do Portico de Roorda.

Representa-se a solu¢do modal na Figura 9.23 para o caso do Poértico de Roorda. Os
resultados apresentados na Figura 9.23 mostram a boa correlagdo entre a solugdo modal
com apenas seis modos assintoticos e a incremental/iterativa, as quais foram capazes de
detectar a carga critica por meio do decréscimo repentino do pardmetro de carga. Sao

apresentados na Tabela 10 os valores da carga critica obtidos nestas anélises.

Tabela 10 Valores de ponto limite do Portico de Roorda obtidos nas analises.

Formulagao Carga Critica
Autovalor consistente 13,836kN
Expressao analitica 13,878kN
Incremental/iterativa 13,591kN
Assintotico modal 13,682kN
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1.0 —
Autovalor (I =0,922)

0.8 —
06 — P=15kN

- %/ iy
0.4 —

=== == Incremental/iterativo
Assint6tico Modal

0.0
| | | | |

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025
Rotacédo b (rad)

Figura 9.23 Solucdes do Portico de Roorda.

As formas modais utilizadas para obtencdo dos resultados anteriores sdao representadas

na Tabela 11 a seguir.

Tabela 11 Deformada do Portico de Roorda sob influéncia dos modos assintoticos
ortonormalizados.

Modos Deformada do portico

10
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Modos Deformada do portico

20

30

4°

50

60

Para avaliar a influéncia de imperfeicdes foram aplicadas excentricidades (e€) no

carregamento, considerada positiva se promover rotacdes (£ ) no sentido horério (ver

Figura 9.24). A excentricidade negativa foi obtida com um prolongamento do membro
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horizontal do portico (pequeno elemento em balango). Foram adotados quatro valores

para as excentricidades, a saber: e =+(0,005 ,0,010, 0,015, 0,02)m.

P
efre
EAEL L N
X
I
| P = 15kN
i El =10 kNm?
24 EA = 10°kN
w L =10m

A

Figura 9.24 Representa¢do unifilar do Portico de Roorda com carga excéntrica.

Sao representados na Figura 9.25 os resultados obtidos com as analises para a situacao
da carga excéntrica. Percebe-se, a partir das curvas representadas na referida figura, que
este problema de portico em L trata-se de um caso com trajetoria de equilibrio com
bifurcacdo assimétrica. As respostas sdo bem correlacionadas nos trechos iniciais de
acentuada nao-linearidade da trajetéria com a solu¢do incremental/iterativa, tal como
ocorrido anteriormente sem a excentricidade. Entretanto, para trechos mais avangados

da trajetoria, a solugdo assintdtica modal se afasta da solugdo incremental/iterativa.

Para comparagdo de resultados utiliza-se a seguinte expressao analitica demonstrada em
[11] e que fornece justamente a carga de flambagem para o problema do portico com

carga excéntrica, tal como representado anteriormente na Figura 9.24:
e 1/2
A, =2, 1-1,15 (Ij 9.4)

sendo € a excentricidade, A, o parametro da carga de flambagem, A o pardmetro da

carga critica de bifurcagdo, obtido a partir da expressao (9.4).
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1.0 —
| ={0.903; 0.894; 0.886; 0.877}

0.9

0.8 —

0.7 —

0.6 —

04 —

0.3 —

0.2 —

0.1 —
Modal (Presente)

_____ Incremental
A Y I Y B

-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -001 0.00 001 002 0.3 004 0.05
Rotacéo b (rad)

Figura 9.25 Solugdes do Portico de Roorda com carga excéntrica.

Na Tabela 12 estdo os valores das cargas de flambagem obtidos com a expressao (9.4),
segundo as excentricidades utilizadas na Figura 9.25, que, como se pode observar, sdo

compativeis com as coordenadas do eixo A apontados na referida figura.

Tabela 12 Carga de flambagem do Portico de Roorda.

Excentricidade Carga de flambagem A

-0,005 13,530kN 0,902
-0,01 13,380kN 0,892
-0,015 13,275kN 0,885
-0,02 13,170kN 0,878
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9.6 Portico de Trés Barras

O portico de trés barras ou Portal frame é um dos modelos estruturais mais utilizados
para validacdo de formulacdes de andlise ndo-lineares. Normalmente estruturas de

edificagdes convencionais sdo formadas pela associagdo deste tipico modelo estrutural.

O comportamento estrutural deste tipo de portico assemelha-se ao de colunas com a
presenga de bifurcacdo em modelos simétricos perfeitos. Deve-se ressaltar que os
modos de instabilidade de porticos de trés barras, ou de poérticos formados por
associacoes destes, podem ou ndo apresentar deslocamentos laterais, conforme

exemplificado a seguir na Figura 9.26.

Normalmente toma-se a medida de restringir, ainda que parcialmente, os deslocamentos
laterais em porticos por meio de elementos estruturais secunddrios. Isto normalmente
acarreta no aumento do valor de sua carga critica, ja que na maioria dos casos as cargas

criticas de poérticos sao associadas a modos de instabilidade com deslocamentos laterais.

'X—,/ u
77 PP A e T ?),_
a) Nos lateralmente indeslocaveis. b) Nos lateralmente deslocaveis.

Figura 9.26 Exemplos de modos de instabilidades de porticos.

Os referidos elementos de restrigdes dos deslocamentos laterais utilizados em porticos
sao chamados de elementos de travejamento ou de contraventamento e sdo muito
comuns em edificagdes convencionais, principalmente em estruturas metalicas esbeltas.
Estes elementos devem ser preferencialmente conectados nos pontos de méximas

amplitudes dos modos de instabilidade da estrutura, dai a necessidade pratica de se
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conhecer ndo somente a carga critica do problema como também o modo de

instabilidade associado.

Analisa-se aqui um portico birrotulado de trés barras sujeito a acdo de uma carga
concentrada em duas posi¢des: a - sobre o eixo de uma das colunas; b - no meio do véo

do portico, conforme ilustrado na Figura 9.27.

——

“Yu EA2,10El1, 2L

- |
;1 P = 800kN =
W El1 = 4,2MN.m? W
3:““ EA1 = 420MN ﬁc:
EA2 = 1.330MN
L=5m

A A

Figura 9.27 Representacdo unifilar do portico de trés barras birrotulado.

Representam-se as trajetorias de equilibrio, com o grau de liberdade u, obtidas com a
presente formulagdo assintotica modal e com a analise incremental/iterativa do referido
portico para o primeiro caso de posicionamento da carga (ponto a) na Figura 9.28.
Percebe-se na mesma figura que as trajetorias de equilibrio obtidas com as duas
formulagdes sdo bastante proximas. Ressalta-se que com a presente analise modal foi

necessaria a participagdo de apenas seis modos assintoticos na combinagao.
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Autovalor (I =0.946)

1.0

0.8 —

0.6 —

0.4 —

02 — A A
_| -_—eee \l0dal - Presente

————— Incrementalliterativa

00 | | | | |

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Deslocamento u (m)

Figura 9.28 Trajetoria de equilibrio do portico com a carga no ponto a.

NaTabela 13 representa-se a geometria deformada da estrutura sob acdo dos modos
utilizados na analise modal com a carga aplicada no ponto a.
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Tabela 13 Deformada do portico sob influéncia dos modos ortonormalizados.

Modos  Geometria deformada do portico (carga no ponto a)

10

20

30

4°
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Modos  Geometria deformada do portico (carga no ponto a)

50

6°(critico)

Na Figura 9.29 ¢ representada a trajetéria de equilibrio do portico de trés barras com a

consideragdo da carga concentrada no meio do vao (ponto b).
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1.0

Autovalor (I =0.946
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- /4
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2
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0.6 —
—_ — JP=800kN
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v
0.4 — !
0.2 —
A A
————— Incremental/iterativo

B Modal - Presente
00 | | |

0.000 0.004 0.008 0.012

Deslocamento v (m)
Figura 9.29 Trajetoria de equilibrio do portico com a carga no ponto b.

Como se pode perceber, a trajetoria fundamental ¢ repentinamente interceptada pela
trajetoria secundaria com posterior aumento gradual do nivel de carga, caracterizando
uma bifurcacdo com trecho pods-critico estdvel. Nota-se também que a solugdo de
autovalor consistente, neste caso, praticamente coincidiu com a carga critica obtida via

analise incremental/iterativa.

Foram necessarios dez modos assintoticos para o estabelecimento do ponto de

bifurcagdo com a presente formulagao (ver Tabela 14).
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Tabela 14 Deformada do portico sob influéncia dos modos assintoticos.

Modo Deformada da estrutura (carga no meio do vao)

10

20

30

4°
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90

10°

Os pontos de bifurcagdo obtidos nas analises sdo mostrados na Tabela 15, onde se
percebe uma pequena diferenca de 1,12% entre os resultados com a analise modal e

incremental/iterativa.

Tabela 15 Ponto de bifurcagdo do Portico de trés barras com carga no meio do vao.

Formulagao Carga de bifurcagao (kN) Deslocamento v (mm)
Presente 764,33 9,14
Incremental /iterativo 755,74 9,12
Autovalor consistente 757,12 -
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9.7 Portico de Cinco Barras

Nesta secdo analisa-se o comportamento estrutural de um poértico de cinco barras

representado na Figura 9.30.

P P
2EA, 2El, L Yu 3EA, 3EI, L | 4EA, 4El, L [
iw k
P =6GN
- -| EA=2916,9GN
m w| El=29,169GN.n?
< < L=10m
L L
P e _5_
Figura 9.30 Modelo estrutural do pértico de cinco barras.

Segundo [9], a solugdo analitica para a carga critica deste portico ¢ definida na

expressao (9.5) a seguir:

P. =18,786 E—: (9.5)
L

Na Figura 9.31 ¢ representada a trajetoria de equilibrio deste portico obtida nas analises,
onde se percebe que a solugdo modal apresenta trajetdria pouco superior a obtida com a
analise incremental/iterativa. Entretanto, ambas as trajetdrias encontram-se proximas do
valor teorico obtido com aplicacao da expressao (9.5), proporcionando inclusive uma

estimativa de carga critica inferior a esta.
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Figura 9.31 Trajetoria de equilibrio do portico de cinco barras.

Tragando-se uma reta tangente ao seguimento posterior ao trecho nao linear da trajetéria

de equilibrio sdo obtidas as seguintes estimativas de carga de flambagem na Tabela 16:

Tabela 16 Carga P de bifurcagdo do Poértico de cinco barras.

Formulag¢io Parametro (4,) Carga de bifurcagdo - P,
Modal - presente 0,877 5,262GN
Incremental /iterativo 0,870 5,220GN
Analitico 0,913 5,478GN

Portanto, a presente formulacdo mostrou-se eficaz na solucao deste problema, tal como
ocorrido nos anteriores problemas de porticos. Para obtenc¢do da solugdo apresentada na
Figura 9.31 foram usados apenas seis modos assintoticos € um modo critico, os quais

estdo representados na Tabela 17.
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Tabela 17 Geometria deformada do portico sob influéncia das formas modais.

Modo Geometria deslocamentos horizontais (u)

10

20

30

40
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Modo Geometria deslocamentos horizontais (u)

50

60

7°(critico)
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Capitulo 10

Conclusoes e Comentarios Finais

Neste trabalho apresenta-se uma formulagdo matematica para solugao do problema de
instabilidade estrutural via método dos elementos finitos. A técnica aplicada deu
sequéncia a linha de pesquisa do PEC/COPPE com foco na andlise assintotica modal e
representa uma expressiva evolucdo em relagdo aos trabalhos ja apresentados. A
formulacdo da andlise assintética modal foi inteiramente revista e aperfeigoada,
destacando-se a utilizacdo de Referencial Lagrangeano Atualizado. Seguiu-se a
definicao das matrizes de rigidez a partir da consideracdo do tensor de Green-Lagrange
completo com deformacgdes uniformizadas, possibilitando inclusive a consideracao das
solicitagdes de flexdao no calculo das tensodes iniciais. Outra evolucao importante foi a
combinacdo de modos assintoticos e criticos na soluc¢ao assintotica modal, destacando-
se a identificagdo e eliminacdo automatizada dos modos linearmente dependentes dos ja
retidos, utilizando-se a decomposi¢do em valores singulares para identificagdao dos
mesmos. A ortonormalizagdo dos modos a serem utilizados nas combinagdes foi

realizada com a aplicag¢@o do Processo de Gram-Schmidt Modificado.

Para se justificar as conclusdes adiante apresentadas, deve-se inicialmente enfatizar que,
embora baseada nos mesmos fundamentos (Teoria Geral da Estabilidade Elastica), a
presente formulagdo demonstrou evolucdes decisivas para o sucesso na obtencdo de
resultados anteriormente inalcancados. Tao importante quanto a revisdo da formulacao,
foi a nova implementa¢do computacional inteiramente desenvolvida no decorrer deste

trabalho visando a automatiza¢ao da analise assintotica modal.

Dentre as evolugcoes deve-se destacar o sucesso, nao obtido anteriormente, na
combina¢do de modos criticos e assintoticos para a formagdo de uma base ortonormal

representativa do comportamento nao-linear geométrico. Este fato permitiu que a
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analise assintotica modal apresentasse boa convergéncia, inclusive no caminho pos-
ponto limite de estruturas perfeitas e imperfeitas. Conforme observado no capitulo 9, o
tracado do caminho pos-critico se deve a participacdo do modo critico na resposta da

estrutura, os quais nem sempre eram determinados através das expansdes assintoticas.

Por outro lado, a pesquisa indicou que a utilizagdo apenas de modos assintdticos por
vezes nao garante a convergéncia na analise assintotica modal, sendo sempre preferivel
a utilizagdo de modos assintoticos associados a alguns poucos modos criticos, tal como

descrito por Koiter.

Dentre os diversos aperfeicoamentos, um dos mais decisivos para o sucesso da presente
analise assintdtica modal foi a adogdo do RLA. Embora os fundamentos do emprego de
referencial atualizado ja tenham sido apresentados anteriormente, a efetiva utilizagdo na
analise assintotica modal ¢ pioneira na linha de pesquisa do PEC/COPPE. A pesquisa
indicou que, independentemente da combinacdo modal adotada, a utilizacdo do
referencial atualizado na andlise assintotica modal possibilita melhores aproximagdes,

principalmente no desenvolvimento das trajetorias pos-criticas.

A magnitude do comprimento de arco, utilizado como restri¢cdo adicional ao avanco ao
longo do caminho de equilibrio, até entdo era fixado como um valor suficientemente
pequeno para uma boa descri¢ao do caminho fundamental inicial, devido simplesmente
a quantidade de pontos calculados da trajetoria. A presente pesquisa detectou que a boa

calibragem do comprimento de arco também ¢ decisiva na obteng@o de bons resultados.

Além dos fatores descritos acima, destaca-se o desenvolvimento de uma nova técnica
para identificacao e eliminagdo dos modos linearmente dependentes e a aplicacdo de um
processo de ortonormalizacdo que garantiram que os modos realmente representativos

do comportamento ndo-linear fossem identificados e retidos.

Todos estes fatores permitiram o grande sucesso demonstrado nas respostas
apresentadas, destacando-se a deteccdo e ultrapassagem de pontos criticos do tipo
bifurcagdo a partir de modelos geometricamente perfeitos utilizando-se a analise
assintotica modal. Problemas desta natureza geralmente ndo podiam ser resolvidos
anteriormente com andlise assintotica modal, mesmo com a imposi¢do de imperfeigdes

geométricas iniciais, como demonstrado no capitulo 9.
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Outra importante contribui¢do dada neste trabalho foi a re-escrita de maneira
consistente da formulagdo matematica para caracterizagao de pontos criticos por meio
da decomposi¢do espectral da matriz de rigidez tangente. Ressaltando-se ainda que,
embora ndo seja o objetivo desta formulagdo, por meio da mesma podem ser obtidos

modos que também podem ser aplicados na combinagao da anélise assintdtica modal.

Como sugestdes para prosseguimento deste trabalho podem ser citadas as seguintes

pesquisas:

e Melhoria da sensibilidade numérica no processo de verificacio de
ortogonalidade de vetores de maneira a eliminar os pares similares de modos

criticos e assintoticos;

e Revisdo e aplicagdo da analise assintotica pos-critica anteriormente estudada em
[24] e em [76] e investigacdo da aplicacao dos modos assintdticos pds-criticos

na presente analise modal;

e Investigacdo da aplicagdo da técnica do controle de deslocamento generalizado

na analise modal;

e Utilizacao de referencial corrotacional na analise modal assintética, haja visto a

vantagem da possibilidade de retirada dos movimentos de corpo rigido;

e Utilizacdo de técnicas de busca como Line Search podem ser vantajosas, ja que

aceleram a convergéncia no Método de Newton-Raphson;

e Verificacdo da influéncia de juntas em estruturas reticuladas, por meio da

modelagem de ligagdes semi-rigidas.

e Ampliacdo das técnicas desenvolvidas para os problemas tridimensionais de
barras (porticos espaciais) e, certamente mais complexos, de estruturas de placas

€ cascas.
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Apéndice A

Com o intuito de ilustrar as formula¢des apresentadas no capitulo 5 para avaliagdo da
estabilidade do equilibrio de sistemas estruturais, com base na analise da decomposi¢ao
espectral da matriz tangente, apresenta-se a seguir exemplos numéricos de uma estrutura
simples (coluna) sobre trés situagdes: coluna perfeita, coluna com imperfeicdo de
geometria (deformacdo inicial) e coluna com imperfeicdo de carga. Embora sejam
exemplos simples, este trés modelos sdo suficientes para percepg¢ao do processo de

caracterizagdo de pontos criticos por meio dessa técnica de analise.
A.1 Coluna Perfeita

A coluna a ser analisada possui as propriedades geométricas e mecanicas representadas
na Figura A.1. As condi¢des de apoio, uma extremidade engastada e a outra com apoio

deslizante, também sdo representadas na referida figura.

E=10GPa, I=1cm4, A=1cm? F=2,5kN
L=100cm

LS
M

Figura A.1 Coluna engastada e apoiada carregada axialmente.

Esta estrutura possui comportamento estrutural descrito por uma trajetoria de equilibrio
com presenca de bifurcagdo simétrica, caracterizada pela carga critica e respectivo
modo associado expressos respectivamente em (A.1) e (A.2), os quais sdo amplamente

divulgados na literatura (e.g. [122], [9]):

Py =4,4932[E') (A.1)

°
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W(x)=C {sen[4,493%}—%sen(4,493)} (A2)

sendo C um fator de escala.

Aplicando nas expressoes (A.1) e (A.2), as caracteristicas da estrutura apresentada na

Figura A.1, chega-se a solucdo apresentada na Figura A.2.

W (x)

Pcr=2,187kN

LLgls

X—>L

Figura A.2 Carga e modo critico bifurcacional da coluna engastada e apoiada.

Utilizando-se modelagem com cinco elementos de pdrtico plano, e considerando o vetor
de carga incremental AF=(0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —0,05 O)T, que

corresponde a 2% da carga total aplicada (2,5kN), obtém-se a seguinte matriz de rigidez

tangente da estrutura:

9999 0 0 499 0 o0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 299 0 0 -15149 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 399,67 0 -1499100,02 0 0 0O 0 0 0O 0 0
4999 0 0 9999 0 0 4999 0 0 0 0 0 0 0
0 -1,5-1499 0 299 0 0 L5 149 0 0 0 0 0
0 14,99100,02 0 0 399,67 0 -149910002 0 0 0 0 0
Kel| 00 0 4999 0 0 9999 0 0 499 0 0 0 0
o0 0 o0 0 -15-1499 0 299 0 0 -15 149 0 0 (A.3)
0O 0 0 0 1499100,02 0 0 399,67 0 -1499100,02 0 0
O 0 0 0 0 0 —499 0 0 9999 0 0 -49,99 0
o 0 o0 0 0 0 0 -L5-1499 0 29 0 0 14,99
O 0 0 0 0 0 0 1499100,02 0 0 399,67 0 100,02
o 0 0 0 0 0 0 0 0 —4999 0 0 4999 0
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1499100,02 0 199,84
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A matriz de transformagao composta pelos autovetores do problema (5.11) é:

0 0 0
—0,204 —0,48 0,654
-0,017-0,027 0,01
0 0 0
~0,539-0,587 —0,104
-0,014 0,022 —0,054
0 0 0
~0,673 0,189 —0,496
0,002 0,042 0,032
0 0 0
~0,462 0,62 0,555
0,018 —0,007 0,024
0 0 0
0,025 —0,043-0,054

0,17 0

0 -0,546

0 0,022
-0,326 0

0 0,592

0 0,001
-0,456 0

0 -0,511

0 -0,02
-0,549 0

0 0,293

0 0,035
~0,597 0

0 -0,04

0

0

~0,456-0,597 0,549 0

0,548 —-0,456-0,326 0

0

—0,863

0 0 0 0011 0
0 0 0 -0,044 0
-0,597-0,170 -0,456 0
0 0 0 -0,018 0
0 0 0 0108 0
-0,326 0,549 —0,170 0
0 0 0 0,03 0
0 0 0 -0,220 0
0,170 0,326 0,597 0 0,456
0 0 0 -0,066 0
0 0 0 0433 0

0

-0,326 0 0 0 0

0,039 0,011 0,014 0,015
-0,433-0,608 0,569 0,340

0,549 0 0 0 0

-0,006 0,047 -0,026 0,007
0,641 0,256 0,432 0,567

-0,597 0 0 0 0

~0,030 -0,031-0,033 —0,004
~0,528 0,498 —0,244 0,602
0 0 0 0
0,051 —0,033 0,001 —0,013
0,151 —0,472-0,615 0,431

-0,170 0 0 0 0

0,309 -0,300-0,223 0,117

(A.4)

Os autovalores associados aos autovetores da matriz T conforme o problema (5.11) sdo:

0,038
0,482
1,993
4,056
4,591

34,514
85,759

141,522

150,766

184,098

251,309

358,744

476,355

566,202

(A.5)

Na Tabela A.1 sdo representados os trés primeiros modos obtidos com a solugdo do

problema (5.11), portanto, correspondentes as trés primeiras colunas da matriz de

transformacgao T.
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Tabela A.1 Representagdo dos trés primeiros modos da matriz T da coluna pefeita.
Autovalores Modos

2,=0,038
A, =0,482
2, =1,993

Nota-se que o primeiro modo aqui obtido ¢ o mesmo modo calculado analiticamente
para a condi¢do de equilibrio critico. Entretanto, salienta-se que embora o primeiro
autovetor corresponda em forma ao modo critico da estrutura, o autovalor associado nao
¢ o correspondente a carga critica da estrutura estudada. Obviamente isto se deve ao fato

de ndo ser o mesmo problema de autovalor resolvido para condi¢ao de equilibrio critico.

Os coeficientes S obtidos com a aplicagdo de (5.18) sdo:

3x107

—3x107
2x1072

P2l 102 (A-6)

9%107°

oS O O
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Finalmente a expressdo (5.19) conduz ao seguinte vetor de deslocamentos:

AU =

-1x107°
0
0
-2x107

-3x10°

—4x107°

—-5x107

(A.7)

Utilizando-se o procedimento anteriormente exposto, foram calculados para outros

incrementos de carga os correspondentes autovetores @, , autovalores associados

A e

os coeficientes S que caracterizam o estado de equilibrio critico da estrutura e

compdem os deslocamentos. Na Figura A.3 sdo representados os valores dos

coeficientes S, e autovalores A, para seis incrementos de carga.

Figura A.3 Representacdo de f, e A, para a coluna perfeita.
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Como se percebe na Figura A.3, em todos os casos o coeficiente S, teve valor zero e os

autovalores associados ao primeiro modo tiveram decréscimo em cada incremento, ou

seja, 4, >0 e B, =0 o que confirma que o presente problema corresponde a um caso

de bifurcacao.
A.2 Coluna com Imperfeicio de Geometria

Agora admitindo a hipdtese de existirem pequenas imperfeigdes geométricas dispostas
: : L , .
aleatoriamente na estrutura (Figura A.1) da ordem de y%, sendo o nimero aleatdrio

y um valor positivo menor que a unidade.

O primeiro incremento de carga utilizado foi igualmente ao caso anterior

correspondentea AF=(0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 —0,05 O)T.

Como a imperfeicdo geométrica aleatoria ¢ de pequena magnitude, a matriz de rigidez

tangente da estrutura ¢ muito proxima a calculada no caso anterior:

99,98 0,17 0,04 -49,99 -0,15 0,05 0 0 0O 0O 0O 0O 0 0
017 299 0 0,15 -15 149 0 0 0 0 0 0 0 0
~0,04 0 399,67 0,05 —14,99100,02 0 0 0O 0 0 0O 0 0
~49.99-0,15 0,05 99,98 0,5 004 4999 0 0 0 0 0 0 0
0,15 —1,5-14,99 0,15 299 0 0 -5 149 0 0 0 0 0
~0,0514,99100,02 0,04 0 399,67 0 —-14,99100,02 0 0 0 0 0
keZ| 000 4999 0 0 9999 -0.07 001 —49.99 0,07 0,02 0 0 (A.8)
T 0 0 0 0 -5 -1499-007 29 0 007 -L5 1499 0 0
0 0 0 0 1499100,02 0,01 0 399,67 0,02 —14,99100,02 0 0
0 0 0 0 0 0 -4999 0,07 —0,02 99,99 -0,17 0,01 —49,99 0,03
0o 0 0 0 0 0 007 -15-1499-017 2,99 0 011 14,99
0O 0 0 0 0 0 002 1499 100,02 0,01 0 399,67 —0,03 100,02
o 0 0 0 0 0 0 0 0 -4999 011 -0,03 49,99 —0,03
o 0 0 0 0 0 0 0 0 003 1499 100,02 —0,03 199,84
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Os autovalores associados aos autovetores do problema (5.11) sdo:

0,046
0,487
1,994
4,050
4,591
34,508
85,756
141,520
150,768
184,097
251,315
358,748
476,357
566,202

A matriz de transformagao T correspondente é:

0 0 0 0,170 0,008 0,456 0,597 0,549 0
~0,203 0,480 —0,654 0,017 —0,546 0 0,001 0,001 0,011
-0,017 0,027 —0,01 —0,001 0,022 0 0 0 -0,044
0,001 —0,001-0,004 0,326 0,011 0,597 0,17 0,456 0
~0,539 0,588 0,103 —0,021 0,591 0,001 0,001 0,001 —0,018
-0,014-0,021 0,054 0 0,001 0 0 0 0,108
0,001 —0,001-0,004 0,455 0,017 0,326 0,549 0,170 0
~0,673-0,187 0,496 0,027 -0,511-0,001 0 0 0,034
0,002 —0,042-0,032 0 -0,02 0 0 0 -0,22
0,001 —0,001-0,006 0,548 0,023 —0,170-0,326-0,597 0

0,326 0 0 0 0
0,001 -0,039 0,011 0,014 0,015
0 0,433 —0,608 0,569 0,340
-0,549 0 0 0 0
~0,001 0,006 0,047 —0,026 0,007
0 —0,641 0,256 0,432 0,567
0,597 0 0 0 0
0 0,030 —0,031-0,033-0,004
0 0,528 0,498 —0,244 0,602
-0,456 0 0 0 0

0,018 0,007 —0,024-0,002 0,035
0,002 0
0,026 0,043 0,054 0,002 —0,040

~0,463-0,620-0,555-0,016 0,292 0

0

0

0,001 0,001 —0,066 0,001 —0,051-0,033 0,001 —0,013

0

0

0 0,433

~0,005 0,596 0,024 —0,549 0,456 0,326 0

0,001 -0,863

0 -0,151-0,472-0,615 0,431
-0,170 0 0 0 0
0 -0,308 -0,3 -0,223 0,117

(A.9)

(A.10)

Na Tabela A.2 sdo representados os trés primeiros modos da coluna com a consideracdo

da imperfeicdo geométrica aleatoria.
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Tabela A.2 Representacdo dos trés primeiros modos da matriz T da coluna com
imperfeicdo de geometria aleatoria.

Autovalores Modos

A, =0,046
2, =0,487
2, =1,994

Comparando as formas modais da estrutura perfeita (Tabela A.1) e da estrutura
imperfeita (Tabela A.2) observa-se que a imperfeicao geométrica aleatdria nao interfere

na forma dos trés primeiros autovetores componentes da matriz de transformagao T.

Os coeficientes S segundo (5.18) sdo:

~1x10™
-1x107°
3x107
—3%x107?
—-1x107°
3x107*
-2x107*
-2x107
—1x107
-8x107°
—3x107°
—4x10°°
—3x107°
2x107°

(A.11)

Como se pode observar em na Tabela A.2 e em (A.11), ndo € nulo o valor do coeficiente

p,, embora seja pequeno, e o autovalor 4, j& no primeiro incremento também ¢

pequeno.
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O vetor de deslocamento de acordo com a expressao (5.19) equivale a:

~1x107
5x107*
4x107
-2x107
1x107°
4x107
-3x107
2x107°
-6x107°
—4x107
1x107
-5%x107°
-5%x107
-7x107°

AU =

(A.12)

Na Figura A.4 sdo representados os autovalores associados ao primeiro modo

(/11 ) obtidos com seis incrementos de carga, onde se percebe que hd um decaimento do

valor com o aumento do nimero de incrementos.

0,05

0,03

1

0,01

0,00

0,04

0,02

®
L
L
. &
1 2 3 4
Incrementos

Figura A.4 Autovalores 4, da coluna imperfeita (imperfeicdo geométrica aleatoria).
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Na Figura A.5 sdo representadas as solugdes encontradas para os coeficientes S, e
autovalores A, para alguns outros incrementos de carga, sempre considerando a

existéncia da pequena imperfeigdo geométrica aleatoria.

0,05

0,04

0,03

1

002 |

001 |

0,00
0,04 -003 -002 001 000 0,01 0,02
b1

Figura A.5 Representacdo de S, e 4, da coluna imperfeita (imperfeicdo aleatoria).

Percebe-se, na Figura A.5, que embora o coeficiente /3, do primeiro incremento (1° inc)

seja muito pequeno, 0 mesmo ndo chegou a se anular, inclusive nos demais incrementos

de carga analisados.

Portanto, observa-se a partir da Figura A.4 e Figura A.5 que se tem a condi¢do de ponto

limite para este problema, ja que 4, >0 e S, #0.

A.3 Coluna com Imperfei¢io de Carga

Por ultimo, investiga-se a influéncia de uma imperfei¢do no carregamento aplicado, por

meio de um pequeno momento (1,0><10*2 kN -m) na extremidade apoiada da estrutura

representada na Figura A.1. O primeiro incremento de carga ¢ mostrado em (A.13) e a

matriz de rigidez em (A.14).
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S O O O O O O O O O o o

AF =
—5%1072
2,1x107*

99,99 0 0
0 2,99 0
0 0 399,70
-4999 0 0
0 -1,5 -14,99
0 14,99 100
0 0 0

KE =
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

-49,99
0
0
99,99
0
0

0 0
~1,5 14,99
~14,99 100
0 0
2,99 0
0 399,70
0 0
-1,5 —14,99
14,99 100
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0

0

0
-49,99

0

0

99,99

0

0
—49,99

0

0
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0
~1,5 14,99
~14,99 100
0 0
2,99 0
0 399,70
0 0
~1,5 —14,99
14,99 100
0 0
0 0

|
=
SO O Y o o o o o o

99

99,99
0
0
-49,99
0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
~1,5 14,99
~14,99 100
0 0
2,99 0
0 399,70
0 0
14,99 100

0
0
0
0
0
0
0
0
0

-49,99
0
0
49,99
0

S O O O o o o o o o

14,99
100
0
199,80

(A.13)

(A.14)

Novamente se percebe que, devido a pequena imperfei¢do de carga, a matriz de rigidez

da estrutura ¢ praticamente a mesma calculada nos casos anteriores.

Os autovalores associados aos autovetores do problema (5.11) sdo:
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0,047
0,488
1,995
4,056
4,591
34,514
85,759
141,522
150,764
184,098
251,358
358,772
476,365
566,197

A matriz de transformacgao T correspondente é:

0 0 0 0170 0 0,456 —0,597-0,549 O
-0,203-0,480-0,654 0 0,547 0 0 0 0,011
-0,017-0,027 -0,01 0 -0,022 0 0 0 -0,044

0 0 0 0326 0 057 -0,17 0,456 0
-0,539-0,588 0,103 0 -0,592 0 0 0 -0,018
-0,014 0,022 0,054 0 -0,001 O 0 0 0,108

0 0 0 045 0 0326 0,549 0,170 0

T= -0,673 0,188 0,496 0 0,511 0 0 0 0,034
0,002 0,042 -0,032 0 0,020 O 0 0 -0,220

0 0 0 0549 0 -0,170 0,326 -0,597 0
-0,463 0,620 -0,555 0 -0,293 0 0 0 -0,066
0,018 -0,007-0,024 0 -0,035 0 0 0 0,433

0 0 0 0,597 0 -0,548-0,456 0,326 0
0,026 —0,043 0,054 0 0,040 0 0 0 -0,863

0,326
0
0
-0,549
0
0
0,597
0
0
-0,456
0
0
0,170
0

0 0 0 0
-0,039 0,011 —0,014 0,015
0,433 —0,608-0,569 0,340

0 0 0 0
0,006 0,047 0,026 0,007
~0,641 0,256 —0,432 0,567

0 0 0 0
0,030 0,031 0,033 —0,004
0,528 0,497 0,244 0,602

0 0 0 0
~0,051-0,033-0,001-0,013
~0,151-0,472 0,615 0,431

0 0 0 0
-0,308 —0,3 0,223 0,117

(A.15)

(A.16)

Na Tabela A.3 sdo representados os trés primeiros modos da coluna obtidos com a

consideragao da imperfeicao de carga.
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Tabela A.3 Representacdo dos trés primeiros modos da matriz T da coluna com
imperfeicdo de carga.

Autovalores Modos

A, =0,046
2, =0,487
2, =1,994

Assim mais uma vez comparando as formas modais da estrutura perfeita (Tabela A.1) e
da estrutura imperfeita (Tabela A.3) observa-se que a imperfei¢ao devido a ag¢dao do
momento (M) na extremidade apoiada da estrutura ndo interfere na forma do primeiro

autovetor componente da matriz modal T.

Os coeficientes S obtidos com (5.18) sdo:

5%10°°
-9x10°°
1x10™
—3x107
8x107°
3x107°
2x107°
-2x107
-2x10™*
-8x107°
—6x107°
-6x107
4x107°
2x107°

(A.17)

O coeficiente f,, embora também seja pequeno, ndo ¢ nulo e o autovalor 4 ja no

primeiro incremento ¢ bastante pequeno.
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O vetor de deslocamento correspondente, segundo (5.19) é:

-1x107°
-2x107°
-1x10°°
-2x107°
-5x%107°
-2x107°
-3%x107°
—-8x107°
-6x107
—4x107
~7x107

2x107°
-5%107°

5%107°

(A.18)
AU =

Na Figura A.6 sdo representados os autovalores associados ao primeiro modo

(/11 ) obtidos com seis incrementos de carga, em que semelhantemente ao caso anterior

se percebe o decaimento do valor com o aumento do nimero de incrementos.

0,05

0,04

0,03 |

l1

002 f *«

ooL f

0,00 ® s P

Incrementos

Figura A.6 Autovalores A, da estrutura com imperfei¢ao de carga incremental.

Sdo representadas na Figura A.7 as solugdes encontradas para os coeficientes f, e
autovalores 4, para outros cinco incrementos de carga considerando a existéncia da

pequena imperfeicao de carga.
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0.05

| | (? 1°inc. | |
0.04 |- B RS SRR RS SRR
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- | | 2°inc | | |
002 1 S [ o I ]
001 | - S e ]
5°inc. | 3ine - geinc, 60inc

0.00 QO | | O o | e}

-0.03 -0.02 -0.01 000 001 0.02 0.03 0.04
b1

Figura A.7 Relacdo S, x A, da estrutura com imperfei¢do geométrica aleatoria.

Pode-se perceber na Figura A.7 que com o aumento do nimero de incremento o valor

do coeficiente /3, aumentou em relagdo ao primeiro calculado.

Portanto, observa-se na Figura A.6 e na Figura A.7 que se tem a condi¢ao de ponto

limite, jaAque 4, >0 ¢ S, #0.

Salienta-se que, embora aqui tenham sido apresentados valores para até seis
incrementos de carga, basta somente verificar um incremento, sendo o modo critico
detectado, para se qualificar o tipo de ponto critico. Recomenda-se que neste caso, o
incremento de carga ndo seja muito pequeno a fim de se perceber claramente o valor

dos coeficientes f, (ndo nulo em caso de problemas com ponto limite) e o pequeno

valor de 4,.
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Baixar livros de Servico Social
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Baixar livros de Turismo
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