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 Nesta tese apresentam-se dois novos métodos para a solução da equação da 

cinética pontual inversa. O primeiro método está baseado na integração por partes da 

integral da equação da cinética pontual inversa, resultando uma série de potências em 

função da potência nuclear do reator na dependência do tempo. Impondo-se 

condições para a potência nuclear, a reatividade é representada em termos das 

derivadas de primeira e segunda ordem desta potência nuclear. Este novo método tem 

características muito especiais, entre elas a possibilidade do uso de diferentes 

períodos de amostragem e a possibilidade do reinicio  do cálculo, após sua interrupção 

causada por um mal funcionamento do equipamento, permitindo o cálculo da 

reatividade de uma forma não contínua com ou sem dependência do histórico da 

potência nuclear. O segundo método é baseado na transformada de Laplace da 

equação da cinética pontual, resultando em uma expressão equivalente a equação da 

cinética inversa em função do histórico de potência. A reatividade é escrita em termos 

de uma soma de convolução com resposta ao impulso característico de um sistema 

linear. Para sua forma digital emprega-se a transformada Z, que é a versão discreta da 

transformada de Laplace. Esta nova forma de calcular a reatividade tem 

características de um filtro denominado de sistema de resposta de duração finita (FIR). 

O sistema FIR será sempre causal, estável e invariante no tempo, além disto, pode ser 

implementado numa forma não recursiva. Os métodos propostos foram verificados 

usando sinais que contém ruído aleatório, mostrando as relações entre a diferença de 

reatividade e o grau do ruído aleatório. 
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This work presents two new methods for the solution of the inverse point 

kinetics equation. The first method is based on the integration by parts of the integral of 

the inverse point kinetics equation, which results in a power series in terms of the 

nuclear power in time dependence. Applying some conditions to the nuclear power, the 

reactivity is represented as first and second derivatives of this nuclear power. This new 

calculation method for reactivity has special characteristics, amongst which the 

possibility of using different sampling periods, and the possibility of restarting the 

calculation, after its interruption associated it with a possible equipment malfunction, 

allowing the calculation of reactivity in a non-continuous way. Apart from this reactivity 

can be obtained with or without dependency on the nuclear power memory. The 

second method is based on the Laplace transform of the point kinetics equations, 

resulting in an expression equivalent to the inverse kinetics equation as a function of 

the power history.  The reactivity can be written in terms of the summation of 

convolution with response to impulse, characteristic of a linear system.  For its digital 

form the Z-transform is used, which is the discrete version of the Laplace transform.  In 

this method it can be pointed out that the linear part is equivalent to a filter named 

Finite Impulse Response (FIR). The FIR filter will always be, stable and non-varying in 

time, and, apart from this, it can be implemented in the non-recursive way. This type of 

implementation does not require feedback, allowing the calculation of reactivity in a 

continuous way.  The proposed methods were validated using signals with random 

noise and showing the relationship between the reactivity difference and the degree of 

the random noise. 
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CAPÍTULO 1 
 

INTRODUÇÃO 
 

 

O comportamento temporal de um reator nuclear é um quesito relevante na 

operação de uma usina nuclear. Também, a análise de segurança da usina depende 

do conhecimento a respeito dos coeficientes de reatividade e das características das 

respostas dinâmicas que resultam das variações das condições de operação desta 

usina.   

 

Para que um reator nuclear opere em um nível de potência constante, a taxa 

de produção de nêutrons via reações de fissão, deve ser igual à taxa de perda por 

absorções e fugas. Qualquer desvio desta condição implicará que a população 

neutrônica não se manterá constante, mudando com o tempo, e portanto, também o 

fará o nível de potência do reator. Isto pode acontecer por varias razões.  A mais 

comum é aquela em que se produz uma modificação nas posições das barras de 

controle do reator. Isto conduz a uma mudança nas taxas de fissões e absorções e em 

conseqüência uma evolução temporal da população neutrônica. Esta dependência 

temporal da população neutrônica, ao realizar modificações nas posições das barras 

de controle, permite calcular a reatividade positiva ou negativa inserida, empregando-

se para tal diferentes métodos. 

 

A reatividade é talvez o parâmetro mais importante de um reator nuclear, que 

caracteriza o desvio da condição de criticalidade, sendo que no projeto de uma usina 

nuclear esta informação pode ser usada para investigações mais aprofundadas das 

bases de projeto de muitos dos sistemas da referida usina, que estejam relacionados 

com o funcionamento do reator. Sistemas de controle e procedimentos administrativos 

são usados para limitar a magnitude e a taxa de variação da reatividade.  

 

A medida da reatividade pelo método da cinética inversa é amplamente usada 

durante a partida de um reator nuclear. O cálculo da reatividade está baseado nas 

equações da cinética do reator pontual. A equação da cinética inversa envolve o termo 

de fonte de nêutrons e, portanto, a determinação da fonte é requerida. Quando o 

método é aplicado a um nível de potência suficientemente alto, o termo das fontes 

externas pode ser desprezado. Quando é aplicado em um nível mais baixo de 

potência ou no domínio subcrítico, porém, a determinação da fonte deve ser feita. Nos 

níveis baixos de potência, a flutuação do sinal causará dificuldades na determinação 
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da reatividade. Além disso, se o detector de nêutrons estiver situado perto da fonte 

externa de nêutrons, as emissões diretas para o detector da fonte externa de nêutrons, 

causarão um aumento no sinal de saída do detector e podem afetar as avaliações da 

reatividade no domínio subcrítico ou nos mais baixos níveis de potência. 

 

Para os testes físicos durante a partida de uma usina nuclear é necessário um 

medidor de reatividade, por isto é preciso um programa computacional para calcular a 

reatividade, empregando o método inverso. Na literatura existente [1-10], os trabalhos 

desenvolvidos para esta finalidade fundamentam-se basicamente na discretização do 

termo relacionado à integral da equação do método inverso, conhecido como histórico 

de potência. Isto é, o valor da reatividade atual depende dos valores passados e atuais 

da potência nuclear. Estes métodos são basicamente recursivos e permitem calcular a 

reatividade continuamente. Neste trabalho, será mostrado que existem outras 

possibilidades de fazer isto, de uma forma mais simples, que só contenha derivadas 

de até segunda ordem da potência nuclear e também um novo método para calcular a 

reatividade empregando técnicas atuais existentes em outras áreas do conhecimento, 

como por exemplo, no processamento digital de sinais. 

 

A maioria dos medidores de reatividade trabalha em um intervalo de 

amostragem de 0.01 s. Neste trabalho, será apresentada uma forma alternativa para o 

cálculo da reatividade de um modo mais simples e preciso, que só contém derivadas 

de primeira e segunda ordem da potência nuclear, com a possibilidade de interrupção 

e reinício do cálculo da reatividade com diferentes passos de amostragens de até 100 

s ou mais, tornando viável a implementação de um reatimetro que possa ser usado 

continuamente ou não, em qualquer instante de tempo.   

 

Os próximos capítulos podem ser resumidos da seguinte forma: no capítulo 2 

obtém-se as equações da cinética pontual a partir de aproximações feitas na equação 

da difusão de nêutrons na formulação de multigrupo, assim como a solução das 

equações da cinética por meio da equação Inhour. 

 

No capítulo 3 é feita uma revisão bibliográfica das técnicas para medir a 

reatividade, tais como as técnicas estáticas, dinâmicas e da cinética inversa. Também 

apresentam-se os diferentes modelos existentes para determinar a reatividade pelo 

método inverso.  
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No capítulo 4 apresenta-se um método em termos das derivadas de primeira e 

segunda ordem da potência nuclear, sem o uso do histórico da potência nuclear para 

determinar a reatividade.   

 

No capítulo 5 apresenta-se um método para determinar a reatividade, e faz-se 

uma introdução à transformada Z, sua definição a partir de uma série de Laurent, 

apresentando a região de convergência e finalmente estuda-se sua relação com o 

cálculo da reatividade.  

 

No capítulo 6, finalmente, apresentam-se os resultados obtidos pelos métodos 

desenvolvidos nos capítulos 4 e 5. Apresenta-se também, para o controle do ruído, o 

método dos mínimos quadrados. 

 

No capítulo 7 as conclusões e recomendações desta tese são apresentadas.  
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CAPÍTULO 2 
 

EQUAÇÕES DA CINÉTICA PONTUAL 
 
 
A equação da difusão de nêutrons na formulação de multigrupos é representada por: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
{

=

∂ φ = ∇ ∇φ ∑ φ ∑ φ +
∂

+ ∑ φ + χ ν ∑ φ∑

144424443 1442443 1442443

144424443

� � � �� � �� �� ����� �� ���� �� � ���� � !� "� #� !� �� � ���� $%�#�&'�( �� ) � � ) � � ) *� ) � )� ) + ��� !����� ,��-��� $%�#�&'� �� �� � ���� � &� � ���� �
. /0 1 23 / /0 1 4 / /0 1 4 / /0 15 1 / /0 1 6/7 /0( )

{
=

+∑
144424443

( �8 '�� ) + ��&'� �8'� �&�� � ��� !� '�'� $ �� &9�'��&� �� * ,��:��1 ;    (2.1)

  

e a forma de uma velocidade, reduz-se para: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∂ φ = ∇ ∇φ ∑ φ + ν∑ φ +
∂

<= >? @A BC D EF B BC D G HBI BC D HBI BC D JK D        (2.2) 

 

Nas duas formas é admitido que todos os nêutrons surgem instantaneamente das 

fissões nucleares. O termo ( ) ( )t,rrf φ∑ν  na equação (2.2) tem dimensões de 

nêutrons/cm3-s, representando a densidade da taxa de produção de nêutrons. Mas na 

realidade, uma pequena fração desses neutrôns  não vem diretamente das fissões 

nucleares, mas do decaimento subseqüente dos produtos de fissão (chamados 

precursores de nêutrons retardados [11,12]). Precisamos considerar matematicamente 

esta fonte de neutrôns retardados, para modelar corretamente  o comportamento 

transiente do fluxo de neutrôns. 

 

2.1 Precursores  de Nêutrons Retardados Sem Fontes Externas 

 

Modificando a equação (2.2), admitindo que uma fração β de nêutrons produzidos na 

fissão é o resultado do decaimento dos precursores de nêutrons retardados, tem-se 

que: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
LM N O OO PQ RS T UV R RS T R RS T Q R RS T WX T
=

∂ φ = ∇ ∇φ − ∑ φ + − β ν∑ φ + λ
∂ ∑            (2.3.a) 

 

( ) ( ) ( ) ( )Y Y Y Y Z[ \] ^ [ \] ^ \ \] ^^∂ = −λ + β ν∑ φ
∂

  i=1,2,...,6                      (2.3.b) 
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Há um grande número de isótopos dos produtos de fissão que decaem por emissão de 

nêutrons e, assim, são membros da família de precursores de nêutrons retardados. 

Para o propósito de modelar seu efeito na cinética de nêutrons, é suficiente agrupá-los 

em 6 grupos (C1, C2, ..., C6) de acordo com suas meia vidas. Valores típicos são 

apresentados na Tabela 2.1. 

Para os valores apresentados na tabela 2.1, 007.0
6

1i
i =ββ

=
∑

_
. Assim, os precursores 

de nêutrons retardados contribuem somente com 0.7% dos nêutrons.  

 

 
   Tabela 2.1  Coeficientes típicos de precursores para U235 . 

Grupo 1 2 3 4 5 6 

T1/2  [s] 54.5785 21.8658 6.0274 2.2288 0.4951 0.1791 

λi [s
-1] 0.0127 0.0317 0.115 0.311 1.4 3.87 

βi/β 0.0380 0.2130 0.1880 0.4070 0.1280 0.0260 

βi 0.000266 0.001491 0.001316 0.002849 0.000896 0.000182 

 

 

2.2 Obtenção das Equações de Cinética Pontual 

 

Deste modo, com a adição dos precursores de nêutrons retardados, temos 7 

equações  para resolver, em cada ponto no espaço e no tempo. Focalizando no 

comportamento temporal, supondo que o meio é homogêneo, que a forma do fluxo é 

conhecida e empregando a aproximação “adiabática”, que supõe que o fluxo e a 

concentração podem ser fatorados em uma parte de amplitude e uma parte espacial: 

 

( )φ = Ψ`a b c debf èf                   (2.4) 

 

( ) = Ψg gh ij k h lkm lim
                  (2.5) 

 

e admitindo que a função Ψ(r) é a solução da equação de Helmholtz : 

 

∇ Ψ + Ψ =
n nopqr s pqr t                   (2.6) 

 

obtém-se que  
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( )( )
uvw x y z zz {| } ~ � � � } �|�
=

= − − ∑ + − β ν∑ + λ∑                         (2.7.a) 

 

 � � � � �� � � � ��� = −λ + β ν∑                 (2.7.b) 

 
Definindo : 
        � �� ���� � � �ν∑ ∑

≡
+

                                (2.8a)  

 

( )=
∑ +

l � �� �� ��� � �� �� �  �¡ �� ¢£ ¤� ¥� ¢¦� � § ¨                          (2.8b) 

 
onde,  
 

 © ª«¬
≡
∑

         (2.8c) 

 
Rescrevendo as equações (2.7.a) e (2.7.b), vem 
 

 ( )
 ®¯° ± ² ²² ³°´µ¶ · ¸ ¹ · ¸ ¹ · º¶»

=

 
= −∑ + + − β ν∑ + λ  ∑ 

∑                         (2.9.a)

  

 ¼ ¼ ¼ ¼ ½¾ ¿ ¿ À Á¾Â = −λ + β ν∑                 (2.9.b) 

 
 
Fazendo  
 ÃÄ Ã ÃÄÅÆÇ È Ç

=
∑

     e ÉÊ Ë
= ν∑

l
     (2.10) 

 
obtém-se a forma simplificada 
 
 

=

β = + λ  
∑

l

Ì Í ÍÍ ÎÏ Ð ÑÒÓÔ ÕÔ Ó ÐÒÖÕ ×ÏÖ              (2.11.a) 

 

= λ + β
l

Ø Ø Ø ØÙ Ú ÛÜ Ú ÝÞßàÙß                        (2.11.b) 

 
Definindo  : 
 á âá−ρ ≡  (reatividade)                  (2.12) 
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e 
 

 ãΛ ≡ l
 (tempo médio de geração)                 (2.13) 

 
obtém-se finalmente as equações da cinética pontual : 
 
 

=

ρ − β = + λ Λ 
∑
ä å åå æç è èéêë ìçê               (2.14.a) 

 
β= −λ + =
Λ

í íí íî ï ï ðñòó ô õ öô ÷÷÷ôøîò              (2.14.b) 

 
 

Os parâmetros ρ, β, etc, são as incorporações dos efeitos líquidos dos 

parâmetros físicos básicos e mais fundamentais, tais como seção de choque que 

aparecem na equação geral de balanço de nêutrons. Deste modo é mais difícil ver o 

efeito direto no reator, das mudanças na seção de choque, etc. Mas, as equações da 

cinética pontual são bastante simples e permitem obter uma solução analítica ou 

numérica que pode ser usada para investigar a natureza do sistema do reator, 

especificamente sua resposta para mudanças na reatividade,  ρ.  

 

 

2.3 Solução das Equações da Cinética Pontual 

 

Iniciamos supondo uma forma exponencial para o fluxo de nêutrons e para as 

concentrações dos precursores de nêutrons retardados: 

 

  n(t) = A0e
ωt                         (2.15) 

 
  Ci(t) = Ci0e

ωt        (2.16) 

 

Substituindo as equações (2.15) e (2.16) na equação (2.14.b), obtém-se : 

 

  ù ù ùúúû ú úû ûü ý ü ý þ ýω ω ωβω = −λ +
Λ

      (2.17) 

 

simplificando resulta 
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( )

ÿ �ÿ� ÿ�� β
=

Λ ω + λ
       (2.18) 

 

justamente como se esperava, as concentrações dos precursores são proporcionais à 

densidade dos nêutrons. Substituindo (2.15), (2.16) e (2.18) na equação (2.14.a) 

obtém-se que: 

 

  ω ω ω

=

βρ − β ω = + λ Λ Λ ω + λ  ∑
�� � �� �� � � �� � �� 	 � 	 	
 �               (2.19) 

 

simplificando obtém-se, 

 

  
=

βρ − β ω = + λ Λ Λ ω + λ  ∑
�   � � �      (2.20) 

 

isto é, uma equação transcendental em ω. Pode-se resolver graficamente, para um 

conjunto físico de valores λi, βi.  

Escrevendo a equação (2.20) como: 

 

=

 βΛω = ρ + λ − β ω + λ 
∑
� �� �� � � �        (2.21) 

 

=

 λ β − ω + λ βΛω = ρ +  ω + λ 
∑
� � � � ��� � � �� �                 (2.22) 

 

=

 ωβΛω = ρ −  ω + λ 
∑
� � �� � � �        (2.23) 

 

Mas da equação (2.13), 

 

 Λ ≡ = − ρl
l ! "#         (2.24) 

 

então : 
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=

 ωβω − ρ = ρ −  ω + λ 
∑l

� � �� ��$ � � �            (2.25) 

 

 
=

 ωβρ + ω = ω +  ω + λ 
∑l l

% & && '() * ( *        (2.26) 

 

Assim, 

 

 
=

 ωβωρ = +  + ω + ω ω + λ 
∑l

l l

+ , ,, -./. 0 /. 0 / 0                 (2.27) 

 

A equação (2.27) é conhecida como a equação “Inhour” e sua solução gráfica é 

mostrada na Figura 2.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Note-se que há 7 raízes, isto é 7 valores de ω para um dado valor de ρ. O que significa 

que deve-se escrever a solução das equações (2.14.a-b) na forma: 

 

  ω

=

=∑ 12 34 55 6789: ; <
       (2.28) 

 

  ω

=

=∑ => ?@ @A BB CD EFG D H
       (2.29) 

Onde A0j e Ci0j são constantes a serem determinadas como em [11]. 

IωJω  KωLωMω  Nω  Oω

-
l

1
 

- 6λ  - 5λ  - 4λ  - 3λ  - 2λ  - 1λ  Pρ  

QR
ρ ω  

1.0 

Figura 2.1 Determinação gráfica das raízes da equação inhour  
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As raízes da equação (2.27) têm a peculiaridade de ser negativas, salvo uma delas, 

que conserva o sinal da reatividade inserida. Suponhamos que inserimos uma 

reatividade positiva, pelo que foi dito anteriormente, só um valor de ωj será positivo, 

enquanto os outros seis serão negativos. Então para tempos longos, só um termo da 

equação (2.28) será significativo, já que os demais terão decaído consideravelmente e 

suas contribuições poderão ser desprezadas. Portanto, se é desejado conhecer a 

magnitude da reatividade positiva inserida, só será necessário conhecer a  

dependência da população de nêutrons com o tempo. Com este dado poderá se obter 

o valor de ωj dominante, e utilizando a equação (2.27) poderá se calcular ρ, que 

equivale à reatividade positiva inserida ao sistema. Este método é o denominado 

método do período assintótico, o qual será estudado no próximo capítulo como uma 

das técnicas para medir a reatividade. 
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CAPÍTULO 3 
 
 

DETERMINAÇÃO EXPERIMENTAL DA REATIVIDADE 
 

   

Os três mais importantes parâmetros que caracterizam o comportamento 

cinético de um reator nuclear são a reatividade ρ, o tempo de geração dos nêutrons 

prontos Λ, e a fração efetiva β de nêutrons retardados.  Uma variedade de técnicas 

experimentais tem sido desenvolvida para medir a reatividade. 

 

Há três diferentes técnicas para medir a reatividade  de um reator nuclear: 

estática, dinâmica e cinética. Na técnica estática, uma mudança na reatividade para 

ser medida (exemplo, devido a concentração do Xenônio) é compensada por outra 

mudança conhecida de reatividade, com a potência do reator sendo mantida 

constante. Na técnica dinâmica, uma mudança na reatividade não é compensada. A 

reatividade pode ser logo determinada pela medida de algum parâmetro do reator, 

como por exemplo, pela medida dos períodos estáveis ou assintótico determinando-se 

a reatividade através da equação Inhour.  Alguns outros métodos empregados na 

técnica dinâmica são: queda da barra de controle, retirada abrupta da fonte, oscilação 

da barra de controle e métodos dos nêutrons pulsados. Pela técnica cinética de 

medida da reatividade, mudanças na reatividade podem ser feitas continuamente e a 

reatividade em cada instante determinada pela análise da variação temporal do nível 

de potência do reator, usado nas equações da cinética pontual.  

 

 3.1 Técnicas Estáticas para Determinação da Reativi dade   

   

 
3.1.1 Medida da Multiplicação de Nêutrons (Método d e Multiplicação Recíproca) 
   

 

A medida de reatividade mais comum é denominada de experimento do carregamento 

crítico, ou método de multiplicação recíproca [13,14,15], no qual o fluxo de nêutrons no 

estado estacionário, que resulta de uma fonte em um conjunto  subcritico, é medido 

sempre que combustível é adicionado ao conjunto. Se o reator é caracterizado por um 

fator de multiplicação k (k<1), então a amplificação da fonte de nêutrons original no 

conjunto é dada por  

  

     00
1

0
2

00 MSS)k1(...SkkSSA ≡−=+++= −             (3.1.1) 
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onde S0 é a taxa na qual são emitidos nêutrons da fonte no reator e M a multiplicação 

subcritica. O procedimento usual para uma aproximação segura da condição de 

criticalidade no carregamento do núcleo do reator consiste em fazer um gráfico da 

curva 1/M (ou a taxa de contagens recíproca dos nêutrons) em função de alguns 

parâmetros que controlam a reatividade (como por exemplo, massa do combustível) e 

em seguida extrapolando a curva 1/M para zero, para determinar o carregamento 

crítico (como representado na Figura 3.1). Durante uma aproximação gradual para a 

condição de criticalidade pelo método da multiplicação recíproca, o nível do fluxo de 

nêutrons em cada adição de reatividade deve ser estabilizado para obter uma 

indicação precisa da multiplicação assintótica, antes de proceder com a próxima 

adição de reatividade.     

Figura 3.1 Medida da carga crítica

Estimativa da
massa crítica

x

x

x

x
x

x

x

x

M
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ão

 s
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-1

Massa do Combustível

 

 

3.2 Técnicas Dinâmicas para as Medidas da Reativida de   

 

  

3.2.1 Medidas do Período Assintótico   

   

Talvez o tipo mais simples de medida da reatividade, que pode ser executada, é 

através de uma pequena perturbação na composição material do núcleo de um reator 

crítico, e então medir o período estável ou assintótico, resultante do transiente do 

reator. Usando a equação “Inhour”, pode-se inferir o valor da reatividade resultante da 

perturbação através de uma medida do período assintótico. Deve ser notado que o 

método do período assintótico, para todas aplicações práticas só é válido para 



 

 13 

períodos positivos, desde que períodos negativos são dominados pelo precursor de 

nêutrons retardados com maior meia vida e conseqüentemente implicam em baixa 

sensibilidade para reatividade negativa.  

 

 
 3.2.2 Método da Queda da Barra de Controle   
   

Considerando-se um reator que opera em um nível de potência P0, quando é 

repentinamente desligado pela introdução de uma reatividade negativa -δρ (queda da 

barra de controle), usando as equações da cinética do reator pontual verifica-se que 

depois de alguns tempos de vida dos nêutrons prontos, o nível da potência do reator 

cai para um nível mais baixo P1, determinado pela quantidade da inserção de 

reatividade e ficando neste nível "quase estático" até ser reduzido pelo decaimento 

dos precursores de nêutrons retardados. Podemos usar a aproximação “promt jump” 

para escrever,   

   

   
δρ+β

β=
0

1

P

P
              (3.2.2.1)   

   

Pode-se então resolver a equação (3.2.2.1) para a inserção de reatividade (em 

dólares), em termos dos níveis de potência P0 e P1, resultando:   

 

   1
P

P

1

0 −=
β
δρ

              (3.2.2.2)   

   

Assim, conhecido P1, é possível determinar a reatividade associada à barra de 

controle que se segue a queda em t=0.   

 

 

3.2.3 Método de Retirada Abrupta da Fonte  
   

Uma técnica bem parecida à queda da barra de controle pode ser usada para medir a 

multiplicação de um conjunto subcritico. Supondo um sistema subcritico mantido em 

um nível de potência P0 por uma fonte de nêutrons de intensidade S0, pode-se 

expressar o nível da potência de equilíbrio P0, usando a equação da cinética do reator 

pontual como:   
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+λ

β+δρ
Λ= ∑

i
00ii0 SCP              (3.2.3.1)   

   

onde δρ é o grau de subcriticalidade do sistema. Supondo que a fonte é retirada 

abruptamente do núcleo do reator, uma vez mais a aproximação “prompt jump” pode 

ser usada para expressar o mais baixo nível de potência P1  "quase estático "  como,  

         









λ

β+δρ
Λ= ∑

i
0ii1 CP                              (3.2.3.2)   

   

 Usando as equações (3.2.3.1) e (3.2.3.2), junto com as formas de equilíbrio das 

equações da cinética do reator pontual antes da remoção da fonte, pode ser obtido 

que  

   

  
β
δρ+= 1

P

P

1

0               (3.2.3.3)   

 

Conseqüentemente, a subcriticalidade no conjunto, expressa em dólares, é  

simplesmente determinada por    

 

 1
P

P

1

0 −=
β
δρ

              (3.2.3.4)   

 

O método da retirada abrupta da fonte de nêutrons é bem parecido ao método da 

queda da barra. Porém é um pouco mais simples de se executar, desde que requer só 

a remoção de uma pequena massa de material (a fonte) em contraste com a liberação 

rápida de uma ou mais barras de controle.   

 

 

3.2.4 Método de Oscilação da Barra de Controle  

   

Se uma barra de controle oscila em um reator crítico, haverá uma oscilação 

correspondente na potência do reator. Medindo o ganho e amplitude da mudança de 

fase que caracteriza as oscilações de potência, pode ser medida a função de 

transferência do reator, na potência zero ou na potência de operação [11] :   

 



 

 15 

   δρω=δ
)i(L

P
P

0

             (3.2.4.1)   

 

Para baixos valores de potência, )i(Z)i(L ω→ω  como pode ser visto na referência [11]. 

Neste caso, o comportamento das freqüências altas da função de transferência,   

 

   
Λω

≈ω 1
)i(Z              (3.2.4.2)   

 

pode ser usado para medir o tempo de geração instantânea Λ ou o valor de 

reatividade da oscilação da barra de controle,   

 

   
0P
PδΛω=δρ              (3.2.4.3)   

 

Tal medida da oscilação também pode ser usada para determinar as características de 

estabilidade do reator.   

   

 

3.2.5 Método de Nêutrons Pulsados  

   

Medindo o comportamento da densidade de nêutrons que se segue a uma injeção de 

nêutrons em um elemento de combustível, pode ser medida uma variedade de 

parâmetros importantes. Suponha-se primeiro, um pulso de nêutrons injetado em t=0 

em um meio não multiplicativo. Então de acordo com a teoria da difusão de nêutrons a 

uma velocidade, o fluxo satisfaz à seguinte equação :   

 

  ( )∂φ = ∇ φ − Σ φ
∂

S TU VWX YZ [ VWX YZ WX Y\ Y            (3.2.5.1)  

 

sujeita à condição inicial aplicada à fonte pulsada, )r()0,r( 0φ=φ . Para tempos 

grandes, o fluxo no conjunto chegará na forma assintótica,   

   

  ( ) tvDBvexp)r(a)t,r( 2
ga11 +∑−ψ≈φ                   (3.2.5.2)   
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onde )r(1ψ  é o modo fundamental da geometria do conjunto. Conseqüentemente, o 

comportamento assintótico do fluxo é governado pela constante de decaimento,  

 

  2
ga0 vDBv +∑≡α              (3.2.5.3)   

 

Se a constante α0 for medida para vários conjuntos e fazendo-se um gráfico de α0 

contra 2
gB  obtém-se av∑  (a interseção em 0B2

g = ) e vD  (a inclinação), conforme 

mostrado na figura 3.2. De fato, há termos de maior ordem em 2
gB  devido às correções 

de transporte e da dependência na energia   

 

  ...CBvDBv 4
g

2
ga0 +++∑≡α                    (3.2.5.4)   

 

que acrescentam uma curvatura no gráfico α0(
2
gB ), (ver fig.3.2 real).   

Em conjuntos multiplicativos, assumindo que a injeção do pulso de nêutrons e a 

medida são realizadas em uma escala de tempo curto, comparável com os tempos de 

vida dos nêutrons retardados, pode ser assumido que : 

 

  
( ) ( ) ( ) ( )

] ^ _`a bc d `a b `a be b∂φ
= ∇ φ − ∑ −ν∑ φ

∂
                 (3.2.5.5)   

 

para encontrar a constante de decaimento da forma,   

 

  ( ) 2
gfa0 vDBv +∑ν−∑≡α             (3.2.5.6)  

 

Neste caso, a curva de α0 contra 2
gB comporta-se como é mostrado na figura 3.2.  

Pode ser usada esta técnica para medir reatividade diretamente. Para um pulso 

rápido, o comportamento temporal do fluxo ou da potência será determinado pela 

cinética dos nêutrons prontos tal como :   

 

Λ
β−ρ==α

dt
dP

P
1

0               (3.2.5.7)   
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Conseqüentemente α0 pode ser usado para obter ρ, conhecidos β e Λ. Se o núcleo for 

mantido no estado crítico com os nêutrons retardados, então ρ = 0  e o método do 

pulso de nêutrons medirá:   

 

   Λβ−=α /0               (3.2.5.8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3 Método Inverso 

 
Realmente, como a normalização de n(t) é arbitrária, a variável dependente n(t) na 

equação (2.14.a), pode representar a potência instantânea total P(t) gerada no núcleo 

do reator em qualquer tempo particular. Isto é, pode-se associar que  

 

  
)t(nv)t(P)t(n fΣω=→  

 

onde ω é a energia liberada por evento de fissão. Considerando que o nível de 

potência do reator normalmente é uma variável mais conveniente para monitorar, 

freqüentemente expressa-se a dependência temporal do reator em termos de P(t).  

Assim, as equações (2.14.a) e (2.14.b) da cinética pontual podem ser escritas como 

Elemento  não 

multiplicativo 

Real 

av∑  

( )afv ∑−∑ν−  

Teoria da difusão a 
uma velocidade 

Elemento  

multiplicativo 

( )2
g0 Bα  

2
m

2
g BB =  2

gB  

Figura 3.2  Constante de decaimento fundamental em relação ao buckling  

                 geométrico em um experimento de nêutrons pulsados. 
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∑
=

λ+







Λ

β−ρ=
6

1i
ii )t(C)t(P

)t(
dt

)t(dP
                  (3.3.1) 

 

)t(C)t(P
dt

)t(dC
ii

ii λ−
Λ
β

=   ,  i=1,2,…, 6              (3.3.2) 

 

Com 

  0P)0t(P ==                  (3.3.3) 

 

  
β= =

Λλ
i

i 0
i

C (t 0) P                 (3.3.4) 

onde : 

P(t) - potência nuclear 

Ci(t) - concentração do i-ésimo grupo de precursores de nêutrons retardados 

ρ(t) - reatividade  

Λ - tempo de geração dos nêutrons prontos 

βi - fração efetiva do i-ésimo grupo de nêutrons retardados  

β - fração total efetiva de nêutrons retardados 







β=β ∑

i
i   

λi - constante de decaimento do i-ésimo grupo de precursores 

  

 

Fazendo-se a integração da equação (3.3.2) resulta que : 

 

 'dt)'tt(Pe'dt)'t(Pe)t(C
0

'ti
t

)'tt(i
i

ii ∫∫
∞

λ−

∞−

−λ− −
Λ
β

=
Λ
β

=                  (3.3.5) 

 

Substituindo a segunda integral dada pela equação (3.3.5) na equação (3.3.1), resulta 

que : 

 

∑ ∫
=

τλ−
∞

ττ−
Λ
β

λ+







Λ

β−ρ=
6

1i 0

i
i d)t(Pe)t(P

)t(
dt

)t(dP
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              (3.3.6)
 

ou ainda, 
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∞
−λ τ

=

 λ βρ − β = + − τ τ  Λ Λ   
∑∫ fg h hh ijk lmno mno lmno p lmn okk n               (3.3.7) 

 

Esta ultima equação pode ser escrita da seguinte forma: 

 

∞
−λ τ

=

λ βρ − β = + − τ τ Λ Λ 
∑ ∫ qr s ss t uv wxyz xyz wxyz { wxy zvv y               (3.3.8) 

 

Explicitando ρ(t) da equação (3.3.8), obtém-se  

 
∞

−λ τ

=

Λρ = β + − λ β − τ τ∑ ∫ |} ~ ~~ � �� ���� ���� � ��� ������ �� ����               (3.3.9) 

 

Esta relação, em particular, é importante por duas razões: (a) pode ser usada para 

determinar a dependência temporal da reatividade, obtida de uma forma específica de 

potência, (b) a interpretação das respostas da potência medida em análises de 

mudanças da reatividade pode ser usada para prover informação sobre o mecanismo 

de realimentação no reator. 

 

3.4 Métodos Existentes para o Cálculo da Reatividad e a Partir da Cinética 

Inversa. 

 

Nesta seção se apresentam os diferentes métodos para calcular a reatividade, alguns 

autores usam o termo de fonte.  

 

3.4.1 Método de J.E Hoogenboom – A.R. Van Der Sluij s  

 

Neste método [1], emprega-se a forma básica da reatividade, expressa por 

 

−λ −

= −∞

Λ Λρ = β + − − λ β∑ ∫ ��� �� � ��� �� �� ���� � ���� � ��� ���� ����� �� ���� ����          (3.4.1.1) 

 

O termo 
Λ � �������� ��  é desprezado usualmente segundo o autor, logo 
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'dt)'t(Pe
)t(P
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6

1i
ii

i∫∑
∞−

−λ−

=

βλ−Λ−β=ρ
                 (3.4.1.2) 

 

A integral pode ser calculada recursivamente através de uma amostragem de P(t), 

usando interpolação linear entre duas amostras consecutivas Pn-1 ≡ P(tn-1) e Pn ≡ P(tn) 

em um intervalo de tempo ∆t :  
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Integrando-se resulta que: 
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i          (3.4.1.4) 

 

Uma expressão similar foi obtida por Mogilner [16], não obstante sua fórmula ter um 

erro de sinal. Definindo : 

 

∫∑
∞−

−λ−

=

λβ=
t

)'tt(
6

1i
ii 'dt)'t(Pe)t(g i                    (3.4.1.5) 

 

e substituindo a equação (3.4.1.5) na equação (3.4.1.2) , obtém-se 

 

)t(P
)t(g

)t(P
S

)t( −Λ−β=ρ
 

           (3.4.1.6) 

Fatorando, 

 

)t(P)(S)t(g ρ−β+Λ−=
            

(3.4.1.7) 

 

Quando a fonte de nêutrons e a reatividade são constantes, a equação (3.4.1.7) pode 

ser escrita como uma equação algébrica linear de P(t). Os autores chamam de 
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“Grouping Method” ao procedimento para determinar a fonte e a reatividade. 

Resumindo, este procedimento é : 

1. Com o intervalo desejado, divide-se as séries temporais de P(t) e g(t) em três 

grupos de mesma duração. 

2. Chamando o primeiro grupo de g1, o segundo grupo de g2 e o terceiro grupo de 

g3, respectivamente, calcula-se o conjunto de valores médios de P(t) e g(t) para 

cada grupo. 

3. Estima-se o valor do gradiente de (β-ρ) e a interseção (-SΛ) usando a 

expressão: 

 

13

13

PP

gg
)(

−
−

=ρ−β
   

           (3.4.1.8)

   

   
P)(g)S( ρ−β−=Λ−            (3.4.1.9) 

 

 

3.4.2 Método de Stephen E. Binney - Alla J.M. Bakir  

 

Neste método [2], escreve-se a equação de reatividade como : 

 













−τβλ−






+β=ρ ∫∑
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τ−λ−

=

Sde
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k
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dn

nk
1

)t(
t

)t(
i
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1i
i

i

l

l         (3.4.2.1) 

 

onde kΛ≡l . 

 

Considerando que a potência medida é proporcional à integral da taxa de absorção de 

nêutrons sobre um curto intervalo de tempo, 

 

 
t

)t(n
Ad

n
A)m(P

tm

t)1m(

∆≈τ= ∫
∆

∆−
ll

          (3.4.2.2)
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onde, P(m) é a potência no tempo t = m∆t, m é o índice no intervalo de tempo 

discretizado e A é a  constante de proporcionalidade. 

Considerando a taxa de variação no tempo da densidade de nêutrons aproximada pela 

diferença entre dois valores consecutivos de potência:  

 

 








∆

−+
∆

≈
t

)m(P)1m(P
tAdt

dn l           (3.4.2.3)

     

a integral da equação (3.4.2.1) pode ser calculada como, 
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       (3.4.2.4) 

 

O termo  exp[-λi(m-j)∆t] na equação (3.4.2.4) representa o decaimento do precursor 

desde um tempo j∆t até m∆t, onde t’ = j∆t, e (j-1)∆t ≤ τ ≤ j∆t,    

 

Usando a expansão em série de Taylor, supondo desprezível a variação de k durante 

o intervalo de tempo para 2 pontos de potência próximos, 

   

  
( ) 
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=
= lll
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         (3.4.2.5)
 

 

sendo ν uma variável muda. 

Usando as equações (3.4.2.2), (3.4.2.3) e (3.4.2.5) pode ser calculada a integral da 

equação (3.4.2.4) 
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τ+τ=τ ∫∫∫
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)'t( iii
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            (3.4.2.6)

 

 

depois de integrar por partes a segunda integral, chega-se finalmente  

dτ    decaimento 

(j-1)∆t             τ                         j ∆t = t’                    m ∆t = t           
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∆ −λ ∆
−λ −τ −λ ∆

− ∆

  + − −   τ ≈ − + ∆ −     λ ∆ ∆ λ    
∫ l

�� ��    ¡  ¢ £  ¤ ¤¡� ¥£   ¦§̈©ª «§¬ª §¬ ®ª §¬ª ® ¯« ¯ ° §¬ª ® ¯ ± ¨² ¨ ¨   (3.4.2.7) 

 
Simplificando e organizando a equação (3.4.2.7), obtém-se 

 

[ ]
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ρ = + + − +β∆

− −λ ∆ +

+ − −λ ∆ +

+ − +  ∆ 

 − −λ ∆ ∆ −  λ  

−λ − ∆ − β 

∑

∑

l³ ´ ´´ µ¶ ´· µ ´´´

¹̧º » ¼ ¹̧ »º ¼ ¹̧º½ ¾ ¿ À̧º¼ À̧ºÁÂ Ã ¸ ¹ ½º¿ Ä̧º ¼ Ä̧º» ÁÂ Ã ¸ ½º¼ Ä̧ »º ¼ Ä̧º½» ÁÂ Ã ¸ ½ºÅ ½ ÆÅ ÁÂ Ã ¸ ¹̧ Äº ½ Ç¿ ¹̧º¼ ¹̧º È
                     (3.4.2.8) 

 

onde a fonte S é igual a zero para simplificar o modelo. 

 

 

3.4.3 Método de Saleem  A. Ansari 

 

Neste método [3], a equação da reatividade é reduzida para 

 

( )
=

ρ = β + − β λ∑l l ÉÊ Ê Ë Ë ËË ÌÍ ÎÏÐÑÏÐÑ Ò ÐÎÏÐÑ ÍÐ ÎÏÐÑ                                             (3.4.3.1) 

 

Onde o termo de fonte é desprezível, k* Λ≡l  mas no terceiro termo *l  deve ser 1 e 

não como escrito pelo autor deste trabalho, e )t(S i  descreve o histórico de potência 

 

 
∞

−λ τ= − τ τ∫ ÓÔ ÕÖ ×ØÙ Ú Û×Ø ÙÜ
                                                       (3.4.3.2) 

 

Fazendo y = t – τ, a equação (3.4.3.2) pode ser escrita como 
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iii                 (3.4.3.3) 

 

Reconhecendo, 

 

∫
∞−

λ−=
0

y
1i dy)y(Pe)t(S i

             (3.4.3.4) 

 

Assumindo a variação de P(t) linear com  relação ao intervalo de tempo ∆t, pode ser 

escrito que 

 

         )yy(
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)y(P)ty(P
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∆
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+=                                                     (3.4.3.5) 

 

 

Substituindo as equações (3.4.3.4), (3.4.3.5) na equação (3.4.3.3) e considerando 

pequenos incrementos no tempo ∆t, obtém-se que 
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          (3.4.3.6) 

 
Neste método não foi considerado o termo de fonte. É possível mostrar que este 

método pode ser deduzido a partir do método de J.E Hoogenboom – A.R. Van Der 

Sluijs, bastando fazer : 

 

 

Pn = P(t1+∆t) 

Pn-1 = P(t1) 

In = Si(t1+∆t) 

In-1 = Si(t1) 
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3.4.4 Método de Akihiro Kitano- Masafumi Itagaki- M asakuni Narita   

 

Neste método [7], a equação da reatividade é escrita como 

 

     
=

Λ Λ Λρ = β − λ − +∑
Ý Þ ÞÞ ß àáâã ä åáâãáâã æ áâãåáâã åáâã åáâã äâ                         (3.4.4.1) 

 

O termo 
Λ çèéêëèéêë çê  é desprezado, conforme justificado pelos trabalhos de Shimazu e 

Nakano como pode ser visto na referência [17], sendo que o erro relativo cometido na 

reatividade é menor do que 1% para um amplo intervalo de reatividade. Logo, 

 

      
=

Λ Λρ = β − λ −∑
ì í íí î ïðñòðñò ó ðñòôðñò ôðñò                                  (3.4.4.2) 

 

A concentração de precursores é dada matematicamente pela forma integral, 

 õö ÷ö ö øùúúû üýþ ÿ � üý �þ� ý �−λ −

−∞

β=
Λ ∫                                      (3.4.4.3) 

 

Para o processamento computacional é mais conveniente usar o esquema de 

diferenças finitas, 

 

β+ ∆ = ∆ + − λ ∆ =
Λ
�� � � �� �� �� � � � ��� � � 	 
 �	� 		�

                     (3.4.4.4) 

 

com os valores médios P  e iC para incrementos de tempo ∆t. 

 

Considerando que o sinal da potência tem um erro grande devido ao ruído, 

especialmente na operação do reator em baixas potências, empregam-se filtros da 

forma: 
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            (3.4.4.5) 

 

                         
( )1ii1ii PP

t
t

PP −− −
τ+∆

∆+=
  

          (3.4.4.6) 

 

Onde Pj denota o sinal da potência medida, iP a potência média, N o número de 

amostras, τ a constante de tempo e Pi o sinal de saída obtido pela equação (3.4.4.6). 

Os valores usados foram de N=100, τ =0.1 s e ∆t=0.1 s, produzindo assim um retardo 

de 10 s aproximadamente no cálculo da reatividade. 

 

Os autores deste trabalho introduzem o “Memorial Index (M.I)”, chamado por eles 

como um novo “barômetro” para diagnosticar o fenômeno do transiente de reatividade 

o qual é definido por: 

 

i
6

1i
ii

ii *

C

C
]I.M[

β
β

λ

λ
≡

∑
=

                     (3.4.4.7) 

 

O “Memorial Index (M.I)” encontra um apropriado intervalo de tempo para empregar o 

“grouping method”  e assim determinar o valor da fonte quando existe uma mudança 

na reatividade, da seguinte forma : 

 

mref SS)1(S ω+ω−=              (3.4.4.8) 

 

com 

 





>
≤

=ω
Mmse0.1

MmseM/m
            (3.4.4.9) 

 

onde o inteiro M foi escolhido pelos autores como 500. Sm é calculada com m pontos 

de dados, os quais não são suficientes para calcular uma boa aproximação da fonte, 

logo emprega-se Sref que previamente foi calculada com um número suficiente de 

dados, modificando-se o valor da fonte atual S. 
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Os autores concluem que ainda que seja uma análise original, a fonte não pode ser 

estimada precisamente depois de iniciar um transiente, isto é devido ao retardo da 

análise do “grouping method” e a insuficiente quantidade de dados estatísticos. Depois 

que um número suficiente de dados seja armazenado, a qualidade dos resultados 

melhora. 

 

 

3.4.5  Método de Seiji Tamura 

 

Neste método [8], a equação da reatividade é escrita como 
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onde :                 
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com as condições iniciais 

 

           )/(nC ii00,i Λλβ=                                                            (3.4.5.3)

  

 

  00 n/SΛ−=ρ                                                                     (3.4.5.4)
  

A equação (3.4.5.1) pode ser deduzida  a partir das equações da cinética do reator 

pontual assumindo que a potência do reator muda no intervalo ∆t como 

 

  

t
1j

jen)t(n µ
−=

   
                               (3.4.5.5) 

 

onde : 

 

                        
t/)n/nlog( 1jjj ∆=µ −

                
                             (3.4.5.6)
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A reatividade ρ e a fonte S são obtidas pelo método dos mínimos quadrados, 

seguindo-se de um apropriado ajuste, que foi estudado [18] desde o ponto de vista da 

natureza estatística de suas variáveis. 

 

 

3.4.6 Método de Yoichiro Shimazu 

 

Os trabalhos de Akihiro Kitano-Masafumi Itagaki- Masakuni Narita como descritos na 

referência [7], são fundamentados nos trabalhos de Shimazu apresentados na 

referência [4]. A diferença ou contribuição adicional está na consideração do “Memorial 

Index”. Mas os trabalhos apresentados por Shimazu foram uma das motivações para 

estudos posteriores, já que ele apresenta a versão moderna do processamento de 

sinais como, por exemplo, a elaboração de filtros passa baixo de primeira ordem de 

retardo, estudo de ruídos, estudo das posições apropriadas do detetor, e a fonte é 

considerada como uma constante.  
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 CAPÍTULO 4 
 

FORMULAÇÃO PARA O CÁLCULO DA REATIVIDADE SEM O HIST ÓRICO 
 

DA POTÊNCIA NUCLEAR 
 

 

Neste capítulo apresenta-se um novo método [19] para a solução da equação da 

cinética pontual inversa. Este método está baseado na integração por partes da 

integral da equação da cinética pontual inversa, resultando em uma série de potências 

em função da potência nuclear do reator na dependência do tempo. Impondo-se 

condições nas derivadas da potência nuclear, a reatividade é representada em termos 

das derivadas de primeira e segunda ordem desta potência nuclear. Este novo método 

de cálculo da reatividade tem características muito especiais, entre elas a 

possibilidade do uso de diferentes períodos de amostragem e a possibilidade do 

reinício do cálculo, após sua interrupção causada por um mal funcionamento do 

equipamento, permitindo o cálculo da reatividade de uma forma não contínua. Além 

disto, a reatividade pode ser obtida com ou sem dependência da memória da potência 

nuclear. Finalmente, para uma implementação em um reator nuclear é apresentada 

uma proposta para o controle do ruído usando o método dos mínimos quadrados. 

 

A formulação da cinética pontual admite essencialmente que a forma do fluxo de 

nêutrons no espaço e na energia permanece inalterada com o tempo. Portanto, 

somente é necessário se concentrar na dependência do tempo da população de 

nêutrons. Sabe-se que freqüentemente é possível separar o comportamento temporal 

do fluxo de nêutrons em um reator nuclear, em uma fase transiente, durante a qual o 

fluxo se redistribui no espaço e na energia, e em uma fase assintótica, durante a qual 

o fluxo mantém sua forma no espaço e na energia. Em muitas aplicações da cinética 

de reatores, ou somente se está interessado no comportamento assintótico do fluxo de 

nêutrons, ou a redistribuição no espaço e na energia pode ser desprezível ou ocorrer 

em um intervalo de tempo tão pequeno que o comportamento assintótico do fluxo de 

nêutrons domina o transiente durante o intervalo de tempo de interesse. Por esta 

razão, o sistema de equações da cinética pontual, que tem uma estrutura muito 

simples, forma a base da maioria das análises de transientes realizadas nos reatores 

nucleares em operação.  

 

Para iniciar o novo método é bom lembrar que para obter a reatividade ρ(t) em termos 

da potência nuclear P(t), a equação (3.3.2) foi integrada até o tempo t, sujeita à 
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condição que a população de precursores era nula em um tempo infinitamente anterior 

ao instante t, assim : 
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Tomando-se a primeira integral, supondo P(t < 0) = 〈P0〉, isto é, o reator como sendo 

crítico, tem-se que: 
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Quando a equação (4.2) é substituída na equação (3.3.1), obtém-se que: 
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             (4.3) 

 

A expressão acima representa a reatividade pelo método inverso e é freqüentemente 

usada para programar a movimentação dos bancos de barras de controle para atingir 

uma desejada variação da potência nuclear e durante os testes físicos de partida de 

uma usina nuclear. Também é a equação básica para o desenvolvimento de um 

reatímetro digital. 

 

A integral da equação (4.3), sabendo-se que a variável de integração t’ é uma variável 

muda, pode ser escrita da seguinte forma : 
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Integrando por partes e denotando a derivada de ordem n como ���� ���
   , com ���� ��� � ���

=  obtém-se,  
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ou ainda, 
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                         (4.6)

 

 

Chamando D1(t) à integral da equação (4.6), isto é 
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                          (4.7) 

 

Integrando novamente por partes a equação (4.7), resulta: 

 

−λ
−λ −= − −

λ λ λ ∫
, ,--./0 ./0 .- 1 0 .20/ 3 3 3 45 6 57 89: ; 89: ; 8<: 6 ; 8=:>=

  

                       (4.8)

 

 

Substituindo (4.8) em (4.6), obtém-se: 
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Integrando k vezes por partes a integral na equação (4.9), obtém-se: 
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∫

    (4.10) 

 
 

que pode ser escrita da seguinte forma : 
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iij jk l mkn k l mkn ok l k lp pk q k qoj l mo r n mj lnj lp q
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Portanto, segundo a definição dada pela equação (4.4), resulta que 
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ou ainda, 
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4.1 Análise para k Ímpar 

 

Se k é ímpar, então k+1 é par, ou seja k+1= 2m, logo 

 

    k=2m-1 , m∈Ζ+                         (4.14) 

 

Substituindo (4.14) na equação (4.13) obtém-se : 

 

−
−λ − −λ − +

+
=

−
+ −λ

+
=

− = − − +
λ λ

+ −
λ

∑∫ ∫

∑

£ £ £¤ ¤ ¥ ¦ §¤̈ © ª ¤̈ © ª ¥̈¦ª « § «̈ª¥ ¦ « §¬ ¬«   ¥¦ § « § «̈ª ¤« §¬« 
® ®¯ °±² ³́² ¯ ° ±²³́² ± ®³ ° ±µ³®± ®³ ° ±¶³̄              (4.15) 

 

Supondo que a função que representa a potência nuclear satisfaz as seguintes 

condições : 
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onde : 

t,cte
)t(P
)t(P )2(

∀=                       (4.18) 

 

Deve-se destacar que estas condições são verificadas pelas funções características 

da variação da potência nuclear, tais como : A , A+Bt, Acos(Bt), Asin(Bt), AeBt, 

Asinh(Bt) e Acosh(Bt), onde A e B são constantes. 

 

Substituindo a equação (4.17) na equação (4.15), obtém-se que 
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     (4.19) 

 

Como x,cte
)x(P
)x(P )2(

∀= , a equação (4.19) pode ser escrita como 
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Sendo assim, da equação (4.20) obtém-se que  
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Seja 
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onde : 
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Trabalhando primeiramente com a equação (4.24), lembrando que x;cte
)x(P
)x(P )2(

∀= , 

em particular para x=t, obtém-se : 
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A somatória da equação (4.25) pode ser assim escrita : 
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usando as equações (4.16) e (4.17) na equação (4.26), obtém-se que 
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Substituindo a  equação (4.27) na equação (4.24), obtém se : 
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Como   
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onde r é conhecido como sendo a razão da soma geométrica,  
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Usando  a equação (4.29), a equação (4.28) pode ser escrita como  

 

    

 
−−  λλλ  = −

  −−   λλ 

·¹̧º»̧º ¹¹ ¼¼¼¹ · ¹̧º¹̧º ¹¹ ¼¼ ½ ¾¿À½ ¾¿À ½¾¿ÀÁ ½¾¿ÀÂ ½ ¾¿À½ ¾¿À ÁÁ ½¾¿À½¾¿À      (4.31) 

 

ou, ainda, 
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Procedendo-se de forma análoga para a equação (4.23), obtém-se que 
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Substituindo as equações (4.33) e (4.32) na equação (4.22), obtém-se : 
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4.2 Análise para k Par 

  

Se k  é par, então k+1 é ímpar, ou seja k+1= 2m-1, logo 

 

     k=2m-2 , m∈Ζ+              (4.35) 

 

Substituindo (4.35) na equação (4.13) obtém-se : 
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         (4.36) 

 

Substituindo a equação (4.16) na equação (4.36), obtém-se : 
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Como 

ÃÄÅÆ ÇÈÉ ÊËÌ Í ÈÆ ÇÈÉ = ∀ , a equação (4.37) pode ser escrita como 
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A segunda integral da equação (4.38) pode ser obtida igualando as equações (4.4) e 

(4.6), isto é: 
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Explicitando a integral do lado direito da equação (4.39), segue que 
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Substituindo a equação (4.40) na equação (4.38), obtém-se : 
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ou, ainda, 
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As duas somas da equação (4.42) podem ser escritas numa só soma, como 
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Assim, a integral da equação (4.43) pode ser escrita: 
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Explicitando o último termo da soma, isto é n=2m-2, obtém-se : 
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                 (4.45) 

 

Usando a hipótese que a potência nuclear satisfaz as condições dadas pela equação 

(4.17), simplifica-se os dois últimos termos do lado direito da equação (4.45), 

resultando em, 
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ou, ainda, 
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Procedendo de forma análoga àquela adotada para quando k é um inteiro ímpar, 

resulta que 
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Substituindo as equações (4.50) e (4.51) na equação (4.47), obtém-se : 
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4.3 Nova Formulação para a Reatividade 

 

Na seção anterior verificou-se que a solução da equação (4.13) recai na mesma 

expressão, independente de k ser par ou ímpar.  Então substituindo a equação (4.34) 

ou (4.52) na equação (4.3), obtém-se: 
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               (4.53) 

 

Agora, simplificando a equação (4.53), obtém-se a expressão final da reatividade 

associada a uma variação da potência nuclear P(t), 
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               (4.54) 

 

A equação (4.54) mostra que a reatividade tem a forma 
)t(P
)t(P )1(

, isto é a forma 

conhecida como o inverso do período do reator como em [20]. 

Deve-se notar que, se existir continuidade, os dois últimos termos da equação (4.54) 

se anulam instantaneamente, isto é, em <P0> = P(0). Se existir uma descontinuidade, 

eles não se anulam, mas com o passar do tempo desaparecem devido ao fator de 

atenuação tie λ− .  Admitindo que <P0> = P(0), a equação (4.54) pode ser simplificada: 
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Os termos da equação (4.55) são semelhantes matematicamente, mas com 

significados físicos diferentes. O segundo termo é a memória devida à condição inicial 

(crítico) que desaparece com o tempo (transiente), e o primeiro termo está fora desta 

memória, sendo o valor da reatividade referente à potência atual, a qual permanece no 

tempo (estacionária). Poderia ser denominado de solução assintótica, já que esta 

solução é determinada pelas raízes da equação “ inhour”. 

Concluindo, a solução geral da reatividade pode ser escrita pela soma de duas 

soluções, uma solução estacionária e uma solução transiente.  
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As vantagens deste método, além de ser um método original, são : 

 

1) solução exata, 

2) simplicidade na implementação, porque só precisa da primeira e segunda derivada 

da potência, 

3) pode ser implementada em tempo real, 

4) relação entre as equações “inhour” e a cinética inversa. 

 

A possível limitação da equação (4.54) refere-se ao fato dela ser exata apenas para 

funções que satisfazem as condições dadas pelas equações (4.16-4.18). Pelo menos 

7 funções de potência nuclear atendem a estas condições. São elas: A , A+Bt, 

Acos(Bt), Asin(Bt), AeBt, Asinh(Bt) e Acosh(Bt), onde A e B são constantes. Estas 

funções já foram usadas para diferentes aplicações como pode ser visto na referencia 

[21]. Para outras funções existem problemas com as descontinuidades, mas pode-se 

encontrar a reatividade usando a equação (4.30), com o valor absoluto de 1r < . Tal 

consideração se apresentará no capítulo 6. 

Pode-se facilmente verificar que )t(1ρ , dado pela equação (4.55), pode ser escrita 

como, 

[ ]
=

 − λ
ρ = β + Λ − λ β  − λ 

∑
ÎÏÐ ÑÒÎÏÐ ÓÏ Ó Ó ÎÑÐ ÑÓÓ Ï ÔÕÖ×Ô ÕÖ× ÔÕÖ×Ô ÕÖ× ØÕÖ× ÔÕÖ× ÔÕÖ× Ô ÕÖ× ÔÕÖ×               (4.56)

  

 
Observa-se que o limite quando t tende para zero na expressão dentro do colchete da 

equação (4.56) representa a transformada de Laplace de P(-t), mas com a substituição 

do espaço “s” de Laplace pelo espaço λi. 

 

Pode então ser facilmente mostrado que a equação (4.55) reduz-se à: 

 

    

=

−λ

=

−λ

=

 − λρ = β + Λ + λ β − λ − 

 − λ− λ β − λ − 

− β

∑

∑

∑

ÙÙ
Ú ÛÜÝÛÜÝ ÞÞ Þ ß ÛßÝÞÞ ÜÚ ÛÜÝà ÞÞ Þ ß ÛßÝÞÞ ÜÚ àÞÞ Ü

á âãä áâãäá âãäâãä áâãä áâãä á âãäá âåä áâåäáâåä æáâãä áâåä á âåäáâåä æáâãä                                        (4.57) 

 

Como o terceiro termo do lado direito da equação (4.57) pode apresentar 

descontinuidades, para o caso de uma potência que não obedeça as condições 
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representadas pelas equações (4.16) e (4.17), para evitar estas descontinuidades, 

usa-se a condição dada pela equação (4.18), no caso particular em que t=0, para 

escrever a equação (4.56) na seguinte forma: 

 

=

−λ

=

−λ

=

 λ −ρ = Λ + β − λ − 

 − λ− λ β − λ − 

− β

∑

∑

∑

çç
è éêë éìëéêë íí ì éìëíí êè éêëî íí í ì éìëíí êè îíí ê

ï ðñò ï ðñòï ðñò ïðóòðñò ïðñò ïðñò ïðóò ï ðóòï ðóò ïðóòïðóò ôïðñò ïðóò ï ðóòïðóò ôïðñò               (4.58)

 

 

A equação (4.58) aparentemente é uma expressão complexa, mas não é bem assim, 

porque ela só necessita das derivadas de primeira e segunda ordem, que podem ser 

implementadas numericamente, por exemplo, usando derivadas progressivas ou 

regressivas de cinco pontos ou com derivadas centradas. Esta equação mostra que o 

cálculo da reatividade poderá ser reiniciado após acontecer alguma interrupção devido 

algum mal funcionamento do equipamento, devido ao fato que todos os termos do lado 

direito são conhecidos. Para reiniciar o cálculo da reatividade só é necessário 

considerar quanto tempo foi mantido interrompido, guardar o valor inicial da potência e 

utilizar o valor atual da potência nuclear. Por outro lado, caso não se interrompa o 

cálculo da reatividade, simplesmente utiliza-se o valor atual da potência nuclear. Em 

ambos os casos a condição física imposta devido à suposição de que o reator estava 

crítico é mantida e portanto não afeta o valor da reatividade. Mas existe outra opção 

na qual não se necessita considerar a condição da criticalidade. Esta condição ocorre 

quando houver transcorrido um tempo suficientemente longo para que a solução 

transiente da equação (4.57) desapareça e então será possível reiniciar o cálculo da 

reatividade e obter o seu valor atual para qualquer instante de tempo, mas com a 

possibilidade de ter descontinuidades para formas da potência nuclear que não 

satisfaçam os critérios dados pelas equações (4.16) e (4.17). Esta condição, na 

literatura de processamento de sinais, é denominada de sistema de comprimento de 

memória zero como em [23]. A equação (4.58) representa um sistema dependente da 

memória, que são os termos de valores anteriores da potência nuclear. Neste caso, 

correspondente só no tempo zero, pode ser denominado de sistema de comprimento 

de memória um. 
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 CAPÍTULO  5 

 
CÁLCULO DA REATIVIDADE USANDO TRANSFORMADA Z 

 
 

Neste capítulo apresenta-se outro novo método [22] para solução da equação da 

cinética inversa. Este método é baseado na transformada de Laplace da equação da 

cinética pontual, resultando em uma expressão equivalente a equação da cinética 

inversa em função do histórico de potência. Sem uso de aproximações para a potência 

nuclear do reator, a reatividade pode ser escrita em termos de uma soma de 

convolução com resposta ao impulso característico de um sistema linear. Para sua 

forma digital emprega-se a transformada Z, a qual é a versão discreta da transformada 

de Laplace.  

 

Esta nova forma de calcular a reatividade tem características muito especiais, entre 

elas destaca-se que a parte linear é caracterizada por um filtro denominado de sistema 

de resposta de duração finita (FIR) [23].  O sistema FIR será sempre causal, estável e 

invariante no tempo, além disto, pode ser implementado numa forma não recursiva. 

Este tipo de implementação não requer retroalimentação, permitindo o cálculo da 

reatividade de uma forma contínua com um passo de tempo de amostragens de até 

0.1 s e seu uso para o controle do ruído.  

 

Para realizar este estudo, apresentam-se inicialmente alguns conceitos que existem 

no processamento de sinais, os quais serão relacionados principalmente com a 

equação da cinética inversa e finalmente a técnica é usada para calcular a reatividade 

em um reator nuclear. 

 

 

5.1 Sistemas e Sinais 

 

Em termos matemáticos, um sistema pode ser visto como uma interconexão de 

operações que transforma um sinal de entrada num sinal de saída com propriedades 

diferentes das do sinal de entrada. Os sinais podem ser da variedade tempo contínuo 

ou tempo discreto.  Digamos que o operador H global denote a ação de um sistema. 

Então, a aplicação de um sinal de tempo contínuo x(t) à entrada do sistema produz o 

sinal de saída descrito por 

 

{ })t(xH)t(y =                 (5.1.1) 
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A Figura 5.1.a mostra uma representação em diagrama de blocos da equação (5.1.1). 

De maneira correspondente, para o caso de tempo discreto podemos escrever: 

 

   { }õö÷øùõö÷ú =                 (5.1.2) 

 

em que os sinais de tempo discreto x[n] e y[n] denotam os sinais de entrada e saída, 

respectivamente, como descreve a Figura 5.1.b. 

  

   

 

 

 

 

 

 

 

Tal modelo é aplicável em todas as áreas da engenharia: elétrica, mecânica, 

comunicações, astronáutica, aeronáutica, naval, controle de processos químicos, 

construções. A seguir, estudaremos algumas das propriedades mais básicas dos 

sistemas.    

 

Um sistema sem memória  é aquele cuja saída depende somente  da entrada 

nesse mesmo instante de tempo. 

 

Um sistema com memória, ao contrario,  é aquele cuja saída não depende somente  

da entrada nesse mesmo instante de tempo, senão também de entradas em instantes 

anteriores, define quão longe a memória do sistema se estende no passado.  

 

Para melhor enquadrar o tema apresentamos na seqüência alguns exemplos de 

sistemas sem e com memória. 

 

1. Um resistor é sem memória, uma vez que a corrente i(t) que flui através dele 

em resposta à tensão aplicada v(t) é definida por 

 

 )t(v
R
1

)t(i =  

onde R é a resistência do resistor.  

s 
y(t) x(t) 

H 

(a) 

y[n] x[n] 
H 

(b) 

Figura 5.1 Representação em diagrama de blocos do operador H 
para (a) tempo contínuo e (b) para tempo discreto 
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2. Um indutor tem memória, uma vez que a corrente i(t), que flui através dele, 

está relacionada à tensão v(t) aplicada, da seguinte maneira: 

 

      
∫ût d)(v

L
1

)t(i ττ=  

 

onde L é a indutância  do indutor. Ou seja, diferentemente de um resistor, que 

a corrente que flui através de um indutor no tempo t depende de todos os 

valores passados da tensão v(t); a memória de um indutor se estende no 

passado infinito. 

 
3. O sistema de média móvel descrito pela relação de entrada e saída dada pela 

equação em diferenças  

 

( )üýþÿ ��� ýþÿ ���ýþÿ ��ÿ ��ý��� ��ý
+++=  

 

tem memória, uma vez que o valor do sinal de saída y[n] no tempo n depende 

do valor atual e dos três valores passados do sinal de entrada x[n]. 

 

 

Um sistema é causal  se o valor atual do sinal de saída depender somente dos 

valores presentes e/ou passados do sinal de entrada. Em contrapartida, o sinal de 

saída de um sistema não causal  depende dos valores futuros do sinal de entrada. 

 

Da mesma forma como feito para os sistemas sem e com memória, apresentamos a 

seguir alguns exemplos de sistemas causal e não causal. 

 

1. O movimento de um automóvel é causal porque não depende de ações futuras do 

motorista. 

2. x[n] + y[n-1] = y[n] é causal porque só depende de x[n] e não de valores futuros:   

x[n+1] , x[n+2],... 

3. x[n] + x[n+1] = y[n] não  é causal porque depende de x[n+1] 

 

Em geral os sistemas são causais quando os sinais dependem do tempo. 
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Nas aplicações práticas onde o tempo não seja a variável independente, os sistemas 

são não  causais. Por exemplo, processamento de imagens, estudos demográficos, 

estudo da tendência dos mercados de valores, etc. 

Matematicamente podemos afirmar que um sistema no tempo discreto H é causal se e 

somente se,  x1[n]=x2[n] para n<n0, então 

 

{ } { }]n[xH]n[xH 21 = , para n<n0.               (5.1.3) 

 

É importante notar que, usualmente, no caso de um sinal no tempo discreto, um 

sistema não-causal não pode ser implementado em tempo real. Isso porque para 

calcular a saída no instante n precisaríamos de amostras da entrada em instantes de 

tempo posteriores a n.  

 

Um sistema estável  é tal que para toda entrada limitada em amplitude, o sinal 

de saída também é limitado em amplitude. Diz-se que um sistema é do tipo entrada 

limitada – saída limitada (BIBO – bounded input / bounded output).  

 

Um sistema instável  é o caso contrario: a entrada limitada corresponde-lhe uma 

saída não  limitada. 

 

Para colocar a condição para a estabilidade BIBO em uma base formal, consideramos 

um sistema de tempo contínuo cuja relação de entrada x(t) e saída y(t) esteja de 

acordo com a equação (5.1.1). O operador H é BIBO estável se o sinal de saída y(t) 

satisfizer a condição 

 

∞<≤ yM)t(y  ; t∀                            (5.1.4) 

 

sempre que os sinais de entrada x(t) satisfizerem a condição 

 

∞<≤ xM)t(x  ; t∀                           (5.1.5) 

 

Tanto Mx como My representam números positivos finitos. Podemos descrever a 

condição para a estabilidade BIBO de um sistema de tempo discreto de maneira 

semelhante. 
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É importante que um sistema de interesse permaneça estável sob todas as condições 

operacionais possíveis. Somente então é que o sistema terá a garantia de produzir 

uma saída limitada para uma entrada limitada. Sistemas instáveis normalmente devem 

ser evitados, a menos que se possa encontrar algum mecanismo para estabilizá-los.   

 

Os sistemas regidos por funções lineares (em particular sistemas de equações 

lineares) são os modelos mais simples e de maior aplicação na engenharia. A 

condição de linearidade implica que em uma combinação linear de entradas 

corresponde-lhe uma combinação linear de saídas. Isto é a propriedade de 

superposição de sistemas, ou seja, a resposta de um sistema linear a uma soma 

ponderada de sinais de entrada particular que age no sistema independentemente de 

todos os outros sinais de entrada. Um sistema que viole o princípio da superposição é 

dito não-linear. 

 

Todo sistema de tempo contínuo linear é regido por equações lineares do tipo:  
 

)t(by)t(ay)t(bx)t(ax
)t(y)t(x

)t(y)t(x
2121

22

11 +→+⇒




→
→

             (5.1.6) 

 

Para sistema de tempo discreto linear a representação é feita por equações do tipo : 
 

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]����	���
�	
���
 ���


2121
22

11 +→+⇒




→
→

             (5.1.7) 

 

Diz-se que um sistema é invariante no tempo  se um retardo de tempo ou 

avanço de tempo do sinal de entrada levar a um deslocamento de tempo idêntico no 

sinal de saída. Isto implica que um sistema invariante no tempo reage de maneira 

idêntica, não importa o tempo em que o sinal de entrada for aplicado. Em outras 

palavras, as características de um sistema invariante no tempo não se modificam com 

o tempo. Caso contrário, diz-se que o sistema é variante no tempo.    

 

Os Sistemas lineares são invariantes no tempo , quando satisfazem as condições: 

 

)at(y)at(x)t(y)t(x −→−⇒→                        (5.1.8) 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]anyanxnynx −→−⇒→                        (5.1.9) 
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Estes sistemas são os regidos por Equações Lineares com Coeficientes 

Constantes. 

 

Consideremos um sistema de tempo contínuo cuja relação de entrada e saída é 

descrita pela equação (5.1.1) e suponhamos que o sinal de entrada x(t) seja deslocado 

no tempo t0 segundos, resultando na nova entrada x(t-t0). Esta operação pode ser 

descrita da seguinte maneira : 

 

{ })t(xS)t-t(x 0t
0 =                (5.1.10) 

 

sendo o operador 0tS um deslocamento no tempo igual a t0 segundos. Digamos que 

)t(y i denote o sinal de saída do sistema produzido em resposta à entrada de x(t-t0) 

deslocada no tempo. Podemos, então, escrever : 

 

{ } { }{ } { })t(xHS)t(xSH)t-t(xH)t(y 00 tt
0i ===                        (5.1.11) 

 

a qual é representada pelo diagrama de blocos mostrado na figura (5.2.a). Supondo 

agora que )t(y0 represente a saída do sistema original deslocada no tempo t0 

segundos, segundo a equação : 

 

{ } { }{ } { })t(xHS)t(xHS)t(yS)t(y 000 ttt
0 ===                        (5.1.12) 

 

a qual é representada pelo diagrama de blocos mostrado na figura (5.2.b). O sistema é 

invariante no tempo se as saídas y(t) definidas nas equações (5.1.11) e (5.1.12) forem 

iguais para qualquer sinal de entrada idêntico x(t). Portanto, é necessário que 

 

HSHS 00 tt =                (5.1.13) 
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Ou seja, para que um sistema descrito pelo operador H seja invariante no tempo, o 

operador do sistema H e o operador de deslocamento no tempo  0tS  devem permutar-

se para todo t0. Uma relação similar deve valer para que um sistema de tempo discreto 

seja invariante no tempo. Estas duas situações são equivalentes, desde que H seja 

invariante no tempo. 

 

 

 

 

                         

 

Na seguinte seção será apresentada a transformada Z que é uma ferramenta 

matemática útil na representação mais geral de sinais e sistemas de tempo discreto. 

  

5.2 Transformadas em Geral e Transformada Z 

 

As transformadas em geral e a transformada Z (TZ) em particular são modelos 

matemáticos empregados, entre outras aplicações, no processamento de sinais. O 

papel principal da transformada Z [23] é o estudo das características de sistemas e a 

obtenção de estruturas computacionais para implementar sistemas de tempo discreto 

em computadores. 

Em 1947, o matemático russo Witold Hurewicz (1904-1956) deu os primeiros passos 

para uma teoria dos sistemas amostrados ao introduzir a transformada de uma 

seqüência de dados f[kT] . Como por exemplo, a rotação de um radar que somente 

ilumina seu alvo de forma intermitente, muitos dos sistemas de controle de tiro 

desenvolvidos durante a segunda guerra mundial, tiveram que ser projetados para 

tratar dados que estavam disponíveis de forma pulsada ou amostrada. Os 

computadores trabalham em tempo discreto e portanto a teoria dos sistemas 

s 

y(t) 

Figura 5.2 A noção de invariância no tempo. (a) Operador de 

deslocamento no tempo 0tS precedendo o operador H. (b) 

Operador de deslocamento no tempo 0tS depois do operador H.  

x(t-t0) yi(t) s x(t) 
0tS H 

(a) 

y0(t) x(t) 
0tSH 

(b) 
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contínuos desenvolvida até então era inútil. As bases para um tratamento efetivo dos 

sistemas amostrados  foram estabelecidos por Hurewicz, que desenvolveu uma 

extensão apropriada do critério de estabilidade de Nyquist para este tipo de sistemas.  

Em 1952, nos Estados Unidos John Ralph Ragazzini  (1912-1988) e Zadeh definiram 

como a transformada Z  a transformada introduzida por Hurewicz. A teoria da 

transformada Z foi desenvolvida independentemente na Russia por Tsypkin entre 

1949 e 1950 e em Londres por Barker em 1952. Em 1953 o iraquiano Eliahu Ibraham 

Jury , aluno de Ragazzini, nos Estados Unidos fez a tese de doutorado em 

transformada Z. A transformada Z permitiu que os resultados obtidos no estudo de 

sistemas contínuos pudessem ser aplicados aos sistemas discretos no tempo.  

A transformada Z modificada  (para sistemas discretos com retardo) foi desenvolvida 

por Tsypkin (1950), Barker (1951), Linvill (1951) e Jury (1956). Linvill considera a 

amostragem como uma modulação da amplitude e descreve o comportamento 

interamostragem nos sistemas de tempo discreto.  

A importância do modelo da transformada Z reside na possibilidade de reduzir  

uma equação de diferenças ou equação recursiva com coeficientes constantes em 

uma equação algébrica linear, conforme representado na Figura 5.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b0y[n] + b1 y[n-1] +...+ bn-k y[n-k] = a0 x[n]   ↔  Y(z) [b0 + b1 z
-1 + ...+ bk z

-(n-k) ] = X(z) 

Equações em Diferenças Lineares com 

coeficientes constantes 

    ↔   Equações Algébricas Lineares 

 

 

 

 

A transformada Z é uma aplicação entre um espaço de seqüências (funções 

discretas) e um espaço de funções analíticas (desenvolvidas na serie de Laurent). A 

 
E’ E 

y[n] 

EDL(y[n]) 

TZ 

EAL(Y(z)) 

Y(z) 

Figura 5.3 Representação do modelo da transformada Z 
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função que os une é a serie de Laurent, cujos coeficientes são os elementos da 

seqüência de origem. 

 

Para uma definição matematicamente mais formal da transformada Z, vamos 

primeiramente apresentar o teorema da serie de Laurent. 

 

Se F pertence as funções analíticas H, numa coroa circular A, com r1 <z-a< r2, como 

representado na figura 5.4, então F pode ser expandida em séries de potências 

negativas e positivas em torno de a. 
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              (5.2.1) 

 

Sendo, 

A(r1, r2) : Campo de CV (Anel de CV) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

 

 

Figura 5.4 Teorema de Laurent 

 

 

A definição da transformada Z baseia-se no desenvolvimento de funções complexas 

em série de Laurent. Dada uma seqüência { f[n] }  se define a sua transformada Z 

como sendo a série de Laurent F(z) 

 

  

A 
a 

  γ 

r1 

r2 
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                     (5.2.2) 

 

 

Observa-se na definição da transformada Z, que a identificação da série começa 

com as potências positivas, e que o centro da expansão na série de Laurent é no 

ponto a=0. 

 

Um caso particular desta definição é a chamada transformada Z unilateral  também 

chamada Causal que corresponde à seqüências que têm todos os termos da série de 

potências positivos nulos, isto é a série só é composta pelos termos de potências 

negativas e o termo independente. A transformada Z geral se denomina também como 

transformada Z bilateral . 

 

A transformada Z unilateral  tem uma maior aplicação e é essencialmente similar à 

geral. Sua maior aplicação é nas análises dos sistemas causais regidos por equações 

em diferenças e com condições iniciais. 

 

A transformada Z é uma aplicação do conjunto de seqüências { x[n] }  sobre o conjunto 

de funções complexas { X(z) }.  Pela unicidade da série de Laurent e unicidade do valor 

de uma série a transformada Z é bijetiva. A notação adotada é: 

 

)z(X]n[x Z→←                 (5.2.3) 

 

A convergência da transformada Z em geral ocorre para   

 

A(r1 , r2) = { z: r1 < |z| < r2 ≤ ∞ }              (5.2.4) 

 
que define um anel no plano z, como mostrado na figura 5.5. Essa região é chamada 

de região de convergência da série da equação (5.2.2).  

 

Na próxima seção mostra-se a relação que existe entre a transformada Z para 

sistemas de tempo discreto e a transformada de Laplace para sistema de tempo 

contínuo.  
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5.3 Relação Entre a Transformada Z Unilateral e a T ransformada de Laplace 

 

Existem varias formas de relacionar as transformadas, uma delas pode ser encontrada 

na referência [24]. Nesta seção apresenta-se como pode ser feita esta aproximação de 

outra forma, usando a relação entre a função contínua e a função degrau 

correspondente, isto estabelece a relação entre as transformadas de Laplace e Z . A 

trasformada de Laplace de uma função x(t) é, 

 

∫
∞

−= →←
0

stTL dte)t(x)s(X)t(x .              (5.3.1)  

 

 Amostrando x(t) com período T e aplicando a transformada Z, obtém-se : 

 

n

0n

TZ z]nT[x)T,z(X)t(x −
∞

=
∑= →←               (5.3.2) 

 

Multiplicando por T a equação (5.3.2), obtém-se: 

 

Tz]nT[xT)T,z(X n

0n

−
∞

=
∑=                (5.3.3) 
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Fig.5.5 Região de convergência da transformada Z 
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Fazendo a seguinte mudança de variável,   

 

tn = nT                 (5.3.4) 

 

É possível escrever,  

 

T = (n+1)T-nT= ∆t                (5.3.5) 

 

Fazendo a substituição  

 

z = esT                 (5.3.6) 

 

 e substituindo as equações (5.3.4), (5.3.5) e (5.3.6) na equação (5.3.3), obtém-se : 

 

( ) te]t[xT)T,e(XT)T,z(X
0n

nsT
n

sT ∆== ∑
∞

=

−
               (5.3.7) 

 

Considerando o limite para T→ 0+ obtém-se a transformada de Laplace 

 

( ) )s(Xte]t[xte]t[xT)T,e(XT)T,z(X
0n

n
0n

nsT
n

sT sTn

=∆=∆== ∑∑
∞

=

−
∞

=

−
             (5.3.8) 

 

A aproximação entre função contínua e degrau é dada na figura 5.6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f(t) 

0   T     2T    3T    4T  ...                 nT     
t      u 

f [nT]z-n 

f (t) e-st 

f [nT] 

Figura 5.6 Aproximação entre funções 
contínua e degrau 
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A região de convergência da transformada de Laplace e da transformada Z estão 

relacionadas pela função z = esT. Como observa-se na Figura 5.7 o raio de 

convergência da transformada de Laplace: um semiplano de s à direita da abscissa α 

transforma-se no raio de convergência da transformada Z unilateral, um círculo com 

centro no ∞ e raio r = eαT. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Na seguinte seção relaciona-se os conhecimentos existentes no processamento de 

sinais apresentados nas seções anteriores e a equação da cinética inversa para o 

cálculo da reatividade em um reator nuclear. 

 

5.4 Nova Formulação para Calcular a Reatividade Usa ndo a Transformada Z 

 

Como demostrado no capítulo 4, a reatividade pode ser determinada para uma dada 

variação da potência nuclear através da equação da cinética inversa, 
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                    (5.4.1)

 
 

Tomando a transformada de Laplace na equação (3.3.2), obtém se : 

 

(s)iCiλP(s)
Λ

iβ(0)iC(s)isC −=−
 

             (5.4.2)
 

z = esT 

Plano s 

Plano z 

zLn
T
1

s =  0 

α 
r = eαT 

Figura 5.7 Relação entre os planos Z e de Laplace 
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ordenando, segue que 

 

i

i

i

i
i

λs
P(s)

Λ

β

λs

(0)C
(s)C

+
+

+
=                (5.4.3) 

 
Aplicando a transformada inversa de Laplace na equação (5.4.3), vem 

 

[ ]{ }-1 -λ λβ  = +  Λ
� ��  �� �� ��� � ���� ���� �

L  L L

 
                   (5.4.4) 

 

e comparando-se as equações (5.4.4) e (4.2), obtém-se : 

 

Λλ
β

=
i

oi
i

P
)0(C                  (5.4.5) 

 

e 

[ ]{ }−λ − − −λ =  ∫ � �� �� � �� � �� � �� !"# ! �� " �
L L L                          (5.4.6) 

 

A transformada Z, que é uma função operacional, pode ser aplicada para um sistema 

de tempo discreto da mesma forma como a transformada de Laplace é aplicada para 

um sistema de tempo contínuo. A transformada Z de um sinal de tempo discreto x[n] é 

denotado por X(z). As formas simbólicas da transformada Z e da transformada Z 

inversa são dadas por : 

 

n

0n

z]n[x)z(X −
∞

=
∑=                (5.4.7) 

 

   [ ])z(X]n[x 1−Ζ=                (5.4.8) 

 

A função X(z) é uma série que converge fora do círculo Rz > , onde R é o raio de 

convergência. As variáveis s e z das transformadas de Laplace e Z, respectivamente, 

são obtidas através de z= esT e zln
T
1

s = . 
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Usando as equações (5.3.8) e (5.4.8), a equação (5.4.6) pode ser escrita na forma da 

transformada Z como  

 

[ ] [ ]{ }
$ %& '() * +, , -'() , . '()−=                         (5.4.9) 

 

onde :  

 

y[n] é a versão discreta de   

 

 −λ −= ∫ /0 10 0 2345 678 9 :67 ;8<7 ;
                       (5.4.10) 

 

e T é o passo de amostragem.  

 

Aplicando a transformada Z  na equação (5.4.9), obtém-se : 

 

[ ] [ ]= = => ?@ A B CD EFGH D EFGH B CE?@AI ?@ A,                    (5.4.11) 

 

sendo P(z) = X(z) e P[n]= x[n],  podemos escrever a equação (5.4.11) como 

 

[ ] [ ]= =J JK LM N O PQ R STU Q V STU O PW LMNX LM N,                    (5.4.12) 

 

onde : 

 

∞
− −

= =

= =∑ ∑
YZ ZZ [ Z [\ ]̂_ ` abc ^ ` abc ^              (5.4.13) 
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− − − − −

= =

= = = + + + +∑ ∑
op p q r os s p s t s qs r s o sp t p tu vw x y z{| w } w } } w } w ~~~ } w                  (5.4.15) 

 

sendo hi[k] conhecida e definida da seguinte forma : 
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 ≤≤
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Nk0parab
]k[h ki

i              (5.4.16) 

 

onde N denota a ordem do filtro, correspondente a um comprimento de filtro N+1, e 

Hi(z) é conhecida como a função de transferência do filtro. 

 A equação (5.4.12) pode ser escrita da seguinte forma : 
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Usando a condição dada pela equação (5.4.16), obtém-se que  
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= .             (5.4.18) 

 

Fazendo-se  k = n – m na segunda soma, obtém-se : 
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−= .            (5.4.19) 

 

Simplificando e trocando a ordem das somas, obtém-se : 
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i z]m[x]mn[hT)z(Y −

= =
∑ ∑









−=              (5.4.20) 

 

Considerando a equação (5.4.13), a equação anterior pode ser escrita como : 
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n
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onde y[n] está dada por 
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Onde * denota o produto de convolução, ]n[hi  a resposta do sistema quando a entrada 

é uma função de impulso unitária. Assim, a equação (5.4.22) é conhecida como soma 

de convolução, convolução linear ou simplesmente convolução.  

 

A equação (5.4.9) pode ser obtida de uma forma mais simples. A convolução discreta 

pode ser aplicada diretamente a sistemas puramente discretos, ou pode ser usada 

como uma aproximação para uma convolução em tempo contínuo. Sejam x(t) e h(t) 

dois sinais em tempo contínuo para os quais deseja-se uma convolução, e seja y(t) o 

resultado desta convolução. Assume-se que todos os sinais são zero para t < 0. A 

resposta desejada pode ser expressa na forma da equação (5.4.10), 

 

   ∫ −=
t

0

'dt)'t(x)'tt(h)t(y                         (5.4.23) 

 

O cálculo desta integral pode ser feito aproximando-se a área sob a curva do 

integrando por um processo de soma numérica de ordem zero. Assumindo que esta 

aproximação é razoável, sejam x[n], h[n] e y[n] as funções em tempo discreto 

correspondentes às três funções em tempo contínuo x(t),h(t) e y(t), respectivamente. 

Assumindo que N+1 amostras de x[n] e h[n] são usadas, o diferencial dt’ na equação 

(5.4.23) resulta T e a função requerida nos pontos amostrados pode ser aproximada 

por 

 

∑
=

−=≈
N

0k

]k[x]kn[hT]nT[y)t(y            (5.4.24) 

 

Assim, a equação (5.4.24) é a mesma equação (5.4.22) e finalmente obtém-se à 

equação (5.4.9). As equações (5.4.22) e (5.4.24) podem ser escritas eficientemente, 

devido aos valores nulos para a resposta ao impulso h[n], substituindo o valor de N por 

n, da seguinte forma : 

 

∑
=

−=≈
n

0k

]k[x]kn[hT]nT[y)t(y         (5.4.24.a) 

 

  Logo, pode ser encontrado cada valor de y[n] da seguinte forma: 
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x[N]h[0]...  x[1]1]-h[N  x[0]h[N]y[N]

   

   x[2]h[0]   x[1]h[1]    x[0]h[2]y[2]

  x[1]h[0]   x[0]h[1]y[1]

 x[0]h[0]y[0]

+++=

++=
+=

=

M

                                   (5.4.25) 

 

A equação (5.4.22), ou equação (5.4.25), é denominada de filtro de duração finita 

(FIR), no qual a resposta ao impulso h[n] é limitado por um número finito de pontos.  

Pode ser representada na estrutura chamada de realização em forma direta, como 

mostrado na figura 5.8, onde z-1 é o atraso temporal e  Σ a soma. 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIGURA 5.8 Realização em forma direta para um filtro FIR 

 
A equação (5.4.25) descreve uma realização não recursiva para a resposta ao impulso 

finito (FIR) da função de transferência do filtro digital. 

 

O filtro FIR permite a implementação por meio do procedimento do tipo não recursivo 

ou convolução direta. Este tipo de implementação não requer retroalimentação. A 

função de transferência de um filtro FIR com uma implementação não recursiva, tem 

todos seus pólos na origem e é sempre estável . Para o filtro FIR o retardo temporal 

cresce com o número de termos e pode ser bastante grande para um filtro de tamanho 

relativamente de ordem maior. Além disto, o sistema FIR é causal, linear e 

invariante no tempo , propriedades estudadas na seção 5.1.  

 

Logo, aplicando-se a transformada Z na integral da equação (5.4.1), a reatividade 

pode ser calculada da seguinte forma : 

 

   �� ���� � �� � ��� � ��� ���� � � � �� ��� � � � ��� �� ��� � �� � ��� � −λ

=

 〈 〉Λρ = β + − λ β + λ 
∑             (5.4.26) 
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onde ����� ��� � � −λ= é a resposta ao impulso e T é uma constante que corresponde ao 

passo de amostragens, conforme a equação (5.4.24).  A derivada pode ser calculada, 

por exemplo, usando derivadas regressivas de cinco pontos ou desprezada, conforme 

justificado pelos trabalhos de Simazu e Nakano, como pode ser visto na referência 

[17]. Assim, a equação (5.4.26) mostra como a teoria do processamento de sinais é 

aplicado no cálculo da reatividade em um reator nuclear usando o filtro FIR. 

 

Pode-se mostrar que a operação convolução linear apresenta as seguintes 

propriedades [23] : 

 

• Comutativa: 

 

]n[x*]n[h]n[h*]n[x =                      (5.4.26-a) 

 

• Associativa: 

 

]n[w*])n[v*]n[x(])n[w*]n[v(*]n[x =              (5.4.26-b) 

 

• Distributiva: 

 

]n[w*]n[x]n[v*]n[x])n[w]n[v(*]n[x +=+             (5.4.26-c) 

 

A redução feita pela equação (5.4.26-c) é conhecida como conexão em paralelo de 

sistemas, como detalhado na referência [23]. 

 

A equação (5.4.26) mostra que para calcular a reatividade é necessário realizar seis 

convoluções, o qual teria um custo computacional alto. Felizmente, usando as 

propriedades distributiva e comutativa, somente é necessário resolver uma única 

convolução, implementada pela equação (5.4.25) em uma forma não recursiva. Assim, 

finalmente a equação  (5.4.26) pode ser escrita da seguinte forma : 
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Admitindo que o reator estava crítico para t < 0, significa que a reatividade é nula para 

t=0, logo, a equação (5.4.27) deve ser zero para t=0, condição que é satisfeita se a 
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equação (5.4.25) for zero para n=0. Mas esta condição não é verificada visto que y[0] 

≠ 0, uma vez que h[0]=1 e P[0]=P0≠0. Assim sendo, deve ser incluído um termo que 

faz com que y[0] seja zero. Existem diferentes formas de incluir este termo, através do 

qual a equação (5.4.25) satisfaça a condição de criticalidade em n=0,  

 

x[0]h[0][n]y[n]y~ −=                       (5.4.28) 

 

x[n]h[n][n]y[n]y~ −=                (5.4.29) 

 

[ ]]n[x]0[h]0[x]n[h
2
1

]n[y]n[y~ +−=               (5.4.30) 

 

A condição dada pela forma da equação (5.4.30) faz com que o método coincida com 

a regra do trapézio para o cálculo de integrais, tornando-se assim uma melhor 

aproximação, para a solução da equação (5.4.27).  
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CAPÍTULO 6 

RESULTADOS 

 
Neste capítulo apresentam-se os resultados obtidos pelos métodos descritos nos 

capítulos 4 e 5. Inicialmente apresentam-se os resultados do método que usa as 

derivadas de primeira e segunda ordem sem ruído. E depois os resultados com ruído 

na potência nuclear, reduzindo-o com o método dos mínimos quadrados. Finalmente 

apresentam-se os resultados para o método do filtro FIR com e sem ruído no sinal de 

entrada correspondente à potência nuclear. 

 

6.1 Resultados Usando o Método com Derivadas 

 

Nas figuras 6.1, 6.2 e 6.3 são mostradas as variações de reatividade necessárias para 

reproduzir as variações da potência nuclear P(t)=exp(ω*t), com ω iguais a 0.12353, 

11.6442 e 52.80352, sendo ω a raiz positiva da equação "inhour" como em [25]. As 

constantes de decaimento λi: (0.0127, 0.0317, 0.115, 0.311, 1.4 e 3.87 s-1), a fração de 

nêutrons retardados βi: (0.000266, 0.001491, 0.001316, 0.002849, 0.000896 e 

0.000182) e o tempo de geração dos nêutrons prontos (Λ) igual a 2*10-5 s. Estas 

variações da potência implicam em reatividade de (ρ) 300 pcm, 700 pcm e 800 pcm, o 

passo de amostragem foi de 3 s, 0.1 s e 0.01 s, respectivamente. Os valores de 

referência foram obtidos calculando-se analiticamente a expressão da equação (4.3).  
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Figura 6.1 Variação de reatividade necessária 
para reproduzir a variação da potência 
nuclear, na forma P(t)=exp(ω*t), com ω igual 
0.12353. Passo de amostragem igual a 3 s. 
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Figura 6.2 Variação de reatividade necessária 
para reproduzir a variação da potência nuclear, 
na forma P(t)=exp(ω*t), com ω igual 11.6442. 
Passo de amostragem igual a 0.1 s. 
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Figura 6.3 Variação de reatividade necessária 
para reproduzir a variação da potência nuclear, 
na forma P(t)=exp(ω*t), com ω igual 52.80352. 
Passo de amostragem igual a 0.01 s. 
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Na tabela 6.1 são apresentadas as diferenças máximas das reatividades em pcm, 

obtidas na comparação entre o valor de referência e o método proposto, para 

diferentes passos de amostragem. É possível notar que quando a reatividade é muito 

alta (ρ=800 pcm) é difícil amostrar com passos de amostragem maiores do que 0.01 s, 

produzindo grandes diferenças, a qual é indicada pela linha tracejada. Para reatividade 

menores (ρ=300 pcm) é possível aumentar o passo de amostragem.  É bom ressaltar 

que o período do reator, dado pela expressão 
)t(P
)t(P )1(

, é uma constante. 

Tabela 6.1 Diferenças da reatividade, em pcm, para diferentes passos de amostragem. 
     Potência (MW) 
 
 
Passo (s) 

 
P(0)*exp(0.12353*t) 

 
P(0)*exp(11.6442*t) 

 
P(0)*exp(52.80352*t) 

0.01 2.0954e-6 1.4294e-4 2.7238e-1 

0.1 5.3247e-7 2.4620e-1 ----------- 

3 4.2428e-1 ----------- ----------- 

 

 

Na figura 6.4 é apresentada a variação de reatividade para uma variação de potência 

nuclear da forma P(t) =cosh ((π/180)*t), com passo de amostragem igual a 5 s.  

 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

0

20

40

60

80

100

 Tempo [ s ]

Máximo Erro =2.0*10-4 pcm

P(t)=Cosh((π/180)*t)

 Novo Método
 Método de Referência

R
ea

tiv
id

ad
e 

[ p
cm

 ]

Passo de Amostragem = 5 s

 
Figura 6.4 Variação de reatividade para uma 
variação de potência nuclear da forma P(t) 
=Cosh ((π/180)*t), com passo de amostragem 
igual a 5 s. 
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Há formas da potência nuclear que aparentemente não satisfazem as condições  

representadas pelas equações (4.16-4.17). Para algumas formas da potência nuclear 

a reatividade pode divergir, mas pode-se encontrar o valor da reatividade se a 

equação (4.30) se restringir a casos em que 1
)t(P

)t(P
2
i

)2(

〈
λ

. Nestes casos é possível 

anular a contribuição dada pela integral do lado direito da equação (4.12) e os 

somatórios desta mesma equação são convertidos em series com razão 

1
)t(P

)t(P
r

2
i

)2(

〈
λ

= . Com isto, é possível encontrar o valor de reatividade de uma forma da 

potência nuclear que não satisfaça as condições  representadas pelas equações 

(4.16-4.17) mas que satisfaça o critério de convergência da série geométrica.   

 

Nas figuras 6.5 e 6.6 são apresentadas a reatividade para formas da potência nuclear 

= + �� ¡¢ � £¢ ¤ ¥ ¡
 e = +

¦§̈© ª«« ¬ ®¯§° ± ¨©
, que não satisfazem com as condições  

dadas pelas equações (4.16-4.17), mas satisfazem a condição da razão da serie 

geométrica dada pela equação (4.30), onde a constante b deve ser considerada muito 

pequena para que esta condição seja satisfeita. Os passos de amostragem usados 

foram t =1 s e t=20 s, respectivamente. 
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Figura 6.5 Variação de reatividade necessária 
para reproduzir a variação da potência 
nuclear, na forma 3t*b)0(P)t(P += . passo de 
amostragem igual a 1 s. 
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Figura 6.6 Variação de reatividade necessária 
para reproduzir a variação da potência 
nuclear, na forma )t*b(Sinh100)t(P += . 
Passo de amostragem igual a 20 s. 

 

Na tabela 6.2 são apresentados os resultados dos cálculos da reatividade para 

variações de potência nuclear, representadas pela função ²³ µ́¶ ³ ·́¶ ¸ ¹ µ
= + . Sendo 

P(0) um valor inicial arbitrário da potência nuclear e b o parâmetro que foi variado para 

validar o método proposto em comparação aos resultados do método de referência 

representado pela equação (4.3). A seleção dos valores de b, mostrados na  tabela 

6.2, teve como critério  a expressão dada pela equação (4.30). O que se conclui 

destes testes é que, dependendo do valor de b, pode ser obtida uma imprecisão em 

unidades de pcm, que varia diretamente com o valor máximo da reatividade. Isto é, 

quanto maior for o valor de b, maior será o valor máximo da reatividade e 

conseqüentemente maior será a diferença entre o método proposto e o de referência. 

O passo de amostragem foi feito igual a 1 s para os casos na tabela 6.2. O passo de 

amostragem pode ser de até t=100 s para os casos de baixos valores de reatividade. 

 

    Tabela 6.2   Fator b,  diferença e reatividade máxima 
3t*b)0(P)t(P +=  

(MW) 
)0(P

9
b

5
iλ

=

 

)0(P
40

b
4
iλ

=  )0(P
4

b
4
iλ

=  

Máx. erro (pcm) 3.8901e-3 6.2e-2 6.2059e-1 
Máx. reatividade (pcm) 4.6 12 24 
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Na figura 6.7 é apresentada a alternativa de descontinuar o cálculo da reatividade, 

para uma variação da potência nuclear da forma P(t)=exp(0.12353*t). Foi simulada a 

interrupção do cálculo no instante de tempo de t=20s e o reinício do cálculo no 

instante de tempo t=50s. O passo de amostragem considerado foi de t=2 s. Verificou-

se que os resultados coincidem, como se não houvesse ocorrido a interrupção do 

cálculo da reatividade. 
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Figura 6.7 Descontinuidade do cálculo da 
reatividade, para uma variação da potência 
nuclear da forma P(t)=exp(0.12353*t). 

 

 
 

6.1.1 Presença do Ruído 
 

O método descrito pelas Eqs. (4.57) e (4.58) foi aplicado para diferentes formas 

representativas da potência nuclear, sem presença do ruído. Para viabilizar o uso 

deste método de cálculo de reatividade quando a potência nuclear tem a presença do 

ruído, introduzimos um ruído em torno da potência média, 

 º» ¼¼ ½¾¿ ¿À
=

= ∑                (6.1) 
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onde Pj denota o sinal da potência medida e N o número de amostras da potência 

nuclear para um passo de amostragem T. Supomos que o ruído tem uma distribuição 

Gaussiana com um desvio padrão σ em torno do valor da potência media como foi 

calculado em [7]. Em seguida calculamos a reatividade para diferentes valores da 

intensidade do ruído e para diferentes passos de amostragem. Devido ao fato que as 

derivadas podem apresentar problemas para diferentes formas da potência nuclear na 

presença de ruídos, usamos o método dos mínimos quadrados [26] para ajustar as 

qualquer forma da potência nuclear para uma forma exponencial do tipo 

AtCe)t(P = sendo C e A constantes ajustadas pelo método dos mínimos quadrados. A 

função resultante atende as condições dadas pelas Eqs. (4.16) e (4.17) com um 

número N de amostras.  

 

Na tabela 6.3 são apresentados os resultados da diferença máxima da reatividade 

obtida para a potência nuclear da forma P0*exp(0.12353*t) apresentada na seção 6.1, 

com um grau de ruído (desvio padrão) de σ=0.01, com número de amostras de 5 e 

100 passos de amostragem de 3 s e 0.1 s, respectivamente.  

 

Tabela 6.3 Diferença máxima de reatividade para a potência nuclear da forma 
P0*exp(0.12353*t), grau de ruído ( desvio padrão) e passos de amostragem. 

Potência Nuclear 
P(t) 

Desvio 
padrão σ 

Número de 
amostras N 

Passo de 
amostragem 

T 

Diferença máx. 
(pcm) e tempo 

P0*exp(0.12353 *t) 0.01 5 3 s 2.75 em t=30 s 
 0.01 100 0.1 s 1.25 em t=60 s 

 

Na tabela 6.4 é apresentado o resultado da diferença máxima da reatividade obtida 

para a potência nuclear da forma P0*exp(11.6442*t) apresentada na seção 6.1, com 

um grau de ruído (desvio padrão) de σ=0.01, com número de amostras de 10 e passo 

de amostragem de 0.01 s.   

 

Tabela 6.4 Diferença máxima de reatividade para a potência nuclear da forma 
P0*exp(11.6442*t), grau de ruído ( desvio padrão) e passo de amostragem. 

Potência Nuclear 
P(t) 

Desvio 
padrão σ 

Número de 
amostras N 

Passo de 
amostragem 

T 

Diferença máx. 
(pcm) e tempo 

P0*exp(11.6442 *t) 0.01 10 0.01 s 0.83 em t=60 s 
 

Na tabela 6.5 é apresentado o resultado da diferença máxima da reatividade obtida 

para a potência nuclear da forma P0*exp(52.80352 *t) apresentada na seção 6.1, com 

um grau de ruído (desvio padrão) de σ=0.01, com número de amostras de 10 e passo 

de amostragem de 0.01 s.  



 

 70 

 
Tabela 6.5 Diferença máxima de reatividade para a potência nuclear da forma 
P0*exp(52.80352 *t), grau de ruído ( desvio padrão) e passo de amostragem. 

Potência Nuclear 
P(t) 

Desvio 
padrão σ 

Número de 
amostras N 

Passo de 
amostragem T 

Diferença máx. 
(pcm) e tempo 

P0*exp(52.80352 *t) 0.01 10 0.01 s 9.71    em t=0.8 s 
 

 

Na tabela 6.6 é apresentado o resultado da diferença máxima da reatividade obtida 

para a potência nuclear da forma P0*Cosh(t*π/180) apresentada na seção 6.1, com um 

grau de ruído (desvio padrão) de σ=0.01, com número de amostras de 5 e passo de 

amostragem de 5 s.  

 

Tabela 6.6 Diferença máxima de reatividade para a potência nuclear da forma 
P0*Cosh(t*π/180), grau de ruído ( desvio padrão) e passo de amostragem. 

Potência Nuclear 
P(t) 

Desvio 
padrão σ 

Número de 
amostras N 

Passo de 
amostragem T 

Diferença máx. 
(pcm) e tempo 

P0*Cosh(t*π/180)  0.01 5 5 s 8.44  em t=1425 s 
 

Na figura 6.8 é apresentada a variação de reatividade para uma variação de potência 

nuclear da forma P(t) =P0*Cosh ((π/180)*t), número de amostras de 5, com um grau de 

ruído (desvio padrão) de σ=0.01 e com passo de amostragem igual a 5 s.  
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Figura 6.8 Variação de reatividade para uma 
variação de potência  nuclear da forma P(t)=Po*  
Cosh ((π/180)*t), passo de amostragem igual a 5s, 
número de amostras de 5 e com um grau de 
ruído de σ=0.01. 
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Na tabela 6.7 são apresentados os resultados da diferença máxima da reatividade 

obtida para a potência nuclear da forma a+b*t3 apresentada na seção 6.1, com graus 

de ruído (desvio padrões) de σ=0.001 e σ=0.01, com número de amostras de 100 e 

200, respectivamente, para um passo de amostragem de 0.1 s.  

 
Tabela 6.7 Diferença máxima de reatividade para a potência nuclear da forma a+b*t3, 

grau de ruído ( desvio padrão) e passo de amostragem 
Potência Nuclear 

P(t) 
Desvio 
padrão σ 

Número de 
amostras N 

Passo de 
amostragem T 

Diferença máx. 
(pcm) e tempo 

a+b*t3 ; a=P(0)=1 
b=(0.0127)5/9 

0.001 100 0.1 s 0.89  em t=5910 s 

 0.01 200 0.1 s 3.71  em t=1840 s 
 

 

Na figura 6.9 é apresentada a variação de reatividade necessária para reproduzir a 

variação da potência nuclear, na forma = + ÁÂÃÄÅ ÂÃÆÅ Ç È Ä
. O passo de amostragem  é 

igual a 0.1 s, o número de amostras é 100 e um grau de ruído (desvio padrão) de 

σ=0.001. 
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Figura 6.9 Variação de reatividade necessária 
para reproduzir a variação da potência nuclear, na 
forma = + ÁÂÃÄÅ ÂÃÆÅ Ç È Ä

, passo de amostragem 
igual a 0.1 s, número de amostras de 100 e com 
um grau de ruído de σ=0.001. 

 

 

Na tabela 6.8 são apresentados os resultados para a potência nuclear da forma 100 + 

Sinh(b*t) com b=0.00127, com um grau de ruído (desvio padrão) de σ=0.001, com 
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número de amostras de 2 e 100 e passos de amostragem de 20 s e 0.1 s. Encontrou-

se  uma diferença máxima da reatividade nos tempos t=9960 s e t=4860 s, 

respectivamente. Para um grau de ruído (desvio padrão) de σ=0.01, com número de 

amostras de 10 e 200 e passos de amostragem de 20 s e 0.1 s. Encontrou-se uma 

diferença máxima da reatividade nos tempos t=7200 s e t=5700 s, respectivamente. 

    

Tabela 6.8 Diferença máxima de reatividade para a potência nuclear da forma 100 + 
Sinh(b*t), grau de ruído ( desvio padrão) e passos de amostragem. 

Potência Nuclear 
P(t) 

Desvio 
padrão σ 

Número de 
amostras N 

Passo de 
amostragem 

T 

Diferença máx. 
(pcm) e tempo 

100 + Sinh(b*t) 
b=0.00127 

0.001 2 20 s 1.67 em t=9960 s 

  100 0.1 s 0.87  em t=4860 s 
 0.01 10 20 s 1.11  em t=7200 s 
  200 0.1 s 2.85  em t=5700 s 

 
 

Na figura 6.10 é apresentada a variação de reatividade necessária para reproduzir a 

variação da potência nuclear, na forma É ÊËÌ ÍÎÎ Ï ÐÑÒ ÊÓ Ô ËÌ
= + . O passo de 

amostragem é igual a 20 s, o número de amostras de 2 e um grau de ruído (desvio 

padrão) de σ=0.001. 
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Figura 6.10 Variação de reatividade necessária 
para reproduzir a variação da potência nuclear, 
na forma = +

ÕÖ×Ø ÙÚÚ Û ÜÝÞÖß à ×Ø
, passo de 

amostragem igual a 20 s, número de amostras 
de 2 e com um grau de ruído de σ=0.001. 
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6.2 Resultados Usando O Filtro FIR 
 

Nas figuras 6.11, 6.12 e 6.13 são apresentadas as reatividades produzidas pelas 

potências nucleares )t*exp()t(P ω=  com ω=0.12353,11.6442 e 52.80352, onde ω é o 

valor da raiz positiva da equação " Inhour ", considerando-se as constantes de 

decaimento λi (0.0127, 0.0317, 0.115, 0.311, 1.4 e 3.87 s-1), as frações de nêutrons 

retardados βi (0.000266, 0.001491, 0.001316, 0.002849, 0.000896 e 0.000182) e o 

tempo de geração dos nêutrons prontos (Λ) igual a 2*10-5 s. Essas variações da 

potência nuclear implicam nos valores de reatividades (ρ) de 300 pcm, 700 pcm e 800 

pcm, sendo o passo de amostragem de 0.01 s. Os valores de referência foram obtidos 

calculando-se analiticamente a expressão dada pela equação (5.4.1) e do método 

proposto usando-se a equação (5.4.27), com a condição de criticalidade dada pela 

equação (5.4.28).   
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Figura 6.11 Variação de reatividade necessária 
para reproduzir a variação da potência nuclear, 
na forma P(t)=exp(ω*t), com ω igual 0.12353. 
Passo de amostragem igual a 0.01 s. 
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Figura 6.12 Variação de reatividade necessária 
para reproduzir a variação da potência nuclear, na 
forma P(t)=exp(ω*t), com ω igual 11.6442. Passo 
de amostragem igual a 0.01 s. 
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Figura 6.13 Variação de reatividade necessária 
para reproduzir a variação da potência nuclear, 
na forma P(t)=exp(ω*t), com ω igual 52.80352. 
Passo de amostragem igual a 0.01 s 
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Na tabela 6.9 são mostradas as diferenças máximas das reatividades, em pcm, 

obtidas analiticamente usando a equação (5.4.1), através do método proposto que 

resultou na equação (5.4.27), e através da condição dada pela equação (5.4.28) para 

diferentes passos de amostragem. Resultados parecidos são obtidos através da 

condição dada pela equação (5.4.29). É possível notar que quando a reatividade é 

muito alta (ρ=800 pcm) é difícil amostrar com passos de amostragem maior do que 

0.01 s. Para uma reatividade menor (ρ=300 pcm) é possível aumentar o passo de 

amostragem. A diferença é devida principalmente ao termo que inclui a derivada, isto é 

dt
)t(dPΛ , o qual produziria grandes diferenças em pcm para altas reatividades ou 

também pela variação muito rápida da potência nuclear. Concluí-se que o método 

poderia ser usado para calcular a reatividade com um passo de amostragem de até  

s01.0t =∆ . 

 
Tabela 6.9 Diferença para a reatividade em pcm para diferentes passos de 

amostragem.                        
       Potência 
 
 
Passo [s] 

P(0)*exp(0.12353.t) P(0)*exp(11.6442.t) P(0)*exp(52.8035.t) 

0.001 0.1522 0.1525 0.1539 

0.01 1.5277 1.5576 2.3719 
0.1 15.6625 20.006 89.3410 
0.5 86.5090 144.3005 244.0047 

 

 

O método permite fazer outra correção para reduzir ainda mais o erro e poder 

aumentar o passo de amostragem. Na tabela 6.10 são apresentadas as diferenças 

máximas das reatividades em pcm, entre o valor dado pelo método proposto usando a 

equação (5.4.27) e as condições dadas pelas equações (5.4.28) e a (5.4.30) para a 

potência nuclear )t*exp()t(P ω=  com ω=0.12353, para diferentes passos de 

amostragens. O valor de referência foi obtido analiticamente através da equação 

(5.4.1). Concluindo que a correção feita pela equação (5.4.30) melhora notavelmente 

esta aproximação, tornando possível o uso do método para calcular a reatividade com 

um passo de amostragem de até ∆t=0.1 s, com um erro de 0.4287 pcm. Dependendo 

da aproximação requerida pode ser ampliado o passo de amostragem até 1 s com 

uma diferença máxima de 37.8086 pcm. Aqui está a principal diferença com relação 

aos outros métodos, que é a possibilidade de fazer correções para reduzir o erro e 

poder empregar passos grandes de amostragem. 
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       Tabela 6.10 Diferenças para reatividade em pcm entre  
       convolução e o  termo de ajuste. 

Passo [s]  Convolução Trapezoidal  
    0.001 0.1522 4.2939*10-5 

0.01 1.5277 4.2939*10-3 
0.1 15.6625 0.4287 
0.5 86.5090 10.3406 
1 190.1455    37.8086         

 

 

Na figura 6.14 é apresentada a reatividade calculada pela equação (5.4.27), usando a 

condição dada pela equação (5.4.28)  para a potência nuclear 3t*ba)t(P +=  com a=1 

e b=(0.0127)5/9 e com passo de amostragem de sm1t =∆ . Com diferença máxima de 

0.1518 pcm, com respeito ao valor de referência obtido analiticamente através da 

equação (5.4.1), coincide praticamente com a diferença dada na tabela 6.10.  O que 

significa que este método tem um erro quase constante dentro do intervalo (0.1518 ; 

0.1527) pcm, para diferentes potências nucleares. 

 

Na figura 6.15 é apresentada a reatividade calculada pela equação (5.4.27), usando a 

condição dada pela equação (5.4.30)  para a potência nuclear 3t*ba)t(P +=  com a=1 

e b=(0.0127)5/9 e com passo de amostragem de s01.0t =∆ . A diferença máxima é de 

3.9804*10-3 pcm, com respeito ao valor de referência obtido analiticamente através da 

equação (5.4.1), o que praticamente coincide com a diferença dada na tabela 6.10. 

Isto significa que este método tem um erro dentro do intervalo (3.9804 ; 4.2939)*10-3 

pcm que também é quase constante. 

 

Na figura 6.16 é apresentada a diferença da reatividade em pcm, calculada pela 

equação (5.4.27), usando a condição dada pela equação (5.4.30) para as formas da 

potência nuclear )t*exp()t(P ω=  com ω=0.0012353, 3t*ba)t(P +=  com a=1 e 

b=(0.0127)5/9 e á âãä å æ çè âé ãä
= + ω  com a=50 e ω=0.0127 e para um passo de 

amostragem de s1.0t =∆ . Nota-se que a variação do erro depende da mesma forma 

da variação de reatividade necessária para reproduzir a variação da  potência nuclear. 

Como foi mostrado na tabela 6.10, para o passo de amostragem 0.1s o erro foi de 

0.4287. Para um passo de amostragem de 0.1 s, o método tem um erro dentro do 

intervalo (0.3973 ; 0.4287) pcm, que também é quase constante, ao menos para 

reatividades menores do que 300 pcm. 
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Figura 6.14 Variação de reatividade necessária para 
reproduzir a variação da potência nuclear, na forma 

3t*b)0(P)t(P += . Passo de amostragem igual a 
0.001 s e b=(0.0127)5/9. Usando condição (5.4.28). 
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Figura 6.15 Variação de reatividade necessária para 
reproduzir a variação da potência nuclear, na forma 

3t*b)0(P)t(P += . Passo de amostragem igual a 
0.01 s e b=(0.0127)5/9. Usando condição (5.4.30). 
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Figura 6.16 Diferença de reatividade necessária 
para reproduzir a variação da potência nuclear para 
um passo de amostragem igual a s1.0t =∆  

 

Na tabela 6.11 é apresentado o tempo de trabalho contínuo para calcular a reatividade 

usando o método proposto, selecionando um tempo real e um passo de amostragem 

constante. Note-se que seria possível selecionar um passo de amostragem de 1 ms, 

0.01 s e 0.1 s, com um tempo real de 0.1 s, 0.5 s e 1 s.  Com um número de amostras 

da potência nuclear de 100, 500 e 1000  para  um passo de amostragem de 1 ms, com 

um número de amostras de 10, 50 e 100 para um passo de amostragem de 0.01 s e 

com um número de amostras de  1, 5 e 10 para um passo de amostragem de 0.1 s. 

Nos experimentos numéricos verificaram-se problemas para calcular a reatividade 

para tempo real abaixo de 0.02 s. O número de amostra foi de 43.200.000, o que 

representa 12 horas de trabalho contínuo para um passo de amostragens de 1 ms, 

8.640.000 amostras para um passo de amostragem de 0.01 s, que representa 1 dia de 

trabalho contínuo e de 10 dias de trabalho contínuo para um passo de amostragem de 

0.1 s. Os cálculos foram feitos no computador Intel(R) Pentium (R)  D CPU 2.8 Ghz. 

 

    Tabela 6.11 Tempo de trabalho contínuo para calcular a reatividade  
                  com diferentes passos de amostragem e máximo tempo de resposta. 

          Passo de Amostragem 
 

 
Tempo Máx. Resp. 

0.001 0.01 0.1 

0.1 2 h 15 h 8 - 9 dias 
0.5 12 h 1 dia 10 dias 
1 12 h 1 dia 10 dias 
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O método descrito pelas Eqs. (5.4.27) a (5.4.30) foi aplicado para diferentes formas 

representativas da potência nuclear, sem presença do ruído. Para viabilizar o uso 

deste método de cálculo de reatividade quando a potência nuclear tem a presença do 

ruído, introduzimos um ruído em torno da potência média como foi descrito na seção 

6.1.1. 

 

Calculamos a reatividade para diferentes formas da potencia nuclear com diferentes 

tempos de amostragem e para um grau de ruído (desvio padrão) de até σ=0.001.  

 

Na tabela 6.12 é apresentado o resultado da diferença máxima da reatividade obtida 

para a potência nuclear da forma P0*exp(0.12353*t) apresentada na seção 6.1, com 

um grau de ruído (desvio padrão) de σ=0.001, com número de amostras de 100 e 

passo de amostragem de 0.01 s.  

 

Tabela 6.12 Diferença máxima de reatividade para a potência nuclear da forma 
P0*exp(0.12353*t), grau de ruído ( desvio padrão) e passo de amostragem. 

Potência Nuclear 

P(t) 

Desvio 

padrão σ 

Número de 

amostras N 

Passo de 

amostragem T 

Diferença máx. 

(pcm) e tempo 

P0*exp(0.12353*t) 0.001 100 0.01 s 2.27 em t=1 s 

 

 

Na tabela 6.13 é apresentado o resultado da diferença máxima da reatividade obtida 

para a potência nuclear da forma P0*exp(11.6442*t) apresentada na seção 6.1, com 

um grau de ruído (desvio padrão) de σ=0.001, com número de amostras de 10 e 

passo de amostragem de 0.01 s.   

 

Tabela 6.13 Diferença máxima de reatividade para a potência nuclear da forma 
P0*exp(11.6442*t), grau de ruído ( desvio padrão) e passo de amostragem. 

Potência Nuclear 

P(t) 

Desvio 

padrão σ 

Número de 

amostras N 

Passo de 

amostragem T 

Diferença máx. 

(pcm) e tempo 

P0*exp(11.6442*t) 0.001 10 0.01 s 0.74 em t=0.4 s 

 

 

Na tabela 6.14 é apresentado o resultado da diferença máxima da reatividade obtida 

para a potência nuclear da forma P0*exp(52.80352*t) apresentada na seção 6.1, com 

um grau de ruído σ=0.001, com número de amostras de 10 e passo de amostragem 

de 0.01 s.  
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Tabela 6.14 Diferença máxima de reatividade para a potência nuclear da forma 
P0*exp(52.80352*t), grau de ruído ( desvio padrão) e passo de amostragem. 

Potência Nuclear 

P(t) 

Desvio 

padrão σ 

Número de 

amostras N 

Passo de 

amostragem T 

Diferença máx. 

(pcm) e tempo 

P0*exp(52.80352*t) 0.001 10 0.01 s 0.14  em t=0.9 s 

 

Na tabela 6.15 é apresentado o resultado da diferença máxima da reatividade obtida 

para a potência nuclear da forma P0*Cosh(t*π/180) apresentada na seção 6.1, com um 

grau de ruído (desvio padrão) de σ=0.001 com número de amostras de 100 e passo 

de amostragem de 0.01 s.  

 

Tabela 6.15 Diferença máxima de reatividade para a potência nuclear da forma 
P0*Cosh(t*π/180), grau de ruído ( desvio padrão) e passo de amostragem. 

Potência Nuclear 

P(t) 

Desvio 

padrão σ 

Número de 

amostras N 

Passo de 

amostragem T 

Diferença máx. 

(pcm) e tempo 

P0*Cosh(t*π/180)  0.001 100 0.01 s 1.66  em t=444 s 

 

 

Na figura 6.17 é apresentada a variação de reatividade para uma variação de potência 

nuclear da forma P(t) =cosh ((π/180)*t), passo de amostragem igual a 0.01 s,  número 

de amostras de 100 e com um grau de ruído (desvio padrão) de σ=0.001.  
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Figura 6.17 Variação de reatividade para uma 
variação de potência  nuclear da forma P(t) =Cosh 
((π/180)*t), passo de amostragem igual a 0.01 s , 
número de amostras de 100 e com um grau de 
ruído de σ=0.001. 
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Na tabela 6.16 são apresentados os resultados da diferença máxima da reatividade 

obtida para a potência nuclear da forma a+b*t3 apresentada na seção 6.1, com um 

grau de ruído (desvio padrão) de σ=0.001, com número de amostras de 100 e 200, 

para um passo de amostragem de 0.1 s e 0.01 s, respectivamente.  

 

Tabela 6.16 Diferença máxima de reatividade para a potência nuclear da forma a+b*t3, 
grau de ruído ( desvio padrão) e passo de amostragem. 

Potência Nuclear 

P(t) 

Desvio  

padrão σ 

Número de 

amostras N 

Passo de 

amostragem T 

Diferença máx. 

(pcm) e tempo 

a+b*t3 ; a=P(0)=1 

b=(0.0127)5/9 

0.001 100 0.1 s 2.41 em t=7550 s 

 0.001 200 0.01 s 2.30 em t=3440 s 

 

 

Na figura 6.18 é apresentada a variação de reatividade necessária para reproduzir a 

variação da potência nuclear, na forma 3t*b)0(P)t(P += , passo de amostragem igual 

a 0.1 s, número de amostras de 100 e com um grau de ruído (desvio padrão) de 

σ=0.001. 
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Figura 6.18 Variação de reatividade necessária 
para reproduzir a variação da potência nuclear, na 
forma 3t*b)0(P)t(P += , passo de amostragem 
igual a 0.1 s, número de amostras de 100 e com 
um grau de ruído de σ=0.001. 
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Na tabela 6.17 são apresentados os resultados para a potência nuclear da forma 100 

+ Sinh(b*t) com b=0.00127 apresentada na seção 6.1, com um grau de ruído (desvio 

padrão) de σ=0.001, com número de amostras de 100, passos de amostragem de 0.1 

s e 0.01 s, com diferença máxima da reatividade nos tempos t=4320 s e t=2684 s . 

    

Tabela 6.17 Diferença máxima de reatividade para a potência nuclear da forma 100 + 
Sinh(b*t), grau de ruído ( desvio padrão) e passos de amostragem. 

Potência 

Nuclear P(t) 

Desvio 

padrão σ 

Número de 

amostras N 

Passo de 

Amostragem T 

Diferença máx. 

(pcm) e tempo 

100 + Sinh(b*t) 

b=0.00127 

0.001 100 0.1 s 2.25  em t=4320 s 

 0.001 100 0.01 s 2.29  em t=2684 s 

 

 

Na figura 6.19 é apresentada a variação de reatividade necessária para reproduzir a 

variação da potência nuclear, na forma )t*b(Sinh100)t(P += , passo de amostragem 

igual a 0.01 s, número de amostras de 100 e com um grau de ruído de σ=0.001. 
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Figura 6.19 Variação de reatividade necessária 
para reproduzir a variação da potência nuclear, 
na forma )t*b(Sinh100)t(P += , passo de 
amostragem igual a 0.01 s, número de amostras 
de 100 e com um grau de ruído de σ=0.001. 
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CAPÍTULO 7 

 

CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

 

 

Foi apresentado primeiramente um método alternativo para cálculo da reatividade com 

características especiais [19], como por exemplo, a possibilidade do uso de diferentes 

passos de amostragem, o que pode ajudar a solucionar os problemas técnicos 

referenciados em trabalhos recentes para o monitoramento da reatividade, em 

sistemas subcríticos, através de um medidor de reatividade digital durante a 

aproximação crítica [5]. Outra característica, é a possibilidade de interrupção do 

cálculo da reatividade e posterior reinicio em qualquer instante de tempo, mantendo-se 

a mesma precisão que seria obtida caso o cálculo não fosse interrompido. Esta 

característica permitirá medir a reatividade de forma não contínua, diferente do que 

ocorre em todos os medidores de reatividade existentes. A reatividade pode ser 

medida em qualquer tempo depois de ter sido ligado o reator, com qualquer valor de 

reatividade, já que não tem dependência do histórico da potência nuclear. 

 

O método alternativo proposto para o cálculo da reatividade é muito simples, 

dependendo apenas das derivadas de primeira e segunda ordem da potência nuclear. 

Por sua simplicidade de cálculo, o método é apropriado para implementação em 

sistemas de tempo real para medição da reatividade associada a uma variação da 

potência nuclear. 

 

Através da formulação matemática apresentada neste trabalho é possível estabelecer 

uma relação entre as equações “inhour” e o método da cinética inversa, sendo esta 

relação determinada pela solução estacionária da reatividade, dada pela equação 

(4.58). 

 

A possível limitação da equação (4.58) refere-se ao fato dela ser exata apenas para 

funções obedecendo as condições representadas pelas equações (4.16–4.18). Pelo 

menos, sete funções características da potência nuclear atendem a esta condição. 

São elas A , A+Bt, Acos(Bt), Asin(Bt), AeBt, Asinh(Bt) e Acosh(Bt), onde A e B são 

constantes. Para outras funções é possível calcular a reatividade com razoável 

precisão, mas deve ser satisfeita a restrição da razão da série geométrica dada pela 

equação (4.30), isto é .1
)t(P

)t(P
r

2
i

)2(

〈
λ

=  
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Nos reatores nucleares de potência existe uma forte influência do grau do ruído 

aleatório e para resolver este problema foi apresentada uma proposta usando o 

método dos mínimos quadrados. O método é eficaz para controlar ruído até um grau 

de desvio padrão de 0.01, que pode ser maior se tomarmos um número maior de 

amostras, mas isto causaria um retardo maior no cálculo da reatividade.  

 

Também foi apresentado um novo método [22] para o cálculo da reatividade a partir 

das equações da cinética pontual. Ao aplicar a transformada de Laplace a estas 

equações identifica-se o histórico de potência como sendo o produto da convolução da 

resposta ao impulso do sistema e da potência nuclear. Isto corresponde ao filtro de 

duração finita (FIR), o qual tem características especiais, como por exemplo, o de ser 

um sistema estável, causal e invariante no tempo, e possível de ser implementado de 

uma forma não recursiva.  

 

Com este novo método é possível medir a reatividade de forma contínua, por isto o 

método poderá ser aplicado para a implementação de um reatímetro em tempo real, 

com passo de amostragem de até 0.1 s, com um erro máximo de 0.4287 pcm para 

diferentes formas da potência nuclear. Foi verificado que este método poderá ter 10 

dias de uso contínuo, apesar de um possível esforço computacional quando a ordem 

de filtro aumentar, mas com as vantagens de selecionar o tempo real e escolher o 

tamanho do bloco da potência nuclear, permanecendo o reatímetro lendo somente 

durante este intervalo de tempo real.  

 

Este novo método tem uma característica própria para ser usado nos reatores 

nucleares de potência, pois contem um filtro FIR, por isto ele pode controlar um grau 

do ruído aleatório até um desvio padrão de 0.001, sem precisar usar um número 

grande de amostras e assim ter um retardo menor do que os métodos atuais [5,7].  

 

Para controlar um maior grau de ruído no primeiro método, seria necessário pesquisar 

como diminuir as flutuações devido às derivadas. No caso do filtro FIR, continuar o 

método aplicando algoritmos que permitam eliminar o ruído, tais como Steepest 

Descent, LMS (Least-Mean-Square) e RLS (Recursive Least Squares).   

 

Os resultados dos testes realizados mostraram que os métodos propostos são 

suficientemente precisos, permitindo sua utilização para monitoração on-line da 

reatividade do núcleo do reator. 
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