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Resumo

Nesta tese estudamos alguns problemas relacionados a reservatérios de petréleo usando métodos
e conceitos da Fisica Estatistica. A tese pode ser dividida em duas partes. A primeira apresenta
um estudo do problema de percolacdo em um suporte multifractal aleatério motivado por sua poten-
cial aplicacao na modelagem de reservatdrios de petrdleo. Desenvolvemos uma rede heterogénea e
anisotropica que segue uma distribuicdo multifractal aleatéria das dreas de seus sitios. Em seguida,
determinamos o limiar de percolacdo nessa rede, a dimensdo fractal do aglomerado percolante e os
expoentes criticos (3 e v.

Na segunda parte, propomos uma sistemadtica alternativa de modelagem e simulacdo de reser-
vatorios de petréleo. Introduzimos um modelamento estatistico baseado em uma formulagdo estocas-
tica da Lei de Darcy. Nele a distribuicdo de permeabilidades no reservatério equivale localmente ao

modelo bésico de percolacdo por ligagdes.

Abstract

In this thesis we study some problems related to petroleum reservoirs using methods and concepts
of Statistical Physics. The thesis could be divided in two parts. The first one introduce a study
of the percolation problem in random multifractal support motivated by its potential application in
modelling oil reservoirs. We develped an heterogeneous and anisotropic grid that follows a random
multifractal distribution of its sites. After, we determine the percolation threshold for this grid, the
fractal dimension of the percolating cluster and the critical exponents (3 and v.

In the second part, we propose an alternative systematic of modelling and simulating oil reservoirs.
We introduce a statistical model based in a stochastic formulation do Darcy Law. In this model, the

distribution of permeabilities is localy equivalent to the basic model of bond percolation.

xvi



Capitulo 1

Introducao

Cada vez mais a industria de petréleo tem procurado na Fisica Tedrica respostas para seus pro-
blemas. Em particular, tem empregado conceitos da Fisica Estatistica para fazer previsdes sobre a
producdo de petréleo e maximizar seus lucros.

Quando um campo de petréleo é descoberto, o primeiro passo dado pela industria € estimar o
volume dos hidrocarbonetos (gas, petréleo) no reservatdrio e avaliar o quanto pode ser recuperado,

observando se vale a pena investir na recuperagao.

Na maioria dos casos, a producdo se faz por meio da perfuracido de dois tipos de pogos: inje-
tores e produtores. Nos primeiros injeta-se algum fluido, como dgua ou gés, que empurre o petréleo
na direcdo dos pogos produtores. Para otimizar a recuperagdo, se faz necessario escolher a melhor
disposicdo desses pocos e determinar a estratégia 6tima de inje¢do. Para tanto, € preciso estimar
corretamente o fluxo de petrdleo, gis e 4gua no meio poroso que € o reservatorio e suas vazoes nos
pocos produtores. Tais estimativas sao baseadas em modelos fisicos € métodos de simulacdo cada
vez mais sofisticados. E nesse ponto que esta tese pretende dar uma contribuicio, fornecendo novas
ferramentas para a modelagem dos reservatdrios de petréleo e uma sistemdtica para modelagem e
simulacao.

A tese apresenta outros seis capitulos. Os trés primeiros sdo capitulos bdsicos. Trazem conceitos
fundamentais da Fisica Estatistica que sdo necessdrios ao entendimento das aplicacdes desenvolvidas
nos capitulos seguintes.

O Capitulo 2 trata de fractais. Nele hd uma discussao sobre como reconhecer um objeto chamado



2 Introducao

fractal e como classificar tais objetos utilizando o nimero real chamado dimensao fractal. Em seguida,
apresentamos alguns modelos de fendmenos naturais em que aparecem fractais.

No capitulo seguinte, nocdes de medidas multifractais sdo abordadas. Apresentamos um estudo
da medida binomial e da medida produto, determinando seus espectros multifractais.

O Capitulo 4 traz mais detalhes sobre o conceito de percolacdo, um dos modelos vistos no Capi-
tulo 2. Em particular, conceitua e mostra como determinar a concentracio critica relacionada com
a formacao do aglomerado infinito de percolagdo, além dos expoentes criticos que determinam as
classes de universalidade do modelo. Também € determinada a dimensao fractal do aglomerado de
percolacdo no ponto critico.

Uma rede que tem a distribuic@o de seus sitios de acordo com uma medida multifractal € apresen-
tada no Capitulo 5. Nessa rede estudamos a percolacdo, determinando concentragdo critica, dimensao
fractal do aglomerado percolante e expoentes criticos.

No Capitulo 6 fazemos uma extensdo do trabalho iniciado no capitulo anterior. Estudamos a
percolacdo em uma rede que tem uma componente aleatéria na distribui¢ao de seus sitios, além de
seguir o padrao multifractal.

Por fim, uma aplicacdo da teoria de percolacdo é sugerida. Apresentamos uma proposta de sis-
temdtica para modelagem e simulacdo de um reservatério de petréleo. Tal sistemdtica estd baseada
em uma formulacao estocastica da lei que descreve o comportamento do fluxo de fluidos em meios

porosos, a Lei de Darcy.



Capitulo 2

Fractais

2.1 Fractais

Em 1875, duBois Reymond provocou certo desconforto na comunidade cientifica a0 anunciar
que Weierstrass havia construido uma funcao continua e nao diferencidvel. Como a construcao nao
se encaixava no padrdo euclidiano, foi considerada patolégica, um exercicio intelectual artificial, sem
nenhuma aplicagdo prética.

No final da década de 1960, o matemético Benoit Mandelbrot cunhou o termo fractal para desig-
nar essas estruturas irregulares. Sua origem etimoldgica estd no latim fractus, que significa quebrado
no sentido de irregular. E em 1982, por meio do seu livro The Fractal Geometry of Nature [1], tornou
popular o uso dos fractais para descrever a Natureza.

Fractais sdo estruturas complexas que podem ser caracterizadas por trés aspectos que estio pre-
sentes em todas elas. O primeiro refere-se a classificacao dos fractais por meio do conceito de dimen-
sdo fractal. Esse conceito representa uma ruptura com a Geometria e a Topologia tradicionais, pois
permite que um objeto tenha como dimensdo um valor ndo inteiro.

A segunda caracteristica dos fractais € a auto-similaridade, o que significa que um fractal € invari-
ante por mudanca de escalas. Ou seja, se fizermos uma ampliacdo de uma parte do fractal, veremos
uma figura similar a anterior.

A terceira caracteristica diz respeito a maneira como os fractais sdo construidos. H4 sempre a

utilizacdo de um processo iterativo. Isso quer dizer que, na constru¢do de um fractal, iremos repetir

3



4 Fractais

um determinado procedimento infinitamente. Esse procedimento pode ser determinado por célculos

algébricos, ou constru¢do geométrica, ou ainda alguma regra que envolva uma aleatoriedade.

2.2 Nocoes sobre dimensao fractal

Os fractais s@o caracterizados quantitativamente por meio da idéia de dimensao fractal. Essa idéia
consiste em associar um numero (dimensdo fractal), de maneira Unica a forma geométrica de um
objeto. Ela € particularmente qtil para distinguir conjuntos de natureza geométrica suave de outros
que apresentam padrdes de extrema irregularidade. Daremos um exemplo que mostra como essa
associacao ¢ feita.

Considere o triangulo de Sierpinski, que € um objeto definido por um processo iterativo. No
primeiro estdgio temos um tridngulo preenchido. No segundo, adicionamos duas c6pias da figura do
estdgio anterior de modo a obtermos ainda um tridngulo, agora vazado (Ver Figura 2.1). Em seguida
repetimos o processo, isto €, montamos um tridngulo fazendo duas cépias da figura anterior, conforme

mostra a Figura 2.2. E assim, continuando infinitamente, obtemos o objeto em questao.

Figura 2.1: Tridngulo de Sierpinski: passo 1

Se o triangulo do primeiro estdgio tem massa M = 1 e lado L = 1, entdo os tridngulos do segundo

e terceiro estagios ttm M = 3, L =2e M =9, L = 4, respectivamente. Definamos densidade por

p(L) = ML(QL ). Observe que na mudancga do estdgio 1 para o 2, houve uma reducdo na densidade

do objeto. De fato, p(1) = 1 e p(2) = 2. Se continuarmos calculando a densidade dos tridngulos

formados em cada estdgio, teremos p(4) = (%)2, p(8) = (%)3,... E assim por diante.

Quando fazemos um gréfico de p em funcdo de L, em escala logaritmica, encontramos uma reta
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Figura 2.2: Triangulo de Sierpinski: passo 2

que passa pela origem (ver figura 2.3). Assim, a densidade depende de L segundo a equagdo log p =

alog L. Entdo temos a relagdo entre p e L dada por p = L, uma lei de poténcia.

Para determinar o valor de «, basta encontrar a inclina¢io da reta do grafico em escala logaritmica.

Para tanto, tomemos os pontos (log 1,log 1) e (log2,log (2)). Entdo « serd dado por

_ log1—log (%) ~ —log3+1log4d log3

= = = 2. 2.1
“ log1 —log2 —log 2 log 2 @D
Facamos d; = }ggg Entdo,
L
p=L4"2%= -7 (2.2)

Observe que, para um mesmo L e objetos diferentes, o que determina como M varia € L. Assim,
estamos fazendo uma associagdo entre a figura e o valor d; que chamamos de dimensio fractal. Essa

associagdo quantifica o quao densamente o objeto ocupa o quadrado de lado L.
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1.4

leg L

-0.3 4

-0,4

E .
o9 p

Figura 2.3: grafico log-log de p
2.3 Outras defini¢oes de dimensao

H4 muitas maneiras de se definir dimensao. A razao para a existéncia de tantas defini¢des € o fato
de que em alguns casos, nao no nosso, elas produzem valores distintos. Estudaremos nesta secao as

defini¢des mais uteis na compreensdo dos fractais € mostraremos que neste caso elas sdo equivalentes.

2.3.1 Dimensao topolégica

Consideremos um subconjunto S do R".

Uma cobertura aberta de S é qualquer familia o de conjuntos abertos cuja uniao contém o conjunto
S. Como exemplo, podemos tomar S = N C R e a como a familia de intervalos abertos (n—1, n+1),
n = 1,2,3... E evidente que o conjunto dos nimeros naturais estd contido na unido de todos os

intervalos de «.
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Um refinamento aberto o da cobertura aberta « € outra cobertura tal que cada aberto A’ € o/ estd

n—1 n+l

incluido em algum aberto A € «. Assim, se o’ é formada pelos intervalos ( 5

), entdo temos
um refinamento aberto de o do pardgrafo anterior.

Dizemos que « é uma cobertura aberta de ordem & do conjunto .S, se, qualquer que sejax € S,
pertence a no maximo k abertos da cobertura «v. Tanto o quanto o’ sdo coberturas abertas de ordem 1

porque cada n € N pertence a somente um intervalo de cada cobertura.

Definicao 1 O conjunto S tem dimensdo topologica n, se qualquer cobertura aberta o de S admite

um refinamento aberto de ordem n + 1, mas ndo de ordem n.

Seguindo essa defini¢do o conjunto IN tem dimensao zero pois ja foram mostradas coberturas com
ordem 1, mas ndo € possivel conseguir um refinamento de ordem 0, qualquer que seja a cobertura.

Uma outra definicdo que pode ser ttil no entendimento de dimensao topoldgica € a de variedade
topoldgica de dimensdo n. O valor n faz o papel de dimensdo topolégica como chamamos usual-
mente.

Usaremos a seguinte defini¢do encontrada em [2]. Um espaco métrico M chama-se variedade
topoldgica de dimensdo n quando, para todo x € M existe um aberto U que contém x homeomorfo
a um subconjunto aberto do espaco R".

H4 dois termos utilizados nesta definicio que precisam de explicagdo. O primeiro € espaco
métrico, que € simplesmente um conjunto ao qual pode se associar uma no¢do de distancia. O outro
termo € homeomorfo. Dizemos que dois conjuntos sio homeomorfos se existe uma bijecao continua
com inversa continua entre eles.

Em termos mais gerais, dizemos que um objeto tem dimensao topoldgica n quando podemos
cobri-lo por pedacos que podem ser deformados continuamente (sem parti-los) em conjuntos abertos
do R".

Consideramos IR° como um ponto. Qualquer conjunto esparso de pontos tem dimensdo topolégica
Zero.

Seguindo a defini¢do, as curvas t€ém dimensao 1, pois podem ser deformadas continuamente em
uma reta (R1).

Outro exemplo é a esfera em R3. Se pensarmos somente na superfice esférica, podemos cobri-la
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A LS54

Figura 2.4: Construcdo do Triangulo de Sierpinski por retirada

por partes que podem ser deformadas em abertos de IR2. Logo, sua dimensdo é 2. Se considerarmos

a esfera preenchida, seu interior jd € um aberto de R?, entdo a esfera sélida tem dimensdo 3.

2.3.2 Dimensao de auto-similaridade - D,

Na Secao 2.2, definimos o tridngulo de Sierpinski de uma maneira que ajudasse na aquisicao de
uma nocao intuitiva sobre o nimero chamado dimensdo fractal. Agora usaremos uma outra cons-
trucio do objeto. Iniciamos novamente com um tridngulo preenchido de lado L. Unindo os pontos
médios de cada lado, dividimos o tridngulo inicial em quatro outros menores de lados iguais a L /2.
Retiramos o tridngulo central, obtendo uma regido vazada. Com os trés triangulos restantes, repetimos
o processo de divisao e retirada da parte central. Continuando esse procedimento com cada novo
triangulo, obtemos o objeto desejado (Ver Figura 2.4)

Seja ¢ : S — S uma contrag@o que associa a todos os pontos x de S pontos ¢(z) = rz, r € R,
com 7 < 1. O conjunto S é chamado auto-similar quando S € a unido de n(r) cdpias de ¢(.S). Neste

caso, também definimos a dimensao de auto-similaridade, D, dada por

_ log(n(r))
* = Tog(1/r)

Por exemplo, podemos colocar o tridngulo de Sierpinski aqui definido em um sistema de coor-

(2.3)

denadas de forma que os pontos (0,0), (1,0) e (1/2,/3/2) sejam seus vértices. Aplicando uma
contra¢do com 7 = 1 encontramos um novo tridngulo de Sierpinski com vértices em (0, 0), (1/2,0)
e (1/4,1/3/4). Observe que o tridngulo original é formado por 3 cépias daquele obtido apés a con-
tracdo. Isto significa que o tridngulo de Sierpinski é um conjunto auto-similar, com dimensao de

auto-similaridade D, = Egg =djy.

O fato de encontrarmos D, = dy nesse exemplo ndo € mera coincidéncia. Decorre da defini¢ao
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de densidade na se¢io 2.2 que M (L) = L% . Se considerarmos um conjunto S auto-similar, onde

cada uma de suas n(r) copias estd contida em um quadrado de lado L, sua massa total serd de
Mg =n(r)M(L) = n(r)L%. (2.4)

Por outro lado, se um quadrado de lado L cobre uma cépia de ¢(S), um quadrado de lado %L contém

o= (1) - (L), o9
n(r)L% = (1L>df = n(r) = <1>df. (2.6)

_ log(n(r)) _
= Tty 7

S. Entdo, sua massa ¢ dada por

Logo,

Donde concluimos que

2.3.3 Dimensao de Minkowski-Bouligand - Dp

Também conhecida como dimensao de caixa, é outra maneira de definir dimensao de um conjunto

S C R". Essa dimensao é dada por

L Iog(N(e)
Dp = 1—»0 log(1/e)

onde N(e€) é o nimero minimo de caixas n-dimensionais de tamanho e necessarios para cobrir os

(2.8)

pontos de S.

Usaremos mais uma vez o tridngulo de Sierpinski para mostrar como calcular dimensdo através
dessa definicdo. Consideremos um quadrado de tamanho unitdrio que cubra o tridngulo. Em seguida
o subdividimos em n? quadrados de lado ¢, = 2% Ver Figura 2.5. Note que quando n = 2, o nimero
de quadrados que intersectam o tridngulo é N(ez) = 4, paran = 4, N(ey,) = 12, n = 8 nos da

N (es) = 36 e assim sucessivamente. Isto ¢, temos para cada €, = 5= um N (€,) = 4.3"~!. Assim,

log(4.3"71)  log3

dy (2.9)

Outra maneira de calcular Dp. Novamente consideremos um quadrado de tamanho unitdrio que

cubra o tridngulo de Sierpinski. Como o triangulo € formado pela unido de trés copias suas reduzidas
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Figura 2.5: Cobertura por caixas

por um fator r = %, cada uma dessas pode ser coberta por um quadrado de lado % Entdo podemos

dizer que trés quadrados de lado % cobrem todo o tridngulo de Sierpinski (Figura 2.6). Mas, cada

uma das cépias do tridngulo todo também € a unido de trés copias que cabem em quadrados de

lado }1 (Figura 2.7). Isso resulta em 32 quadrados de lado }1 que cobrem todo o triangulo original.

Continuando com esse procedimento n vezes, encontramos N (¢) = 3" quadrados de lado ¢ = (—)

1\"n
2

que cobrem todo o tridngulo. Observe que € — 0 quando n — oo e que e satisfaz a desigualdade

() =)

log(3") _ log(N(¢)) _ log(3")
log(@) = Tog(1fe)  log@" 1)

Entao,

Logo,

_ log3 < log(N (e)) nlog3
~ log2 ~ log(1/e) (n—1)log2

Aplicando o limite quando n — oo nessa desigualdade temos

D

_log3

D, =Dp =
B log 2

(2.10)

@2.11)

(2.12)

(2.13)
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Figura 2.6: Cobertura por caixas de lado 1/2

Figura 2.7: Cobertura por caixas de lado 1/4
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Novamente, a igualdade entre as dimensdes ndo € um acaso. Em geral, temos o seguinte resultado:

Teorema 1 Se S é um conjunto auto-similar, entdo sua dimensdo caixa e sua dimensdo de similari-

dade sdo iguais.

A demonstragdo segue o mesmo procedimento que usamos no segundo cdlculo de Dp para o
triangulo de Sierpinski. Se .S € auto-similar e é coberto por um quadrado de lado 1, entdo € formado
pela unido de n(r) cdpias, com cada uma contida em um quadrado de lado r. Como cada parte do

conjunto também é formada por n(r) cdpias reduzidas pelo fator r, basta tomar € satisfazendo
rm<e<r! (2.14)

para obtermos N (¢) = (n(r))" como o menor nimero de caixas de lado ¢ necessdrias para cobrir S.

Assim,
log(n(r))® _ log N(e) log(n(r))"
log(1/r)n = log(1/€) < log(1/r)n-1 (2.15)
o que implica em
Ds = Dy (2.16)

2.3.4 Dimensao de Hausdorff - Dy

Antes de apresentarmos a defini¢do da dimensao de Hausdorff, vejamos as definicdes seguintes.
Definicdo 2 Sendo A C R™, o didmetro de A é dado por |A| = sup{|z — y|;z,y € A}
Definiciio 3 Seja E C |J;2, A; e 0 < |A;| < d para cada i, diz-se que {A;} é uma 6-cobertura de E.

Definicao 4 Sendo E um subconjunto de R" e s um niimero real ndo negativo, define-se

Hj (E)=inf {Z |A;|*;V{A;} §-cobertura de E} (2.17)

i=1

Segundo a Defini¢do 2, o diametro de uma regido quadrada juntamente com a fronteira € a sua
diagonal, a maior distancia entre pontos desse conjunto. J4 uma regido quadrada sem a fronteira tem
o mesmo didmetro que o quadrado anterior, mas esse ndo contém dois pontos cuja distancia seja o

diametro do conjunto. Um exemplo de cobertura de que trata a Definicdo 3 € a formacao de caixas da
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Subsegdo 2.3.3. Note que o tridngulo de Sierpinski esta contido em um nimero de caixas (quadrados
de didmetro \/§e).

Na Definicao 4, temos uma fungao auxiliar que nos servird na defini¢ao da s-medida de Hausdorff.
Essa funcido representa algo como a menor soma possivel de poténcias dos diametros de d-coberturas
do conjunto.

Por exemplo, dada uma curva £/ em R?, hd vérias maneiras diferentes de se definir §-coberturas
sobre ela. O que H (E) fornece como resposta é a menor soma dos didmetros elevados a s-ésima
poténcia. Quando s = 1, a soma corresponde a soma dos diametros dos conjuntos das coberturas.

Observe que Hj (E) define uma fungdo § — Hj (E) ndo crescente. Isto é, se 0 < § < ¢', entdo
vale H}, (E) < H} (E), uma vez que o infimo tomado sobre um conjunto ¢ menor ou igual ao infimo
tomado sobre um subconjunto seu. Desta forma podemos agora passar para a defini¢do de s-medida

de Hausdorff.

Definicao S A s-medida de Hausdor(f de um conjunto E é dada por

H*(E) = lim H; (E). (2.18)

0—0

Considere ¢ < s. Para uma d-cobertura { A; } qualquer vale a seguinte desigualdade

DA <Y AT =0y A (2.19)
Logo,
inf (Z \Ai|s> <inf (5HZ |Ai]t> , (2.20)

0 que implica em

H: (E) < 8 'HL(E). (2.21)

Portanto, pode-se concluir que § — 0 implica em H* (E) = 0.H'(F) ou co.H* (E) = H'(E).

Como conseqiiéncia de cada uma destas alternativas, temos

Se H' (E) < oo, temos H* (E) = 0,Vs >t ou (2.22)

Se H* (E) > 0, temos H' (E) = 00, Vt < s. (2.23)
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Essas tltimas conclusdes nos remetem ao fato da fungdo s — H*® (E) ser descontinua em algum

ponto. Este ponto é o que se chama dimensdo de Hausdorff de E, dimy(E).

Definicao 6 Define-se a dimensdo de Hausdorff de um conjunto E como sendo o ponto de descon-

tinuidade da fun¢do s — H® (F). Ou ainda,
dimpy(E) = sup{s > 0; H* (E) = oo} . (2.24)

Como conseqiiéncia desta defini¢ao, temos

0 s>dimy(E)
H*(E) = (2.25)
oo s <dimy(E)

Consideremos o seguinte exemplo. Suponha que queremos calcular H'(v), onde ~y é uma curva
suave. Se cobrirmos v com bolas de didmetro ¢ da melhor maneira possivel, entdo a soma desses
didmetros nos d4 uma aproximagao do comprimento de -y, que denotaremos L().

Na verdade, como o niimero de bolas necessdrias para cobrir 7y € aproximadamente L(y)/d, temos

H'(y) = lim (#) 5t = L(v). (2.26)

60

Analogamente, quando calculamos H?(v), encontramos

H*(y) = lim <@) §* =lim §L(y) =0, (2.27)

60 6—0
como era esperado. Assim,

dimpy () = 1. (2.28)

Existe uma desigualdade entre a dimensdo de Hausdorff e a dimensdo caixa. Acontece que,
para um conjunto F' qualquer, dimy(F') < Dpg. Felizmente, para conjuntos auto-similares, vale

dimg(F) = Dp = D,. A demonstragdo desse resultado pode ser encontrada em [3].

2.4 Fractais aleatorios

Fractais podem ser classificados em duas categorias: deterministicos e aleatérios. Os exemplos

que vimos até agora s@o todos deterministicos, obedecem a regras bem determinadas sem necessidade
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do uso de uma distribuicdo de probabilidade. Entretanto, nem sempre podemos encontrar na Natureza
a repeticdo de um padrdo deterministico. Para modela-la, muitas vezes se faz necessdria a introducao
de uma componente aleatéria. Por isso, adicionaremos elementos estocdsticos na geragdo de um
fractal.

Por exemplo, para gerar o tridngulo de Sierpinski, podemos iniciar com uma regido tridngular
de lado 1 e dividi-la em quatro tridingulos menores de lado 1/2. Em seguida retiramos o tridngulo
central e repetimos o processo com os trés triangulos restantes. Continuando infinitamente, obtemos
o triangulo de Sierpinski. Observe que a regra de retirada do tridngulo estd bem estabelecida: reti-
rar o triangulo central. Podemos acrescentar uma aleatoriedade nesse ponto. Imagine que, quando
dividimos o tridngulo inicial em quatro, podemos retirar qualquer um deles de acordo com alguma

distribuicdo de probabilidade. A figura 2.8 mostra a evolucdo desse processo até o passo 6.

W e

Figura 2.8: Triangulo de Sierpinski aleatorio

E visivel que a nova figura ndo € feita de copias exatas de si mesma, isto €, ndo é auto-similar
no sentido que definimos. Entretanto, podemos argumentar que o objeto da figura 2.8 € auto-similar
em um sentido estatistico. Por exemplo, a distribui¢cdo de tamanho e quantidade dos buracos con-

tinua a mesma do tridingulo de Sierpinski. Temos um buraco de lado 1/2, trés buracos de lado
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1/4, nove buracos de lado 1/8 e assim sucessivamente. Se pensarmos que a regido triangular ini-
cial tem massa M = 1, vemos que a massa vai diminuindo em cada passo exatamente da mesma

maneira que o tridngulo de Sierpinski. Em cada etapa temos a massa dada por M = 1, M = 3/4,

M = (3/4)%,...,M = (3/4)". Dessa forma, esse tridngulo de Sierpinski aleatério tem a mesma
dimensao fractal que o deterministico d; = }Oﬂ.
og 2

Fractais aleatérios sdo muito tuteis na modelagem de fendOmenos naturais. A natureza apresenta
inimeros exemplos de objetos que ndo sao exatamente auto-similares, mas que apresentam uma auto-
similaridade no sentido estatistico que descrevemos para o tridngulo de Sierpinski aleatério. Suas
dimensdes fractais sdo geralmente encontradas numericamente. Uma ferramenta muito ttil para isso
€ o algoritmo box-counting, que consiste em dividir o espaco no qual o fractal estd imerso em uma
malha de células de tamanho e. Conta-se o nimero de células que contém partes do fractal, N(¢), e
repete-se o procedimento para células de diversos tamanhos e. A dimensao fractal é entdo determinada
pela relacao

N(e) ~ e, (2.29)

A seguir veremos alguns exemplos de modelos que utilizam a idéia de fractal aleatorio.

2.5 Modelos Estocasticos

Ha uma grande quantidade de sistemas na natureza que sdo reconhecidos como fractais. Pratica-
mente todos os exemplos observados envolvem algum elemento aleatério. Aqui trataremos de alguns
modelos que se adequam a uma enorme variedade de situagdes, de colonias de bactérias a aglomera-

dos de galéxias.

2.5.1 Movimento Browniano

Considere uma particula movimentando-se aleatoriamente no plano IR? de modo a assumir posi¢des
discretas em tempos discretos. Por exemplo, considerando-se uma rede quadrada no plano, para cada
unidade de tempo, a particula move-se de um sitio para algum de seus vizinhos com probabilidade
p = 1/4. Se desenharmos sua trajetdria, veremos um objeto extremamente irregular como na figura

2.9. Observe a semelhanca entre a figura da esquerda e sua ampliagdo na direita, indicando uma
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auto-similaridade. Pode ser mostrado que essa trajetéria tem dimensdo fractal dy = 2, na verdade, a

dimensao fractal da trajetéria do movimento browniano € 2 também em outros espacos R".

Figura 2.9: Trajetéria do movimento browniano.

Fonte: Yale University. Fractal Geometry. Disponivel em:

<http://classes.yale.edu/fractals/RandFrac/Brownian/Brownian2.html>. Acesso em: 28 set. 2006.

Esse € um modelo inspirado no fendmeno observado por Robert Brown em 1827. Através de
um microscopio, ele observou o movimento erratico de graos de pdlen na dgua devido ao choque de
moléculas. Mais tarde, em 1905, Albert Einstein desenvolveu sua teoria para o movimento brown-
iano. Teoria esta que foi verificada pelas experiéncias de Jean Perrin, o que resultou em evidéncias
sobre a existéncia de &tomos e moléculas. O trabalho de Perrin foi decisivo para convencer os cientis-
tas da época que ndo aceitavam a existéncia dessas particulas e foi reconhecido com o Prémio Nobel

de Fisica em 1926.
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2.5.2 DLA

Esse modelo foi proposto por Witten e Sandler [4] para estudar certos tipos de agregagdo e serve
para modelar sistemas complexos como deposicdo eletroquimica, dedos viscosos, flocos de neve,
entre outros.

Considerando uma rede de sitios em R?2, coloquemos no centro um sitio ativado. A uma distancia
qualquer liberamos um caminhante aleatério. Quando o caminhante passar por um sitio vizinho ao
central, esse também € ativado e repetimos 0 processo.

A medida em que o tempo evolui, vai se formando um aglomerado semelhante ao da Figura
2.10. Esta figura pode ser encontrada em [5]. Sua forma bastante particular se deve ao fato de a
probabilidade de se ativar um vizinho em uma ponta do aglomerado ser maior do que nos outros
sitios.

Uma estimativa feita por Meakin em [6] apresenta a dimensdo fractal do aglomerado de DLA

como dy = 1,55 em redes quadradas.

2.5.3 Percolacao

Consideremos um quadrado coberto por uma rede de sitios em que cada um deles tem uma
probabilidade p de estar ocupado. Se fizermos p variar, obteremos diferentes configuracdes de si-
tios ocupados e vazios (Ver Figura 2.11). Para valores de p préximos de 0, teremos poucos sitios
ocupados. A medida em que aumentarmos o valor de p, formaremos aglomerados de sitios ocupados
cada vez maiores. Para p igual a 1, surge um aglomerado que preenche toda a rede. Entdo, deve
existir um menor valor de p, que denotaremos por p., em que surge um aglomerado que atravessa a
rede de um lado a outro. O modelo descrito € denominado percolacdo por sitios e o valor p. é o que
chamamos de limiar de percolagdo.

Novamente consideremos um quadrado coberto por uma rede. Desta vez, voltemos nossa atencao
para as arestas, considerando-as liga¢cdes entre dois pontos. A cada uma dessas ligacdes € atribuida
um probabilidade p de estar ativada, conectando dois pontos. Assim, variando p, obtemos diferentes
configuracdes de pontos conectados e isolados (Ver Figura 2.11). Da mesma forma que no pardgrafo
anterior, denotaremos por p. a probabilidade em que surge um aglomerado de ligagdes que conecta

um lado ao outro da rede e, neste caso, chamaremos o modelo de percolagdo por ligagdo.
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Figura 2.10: Aglomerado DLA. As cores indicam o tempo de chegada das particulas ao aglomerado.

Em vermelho estdo as mais antigas. Em azul as mais recentes.

Em uma rede infinita, no limiar de percolagdo, o aglomerado que atravessa a rede tem buracos de
todos os tamanhos, em todas as escalas, similar ao tridngulo de Sierpinski. Assim, sua estrutura pode
ser bem descrita por conceitos fractais. Apesar de p. depender do tipo de rede que for utilizada e se
estivermos considerando sitios ocupados ou conectados, a dimensao fractal do aglomerado percolante
de uma rede infinita nessa concentracdo nio varia. Em [7] é encontrado o valor dy = 91/48.

A idéia da Percolagdo € util para modelar a propagacgao de epidemias, o fluxo de fluidos em meios

porosos, polimerizagdo e outros.
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Figura 2.11: Percolacao por ligacdo e por sitios




Capitulo 3

Medidas Multifractais

3.1 Introducao

Este capitulo trata da generalizagao de conjuntos fractais para medidas multifractais. Passaremos
de objetos geométricos caracterizados por um nimero para objetos geométricos que sao caracteri-
zados por uma distribuicdo, chamada de espectro multifractal. Apresentaremos alguns resultados e
nog¢des basicas sobre o assunto. Para um tratamento mais formal, indicamos a referéncia [8].

Iniciaremos nosso estudo apresentando o conceito de medida. Uma medida é uma maneira de
especificar um método de espalhar massa, ou probabilidade, sobre um conjunto suporte. Matema-

ticamente temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢do 7 Dado um conjunto X, considere-se o conjunto p(X ) formado pelos subconjuntos de X .

Uma medida |1 é uma fungdo real sobre p(X) tal que:

i) (@) =0

ii) W(E) >0, paratodo E € p(X)

Um exemplo simples de medida é a chamada medida de contagem que é definida em p(IN). Se
E € p(N), entdo p(F) é o nimero de elementos de F, quando E ¢ finito, e é +00 quando E é

infinito. Quando a medida tomada no conjunto todo é ;(X) = 1 dizemos que x é uma medida de

probabilidade.

21
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A maioria dos fractais K observados na natureza € composta de um conjunto infinito de subcon-
juntos fractais. Essa estrutura se torna aparente quando uma medida de probabilidade ;+ com suporte
em K é considerada da seguinte maneira: para cada pardmetro « associamos um conjunto C,, de
pontos de /K, para o qual a medida das bolas com raio p se escala como p® quando p — 0. Como os

C, sdo fractais, a medida y é chamada de multifractal.

A complexidade da geometria de C,, é medida pelo espectro f(a/) que representa a dimensao

caixa de C,. Esse espectro é muito ttil para comparar multifractais que aparecem na natureza.

Evidéncias de multifractalidade t€ém aparecido em vérios fendmenos como turbuléncia, distribuicao
de terremotos, distribuicdo de galdxias, percolacdo, movimento browniano e crescimento de proba-

bilidades na superficie externa de um DLA.

3.2 Medida Binomial

Os propdsitos e técnicas da analise multifractal sdo melhor explicadas na situacdo mais simples:

a medida binomial no intervalo unitario.

A medida binomial é uma medida de probabilidade 1 que é definida convenientemente pela
seguinte construgdo recursiva. Comecemos dividindo o intervalo I = [0, 1] em dois subintervalos
Iy e I; de mesmo comprimento. Associa-se a esses intervalos massas mg e m; = 1 — my, respectiva-
mente. Com os dois subintervalos, procedemos da mesma maneira de forma a obter subintervalos /,
Io1, I1p e I1; cada um com comprimento 1/4 e massas m%, moMmy, M1Mo € mf, e assim por diante.
Em um estdgio n a massa total 1 € distribuida entre 2" intervalos de comprimento 27" e massa deter-
minada por fi,(ly152..0n) = Me1Mg2 -+ - Mep, onde 07 é 0 ou 1. Esse processo define uma seqiiéncia

(1) que converge para uma medida f.

Representemos por (™ (x) o tnico dos intervalos no estdgio n que contém z € [0,1]. Es-
crevendo x em base 2, temos 2 = 0, 0102 ---on, parax € 1™ (x) = I,159..4n. Entio pu(1™(z)) =

merm} ™™, onde k, é o nimero de zeros de {o1,02,...,0n}.

A constru¢do multiplicativa de 4 mostra que a massa da seqiiéncia /" (z) de intervalos decai

de forma exponencial quando n aumenta da mesma maneira que 2-"*(*), A raziio exponencial a/(z)
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pode ser entendida como o grau de singularidade da medida em torno de z. Definamos

logpu(I™M(x)) Ky n— kp
O{n(x) = W = —? 10g2 mgo — 1Og2 maq (31)
e

a(z) = lim a,(x) (3.2)

sempre que o limite existir. Assim,

kn ) —ky,
oa=— (lim —> log, mo — (hm n > log, m4 (3.3)
n—oo M n— o0 n

Fica evidente que o valor de o depende somente dos limites das freqii€éncias dos digitos de x, ¢pg =
limk,/n e ¢, =1 — ¢9. Como exemplo de célculo dessas freqiiéncias, tome z = 0,001001001... e
observe que ¢y = lim k,,/n = 2/3.

Quando k,, varia entre seus valores minimo e maximo (0 e n), os valores de «,, estio sempre
limitados por — log, m; e — log, my. Entdo temos « também limitado por esses valores.

A funcgdo definida por o ndo € injetiva. Perceba que os «a,, dependem somente do nimero de
zeros usados na representacdo de z, ndo da sua ordem. Portanto, em cada estdgio n, existem tantos
valores de xz, que levam ao mesmo valor de «, quantas sdo as combinacdes de k,, zeros no conjunto

n!

{o1,02,...,0n}. Cada um desses o = N, () elementos estd associado a um intervalo /(™ ()

de tamanho 27".

Fazendo n crescer indefinidamente e aplicando a aproximacdo de Stirling chegamos a

Na(a) = (27")7° (34)
ou seja,
log N,,
5= tim 108 Nn(@) (3.5)
n—oo  log2™m
Como N, (a) = W('ndn)" temos, novamente por Stirling,

logy(Nn(@)) = nlogyn — (ngo) logy(ndo) — (nd1) logy(ngr) — n + nde + ng
= nlogyn — (ngo)logy(ngo) — (ng1)logy(ng1) — n+ ngo + n(l — o)
= n(logyn — (¢o + ¢1)logy n — o log, ¢o — 1 logy é1)
= n(—dolog, do — ¢1log, ¢1) (3.6)
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Entao,
0 = lim —M = —¢p log, Pg — P11og,y D1 (3.7
n—oo  log2~"
Vemos que a quantidade 0 € a dimensdo caixa do conjunto dos = que resultam no mesmo «. Lem-
brando que, para cada valor de «, t€ém-se os intervalos para os quais o nimero de zeros se conserva.

Ainda que n cresca indefinidamente. Temos entdo definida uma aplicagao
a— fla)=96 (3.8)

Temos entdo determinado um roteiro para a avaliacdo da fun¢do f(«). Primeiro tomamos um

valor de a entre — log, m, e — log, my. Em seguida determinamos ¢, por meio da equagao

a = —¢glog, mg — (1 — ¢p) logy(1 — my) 3.9

Entdo basta uma substitui¢io para obter

fla) = =g logy go — (1 — ¢o) logy(1 — ¢o) (3.10)

A figura 3.1 mostra o grafico do espectro multifractal da medida binomial com my = 1/3. O
maximo de f(«) é a dimensdo do suporte da medida. Neste caso, a dimensdo do segmento [0, 1].

Mais geralmente, fazendo um paralelo com o caso unidimensional, se denotamos por 5, uma
bola com centro em x e raio €, podemos definir o expoente de Holder por

a(r) = lim M.

3.11
—0 loge ( )

O expoente de Holder mede a regularidade da medida. Quanto menor o valor de o em z, mais
irregular € a funcdo em z. Uma medida descontinua tem o = 0, enquanto que o > 1 implica em
uma medida no minimo diferencidvel em z. Para medidas multifractais, o expoente de Holder nao é

constante, mas ao contrdrio varia muito, de forma aparentemente erratica.

3.3 Medida Produto

Tentaremos estender o método da se¢@o anterior para determinar o espectro multifractal de uma

medida produto.
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Figura 3.1: Curva f(«) para a medida binomial

Sejam p e v duas medidas binomiais definidas em I = [0, 1], como na Secdo 3.2, tais que p(/y) =
mo, () =my =1 —mg, v(ly) = Myev(l;) = My =1 — M. Definimos a medida produto 7 no
quadrado @) = I x [ por (A x B) = u(A)v(B), onde A e B estdo contidos em /.

A construgdo recursiva de 7 estd baseada nas construcdes de 1 e . No estdgio n, a massa total 1

de @ é distribuida em 22" quadrados de drea 272" e massa dada por
7T([o'l...(m X I’yl...'yn) =Mg1 - moanyl T M’yn; (312)

onde o7 e yj sdo 0 ou 1.

Representemos por Q™ (x, %) o dnico dos quadrados no estdgio n que contém (z,y) € Q. Es-
crevendo x e y na base 2, temos z = 0,0102...0ney = 0,7192...yn. Entio, u(Q™ (z,y)) =
mkn ke A %Mf “*nonde ki, e k! sdo, respectivamente, os nimeros de zeros de {c1,...,on} e

{71,...,yn}.

O célculo de a(x, y) é feito de maneira andloga a da Sec@o 3.2:

log 1(Q™ (x,y)) (3.13)

)

a = lim
n—o0 log e,
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com €, = 2% sendo a medida do lado de Q("). Assim,
a = —@g log, mo — ¢1logy my1 — g logy My — 1)1 log, My, (3.14)

onde ¢, 1, 1o, Y1 sdo os limites das freqii€ncias dos digitos de x e y.

Aqui a funcdo definida por o também ndo € injetiva. Em cada estdgio n, existem tantos val-
ores de x, que levam ao mesmo valor de «, quantas s@o as combinacdes de k,, zeros no conjunto
{o1,...,on}. Da mesma forma, o nimeros de combinag¢des de k/, zeros do conjunto {v1,...,yn}
determina a quantidade de valores y que produzem o mesmo «. Assim, o nimero de pontos (x,y)

que estd associado a0 mesmo « é

n! n! n!
N, (o) = . 3.15
() = o =kl = R W — ) (3-19)
Novamente verificamos que esse nimero obedece a lei de poténcia
Nu(a) ~ (27772, (3.16)
ou seja,
logN,,
A= lim _[29Nn(@) (3.17)
n—oo  log2™"
Aplicando a aproximagao de Stirling chegamos a
fla) = A = —¢glog, o — ¢11ogy ¢1 — g logy Yo — 1 logy 1. (3.18)

Aqui aparece um problema. Niao é possivel determinar unicamente A a partir de «, pois para
cada «, existe uma infinidade de valores ¢, e vy que satisfazem a definicdo de o, o que resulta em
diferentes A para um mesmo «.

A maneira de superar essa dificuldade € supor que, para o dado, os valores de A sao dominados
pelo termo que maximiza —gg log, ¢ — (1 — do) Logy (1 — do) — v logy v — (1 — 1) logy(1 — o) €
que satisfaz o = — g logy mg — ¢1logy my — g logy My — 11 logy My, ¢o + ¢1 = 1€ by + ¢y = 1.

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange, com ¢ um desses multiplicadores, encon-
tramos

my M}

L e = ———— (3.19)

%= M+ MY

mg + mi
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Definamos 7(q) := — log,(md + m{) — log,(M{ + M]). Observe que

or mg mi My M}
T L S M og, My — L log, M, =
I Rt B e VB 7 B VI 7
(3.20)
e que
mg mg m? md
maxA = A la)=— ° 1o 0 — L o ! 3.21
(@) mg + mi ggmg—i—m‘f mg + mi ngg—i—m? ( )
Mg oMy MM
MI+ MO M ME T M+ MT B2 M+ MY

= qau—T

Assim, conhecendo-se os valores de 7(g), pode-se tracar todas as retas de equagdo A, («) = ga — 7.

Essas retas definem uma curva delimitadora f(«) dada por

f(a) = min(qo — 7). (3.22)

q

A técnica de encontrar f(«) a partir dessa relagdo é o que se chama na literatura de formalismo

multifractal.
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Capitulo 4

Percolacao

4.1 Introducao

O termo “percolacdo” vem do latim percolatio que significa filtragem. Ele também é usado para
designar um modelo de definicdo bastante simples, porém rico em fenomenologia e de dificil res-
olucdo. Considere uma rede quadrada em que se pode distribuir aleatoriamente sitios condutores com
uma concentracio p e sitios isolantes com concentracdo 1 — p. Para p pequeno, dificilmente havera
condugdo de um lado a outro da rede. A medida em que aumentamos o nimero de sitios condu-
tores, esses vao se aglomerando em ilhas cada vez maiores até que, para determinada concentracao
De, temos um aglomerado que atravessa a rede fazendo com que haja um caminho condutor de um
lado a outro (figura 4.1).

A concentracdo p. é chamada de limiar de percolagdo ou concentragdo critica, pois separa fases
distintas (condutora e isolante).

Usamos condugdo de eletricidade como exemplo, mas ha uma série de fendmenos que podem ser
descritos pelo modelo de percolacdo. Podemos usar o modelo para simular: a propaga¢do de uma
epidemia, onde cada sitio representa uma pessoa que tem uma probabilidade p de ser infectada; um
reservatorio de petréleo, com p como a permeabilidade de cada sitio; um incéndio florestal, aqui p é
a probabilidade do sitio ser ocupado por uma arvore em chamas; etc.

Uma outra maneira de pensar em percolacdo € ilustrada pelo exemplo de uma rede aleatéria de

resistores. Nele, fios metédlicos em uma rede s@o cortados aleatoriamente com probabilidade g = 1 —p

29
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Figura 4.1: Percolacgdo por sitios com p variando de 0,1 a 0,9



4.2 Transicao de Fase na Percolacao 31

Figura 4.2: Vizinhos de uma ligacdo e de um sitio

e q. separa a fase condutiva da isolante.

Perceba que nesse exemplo o que tem probabilidade p de estar ativado ndo € o sitio, mas a ligacao
entre eles. O modelo que apresenta esse tipo de comportamento é chamado de percolagdo por lig-
acoes, enquanto o que apresenta sitios que podem ou ndo estarem ativados € chamado de percolacdo
por sitios.

As defini¢des de percolacao por sitios e por ligacdes podem ser generalizadas para qualquer rede
em d dimensdes. Em geral, em uma dada rede, uma ligagdo tem mais vizinhos do que um sitio. Por
exemplo, na rede quadrada uma ligacao esta conectada a seis vizinhos, enquanto um sitio tem apenas
quatro vizinhos. Isso significa que, com uma mesma concentracao, formamos aglomerados maiores
com ligagdes do que com sitios. Logo, o limiar de percolacdo p. € menor na percolacdo por ligacdes

do que por sitios.(figura 4.2).

4.2 Transicao de Fase na Percolacao

Uma transi¢do de fase € uma transformacgao de um sistema termodindmico de uma fase para outra.
A caracteristica bdsica dessa transformacgdo € a mudancga brusca em uma ou mais propriedades fisicas
devida a uma pequena variacdo em uma variavel termodinamica tal como a temperatura.

Os exemplos mais conhecidos de transi¢des de fase sao as mudancas entre as fases sélida, liquida
e gasosa da dgua que podem acontecer gragas a uma variacao de temperatura ou de pressao.

Outro exemplo € a transicao de fase magnética. Certos materiais sao magnéticos a baixas tempera-
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Figura 4.3: Probabilidade P, de um sitio pertencer ao aglomerado percolante

turas. Quando a temperatura aumenta, a magnetiza¢do diminui, chegando a zero em uma temperatura
chamada critica, 7. Sendo m(7") a magnetizagdo de determinado material a temperatura 7', observa-
se que proximo a T, a magnetizagio segue a lei de poténcia m(T) ~ (T, — T,

Na percolacdo, a concentracdo de sitios ocupados p desempenha papel semelhante ao da tempera-
tura na transi¢do de fase magnética. Por exemplo, considere F,, a probabilidade de um sitio (ou
ligagdo) pertencer ao aglomerado infinito, isto é, aquele que atravessa a rede. Se p é pequeno (p < p.),
entdo P, = 0. Para (p > p.), P tem um comportamento semelhante ao da magnetizagio e cresce
segundo uma lei de poténcia

Po ~ (p — 1)’ (4.1
até que, quando p = 1, P, = 1. Veja o comportamento de P, na figura 4.3.

O expoente (3 entdo descreve o comportamento critico de P, associado a transi¢cdo de percolacio
e € por isso chamado de expoente critico. Apesar de modelos diferentes de percolagdo implicarem
em diferentes valores para p.., o valor de 3 permanece o mesmo para todos eles, dependendo somente
da dimensao do espaco. Tal fenomeno € chamado de universalidade e um expoente critico serve para

classificar transi¢cdes de fase em classes de universalidade.
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Além de (3 hé outros expoentes criticos que valem a pena serem mencionados. Seja ¢ a distncia
média entre dois sitios do mesmo aglomerado finito. Quando p cresce, os aglomerados vao aumen-

tando de tamanho, assim como o valor de £. Entao, quando p se aproxima de p,, ¢ diverge como

5 ~ ’p - pc’_y' (42)

Da mesma maneira, a média do ndmero de sitios de um aglomerado finito M/ também diverge em p.
como

M~ |p—p| ™. (4.3)

4.3 Dimensao Fractal na Percolacao

O aglomerado infinito de percolagdo em p = p. é um exemplo de fractal aleatério. Ele contém
buracos de todos os tamanhos e, portanto, € auto-similar num sentido estatistico, de forma similar ao
triangulo de Sierpinski aleatério. Pode-se verificar por meio do uso do algoritmo box-counting que o
aglomerado infinito € auto-similar em todas as escalas (maiores que o espacamento da rede e menores
que o tamanho total) e pode ser considerado um fractal. Sua dimensao fractal descreve como a massa

M (nimero de sitios) dentro de uma esfera de raio » muda de escala com 7:
M(r) ~ 7. (4.4)

M (r) é obtido pela média de muitas simulag¢des de percolagdo, ou, equivalentemente, pela média
sobre esferas tomadas em posicdes diferentes em um mesmo aglomerado infinito.

Examinemos o que acontece com os aglomerados quando p # p.. Abaixo do limiar de percolagao
o tamanho tipico dos aglomerados € finito. Entdo, aglomerados abaixo da criticalidade podem ser
auto-similares somente até o comprimento de escala . Apds o limiar de percolagdo, £ é a medida do
tamanho dos aglomerados finitos no sistema. O aglomerado percolante continua infinito, mas seus
maiores buracos sao tipicamente do tamanho de £. Entdo o aglomerado percolante somente pode ser
auto-similar até o comprimento de escala £&. Uma vez que nao hd buracos maiores, o aglomerado se
torna homogéneo quando tomamos uma escala maior que £. Em resumo, para escalas menores que &,
o sistema pode ser considerado um fractal, para escalas maiores que &, o sistema tem a mesma dimen-

sdo do espacgo. Essa estrutura do aglomerado infinito implica que sua massa se escala diferentemente
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para distancias menores e maiores que &:

d
rét r<§
M(r) ~ 4.5)
rdr> €
Pode-se relacionar a dimensdo fractal dos aglomerados de percolagdo, dy, aos expoentes criticos 3
e v. Observe que a probabilidade de um sitio, dentro de um circulo de raio » < &, pertencer ao

aglomerado infinito é a razdo entre o nimero de sitios do aglomerado, M,(r), e o nimero total de

sitios, M,(r). Dai,

My(r) r%
P ~ ~l 4.6
M,(r) rd (4.6)
Tomando r = k&, com k < 1, segue que
dy
P~ 55_‘1 4.7)
Mas, £ ~ [p — p|™", logo,
P ~ |p — pe| 7149 (4.8)
Por outro lado, P, ~ (p — p.)”, donde concluimos que
ﬁ:—V(df—d) :>df:d—§. (49)
v

Como d; depende somente de 3 e de v, e esses sdo universais, d; é também universal, ou seja, ndo

depende do tipo da rede, nem do tipo de percolacio.

4.4 Determinacao Numérica de Expoentes Criticos

Vimos na Secao anterior que a massa do aglomerado infinito de percolacdo numa caixa de tamanho
L é proporcional a L? quando L > £. Se dividirmos o sistema em caixas de lado &, o volume L¢ serd
dividido em (L /¢ )d caixas. Como o aglomerado tem massa da ordem £% dentro de cada uma dessas
caixas, podemos dizer que a massa total do aglomerado € dada por

v Lds L<¢
(L,&) ~ (4.10)

¢ (L)€ L>¢



4.4 Determinacao Numérica de Expoentes Criticos 35

Como Py, ~ % ~ (p — pe)?, entdo

L L<¢
M(L, p) ~ (4.11)

(p - pc>ﬁLd L> 5
Assim, a densidade do aglomerado infinito de percolagio P(L,p) se comporta como L% ~¢ para
L < €. Logo, pela lei de hiperescala 4.9, P(L,p) ~ L™?/V para L < £ e P(L,p) ~ (p — p.)”? para

L > ¢. Equivalentemente,

P(L,p) = (p _pc)ﬁ¢ ((p - pc)Ll/V) ’ (412)

onde
((p—po)L)™ L<g

¥ ((p—po) L") ~
cte. L>¢.

(4.13)

Por meio do estudo de P como funcdo do tamanho L do sistema, pretendemos determinar os
expoentes criticos ( e v. Nos dedicaremos a tarefa de determinar tais expoentes a partir de resultados
obtidos em redes finitas.

Como a rede a ser trabalhada € finita, existe uma probabilidade I1(p) de encontrar um aglomerado
percolante na concentragdo p. Na rede infinita, temos II = 1 parap > p.e Il = 0 parap < p., ou
seja, espera-se que II se comporte como uma fun¢do escada quando L — oo. Esse comportamento
nos diz que o expoente critico de II é zero. Entdo, fazendo uma analogia com o que ocorre com a

densidade P(L, p), temos
=6 ((p—p)L"") (4.14)
para L grande e p proximo a p.. Derivando essa expressao, obtemos

p—pe)L). (4.15)

Definimos a concentracdo média p,,, como sendo o valor médio de p em que surge um aglomerado

Loan
pmz/ p——dp. (4.16)
dp

percolante. Esse valor é dado por

Observe que

Pe = pe(II(1) — /——@ /Juﬂwww—mwwﬁm (4.17)
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Isso juntamente com as equagdes 4.15 e 4.16 resulta em

1
b= pe= [ (0= pILS (0~ pIL) dp (4.18)
0
Fazendo L'/¥(p — p.) = z, segue que
Pm — Pe = kL™, (4.19)

com k = [ z¢/(z)dz. Ou seja,
P — pe ~ L7V (4.20)

Esse resultado em conjun¢do com a equacdo 4.12 resulta em
P(L,p) ~ L7, 4.21)

o que nos fornece um método para se obter os expoentes criticos e v. Para tanto, basta tracar o
gréfico log-log de p,,, — p. versus L e encontrar v. Em seguida, usa-se o valor encontrado para obter

3 no gréfico log-log de P(L, p,,) versus L.



Capitulo 5

Percolacao em um Multifractal

Deterministico

5.1 Introducao

Aqui faremos um estudo do fendmeno de percolacdo em uma rede cujos sitios estdo distribuidos
de acordo com uma medida multifractal, ou seja, estudaremos a percolacdo em um suporte multi-
fractal. Nos referiremos a rede em questdo como o objeto multifractal (), ;. Tal objeto multifractal
pode ser usado como modelo e laboratdrio para a teoria da percolagdo. As referéncias bdsicas para
este capitulo sdo os resultados encontrados no trabalho de Corso ef al. [9] e no trabalho de Moreira
[10]. Todas as figuras deste capitulo se encontram no artigo de Corso e os valores sao encontrados na
dissertacdo de Moreira. Em [11] um algoritmo que tem semelhanga com o que seré apresentado aqui
foi usado.

O objeto multifractal aqui estudado € uma generalizacdo natural da rede quadrada regular se
considerarmos um ponto de vista de algoritmo gerador. O algoritmo de constru¢do uma rede quadrada
com 2" x 2" células a partir de um quadrado de tamanho fixo € o seguinte. Comece com um quadrado
L x L e divida-o em quatro partes idénticas (células). Em cada passo, cada célula é dividida em
quatro partes usando-se segmentos horizontais e verticais. Esse procedimento produz uma rede como
particdo do quadrado. O objeto multifractal a ser apresentado também € uma particdo do quadrado,

mas a razdo em que so divididas as células é diferente de 1/2.

37
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Na se¢do a seguir apresentamos o objeto multifractal. Na secdo seguinte expomos o algoritmo
usado para estimar o limiar de percolacdo e obter o espectro multifractal. Finalmente, na secdo 4.4

s@o mostrados os resultados numéricos obtidos para a percolagao nessa rede.

5.2 O Objeto Multifractal (), ¢

Antes de definir o objeto multifractal (),,,s, vamos enumerar algumas de suas propriedades.

1. @y € resultado de uma medida multifractal, o que significa que @,,,y é formado por subcon-

juntos C, que tém dimensdes fractais distintas.
2. E possivel determinar seu espectro multifractal analiticamente.
3. O nimero de vizinhos dos sitios muda por todo o objeto.
4. O algoritmo de construcdo de ),,,y depende apenas de um parametro p.

5. Para o caso particular em que p = 1, o objeto (),,,y se degenera na rede quadrada. Neste caso,

faremos uma comparagao com a percolacdo numa rede quadrada.

A medida que define @),,; € construida seguindo o seguinte algoritmo. Comegamos com o
quadrado de lado 1 e escolhemos um pardmetro 0 < p < 1, onde p = s/r, com s,r inteiros.
No primeiro passo, n = 1, dividimos o quadrado por um segmento vertical em dois retangulos /; e
I, de dreas mg = s/(s+1r) =1/(1+p)em, =1 —m, =r/(s+ 1) = p/(1+ p). Esse passo é
mostrado na Figura 5.1(a), onde usamos p = s/r = 2/3.

No segundo passo, n = 2, dividimos esses dois retangulos usando segmentos horizontais, que sao
tragados nas alturas s/(s + r) e r/(s + r), conforme a Figura 5.1(b). Isso resulta em quatro novos
retngulos I, I, Iy, € Iy de dreas m,, = [p/(1 + p)|?, mys = p/(1 + p)*, msr = p/(1 + p)* &
mss = [1/(1+ p)]*.

O terceiro passo € mostrado na Figura 5.1(c) e o quarto em 5.1(d) Como pode ser observado na

figura, no quarto nivel, temos 2% blocos retangulares e a distribuicdo de 4reas entre eles segue a lei
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Figura 5.1: Os quatro passos iniciais para a constru¢do do objeto multifractal @),
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binomial

(5) () () 8) () 65) (35) ()

S.D

A exemplo do que acontece no caso da medida binomial, no passo n a area total A = 1 € dis-

tribuida em 2" retangulos que tém areas determinadas por

p k 1 n—k
n IO' on) — Mgl = Negn = ) 5.2
tinllot..on) = o1 - (1+p> (1+p) 2

onde 0i é s our e k é o nimero de vezes em que r aparece no conjunto {o1,...,on}. A particdo da

area A = 1 do quadrado em diferentes blocos segue entdo a regra binomial

vexe() () () @

O limite da seqiiéncia (y, ) é a medida multifractal .
Em cada estdgio n, existe algum retangulo 1™ (X') que contém um dado X . Os valores (1™ (X))
e |10 (X)| podem ser determinados a partir da drea de 1™ (X). Dessa forma,

log u(I™ (X))
|

an(X) = og [17(X) (5.4)

depende apenas da drea de 1™ (X). Ou seja, retingulos com a mesma drea que /™ (X) resultam
nos mesmos valores para «,, €, consequentemente, correspondem a uma aproximac¢do do conjunto
C, dos elementos X que tém o mesmo o = lim,,_,, a;,,. Chamamos os elementos de mesma area de
k-conjunto. Quando n — oo cada k-conjunto determina um fractal cuja dimensdo serd calculada na

préxima sec¢ao.

5.3 O Algoritmo de Percolacao e o Espectro Multifractal

Estudaremos agora o algoritmo usado em [9] para estudar as propriedades de percolagdo de (), ¢
e a derivagdo analitica de seu espectro fractal de dimensdes.
O conceito do algoritmo de percolag@o para (), consiste em maped-lo em uma rede quadrada.

Esta deve ser grande o suficiente para que cada linha de @,y coincida com um segmento da rede.
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Portanto, consideramos a rede quadrada com uma divisdo mais fina que (),,,s. Desta forma todos os
blocos do multifractal sio compostos por um nimero finito de células da rede quadrada.

Suponha que a construgdo de (),,; estd no passo n. O algoritmo de percolacdo consiste em
escolher aleatoriamente um dos 2" blocos de (), ;. Quando um bloco é escolhido todas as células da
rede quadrada subjacente correspondentes a esse bloco sao consideradas ocupadas. Cada vez que um
bloco de (), € escolhido, o algoritmo verifica se as células ocupadas estdo conectadas de maneira
que obtenhamos um aglomerado infinito. O algoritmo que verifica a percolagcdo € similar ao usado
em [12].

Para estimar o espectro f(as) de um objeto X usamos o método box-counting. Considerando X
imerso no plano, IR, cobre-se o plano com caixas de lado € que tém apenas faces em comum. Seja

N(X) o niimero dessas caixas que intersectam X. Se
(5.5)

¢ finito, entdo Dy é a dimensdo de X.
Em nosso caso o objeto X € um k-conjunto. Lembre que o k-conjunto corresponde ao conjunto

dos retangulos de mesma drea. Para um k-conjunto temos que N é dado por

Ny = Cpstrn=F, (5.6)

onde C}' € o coeficiente binomial que expressa o nimero de elementos do tipo k e skr(=k) & a drea
de cada elemento nesse conjunto. Se o quadrado é particionada n vezes (n/2 cortes horizontais e n,/2
cortes verticais), seu tamanho é L = (s + r)"/2. Combinando essas informagdes, temos as dimensdes

fractais de cada k-conjunto

. log C’,?skr(”_k)
=1 _
F o) s log(s + r)"/2

(5.7)
No caso em que r = s = 1 todos os subconjuntos de (),,,s sio compostos de células quadradas de
mesma drea. Assim, o objeto € formado por um tnico subconjunto com dimensao

log(1 4+ 1)™
D = lim og(l1 +1)

Na Figura 5.2 temos uma representagdo de ()., para p = 1/3, com n = 10. J4 a Figura 5.3

mostra o espectro de dimensdes de (),,,; paran = 400 e p = 2/3.
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Figura 5.2: Objeto multifractal @,,,; com p = 1/3 e n = 10.
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Figura 5.3: Espectro de dimensdes paran = 400 e p = 2/3.
5.4 Simula¢oes Numéricas

Esta secdo mostra os resultados numéricos obtidos do algoritmo apresentado anteriormente. A
Figura 5.4 mostra o histograma de nimero de realiza¢des de simulacdes em que a percolagdo acon-
teceu com determinada probabilidade, 1, versus probabilidade p em que ocorre a percolagdo. Foram
usados n = 10 e mais de 40000 amostras. Considerou-se a percola¢do da esquerda para a direita ou

de cima para baixo.

E interessante notar o efeito de tamanho finito apresentado na Figura 5.4. O histograma do caso
(6,1) aparece com dois picos. Interpretamos esse fato como resultado da existéncia de um sitio
de tamanho considerdvel em relagdo a rede. Da maneira como € construido, (),,y tem sempre um
sitio quadrado no canto inferior esquerdo. Para n = 10, no caso (6, 1), esse sitio ainda é grande
comparado com a rede e, quando escolhido, facilita a percolagdo. Assim, o primeiro pico representa
a probabilidade em que a percolagdo acontece quando o sitio maior € escolhido. Quando ndo é
escolhido, a percolagdo se torna mais dificil e a probabilidade com que acontece fica representada
pelo segundo pico. Acreditamos que em uma rede com maior valor de n os dois picos colapsem em

um so.

A Figura 5.4 mostra ainda resultados de simulag¢des para os seguintes valores de (s, 7): (1,1), que
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W A S — T

2.1
12
4.1

(6,1)

10

0.0

Figura 5.4: Nimero de vezes R em que o sistema percolou com a probabilidade p versus a probabili-

dade em que ocorreu a percolacao p.
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(s,r) (L,1)  (2,1) (3,1 (3,2 (41) (51) (6,1)
pe  0,5932 0,5246 0,5252 0,5253 0,5247 0,5256 0,530
d; 1,805 1,928 1,948 1,953 1,954 1,944 1,842
3 0,138 0,174 0,159 0,158 0,166 0,144 0,109

v 1,34 2,21 2,9 3,04 3,34 3,6 Nao calculado

Tabela 5.1: Valores de p., df, v e (3 para varios multifractais caracterizados pelos pares (s, r).

se degenera na rede quadrada; (2, 1); (4,1); (6,1). O pico do histograma para (1, 1) corresponde ao
limiar de percolacdo para redes quadradas p. = 0, 5927, como era esperado. Outros valores de p. sao

mostrados na Tabela 5.1.

Observe que (),,,s apresenta aproximadamente o mesmo p, para valores diferentes de p. Isso se
deve ao fato de o nimero c de vizinhos de um sitio em uma rede estd diretamente relacionado ao
valor de p.. O multifractal ),,; tem a propriedade de que c varia ao longo do objeto e com p. Essa
propriedade € conseguida por meio do arranjo adequado dos retangulos em (),,, r. Entretanto, a média
¢m dos valores de ¢ ndo depende significativamente de p ou de n. O valor encontrado ¢,,, = 5,436
para o multifractal estd proximo do valor de c para a rede triangular, ¢ = 6, que tem limiar de
percolagdo p. = 0, 5. Para a situag@o (s,r) = (1, 1), temos um valor diferente ¢ = 4, o que configura
uma situagdo particular comparada a outros (),,,’s € apresenta um diferente p, conforme mostrado na
Figura 5.4.

Na Tabela 5.1 sdo mostrados diferentes p. e dimensao fractal do algomerado de percolag@o, dy,
para diversos p. Foram feitas mais de 100000 simula¢des com n = 16. A estimativa de d € feita por
meio da relacdo M ~ L% para a massa M (ou nimero de sitios) do aglomerado de percolacio.

A estratégia usada para obter o expoente critico (3 foi considerar a relagio
Poo ~ [ C(L) _pc]ﬁu (59)

onde p. é o valor exato do limiar de percolagdo, p.(L) é a aproximagdo de p. obtida com a rede finita
e P, ¢é a probabilidade de um sitio pertencer ao aglomerado percolante. Para (),,s a probabilidade

P, ndo € uma funcdo bem comportada de p para L pequeno. Na verdade, pode ser mostrado que
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P, (dependendo de p) apresenta um ponto de inflexdo em p.. Entretanto, para L. — oo a escala de

[pe(L) — p.] recupera seu comportamento usual. Nesse regime encontramos o mesmo (3 caracteristico

do caso bidimensional, 5 = 5/36 = 0, 13888.



Capitulo 6

Percolacao em um Multifractal Aleatoério

6.1 Introducao

No capitulo anterior estudamos a percolacdo em um suporte multifractal. Apesar de apresentar
propriedades interessantes, a rede tem uma constru¢do deterministica. Inspirado nos fendmenos natu-
rais, que sempre apresentam um ingrediente aleatdrio, desenvolvemos uma versao aleatdria para esse
modelo. Chamamos a nova constru¢do de Rede Multifractal Aleatéria (RM A). Neste capitulo,
exploraremos a percolagdo como fendmeno critico sobre a RM A.

A RMA também € uma generalizacdo da rede quadrada, sendo agora aleatéria. Usamos o
seguinte algoritmo: tome um quadrado de lado L e corte-o com segmentos horizontais e verticais.
Repita o processo n vezes. No n-ésimo passo, temos uma rede com 2" x 2™ células. A diferenca
deste algoritmo para o que resulta em (),,,y € que usamos niimeros aleatérios, como explicaremos na
préxima sec¢do.

Nosso trabalho € inspirado pela modelagem de objetos naturais geofisicos que apresentam pro-
priedades multifractais (Ver [13], [14] e [15]). O modelo pode ser aplicado ao transporte de fluidos
em meios porosos multifractais. Reservatorios de petrdleo sdo possiveis candidatos 2 modelagem por
meio da RM A. A despeito de suas aplicagdes potenciais, este problema € relevante por si s6 no con-
texto cientifico. O estudo de fendmenos de percolacdo em redes multifractais € relevante em Fisica
Estatistica especialmente quando o tamanho dos blocos e seus niumeros de vizinhos variam.

O capitulo estd organizado da seguinte maneira: na Sec¢do 2 revemos o algoritmo de constru¢ao da

47
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rede multifractal RM A e o usamos para estudar as propriedades de percolagdo nesse objeto; na Secio
3, mostramos resultados numéricos com as estimativas do limiar de percolacdo, dimensao fractal e

expoentes v e 3.

6.2 A Rede Multifractal Aleatoria RM A

Nesta secdo revemos a rede multifractal RM A em uma dupla perspectiva. Primeiro, apresentamos
a RM A usando seu algoritmo de constru¢io. Depois, mostramos como as propriedades de percolagdo

sdo estudadas nessa topologia ndo trivial.

6.2.1 O algoritmo de construcao da RM A

Comecamos de maneira semelhante ao caso deterministico. Tomamos um quadrado L x L que
¢ dividido por dois, usando um segmento vertical. O primeiro passo, n = 1, estd mostrado na 6.1(a)
No segundo passo, cortamos os dois blocos formados com segmentos horizontais 6.1(b). paran = 3
cada bloco € seccionado por segmentos verticais como pode ser visto em 6.1(c). Quando n = 4,
segmentos horizontais sd3o novamente usados para fazer uma nova particao 6.1(d).

Enquanto que com (), usamos um parametro p constante por todos os n passos da construgao
do multifractal, aqui usamos diferentes valores para a razdo p durante o processo. Em cada passo,
esolhemos aleatoriamente entre dois valores racionais p; = s1/71 € pa = S9/T9, cCOM 1451 = T3+ So.

Temos no algoritmo do multifractal aleatério as seguintes escolhas. Em n = 1 dividimos o

quadrado em dois blocos que podem ter dreas

1
PLoeq— P _ 6.1)
L+p I+p 1+p
ou
1
P2 o1 P2 _ . (6.2)
L+ ps I4+p2 1+4p2

No passo seguinte, n = 2, hd duas possibilidades para cada configuracdo anterior. As possibilidades

de particdo sdo
Pi p1 1 P
(L+p1)?" (L+p)?" (L4+p1)? (L+p1)?

(6.3)
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c) (d]

Figura 6.1: Os quatro passos iniciais para a construcdo do objeto multifractal aleatério. (a) Um
segmento vertical divide o quadrado em duas partes de acordo com a razdo p escolhida aleatoriamente.
(b) Dois segmentos horizontais cortam os retangulos em uma nova razao aleatéria p. (c) e (d) Novos

valores de p sdo escolhidos.
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P1P2 P2 P1 1
(L4 p)(L+p2)" (L4 p)(L+p2)" (L+p)(L+p2)" (L+pi)(1+ p2)

(6.4)

ou
P; P2 1 P2
(L4 p2)?" (L4 p2)?" (L4 p2)?" (14 p2)?

Note que sdo trés configuracdes, ndo quatro. De fato, fazer a secdo p; e depois a p, dd 0 mesmo

(6.5)

resultado que fazer p, e depois p;.

No passo n, p; € escolhido [ vezes e p, m vezes, com [ + m = n. Em cada passo, as dreas dos

~ . SRT ~ 2 . P1 1 P2 1
blocos sdo obtidas pela multiplicagdo da drea do bloco no passo anterior por 7 o Toor Ties O Ti s

Portanto, a parti¢do da drea do quadrado € feita de acordo com a seguinte equagao:

l m A —1i j m—j m
=) (mn) o () (7R - (50 (55)
i=0 j=0 \l+pm L4 p T \1+p2 L+ po L+ p 1+ po

(6.6)

Essa férmula € andloga a equacdo 5.3 do caso deterministico. A ocorréncia de blocos do mesmo
k-conjunto (objetos de mesma drea) € menor para este caso que para o caso deterministico. Por outro
lado, a quantidade de k-conjuntos é maior, dada por (I + 1)(m + 1).

A determinagdo do espectro de dimensdes fractais aqui também € similar ao caso deterministico.
A equagdo para f(oy) neste caso é dada por
log Clsirl™ C;"s;'r;”*j

log (s1+11)"

: (6.7)

flag) = limp—oo

onde os valores k correspondem as posi¢des dos termos dentro da equagdo de particdo das dreas. A
generalizagdo dessa formula para vérios p; (para o caso em que cada p; satisfaz r; + s; = r; + s1) €
feita pela introdug@o de novos termos C7™ s3r5" ™7 no numerador.

A Figura 6.2 mostra a curva de dimensdes fractais f(cy) na ordem crescente. No eixo y temos
os valores de f(ay) e no eixo x, (k/n)*, o respectivo k-conjunto. Note que os k-conjuntos no eixo x
sdo mostrados em ordem crescente de f(ay). As dreas dos k-conjuntos estd normalizada entre O e 1.
Na figura hd trés curvas p; = 1/4 (linha pontilhada), p, = 2/3 (linha tracejada) e a curva aleatdria
(linha cheia). Nessa simulacao foi usado n = 100. A curva aleatéria € definida como o espectro que
resulta da escolha aleatdria entre p; € po. A estimativa da curva aleatdria € feita supondo que quando

n — oo, temos m = j = n/2.
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ol 1 | | 1 | | | | |
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 098 1

(k/n)*

Figura 6.2: Espectro f(«ay). A linha mais grossa mostra a curva aleatdria, enquanto que as linhas
superior e inferior mostram os espectros dos multifractais deterministicos de razdes p; = 1/4 e

p2 = 2/3 respectivamente. No eixo x temos (k/n)*.
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A Figura 6.3 mostra a RM A para n = 10 e a razdo é escolhida entre os valores p; = 1/4 e

p2 = 2/3 e a Figura 6.4 mostra a mesma rede quando n = 20.

6.2.2 A percolacaona RM A

O principal objetivo deste capitulo € estudar as propriedades de percolagdo da RM A. A estratégia
€ a mesma usada para o caso deterministico. A RM A é construida sobre uma rede quadrada normal
de forma que cada bloco seu seja formado por células da rede quadrada.

Para verificar a percolacdo na RM A, procedemos como na percola¢io padrdo. Comecamos es-
colhendo aleatoriamente um bloco da RM A. Quando um bloco € escolhido, todas as células da rede
quadrada correspondentes a esse bloco sido consideradas ocupadas. Cada vez que um bloco da RM A
¢ escolhido, o algoritmo verifica se as células ocupadas estdo conectadas formando um aglomerado
percolante. O algoritmo que verifica a percolacao € similar ao usado em [12].

Seguindo [7], chamamos de p a probabilidade de ocupacdo de um sitio da rede. R, € a probabil-
idade de exisitir um aglomerado que atravesse a rede de um lado a outro. Ha varias maneiras de se
definir R, usamos duas delas: 1?7 € a probabilidade de existir um aglomerado cruzando a rede ou na
diregio horizontal ou na vertical, e R} € a probabilidade de existir um aglomerado que cruze a rede
nas duas dire¢des. No limite da rede infinita, RS e R} convergem para um mesmo valor no caso da

rede quadrada.

6.3 Resultados Numéricos

Nesta secdo analisamos numericamente as propriedades de percolacdo da RM A. Iniciaremos
estimando seu limiar de percolagdo com base na média de RS e R%. Depois, determinaremos os
parametros universais do sistema: dimensdo fractal do aglomerado percolante, o expoente (3 rela-
cionado a massa do aglomerado infinito, € 0o expoente v que expressa a escala do comprimento de
correlagdo. Estimamos essas quantidades para uma RM A gerada aleatoriamente usando as razdes
p1 = 1/4 e po = 2/3. Na ultima secdo compararemos esses resultados com aqueles obtidos para o

multifractal deterministico.
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Figura 6.3: A rede multifractal aleatéria com n = 10, p; = 1/4 e p» = 2/3. Retangulos de mesma

cor estdo no mesmo k-conjunto.
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Figura 6.4: A rede multifractal aleatéria com n = 20, p; = 1/4 e po = 2/3. Retingulos de mesma

cor estdo no mesmo k-conjunto.
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Figura 6.5: Gréfico de p.(L) versus 1/L. Os pontos da curva superior sdo referentes aos valores de
p para os quais o sistema percolou em duas dire¢cdes. Os da curva inferior resultam dos valores de
p para os quais o sistema percolou em uma dire¢do. A diferenca entre os valores das duas curvas

fornece uma medida da incerteza na determinagdo do limiar de percolagdo.

6.3.1 O limiar de percolacao

O melhor valor para o limiar de percolagdo na RM A € estimado a partir dos resultados em redes
finitas. De fato, no limite L — oo, fazemos uma média de p¢ e plg (concentragdo em que houve
percolacdo em uma direcdo e duas direcOes, respectivamente). A Figura 6.5 mostra um grafico de
p¢(L) (curvainferior) € p%(L) (curva superior) versus 1/L. As duas sequéncias de medidas convergem

para o valor p. = 0, 5387 £ 0, 0002.

6.3.2 A dimensao fractal do aglomerado percolante

A estimativa da dimensdo fractal do aglomerado percolante, d € feita usando a defini¢do

In(M)
ln(%)

df = lime_,o = limL_m (68)
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onde M é a massa do aglomerado de percolante, € € o tamanho da célula e L o tamanho da rede. Em
nossas simulagdes foram usados valores 10 < n < 18.

Obtivemos o valor d; = 1,88 £ 0,03. O valor exato para a percolagdo em duas dimensdes ¢é
dy = 91/48 = 1,89583. A diferenca entre esses valores é de 1%. Observe-se a possibilidade de as
dimensdes serem as mesmas, pois o valor encontrado para a rede regular se encontra dentro da faixa

de erro do valor obtido para o multifractal aleatdrio.

6.3.3 O expoente critico v

O expoente critico relacionado a ¢ € v. Usaremos o método visto na Secdo 4.4 para determinar
esse expoente. Iniciamos com uma aproximacao, para varios valores de L, da funcdo % dada pelo
histograma da quantidade de vezes em que o sistema percolou em uma concentracdo p. Os graficos

de ‘fl—g e de Il para L = 15625 podem ser vistos nas figuras 6.6 € 6.7.

Em seguida, encontramos os valores p,,,(L) pela integral vista em 4.16 e que repetimos a seguir.

Ldn
Pm = / pd—dp- (6.9)
0 1%

De posse desses valores, pudemos tragar o grafico de (n(p,,(L) — p.) versus InL. A inclinagdo dessa
curvanos dd v. A Figura 6.8 ilustra esse processo para uma realizacao tipica da RM A. O valor obtido
év =3,5£0,1. Na Secao 6.4, discutiremos esse valor em conexao com o modelo deterministico. De
qualquer forma, ele € suficiente para concluir que a RM A ndo estd na mesma classe de universalidade

que a percolagdo padrao em duas dimensoes.

6.3.4 O expoente critico

Em cada realizagdo do algoritmo de percolacdo na RM A, calculamos a densidade P(L,p). Um

grafico da média dessas densidades para L = 9765625 pode ser visto na Figura 6.9. Com esses
8

valores, fizemos o grifico de In(P(L,p)) versus In(L), obtendo assim —> como inclinagdo dessa
curva (Figura 6.10). A estimativa numérica de 3 deu o resultado 5 = 0,34+ 0, 01, que estd de acordo

com o resultado esperado pela lei de hiperescala.
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6.4 Conclusoes

Resumindo, estudamos os expoentes criticos e a dimensdo fractal do aglomerado infinito cons-
truido numa rede multifractal aleatéria RM A. Trabalhos anteriores discutiram a classe de universa-
lidade da percolagdao em um multifractal deterministico. Neste trabalho, estendemos essas discussoes
para o caso aleatorio.

Iniciamos analisando o limiar de percolagdo, p., para a RM A. Vimos que na RM A p. é maior
que no caso deterministico. Interpretamos esse resultado como uma conseqiiéncia da aleatoriedade
da rede que a torna mais proxima da rede quadrada, diminuindo a anisotropia. Também estudamos
quantidades universais como o expoente [ relacionado a escala da massa do aglomerado infinito e
sua dimensdo fractal dy. A quantidade d; tem o mesmo valor que o encontrado para percolacio
padrao em duas dimensdes. Por outro lado, os expoentes (3 e v apresentaram valores maiores que
seus correspondentes na percolacao padrdo, que sdo v = % e 5 =5/36.

Esse modelo fornece uma aplicagcdo entre uma rede multifractal, que tem células retangulares que
variam aleatoriamente em tamanho e forma, e uma rede regular quadrada. Definimos o problema de
percolagdo na RM A e é importante entender qual o problema equivalente na rede quadrada. Na rede
multifractal consideramos um modelo de percolagdo aleatdria, o que significa uma situacio na qual
cada bloco ou célula é ocupado aleatoriamente e independentemente da ocupagdo de seus vizinhos.
A representacdo desse problema na rede quadrada subjacente dd4 um panorama diferente. Aqui, todas
as células sdao quadrados idénticos, mas a probabilidade de ocupacgdo de cada célula é dependente dos
vizinhos. De fato, quando um bloco em particular € ocupado na RM A, este automaticamente forca
a correlacdo de muitas células vizinhas na rede quadrada (aquelas que estao cobertas pelo bloco na
RM A). Neste sentido, o modelo é equivalente ao modelo de percolagdo correlacionada (Ver [16])
definida originalmente em um problema de polimeros. Dessa forma, de acordo com o trabalho de
Weinrib e Halperin [17], que encontraram valores para v que dependem da correlagdo nesse modelo
de percolacao, era de se esperar a diferenga entre o valor encontrado e o valor de v para a percolagao
padrdao em duas dimensdes.

Virias versdes de percolagdo correlacionada foram apresentados na literatura, incluindo um pro-
blema de empacotamento aleatério de particulas com uma distribui¢do bidispersa de tamanho (em

[18]). Nesse contexto, nosso modelo corresponde a um preenchimento aleatério completo do espaco
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com distribui¢des polidispersas em tamanho de particulas retangulares.

Esse modelo € relevante para a descricdo de muitos sistemas naturais e problemas cientificos tais
como materiais feitos de particulas de tamanho nanométrico e aglomerados correlacionados de corpos
areniticos em reservatorios de petrdleo.

Um desdobramento natural deste trabalho € investigar qual € a relacdo matematica entre a variagao
do parametro p e os expoentes v resultantes. Outro, € a extensdao para uma rede multifractal aleatdria

em trés dimensoes.
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Figura 6.6: A funcdo % para L = 15625. Foram feitas 20000 realizagdes para se obter esta figura.

12 =

08

06

04

0,24

0
0,3

0,35

0,4 0,44 04 0,54 0.6

Figura 6.7: A funcdo Il para L = 15625.

0,65

0.7



60 Percolacao em um Multifractal Aleatério
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Figura 6.8: Gréfico de in(p,,(L) — p.) versus InL. A inclinagio daretaé —1/v. A equagdo desta reta

e o residuo sao mostrados ao lado da figura.
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Figura 6.9: Grafico de P(5'°, p) versus p.
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Figura 6.10: Grifico de In(P(L,p)) versus In(L). A inclinagdo da reta é —3/v. Ao lado do grafico
aparecem a equagio da reta que passa pelos pontos determinados por L = 5%, L = 5°e L = 5% e o

quadrado do residuo, indicando que os pontos estdo perfeitamente alinhados.
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Capitulo 7

Modelagem e simulacao de reservatorios de

petroleo

7.1 Introducao

Um objetivo perseguido na industria de petréleo € a otimizac@o da recuperacao de hidrocarbone-
tos. Nessa busca, especialistas acompanham um reservatorio por toda a sua vida util, coletando infor-
macoes necessdrias para obter a producdo 6tima. Os dados analisados visam estimar adequadamente

as seguintes quantidades [19]:
e Volumes dos hidrocarbonetos no reservatorio;
e Reservas recuperaveis;
e Producio potencial dos pocos.

As estimativas se baseiam em modelos visando determinar a distribuicdo espacial dos parametros
do reservatdrio e em simulacdo. Todavia simular o fluxo dos fluidos envolvidos na recuperacio se-
cunddria de petrdleo € uma tarefa complicada. Primeiro, os reservatérios t€m uma geometria ex-
tremamente complexa de poros interconectados. Essa geometria resulta de processos geoldgicos,
fisico-quimicos e mecanicos que ocorrem em vdrias escalas de tempo e de espaco. Além disso,

fendmenos de transporte que ocorrem da escala molecular até a escala de quildmetros influenciam o
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comportamento do fluxo de fluidos nessas formacdes [20]. Tao dificil € a tarefa que, a despeito do
grande avango cientifico e tecnoldgico, é correto dizer que ndo existe ainda conhecimento suficiente
para dar uma descri¢do dos reservatdrios de petréleo e gis que modele todas as facetas que estes
sistemas fisicos apresentam. Ademais, ndo hd recursos para simular com realismo indiscutivel nos

modelos a ocorréncia simultanea dos fendmenos envolvidos.

Aliado a dificuldade inerente ao problema de simulacdo do fluxo de fluidos em um reservatorio,
ha o fato de que o conhecimento sobre a subsuperficie € intrinsecamente incompleto. Pela localiza¢ao
dos reservatdrios, situados profundamente na subsuperficie, € impossivel conhecer diretamente a
geometria e a composicdo dos mesmos. Pode-se no méximo ter evidéncias indiretas e com poder
de resolugdo limitado como as providas pela sismica e por outros métodos de sensoreamento remoto
empregados pela geofisica. Portanto, qualquer modelo de reservatdrio deve ser considerado como

uma Unica realizagdo de um processo estocastico [20, 21].

Obviamente, como os métodos disponiveis para modelar reservatérios de petréleo conduzem a
resultados certos apenas com alguma probabilidade, somos obrigados a considerar o problema da
estatistica aplicavel a estes sistemas. A abordagem mais natural parece ser a de formular as leis fisicas
relevantes em um contexto probabilistico. Neste caso podemos estar seguros de que o comportamento
médio do sistema modelado corresponde ao comportamento real. Ademais, podemos determinar a

incerteza de nossas previsdes € mesmo as distribui¢des para as diversas varidveis dependentes.

A Geoestatistica ja ¢ amplamente utilizada pela industria de petréleo com essa intengdo. Esse
conjunto de modelos e técnicas especificas para quantificar a incerteza de sistemas nos quais os
parametros sdo espacialmente distribuidos, como os reservatérios de petrdleo, tem sido utilizado
para descrever estatisticamente como as propriedades medidas em dois pontos variam em funcao da
distancia que os separam. Isto € feito empregando func¢des da distribuicao dos pardmetros, como o
variograma, e técnicas que servem para estimar os valores onde as propriedades ndo foram medidas

(como o kriging) [22].

Com vistas a simulac@o, costuma-se modelar os reservatorios de petréleo como sistemas ter-
mohidrodinamicos, no qual fluidos (6leo, gds e a dgua) se deslocam no espaco poroso de rochas
sedimentares com variadas caracteristicas fisico-quimicas, sob gradientes de pressdo e temperatura

[23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. Em sua esséncia, a Termohidrodindmica € uma formulacdo da Termo-
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dindmica para sistemas continuos e diferencidveis (duas vezes) [30]. Trata-se de uma teoria adequada
a uma representacdo da matéria como um continuo cujas propriedades variam suavemente.

Sabemos que a matéria € fundamentalmente descontinua, composta por d&tomos, mas isto nao é
um obstaculo intransponivel: a teoria aplica-se quando existe uma escala A\, muito maior do que um
angstrom, na qual se pode definir as grandezas termodindmicas e os parametros do sistema como
médias em um volume da ordem de A*. Quando as propriedades e parAmetros termohidrodinimicos
assim definidos sdo constantes no espaco diz-se que o sistema é homogéneo e quando variam o
sistema € dito heterogéneo.

Os aspectos acima discutidos ou relacionados tornam muito necessdrio o desenvolvimento de
métodos de modelagem ao mesmo tempo rapidos e nos quais a formulacgao estatistica dos principios
fisicos esteja bem determinada e controlada. Neste capitulo uma tal sistemdtica de modelagem e
simulacdo € proposta. Em um primeiro momento esta sisteméatica mostra-se Util na estimativa rapida
dos tempos de erupcao da dgua nos pogos produtores (breakthrough) em programas de recuperacao
secunddria de petréleo e das curvas de produgdo.

O presente capitulo contém mais duas secdes. Na segunda, os fundamentos da nova técnica de

modelagem e simulacdo sdo expostos. Na terceira finalizamos com algumas observacoes.

7.2 A sistematica proposta de modelagem e simulacao

Falar de uma abordagem intrinsecamente estatistica para modelagem e simulagdo € falar do
método de Monte Carlo. Neste método um grande nimero de modelos, com pardmetros escolhidos
aleatoriamente, mas compativeis com as informagdes dadas a priori, sao considerados. As simulacdes
sdo feitas em todos os modelos e os valores esperados, desvios padroes e mesmo as distribuicdes com-
pletas das grandezas de interesse sdo calculadas. Deve-se notar que a aplicagdo do método de Monte
Carlo para introduzir um modelamento estatistico consistente e bem controlado em conjunto com a
solucdo das equacgdes da Termohidrodindmica € uma idéia sedutora e correta em principio. Mas nao
¢ prética por causa do excessivo tempo de computagao.

Felizmente a solucdo detalhada das equacdes da Termohidrodindmica ndao € sempre necessaria

por dois motivos.
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1. Muitos dos resultados obtidos consistem em detalhes que nao influenciam as decisdes. Por-
tanto, hd tempo de computacio gasto para fazer calculos intermedidrios que se poderia poster-

gar para outros momentos.

2. Para tomar decisdes acertadas € suficiente, na maior parte dos casos, conhecer ordens de
grandeza para os tempos onde acontecem eventos criticos durante a exploracao do reservatorio.

Portanto, muito tempo de computagdo é gasto com a procura de uma exatidao desnecessaria.

E no espaco aberto pelo contetido destas observagdes que se pode procurar solugdes que déem res-
postas a0 mesmo tempo Uuteis e rdpidas. Passamos agora a apresentar uma formulacdo do problema

que permite desenvolver um algoritmo de simula¢do com estas caracteristicas.

7.2.1 Uma formulacio estocastica da Lei de Darcy

A equacao dinamica fundamental para o fluxo de um fluido em um meio poroso € dada pela Lei

de Darcy

k
v=——Vp, (7.1)
i

onde v é a chamada velocidade darciana que mede fluxo por unidade de 4rea, k € a permeabilidade
do meio poroso, p € a viscosidade do fluido e p € a pressdo a que o fluido estd submetido. A Lei de
Darcy corresponde a equagao de Navier-Stokes no limite onde as for¢as viscosas equilibram as forcas

aplicadas. Em conjun¢do com a lei de conservagdo da massa
dp
\Y —=0 7.2
opvt+oo =0, (7.2)
onde p € a densidade do fluido e ¢ € a porosidade do meio, e com a equacao de estado
p=rp, (7.3)
pode-se deduzir da Lei de Darcy a equacdo de difusividade hidrdulica
k 0
Ve <—Vp) = pc 2, (7.4)
[ ot

onde ¢ = %g—z. A solucgdo deste problema com condi¢des de contorno, condi¢des iniciais e parametros

adequados exemplifica como se dd uma abordagem convencional no caso mais simples possivel. Para
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utilizar estas equacdes em um caso concreto, uma versao discreta € determinada e aplicada levando
em conta um conjunto de condi¢des obtidas por estimativa linear (ou nao linear) a partir de dados
a priori, como ja discutido na introducdo. Esta versdo discreta conduz a um sistema linear que é
resolvido no computador e possui em geral quatro parametros de discretizacdo: Ax,Ay,Az e At, que
sdo os incrementos das coordenadas espaciais e do tempo. Tal solu¢do tem um carater deterministico,
depois que as condic¢des e parametros sao definidos.

Como um primeiro passo para definirmos nossa abordagem de natureza estocdstica, vamos con-
siderar que Vp seja estimado por algum método numérico independente ou ndo da equacdo (7.4).
Neste caso podemos calcular um parametro v;; = |v;;| relacionado ao intervalo /;; = |r; — r;|entre
os sitios ¢ e j. Para uma discretizagao qualquer é sempre possivel determinar

oy
Tmin = mMin —. (7.5)
(%7
O tempo T,corresponde a duracdo da invasdo mais rdpida que pode acontecer no sistema. Desta

forma € natural considerar que 7,;,s€ja o incremento de tempo da simulacdo. Em termos de 7y,

para cada ligagdo [;;, € possivel definir a probabilidade

my = mn (7.6)

onde 7;; = l;;/v;;. A formulagdo estocdstica da Lei de Darcy consiste em dizer que a invasdo da
ligagdo /;; acontece com probabilidade ;.

Dentro desta formulagio estocéstica a velocidade com que ocorre a invasdo da ligagdo /;; ndo é
v;; como seria calculado pela Lei de Darcy deterministica. Para se compreender isso, deve-se notar
que a ligagdo [;; pode, em geral, ser invadida ou ndo em um dado passo da simulag@o. Portanto a
invasdo pode ocorrer em qualquer tempo n 7y, onde n € o ndmero de tentativas de invasdo. Assim,
as possiveis velocidades de invasdo sao v;j,, = l;; /N Tmin.

A correspondéncia entre a Lei de Darcy estocéstica e a Lei de Darcy deterministica € dada pelo

seguinte argumento. A probabilidade da liga¢do /;; ser invadida apds n tentativas é:
-1
P = (1 —m5)" . (7.7)
Como conseqiiéncia, o valor esperado do niimero de tentativas até ocorrer a invasao €

Ti j

n=o00 1
()= npy=—=-". (7.8)
n=1 v

e Tmin
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Por isso, o tempo esperado até acontecer a invasao é
<7’l> Tmin — Tija (79)
e a velocidade esperada com que a invasdo acontece é
lij/ (n) Tnin = lij/Tij = vij. (7.10)

Desta forma fica claro que, em média, este processo estocdstico evolui no tempo, em um campo de

permeabilidades e de pressdes dados, de acordo com a Lei de Darcy deterministica.

7.2.2 Estimativa dos gradientes de pressao

No que diz respeito a estimativa das pressdes no reservatorio fazemos a seguinte aproximacao:
a pressao p do reservatorio na posicdo r € dada pela equagdo 7.4, considerando que as pressdes ndao

variam no tempo e que o meio € isotrépico e homogéneo. Assim, a equacao 7.4 se resume a
Ve (Vp) =0, (7.11)

que € a equacdo de Laplace. Entdo, uma suposi¢do razodvel é que a pressao num ponto varie de

acordo com o inverso das distincias desse ponto aos po¢os. Propomos que p seja dada pela expressao

_ X pifd(r,r)
=== 7.12
P >t 1d(r,r) 7
onde
d(r,s) = \/(m,, — ) 4 (g — ys)? + (20 — 25)° (7.13)

Os py, representam as pressoes de fluxo nos pocos e N > 2 € o nimero de pocos, sendo que pelo
menos um pogo é produtor e um pogo € injetor. A pressao dos pogos injetores € maior do que a dos
produtores. Com isso representa-se de forma qualitativa as pressdes em uma situacao de recuperagao
secunddria. Os gradientes Vp sdo calculados a partir de p (r) e quando usados em conjunto com a
formulacao estocdstica da Lei de Darcy, permitem estimar de forma extremamente rdpida o fluxo dos

fluidos em um reservatério naquele regime de producao.
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7.2.3 Mapas estocasticos de permeabilidade

Nesta sistemdtica de modelagem existe grande abertura para a forma de introduzir as permeabi-
lidades. Praticamente qualquer forma de fazer a estimativa da distribuicdo espacial desta grandeza a
partir dos dados de pogos € admitida, uma vez que o necessdrio € atribuir a cada ligacdo /;;, compondo
a versao discreta do reservatério, um valor ou valores de permeabilidade, caso se esteja trabalhando
com as permeabilidades efetivas para vérios fluidos. O mapeamento estocdstico de permeabilidades
sugerido € o seguinte. Para cada poco IW; atribui-se uma permeabilidade maxima k;,,x, Uma perme-
abilidade minima £;;,i, € uma probabilidade ¢;. No momento da para cada ligacdo [;; sorteia-se entre
a permeabilidade

=N
b (1) = 2izt Fimax/d (. r’“), (7.14)

>y 1/d(r.ry)

e a permeabilidade |
ZZiiV kimin/d (I', I'k)
=N (7.15)
Zi:l 1/d (I‘, rk)

kmin (I‘)

com a probabilidade

i=N

i 7 d )
_ 2 G/dn T (7.16)
2 1/d(r,ry)

Localmente o mapa estocdstico equivale ao modelo bésico de percolacdo por ligagdes. Devido a

q(r)

ponderagdo pelas distancias, as propriedades variam no espago e reproduzem os valores nos pocos.

As figuras a seguir mostram um exemplo de simulag@o baseada na sistemdtica aqui apresentada.
Foram utilizadas como dados de entrada as trajetorias dos pogos, as permeabilidades k;jnax € Kimin, @S
probabilidades g;, as pressoes de fluxo nos pocos p;, a espessura do reservatorio e dados gerais como
as dimensoes da regido de interesse, 0 nimero de pocos € quais sdo 0s po¢os produtores e injetores.
Com esses dados, foi gerada uma uma geometria para o reservatorio na forma de uma superficie
e atribuiram-se as permeabilidades. Em seguida, foram calculadas as pressdes, os gradientes de
pressoes € entdo as velocidades v;; para todas as ligacOes [;;. A supericie gerada pode ser vista na
figura 7.1.

Uma vez gerada uma geometria e distribuicao de parametros, iniciou-se o processo de simulacao
de fluxo. Uma visualizagdo de trés instantes desta simulacdo € dada nas figuras 7.2,7.3 e 7.4, as
quais mostram o avan¢o da frente de fluido injetado logo apds alcancarem cada um dos trés pocos

produtores.
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7.3 Comentarios finais

Neste capitulo apresentamos uma alternativa para modelagem e simulacdo de reservatérios de
petréleo em recuperacdo secunddria capaz de dar respostas rapidas em situagdes de urgéncia. Para
alcancar este resultado fizemos uma anélise critica do procedimento usual de simulacdo, procurando
encontrar gargalos que dificultam a obten¢do de resultados rdpidos. Concluimos ser possivel me-
lhorar a forma como a estatistica € tratada e também diminuir o tempo de computacdo gasto com
detalhes que nao influenciam as decisdes. Em conseqiiéncia propusemos uma sistemética de simu-
lagdo baseada em uma formulagdo estocdstica da Lei de Darcy e em um célculo efetivo dos gradientes
de pressdes a partir de uma média das pressodes de fluxo nos pogos.

Um simulador baseado nas idéias deste capitulo ja estd sendo desenvolvido em nosso grupo de
pesquisa e, em sua primeira versao, ja apresenta resultados promissores. Acreditamos que os resulta-

dos obtidos possam ser melhorados. As figuras a seguir sdo obtidas como saida desse simulador.
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Fogo 1, profundidade 2074,97 (Prod.) Pogo 3, profundidade 311243 (Injet)

Pogo 2, profundidade 2934,45 (Prod.)
Pogo 4, profundidade 2744 91 (Prod) Pogo 5, profundidade 234,45 (Injst)
S=SS===
4 e

[Ty e, i £
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= T
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i

Figura 7.1: Saida grafica do simulador. Inicio da simulacdo. Em azul, as ligacdes invadidas pela
agua. Em vermelho a frente de avanco da dgua, ligacdes onde ha tentativa de invasdo. As ordenadas

correspondem as profundidades. As linhas vermelhas mais longas sdo as trajetorias dos pogos.
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Pogo 1, profundidade 2074 87 (Prod) Pogo 2, profundidade 3112 43 (Injet)

Pogo 2, profundidade 2834, 45 Breakthrough: 125,91 dias
Fogo 4, profundidade 2744,91 (Prod.) Poga &, profundidade 293445 (njet)

Figura 7.2: Evolugdo da frente de invasdo. Nesta figura, o primeiro poco produtor € alcancado pela

dgua injetada.
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Pogo 1, profundidade 2074 97 (Prod) Fogo 3, profundidade 3112,43 {Injet)

Fogo 2, profundidade 2934,45 Breakthrough: 125,81 dias

Pogo 4, profundidade 2744971 Breakthrough: 288,22 dias
Fogo 5, profundidade 2934,45 (Injet)
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Figura 7.3: Evolucdo da frente de invasdo, quase alcancando o segundo pogo produtor.
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Pogo 1, profundidade 2074,97 Breakthrough: 514,80 dias Pogo 3, profundidade 311243 (njet)

Pogo 2, profundidade 2834 45 Breakthrough: 125,91 dias

Fogo 4, profundidade 2744,91 Breakthrough: 288 22 dias
Pogo 4, profundidade 2834 45 (Injet)

(TR gl lil =
(FTF7878

A

I

Figura 7.4: Evolugdo da frente de invasao. Momento em que o dltimo pogo produtor € alcancado pela

agua.
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Figura 7.5: Distribui¢@o de tempos de erup¢do da dgua no primeiro poco produtor (breakthrough).
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Figura 7.6: Distribui¢cdo de tempos de erup¢do da dgua no segundo pogo produtor.
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Figura 7.7: Distribuicdo de tempos de erupcao da dgua no terceiro pogo produtor.
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Volume fraction invaded
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Figura 7.8: Curva de produgdo supondo que o volume de 4dgua injetada € igual ao volume de 6leo

produzido.



Capitulo 8

Conclusao

Nesta tese foram abordados dois problemas relacionados a modelagem e simulacdo de reser-
vatérios de petréleo. O primeiro diz respeito a forma como as propriedades do meio podem ser
distribuidas espacialmente. Como um reservatorio de petréleo apresenta heterogeneidades em todas
as escalas, idealizamos uma rede com caracteristica similar para servir de suporte em simulacdes. A
essa rede demos o nome de rede multifractal aleatéria (RM A) e tratamos da percolagdo nesse ambi-
ente, por ser essa uma teoria de conectividade e transporte em sistemas geometricamente complexos.

A RM A é uma generalizagdo da rede quadrada que apresenta uma componente aleatéria em sua

construcdo. Suas principais propriedades sdo:

1. A RM A € resultado de uma medida multifractal, o que significa que é formada por conjuntos

com dimensdes fractais distintas.
2. O namero de vizinhos dos sitios muda por todo o objeto.
3. Seu algoritmo de constru¢do depende de parametros p; que s@o escolhidos aleatoriamente.
4. No caso particular em que os parametros p; = 1, a rede resultante € a quadrada regular.

Iniciamos o estudo analisando o limiar de percolagdo, p,., para a RM A. Vimos que na RM A
p. € maior que no caso deterministico. Interpretamos esse resultado como uma conseqii€éncia da
aleatoriedade da rede que a torna mais préxima da rede quadrada, diminuindo a anisotropia. Também

estudamos quantidades universais como o expoente 3 relacionado a escala da massa do aglomerado

77
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infinito e sua dimensao fractal dy. A quantidade d; tem o mesmo valor que o encontrado para perco-
lacdo padrao em duas dimensdes. Por outro lado, os expoentes ( e v apresentaram valores maiores

que seus correspondentes na percolagcdo padrao, que sdo v = % e §=15/36.

Nosso modelo fornece uma aplicacido entre uma rede multifractal, que tem células retangulares
que variam aleatoriamente em tamanho e forma, e uma rede regular quadrada. Definimos o prob-
lema de percolagcdo na RM A e é importante entender qual o problema equivalente na rede quadrada.
Na rede multifractal consideramos um modelo de percolagdo aleatdria, o que significa uma situacao
na qual cada bloco ou célula é ocupado aleatoriamente e independentemente da ocupacdo de seus
vizinhos. A representacdo desse problema na rede quadrada subjacente dd um panorama diferente.
Aqui, todas as células sdo quadrados idénticos, mas a probabilidade de ocupacdo de cada célula é
dependente dos vizinhos. De fato, quando um bloco em particular ¢ ocupado na RM A, este au-
tomaticamente forca a correlacdo de muitas células vizinhas na rede quadrada (aquelas que estdo
cobertas pelo bloco na RM A). Neste sentido, 0 modelo € equivalente ao modelo de percolagdo cor-
relacionada (Ver [16]) definida originalmente em um problema de polimeros. Dessa forma, de acordo
com o trabalho de Weinrib e Halperin [17], que encontraram valores para v que dependem da corre-
lagcdo nesse modelo de percolagdo, era de se esperar a diferenca entre o valor encontrado e o valor de

v para a percolacao padrao em duas dimensdes.

Virias versdes de percolagdo correlacionada foram apresentados na literatura, incluindo um pro-
blema de empacotamento aleatério de particulas com uma distribui¢do bidispersa de tamanho (em
[18]). Nesse contexto, nosso modelo corresponde a um preenchimento aleatério completo do espago

com distribui¢des polidispersas de tamanho de particulas retangulares.

Esse modelo € relevante para a descri¢do de muitos sistemas naturais e problemas cientificos tais
como materiais feitos de particulas de tamanho nanométrico e aglomerados correlacionados de corpos

areniticos em reservatorios de petrdleo.

Um desdobramento natural deste trabalho € investigar qual € a relagdo matematica entre a variacao
do parametro p e os expoentes v resultantes. Outro, € a extensdao para uma rede multifractal aleatéria

em trés dimensoes.

O segundo problema abordado na tese traz uma alternativa para modelagem e simulagdo de reser-

vatérios de petréleo em recuperacdo secunddria capaz de dar respostas rapidas em situagdes de urgén-
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cia. Para alcancar este resultado fizemos uma anélise critica do procedimento usual de simulacao,
procurando encontrar gargalos que dificultam a obten¢do de resultados rdpidos. Concluimos ser pos-
sivel melhorar a forma como a estatistica € tratada e também diminuir o tempo de computagdo gasto
com detalhes que ndo influenciam as decisdes. Em conseqii€éncia propusemos uma sistemaética de
simulacdo baseada em uma formulacao estocdstica da Lei de Darcy e em um célculo efetivo dos
gradientes de pressoes a partir de uma média das pressdes de fluxo nos pocos.

Um simulador baseado nessa formulacdo estocdstica ja estd sendo desenvolvido em nosso grupo
de pesquisa. A principal aplicacdo deste simulador € no suporte a andlise de riscos relacionados a
diferentes estratégias para recuperacdo secunddria de petréleo. Este simulador utiliza comparativa-
mente menos dados de entrada que os simuladores convencionais de forma a simplificar a defini¢ao
dos cenérios estudados. Com isto espera-se reduzir o tempo até a concepc¢ao dos modelos e, por con-
seguinte reduzir o custo do trabalho necessério a estudos em situagdo de urgéncia. Em sua primeira
versao, nosso simulador jd apresenta resultados promissores, mas acreditamos que os resultados obti-
dos ainda possam ser melhorados. Nossa sistemdatica mostra-se util na estimativa rapida de tempos de
breakthrough em programas de recuperagdo secunddria de petréleo e das curvas de producdo. Uma
conseqiiéncia natural desta tese € unir suas duas partes, fazendo uso do simulador na rede multifractal

aleatoria.
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Conclusao
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