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Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo do decaimento exponencial da energia
associada a equacao de Korteweg-de-Vries num intervalo limitado com uma
dissipagao localizada . Combinando estimativas de energia, técnicas multi-
plicativas e argumentos de compacidade o problema ¢é reduzido a provar a
continuacao unica de solucoes fracas. No caso em que a solucao se anula
numa vizinhanca de ambos extremos do intervalo limitado onde equacao é
satisfeita, o problema é resolvido combinando um resultado de regularidade
provado por T. Kato em [4] e resultados de continuacao tinica para solugoes
regulares provados por J. C. Saut e B. Sheurer em [17].

Neste trabalho estudamos o caso geral e provamos a propriedade de con-
tinuagao unica em dois passos: primeiro, usando técnicas multiplicativas,
mostramos que as solugdes que se anulam em qualquer subintervalo de (0, L)
sao necessariamente regulares. Entao, aplicamos os resultados de continuacao

Unica para solugoes regulares provados por J.C.Saut and B.Sheurer.



Abstract

This work is devoted to prove the exponential decay for the energy of solu-
tions of the Korteweg-de Vries equation in a bounded interval with a localized
damping term. Combining energy estimatives, multipliers and compactness
arguments the problem is reduced to prove the unique continuation of weak
solutions. The case where solutions vanish on a neighborhood of both ex-
tremes of the bounded interval where equation holds is solved combining a
smoothing result by T. Kato [4] and results of unique continuation of smooth
solutions by J. C. Saut and B. Scheurer [17].

In this work we study the general case and prove the unique continuation
property in two steps: we first prove, using multipler techniques, that solu-
tions vanishing on any subinterval are necessarilly smooth. We then apply

the existing results on unique continuation of smooth solutions by J. C. Saut

and B. Sheurer.
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Introducao

Este trabalho é dedicado ao estudo da Propriedade de Continuacao Unica
(PCU) e do decaimento exponencial das solugoes da equacao de Korteweg-

de Vries (KdV) num intervalo limitado com a presenga de uma dissipagao

localizada:
( U + Uy + Uy + vty + a(x)u =0, em Q x (0,7T)
u(0,t) = u(L,t) =0, te(0,7) 0
uz(L,t) =0, te(0,7)
\ u(z,0) = up(x), x €.
Ao longo deste trabalho assumiremos que @ = (0,L) e que a fungao

a = a(z) satisfaz
ae L>®(Q)ealx)>ay>0gq.s. emw, @)

onde w é um subconjunto aberto nao vazio de §2.

Note que, multiplicando a equacao (1) por u e integrando em 2, obtemos

fgz_éa@mm@WM—;%@m? (3)

onde

mwzéé|m%mwﬂ (4)

Isto indica que os termos a(z)u e u,(0,t) desempenham o papel de um
mecanismo de controle. Consequentemente, F(t) é uma fungao nao crescente

e uma taxa decaimento das solucoes é esperado.
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A equagao de Korteweg-de Vries foi deduzida em [6] como um modelo
para a propagacao de ondas ao longo de um canal de aguas pouco profundas:

Sua forma original é

3 /g1, 2 1
= A/ 75 > 590z )z 5
M 2\/;(2 + 500 + 5 07) (5)

onde 7 é a elevacao da superficie acima do nivel de equilibrio, [, @ sdo con-
stantes relacionadas ao movimento uniforme do liquido, g é a constante grav-

3
itacional e 0 = 3 20 onde p é a densidade e T a tensao da superficie. E o

Py

primeiro modelo para o qual ”solitions” explicitos foram encontrados. Atual-
mente, sabe-se que a equagao (5) nao é somente um bom modelo para ondas
de agua, mas também um modelo muito 1til em estudos nos quais se de-
seja incluir o equilibrio nao linear fraco e efeitos dispersivos. Em particular,
tal equacao é aceita como um modelo matematico para propaga¢ao, em uma
Unica dire¢ao, de ondas longas de pequena amplitude em sistemas dispersivos
nao lineares. Nessas aplicacoes, a incognita €, tipicamente, a amplitude ou
velocidade, x é, freqiientemente, proporcional a distancia e t é proporcional
ao tempo passado.

O problema de decaimento exponencial esta intimamente relacionado com
o problema de controlabilidade. Em [16] Rosier provou que quando a =0 a

equacao linear correspondente pode ser controlada introduzindo um controle

singular no bordo, a menos que
2
Le e:{%\/wmup,k,mm. (6)

Por outro lado, o problema de decaimento exponencial de E(t) pode ser

colocado da seguinte forma: Encontrar "> 0 e C > 0, tal que

T /L
E(0) < C’/ [/ a(z)u®(z,t)dz + u2(0,t)]dt (7)

0o Jo
se verifica para toda solucao de energia finita de (1). Os valores criticos de L

definidos em (6) sao tais que, ha autovalores do problema linear para os quais
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(7) nao se verifica quando a = 0. Nos contexto do problema de estabilizagao,
tais autovalores correspondem as solucoes que, quando a = 0, nao decaem.

De fato, de (7) e (3), temos que E(t) < vE(0), com 0 < v < 1, o
que combinado com a propriedade de semigrupo associados ao modelo nos
permite obter o decaimento exponencial de F(t). Este trabalho é dedicado a
analisar este problema.

As técnicas que serao utilizadas seguem de perto as técnicas multiplicati-
vas desenvolvidas em [16] para a andlise de propriedades de controlabilidade.
Porém, ao usar multiplicadores, a nao linearidade introduz termos que, neste
trabalho, serao controladas usando argumentos de compacidade. Na reali-
dade, o problema de obter (7) é reduzido a mostrar que a solugao tnica de
(1), tal que, a(x)u = 0 e u,(0,t) = 0 para todo tempo ¢, deve ser a solucao
trivial, ou seja, u = 0.

Este problema pode ser visto como um problema de continuacao inica ja
que au = 0 implica que v = 0 em {a > 0} x (0,7). Porém, os resultados
de continuagao unica existentes (veja [17]) nao s@o aplicdveis diretamente
as solugoes com as que queremos trabalhar; ou seja; com dados iniciais em
L?(9). Quando w contém uma vizinhanca de ambos extremos x = 0, L, o
problema pode ser resolvido em dois passos: primero, estendendo a solugao
por zero fora do conjunto €2, podemos construir uma solugao de suporte com-
pacto (em z) do problema de Cauchy para a equagao de KdV na reta toda.
Entao, aplicamos as propriedades regularizantes cléssicas [4, 7], mostrando
que as solucoes sao regulares. Isto permite aplicar o resultado de continuacao
tnica de [20] para solugo es regulares e concluir que u = 0.

Quando w nao possui a propriedade acima, i.e., quando w nao contém
uma vizinhanga de ambos extremos xz = 0, L este argumento nao pode ser

aplicado. Por conseguinte, temos que melhorar a regularidade da solucao



trabalhando dentro do intervalo limitado €2 ja que os resultados existentes
de continuag ao dnica para a equagao de KdV (veja [17, 21]) requerem que
a solucao u esteja em L*(0,7, H*(2)) com s > 3/2, e no nosso caso, u €
L*(0,T; HY(Q)) N L>°(0,T; L*(2)). Nesse caso, a estratégia de ganho de
regularidade é a seguinte: inicialmente, diferenciamos a equagao em (1) com

respeito a t e analisamos a regularidade de v = u;, a qual é uma solucao de

(

U + Up + Uggee + (u(z,t)0), + a(x)v =0, em Q x (0,7T)
v(0,t) =v(L,t)=0  te(0,7)
w(Lt)=0 te(0,T)

v(x,0) = vy x €}

onde u € L?(0,T, H}(Q)) N L*>(0,T, L*(2)) é a solugao fraca de (1) e vy =
v(z,0) = uy(z,0) em H3(Q). Claro que, se u =0 em w x (0,7), v =0 em
wx (0,7).

Observe que o modelo anterior (8) pode ser visto como um equagao lin-
earizada da KdV. Assim, inspirado pelo trabalho de Résier em [15], proced-
eremos como no caso linear, i.e., combinando técnicas de multiplicativas e o
argumento de ”Compacidade-Unicidade” (veja [22]) que ¢é 1til para controlar
os termos extras que o "potencial”u(z,t) produz. Isto nos permite provar
que v =0 em w x (0,7) nos dd v € L*(0,T, H}(Q)) N L>(0,T, L*(Q)). Isso
nos garante a regularidade necessaria para u, a fim de aplicar os resultados
de continuagao tnica obtidos em [17].

Observe que o ganho de regularidade vem do fato que v = 0 em w x (0, 7)),
pois em principio vy € H~3(Q). Claro que, no final, acabamos mostrando que
v=0em Qx(0,7), mas estes pasos intermediarios de ganho de regularidade
desempenham um papel central no argumento.

A anadlise descrita acima foi dividida em quatro partes:

No Capitulo 1 apresentamos os resultados classicos que serao utilizados
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no desenvolvimento deste trabalho.
No Capitulo 2 mostramos a existéncia, unicidade e o decaimento expo-

nencial do modelo linear associado a (1) em dois casos:
2
ca=0cl¢ @-{%\/kQJrlirl?,k,leN}.
e a > 0 satisfazendo (2).

No Capitulo 3 estudamos a existencia, unicidade, decaimento exponen-

cial e a (PCU) para o modelo (1) em duas situagoes:
e a > 0 satisfazendo (2)

o [Jullg2() <1

No Apéndice provamos um resultado de continuagdo unica para w = (0,9)U
(L —46,L), com § > 0 suficientemente pequeno.
Em todos os casos, a existéncia serda demonstrada via Teoria de Semigru-

pos, combinando com um argumento de ponto fixo no caso nao linear.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

Nesta secao, daremos algums resultados que serao usados durante o de-

senvolvimento do trabalho .

1.1 Distribuicoes

Seja u uma fungao real definida em Q C R, u mesuravel, e seja (O;)icr a
familia de todos os subconjuntos abertos O; de €2, tais que u = 0 quase
sempre em ;. Considera-se o subconjunto aberto O = U;¢;O;. Entao, u =0
quase sempre em O, como conseqiiéncia, define-se o suporte de u que serd

denotado por supp u, como sendo o subconjunto fechado de 2
supp(u) = /O

Definicao 1.1.1. Representamos por C§°(S2) o conjunto das fungoes u :
Q — K cujas derivadas parciais de todas as ordens sao continuas e cujo su-
porte € um subconjunto compacto de 2. Os elementos de C§°(§2) sao chama-
dos de funcoes testes .

Naturalmente, C§°(§2) € um espaco vetorial sobre K com as operagoes

usuais de soma de funcoes e de multiplicacdo por um escalar.
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Nocao de convergéncia em Cj°({2)

Definicao 1.1.2. Sejam {@k}ren uma sequéncia em C§(2) e ¢ € C§°(£2).
Dizemos que g, — ¢ se:
1) 3K C Q, K compacto, tal que supppy C K, para todo k € N.

2) Para cada o € N, D%y (x) — D%p(x) uniformemente em €.

Definigao 1.1.3. O espago vetorial C3°(2) com a nog¢do de convergéncia

definida acima é denotada por ®(2) e chamado espaco das fungoes testes.

Definicao 1.1.4. Uma distribuicao sobre 2 é um funcional linear definido
em D(Q) e continuo em relagio a nogao de convergéncia definida em D(S).
O conjunto de todas as distribui¢oes sobre ) é denotado por ®'(€2). Desse

modo,
D'(Q) = {T: D(Q) — K e linear e continuo}

Observemos que ®'()) € um espago vetorial sobre K.

Se T € ©'(Q) e p € D(Q) denotaremos por (T, ) o valor de T aplicado

ao elemento ¢

Nogao de convergéncia em D’(()

Definicao 1.1.5. Dizemos que T, — T em ©'(Q) se (Ty, ) — (T, ),
para toda p € D(2).

1.2 Espagos LP(Q)

Neste trabalho, as integrais realizadas sobre €2 s@o no sentido de Lebesgue,

assim como a mesurabilidade das fungoes envolvidas.
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Definicao 1.2.1. Sejam Q um conjunto mesurdvel e 1 < p < oo. In-
dicamos por LP()) ao conjunto das fungées mesurdveis f : Q — K tais

que || f| sy < oo, onde

1/p
ey = ([ IroPac) " ser<p<oc

[ fll oo () = supesssea | f(2)] = inf{C:|f| < C quase sempre}.

Os espagos LP(Q2),1 < p < oo , sdo espagos de Banach, sendo L?(Q2) um
espaco de Hilbert com o produto interno usual da integral. Além disso, para

1 <p < oo, LP() é reflexivo.
Teorema 1.2.1. C§°(Q) € denso em LP(2), 1 <p < o0
Demonstracao. Ver [2]. O

Teorema 1.2.2. (Interpola¢ao dos espagos LF(Q2)). Sejam 1 < p < ¢ < oo.
Se f e LP(Q)NLIQ), entao f € L™(Q) para todo r € [p,q]. Além disso,

« -«
1l ey < ey 11| 2oy
1 1 1
para todo « € [0,1] tal que — = a—+ (1 — a)-.
r p q

Demonstracao. Ver [2]. O

Definicao 1.2.2. Sejam Q2 um aberto do espaco R™ e 1 < p < oo. Indicamos

p

por L} () o conjunto das fungoes mesurdveis f : Q@ — R tais que fX €

LP(Q2), para todo K compacto de ), onde Xy, é a fun¢do caracteristica de K.

Observagao 1.2.1. L} (2) € chamado o espago das fungoes localmente in-

tegrdveis.

Para w € L} () consideramos o funcional T = T, : D(Q) — K

loc

definido por:
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(T, o) = (T ) = / ule)plz)dr,

Q

que define uma distribuicao sobre €.

Lema 1.2.1. (Du Bois Reymond). Seja u € L;, (). Entdo, T, = 0 se, e

loc

somente se, u = 0 quase sempre em §2.

Observacao 1.2.2. Como consequéncia do Lema 1.2.1, a aplicagao

Line(2) — D'(Q)

u — T,

€ linear, continua e injetiva. Em decorréncia disso, é comum identificar
a distribuicao T, com a fungio v € L (). Nesse sentido, tem-se que
L () Cc D). Como LP(Q) C L}, .(Q) temos que toda fungao de LP(Q)

define uma distribui¢ao sobre ), isto €, toda fungdo de LP(Q)) pode ser vista

como uma distribuicao.

Definigao 1.2.3. Sejam T € ©'(Q2) e « € N. A derivada de ordem o de T,
denotada por DT, é definida por:

<DaT7 90> = (_1)a <T7 Da(ﬁ) ) Vp € Q(Q)

Com esta definicdo, tem-se que se u € C*(Q) entdao DT, = Tpa,, para
todo a < k, onde D*u indica a derivada classica de u. Se T € D'(2) entao,

DT € ©'(Q) para todo o € N.

1.3 Espacos Sobolev

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demostracoes, podem

ser encontrados em [1] e [2].
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Definigao 1.3.1. Sejam m € N e 1 < p < co. Indicaremos por W™P(§2) o
conjunto de todas as fungoes u de LP(QQ) tais que para todo « < m, D €

LP(Q) sendo D*u a derivada distribucional de u. W™P(Q) é chamado Espago

de Sobolev de ordem m relativo ao espago LP(Q2). Resumidamente,
WmP(Q) = {u e LP(Q); D*u € LP(Q),a < m}.
Para cada u € W"™P(Q),

ull = (Cazm 1D ullfoig))?, 1< p < oo

[l 00 = 2asm 1D L (@)
definem uma norma sobre W™?(().
Observacao 1.3.1.

1. (Wme(Q), ||-l,,,,) € um espago de Banach.

2. Quando p = 2 o espago de Sobolev W™P(Q) torna-se um espago de

Hilbert com o produto interno dado por
(U, ’U)Wm,Q(Q) = Za§m<Dau, DQU)L2(Q) Uu,v € Wm’Q(Q)
3. Denota-se W™2(Q) por H™(2).

4. H™(Q) € reflexivo e separdvel.

Definicao 1.3.2. Definimos o espago W' () como sendo o fecho de C§°(2)
em WP (Q).

Observacao 1.3.2.
1. Quando p =2 escreve-se HJ'(2) em lugar de Wy (Q).
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2. Se Wy (Q) = W™P(Q) o complemento de Q@ em R™ possui medida de

Lebesgue igual a zero.
3. WP (R™) = W™P(R™).

4. O dual topoldgico de HJ'(2) € representado por H™™(S2).

1.4 Imersoes de Sobolev

Teorema 1.4.1. (Teorema de Sobolev). Sejam m > 1 e 1 <p < oo:

1 1 1
1ose-—"> 0, entdo W™P(Q) C LY(Q); —=—— m
p n qg p n
1 m .
2. se — — — =0, entao W™P(Q) C L1(Q); q € [p,0).
p n
1
3. se - — = < 0, entao W™P(Q) C L>(Q);
p n

sendo as imersoes acima continuas.

Teorema 1.4.2. (Teorema de Rellich). Seja Q um subconjunto aberto e
limitado de R™ com fronteira suave. Entdo, a imersio H'(Q) — L*(Q) €

compacta.

Observacao 1.4.1. Como consequéncia do Teorema de Rellich, tem-se que
a imersao do espago HY()) no espago L?(Q) é compacta; e como coroldrio

do mesmo, tem-se que a imersdao de H*(Q) no espago H'(Q2) é compacta.

1.5 Interpolacao de Espacos Sobolev

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstragoes, podem

ser encontrados em [9].
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Sejam X e Y dois espacos de Hilbert separaveis, com imersao continua
e densa, X — Y. Sejam ( , )y e (, )y os produtos internos de X e Y,
respectivamente.

Indicaremos por D(.S), o conjunto de todas as fungoes u’s definidas em X,
tal que a aplicacao v — (u,v)x, v € X é continua na topologia induzida por
Y. Entao, (u,v)x = (Su,v)y define S, como sendo um operador ilimitado
em Y com dominio D(S), denso em Y.

S é um operador auto-adjunto e estritamente positivo. Usando a decom-
posicao espectral de operadores auto-adjuntos, podemos definir S?, 6 € R.
Em particular usaremos A = S'/2.

O operador A, é auto-adjunto, positivo definido em Y, com dominio X e
(u,v)x = (Au, Av)y, Vu,veX.

Definicao 1.5.1. Com as hipdteses anteriores, definimos o espago inter-
medidrio
[X,Y]y = D(A'"Y) (dominio de A*%), 0 <0 <1,
com norma
lullpeyy, = Clally + A=l ).
Observacao 1.5.1.
1. X -5 [X,)Y]p—Y.
2.l < Nl ully.
3. 8¢ 0 <0y <0 <1 entio [X,Y]g, — [X,Y]s,.
4. [[X,Y]gy, (X, Yo ]o = [X, Y] (1-6)0+60, -

1
Teorema 1.5.1. Sejam 2, um subconjunto bem reqular de R", s > 5 Entao,

17



du

1

Teorema 1.5.2. Sejam €2, um subconjunto bem reqular de R™,  s1 > s9 >

1 1
0, s 6327&/{—1—5, keZ. Se 3:(1—9)31+932¢k+§,entd0

[Ho' (2), Hy* ()]o = Hi(€)

[H(Q), H'(Q)]g = H3(Q), com s=(1—-0)m#k+ %

com normas equivalentes.

1.6 Espacgos LP(0,T;X) e Distribuigoes Veto-
riais

Sejam X um espaco de Banach real munido da norma ||-|| i, 7 um numero
real positivo e 1 < p < oo. Representa-se por LP(0,T'; X), o espago de Banach

de fungoes u : (0,7) — X, tais que u é mesuravel e ||u(t)||, € L*(0,T),

T 1/p
P ( / ||u<t>||’;<) -
0

Quando p =2 e X = H é um espaco de Hilbert, o espaco LP(0,7; H) é um

munido da norma.

espago de Hilbert cujo produto interno é dado por :

(u0)uraran = | (u(s),o(5)uds.

Por L*>(0,T; X) representaremos o espaco de Banach das (classes de) fungoes

w: (0,T) — X mesuréveis e essencialmente limitadas, isto é;

sup ess ||u(t)|x < oo.
0<t<T

18



A norma em L>(0,7T; X) é definida por

[ull ooy = suUp ess [Ju(t)]| x < oo
0<t<T

Se X é reflexivo e separdvel e 1 < p < oo, entdo LT (0,T; X) é um espaco
reflexivo e separavel, cujo dual topoldgico se identifica com o espaco de Ba-
nach L9(0,7; X’) onde p e ¢ sdo tais que ! + ! = 1. No caso, p =1, o dual
topolégico do espago L*>(0,7; X) se identzi)ﬁcaqcom o espago L'(0,T; X").

Definicao 1.6.1. Uma fun¢ao u : (0,T) — X € dita integrdvel a Bochner
em (0,T) se for mesurdvel e a funcao real t — |[u(t)|| for integrdvel a

Lebesgue em (0,T).

A integral de Bochner da fun¢ao uw em (0,7") ¢é o vector de X, denotado

/OTu(t)dt.

Lema 1.6.1. Sejam X,Y espacos de Banach e A : X — Y wuma aplicag¢ao

por

linear e continua. Tem-se que, se f € L'(I; X), onde I é um intervalo da

reta, entao
A(/f(s)ds) = /Af(s)ds.
I I
Demonstragao. Ver [20] O

Sejav € LP(0,T; X), onde X é Hilbert separavel e ¢ € ©(0,T). A integral

em X

T
/ v(s)e(s)ds
0
existe, sendo um vector de X (esta integral é entendida como uma integral

de Bochner em X). Assim, dado v € LP(0,T; X), a aplicagao
Tv:D(0,T) — X

o s (Tv,p) = / v(s)p(s)ds
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estd bem definida, é linear e continua.

Denota-se por ©'(0,T; X) o espago das distribuigoes vetoriais sobre (0,T")
com valores em X, isto é, o espaco das aplicagoes lineares e continuas de
D(0,7) em X. Deste modo, Tv € D'(0,T; X) e demostra-se que Tv é uni-
vocamente definida por v. Logo, identificando a funcao v com a distribuicao

Tv, pode-se afirmar que
LP(0,T;X) C ©'(0,T; X).

Conclui-se, deste fato, que toda v € LP(0,T; X) possui derivadas de todas as

ordems no sentido das distribuigdes vetoriais sobre (0, 7).

Definigao 1.6.2. Seja T' € ©'(0,T;X). A derivada de ordem n de T ¢

definida como sendo a distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X

arr d"y
— =(=1)"(T,— ).
<dtn’¢> ( )<’dtn>

Por C([0,7T]; X), 0 < T < oo, representa-se o espaco de Banach das

dada por

fungoes continuas u : [0,7] — X, munido da norma da convergéncia uni-

forme

||u||C([O,T];X) = mazefo,r [|ut)] x-

Lema 1.6.2. Sejam V e H espagos de Hilbert tais que V- — H com imersao
continua. Se w € LP(0,T;V) eu € LP(0,T;H) onde 1l <p<ooeT >0
entio u € C([0,T]; H).

Demonstracao. Ver [10] O
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1.7 Interpolagao de Espagos LP(0,T; X)

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demostragoes, podem

ser encontrados em [9)].

Definicao 1.7.1. Dizemos que dois espacos vetoriais topologicos normados
X, Y sao compativeis se existe um espaco vetorial topologico separdvel U,

tal que X e Y sao subespacos de U.

Consideremos entao o par (X,Y') de espacos compativeis entao, podemos

definir sua soma, denotada por
EXY)=X+Y={u] velU u=z+y, z€XeyecY}
munido da norma

[ullsxyy = mf{llellx +ylly, w=2+y}

AX,)Y)=XnNnY
munido da norma

[ell agx vy = max{ffullx » [[ully }

Sejam S = {z|z € C, 0 < Re(z) <1} e Sy ={z|z € C, 0 < Re(z) < 1}.
Definimos F(X,Y) como sendo o conjunto das fungoes continuas em S que

satisfazem
1. f:C— X(X,Y), analitica em Sp;
2. lf)llsxy) <M,V z€S;
3. t — f(it) € X, sendo continua e nula no infinito;
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4. t — f(1+1t) € Y, sendo continua e nula no infinito,

munido da norma
1/l x,yy = max(sup, | f(it) | x , sup, [| £ (1 +it)][y).
Lema 1.7.1. O espa¢o F(X,Y) € um espago de Banach.
Definigao 1.7.2. Definimos [X,Y]s como sendo
(X, Y]p={u] uweX(X,Y),u= f(0), para algum; f € F(X,Y)}
munido da norma
[ullixyy, = EHIfOllexyy | w=f(0), feF(X,Y)}

Observacao 1.7.1.

1. O espago [X,Y]y é um espago de Banach.

2. A(X,Y) C [X,Y], C 2(X,Y).

Teorema 1.7.1. Sejam X, Y dois espacos de Banach, 1 < py, p1 < 00,
0 << 1. Entao,

[LPo(0,T; X)), LP(0,T;Y )]y = LP(0,T;[X,Y]s)

1 1 1
onde — = (1 — 0)— + 80— com normas equivalentes. Se 1 < py < 0o, temos
p Do D1
[LPo(0,T; X), L>(0,T;Y)]g = LP(0,T;[X,Y]s)

1
onde — = (1 — 6)— com normas equivalentes.
p Do
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1.8 Desigualdades Importantes

Lema 1.8.1. (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs). Seja €2 C R™ um aberto
limitado. Se uw € H}(Q), entao existe uma constante C' > 0, tal que
2 2
||U||L2(Q) <C ||VU||L2(Q)'

Demonstracao. Ver [2] e [1]. O
Lema 1.8.2. (Desigualdade de Young). Sejam a,b constantes positivas e

1 1
p,q, tais que — + — =1, entao

p q

ab? bl

ab < — + —.
p q

Demonstragao. Ver [2]. O

Lema 1.8.3. (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(QQ) e g € LI(Q2), com
1 1

1<p<ooe-+-=1,entio fge L) e
p q

1£ll 1) = / 1£91 < 11w 191 oy
Demonstragao. Ver [2]. O

Lema 1.8.4. (Desigualdade de Gronwall). Sejam ¢ € L>(0,T),3 € L*(0,T),
B(t) > 0,p(t) > 0e K >0 constante. Se

o))< K+ [ et vie0.7)
entao
olt) < Kerp( [ Bls)ds). e (0.7).
Demonstragdo. Ver [15], [20]. O

Lema 1.8.5. (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Seja v € Hy(Q) entdo
existe ¢ > 0 tal que

1/2 1/2
[ull o) < € ||u||L/2(Q) ||“w||L/2(Q)

Demonstragao. Ver [1] e [2]. O
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1.9 Semigrupos de Operadores Lineares

Para a teoria de semigrupos de operadores lineares citamos como re-

feréncias [3], [14] e [20].

Definicao 1.9.1. Seja X um espago de Banach e L(X) a dlgebra dos oper-
adores lineares e limitados de X . Diz-se que uma aplica¢io S : RT — L(X)

€ um semigrupo de operadores lineares limitados de X se
1. S(0) =1, onde I € o operador identidade de L(X);

2. S(t+s)=S(t)S(s), Vt,s € RT.

Diz-se que o semigrupo S € de classe Cy se
3. limyg__o+ ||(S(t) — Dz|| =0, VzeX.

Proposicao 1.9.1. Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo em

R*, isto é, set € R" entdo
lims—S(s)x = S(t)x, Ve X.
Definicao 1.9.2. O operador A : D(A) — X definido por

D(A) ={x € X| limj_ o+ %x existe}

h)—1
A(z) = limp__o+ %x, Ve € D(A)
€ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposicao 1.9.2. O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy é

um operador linear e fechado e seu dominio € um espacgo vetorial denso em

X.
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Proposicao 1.9.3. Seja S um semigrupo de classe Cy e A o gerador infini-
tesimal de S. Se v € D(A), entdo S(t)xr € D(A) Yt >0 e

d
%S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

Definicao 1.9.3. Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infin-
itesimal. Colocando A° = I, A = A e supondo que A*~' esteja definido,

vamos definir A* por
D(AF) = {z € D(A* 1) : Ak 1z € D(A)}
Aky = A(AFtz), Vo € D(AF).

Proposigao 1.9.4. Seja S um semigrupo de classe Cy e A o gerador infini-

tesimal. Entao
1. D(AF) € um subespago de X e A¥ é um operador linear de X ;

2. se x € D(AF), entao S(t)x € D(AF) t>0ce

k
%S(t)x = A*S(t)x = S(t)A*z, Vk e N;

3. N, D(A¥) € denso em X.

Lema 1.9.1. Seja A um operador linear fechado de X. Pondo, para cada
x € D(AF),

k .
| 2], = Zj:O | Az |

o funcional | -|, € uma norma em D(AF) munido da qual D(A*) é um espago

de Banach.

Definicao 1.9.4. A norma acima é dita norma do grdfico. O espago de

Banach que se obtém munindo D(A¥) da norma acima serd representado

por [D(AY)].
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1.9.1 Teorema de Lumer-Phillips

Definigao 1.9.5. Seja A operador linear de X. O conjunto dos A € C para
0s quais o operador linear NI — A € inversivel e seu inverso € limitado e tem

dominio denso em X, € dito conjunto resolvente de A e € representado por
p(A).

Seja X um espago de Banach, X* o dual de X e (-,-) a dualidade entre

X e X*. Para cada x € X, definimos
J(z)={z" € X* | (z,27) = |la|” = [|l2"|*}.
Pelo Teorema de Hanh-Banach, J(x) # @, Vr € X.

Definicao 1.9.6. Uma aplicacao dualidade é uma aplicacao j : X — X*
tal que j(z) € J(x), Vzre X.

Observe que [|5(z)|| = [|=[.

Definicao 1.9.7. Diz-se que o operador linear A : X — X € dissipativo

se, para alguma aplicacao dualidade, j
Re (Ax,j(zx)) <0 Vxe D(A).

Teorema 1.9.1. (Lumer-Phillips). Se A é um gerador infinitesimal de um

semigrupo de contracgoes de classe Cy, entao
1. A ¢ dissipativo;
2. RAM —A)=X, A>0.
Reciprocamente, se
1. D(A) é denso em X;
2. A é dissipativo;
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3. R(\— A) = X, para algum Ay > 0,

entao A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe

Co.
Demonstragao. Ver [14]. O

Corolario 1.9.1. Seja A € um operador linear fechado, densamente definido
tal que D(A) e R(A) estio ambos num espaco de Banach X. Se A e seu
operador dual A* sao ambos dissipativos, entao A gera um semigrupo de

contracoes de classe Cy.

Demonstragao. Ver [14]. O

1.9.2 Teoria da Perturbacao

Para simplificar a linguagem, vamos escrever A € G(M,w) para exprimir
que A é o gerador infinitesimal de un semigrupo de operadores lineares limi-

tados de classe Cy, S, que satisfaz a condigao || S(t)|| < Me“*, Vt > 0.

Teorema 1.9.2. Seja A € G(1,0) e B dissipativo relativamente a alguma
aplicagao dualidade. Se D(B) D D(A) e existem constantes a e b, 0 < a < 1

eb >0, tais que
[Bz|| < allAz]| + bl[z]|, Vo e D(A),
entdio A+ B € G(1,0).
Demonstragao. Ver [14]. O
Teorema 1.9.3. Se A € G(1,0) e B € L(X), entao A+ B € G(1,||B]]).

Demonstragao. Ver [14]. O
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Capitulo 2

A Equacao Linear de

Korteweg-de Vries

2.1 Existéncia e Unicidade

Nesta se¢ao estamos interesados em provar a existéncia e unicidade do seguinte

problema

;

Up + Up + Uy + a(x)u =0, em 1 x Rt
u(0,t) = u(L,t) =0, Vit>0

(2.1)
uz(L,t) =0, Vit>0
u(z,0) = up(x), VaoeQ
onde Q={reR/0<z<L}e
a€ L>®(Q)ealr)>ag>0gq.s. emw,
(@ e ale) 2 a0> 04 )
onde w é um subconjunto aberto nao vazio de €.
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2.1.1 Casoa=0

Nesse caso, (2.1) se reduz ao modelo

)
Up + Uy + Ugze = 0, em € x RT

u(0,t) = u(L,t) =0, Vi>0
uz(L,t) =0, Vit>0
u(z,0) = up(x), Ve

(2.3)

A existéncia e unicidade, serao obtidas utilizando a Teoria de Semigrupos.

Observe que, formalmente,

1d [*
ST u?(z,t)dr < 0;
ou seja;
1, 1,
— | w(x,t)de — = [ wu(x,0)dzx <0,
2 Jo 2.Jo
Logo

E@:%AL Hda < %AL %AZ@@M:E@.

Portanto, escolhendo H = L?*(2) e considerando o operador A definido
por
Aw — —w" —
A:D(A)cH — H (2.4)
D(A) = {u € HYQ) N HH(Q); u,(L) = 0}

(2.3) pode ser escrito como
dt (2.5)

Proposicao 2.1.1. Nas condicoes anteriores, temos que A gera um semi-

grupo de contracoes de classe Cy em H.
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Demonstracao.
Inicialmente, mostraremos que D(A) é denso em H, em seguida que A e A*

sao dissipativos e, finalmente, que A é fechado.

1. D(A) é denso em H.
Como ®(2) = H e D(Q2) C D(A) C H, o resultado segue.

2. Ae A* sao dissipativos

Seja u € D(A)

(Au,u) oy = /(Au udx—/ Uy — Ugge )UAT

0
= / uyudr —
0

uxmudx = —u2(L) —

o\

ou seja; A é dissipativo. Agora, observe que se u € D(A) ev € H é

um elemento a ser determinado, teremos que
L L L
(Au,v) oy = / (— Uy — Uggy)vdx = —/ uzvdr —/ Uy VAT
0 0 0

L L
= —wl} +/ VLT — Uy V| +/ Uy VAT
0 0
L L
= / uvrdx—l—uzvl.% —/ Uy Ve AT
0 0

L L L
L
= / UVLAT — Uy +/ UV AT = / w(Vy + Vgas ),
0 0 0

se assumimos que v(0) = v(L) = v,(0) = 0. Portanto, o adjunto de A

é definido por

A*w =w" +u
A*:D(A*)CH — H
D(A*) = {w € H¥(S) N HY(Q); w,(0) = 0},

30



Seja v € D(A").

L L
(A0, V) op = / (A*'U)vdx—/ (Vg + Vg )vdx
0 0

L L
= / vxvdx—l—/ Vs VAL
0 0

1 1 1
= —503@) + 5”;%(0) = —§U5(L) < 0.

Assim, A* é dissipativo.

3. A é fechado .
Basta mostrar que A*™* = A. Para isso, calculemos A**.
Seja u € D(A*) e v a ser determinado. Assumindo que v(0) = v(L) =

v(L) = 0, segue que
L L
(AU, V) ooy = /(A*u)vdx:/ (Ug + Uy )vdx
0 0
L L
= / uxvd:c—i—/ Uy VAL
0 0
L L
= u’u]é—/ uvzdx—l—ummg—/ Uy Uy AT
0 0
L L
= —/ uvxdx—uxvx\OL—l—/ Uy Uy AT
0 0

L L
= - / UV AT 4 UV |G — / UV AT
0 0

L
= —/ (Vg + Vi )udz.
0

Assim,

Ay — —u" —
A* :D(A*)CH —H
D(A*) = {u € H3(Q) N HY(Q); u,(L) =0}

Portanto, A** = A e pelo Corolario 1.9.1. temos o resultado desejado. [
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Corolario 2.1.1. Para cada uy € H, o problema (2.3) possui uma iunica
solugao u € C([0,00); H). Se ug € D(A), entio u € C(]0,00); D(A)) N
C'([0,00); H).

Demonstr¢ao.

Segue de (2.5) que (2.3) pode ser reescrito como

du
24
a
u(0) = up.

Logo, pela Proposicao 2.1.1 e pelo Teorema de Lummer Phillips temos

que

é solugao de (2.3), onde S é o semigrupo gerado por A. Além disso, pela
teoria de semigrupos, temos que se ug € D(A) entao u € C([0,00); D(A)) N
C([0,00); H). Seug € H entaou € C([0,00); H). O

2.1.2 Casoa >0

Observemos que o modelo (2.1) pode ser reescrito como

d

—u=Au+ B

dtu u+ bu (2.6)
u(0) = ug

onde A foi definido em (2.4) e B é dado por
B: H—H
u — —a(x)u.
Logo, para mostrar que A+ B gera um semigrupo de contragoes de classe

Cy e, consequentemente, que (2.1) possui solugdo, basta mostrar que B €

£(H). De fato, como
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L
|Bul, = / a(e)ul do

2 L 2
< Jla]l2 / uf? de
0

2 2
< llallze llullz

0 Teorema 1.9.3 nos da o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1. Se ug € H, o problema (2.1) possui uma tnica solugdo

u € C([0,+00); H). Além disso,
u € L*(0,T; Hy(Q)) N C(0,T); H). (2.7)

Demonstracao.
Para obter (2.7), assumiremos inicialmente que uy € D(A); ou seja; que
u e C([0,T); D(A)).

Seja g € C*([0, L] x [0,T]). Multiplicando (2.1) por qu e integrando em
(0,L) x (0,7, obtemos

T L
/ / qu(us + Uy + Upyy + a(z)u)dxdt = 0.
0o Jo

Agora, observemos que

T L q q
/ / quuydrdt = / / )dtda / u?|7 / ZLuldt)d

- /0<q;‘ )(a, T)dx—/o (L)@, 0)de

L T 2
—/ / qtu—dtdaz
o Jo = 2
T L T L T L
qd 4 2L Gz 2
quuzdrdt = / / ——(u dxdt:/ 1 —/ —udx)dt
/0 /0 o Jo 2dx ) 0 (2 L 0 2
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T /L T L
/ / qUUgzpdadt = /(quum|§—/ (Gt + qug )ugedx)dt
o Jo 0 0
T /L T /L
= —/ / qzuumdxdt—/ / QU U dxdt
o Jo o Jo
T L
— —/ (quuu, |y —/ (Guztt + quig ) uzdx)dt
/ / ddmdt
— / /(qmu—i-qwux)uzdxdt—/ U 2Ly
0
/ / q—qudxdt
= / / q"”‘” —u’drdt + / / qoudadt
+/ (q— 0tdt+/ / Lo 2 gt
0
= //qm dzdt + - //qxu dzdt
v [ @00

T L T L
/ / qua(x)udzdt = / / qa(z)udrdt.
o Jo o Jo

Escolhendo ¢ = 1, obtemos

Lt Lt 1 2
— | wdr=—= [ u;(0,8)ds+ = uo x)dr — u“dxdt,
2/, 2 J, 2

donde,

lull oo 2y < lwoll 2@

Agora, escolhendo ¢(x,t) = z, resulta que

/ / 2dmdt+/ zu(z, T)d:zc—/ zug(z)ds
+3 /0 /0 udxdt + 2 /0 /0 va(z)udzdt = 0.



Portanto,

T L 1 (T (L L
/ / uidxdt < g(/ / wldxdt + L/ ug(x)dx);
o Jo o Jo 0
ou seja;

, T 1Tt L
[ullZo0mm1 ) = uzdrdt < —( wdrdt + L | ug(x)dr)
0
< / / wdzdt + = / ug(x)

L L
< = max ||u||L2(Q)/ dt + 3/ ud(x)dw
0 0

3 te [0,T]

T
< ||UHC (o1sz2)) T 3 ||U0”L2

T +L
S 3 HUUHLQ(Q)

Logo,
T+ L

||U||L2(0,T;H3(Q)) < 3 ||UOHL2(Q)‘

Pela densidade de D(A) em L*(92), o resultado se estende a ug € L*(Q)

arbitrario. N

2.2 Decaimento Exponencial

2.2.1 Casoa=0

Teorema 2.2.1. Seja u a solu¢ao do problema (2.3) obtida no Coroldrio

2.1.1. Se L ¢ €, entdo, existem constantes ¢ >0 e p > 0, tal que
E(t) < ¢|luollf e
para todot >0 e uy € H.

Demonstracao.

Multiplicando a equagao (2.3) por u e integrando em 2, temos que
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1
571G Dl + 52 (0,8) = 0;
ou seja;
d
2 G 1)l = =2 (0,4) < 0. (2.8)

Por outro lado, segue de [16, Proposigao 3.3] que se L ¢ &, dado T' > 0,

existe ¢ > 0, com (¢ = ¢(L,T)), tal que

2 2
[uolly < ¢ llua (0, ) lz20,1)

para cada solucdo de (2.3).
Agora, integrando (2.8) em (0,7) e usando a desigualdadde acima, obte-

1mMos

T
HMJW@:WM@—/‘@&QM
0

Logo,

T T
G = cluolly — [ w200+ uolly - [ a0, at
0 0

T
< cllul~ [ 0.0

0

2
< clluolly
o que implica que
2 2
[u(- 1|7 < (c+—1> o[

ou seja; E(T) < vE(0), com 0 < v < 1. A propriedade de semigrupo

associada ao modelo nos da a conclusao do teorema. De fato, como

lu(, kT3 < A" lluollz, ¥V k>0,

(-0l < Nlul kD)7, para KT <t < (k+1)T,
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concluimos que

luC Ol < Nul kDI < A" lluolly

IN

—Iny
7 It).

IN

_ 1
A g |3, < 5 ol exp(—|
]

Observagao 2.2.1. A primeira estimativa bdsica para a solu¢do do problema
(2.3) contém o termo u,(0,t) . Se poderia argumentar que o traco deste termo
nao estd deﬁm’doTjd queu € L*(0,T; Hy(Q))NC([0,T]; H). Tal fato; ou seja;
o fato de que / u?(0,5)ds < oo, serd justificado na secio 2.2.2.

0

2.2.2 Casoa>0

Teorema 2.2.2. Seja a = a(x) satisfazendo (2.2). FEntao, para qualquer

L >0, eristem ¢ >0 e u > 0, tais que
2 —ut
E(t) < clluollf e
para todo t > 0 e toda solugdo de (2.1) com ug € H.

Demonstracao.

A primeira estimativa béasica para a solucao do problema (2.1) contém o
termo u,(0,t). Se poderia argumentar que o trago deste termo nao esta
definido, o que nao ocorre. De fato, consideremos a sequéncia {ug,}>2, C
D(A), tal que ug,, — up em H quando n — oco. Sejam u, e u as solugoes
de (2.1) com dados inicias ug,, € ug, respectivamente. Entao, multiplicando

a equacao (2.1) por u, e integrando em €2, obtemos

L
/ un(un,t + Unp,z + Un,zrx + a($)un)d$ =0.
0

37



Logo,

d 1 2 g 2 _
GE)0 + 52,0, + [ ale)ids =0 (29

1
onde E(u,)(t) = 5 [tn(-,1)]|%. Agora, integrando (2.9) de t = 0 at = T,

obtemos

E(u,)(T) —i—%/o ui@(O,t)dt—i—/o /0 a(r)uidrdt < E(u,)(0). (2.10)

Claramente,
E(un)(T) — E(u,)(0) — E(u)(T) — E(uo) (2.11)

quando n — +00. No que segue, mostraremos que existe uma subsequéncia

de {u,}, tal que
U, 2(0,1) = u,(0,¢) em H (0, T), quando n — +oc. (2.12)
De fato, segue do Teorema 2.1.1 que

2 2
72073 )y < CT) uomlly (2.13)

para alguma constante positiva C(T); isto é; {u,}2] é limitada em
L2(0, T Hy(€)).

Como consequéncia de (2.13) deduzimos que,

{tn .} € limitada em L*(0,T; H) (2.14)

{tn} € limitada em H™'(0,T; H). (2.15)

Portanto, como , ypp = —Upt — Unz — a(T)uy, de (2.13), (2.14) e (2.15)

deduzimos que
{un,mmx} é limitada em H*1(07T; H)7
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ou seja;
{un} € limitada em H'(0,T; H3(2)).
Em particular,
Un.(0,t) é limitada em H~*(0,7),

ja que, para t € (0,T) temos que u,.(-,t) € H*(Q) — C([0,L]). Assim,
podemos extrair uma subsequéncia (que ainda serd denotada por u,), tal

que
Un,2(0,8) = u,(0,¢) em H1(0,T)

quando n — +00, 0 que mostra (2.12) . Agora, com esta subsequéncia
retornamos a (2.10) e obtemos que {u,, ,(0,¢)} é limitada em L*(0,7) . No-
vamente, podemos extrair uma subsequéncia que sera convergente, no sentido

fraco em L?(0,T) e que, junto com a discussao acima, mostra que.
U (0,1) = u,(0,t) em L*(0,T), quando n — oo.

Finalmente, a semicontinuidade inferior da norma, (2.10), (2.11) e (2.12)

implicam que

T T
/ u2(0,t)dt < liminf / u? (0, t)dt < 2E(ug) < oo.
0 0

Portanto, u,(0,t) existe e pertence a L*(0,T) . Além disso, segue de
(2.11) que
1
B() = 5 (-0 (2.16)

Agora, mostraremos que para qualquer 7' > 0, existe ¢ = ¢(T) > 0,

satisfazendo

T T L
ol 22y < € /0 W2(0, £)dt + 2 /0 /0 a(z)udzdt). (2.17)
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Para tal; tomamos ¢(z,t) = (T' — t) nas identidades do Teorema 2.1.1 e

L
T/ uidr =
T L T 0 T L
/ / u2d:vdt—|—/ (T—t)ui(o,t)dt+2/ / (T — t)a(z)u*dxdt.
o Jo 0 o Jo

Consequentemente,

ol 72 < /‘/ %m&+/ OthQ/ / Juldxdt. (2.18)

Assim, para mostrar (2.17) é suficiente mostrar que

‘|uHi2(o,T;L2(Q)) = / / u?dxdt
Scﬂ/ 0tﬁ+2/l/ Juldzdt} (2.19)

para alguma constante positiva ¢; > 0, independiente da solucao u.

obtemos a seguinte identidade

A demonstracao de (2.19) serd feita por contradi¢ao, usando um argu-
mento de ”Compacidade-Unicidade”.

Suponhamos que (2.19) seja falsa. EntaoV n > 0,3 u, € L*(0,T; H}(Q))
solugao de (2.1), tal que

HunHL?(()TL2 Q) = n{/ L0t dt-f— 2/ / u d:L’dt}

Segue dai que,

Un
- 1wl 22072000 e
/ 0tdt+2/ / udxdt
0
Seja A\, = ||Un||L2(o,T;L2(Q)) e v, = U,/\,. Claramente, v, é solu¢do do

problema (2.1) com dado inicial v,(x,0) = u,(z,0)/A, . Além disso, temos
que

||Un||L2(0,T;L2(Q)) =1 (2.20)
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T T L
/ vi’z(O,t)dt + 2/ / a(x)vidrdt — 0, quando n — oco.  (2.21)
0 o Jo

Por outro lado, sendo v,, solugao do modelo (2.1) com dado inicial v, (z, 0),
vn(z,0) verifica (2.18), como a € L>(2), por (2.20) e (2.21) temos que, é

limitada em L?(2), Consequéntemente,
||Un('7t)HL2(Q) <M Vitel0,T].

Além disso,

T+ L T+ L

2
||vn||i2(0,T;H§(Q)) < (T) ||Un('70)||L2(Q) < (T)MQ (2.22)

para todo n € N. A estimativa (2.22) junto com (2.20) nos diz que {v,;} é
limitada em L?(0,T; H=%(Q2)). De fato, temos que

Unt = —Ungz — Unagze — CL(:E)'Un-

Além disso, temos que

HU”WHLQ(O,T;H*%Q)) < c||vna r20,1;2(Q) — € ||Un||L2(o,T;Hg(Q))7

e de
| <Un,acac1:7 Q0> |H_2(Q)><H3(Q) — |<Un,$7 @xw) |H_2(Q)><H3(Q)
< an,pr(Q) ||90m||L2(Q)
< lonll gy o) Il mz ()
obtém-se
’ 2
1/2
||Unvl‘»’fﬂﬁHL?(O,T;H*?(Q)) = (/ ||Un7$$$||H*2(Q) dt) /
0

IN

T
2
o[ enllyymy )
0

= C ||Un||L2(0,T;H5(Q)) )
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Portanto, v,, € L*(0,T; H2(Q2)). Por outro lado, juntando os fatos
anteriores obtemos que
[onll 2002 < 1 onllizomsme) < €5 lvnell e rm-20)) < €2

onde ¢q, co > 0. As limitagoes acima, junto com um resultado de compacidade

cléssico [18, Corolério 4], nos garantem que existe uma subsequéncia {v;} de

{v,}, tal que
v, — v em L*(0,T; L*(Q))

v, —*v em L*(0,T; Hj ()
Ve —* v, em  L*0,T; H2(Q)).

Como

HU/CHLQ(O,T;LQ(Q)) =1

‘Hvk |‘L2(07T;L2(Q))_H UHLQ(O,T;LQ(Q))‘ < [lvk = v||L2(07T;L2(Q)) —0

quando k — +00, segue-se que

||U||L2(0,T;L2(Q)) =1

Por outro lado,

T T L
0 = lim {/ U,z’m(O,t)dt—i-?/ / a(x)vidrdt}
0 o Jo

n—-—+o0o

T T L
= lim inf{/ vj (0, t)dt + 2/ / a(x)vidrdt}
0 o Jo

n—--+00

T T L
> / v2(0,1)dt + 2/ / a(x)v*dxdt,
0 o Jo

o que nos garante que a(z)v? = 0. Como a(r) > ay > 0 em w € ), segue que

v=0em w x (0,7) . Por outro lado, o limite de v satisfaz

T T T
—/ (v, p)0ydt + / (s, @)0dt +/ (Vg, Pz )0dt =0,
0 0 0
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Veoe®D() e §€D(0,7). Entdo, pelo Teorema de Unicidade de Holmgren,
deduzimos que v = 0 em Q x (0,7), o que contradiz a [|v]| 2 1120 = 1-

Consequentemente, (2.19) é valida . Por outro lado, de (2.9)

s Yy = 3y — / (0, 1)dt 2 / / Jududt.

Logo,
(1+c){|yu0\|§m—/ (0, £)dt — 2 // Jutddt)
0

¢ ol Zage {/ oumz// Vudadt}

2
> CHU0||L2(Q)-

(L+¢) flul- T2

IN

A

Consequentemente,

2 2
[ Tl 20y < 7 lluoll 2o

com 0 < v =

| < 1. Portanto, pela propriedade de semigrupo associado
c

ao modelo, concluimos a demonstragao.
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Capitulo 3

A Equacao Nao Linear de

Korteweg-de Vries

Nesta se¢ao analisaremos a existéncia, unicidade e o comportamento assintotico

das solugoes do problema

)
U + Uy + Uy + vty + a(z)u =0, em 2 x RT

u(0,t) =u(L,t) =0, Vit>0
u(z,0) = up(x), Ve

\
Observemos que a energia associada a (3.1) é dada por

E@t) = %/0 u?(z,t)dx, (3.2)

e satisfaz

%E(t) — _/O a(x)u?(z,t)dr — %ui(O,t) <0; (3.3)

ou seja; F é uma funcgao nao crescente.
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3.1 Existéncia e Unicidade

Nesta secao, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 3.1.1. Para todo ug € L*(Q), o problema (3.1) tem uma tnica

solugao fraca

u € L}, .(0,400; Hy (Q)) N L2.(0, +00; L*(Q)). (3.4)

loc
Para demostrar o Teorema 3.1.1, precisaremos da seguinte proposicao:

Proposicao 3.1.1. Seja y solu¢ao do problema

(
yt+y$+yx;tz:uu;t:f7 emQX(07T)

y(0,t) = y(L,t) =0, Vit>0
ye(L,t) =0, Yt>0
y(x,0) =0, Vel

(3.5)

Entao,

1) sey € L*(0,T; H'()), yy, € L*(0,T; L*(Q)) e a aplicagio y — yy, €
continua;

2) para f € L'0,T;L*(R)), a solucio fraca y de (5.5) pertence a B =
C([0,T]; L*(2)) N L*(0,T; H'(Q)). Além disso, a aplicagao linear f — y €

continua.

Demonstracao.

Denotaremos por {S(t)}:>0 0 semigrupo de contragoes associado a equagao
linear correspondente.

1) Sejam y, z € L*(0,T; H'(Q)). Como H'(Q) — L>*(f), segue da desigual-
dade triangular e da desigualdade de Holder que
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T
lowe — 22ell o rmiey = / (T
0

T
= / 1YYe — 2Ya + 2y — 22| 21y dE
OT T
< / 16 = 20l 2 dt + / (0 — 222l oy
0 0
T
< / 19 = 2l e e 19l 20
OT
T / 19 — 2all oy 12l ey
0 T
<o / = 2lnge 15 e
o / 19 = 2l 12 sy
T
<o / Ul + 12 mnge) 1y = 2l
0
r 2 1/2 T 1/2
<arl [y = Wm0 [ ol oy dt)

2 2
o / ly = 212 )3 / 1212 0 )2

<ally— zHL?(O,T;Hl(Q)) (HyHL?(o,T;Hl(Q)) + ||Z||L2(0,T;H1(Q)))~
Fazendo z = 0 obtemos que yy, € L'(0,T; L?(R?)) e que aplicacio y —
Yy, € continua.

2) Dado que

‘}1[0775](‘9)8(75 - S)f('? S)HL2(Q) < Hf(v S)”LZ(Q) € L1<O,T),

segue do Teorema de Lebesgue que S(t—s)f(-,s) € L*(0,T). Logo, a solugao
fraca de (3.5)

y( 1) = / S(t — $)f(- s)ds € C((0.T): L2()).

Além disso, para todo t € [0, 7]

[ st = 01¢9as

t
v Dllisey = \ < [ 15 s
2@ Jo

IN

11l 0. 02000 -
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Portanto, a aplicagao linear f € L'(0,T; L*(Q)) — y € C([0,T); L*(Q2))

é continua, pois

sup Hy('at>HL2(Q) < HfHLl(O,T;L2(Q))'
t€[0,T]

Para mostrar que esta aplicagao estd bem definida e é continua de L' (0, T; L*(2))

em L2(0,T; H'(Q)), é suficiente provar que

Vf e LN0,T; L2(Q), Je >0,

192l 2@ 0.0y < €2 I f 1102

De fato, multiplicando a equagao em (3.5) por xy e integrando por partes,

obtemos

Ly T rLq 3 (T L
/—yQ(x,T)dx—/ / —y2(a:,t)dxdt—|-—/ / y2(w, t)dwdt =
0o 2 o Jo 2 2Jo Jo
T L
//xyfdmdt.
o Jo
Portanto,
T L o [T L 1 (T L
//yz(x,t)d:cdt :—/ xyfdxdt+—/ / y*(x, t)dxdt
o Jo 3Jo Jo 3Jo Jo
IR
—= d
3A v
1 T rL o[, T rL
//92($,t)dxdt+—/ / fydxdt
o Jo 3 Jo Jo

2L T
2
1z 0.7z + R 19l e o ry:r2@) /0 £l L2y dt

IN

IN

2L
2
||f||L1(o,T;L2(Q)) + 3 ||f||L1(o,T;L2(Q))

T+ 2L
< (5 ) Mllzorizey

IA
wlN wlN @l
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o que completa a demonstracao. Il
Demonstracao do Teorema 3.1.1.
Usando a féormula de variagdo de parametros, o sistema (3.1) pode ser escrito

na forma integral

u(t) = S(t)ug +/0 S(t — s)uug(s)ds = p(u)(t), (3.6)

onde {S(t)}+>0 €é o semigrupo associado a parte linear da equagdo e que, de

acordo com o Capitulo 2, satisfaz
1S (ol 2y < Nuoll oy, ¥t = 0,¥ ug € L*(9), (3.7)

IS (E)oll oy < 1+ V) ol ooy ¥ £ 2 0, o € L(Q). (3.8)

Para provar a existéncia e unicidade, introduzimos o espago
Xp = L>(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H{(Q)),
e verificamos que a aplicacao
p: Xp — Xp

¢ uma contracao para algum 7" > 0 suficientemente pequeno.

De acordo a (3.7) e (3.8) temos S(t)uy € X7, por outro lado pela Proposigao
3.1.1, segue que aplicacio que a cada u € Xp C L*(0,T; H}(2)) associa
uu, € L'(0,T; L*(Q2)) é continua. O mesmo acontece a aplicagao que a cada
f =uu, € LY0,T; L*(Q)) associa y € L*(0,T; H}(Q2)) N C([0,T]; L*(2)) C
Xr também ¢é continua, o que mostra que ¢ aplica continuamente X, em si
mesmo.

Agora, mostraremos que ¢ é uma contracao numa bola adequada de X

quando T > 0 é pequeno. Obviamente,
t
o(u) — p(v) = / S(t — s)(uug(s) — vvg(s))ds, (3.9)
0
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e de acordo com a anélise anterior,

/0 S(t — s)(uug(s) — vv,(s))ds

o) — ¢}, ] )

[ 186 =) ) = ven ), s

IN

< [ 8= 9)aals) = oD ooy
IS0 — 5)ua5) — v (5) oz oy
[ ) = o)l

+e(1 4+ VT) ||uz(s) — vvs(s) |l 12 Hds

IN

T
< / (14 4+ eVT) [[utta(s) — v0,(5) | 12y ds
0

IA

/0 ex(1 4 V) utia(5) — 002(3) | o 5

< a(l+ VT) fJuus(s) = vva(s)ll o2y -

Entao, aplicando a desigualdade triangular e a desigualdade de Holder,

temos

lo(u) =)l < el +VT) llute — vus + vue = 000l g1 1,220

(1 4+ VT){||(u — ) gl 10,7520

IN

+ || (u — U)“w“Ll(o,T;L?(Q))}

IN

c1(1+VT) [lu — Ul 20 1o ) 18 ll p20 72200

+er(L+VT) [lu, — Vall p20.7.p20)) 1V 22070 () -
Recordemos, a desigualdade de interpolagao cléssica (Gagliardo-Nirenberg)

1/2 1/2
0]l oy < € llwll oty lwell ot » Vo € HY (). (3.10)
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Como consequéncia de (3.10), temos
T
lllroroman = ([ Nulleie i
OT
([ Nl il )
OT T
( / a2 483 / a2 48)/2)1 2.

IN

IN

Portanto,

1/2 172 : (3.11)

4
HuHL2(O,T;L°°( Q) = T [ull oo (0,7;L2(%2)) [uall;2 (0,T;L2())

Assim sendo, concluimos que
o) =, < a1+ VD) = llsramiay el

+ ||Ua: - Ua:||L2(o,T;L2(Q)) ||U||L2(0,T;L°°(Q))}

< o1+ VT)er/ [ lu = vll2 0 rupca It = vl mracan
el 207 120)) ”UHLOO (0,T5L2(92)) ”Uw”w (0,T522())
Jue — Ux||L2(o,T;L2(Q)) ]

< %C(l + \/T)TIM [ Ju — UHLoo(o,T;L?(Q)) ||Uz||L2(0,T;L2(Q)) +
|u — U”L?(O,T;H&(Q)) ||u96||L2(0,T;L2(Q))
+ HUHL‘X’(O,T;LQ(Q)) |tz — UitHLQ(O,T;LQ(Q))
+ ||U||L2(0,T;Hg(sz)) |uz — Ux||L2(O,T;L2(Q)):|

<

(1 4+ VT)T'* [ lw =0l oo 07,202 ( ||u||L2(O’T;H3(Q)) )+

[|u — UHLQ(O,T;H(}(Q)) < HUHL2(O,T;H(}(Q)) + HUHLOO(O,T;LQ(Q))

10l 20,7120 )} '
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Portanto,
lo) = (), < ex(1+ VDT (ullg, + ollg,) u—vllg, - (312)
Isto mostra que ¢ é uma contracao na bola Bz de X se

2¢,(1+ VT)TV'R < 1. (3.13)

Portanto, a prova desta etapa estara completa se mostramos que para
uma escolha adequada de R e T satisfazendo (3.13), a aplicacao ¢ aplica Bg

em si mesma. De fato, das estimativas prévias temos
le() e, < e1(L+VT) Juoll gz + 21+ V)T |Jul%,
ou
lo()lle, < 1L+ VT) uollpagq) + 21+ VI)TV'R?, Vu € By, (3.14)

Tomando ¢ = max{ci, c2} temos que para R = 4c [|ug| () a estimativa

nos da
le(u)llx, < c(l+ VT +16¢*(1+ VT)TY* Juoll 20 luoll 2y - (3-15)

Assim, para garantir que o lado direito de (3.15) é menor que R , devemos

escolher T' > 0, suficientemente pequeno, tal que
VT +16¢2(1+ VT) TV [Jug|l 120y < 3.

Isto conclui a prova da existéncia e unicidade local de (3.1). Para mostrar

a existéncia global basta mostrar que, V1" > 0,
||U||L2(0,T;H3(Q)) < C(T, ||U0||L2(Q))
ja que
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el oo o220 < Nwoll p2a)-

Tal estimativa também é fundamental na demonstracao do decaimento
exponencial das solucoes. Por isso, optamos por apresenta-la na préoxima

secdo (veja as paginas 53 a 55).

3.2 Decaimento Exponencial

Nessa se¢ao, mostraremos que as solugoes de (3.1) decaem exponencialmente
para zero. O resultado é obtido usando o método introduzido no capitulo
2. Contudo, nao podemos aplicar o Teorema de Unicidade de Holmgren ja
que, agora, estamos lidando com uma equacgao semilinear. Para resolver esse
problema, precisaremos provar a seguinte Propriedade de Continuacao Unica

(PCU) para a equagao semi linear:

Se v e L*0,T; HL(Q)) N L>(0,T; L*()) resolve

(

Vg + Up + Uggy + AU, + a(x)v =0, em Q x (0,7T)
v(0,t) = v(L,t) =0, Vte(0,7)

v:(0,t) = vy (L, t) =0, Vte(0,T)

v =0, em w x (0,7)

(3.16)

\
com A\ > 0, entdo, v =0 em Q x (0,7).
Estaremos discutindo a (PCU) em detalhes mais adiante. No momento,

assumimos o resultado para obter o resultado central do nosso trabalho:

Teorema 3.2.1. Sejam w tal que a (PCU) para (3.16) se verifica e a = a(x)
satisfazendo (2). Entao, para qualquer L > 0 e R > 0, existem constantes

c>0ep>0, tais que
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E(t) < clluollfag e, V=0
para qualquer solugdo de (3.1) com uy € L*(Q) satisfazendo [woll 2y < R
Demonstracao.
Procederemos como na prova de (2.2.2), mostrando, inicialmente, a existéncia
de u,(0,t) € L*(0,T).

Consideremos uma sequéncia {ug,} C D(A); i.e; no dominio do gerador
infinitesimal do semigrupo linear {S(¢)};>0, tal que ug, — uy em L*(Q),
quando n — oo.

Sejam u,, as solucoes de (3.1) com dados inicias ug,. Para estas solugoes

regulares sabemos que a derivada da energia é dada por

d 2 L 2 _
EE(un)( )+ sus . (0,t) + /o a(x)u,dr = 0.

Agora, integrando (3.1) de £ = 0 & ¢ = T, obtemos
E(u)(T) — E(u,)(0) < —%/O (0, )dt — / / Dlde. (3.17)
Claramente,

E(un)(T) = E(un)(0) — E(u)(T') — E(uo) (3.18)

quando n — +o00.

Para simplificar a notagao, escreveremos u, = u € g, = Up.

Seja ¢ € C*([0, L] x [0,T]). Multiplicando a equagao em (3.1) por qu e
integrando em (0,7") x (0, L), obtemos

/ / qu(uy + Uy + Uy + vty + a(x)u)dzdt = 0.
0o Jo

Agora, observe que

T L q ¢
/ / quugdxdt = / / Hdtdr = / u?|d / = u?dt)d

_ /0 & e, T)d:zc—/o (qg (. 0)dz

L T 2
— / / qtu—dtdm
0o Jo 2
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T L T 4 Ly
/ / quugdxdt = / / Ndxdt = / (—u2|0L—/ Lutdx)dt
= — qz—dazdt
[ /0 ;

T L T L
/ / qua(z)udzdt = / / qa(z)u*dxdt
o Jo o Jo

T L T L
/ / qUUgpdrdt = /(quum|§—/ (Gt + qug )ugedx)dt
o Jo 0 0
T L T L
o Jo o Jo
T L
— —/ (qxuu$|o—/ (Quatt + Guuy)udr)dt
/ / ddxdt
= / / Quatl + @ty )updzdt — /(guié
/ q—$u2dx
/ / Ger & o gvat + / / qoudrdt
2 dx
+/ (q— 0tdt+/ / Lo 2 g dt
0
//qu drdt + = //qzu dxdt

v [ @0

T L T L
/ / quuuzdrdt = / / quu,drdt
o Jo
= / / q——u?’dxdt
- _/ (qu|y / qeuidz)dt
3 Jo
1 [T L
= ——/ / qeuldrdt
3Jo Jo



Escolhendo ¢(z,t) = x, resulta que

1 (L 1 (b 3 (T (L
—/ ru?(z, T)dx — —/ rud(z)dr — —/ / wrdzdt + = / / uldwdt
——/ / 3dq:dt+/ / va(z)u’drdt = 0.

Logo,

T L 1 (L o [T L
/ / udwdt + = / vu?(z, T)dx + = / / va(z)u*drdt =
o Jo 3 Jo 3Jo Jo
1 (T L 1 (L o [T L
—/ / w?drdt + —/ rud(z)dr + —/ / uddxdt.
3Jo Jo 3 Jo 9Jo Jo
Dai

2 T L 2 +L ) 3
HUHLQ(QT,HS(Q)) = A wydzdt < ( ) HUOHLQ( u’dxdt.

(3.19)
Por outro lado, segue da identidade da energia e do Teorema de imersao

de Sobolev que
T 4L T L
//uSd:Udt < /(HUHLOO(Q)/ w?dz)dt
o Jo 0 0
r 2
< [ il ol
) T
ol | oy

T T
2 2
ol ([ a2l
0 0

2
VT HU0HL2(Q) HU”L2(0,T;H3(Q))

IN

IA

A

para alguma constante positiva c¢. Logo, para d > 0, suficientemente pequeno,

obtemos que
4 90 2
/ / wdrdt < _185 HU0”L2(Q) + 9 HUHLQ(O,T;H(%(Q))‘
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Dai para § < 1/2 obtemos

42T T+ L

<

2 4 2
ull 2 0,712 () 31 [woll 720 +2(T) [uoll72(q) -

Como consequéncia de (3.20), deduzimos que

{tn} € limitada em L*(0,T; L*(Q));

{tn s} € limitada em H (0, T; L*(Q)).

Também sabemos que

De fato,

{uptn .} € limitada em L*(0,T; L*(9)),

T
2
”Unun,I”LZ(QT;Ll @) — (/0 ”Unun,x”Ll(Q) dt)l/z

€ COMO Up grp =

e (3.23) que

Logo,

e, em particular,

T
2 2
< / ol ltmal 2oy )72
0

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

T
2 2
< (sup. [t Zage) V2 / il 2y 48)2
0<t<T 0

||Un||Loo(o,T;L2(Q)) ||Un||L2(o,T;H3(Q)) :

{tn zae} € limitada em H-'(0,T; L*(Q)).

{un} € limitada em H='(0,T; H3(Q2))

Un(0,t) é limitada em H~*(0,7).
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Assim, podemos extrair uma subsequéncia (que ainda sera denotada por

uy), tal que
Un.(0,1) = u,(0,t) em H~1(0,T), quando n — oo.

Com esta subsequéncia retornamos a (3.17) e concluimos que {u, ,(0,t)}
é limitada em L?(0,7T) . Novamente, podemos extrair uma subsequéncia que
serd convergente, no sentido fraco, em L?(0,T). Esse fato juntamente com a

discussao anterior, mostra que
Uy, 2(0,1) = u,(0,t) em L*(0,T), quando n — oc. (3.24)

Logo, a semicontinuidade inferior da norma, (3.24) e (3.17) implicam que

n—-—oo

T
/ [uZ(0,1)| dt < hmmf/ |uz (0,)| dt < 2E(ug) < oo.
0

A desigualdade acima garante que podemos passar o limite em ambos
lados de (3.17) e mostrar que a solugao u(t) do sistema (3.1), com dado

inicial vy € L*(Q), satisfaz

Eu(t)) - E(uo):——/ 0 (0, )2 dt—/ / 23, £)dwdt.

Além disso,

4c*T T+ L
2 4
ull 2071 )) < 31 [uoll 720 + 2

||“0||i2(9)- (3.25)

Agora, mostraremos que para qualquer T > 0 e R > 0, existe uma

constante positiva ¢ = ¢(R,T’) > 0, tal que

ol 720 <c{/ Otdt+2// u?(z, t)dedt) (3.26)

para toda solucao de (3.1) com [|ug|| 2y < R
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Este fato, junto com a lei de dissipagao da energia (3.3) e a propriedade
de semigrupo associado ao modelo, é suficiente para obter o decaimento ex-

ponencial local uniforme de E(t). De fato, escolhendo ¢(x,t) = (T — t),

obtemos

/ d:z:—// 2da:dt+/ (T—t)u 0tdt+2//Tt Yuldxdt
(3.27)

pois

T
/ / (T — t)uu dadt = — —u3dxdt
o Jo 0

/0 (w*(L,t) — (,))dt—O.

Logo, de (3.27) deduzimos que

ol 720 // dedt—i—/ Otdt+2// Ju’dxdt. (3.28)

Assim para provar (3.26) ¢ suficiente mostrar que para todo 7" > 0 e

R > 0, existe uma constante positiva ¢; = ¢1(R, T, tal que

// 2dxdt<cl{/ 0tdt+2// Jutdzdt}  (3.29)

para qualquer solugao de (3.1) com |[uo|[12(q) < R.

A demonstragao serd feita usando um argumento de contradi¢ao. Supon-
hamos que (3.29) nao se verifique. Entao, existe uma sequéncia de funcoes
{u,} € L=(0,T; L*(2)) N L?(0,T; H}(2)) que resolvem (3.1), satisfazendo
[tn(:, 0)[| 20y < R e tal que

. ||Un||L2 0,T;L2 (2
li

m
/ Otdt—|—2/ / udxdt
0

= +00. (3.30)
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Seja Ap = [[tn[ 120 7.12(0)) € definamos v, (z,1) = up(x,t)/An. Para cada
n € N, a fungao v,, satisfaz

(

Unt + Unaz + Ungze + AUnUng + a(x)v, =0 em Q x (0,7
v,(0,8) = v, (L, t) =0  Vite(0,T)

(3.31)
vaa(L,t) =0 Yte(0,T)
\ Un(2,0) = v 0 = up(z,0) /A, em €,
lonll 200 722(0)) = 1) (3.32)
e
T T L
/ UZVI(O,t)dt + 2/ / a(x)vidxdt — 0, quando n — o0. (3.33)
0 0o Jo
Usando (3.28) segue que v,(+,0) é limitada em L?(2) e por (3.25) segue
que

||Un||L2(0,T;H3(Q)) <c,VneN, (3.34)
para alguma constante ¢ > 0. Por outro lado, v,v, , € L*(0,T; L'(Q)) e
’ 2
1/2
lotnalizoramy = Bontnsllsa
g 2 2
1
< ([ Mol el 0

T
2 2
(500 [onl )2 [ [onaliaey @02
0

0<t<T

VAN

< ||Un||L<><>(0,T;L2(Q)) ||Un||L2(O,T;Hé(Q)) :
Assim, por (3.34) garantimos que existe ¢ > 0, tal que

HU”U"JHL?(O,T;Ll(Q)) <c (335)
Agora, observe que {\,} ¢é limitada. De fato, como v,(z,0) é limitada em

1
L2(Q) e |lun(z, 0)|| < R segue de o [n (2, 0l 2 () = [lvn(2; 0)]] 12(q) aue
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{A\.} é limitada. Logo, segue de (3.31), (3.32), (3.34) e (3.35) que {v,.} é
limitada em L*(0,T; H%(92)). De fato,

<

1onel 20,720 cllonell 20.r020)

= cC HUHHL2(O,T;H(}(Q))

anvn,xHLQ(()’T;Hf%Q)) S c ||Unvn,z||L2(07T;L1(Q)) S C1
e de
‘(Un,xmza (10>‘H72(Q)><H02(Q) = ’</Un,x7 (pa:xHH*?(Q)ng(Q)
< ||Un,x||L2(Q) ”SOMHL?(Q)
= an||H6(Q) ||S0||Hg(9)
segue que

T
2
||Un,xcm;||L2(07T;H72(Q)) == (/0 ||Un,a::(:x||H72(Q) dt)l/Q

T
2
< o[ Nonllyn a0
0
= ¢ ||Un||L2(o,T;H5(Q)) :
Portanto, v, € L*(0,T; H %(Q)). Como H}(Q) possui imersao compacta

em L?(Q), segue de (3.34) e de [18, Corolério 4] que podemos extrair uma

subsequéncia {v;} de {v,}, tal que

v, — v em L*(0,T; L*Q))

v, —=*v em L*0,T;H}(Q))

vy = v, em  L*0,T; H2()).
e por (3.32)

vl 207 p20) = 1- (3.36)
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Além disso,

T T L
0 = liminf{ vi,x((),t)dt—k?/ / a(x)v2dzdt}
o Jo

r T L
> {/ v2(0,1)dt + 2/ / a(x)vidzdt},
0 o Jo

donde deduzimos que a(z)v =0 em Q x (0,7). Assim, v =0 em w x (0,7)
e v,(0,¢) =0 em (0,7).

Agora, temos dois casos a serem considerados:

e Existe uma subsequéncia {\;} de {\,}, tal que A\, — 0 quando k —

+00. Neste caso, o limite de v satisfaz o problema linear

Vg + Vg + Upgr = 0, em Q x (0,7
v(0,t) = v(L,t) =0, vt e (0,7)
v (L, t) = v, (0,t) =0, vVt € (0,7)
v(x,t) =0, V(z,t) € wx (0,T).

(3.37)

Entao, pelo Teorema de Unicidade de Holmgren, v =0 em  x (0,7,
o que contradiz (3.36).

e Existe uma subsequéncia {A;} de {\,} tal que A, — A > 0, quando

k — +00. Neste caso, a funcao limite v resolve

Uy + Vg + Uggw + A0, + a(z)v = 0, em Q x (0,7T)
v(0,t) = v(L,t) =0, vt e (0,7)
v(L,t) =0, Ve (0,T)

satisfazendo a condigao extra
v(0,8) =0 vt € (0,7)

v=0 em w x (0,7T).
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Assim, pela (PCU) assumida anteriormente, temos que v = 0 em 2 x (0,7)
e, novamente, temos uma contradicao. Portanto, a demonstragao esta con-

cluida. O

T L
Observacao 3.2.1. O termo / / uddxdt também pode ser estimado us-
0o Jo

ando a desigualdade,

1—
lull Loy < el zagoy llullwt @)

1 1
de Gagliardo-Nirenberg, onde a(—+1——)=

1 1
q r q P

Teorema 3.2.2. Sejam u solu¢io do problema (3.1) obtida no Teorema
(3.1.1), w e a(x) definidos em (2). Se u,(0,t) =0 eu=0 emw x (0,7),

entao
w e L2(0,T; H3(2)) N HY(0,T; L*()).
Consequentemente, a (PCU) se verifica e u = 0.

No que segue, provaremos algums resultados técnicos para obter a regu-

laridade necesséaria.

Lema 3.2.1. Seja u a solu¢ao do problema (3.1) obtida no Teorema (3.1.1).
Entao, o problema

(
U F Uy + Vg + (u(z, t)0), + a(z)v =0, em Q x (0,7T)

v(0,t) =v(L,t) =0, vVt e (0,7)
v(L,t) =0,  Vte (0,7T)
v(x,0) = vo(x), em ()

(3.38)

(
tem uma tnica solugao fraca v € L*(0,T; Hg(2)) N L>(0,T; L*(2)), sempre
que vy € L*(Q).
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Demonstracao.
A demonstracao da existéncia segue os memos argumentos usados na demon-
stracao do Teorema 3.1.1 e por isso sera omitida. Assim, para concluir a prova
do Lema 3.2.1 é suficiente provar que a solucgao existe globalmente. Para isto,
serao necessarios algumas estimativas a priori, que serao obtidas em diversos
pasos.

Primeiramente, multiplicamos a equagao em (3.38) por v e integremos

por partes em (0, L):

1d (* 1 L L
—— [ Wi+ Zv2(0,t) + / a(r)vidr = / uvvde, (3.39)
2dt J, 2 ; ;

L L
pois / v(uwv),dr = — / uvvde. Integrando a igualdade acima de 0 a T e
0 0

aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder, segue que
L L T L
/ v (2, T)dr < / vgdx—l—Q/ / |uvv, | dedt (3.40)
0 0 o Jo
L T
< [ adder 2 [ fuvllag el dt)
0 0
L T , T )
< [ btz ol a2 el do)
0 0 0

L T ) ) T 9
< / o2 + / ey 10120 -+ / o222
0 0 0

Para estimar os dois dltimos termos no lado direito de (3.40) multipli-

camos a equagao (3.38) por zv e integramos em (0, L) x (0,7):

T L 1 (L o [T L
/ / vidxdtJr—/ :131)2(:10,T)dx+—/ / ra(z)videdt =
o Jo 3 Jo 3Jo Jo

1 [T L 1 (L o [T L o [T L

—/ / vzd:cdx+—/ xv%(x)dx%——/ / wuvvxdxdt+—/ / wvidzdt.

3Jo Jo 3 Jo 3Jo Jo 3Jo Jo (

3.41)

Pois
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T L L L
/ / rv(uw) drdt = xv(uwv)|y — / wvids — / ruvv,de,
o Jo 0 0

obtemos

T (L
/ / vidrdt <
o Jo

9 (T L 9 (T L
5/ / zuvvydxdt + g/ / woldxdt +
o Jo o Jo
1 [T L 1 L
5/0 /0 viddt + 5/0 rvdr, (3.42)

pois os outros termos que aperecem no lado esquerdo de (3.41) sao positivos.

Assim, procedendo como em (3.40) e usando a desigualdade de Poncairé,

deduzimos que

2 T L
- / / zuvv,dxdt
3.Jo Jo

2

T L
wo?dzdt
i

IN

IN

IN

IN

IN

IN

IN

IN

/ / |uvv, | dxdt

- . HuvHLz y Vel L2 ()

3

2L 2 1/2 T 2 1/2
5 ( . HuvHLm dt) (0 [021 12 () )

L Lé 2
Huv\lz g+ 2 / uvxuz dt
35 L2(Q) 3 0 L2(Q)
L
- ||u||Lm o220 dt+— ||vx||Lz<mdt

//‘uvﬂdxdt

[ Bl Il
0

2c 9 1/2 T 2 1/2
5 ( i ||uvHLz(Q)dt) ( Hvx||L2(mdt)
T
C(S 2
55 ) Tl 5 | g

T
c co 9
3/, ul| oo ) 1011720 + 3/0 102|720 dt-
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Assim,

T L L L 5 T L
//vgdxdt < ” / 2wy 100122 dt+%/ / Jdudt

0 0 0 0 0
+ / / vidrdt + — / vad. (3.43)

Portanto, para um 0 > 0, suficientemente pequeno, temos que existe

c > 0, tal que

// 2dmdt<c{/ dx+/ (Ut [l i) [0y it} (3.44)
Substituindo (3.44) em (3.40) obtemos
L L T ) ) T L
/UQ(x,T)dx < /vgdx+/ . ||v||L2(Q)dt—i—/ / Rdrdt
0 0 0 0 0
L T ) )
< [ it [l ol d

+C{/ dl‘ —|-/ (1+ HuHioo(Q)> HUHi?(Q) dt}
T , )
< (c+ 1){/0 vgda +/0 (1Al ) N0y -

Logo, aplicando a desigualdade de Gronwall e o Teorema 3.1.1 garantimos

a existéncia de uma constante ¢ > 0, tal que

T
1ol Z20) < ¢llvollzaq exp(C/o (14 [Jull 773 0 )lt).
Assim,
[0l oo 0.7, 22(0) < C (3.45)
onde C' = C(T, [[uoll 2 (g » Vo]l L2(g))-

Por outro lado, combinando (3.44), (3.45) e o Teorema 3.1.1 segue que

L T
2 2 2
g A ) R T SOV T

T
2
< CHUOHL2 +CHUHL°°0TL2(Q))/0 (1+|’uHL°°(Q))dt

< C, (3.46)
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onde C' = C(T, HU0HL2(Q) ) ”UOHLQ(Q))' O
Lema 3.2.2. Eziste uma constante positiva C'= C (T, [[uol|2(q)), tal que
T T L
ool < O 20.0a+ [ [ oo+l o} 47
para toda solugdo v de (3.38).

Demonstracao.
Para provar (3.47), usaremos técnicas multiplicativas e também o argumento
de ” Compacidade-Unicidade”.

Multiplicando a equacao (3.38) por (T'—t)v e integrando em (0, L) x (0,T)

obtemos
, T L T
T lvolly2y = /0 /0 Udedt—i—/O (T — t)v2(0,t)dt (3.48)

T L 1 [T [L
+ 2/ / (T—t)a(x)vzdxdt—i——/ / (T — t)uyvidadt.
o Jo 2Jo Jo
Como

/OT /OL(T — tu(uv)odudt = /OT /OL(T — 1) (upv? + uvv, )dzdt

e
/T/L(T Yuvvydad 1/T/L(T Vu-L2dzd
—tuvvgdrdt = — —t)u—v dxdt
o Jo 2J)o Jo dx
1 (T L

- 5/ (T — tyuwv*|§ —/ (T — tyu,v’dz)dt

0 0
1 [T L
= —5/ /(T—t)ua;UQd:pdt
o Jo

T L 1 (T L
/ / (T — t)v(uv)dedt = = / / (T — t)u vdwdt.
o Jo 2Jo Jo
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Retornando a (3.48), com as identidades acima garantimos que

1 T L

el < [ [ v [0, / / s
T 0 0 0
1 T L
—/ / || vidadt. (3.49)
2Jo Jo

Por outro lado,

T L
/ / | | vidadt
o Jo

Logo de (3.49), (3.50) e do Teorema 3.1.1 concluimos que existe uma

IN

T
/ okl ey 10120 (3.50)
0

2
HUHm(o,T;Hg(Q)) HUHL4(0,T;L4(Q)) :

IN

constante ¢ > 0 satisfazendo

2 1 2 T
HUOHLQ(Q) < _HUHL? OT-LQ(Q))+ ; Ui(O,t)dt

+ 2/ / 2d$dt+CHUHL4(0TL4(Q))a
e dado que
2 ST 2
HUHL?(O,T;L?(Q)) <VvTL ||U||L4(0,T;L4(Q))
temos

T
2
”UOHiQ (9] S & ||U||L4 OT'L4 Q -+ Ug(o,t)dt
() () 0

+ 2/ / Yidadt (3.51)

onde ¢ > 0, s6 depende de T e |Jugl| 12(q)- Consequentemente, para provar
(3.47), é suficiente mostrar que para qualquer 7' > 0 existe uma constante

positiva C' = C(T'), tal que

ooy < €U 2.0 [ [ atantaadt ol s} 6.2

para qualquer solucao de (3.38).
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Suponhamos, que (3.52) nao se verifique. Entao, existe uma sequéncia de

fungoes v, € L>(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; Hi(Q2)), que resolve (3.39) e

||Un||L4 (0,T;L4(2))

lim =o00. (3.53)
n—aoo 2

/0 L(0,%) dt+/ / 2dxdt + ||vnoll?,- 3(0)
Seja An = ||vnllza(0.1.04()) € para cada n € N definamos wy(z,t) =

U (2, t)/An. A funcio w, satisfaz

/

Wnt + Wy + Wy oo + (W), + a(z)w, =0, em 2 x (0,7)
wy(0,t) = w,(L,t) =0, Vi>0

W (L, t) =0, V>0

W (2,0) = v,(x,0), /A = Uno/ s Ve

(3.54)

Além disso,

||wn||L4(o,T,L4(Q)) =1 (3.55)

/ 0tdt+// JuRdwdt + w4 s — 0, (3.56)
0

quando n — oo.
Usando (3.51), (3.55) e (3.56) segue que w,(z,0) é limitada em L?(Q) e,

portanto, de acordo com (3.46),

HwnHH(o,T;Hé(Q)) <C, (3.57)
para alguma constante C' > 0. Por outro lado,

[ (wwn)all r20.r:010)) < Nuewnll p207. 010y + 10wnel 20 7,010
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T
2
||uwn71’||L2(O,T;L1(Q)) - (/0 ||UWn,x||L1(Q) dt)l/Q

T
2 2
< ([ Nl oy o )
0

T
2
< s ey ([ o)
0<t<T 0
< lull oo,z () lwnll 20, msm @) -
Assim
<

”(uwn)xHLQ(O,T;Ll(Q)) HwnHLoo(o,T;LQ(Q)) HUHLQ(O,T;H(%(Q))

+ Nl po o2y lwnll 20,7530y - (3-58)

Entao, por (3.58) e pela analise prévia obtemos que existe C' > 0, tal que

| (uwn):EHL?(O,T;Ll(Q)) <C (3.59)

Logo,
{wy} é limitada em L*(0,T; H™*(2)). (3.60)

De fato, de acordo com (3.54) w,, ; satisfaz
wn,t = _wn,:r - wn,x:px - (uwn)x - a(x)wn €m 9/(07 T7 H_Q(Q))

e (3.57)-(3.59) garantem a limitagao (em L*(0,T; H2(2))) dos termos que
aparecem no lado direito da equacao acima.

Agora, mostraremos que

Eziste s > 0, tal que {w,} € limitada em L*(0,T; H*(Q)) e a imersao
H3(Q) — L) € compacta.

De fato, como {w,} é limitada em L?(0,T; H3(Q))NL>(0,T; L*(Q)), por

interpolagdo podemos deduzir que {w,} é limitada em
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[L9(0, T L2(2)), L*(0, T Hy ()] = LP(0, T, [L2(2); Hy (2)]s)

1 1-6 0
onde—:—+§eO<9<1. Assim, escolhendo p =4, g =8¢ 60 =2/3
p q

o resultado se verifica com s = 1/3; isto é;
[L2(Q), H§(Q)]oys = H'(Q),

e a imersdao H'/3(Q) — L*(Q) é compacta.
Entao, usando a afirmagao acima, (3.60) e um resultado de compacidade
classico [18, Corolério 4], podemos extrair uma subsequéncia de {w,}, que

também denotaremos por {w,}, tal que

w, — w em L*0,T; L*(Q))
w, —~*w em L*0,T;H(Q)) (3.61)
Wny = w, em  L*0,T; H2(Q)).

e por (3.55),
||w||L4(0,T;L4(Q)) =1 (3.62)

Além disso,

T T L
0 — liminf{ |wm|2dt+/ / a(wywddadt + wa (- 0) |-}
0 0 0

T T L
> / |w$(07t>|2dt+/ / a(x)w2dxdt+||w(-,0)||§{,3(9). (3.63)
0 o Jo

Isto implica, em particular, que w(z,0) = 0. Consequentemente, o limite
w que resolve o sistema

)
Wy + Wy + Wapy + (vw), + a(z)w = 0, em Q x (0,7T)

w(0,t) =w(L,t) =0, Vit>0
w(0,t) = w,(L,t) =0, V>0
w(z,0) =0, Vel

(3.64)
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¢ identicamente nulo, i.e., w = 0. Isto contradiz (3.62) e, necessariamente,

(3.52) se verifica. O

Agora estamos em condigoes para provar o Teorema 3.2.3.
Demonstracao do Teorema 3.2.35.
Seja ug € L*(Q). Diferenciando a equagdo em (3.1) com respeito a ¢ obtemos

o sistema (3.38) com
vo(r) = v(x,0) = uy(2,0) = —ugx — Uopee — Voo — al(z)ug € H3(N).

Por outro lado, se u,(0,t) e a(x)u se anulam entao v,(0,t) = 0 e a(z)v =
0. Consequentemente, segue do Lema 3.1.2 que vy € L*(2). Logo, combi-

nando o Lema 3.1.1 e o sistema (1) obtemos
u, = v € L>(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H3 (Q)) (3.65)

= —up — Uy — ul, — a(z)u, em (0,L) x (0,7)

/u’$$$

uw(0,t) =u(L,t) =0, te(0,7).

(3.66)

Assim, o Teorema 3.1.1 junto com (3.65) e (3.66) nos permite concluir que
uwe L20,T; H3(Q))NH'(0,T; L*(Q2)). Finalmente, usando a (PCU) provada

em [17, Corolério 1.2 e Teorema 4.2] temos que u = 0. O

3.3 Decaimento Exponencial de Solucoes de
Pequenas Amplitudes
Seja S(-) o semigrupo linear associado a (3.1). Sabemos que
IS gr2(y) < Ce™ (3.67)
em dois casos:
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e quandoa=0e L ¢ €&,

e quando a > ag > 0 ¢.s. num subconjunto aberto nao vazio w de (0, L),
e L e €.
Seja T > 0 e v < 1, tais que

IS g2y =7 < 1. (3.68)

Como as solugoes do problema nao linear satisfazem a férmula de

variacao de parametros (3.6), temos que
T
w(T) = S(T)ug + /o S(T — s)[uuy(s)ds. (3.69)
Além disso, segue de (3.35) que
T
Ty < Y allgzgy + [ty s (370

Por outro lado,

T T
| Tty < [l il
0 0
T
< [ Mellgo ol
— 2 .
=c HUHLQ(O,T;H(}(Q)) )
ou seja;
2
HU(T)HL2(Q) <7 ||U0”L2(Q) +c ||U||L2(0,T;H§(Q)) , ¢>0.

Como de (3.25) também temos

2 2 4
[l 20,730y < Clllwollzai) + luoll 2oy

combinando as duas ultimas estimativas, obtemos
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3
(Tl 2y < ol oy [v + Clliuoll 2oy + 1ol |-

Agora, escolhendo

L=y

3
C[IIUoIIL2(m+IIuoIIL2<Q)]<—2 ; (3.71)
segue que
1+~
(T 20y = —5— llwoll z2(q) (3.72)

Este fato, junto com a propriedade de semigrupo associada ao mod-
elo nos dao o decaimento exponencial das solucoes com dados iniciais

pequenos.
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Apeéndice

Teorema 3.3.1. Se w contém dois conjuntos da forma (0,0) e (L — 0, L),
para algum 6 >0, e v € L*(0,T; HY(Q2)) N L>(0,T; L*(2)) € solugdo de

;

UV + Vg + VUpgw + A0V, = 0, em 2 x (0,7)
v(0,t) =v(L,t) =0, Vite (0,T)

v:(0,t) = vy (L, t) =0, Vite (0,T)
v=0, emw x (0,7T)

(3.73)

\

com A >0 eT >0, entdo, necesariamente v =0 em Q x (0,7T).

Demonstracao.

Como v € L*(0,T; H}(Q))NL>®(0,T; L*(Q)) segue que v; € L*(0,T; H2(Q)).
Dai, como v € L*(0,T; H} () e v, € L*(0,T; H%(Q2)), entao por [9] e [19,
Capitulo 11T, Lema 1.4] segue que v é continua no sentido fraco; ou seja;
v € Cw([0,T]; H2(Q)) . Por outro lado, de acordo a estrutura de w, temos
que v =0 em {(0,0) U(L—4,L)} x (0,T). Logo, a fungao V = V(x,t)

v(x,t) se (x,t) € (6,L —9) x (0,7T)

V(z,t) =
0 se (z,t)e{R—(5L—-0)}x(0,7T),

que estende v a todo R, satisfaz

Vit Vet Vige £ AV, =0 em R x (0,7)
V(z,0) = ¢(x) em R
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onde
v(x,0) se xz € (§, L —6)

p(r) =
0 se(z,t)e{R—(6,L—0)}.

Assim, se consideramos W (x,t) = V(x +t,t), entao W resolve

Wi+ Wege + AWW,=0em R x (0,7)
W(z,0) = p(z) em R.

Dado que ¢ tem suporte compacto e pertence a L?(R),
/go%x)exp(%x)dm < oo, Vb>0.
R

Logo, pelas propriedades de regularidade provadas por Kato [4, Teorema
12.1], W € C*°(I x (0,T)). Portanto, aplicando o resultado de continuagao

tnica em [21, Teorema 4.3|, temos V = 0 e, consequentemente,
v(z,t) =0, em Qx(0,7T),

0 que completa a demonstracao.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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