Grupos lineares livres e o Paradoxo de

Hausdorfl-Banach-Tarski

Susan Wouters

Marco de 2006



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



”Grupos Lineares Livres e o Paradoxo de Hausdorff-Banach-Tarski”

Susan Wouters

Dissertagao submetida ao corpo docente do Instituto de Matematica da
Universidade Federal do Rio de Janeiro como parte dos requisitos necessarios

a obtencao do grau de Mestre em Ciéncias.

Area de concentracao: Matemaética Pura.

Aprovada por:

Adilson Gongalves (UFRJ-presidente)
Guilherme Augusto De La Rocque Leal (UFRJ)
Manoel José Machado S. Lemos (UFPE)

Luciane Quoos Conte (UFRJ).

Rio de Janeiro

Abril de 2006



Resumo

O objetivo principal deste trabalho é provar o famoso paradoxo de Hausdorff-
Banach-Tarski, cuja solucao, dada por Hausdorff em 1914, se baseia na
constru¢ao de um subgrupo livre F' de SO(3,R) gerado por duas especiais

rotagoes no espaco real 3-dimensional.



Abstract

The main goal of this text is to prove the famous Hausdorff-Banach-Tarski
paradox, which solution, given by Hausdorff in 1914, is based on the construc-
tion of a free subgroup F' of SO(3,R) generated by two special rotations in

the real 3-dimensional space.
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Introducao:

A teoria que aborda, de forma mais sistematica, os subgrupos dos grupos
GL(n, K) sobre um corpo K, os chamados grupos lineares, aparece na se-
gunda metade do Sec. XIX, com C. Jordan estudando grupos lineares soliveis
(1870) e Felix Klein, com seu famoso“Erlangen Programme”(1872). Nessa
dissertacao, essencialmente, vamos estudar métodos de construcao e import-
antes exemplos de grupos lineares livres(nao-abelianos), inicialmente motiva-
dos pelo famoso paradoxo de Hausdoff-Banach-Tarski, cuja solucao, dada por
Hausdorff em 1914, se baseia em uma construg¢ao de um subgrupo livre F de
SO(3,R) gerado por duas especiais rotagoes no espago real 3-dimensional. A
demonstracao envolve o axioma da escolha, na escolha de uma transversal,

na acao livre de F sobre a esfera bidimensional no espaco real 3-dimensional.

Teorema( Hausdorff, 1914): “Nao existe uma medida finitamente adi-
tiva, definida em todos os subconjuntos da esfera bidimensional do espago

3-dimensional real, que seja invariante pelo grupo de rotagoes SO(3,R)”.

Um interessante critério geométrico, de Felix Klein(conhecido como Lema
do Ping-Pong), e alguns critérios similares sao utilizados na construcao de
subgrupos lineares livres de GL(n,C), que serao livres, em determinadas
regioes do plano C, dependendo do moédulo de um parametro complexo. O
tema é muito abrangente e tem sido estudado por importantes matematicos.
Um dos resultados mais destacados foi dado em resposta a uma conjectura

de Bass e Serre, no contexto de grupos lineares livres.



Teorema( J. Tits, 1972): “Um grupo linear , em caracteristica zero,
que nao contém um subgrupo solivel de indice finito, contém um subgrupo

livre”.

No capitulo 1 apresentamos resultados preliminares que serao utilizados nos
capitulos seguintes, incluindo os seguintes tépicos: Medidas Finitamente Adi-

tivas, Acao de Grupos, Grupos Topolégicos e Transformagoes de Mobius.

No capitulo 2 abordamos acoes topoldgicas, relacionando os conceitos de gru-
pos discretos e grupos descontinuos. Nesse capitulo provamos a equivaléncia
desses conceitos para subgrupos do grupo M de Mobius agindo no espaco

hiperbdlico 3-dimensional.

No capitulo 3 apresentamos a construcao de grupos livres e produtos livres,
destacando na Proposicao 3.11, o critério de F. Klein, para a construcao de
produtos livres e grupos livres. Incluimos nesse capitulo exemplos de gru-
pos livres de matrizes 2x2; subgrupos livres discretos do subgrupo modular;
os grupos livres de Schottky; a discussao, a menos de um parametro com-
plexo, se alguns grupos de matrizes 2x2, complexas, em dois geradores, sao
ou nao livres e no exemplo 3.19, o Grupo de Hausdorff livre, gerado por
duas rotacoes no espaco real 3-dimensional, finalizando com o teorema 3.21,
onde demonstramos o famoso Paradoxo de Hausdorff-Banach-Tarski, que foi

a motivacao inicial para a elaboracao dessa dissertacao de Mestrado.

Gostaria ainda de mencionar que alguns trabalhos recentes em Anéis de Gru-
pos linhas de destaque em Algebra no IMUFRJ e no IMEUSP, abordam o

estudo de subgrupos livres no grupo de unidades desses anéis.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Medidas Finitamente Aditivas

Definicao 1.1. Seja X um conjunto qualquer, S C P(X). S é um semi-
anel(de X ) se:

(i) S #0,
(ii)) A, BeS=ANBEeSY,
(i) A, B € S = A\ B pode ser escrito como:

A\B:zn:c*i, C; e,

i=1
onde \ denota a diferenca de conjuntos e Y designa a uniao de conjuntos

disjuntos.

Observagao 1.2. A definicio acima implica que ) € S.De fato,
S#40)=3AecS = ecristem C; € S tais queA\A:@ZZCi,
i=1

o que implica que todos os C;’s sdo vazios.Como C; € S, entao () € S.



Exemplo 1.3. : X =R, S C P(R) ; S ={I C R: I intervalo limitado }.
S constitui um semi-anel.
Observacao 1.4. A Definicao 1.1 é equivalente a:

Definigao 1.5. S C P(X) € um semi-anel de um conjunto nao-vazio X
se:

(i) D e s,

(') A, Be S=ANBeS,

(i1i’) By, B € S, By C B = existem C; € S tais que B\ By pode ser escrito
como:

B\Bo—i@, C; eS.
i=1

De fato, para vermos que sao equivalentes,basta observarmos que se A, B €
S,entao A\ B={r € Aex ¢ B} = A\ (ANB). Como ANB € Se

AN B C A, temos por (iii’) que existem C; € S tais que:
A\B=A\(ANB)=) C.
i=1

Proposicao 1.6. (Produto cartesiano de semi-aneis): Se X', X" sdo con-

juntos quaisquer e S" e S” semi-aneis de X' e X" respectivamente, entao:
S={A x A" A eS8 A" cS8"} éum semi-anel de X = X' x X"

Demonstracio. () dx0=0=0€cS,

(i) Sejam A’ x A” € Se B'x B” € S, com A,B' € §' ¢ A", B" € S".
(A x A”)N (B x B") = (ANB)x (ANnB"). Como (ANB)eS e
(AN B") € 8", temos (A’ x A”)N (B’ x B") € &,

(iii)Se A x Al A x A” € §, com A} x Al C A’ x A", entéo existem C; € S

tais que A’ x A"\ Aj x Aj =>"",, C; € S. Como 5" e S” sdo semi-anéis,



temos: A"\ Ay =31 A, Aje S, VI<i<neA"\Ag=> 7T A, Al €
S”, V1 < j < m. Dal,

A" AN A X AG = 320 ) 400 Ai X AJ, basta notar que Ay C A" e Aj C A"
Logo,

Al = A6 + Z?:l A; = Z?:o Aé

AT = AL A = S A

Portanto, A" x A" =71 (370 (A} x AT) =37, Al x A O

Definicao 1.7. (Anel de X ) : Uma cole¢io U de subconjuntos de um con-
Junto X € um anel de conjuntos se:

(i) 0 eU

(ii) Se A1, Ay e U = Ay U Ay, AfNAS, AiNAy €U

Note que se U ¢é anel, entao U ¢é semi-anel.

Definigao 1.8. Chamamos de medida a qualquer fun¢do p: S — R (ou na
reta estendida R U {o0}) de um semi-anel S tal que:

(1) n(@) =0 e

(it) v seja finitamente aditiva, isto €, sempre que tenhamos S; € 5,1 < j <n

disjuntos tais que Z?Zl S; também pertenca a S, entao:

“Ci%>:§iM%)

A medida p é dita o-aditiva se n acima puder ser co e , se tivermos

p:S —[0,00], u é dita medida positiva.



Lema 1.9. Seja U um anel e p: U — [0,00) uma medida ( positiva, finit-
amente aditiva). Entdo:

(i) AC B= u(A) <uB), VA BelU

(ii) o (U Ay) < S00 wl(Ay), YA, . A, € U.

Demonstracao. (i) Como A C B, temos B= A+ (B\ A) = u(B) = u(A) +
uw(B\ A) = u(B) > u(A)(pois, p é medida positiva).
(ii) Para n = 1 é trivial. Para n = 2, temos:
AU Ay = Ar 4 (A2 \ A1) = p(A1 U As) = p(Ar) + p(Az \ Ar) < p(Ar) +
p(As)(pelo item (i)).
Procedemos por inducao:
Suponha valido para n. Para n + 1, temos:
(AU . UA,UA, ) < (devido ao caso n = 2)
AT U U A+ p(Apg) < ST (A + il Angn) = 20000 1 Ay).
[

Proposicao 1.10. Seja S um semi-anel e U(S)= U a cole¢ao das unides
finitas disjuntas de elementos de S. Entao:

(i) U € anel,

(ii) Toda medida p em S se estende de maneira unica para uma medida [

em U, definida por:
I (ZS}) = ZM(SJ-), se S; € Sem < oo
=1 j=1

(111) Se uma medida p em S € o-aditiva, sua extencao T a U também é

o-aditiva.
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Proposigao 1.11. Sejam S um semi-anel e p : S — [0,00) uma medida(o-
aditiva). Seja A, € S, Yn € N e seja A€ S.
(a) Se A, C Ay, Vn>1, neNeA=J7", A, entio:

1(A) 7 p(A), o que significa que p(Ay) < j(As) < ... e u(Ay) — u(A),

quando n — o0.

(b) Se A, D Apy1, Vn>1neNeA=", A, entdo:

1(An) N\ u(A), o que significa que : (A1) > p(A2) > ... e pu(An) — p(A),

quando n — 00.

Extensao de medidas :

Como estamos trabalhando com medidas o-aditivas, é natural estendermos
medidas definidas em colegoes que, quando muito, eram fechadas para unioes,
intersegoes e diferengas para cole¢oes (em geral) maiores, fechadas para uniao,
intersecao enumeraveis infinitas de seus elementos; além de passagem ao

complemento.

Defini¢ao 1.12. Seja X um conjunto e A C P(X), A # 0.
(a) A é uma dlgebra < A é um anel e X € A (& A € fechada para unides
finitas,intersecdes finitas e passagem ao complemento),

(b) A é o-dlgebra se as unides e interse¢oes acima puderem ser enumerdvess.

Observacao 1.13. A intersecdo de o-dlgebras de (partes de) X € uma o-
dlgebra(o mesmo se aplica a interse¢ao de anéis de X, que € anel de X e de
dlgebras de X, que é dlgebra de X ). Qualquer que seja o conjunto X, P(X)
€ uma o-dlgebra de partes de X ; portanto, o conjunto das o-dlgebras de X

€ diferente do vazio.
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Definicao 1.14. Os elementos de uma o-dlgebra A sao chamados de con-
jJuntos A-mensurdveis ou simplesmente mensurdveis,quando a o-dlgebra

A estiver subentendida no contexto.

Definicao 1.15. Dado T C P(X) , a o-dlgebra A gerada por T ¢

simplesmente a intersecao de todas as o-dlgebras de X contendo T

Definicao 1.16. Um espaco de medida é um terno (X,A,u), onde X €
um conjunto, A € o-dlgebra de partes de X e p é uma medida o-aditiva,

positiva definida em A.
Definigao 1.17. Um espaco de medida (X ,A ) é completo se A € A,

B CA, p(A)=o0 implicar que B € A.

Neste caso, pu(B)=0, ja que 0 < pu(B)< u(A)=0.

1.2 Acao de Grupos

Definicao 1.18. Seja 2 um conjunto qualquer nao-vazio. Uma permutagao

de Q ¢ uma aplicacdo bijetora de 2 em Q.
Por exemplo, uma reflexao na esfera é uma permutagao de R" = R*"U{co}

Definigao 1.19. Dizemos que o grupo G age sobre o conjunto Q2 # () se
para todo g € G, temos definida uma permutacao oy : 0 — Q de G, tal que:
(i) oo = Idg : Q — Q, onde e=identidade de G;

(i) Se g,h € G, 0, : Q@ — Q e g, : Q — Q sdo permutagoes de g e h,

respectivamente, entao ogy = 040},

Notagao: o, : Q1 — Q, g,(a) = ar.

12



Definicao 1.20. Sejam §2 um conjunto nao-vazio e o € ). Se G € qualquer
grupo de permuta¢ao de (), entdo o estabilizador (em G) de o € o subgrupo
de G definido por:

Go={g9g€G:a’ =a}.

Definigao 1.21. A érbita(ou G-orbita) de o é o subconjunto de Q2 definido
por:

ot ={a? €Q:geG}.

Observe que existe uma correspondéncia bijetiva natural entre o conjunto

h

das classes G/G, e a 6rbita a“. Se g e h estdo em G, entdo o = o9 &

hG, = ¢G, e isto mostra que a aplicacao hG, — o estd bem definida e

G

é bijetora. Isto claramente aplica G/G, em a“ e esta é a correspondéncia

requerida.

1.3 Grupos topolégicos

Definicao 1.22. Uma topologia é uma familia T de conjuntos os quais satis-
fazem as duas condicoes: a interse¢ao de quaisquer dois membros de T € um
membro de T e a uniao de membros de cada subfamilia de T € um membro
de 7. O conjunto X = |J{U : U € 1} € necessariamente um membro de T
porqué T € uma subfamilia dela mesma, e todo membro de T € um subconjunto
de X. O conjunto X € chamado o espaco da topologia T e T € a topologia de

X. O par (X,7) € um espago topoldgico.

Chamamos de espago topoldégico discreto ao espago no qual todo sub-

conjunto é aberto.

Definicao 1.23. Um grupo topologico é um conjunto G com duas estru-

turas:

13



(i) G € um grupo,

(1)) G é um espago topoldgico, tal que as duas estruturas sao compativeis,
isto €, a aplicagdao multiplicag¢do (z,y) — xy (de G X G em G) e a aplicagao
inversio * — x~' (de G em G) sdo continuas. Nesta definicao, o conjunto

G x G representa o produto topolégico.

Dois grupos topoldgicos sao isomorfos quando existe uma bijecao entre
eles, a qual é um isomorfismo de grupos e homeomorfismo de grupo to-

polégico: esta é a identificacao natural de grupos topoldgicos.

Exemplos:

1) R considerado como um grupo aditivo com a topologia usual;

2) R*, o conjunto de todos os nimeros reais nao-nulos, considerado como um
grupo com respeito a topologia usual;

3) O grupo linear geral GL(n,R)( o conjunto de todas as matrizes n x n
nao-singulares(det # 0) com coeficientes em R) é um grupo com respeito a
multiplicacao e tem a topologia induzida pela inclusao em R™. Operacoes
de multiplicacao e inversao sao dadas por n? funcoes racionais e 2n? e n?
varidveis reais, respectivamente, e sdo continuas. Assim, GL,(R) é um grupo
topoldgico.

4) GL(n,C) é um grupo topoldgico de modo similar.

1.4 Transformacoes de Mobius e a extensao
de Poincaré

Definicao 1.24. Um quaternion ¢ uma matriz complexa da forma:
z w
q =
—w zZ

14



O conjunto dos quaternions é denotado por H. Como a adi¢dao e a mul-
tiplicagao dos quaternions é como para matrizes, temos:
(i) (H, +) é grupo abeliano;
(ii) (H*,.) é grupo nao-abeliano;

(iii) H é um espaco vetorial real de dimensao 4, com bases:

1= = ) = k=
01 0 — -1 0 v 0

Como a multiplicacao de matrizes é distributiva, a multiplicacao dos quater-

nions é determinada pelo produto dos quatro elementos: 1,i,j e k. De fato,

estes elementos geram um grupo multiplicativo de ordem 8 e:
iZ=j2=K*=-1
ij=k, jk=1i, ki=]
ji=-k, kj=—-iik =—j
Os quaternios contém uma copia de C pela aplicacao:
xr+iy — 1l +yi
de C em H. Escrevendo =z + yi = 2 e u + v = w, temos:
q= (214 yi) + (uj +vk) = (x1 + yi) + (ul +vi)j (%)
E conveniente mudar a notacio e reescrever (%) na formas
q=2z+wj.

Definicao 1.25. Uma tranformacao de Mobius agindo em R3 ¢ uma

composi¢do finita de reflexoes( em esferas ou planos).

Claramente uma transformacao de Mobius é um homeomorfismo de R”

em R™.

15



Definicao 1.26. O grupo das tranformacioes de Mobius agindo em R ¢
chamado o grupo de Mébius geral e ¢é denotado por: GM(R™).

Definigio 1.27. O grupo de Mébius M(R™) agindo em R™ € o subgrupo de
GM(]R”) constituindo de todas as transformacoes de Mobius que preservam

orientacio em GM(R™).

Se & = se,41 (ou seja, s é a (n + 1)-ésima coordenada de x) e y = te, 41,

entdao temos definida uma métrica hiperbdlica em H"! da seguinte forma:

p(a,y) =| log(s/t) |

e assim,

[z -y
coshp(x,y) =1+ ——m——. 1.1
(z.9) 2Tn11Yn+1 (L)
ellog(s/D)| L~ llog(s/b)
De fato, coshp(z,y) = cosh|log(s/t)| = 5 ;se s/t > 1,
entao COSh | lOg(S/t) |: 6l09<5/t)_5elog(t/s) _ s/t;—t/s _ 822_:;2 _ (5—t2)::—25t _

14l =gy v g s/t < 1, obtemos a igualdade de modo similar.
2ts 2Tn41Ynt1

A esfera hiperbdlica :

{x e H"p(x,y) =1}

com centro hiperbdlico (y1,...,yns+1) € raio hiperbdlico r é precisamente a

esfera euclidiana :
(1 —y1)? + oo+ (0 — Yn)* + (Tpg1 — Yngprcoshr)® = (yui1senhr)®. (1.2)

De fato, pela equacao 1.1 temos: | z—y |*= 22,1 1Ynr1008hp(2, Y) = 2T 01 1Yns1 =

(21=11)*+ A (@0 —Yn)*+ (@nt1—Yn41)? = 2Zni1Ynt1€08hp(x, ) —2Tn41Yn1-
Logo,

16



(xl - y1>2 Tt (xn - yn>2 + x?url - 2xn+1yn+1 + 1y721+1 - 2xn+1yn+1605hp +

224 1Yns1. Como 1 = cosh?p — senh?p, obtemos a igualdade desejada.

Identificaremos (x,y,t) em R3 com o quaternion:
rT+yi+1tj

O plano complexo estendido C é CU {oo} e este ¢ identificado com R?. Em

termos dos quaternios,
H? ={z+1tj:2€C,t>0}

¢ a fronteira de H3 em R3 é C.

As transformacoes de Mobius sao frequentemente encontradas da forma:

az+b

9(2) = ()

cz+d’

onde a, b, ¢ e d sao numeros complexos com ad — bc # 0.
A classe M das aplicagoes da forma (*) é um grupo com a composi¢ao usual
de funcoes e pode-se mostrar que M = M (RQ)

A extencao de Poincaré de uma tranformacao de Mobius da forma

g(z) = ZIS’ onde a, b, ¢ e d sdo dados niimeros complexos com ad — bc # 0

é dada por:

(az +b)(cz + d) + act*+ | ad — be | tj

1.3
lcz+d |2+ | c|?t? ’ (13)

9(z +1j) =

onde z = x + 1y.

17



Representacao por matrizes :

Qualquer matriz 2 x 2 A em GL(2,C) induz uma aplicacdo g em M pela
férmula A — g4, onde:
a b az+b

A= = )
e d ugA<Z) CZ+d

Denotaremos a aplicagdo A — g4 por ¢, a qual aplica GL(2,C) em M; di-
remos que A projeta ou representa gu.

Seja N=Niicleo de ¢; A € N & b = > vz € C.

Se A € N, tomamos z = 0,00 e 1 e obtemos que:

a 0

A= ,ga(z) = 82:[2 = z,Va # 0. Portanto,
0 a
a 0
N = Nicleo(¢) = ca#0
0 a

Em particular, M ¢é isomorfo a GL(2,C)/N: numa linguagem menos formal,
ga determina a matriz A a menos de um multiplo nao-zero.

Analisemos a restri¢ao de ¢ para SL(2,C). O Nicleo desta restrigao é:
N =NNSL(2,C)={I,-TI}

e cada g em M é portanto a projecao de exatamente duas matrizes, digamos

Ae—A, em SL(2,C). Deduzimos que M é isomorfo a SL(2,C)/{I,—I}.

18



As duas funcoes:

tr*(A4)  |lAP
det(A)’ | det(A) |

,AGGL(Z,(C)com||A\|:(|a|2—|—|b|2—i-|c|2+|d|2)1/2

sao invariantes sob a transformagao A — AA, X # 0, e assim elas induzem

fungoes correspondentes em M:

LAl
| det(A) "%

t
traco® = e =
o (9) Jet(A) g1l
onde A é qualquer matriz que projeta g.

Teorema 1.28. Para cada g em M, temos:

1 9 |I*= 2coshp(j, 9(j))-

Demonstracao. Seja g(z) = Zjis, ad — bc = 1.

Entao, por 1.3 (com z =0 et = 1), temos:

. (bd+a?)+j
g(]>_ |C|2+|d|2'

Por ].1, Se fl =21+ tlj (§] 52 = 29 + tQj, entao:

_ 2 t _ t 2
coshp(&, &) = R e G 2) + 1.
2t1to

Agora, fazendo as substituigoes z; = 0, ¢; = 1 ( e portanto, & = j) e

& = ¢g(j), obtemos:

. . a2 (1—10)2
coshp(j, 9(j)) = 25— + 1=

\bdaz]? L\ (e _
[_(c2+|d|2)2 + (1 - (|c|2+|d\2)> } ( 2 ) 1=

pdras? | (ePHdP=1)2 ( (elP+d2)? _ Jbdaz (2 +d2—1)?
<<|c|2+\d\2>2 (EEESr e ) ( 2 ) tl=""Z0pqp  t1
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Agora, usando a identidade:

|bd+ac |* +1 =[bd +ac > + [ad —bc = (Ja P+ [0 ) (| c |+ | d|?,

temos:
(s al?+[b2) (le[2+d]|?) = 14(le|?+]d|? = 1) 2 +2(|c|*+]d|?
coshp(j,9(j)) = (la[Z+b[*) (|c|*+|d] )2(|c|2(Lr‘|d‘Jg\) E=1)"+2(|e"+]d]")
Portanto,

2coshp(j,g(7)) =la > + b |>+|c|*+|d]*=]|| g%
para ad — bc = 1.
[

E conveniente introduzir certas transformacoes de Mobius normalizadas.

Para cada k nao zero em C, definimos m;, por:

mi(z) =kz (sek#1) (1)

mi(z)=z+1 (2)

Chamamos (1) e (2) de formas padrao.

Se g(# I) é qualquer transformagao de Mdbius, entao g tem exatamente dois
pontos fixos a e # em C ou g tem um tnico ponto fixo em C(neste caso
escolhemos [ algum outro ponto diferente de «).

Agora, seja h qualquer transformacao de Mobius com:

h(a) = o0, h(3) = 0, h(g(B)) = 1 se g(3) # 3

e observe que:

0 seg(B)
1 seg(B) #

hgh™*(c0) = 0o, hgh '(0) = &
g
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Portanto, se g fixa a e 3, entao hgh~! fixa 0 e 0o e assim,como M é isomorfo
a SL(2,C)/{I,—1I}, temos que para algum k(k # 1), hgh™' = my,. Se g fixa
somente a, entao hgh™! fixa somente co e hgh~1(0) = 1; assim, hgh™! = m,.
Isto mostra que qualquer transformacao de Mébius (g # 1) é conjugada a

uma das formas padrao my.

Definigao 1.29. Seja g(# I) qualquer transformacgao de Mobius. Dizemos
que:

(i) g € parabdlica se, e somente se, g possui um Unico ponto fixo em
@( equivalentemente, g my);

(i1) g é lorodrémica se, e somente se, g possui exatamente dois pontos fixos
em R3 (equivalentemente, g my, para algum k satisfazendo | k |# 1);

(i1i)g € eliptica se, e somente se, g possui infinitos pontos fizos em @( equiva-

lentemente, g my para algum k satisfazendo | k |= 1,k #1).

Observe que se g é parabdlico ou loxodromico, entao o(g) = co.
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Capitulo 2

Grupos Discretos e Grupos

Descontinuos

Definicao 2.1. Um grupo topolégico G € dito discreto se a topologia em GG

¢ a topologia discreta( na qual todo subconjunto é aberto).

Observacao 2.2. Se G € qualquer grupo topolégico e H é um subgrupo de
G, entao H € um grupo topolégico com respeito a topologia induzida. Note
que, Z, o grupo dos inteiros, é discreto como um subgrupo topoldogico de R.

Mas, Q ,o0 grupo dos racionais, nao € discreto como um subgrupo topologico

de R.

Vamos focar agora nossa atencao para subgrupos do grupo topoldgico

GL(2,C).

Definicao 2.3. Um subgrupo G de GL(2,C) € discreto se, e somente se, o

subespaco topologico em G € o topoldgico discreto.

Segue que se G é discreto e se X, Ay, Ag, ... estdao em G com A, — X,

entao A, = X para todo n suficientemente grande.
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Observacao 2.4. Ndio € necessdrio assumir que X € G, mas somente
que X € GL(2,C). De fato, neste caso pela continuidade, A,(Ani1)"" —
XX~ = 1T e assim, para quase todo n, nds temos A, = A,.1 e portanto

A, =X.

Em termos de sequéncia, GG é discreto se, e somente se, A, — I e A, € G

implica que A,, = I para quase todo n.

No caso de subgrupos de SL(2,C) uma formulagao alternativa de agao dis-
creta pode ser dada diretamente em termos da norma:
Um subgrupo G de SL(2,C) é discreto se, e somente se, para cada positivo

k, o conjunto:

{AcG:[All<k} (o)

é finito.

De fato, se este conjunto é finito para cada k, entao G claramente nao pode
ter qualquer ponto limite( a fun¢do norma é continua) e assim G é discreto.
Por outro lado, se este conjunto ¢ infinito entao existem distintos elementos
A, em G com || A ||[< k,n = 1,2,.... Se A, tem coeficientes a,, b,,c, e
d, entao || a, ||< k e assim a sequéncia a, tem uma subsequéncia conver-
gente. O mesmo é verdade para os outros coeficientes e usando o “processo
da diagonal” nds vemos que existe uma subsequéncia na qual cada um dos
coeficientes converge. Nesta subsequéncia, A, — B, para algum B e como
det é continuo, B € SL(2,C); assim, G nao é discreto.

O critério (e) mostra que um subgrupo discreto de SL(2,C) é enumeravel.

De fato,
G=JGn
n=1

onde G,, é o conjunto finito de A em G com || A ||< n. Qualquer subgrupo de
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um grupo discreto é obviamente discreto. Finalmente, se G' ¢é discreto entao
qualquer grupo conjugado BGB~! também é discreto; pois, X — BX B! é

um homeomorfismo de GL(2,C) nele mesmo.

Exemplo 2.5. : Seja G = GL(2,C) agindo pelas transformacoes lineares
fraciondrias na esfera de Riemann C U {oo}. Entao, o grupo

['9(Z) ={y € SL(2,Z) : v = 1(mod2)} =

a b
c d

ca = 1(mod2),b = 0(mod2),c = 0(mod2),d = 1(mod2) p é dis-

creto em (.
De fato,

Suponha que exista uma sequéncia de distintas matrizes tais que:

an, by 10

c, dy 0 1
ou seja, existem Ni, No, N3 e Ny tais que para todo n maior ou igual a
Ni, Ny, N3 e Ny, respectivamente, a, — 1, b, — 0, ¢, — 0, d, — 1.
Seja N = mdz {Ny, Ny, N3, Ny}. Entio, Yn > N, a,,d, =1 e by, ¢, =0, o

que nao € possivel.

Definicao 2.6. Seja X qualquer espaco topolégico e G um grupo de homeo-
morfismos de X em X. Dizemos que G age descontinuamente em X

se para todo subconjunto compacto K de X,

g(EK)NK =10,

exceto para um numero finito de g € G.
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Exemplo 2.7. Seja G agindo como no exemplo anterior em CU{oo}. Con-
sidere quatro circulos Cy,...,Cy em C com interiores nao interceptados e
escolha gy ( respectivamente go) em G aplicando o exterior de Cy (respecti-
vamente Cy) no interior de C3 ( respectivamente Cy). Entdo, o grupo gerado
por g1 € go € descontinuo em um subconjunto S nao-vazio de CU {oo}.

De fato, considere Cy = (0,2),Cy = (2,2),C5 = (4,2),Cy = (6,2), S tal que
a intersecao de S com qualquer um dos quatro circulos seja vazia e ¢gq, g2 da

sequinte maneira:

g1 : Ext(Cy) — Int(Cy) — Int(C3)
()-()
z z
g2 1 Ext(Cy) — Int(Cy) — Int(Cy)
() (L)
w— 2 w—2
Logo, para todo subconjunto compacto K de S temos:
n(E) N K = 0,6i(K) = g1 0 gi(Ext(Ch)) = gi(Int(C3)) C Int(C3) =
G(KNK =0,...,g0(K)NK =0 e go( K)NK = 0, g3(K) = go0go( Ext(Cy)) =
92(Int(Cy)) C Int(Cy) = g3(K)NK = 0..., g5 (K)NK = 0 o que implica que,

a menos da identidade, f(K)NK = 0,Vf € G. Portanto, G =< g1,g92 > €

descontinuo em um subconjunto aberto nao vazio de CU {o0}.

Em nossas aplicacoes, X sera sempre um subconjunto de R? com a topo-

logia usual.

Proposicao 2.8. Suponha que G age descontinuamente em X, entdao as se-
guintes afirmagoes sao verdadeiras:

(i) Todo subgrupo de G age descontinuamente em X.
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(ii) Se ¢ é um homeomorfismo de X em Y, entio pGo~' age descontinua-
mente em Y .

(i1i) Se Y € um subconjunto G-invariante de X, entao G age descontinua-
mente em Y.

(iv) Se x € X e se g1, 9z, ... sao elementos distintos de G, entao a sequéncia
g1(x), g2(x), ... ndo pode convergir para qualquer y em X.

(v) Se x € X, entao o estabilizador G, € finito.

(vi) G € enumerdvel.

Demonstracao. (i) E trivial, pois H C G. (ii)Temos que G é subgrupo dos
homeomorfismos de X em X. Considere fungoes g : X — X eh:Y — Y
e seja ¢(K) = K, onde K e K sio subconjuntos compactos de X e Y,
respectivamente. Para todo compacto KcCcYe para toda funcao h : Y —
Y(h=¢Gp ) eg=9¢th¢: X — X, temos: = ¢ 'h¢(K)NK =0 =
¢ W(K)NK =0 = h(K)N¢(K)=0= h(K)NK = 0.

(iii) Temos Y C X, logo qualquer subconjunto compacto de Y é também
compacto de X.

(iv) Suponha que a sequéncia g;(z), ga(z), ... converge para algum y em X.
Entao, K = {y,z,¢1(2), g2(2), ...} é compacto. Como g,(K)N K # O(n =
1,2,...) e como os g, sao distintos, segue que G nao age descontinuamente
em X.

(v) Suponha que o estabilizador seja infinito e tome K = {z}. Logo, g(K) =
KVg € G, o que implica que g(K) N K # (Vg € G,.

(vi) Vimos que existe uma correspondéncia bijetiva entre G/G, e a drbita
G(z). Assim, por (v) G é enumerdvel se, e somente se, G(x) ¢ enumeravel.
Mas, qualquer conjunto nao-enumeravel em R3 contém um ponto limite.
Suponha entdo que existe uma 6érbita ¢ ndo-enumerdvel em R3. Logo,

existe ro em X que é limite de uma sequéncia {g,}, o que contradiz (iv). O
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Teorema 2.9. Um subgrupo G de M ¢é discreto se, e somente se, ele age

descontinuamente em H?3.

Demonstragao. (=): Como G é a imagem homomorfa de um subgrupo dis-
creto( e portanto enumeravel) de SL(2,C), temos que G é enumeravel, diga-

1mMos:

G = {g17g27 }

Como G ¢ discreto, || g, ||— 400 e usando 1.28, nés vemos que, como
n — +0o0,
P gn(d)) = +o0 (%)
E claro, por 1.2, que um subconjunto compacto K de H? est4 contido em

alguma bola hiperbélica:
B={x R p(x,j) < k}.

Suponha, por absurdo, que G nao age descontinuamente em H?3, ou seja,
gK)NK #0 = g(B)NB # 0= p(j,g(j)) < 2k. Mas, por (*), isto s6 pode

acontecer para um numero finito de G em G.

(«<): Suponha que G age descontinuamente em H?( ou qualquer sub-
dominio de C) Se G nao é discreto, podemos achar distintas matrizes

Ay, Ag, ... em SL(2,C) projetando g1, go, ... em G, com
A, — I quando n — oo.

Usando 1.3, vemos que se g = Idg, entao a extensao de g : g = Idys, ou
seja, gn(x) — = quando n — oo,Vz € IR3. Contradi¢ao com o item (iv) da

proposicao 2.8.
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Agora, daremos atencao para o plano complexo estendido e estudaremos
a relacao entre agoes discretas e descontinuas em subconjuntos de C. A
prova do terorema 2.9 mostra que se GG age descontinuamente em algum
subconjunto aberto nao-vazio de @, entao G é discreto. Mas, a reciproca é
falsa. Para darmos um simples exemplo disto, estabeleceremos um critério

que exclui a possibilidade de uma acao descontinua.

Lema 2.10. Seja G qualquer subgrupo de M e seja D um subconjunto
aberto de C que contém um ponto fixro v de algum elemento parabolico ou

lozodromico g de G. Entao, G nao age descontinuamente em D.

Demonstragao. Tome G, = {g € G : g(v) = v}. Observe que se g € G,,
entao ¢' € G,,Vi = 1,2,...Mas, se g é parabdlico ou loxodréomico entao
o(g) = oo. Logo, o estabilizador G, ¢ infinito. Contradigdo com o item (v)
da proposicao 2.8.

O]

Exemplo 2.11. Seja G o grupo de Picard, a saber, o grupo das trans-

formacgoes da forma:
az+b

g(z) = m,

onde a,b,c e d sao inteiros Gaussianos( da forma m +in, onde m,n € Z) e
ad —bc = 1. Mostra-se que G € discreto de maneira similar ao exemplo 2.5.
Pelo lema 2.10 € suficiente provar que os pontos fizos parabdlicos de G sao
densos em C. Seja w = (p+1iq)/r, onde p,q e r sao inteiros; obviamente, o

congunto de tais w € denso em C. Agora, simplesmente observe que
(1 —wr?)z + r?w?
—r2z+ (1 4+ wr?)

h(z) =

¢ um elemento parabdlico de G que fiza w. De fato, claramente h(w) = w.
Suponha agora que h(z) = z, com z # w. Logo, —r?(2* +w?) +2wr?z = 0 =

22w H2wz=0=—-(z-w)P=0=>z—w=0=z=w.
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Capitulo 3

Grupos Livres

Definicao 3.1. Seja X um conjunto nao-vazio, F' um grupo contendo X
eo: X — F uma funcio. F € livre em X se para todo grupo G e para
toda funcao o : X — G ewxiste um unico homomorfismo 3 : F — G tal que

a = (o.

A equacao a = (Jo expressa a comutatividade do seguinte diagrama de

conjuntos e fungoes:

Observagao 3.2. A funcio o : X — F € necessariamente injetiva. De
fato, suponha o(x1) = o(xg) e x1 # x2. Seja G um grupo com pelo menos
dois elementos distintos g1 e go e escolha uma funcio o : X — G tal que
a(z1) = g1 € a(zz) = g2. Entdo, B(o(z1)) = B(o(x2)) = o(x1) = o(22) €
g1 = g2-
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Claramente F' € também livre em I,,,0, a aplicacdo inclusao I,,0 — F tomada
no lugar de o. Portanto, um grupo livre é sempre livre em um subconjunto;
neste caso a comutatividade do diagrama diz que a restricao de 3 a X € a.

Assim, [ € a unica extensao de o para F.

A definicao nao mostra que grupos livres realmente existem; para isso

veremos o resultado abaixo:

Proposigao 3.3. Se X ¢ um conjunto nao-vazio, existe um grupo F' e uma

funcao o : X — F tal que F é livre em X e F' =< I,0 >.

Demonstracao. Escolha um conjunto disjunto de X com a mesma cardinali-
dade e que denotaremos por:

X-1={2"':2 € X}, onde 27! é meramente um simbolo.

Uma palavra em X é uma sequéncia finita de simbolos de X U X!, escrita

por conveniéncia na forma :

w:xfl..xgr e X, &=+1,r>0.

Ly

No caso r = 0 a sequéncia é vazia e w é a palavra vazia, a qual serd denotada
por 1.

Duas palavras sao consideradas iguais se, e somente se, elas tem os mesmos
elementos em posigoes correspondentes.

1

O produto de duas palavras w = 5'..25 e v = y*...y" é formado pela

justaposicao:
&1

wy = 528yt

Yl
com a convencao que wl = w = lw.
A inversa de w é a palavra w™! = x;fT...xffl el =1

Se S denota o conjunto de todas as palavras em X, definimos uma relacao
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de equivaléncia em S da seguinte maneira: w ~ v se é possivel passar de
uma palavra para a outra por meio de uma sequéncia finita de operacoes dos
seguintes tipos:

i ao d -1 -1 X 1 i
(a) insercao de um zz~' ouum z 'z, (x € X), como elementos consecutivos
de uma palavra.

1 ou 137113.

(b) delegao de algum zz~
Claramente esta relacao é uma relacao de equivaléncia.

A classe de equivaléncia que w pertence serd denotada por [w].

Defina F' como sendo o conjunto de todas as classes de equivaléncia (nosso
objetivo é construir F' em um grupo). Se w ~ w' e v ~ v', é imediato que
wv ~ w'v', entao é significativo definir o produto de [w] e [v] por: [w][v] =
[wv]. Entao, [w][1] = [w] = [1][w] e [w][w™!] = [ww™] = [1]. Além disso,
o produto é associativo pois, (wv)u = w(vu) é obviamente verdade; o que
implica que, ([w]|[v])[u] = [(wv)u] = [w(vu)] = [w]([v][u]). Portanto, F' é um
grupo com esta operagao bindria; o elemento identidade é [1] e o inverso de
[w] é [w™].

Agora, defina a fungao o : X — F tal que o(z) = [z]. Devemos provar que
F é livre em X.

Suponha que a : X — G é uma funcao de X para algum grupo G. Primeiro,
tomemos uma fungao (' do conjunto de todas as palavras em X para G
levando z5'...z%" para gfl... ¢ onde g; = a(x;). Temos que w ~ s implica
que 3 (w) = 3'(v) pois, no grupo G produtos como gg~! ou g~'g sao iguais a
lg. Com isto é possivel definir uma fungao g : F — G por: f([w]) = §'(w).
Entao, G([w][v]) = B([wv]) = f'(wv) = ' (w)F' (v) pela defini¢ao de . Por
esta razao, G([w][v]) = B([w])B([v]) e § é um homomorfismo de F' para G. E
mais ainda, f(o(z)) = 8([z]) = f'(z) = a(x), x € X.

Finalmente, se v : F — G é outro homomorfismo tal que o = o, entao
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vo = (o e v e ( coincidem em I,o. Mas, claramente F' =< [,0 > ;

assim,y = (B(pois elas coincidem nos geradores). O

Definicao 3.4. Uma palavra w em X ¢é chamada reduzida se ela nao

contém pares de simbolos consecutivos da forma xz™' ou z7 'z, (z € X).
Por convencao a palavra vazia é reduzida.

Proposigao 3.5. Se I € livre em X, e Iy € livre em X5 e se | X; |=| Xa |,

entao Fy ~ F5.

Demonstracdo. Sejam o1 : X1 — F} e 09 : Xo — F5 as injegoes dadas e seja

a : X7 — X, uma bijecao. Entao, existem diagramas comutativos:

F1 F2

74 ﬂl 74 ,32
) )

X1 F2 X2

Fy

oo

com (3; e (3, homomorfismos. Logo, 33101 = PBaosax = 010 tax = 0y e 0

diagrama:

Fy

74 “““52ﬁ1
"y

X4 I

o1
comuta. Mas, a funcao identidade 1z, também fard o diagrama comutar.
Logo, pela unicidade, 3132 = 1p,.

Fazendo (3,83y00 = (o1l = o9aa™! = 09, obtemos de maneira andloga
que 132 = 1p,. Como B : F; — F, é homomorfismo e bije¢ao, segue que

F1 >~ FQ.
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Proposigao 3.6. Todo grupo G € um quociente de um grupo livre.

Demonstracao. Considere G como um conjunto, e seja I livre em G. Se « :
G — G é a aplicagao identidade, entao existe um homomorfismo §: F — G
(extensao de «v). Temos que [3 é sobrejetiva, pois a é sobrejetiva. Logo, temos

B : F — G homomorfismo sobrejetor, o que implica que F//Ker ~G. [

Proposicao 3.7. Seja G um grupo gerado por um subconjunto X e seja F
um grupo livre em um conjunto Y. Se a:' Y — X € uma sobrejecado, ela se
estende para um epimorfismo de F' para G. Em particular, todo grupo € a

imagem de um grupo livre.

Demonstracdgo. Como F é livre em Y, temos que existe um homomorfismo

B : F — G. Mas, ( é sobrejetora, pois G =< X >. O

Proposicao 3.8. (A propriedade projetiva de grupos livres) Sejam F um
grupo livre, G e H outros grupos. Assuma que o : F — H € um homo-
morfismo e B : G — H um epimorfismo. Entdao, existe um homomorfismo

v : F — G tal que By = «, ou seja, que o diagrama abaizo comuta:

"¢
s

QT 4

F

Demonstracao. Seja F' um grupo livre em um conjunto X. Se z € X, entao
a(x) € H = Imf. Assim, existe algum g, em G tal que (5(g.) = a(z). Pela
propriedade de grupos livres, podemos estender a funcao xr — g, para um
homomorfismo v : ' — G. Como (v(z) = [(g(z)) = afx) , Vo € X e X
gera I, segue que o = (3. [
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Definigao 3.9. Seja {A.} uma familia de grupos. Um produto livre de
A, € um grupo P com as sequintes propriedades:

(i) P contém uma coépia isomorfa de cada A, isto €, para cada o existe um
homomorfismo bijetor i, : Ay — P;

(1) Para todo grupo G e toda familia de homomorfismos f, : Aa — G, existe

um unico homomorfismo v : P — G estendendo cada f,, isto é, para cada

a, wia = fa-

Assim como na definicao de grupo livre, a definicao de produto livre
nao garante que produto livre, de fato, existe. Para isso temos um teorema
garantindo a existéncia, o qual enunciaremos abaixo e omitiremos sua de-

monstracao que € similar a contrucao de um grupo livre.

Teorema 3.10. Se {A,} € uma familia de grupos, existe um produto livre

de A,.

Proposicao 3.11. (Critério de Klein): Sejam G um grupo agindo em um
conjunto S, I'y, T'y dois subgrupos de G' e I' o subgrupo gerado por eles. Ass-
uma que I'y contém pelo menos trés elementos e que existem dois subconjun-
tos S, Sy em S com Sy nao contido em Sy tal que y(Ss) C Sy Vy € Ty — {1}
ev(Sy) C SaVy ey — {1} . Entao, I' € isomorfo ao produto livre I'y % T's.

Demonstracao. Vamos verificar que qualquer palavra reduzida nao vazia w

escrita com letras de I'y — {1} UT'y — {1} nao age como a identidade em S.

1° caso: w = aifiaefs...q, com ay,...,aq € Iy — {1} e By,....,0c €

I'y — {1}. Entao, w(Ss) C S; e w # 1.

2° caso: w = [Biag...afp. Seja a € Ty — {1}, entao v’ = awa™! =

afiaofBs...apfra™t # 1, pois w'(Sy) C Sy, o que implica w # 1.
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3° caso: w = a1f...apB. Seja a € 'y — {1,a;'}. Entdo, w' = awa™ =

aar fBy...apBrat # 1, pois w'(Sy) C S1, 0 que implica w # 1.

4° caso: w = [(1ag...Op_10. Seja a € T'y — {l,oc,gl}. Entao, w' =

awa™t = afBiay...Or_1arat # 1, pois w'(Sy) C Sy, 0 que implicaw # 1. [

Exemplo 3.12. (Um subgrupo do grupo modular).
Seja G = GL(2,C) agindo pelas transformagdes lineares fraciondrias na es-

fera de Riemann C U {oo}. Entao,

g= eh= geram um grupo livre em G.

1 2
De fato, considere primeiro o subgrupo I'y de G gerado por g: I'y = < >,
01

01
o subgrupo Ty = {1,7} onde j = e o grupo I' gerado por I’y e I's.
10

Considere também : S; = {z € C: |Re(z)| > 1} e

So={ze€C:|z| <1}.

E facil ver pelo Critério de Klein que I' =Ty x I’y em G = GL(2,C). Como
h = jgj e o(g) = o(h) = oo obtemos que < g,h > € um subgrupo livre de
SL(2,C).

O grupo modular T'y(Z) = {v € SL(2,Z) : v = 1(mod2)} é um grupo
discreto(provado no capitulo 3) gerado por

1 2 10 -1 0
g = , h= e—1=
01 2 1 0o -1
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1 0 1 2
O estudo para quais X\ € C as matrizes g = eh=

Al 01

geram um subgrupo livre de SL(2,C) tem recebido consideragoes relevantes;
apresentaremos agora alguns resultados. Comegaremos com um teorema que

€, na verdade, uma reformulacao do Critério de Klein.

Teorema 3.13. (Macbeath): Seja G =< A, B > um grupo de permutacoes
de um conjunto infinito Q) gerado por dois subgrupos A e B. Suponha que
A ou B tem ordem maior que dois e sejam I' e A subconjuntos nao-vazios
disjuntos de I'. Suponha agora que al' C A, Vae A— {1} ebACT | Vb€
B —{1}. Entio, G = A% B.

Demonstragao. Suponha que |A| > 2 e observe que as imagens al” (a # 1) de
I" sdo subconjuntos nao-vazios disjuntos de A pois, se al'Na’T’ # 0, a,a’ € A,
entao P'Na~ta'T # 0 = I'Na’T # ) = TNA # @ ; absurdo pois, por hipdtese,
[' e A sao disjuntos. Assim, al' & A, Va € A—{1}. agora, tome as possiveis
combinacoes para uma palavra reduzida nao vazia w escrita com letras de
A—{1}UB—{1} e a demonstragao ¢é feita de maneira similar a da proposi¢ao

3.11. U

Se S € qualquer conjunto no plano complexo estendido, escreveremos S™
para o interior do complemento de S. Note que se S € uma regiao aberta,

entao SN também € uma regiao aberta e (SM)N = S.

Corolario 3.14. Seja \ qualquer nimero complexo, e seja G o grupo das

transformacoes lineares fraciondrias do plano complexo §2 gerado pelos dois

elementos:

1 2 1 0
A= e B=

01 Al
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0 1
Sejam J = el =JBJ.
10

Sejam agora I uma regido aberta em Q, 0 # T # Q, e ¥ = JI'N. Entdo, G
€ um grupo livre, livremente gerado por A e B, desde que:

(1) AKT NT =#, VK # 0,

(2) TEXNY =#, VK # 0.

Demonstragio. Seja A = T'V. Entao,(2) é equivalente a (2'): BFANA =
0, VK # 0.
De fato, BKA = BEJ?A = BEJ(JA) = BEJY = J(JBEJ))Y = JTEY. E
mais, BEANA =0« JBEANJA = 0.
Agora, (1) implica que, para K # 0, o conjunto aberto AXT est4 contido no
complemento I' de I'e consequentemente no interior A de I'. Analogamente,
(2’) implica que BEA c (TV)N =T, VK # 0.

O

Teorema 3.15. (Chang, Jennings, e Ree): Seja A um nimero complexo
tal que A nao pertenca a nenhum dos discos abertos de raio 1 e com centros

-1, 0, +1. Entao o grupo G gerado por:

1 2 10
B
01 Al

€ um grupo livre, livremente gerado por A e B.

Demonstracdo. Procederemos fazendo escolhas para os conjuntos I'; A e ¥ no
coroldrio 3.14. Escolhemos I' = {z € C :| Rez |< 1}. Entao, o conjunto '’V
consiste dos conjuntos Ay ={z € C: Rez > 1} e Ay = {2z € C: Rez < —1};
assim, A = A; UA,. E, o conjunto ¥ = JA = JA; U JA; = ¥ UX,, onde

Siéodisco |w—1|<1eXyéodisco|w+ 3 |< i
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De fato,

w=Jz, z€ Ay;z=a+0bi, a>1.

w=1= gyt () i lw— g =y

Portanto, | w — 1 |[< 3 & a > 1% z € A;. Analogamente, | w + 3 [< ; &
a<—-1&ze A,

E imediato que (1) é satisfeito para esta escolha de T, pois A = z 4+ 2; e (2)
serd satisfeito se os dois discos ¥ e ¥y sao disjuntos dos discos transladados
TEY, e TEY, VK # 0. Agora, todos esses discos tem raio % e centro da

forma K\ + % A condicao que todos esses centros estao numa distancia de

pelo menos um é precisamente a hipdétese do teorema. O]

Teorema 3.16. Seja K a casca convexa do conjunto consistindo do circulo
|z| = 1 e dos dois pontos z = £2. Se o nimero complexo A\ nao estd no

interior de K, entao G, como acima, € livremente gerado por A e B.

Demonstrag¢ao. Seja ¥ como acima, a regiao limitada pelos dois circulos C

1

e Cy de raio ;3

com centros j:%, e seja \ satisfazendo as hipoteses do teorema

3.15. Entao, sabemos que:
TEY NS =0, VK #0.

Para um arbitrario p # 0, seja:

u 0
U= ,
01
e seja
1 pA
Y =UXeT* =UTU ! =
01

Segue que T*ES*NY* = (), YK # 0, pois,
TEYNY =0 « UTESNUYE = 0 & UTEUYUS) N UY = 0, ou seja,
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s Ny = 0.
Seja A* = J¥* e I'* = A*Y (interior do complemento de A*).

0
O grupo G* gerado por A e JT*J = serd livre desde que:

uA 1

ART*NT* =0, VK # 0.

fazendo as contas vemos que I'* é uma faixa obliqua limitada por duas retas
paralelas Ly = JUC, e Ly = JUC,, simétricas na origem. Como A =2 + z,
a condicao desejada valera desde que L passe por +1 e Lo passe por -1.

Se L é areta Rez =1, entao C; = JL, e Ly = JUJL = VL para

ul 0
V=JUJ=
0 1
. 0 ut 0
Note aqui que JUJ = =Z=ulz=
0 u 0 1

Agora, +1 em VL é equivalente a V(1) = u, isto é,Re(u) = 1. De fato,
Re(u)=1<uelLeV(u) =1 V(L).

Isto mostra que se A satisfaz as hipdteses do teorema 3.15, entao G é livre para
todo A\; = uA, onde u estd sobre a reta Re(u) = 1; equivalentemente, G é livre
para todo A pertencente a reta passando por A que é perpendicular a reta
passando por A e a origem. Com isto, o teorema 3.16 segue imediatamente
do teorema 3.15.

]

Teorema 3.17. Seja o um nimero complexo tal que p2" = —4 para algum
inteiro positivo n. Entdo, valores de p(p # 0) para os quais o grupo G gerado

por :
1 1 0
0 1 o1

nao € livre sao densos no segmento de reta unindo py a origem.
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Demonstra¢ao. A prova consiste em mostrar que, para um conjunto denso
de valores de p no segmento descrito, um certo comutador tem ordem finita.

Seja T qualquer matriz unimodular e 7" = [A,T] = ATA™'T~!. Escrevemos

a b
T =
c d
e calculamos as entradas de
. a v
d d
em termos das de T
1 a b a+cu b+d
AT — I _ 1t 1
0 1 c d c d
e
P 1 —u d —b _ d+cu —b—ap
01 —c a —c a

e agora, usando ad — bc = 1, temos:

T 1+ acu + Ap? (ad —be — a® — acp)p
Au 1 —acu
Temos, em particular, que ¢ = *u = du = (cu)?, e que T tem trago
=24+ =2+cpu.

Defina T,, recursivamente tomando

0 —1
TO = e Tn+1 = [A, Tn]
10

Note que, embora Ty ndo precise pertencer a G, temos Ty = ATyA™ 1T, ! =

AB; assim, T}, estd em G para todo n > 1. Seja

T, = e t, =tr(T,).



Agora, Cy =1 e Cpy1pt = (cyu)? implica,por inducio, que c,u = u*", e logo
que t, =24 cop = 2+ u?".

Suponha que ;1 = 719, onde 2" = —4 e 0 < r < 1. Entao,

tn=2+p>" =24+rud" =2+ r"ud" =2 — 4" =2(1 — 2r*") € (-2, +2).
Se t, = 2cos(f), para € multiplo racional de 7, entdo T,, tem ordem finita.
De fato, basta observar que 7}, tem como polindémio caracteristico: P.(71,) =
X?—t,X+1. Calculando os autovalores teremos os valores: cos(6)+isen(f) e
cos(0) —isen(f). Mas, como § = e T, é diagonalizdvel com os autovalores
na diagonal (observe que tomamos r < 1 porqué se r = 1, entdo t, =
—2 = P.(T,) = X? +2X + 1 = os autovalores de T, sdo iguais e, neste
caso, nao poderfamos garantir a diagonalizagdo com estes valores), segue que
(Tn)Qq =

Agora, dado @ € R como Q é denso em R, existe r,, = fl’—: € Q tal que

o

T — <. Mas, 1, — ¢ & (%W) — «, ou seja, nimeros t = 2cos() para
6 um multiplo racional de 7 sdo densos no intervalo [—2,+42]|. Desde que a
aplicagao levando r em ¢, ¢ um homeomorfismo do intervalo [0, 1] em [—2, 2],
segue que os valores de r para os quais GG nao é livre sao densos no intervalo
[0, 1].

]

Exemplo 3.18. (Grupos Schottky) Seja G agindo em S = CU {oo} e

sejam gy e go como no exemplo 2.7. Entao, g1 e go geram um grupo livre em

G.

De fato, considere S; = Int(Cy) U Int(C3) e Sy = Int(Cy) U Int(Cy) temos

g1(S2) C Int(C3) C S, ¢2(S1) C Int(Cy) C Sy e Sy ndo contido em Sy;

aplicando novamente o Critério de Klein temos que < g1 > % < gy > € livre.
O grupo gerado por g1 e go € descontinuo em um subconjunto nao-vazio

de CU {o0},como vimos no capitulo 2.
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Exemplo 3.19. (de Hausdorff no grupo de rotagées)

Considere g uma rotacao de 180° de R® , h uma rotacio de 120° de R3 ¢ o
angulo entre os eixos sendo 45°. Entdo, g e h geram em SO(3) um grupo
isomorfo a (Z)27)  (Z/37Z); assim, ghgh?® e gh*gh geram um grupo livre de
rotagoes em SO(3).

De fato, considere coordenadas tais que:

01 0 10 0
g=| 10 0 |eh=]|0 5t &
i -

00 —1 0 B L

Para qualquer inteiro K > 0 e para qualquer sequéncia ny, ...,ng, com
n; € {1,2}, verificaremos indutivamente que existem inteiros pares pi, .., Ds

e inteiros impares qq, ..., Qs COM:

2 %) 293\/g
h™gh"?g...h" g = 9~k g1 Pa qg\/g

/3 p/3

Indugao em n;:

(1°)i=1: n=10un =2

2 0 0 01 0 0 2 0
@hg=|0 -1 V3 || 1 0 l=] -1 0 ~3
0 /3 -1 00 —1 ~/3 0 1

e}

2 0 0 01 0 0 2 0
2ng=10 2 -3 10 ol=|2 03
0 v3 -1 00 —1 V3 0 o1
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(2°) suponhamos que vale para i =k, ou seja:

p P2 pa/3
(2h™)g(2h™)g...2h™)g=| ¢ ps /3
/3 /3 @

e provemos que vale para i =k + 1:

P P2 pa/3 0 2 0
(2hn1)g...(th’f)g...@h”kH)g = @ pa qg\/g 1 0 %
a3 p/3 ~/3 0 1

( para gy =1)

—p2—3ps  2p1 —V3pa +p3V3 par  par pan/3
—Ps — 3q2 2q, ~/3ps+V3q | = impar  par  impan/3

—p5\/§ — q4\/§ 2qg\/§ —3p5 + qa4 impcm/§ pcm/g impar

Para ng 1 = 2 € andlogo.

Como um inteiro impar € nao zero,uma tal palavra nao pode representar
a rotacao identidade. Qualquer palavra reduzida em g e h € como acima,
digamos w, ou de uma das sequintes formas: w=, wg, gw. Temos entio que o
grupo gerado por g e h € isomorfo a (Z/27)*(Z/3Z), pois o(g) = 2, o(h) = 3
e como nao existe relacao entre g e h, < g > % < h > ¢é produto livre.

Portanto, ghgh® e gh?’gh geram um subgrupo livre F' em SO(3).

Observacao 3.20. Em 1914, este exemplo permitiv Hausdorff provar o

proximo teorema.
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O paradoxo de Hausdorff-Banach-Tarsk:

A demonstracao de Hausdorff sobre o paradozo consiste basicamente em fazer
uma particao da esfera S* em 5 subconjuntos, sendo que para isso € escolhida
uma transversal muito peculiar.

Antes de enunciarmos o teorema, explicitaremos como € feita esta particdo:
Seja F =< X,Y > um grupo livre de rotagoes em SO(3)( o qual existe
pelo exemplo 3.19). Dividimos F dentre os cinco conjuntos E, X, X,Y,Y
consistindo respectivamente da identidade e dos elementos, os quais, quando
escritos na forma reduzida, comecam com x,x ',y ey~ 1.

Observemos que temos uma particio de S* dada pela equacdo das classes:
Se P\, Ps, ..., P,, ... sqio pontos de S* e FP,,FP,, ..., FP,, ... sio as drbitas de

Py, ..., P,, ... respectivamente, entao:
S?=FP,UFP,U..UFP,U ..,

sendo que essas unioes sao claramente disjuntas, pois as orbitas sao disjun-
tas.

Agora, pelo azioma da escolha, selecionamos uma transversal T', escolhendo
um ponto de S* em cada uma das distintas F-6rbitas da agdo de F sobre S?

e mostremos que o0s cinco subconjuntos:
T.XT,XT,YT,YT
também formam uma particio de S* :

S2=TUXTUXTUYTUYT
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Primeiramente mostremos que a uniao acima €, de fato, disjunta:

1°) TN XT = 0. De fato, seja P € T. Se P € XT = 3Q € T;P =
xQ = P € FQ = P = @ (pois na contrugao foi escolhido um winico ponto
em cada drbita). Logo, x =id e portanto, TN XT = 0. De maneira andloga

provamos que TN XT =0, TNYT =0 e TNYT = 0.

2°) Mostremos que RT NST =0, para R, S € {X,X,Y,Y}, com R# S.
De fato, RTNST =0 & TN (R'S)T = 0. Mas, como R # S te-
mos R™'S # E e entio caimos no 1° caso e obtemos que XT N XT =

0,.XTNYT =0, XTNYT =0,YTNXT=0,YTNYT=0eYNXT = 0.

Agora, mostremos que 0s 5 subconjuntos cobrem S?:
Seja P € S?. Podemos assumir que P ¢ T. Logo, 3Q € T;P = fQ = P €
FQ. Mas, fQ e EQUXQUXQUYQUYQ.

45



Teorema 3.21. Nao existe medida finitamente aditiva invariante por rotagoes

definida em toda esfera S* C R3.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que existe uma tal medida. Como

vimos os cinco subconjuntos T, XT, XT,YT,Y T formam uma particdo de
S?
S?=TUXTUXTUYTUYT

Agora, observe que a rotacao z leva X7 em:

S? - XT=TUXTUYTUYT
e de maneira similar, a rotacao y leva YT em:
S?—YT=TUXTUXTUYT

Logo, s XT U XT = S? = p(xXT U XT) = p(zXT) + uw(XT) =
WXT) + u(XT) = p(S*)  (*)
yYTUYT =52 = pu(yYTUYT) =pu(yYT)+u(YT) = pu(YT) +u(YT) =
p(S?)  (xx)

De (%) e (), temos:

W XTUXTUYTUYT) = 2u(S?)

Absurdo, pois: u(XTUXTUYTUYT) < u(S?).
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