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Abstract

We investigate several diffusion equations which extend the usual one by considering
the presence of nonlinear terms or a memory effect on the diffusive term. We also
considered a spatial time dependent diffusion coefficient. For these equations we have
obtained a new classes of solutions and studied the connection of them with the anomalous
diffusion process. We start by considering a nonlinear diffusion equation with a spatial
time dependent diffusion coefficient. The solutions obtained for this case generalize the
usual one and can be expressed in terms of the g-exponential and ¢-logarithm functions
present in the generalized thermostatistics context (Tsallis formalism). After, a nonlinear
external force is considered. For this case the solutions can be also expressed in terms
of the g-exponential and g-logarithm functions. However, by a suitable choice of the
nonlinear external force, we may have an exponential behavior, suggesting a connection
with standard thermostatistics. This fact reveals that these solutions may present an
anomalous relaxation process and then, reach an equilibrium state of the kind Boltzmann-
Gibbs. Next, we investigate a nonmarkovian linear diffusion equation that presents a
kernel leading to the anomalous diffusive process. Particularly, our first choice leads
to both a the usual behavior and anomalous behavior obtained through a fractional-
derivative equation. The results obtained, within this context, correspond to a change
in the waiting-time distribution for jumps in the formalism of random walks. These
modifications had direct influence in the solutions, that turned out to be expressed in
terms of the Mittag-Leffler or H of Fox functions. In this way, the second moment
associated to these distributions led to an anomalous spread of the distribution, in contrast

to the usual situation where one finds a linear increase with time.
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Resumo

Investigamos varias equagoes de difusao que estende o caso usual quando consideramos
a presenca de termos nao lineares ou efeitos de memoria no termo difusivo. Também
consideramos um coeficiente de difusao com dependéncia espacial e temporal. Para
estas equagoes obtemos uma nova classe de solucoes e estudamos a conexao delas com
o processo difusivo anomalo. Inicialmente, é incorporado um coeficiente de difusao
com dependéncia espacial e temporal, numa equacao de difusao nao linear. A solucao
desta equacao estende a solucao usual e pode ser expressa em termos das fungoes, ¢-
exponenciais e ¢-logaritimicas, presentes no contexto da termoestatistica generalizada
(formalismo de Tsallis). Em seguida, consideramos uma forca externa nao linear.
Para este caso as solucoes também podem ser expressas em termos das funcoes g-
exponenciais e ¢g-logaritimicas. Contudo, fazendo uma escolha adequada da forga externa
nao linear, podemos ter um comportamento exponencial, sugerindo uma conexao com
a termoestatistica usual. Este fato, também nos revela que estas solugoes podem sofrer
uma relaxagao anomala e atingir um estado de equilibrio do tipo Boltzmann-Gibbs. Em
seguida, investigamos uma equacao de difusao nao markoviana linear que possui um kernel
que leva a dinamica do processo difusivo. Particularmente, a nossa escolha na primeira
etapa mistura tanto o comportamento usual quanto o comportamento obtido através de
uma equagao que emprega derivadas fracionarias. Os resultados obtidos, neste contexto,
pensando no formalismo de caminhantes aleatoérios, correspondem a uma mudanca na
distribuicao do tempo de espera entre saltos. Tais modificagoes influenciaram diretamente
as solugoes que passaram a ser expressas em termos das funcoes de Mittag-Leffler ou H
de Fox. Neste sentido, o segundo momento associado a estas distribuigoes, nos levou a
obter um alargamento da distribuicao de uma forma anomala, diferente do caso usual que

é linear com o tempo.
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Capitulo 1

Introducao

A difusao é um fenomeno muito comum na natureza. Na nossa vida cotidiana a toda
hora estamos nos deparando com este fendmeno. Na dissolucao do agicar no café, na
abertura de um frasco de perfume, no espalhamento da fumaga de cigarro, na evolucao de
uma mistura ou reagao quimica, enfim em intimeros exemplos do nosso dia a dia. Trata-se
(em geral) de sistemas que estao fora do equilibio mas que seguem sempre relaxando na
dire¢do do equilibrio (maximizagao da entropia).

Em um processo de difusao temos um conjunto de elementos que se movem
randomicamente no nivel microscépico e como resultado deste movimento erratico o
conjunto se propaga. Surpreendentemente, apesar do movimento errdtico no nivel
microscopico o sistema apresenta uma regularidade no nivel macroscépico. Isto chamamos
de difusao.

O estudo da difusao fez avangar a compreensao sobre os fenomenos estocasticos.
Podemos dizer que este avanco, em muito, se deve aos trabalho do botanico Robert Brown
em 1827 [1] sobre o movimento de graos de pdlen imersos num liquido que passou a ser
chamado “movimento browniano” e que Finstein, em 1905, explicou de forma matematica.
O estudo de FEinstein [2] contribuiu para entender o movimento das particulas de um
fluido, bem como para dar suporte a teoria atomica, até entao, em discussao. Perrin [3]
conseguiu confirmar experimentalmente as previsoes de Finstein.

Uma das grandezas que pode exprimir o tipo de movimento ou propagacao de
particulas imersas em um fluido é o deslocamento médio quadratico. Na experiéncia
de Brown ou possivelmente no movimento das particulas da sala onde agora esta o leitor,

este deslocamento é proporcional ao tempo. Dizemos neste caso que estamos diante da



difusao usual. Pode acontecer que o meio de propagacao tenha obstdculos, apresente
fontes, sumidouros, presenca de campos externos, etc. Isto leva a novos tipos de difusao
caracterizados por um segundo momento que depende de uma forma nao linear com o
tempo, ou seja, (r?) ~t* (a < 1, @ =1 e a > 1 correspondendo respectivamente aos
casos subdifusivo, normal e superdifusivo). Neste caso, a difusdo é chamada de anomala.
A compreensao da difusao anomala tem atraido a atencao de varios pesquisadores
devido ao grande ntimero de situagoes ligadas a fisica, a engenharia, a biologia, etc. De
fato, ela estd presente em vérias situagoes tais como difusdo em meios fractais [4], na
relaxacao ao equilibrio em sistemas com memdria temporal longa [5, 6], no transporte
através de um meio poroso [7], nas flutuagoes de sistemas financeiros [8], nas batidas
do corac@o de um individuo [9], em semicondutores amorfos [10], em micelas dissolvidas
em 4gua salgada [11]. Nas situagbes em que temos uma difusao anémala (por exemplo,
nas mencionadas acima), podemos ter o segundo momento finito [12] ou nao [12, 13]. A
difusao andémala com o segundo momento, (z?) , finito geralmente tem como caracteristica
(x?) ~t* (a < 1 e a> 1 correspondendo a subdifusao e superdifusao, respectivamente).
Neste contexto, algumas equagoes representativas na descricao deste fenomeno sao as

equagoes de difusao que empregam derivadas fracionarias temporais [5, 14],
hoL

@p(ﬁ t) = DWVQP(Tv t) (1.1)

com 0 < v < 1, a equagdo de meios porosos (que é nao linear) [9]

2 p(r.1) = DY [olr, 1) (1.2

e a equacao usual de difusao com coeficientes dependentes de variaveis de posicao ou do
tempo [15]

gtp@a, £) = V- [D(r, )V p(r,1)] . (1.3)

Estas equagoes tém sido aplicadas em varias situagoes de interesse fisico, tais como,
na relaxacao ao equilibrio em sistemas com memdria temporal longa (por exemplo,
cadeias de polimeros e membranas) [5], na descrigdo de transporte anomalo em sistemas
desordenados [16], para modelar processos dinamicos ndo markovianos em proteinas [17],
lei de Richardson [18] e a lei de Kolmogorov [19] (estas duas leis aplicam-se ao estudo

da turbuléncia), para modelar sistemas hidrolégicos [20], transporte axial de materiais



granulares [21], transporte de substancia em um solvente de um vaso para outro através
de uma membrana [22] e na translocagao assimétrica do DNA [23]. Por sua vez, a difusao
anomala quando nao possui o segundo momento finito é caracterizada pelas distribuigoes
do tipo Levy [13]. Dentro deste contexto, temos a equacao de difusdo com derivadas
fraciondrias na variavel espacial [13, 14] cuja solucao é dada em termos das distribuigoes
de Levy [13, 14] que satisfazem o teorema de Lévy-Gnedenko, que é, uma generalizagao
do teorema central do limite.

De um ponto de vista formal, a partir do exposto acima, vemos que a difusao anomala
pode ser investigada por meio de diferentes tipos de equagoes diferenciais parciais. Assim,
o estudo desses tipos de equagoes diferenciais, suas extensoes e as situagoes relacionadas
a elas sdo importantes, pois possibilitam a investigacao de novos cenarios. Além de
termos associado a elas um contexto termo-estatistico mais geral utilizando formalismos
da mecanica estatistica aplicada a sistemas nao extensivos. Neste sentido, pretendemos
dedicar nossos esforcos ao estudo dessas equacoes na presenca de uma forga externa.

Assim, focalizaremos nossa atencao em equagoes de difusao que estao contidas na equacao

abaixo:
;p(r,t) :/Otdth(t—t)E{p(r,t)}. (1.4)
onde
L0} = g P 00 5 )
- - A}_l aar PNTLE (st p)p(r, )] + ol ) [p(r, 1)) (1.5)

onde D(r,t, p,d.p) é o coeficiente de difusao, F(r, p) é a forga externa, IC(t) é o nucleo da
integral o qual tem a fun¢ao de incorporar possiveis efeitos de nao localidade manifestado
pelo sistema em andlise e o dltimo termo representa um termo de fonte ou sumidouro
relacionado a um processo de reagao e difusao. Em particular, a presenca de termos
relacionados a processos de reacao e difusao como o presente na equacao acima tem
sido estudado em varias situagoes. Por exemplo, na coagulacao de uma determinada
espécie, processos cataliticos em sistemas regulares, heterogéneos, ou desordenados [25],
em reacoes de primeira ordem irreversiveis e no transporte de uma substancia cuja taxa
de remocao é [26]. Termos desta natureza também podem ser relevantes ao investigarmos

o transporte de uma substancia radioativa ao longo de um meio poroso, no fluxo de calor
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envolvendo producao de calor [27] e no transporte de soluto por amostras absorventes.
Cabe mencionar aqui, que a equacao acima tem o mérito de ter como caso particular
muitas situagoes presentes na literatura e recuperar a equacao de difusao usual.

Nesta tese, comecaremos, no Cap.2, introduzindo a diferenca entre os processos de
difusd@o normal e anomala. Na difusdo normal (usual) o sistema deve apresentar uma
dependéncia linear no crescimento temporal da variancia, ou seja, (z2(t)) oc t. Como
exemplo, temos o movimento browniano, descoberto em 1827, por Robert Brown [1] e
explicado por Finstein (1905)[2]. Caso o crescimento da variancia seja nao linear no
decorrer do tempo temos que a difusao é do tipo andémala. Um marco no estudo da
difusao anomala é o tratado de Richardson [28] sobre difusao turbulenta. Particularmente,
a difusao andomala, conforme mencionamos anterioremente pode ter segundo momento
finito e neste caso ele essencialmente ¢ do tipo (z%) ~ t* Ressaltando que existem
situagoes nas quais o mesmo nao ¢ finito, sendo tais situagoes caracterizadas pelas
distribuicoes de Levy, que satisfazem o teorema de Levy-Gnedenko, que corresponde a
uma generalizacao do teorema do limite central. No capitulo seguinte, Cap.3, analisaremos
a equacao de Fokker Planck nao linear para o caso N-dimensional, levando em conta a
presenca de termos referentes a forcas externas e de absorcao. Também consideraremos
um coeficiente de difusdo que apresenta dependéncia espacial e temporal. A presenga
da nao linearidade nesta equacao sera devido, uma generalizagao da lei de Darcy e da
presenca do termo absorvente. Particularmente, obteremos uma nova classe de solugoes
exatas e investigamos os efeitos nao lineares produzidos nestas solugoes por esses termos.
Os resultados encontrados sao expressos em termos das fungoes g-exponenciais e g¢-
logaritimicas presentes no formalismo da mecanica estatistica nao extensiva proposta
por Constantino Tsallis. No Cap.4, a solucao da equacao de difusao nao linear do tipo
Oip = 1 NDO PN 10 010, [rp ]} —r N O, [rN 1 Fp] é investigada quando consideramos
a presenca de uma forga externa F, a qual exibe uma dependéncia explicita da distribuicao
p. Primeiramente, comegamos investigando o caso estacionario e em seguida analisamos
o caso dinamico. A solucgao estacionaria é obtida quando consideramos uma forca externa
do tipo F(r,p) = Fi(r) + Fo(r)[p(r)]**7~1, e o resultado encontrado é relacionado
com a distribuicao que emerge da estatistica de Constantino Tsallis ou da estatistica
de Boltzmann-Gibbs. A solucao dinamica é investigada quando consideramos uma

forca externa do tipo F(r,t,p) = —k(t)r + K/r'p(r,t)PT~1, e relacionamos a



uma distribuicao de Levy no limite assintético. No Cap.h, investigamos a solucao e
a distribuicao em primeira passagem no tempo para processos governados por difusao
anomalas e pela equacao de Fokker Planck nao Markoviana. Em nossa andlise, também
consideramos a presenca dos termos de forga externa e termos absorventes e analisaremos
a distribuicao de tempo da primeira passagem. No Cap.6 sao apresentadas as nossas

conclusoes e perspectivas finais.



Capitulo 2

Processos Difusivos Normais e

Anomalos e a Equacao de

Fokker-Planck

Neste capitulo, comegaremos introduzindo os conceitos de difusao do tipo normal
e anomala. Na difusdo normal (ou difusdo usual) o sistema deve apresentar uma
dependéncia linear no crescimento temporal da variancia, ou seja, (z%(¢)) o t!. Como
exemplo, temos o movimento browniano, descoberto por Robert Brown e explicado por
Finstein. Quando o crescimento da variancia é nao linear no decorrer do tempo a difusao
¢ do tipo anomala. Um marco no estudo da difusao anomala é o tratado de Richardson
[28] sobre difusao turbulenta (1926). Na segao 2.2, mostraremos como obter a equagao de
Fokker Planck a partir da equacao de Langevin. Na se¢ao 2.3, mostraremos como obter a

equacao de Fokker Planck nao linear na auséncia de forca externa e termo absorvente.

2.1 Difusao Normal e Difusao Anémala

O processo de difusao que surge em nosso trabalho é do tipo anomala, entretanto, para
que o leitor possa situar-se melhor, iremos comentar um pouco mais sobre os processos
difusivos, partindo da difusdo normal (usual).

O fendémeno da difusao é muito comum na natureza e, em geral, ocorre quando um

7



sistema encaminha-se para o estado de equilibrio. Este fenémeno possui uma freqiiéncia
relativamente alta em processos fisicos, quimicos e biolégicos. No momento em que est/’a
ocorrendo um processo difusivo, temos um conjunto de elementos que poderao alterar-se
constantemente, por exemplo, energia, momento linear, atomos, moléculas, etc.

Pensando num sistema de particulas que se difundem num meio isotrépico, notamos
um comportamento altamente irregular (ao nivel microscopico) devido as forgas externas
e as advindas das outras particulas (interagao coulombiana). Esta difusao de particulas
pode ser estudada, em boa aproximacao, como um fenéomeno de natureza aleatoria.
Por outro lado, quando observamos macroscopicamente este comportamento aleatorio
dos elementos envolvidos no processo difusivo, notamos que tudo isto segue uma certa
regularidade e logo obedece a certas leis dinamicas bem definidas.

A natureza aleatoria das particulas, no nivel macroscopico, foi observada inicialmente
pelo botanico inglés Robert Brown [1], recebendo assim o nome de “movimento browniano”
(MB). Algum tempo depois, o MB, foi explicado por Albert Einstein em sua tese de
doutorado (1905). Ele publicou uma explicacdo com o titulo “concerning the motion,
as required by the molecular-kinetic theory of heart, of particles suspended in liquids at
rest”[2] (relativo ao movimento, como requerido pela teoria cinética-molecular do calor,
de particulas suspendidas em liquidos em repouso).

As explicacoes de Finstein, para o MB, desencadeou numa série de novos trabalhos
de natureza estocastica. Podemos citar diversos pesquisadores que muito ja contribuiram
nesta area do conhecimento apds a tese de Finstein. Estes sao apenas alguns deles:
Langevin [30], Fokker [31], Burger [32], Ornstein [33], Planck [34] Kac [35] e muitos outros.

O tratamento dado por Fisntein também forneceu uma boa estimativa do nimero de
Avogadro, a qual foi verificada, com grande precisao, nos experimentos efetuados por Jean
Perrin [3]. Um ano apés as explicagoes de Eisntein, a mesma explicagao foi desenvolvida
independentemente por Smoluchowski [36].

No inicio do século XX, os estudos do MB constituiram um elemento importante
para o estabelecimento da materia em contraposicao as visoes energeticistas dominantes
da Europa. Esses e muitos outros fenomenos que possuem tal comportamento, isto
é, um movimento altamente aleatorio em nivel microscépico com uma regularidade
macroscopica, podem ser descritos, por exemplo, em termos de equagoes de Langevin

e equagoes de difusao. Segundo Langevin [30], o MB de uma particula pode ser entendido



com base numa equacao diferencial estocastica.

Quando estudamos um processo difusivo e observamos o carater aleatério das
grandezas relevantes desse sistema, notamos que a descricao matematica da difusao baseia-
se num conjunto de equacoes demominadas equagoes de Langevin. Alternativamente,
podemos enfocar o comportamento médio das grandezas relevantes através do estudo de
suas probabilidades. A equacao que descreve a evolucao das probabilidades é a equacdo
de Fokker Planck [31].

No contexto da difusao anomala, sua caracteristica fundamental é o crescimento nao
linear da variancia no decorrer do tempo < (Ax)? >oc ¢, (n # 1). Um marco no estudo
da difudo anomala é o tratado de Richardson sobre difusdo turbulenta, de 1926 [28]. A
difusao anomala tem sido fundamental na analise de uma grande classe de sistemas, tais
como: difusdo em plasma [37], difusdo em fluidos turbulentos [38, 39], transporte de fluidos
em meios porosos [40], difusdo em fractal [41], difusdo andémala em superficies liquidas
[42] e andlise de histogramas das batidas do coragao [43], entre outros diversos sistemas
fisicos existentes na natureza.

Na descricao do comportamento anomalo, o crescimento da variancia pode ser do tipo
logaritimica ou apresentar outro padrao, como lei de poténcia {(Ax)?) o 7, por exemplo.
Sob essa classificacao , quando 1 > 1, temos um processo superdifusivo, quando n = 1
descreve uma difusao normal e quando 1 < 1 um processo subdifusivo.

Citaremos alguns exemplos da difusdo andémala em regime superdifusivo (n > 1),
temos: micelas CTAB dissolvidas em 4guas salgadas [44, 45|, dindmica cadtica devido
a voos e aprisionamentos [46, 47], difusdo anomala em fluidos girantes bidimensionais
[48, 49], em movimentos bacterianos [50], em transporte em plasma turbulento [51], além
da difusao turbulenta de Richardson.

Como exemplo da difusdo normal (n = 1), temos: todos aqueles sistemas fisicos que
possuem o comportamento da distribuicao do tipo Gaussiana. Por exemplo, o movimento
Browniano.

Como exemplo da difusdo andémala em regime subdifusivo (n < 1), temos: no
transporte de carga em semicondutores amorfos [52, 53], difusometria NMR em percolados
[54], transporte em geometrias fractais [55, 56|, na dinamica de uma conta em rede
polimérica [57].

Numa difusao anomala, a variancia pode nao ser finita, por exemplo, a do tipo Levy,



embora apresente um indice bem definido que caracteriza o comportamento anoémalo.
Para descrever a difusao do tipo Levy, podemos utilizar uma equacao de difusao com
derivadas fracionarias [58] cujas solugoes sao as distribui¢oes de Levy. Diferentemente
desta, a difusao do tipo correlacionada pode apresentar um segundo momento finito,
por exemplo, a descricao do transporte em meios porosos. Para a difusao anomala
correlacionada, tem sido aplicada com sucesso uma equagao de difusao nao linear do tipo
Fokker Planck [31, 59, 60, 61, 62]. Cada uma dessas situagoes, podem ser caracterizadas
por equacoes de difusao em um contexto termoestatistico, seja ele descrito pela mecanica

estatistica extensiva (usual) ou pela mecéanica estatistica nao extensiva.

2.2 A difusao Normal, Equacao de Langevin e

Equacao de Fokker-Planck

A hipotese fundamental ou lei mais usada e citada na descricao da difusao é conhecida
como Lei de Fick [63] da difusdo. Esta lei nao é tnica para descrigao da difusao. Existe
um outro modelo matemético que envolve um coeficiente de transferéncia de massa [64] e
que resulta em correlagoes desenvolvidas explicitamente em engenharia quimica e usadas
implicitamente na cinética quimica e em medicina. Contudo, usaremos a lei de Fick neste
trabalho, até porque ela leva a descrigoes comuns na fisica, fisico-quimica e biologia.

Assim, podemos assumir que uma boa parte dos fenomenos de difusao obedecem a

esta lei linear:
J=—-DVp (2.1)

sendo D o coeficiente de difusao, o qual dependerd das propriedades do meio (isotrépico
ou anisotrépico), p(7,t) é funcao da posi¢ao e do tempo e J a densidade de corrente.

O coeficiente de difusao D indica a velocidade com que a quantidade medida por p
difunde-se de regides de altas concentragoes para regioes de baixas concentragoes. De
outra forma, o sinal negativo combinado com o gradiente na lei de Fick diz que a difusao
tende a ocorrer da regiao de maior densidade para a de menor densidade.

Nos casos onde podemos considerar que a substancia difundida nao é nem absorvida

e nem emitida pelo meio. E valida a equacao de continuidade que representa a lei de
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conservac¢ao para esta substancia

T 4v.-J=0 2.2
5+ (22)
Combinando as equagoes acima, Eq.(2.1) e Eq.(2.2), chegaremos a equacao de difusao
normal
dp 2
— =DV 2.3
5 p (2.3)

Contudo, a equacao de difusao é modificada se for possivel que a substancia seja criada
(emitida) ou destruida (absorvida). Neste caso, a equacao de continuidade é representada

por

a+V~f=5 (2.4)

onde ¢ é a densidade da fonte, com § > 0 associado a criacao e 6 < 0 a absorcao
de substancia, respectivamente. Portanto, a correspondente equacao de difusao, nao
homogénea, é dada por

9p _ 2
E—DV p+0 (2.5)

Agora, considere uma particula de massa m imersa num liquido, onde a influéncia do
meio sobre o movimento da particula se apresenta de duas formas: primeiro, a particula
estd sujeita a uma forga viscosa, F' = awv, no qual a é o coeficiente de viscosidade do
meio; em segundo, uma forga de caréter aleatério, Fy(t), também conhecida como forga
de Langevin, que é devido ao impacto da particula com as moléculas do liquido [65].
Vamos também considerar que a particula esta sujeita a uma forca externa F,(x).

A equacao de movimento, em uma dimensao, é escrita na seguinte forma

d*x dx
— =F.(2) —a— + F,(t 2.6
m 2 = F(e) a2+ Fi() (26)
Para os casos em que a massa da particula é desprezivel, a Eq.(2.6) resulta em
dx
— = f(t 2.7
S (OR 0 27)

onde f(z) = F.(x)/a e £(t) = F,(t)/a. O ruido f(t), ou forga aleatéria, ¢ uma varidvel
aleatoria dependente do tempo. Langevin requereu as seguintes propriedades para esta

forca:

(1) = 0 (2.8)
FO)EW) = Bo(t—1)



onde B é uma constante e as varidveis (f(¢)) e (f(¢')) em média sao nulas e independentes
para t # t'. A Eq.(2.7), juntamente com as propriedades da Eq.(2.8), é um exemplo de
equacao de Langevin.

Na auséncia de for¢a externa, a Eq.(2.6) torna-se

jt'u = —yv +£(t) (2.9)

onde v = a/m e & = F,(t)/m.

Neste caso, a variavel aleatéria £(t) deve obedecer as seguintes propriedades.

{€@) = 0 (2.10)
EONEW)) = To(t—t)

onde I' = B/m?
E facil verificar que a variancia das velocidades fica dada por:
(v~ () = 5 (1 — ) (211)
2y
Para tempos longos obtemos a Eq.(2.12) abaixo. A Fig.(2.1) mostra o comportamento

da variancia para o regime de tempos longos (regime estacionario)

r

(w?) = % (2.12)

O deslocamento quadratico médio, que corresponde a uma grandeza experimental-

mente mensuravel é dado por

2 _£ _g _e i — et
<(9c—<9c>)>—72 (t 7(1 )+2,y(1 ) (2.13)

para o limite de tempos longos (regime estaciondrio) ver Fig.(2.2), temos:

(z?) — (z)* ~ Dt (2.14)

que € a conhecida relacao de Finstein-Smoluchowski. Com este resultado, obtemos a

relacao entre o coeficiente de difusao e a temperatura.

D = 2kpT /o (2.15)
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Figura 2.1: Comportamento da velocidade quadratica média para tempos longos, Eq.(2.11), no regime

estacionario.

Na natureza, é freqlientemente observado que, para sistemas que apresentam MB, a
distribuigao de probabilidade que rege este tipo de sistema é uma Gaussiana [66]. Assim,
podemos também analisar este sistema em relacao as suas probabilidades. Ele pode
ser descrito por uma equacao de movimento que governa a evolucao temporal de uma
distribuicao de probabilidades - Fquacao de Fokker Planck.

Na obtengao desta equagao (equacdo de Fokker-Planck), fazemos uso da equagao de
Langevin (Eq.(2.7)). O que se deseja é encontrar a densidade de probabilidade p(xo, z, t)
entre x e  + dx, no instante de tempo ¢, com instante inicial t =ty em x = . Iniciamos
discretizando a Eq.(2.7). O tempo t ¢é discretizado em intervalos 7 e a posigao da particula

no instante t = n1 por xz,. Entao, a equagao de Langevin discreta é aproximada por
Tny1 = Tp + Tf(Tpi1) + Ca (2.16)

onde (Gn) = 0 e (Gu)(C) = Gn-
Seja p, = p(x,) a distribuicao de probabilidade da variavel z,, e g, (k) a correspondente

funcao caracteristica dada por

gulk) = () = [~ e pyda, (2.17)

onde g,(k) de uma varidvel aleatéria = é definida como a transformada de Fourier da
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(Axy

t it
Figura 2.2: Comportamento do desvio quadrético médio para tempos longos, Eq.(2.13).
densidade de probabilidade associada a z, como mostra a Eq.(2.17). Logo
Gu1 (k) = (elontr) = (etMlentrl et (2.18)
Como z, e (, sao independentes, podemos escrever
(k) = (et enll) (i) (2.19)

Agora vamos expandir a fungao g,.1(k) em 7, desconsiderando os termos de segunda

ordem. Entao, ficamos

(etkoneTl@n)) oy (ehon) 4k (eihanS(@n)) (2.20)
e
. ) 2 1
(e*ny = (1 44k, + <Zk2<'") Y~ 11— ikQTF (2.21)
Assim, obtemos
gus ~ gu(k) 4 7 (ik{fa)e) = STg,(k)) (222
Usando as seguintes propriedades:
R )e™) = (Fla)ee) = — [ e [ (), (2)]dr (223)
dx dx
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d2

. . o d?
2/ dkx\ __ ikx\ __ ikx
R ) = () = /e s pal@)da (2.24)
Podemos, agora expressar a Eq.(2.22) na forma
, . d I o d?
/e’kx"“pnﬂdxnﬂ = /ezkx"pnda:n — T/elkx e [f (zn) pn)dn + ?/el’“‘ﬁpndmn
(2.25)
conseqiientemente
ikx Pn+1 — Pn d r d2
" — - = 2.2
Jee {2 ) = o s =0 (2.26)
Isto implica
Pn+1 — Pn _ d Eiz

No limite em que 7 — 0 e assumindo p, como sendo p(z,t) e f(z,) como f(z,t),

obtemos a seguinte expressao

2
(e 1) = = (@)l + 5 ol ) (2.28)
Esta é a equagao de evolugao temporal da densidade de probabilidade p(z,t), onde F'(x,t)
é a forca externa aplicada ao sistema e p(x,t) estd relacionada com a concentragao ou
com a densidade de probabilidade. Ela é conhecida como equagao de Fokker-Plank
ou equacao de Smoluchowski. Resolver esta equacao significa resolver a equacao de
Langevin (em tempos longos).
Nota-se que a Eq.(2.28) tem a mesma forma da equagao de difusdo. De uma forma

mais geral, esta equacao pode ser escrita assim

) B}
ait) =DV’ — V- (Fp) (2.29)

com D =T1/2.
A solucao da Eq.(2.28), na auséncia de forga externa e sujeita as condigoes de contorno

p(x — +oo,t) — 0, é dada por

p(z,t) = (47rDlt)1/2€xp (—th> (2.30)
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Comparando este resultado, Eq.(2.30), com a conhecida distribui¢ao de probabilidade

Gaussiana,

P(z) = (27“712)1/269519 l—(x;;f»] (2.31)

temos a média (x) = 0 e variancia o = 2Dt. O comportamento de P(z,t) pode ser visto

na Fig.(2.3).

p(x,t)

Figura 2.3: O grifico mostra a evolugao temporal da distribuicdo de probabilidades no regime
unidimensional, Eq.(2.31). Para tempos pequenos (préximos de zero) a distribui¢do representa uma

fungdo delta centrada na origem (x = 0), e com o passar do tempo, a distribuigdo evolui como uma

Guassiana de largura variavel.
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2.3 Equacao de Difusao nao linear

Distribuicoes tipo lei de poténcia ou exponencial alongada surgem naturalmente como
solugbes de generalizagoes da equagao de difusao (2.3) N-dimensional. Entretanto, a

equacao de difusao nao linear

9 2 v
5l = DV<p (2.32)

pode ser vista como uma generalizacao da Eq.(2.3), onde v é um parametro real. Para
v =1, reobtemos a Eq.(2.32).

A Eq.(2.32) corresponde a equagao de Fokker Planck nao linear na auséncia de forga
externa e sem termo de fonte. A existéncia de difusdao andomala e outras aplicacoes
tem motivado o estudo desse tipo de equagdo nado linear. Esta equagao, Eq.(2.32),
também é conhecida como equagdo de difusao em meios porosos [67] e tem sido usada em
diversos sistemas fisicos, tais como: em plasmas [68], em dispersao espacial de populagoes
bioldgicas [69], em percolacao de gases através de meios porosos (v > 2) [70], em filmes
liquidos finos sob gravidade, (v = 4) [71], e em fen6émenos de auto-organizacao.

Consideremos um gas ideal fluindo isotropicamente em um meio poroso homogéneo.
Como é mostrado na referéncia [67], as leis que governam este fluxo sao:

A equacao de estado para um gas ideal:

p = pop” (2.33)

onde p = p(r,t) é a pressdo, p = p(r,t) é a densidade, a € [1,00] e pg € RT sdo constantes.
A conservacao de massa em meios porosos nos da:

9p
"ot

onde v = v(r,t) é o vetor velocidade e n € R é a porosidade do meio.

+V.-(pv)=0 (2.34)

A lei de Darcy nos fornece:
ov =—kVp (2.35)

onde o € NT é a viscosidade do gas e k € RT é a permeabilidade do meio.
Com estas leis, podemos relacionar a Eq.(2.33), com a Eq.(2.35), conduzindo a seguinte
expressao:

k
—%vpa (2.36)

VvV =
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Da Eq.(2.34), temos

e usando a identidade vetorial, V - (Y A) = AV + (V- A), obtemos

dp

gy = —VVp—=p(V V)

Agora, substituindo Eq.(2.36) na Eq.(2.38), obtemos

@ _ akpo

— a—lv? ax72
ot (a+1)no [a,o PV ,0]

onde usamos a condi¢ao
pv2pa _ (a2 _ a)pa—lv2p + apav2p

E, sabendo que: VZp*™! = (a + 1)[ap®~'V?p + p*V?p|, obtemos

@_ akpo V2 ot

ot (a+1)no
Finalmente,
0
a—'z = DV?p”
onde
_ akpo
~ (a+1)no

ev=14+a>2.

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

Esta equagao, Eq(2.42), conhecida como quagao de meios porosos, tem sido bastante

analisada em diversos trabalhos. Como exemplo, podemos citar as referéncias [67, 72, 73]

que mostram aplicacoes deste tipo de equacgao na presenca de uma forca externa linear;

com termo de absor¢ao [74]; dependéncia espacial no coeficiente de difusao [75, 76], isto

é, D(x) o |z|~?, obtemos a lei de Richardson [65] para § = —4/3, e a lei de Komolgorov
[77] para § = —5/3); e também com forca externa e coeficiente de difusdo dependente do
tempo [78].

No proximo capitulo, vamos tratar das equagoes de difusao nao lineares, obtendo

solugbes exatas (analiticas).
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Capitulo 3

Equacao de Difusao nao Linear:

Solucao Exata

Nesta capitulo, analisaremos uma equacao de difusao nao linear que possui uma
dependéncia espacial e temporal no coeficiente de difusao. Também consideraremos
a presenca de forcas externas (F(z,t) = —ki(t)z e F(x,t) = —ki(t)r — kox|z|*)
e um termo de absor¢cao. Os termos nao lineares, presentes na equacao de difusao,
serao uma conseqiiencia do emprego de uma generalizacao da lei de Darcy, J =
—D(x,t) |0:p(x,1)|" [p(z,1)]” e da presenca do termo absorvente, —a(t)[p(x,t)]*. Em
particular, obteremos uma nova classe de solugoes exatas e investigaremos os efeitos nao
lineares produzidos por estes termos nas solugoes encontradas. Além disso, os resultados
encontrados, serao expressos em termos das funcoes g-exponenciais e g-logaritimicas que

aparecem no formalismo da mecanica estatistica nao extensiva.

3.1 Generalizacao da Lei de Darcy e Equacao de

Difusao nao Linear

A grande variedade de aplicagoes das equacoes de difusao nao lineares, conforme
mencionamos na introducao, tem motivado a compreensao destas equagoes e a
investigacao de suas extensoes. Neste sentido, temos a equacao de difusao nao linear

que emerge de uma generalizagdo da lei de Darcy [79] que é baseada na presenga de um
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termo difusivo nao linear. Particularmente, apés algumas manipulagdes empregando esta
generalizacao e a equagao de continuidade, podemos mostrar que a equacao de difusao

fica dada por [79]

n

%)=L {w, o

2t §p<x,t>} | (31)

Esta equacao tem como caso particular a equacao de meios porosos e sua densidade de
corrente para m = 0 é conhecido como lei de Gorter-Melling. Ela também esta presente em
vérias situagoes, tais como: condugao nao linear de calor [79], fluxo nao linear de fluido nao
Newtoniano [80], fluxo gravitacional de fluido ndo Newtoniano através de meios porosos,
difusao em estruturas fractais e uma mistura generalizada pelo efeito de flutuabilidade
devido a inje¢ao de um fluido denso dentro de um outro fluido de menor densidade [81].

Contudo, a Eq.(3.1) nao foi devidamente investigada na presenca de forgas externas
com termos absorventes (ou fonte). Nexto contexto, dedicaremos esta parte da tese
ao estudo da Eq.(3.1) levando em conta a presenga de forgas externas e de um termo
absorvente, no intuito de compreender as mudancas que tais termos produzem na equacao

de difusao acima. Assim, investigaremos a seguinte equacgao de difusao nao linear

9wty =2 {Du,t, b axmip(x,t)} 2 Py~ sl (32

onde

n

D(x,t, p, 0zp) = vD(t)]x]| ™ o, )] (3:3)

0

é o coeficiente de difusdao, F(x,t) é uma forga externa e @(t) representa uma taxa
absorvente que pode estar relacionada, por exemplo, com um processo de reagao onde
temos difusao.

E interessante notar que, a equacao de difusdo Eq.(3.2), assim como na Eq.(3.1),
pode ser aplicada para descrever vérias situagoes tais como: conducao de calor por
elétrons em um plasma, conducao de calor por radiagao em um gas completamente
ionizado (Marshak waves), fluxo assimétrico de um fluido muito viscoso [82], difusao
turbulenta [83] e em absor¢ao e desabsorcao de equilibrio localizado através de um sélido
permeavel [84]. Para (v,n,pu) = (1,0,1), a Eq.(3.2) recupera a forma usual (padrao) da
equagao de Fokker Planck [65] na presenca de uma for¢a com um termo absorvente. Nos

casos em que a(t) = 0, podemos verificar que [ dxp(x,t) é independente do tempo
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(conseqiientemente, se p é normalizado em t = 0, isso devera permanecer assim para
sempre). Realmente, se escrevermos, a Eq.(3.2) como O;p = —0,J e assumirmos a
condi¢ao de contorno J(xr — +oo,t) — 0, podemos mostrar que [ dzp(z,t) é uma

constante de movimento.

3.2 Equacao de Difusao nao Linear

Iniciaremos nosso estudo da Eq.(3.2) investigando as solugdes que sao dependentes do
tempo para a situacao caracterizada por u = 1, deixando a analise do caso u # 1 para
depois. Usaremos o método de similaridade em nosso estudo, com a finalidade de reduzir
a Eq.(3.2) a equagoes diferenciais ordinarias, que geralmente sdo mais simples de serem
resolvidas.

A forma dessas equacOes diferenciais ordinarias que aparecem ao aplicarmos este
método depende das condigoes de contorno e das leis de conservacao que devem ser
satisfeitas pelo sistema. Nesta direcao, limitamos nossa andlise a encontrar solugoes que

possam ser expressas em termos de uma funcao escalada do tipo

T
me—éﬁph@] (3.4

Estas solugoes devem satisfazer as condigoes de contorno iniciais e a condicao de
normalizagdo quando @(t) = 0. Antes de analizarmos as solugoes da Eq.(3.2), vamos

propor que a solucao dessa equacao seja dada por

p(x,t) = exp plz,t) (3.5)

- ' dia(d)

onde p(z,t) é uma funcdo a ser determinada, sendo dada pela Eq.(3.4). Desta forma,

aplicando as considerages acima na Eq.(3.2), obtemos que

n

0

.ty = D)5 { 1ol |

%ﬁ(% t)

w0l } - S Feple] (0

com D = D(t)exp [—(1/ +n—1)[3 df@(f)}.
A partir desta equacao, discutiremos a solugdo quando consideramos: (i) a auséncia
da forga externa, (ii) a presenca de uma forga externa linear e, depois, (iii) incorporamos

uma forga externa em lei de poténcia.
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Na auséncia de forcas externas a equagao Eq.(3.6) adquire a forma

n

0

irte.t) = Do)y {ial 0| 37)

a qual também pode ser formulada no contexto de difusao de calor. Para isto, basta
considerarmos na lei de Fourier a condutividade térmica dependente da temperatura de
forma andloga ao caso que consideramos anteriormente para a lei de Darcy. Agora,
aplicando o método de similaridade, mais precisamente considerando que a solucao da
Eq.(3.7) tenha a forma da Eq.(3.4) podemos converter a equacao de difusao acima em
duas equacoes diferenciais ordindrias, com a ajuda de uma constante de separaciao k
que pode ser determinada pela condi¢ao de normalizacao. Assim, apds alguns calculos a

Eq.(3.6) fica reduzida a

e o] e} = Fa e 35)
@(1)¢ S a(t) = —F D) (3.9)

onde { =2n+ 60 +v e z=|z|/P(t). Resolvendo a Eq.(3.9), encontramos

1
1+¢

t —~— o~
o(t) = | (@(0)* + i [ diD(D)| (3.10)
0
com k' = (1 + &)k. Observe que a presenca do termo ®(0) pode ser associada a uma
situacao em que a distribuigao considerada ja tenha uma largura inicial. Agora, retomando

a equacao que depende da variavel espacial, vamos fazer uma integracao e desta forma

obter

n d B

d i[ﬁ(z)]” = —kzp(z) +C (3.11)

27| 4 (2)

onde C' é uma constante de integragdo. Para encontrar a solugdo da Eq.(3.11), vamos

considerar o “ansatz”:
p(z) = (1 —az)’ (3.12)

e C = 0 de forma a que a solucao proposta venha a satisfazer a equacao e a condigao de

contorno p(x — £00,t) — 0. Substituindo a Eq.(3.12) na Eq.(3.11) e levando em conta
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estas considera¢oes podemos obter os parametros «, [ e A presentes na Eq.(3.12), em
termos dos pardmetros presentes na Eq.(3.11). Apds alguns cédlculos é possivel mostrar
que

1

n—+1 _24+04n 1/+n—1<k)"+1

= 1/+n—1;  on+1 ea_2+9+n

(3.13)

v

Assim, podemos expressar p(z) como

v+n—1 [k w1 246+4n vt
~ — 1 _ — n+1 314
(2) ( (5 ) 310

e por sua vez, p(z,t) fica dada por

1 tn—1 B\ [ fa] \ e

v+n— R "
Glrt) = — (2072 [k FYY ' !
e =g (-5 m () () ) o

Neste ponto, cabe ressaltar que a estrutura da solucao encontrada acima é

essencialmente a mesma da funcao g-exponencial que aparece no formalismo da mecanica
estatistica nao extensiva. De fato, ao aplicarmos o principio de entropia maxima a forma
entrépica

_ 1[5 dxp(x)]?

S,
q q_l

(3.16)

proposta por Tsallis levando em conta vinculos adequados, obtemos a funcao ¢-
exponencial (maiores detalhes sao encontrados no anexo A). Esta funcao é definida como
expy[r] = [1+(1—q)x]/* "9 para 1+ (1—¢)x > 0e 1+ (1 —q)r = 0 para 1 + (1 —q)z < 0.
Desta forma, podemos identificar a estrutura presente na Eq.(3.15) com esta funcao (g-

exponencial) tomando ¢ = 2 — (v 4+ n). Assim, com alguma &lgebra é possivel mostrar

1 I T |z 2oan
_2+0+n<y> <@(t)> ] (3.17)

O fato de relacionarmos a solucao encontrada com o formalismo de Tsallis é muito

que

1
plx,t) = 0] exppt!

interessante, pois nos sugere um contexto termoestatistico a esta equacao que nao é o
usual e nos indica um comportamento de cauda curta (ou cauda longa) na Eq.(3.17) que

podem ser obtidos dependendo da escolha dos parametros v, n e 6. Particularmente, no
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—_— =1,
L0+ 6=0,n=0

1 L ov=1/3,

1 6=-1,n=1/4
" . v=3/2,
6=1,n=2

08 ala

p(x,t) &)

Figura 3.1: Comportamento de ®(t)p(z,t) versus x/®(t) para valores tipicos de 0, v e n para a(t) = 0.

Para v =1 e 8§ = n = 0 retornamos a distribuigdo Gaussiana. Dependendo dos valores dos parametros

v, 6 e n a distribui¢do poder tornar-se compacta ou alongada

caso em que temos um comportamento de cauda longa, podemos relacionar a solucao
encontrada com a distribuicao de Lévy no regime assintotico de grande argumento. Para
verificarmos este fato basta tomarmos o limite assintdtico da Eq.(3.17), para x grande e

v +n < 1 obtendo-se

_ 2464n

B 1 |SL‘| I—v—n
p(x,t) ~ 0] <<I>(t)> (3.18)

Quando comparamos os resultados acima com o limite assintético que emerge da
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distribuigao de Lévy para x grande, isto é, p ~ 1/|z|**#, obtemos

= m (3.19)
Assim, mostramos ser satisfatorio para os parametros 6, v e n, tais que, 0 < pu < 2, logo
a Eq.(3.17) comporta-se semelhante a distribui¢ao de Léuy.

Para o caso a@(t) = 0, dependendo da escolha dos parametros (v,6,n), podemos ter
uma propagacao andomala da distribui¢ao dada pela Eq.(3.17) que pode caracterizar uma
difusao andomala ou uma conducao anomala. Neste caso, o segundo momento é dado

por (z?) oc t¥0+9 onde 2/(1 + &) < 1,= 1,> 1 caracterizando respectivamente o

comportamento sub, normal ou superdifusivo como mostra a Fig.(3.2).

10

Superdifusivo

Difusdo Normal

<>

4 Subdifusivo

Figura 3.2: Curvas de (x2) o t/(1+%) tendo comportamento: superdifusivo para ¢ < 1; difusivo normal

para £ = 1 e subdifusivo para £ > 1.

Agora analisaremos as implicagoes do termo de for¢a quando incorporado na Eq.(3.2).
Nesta direcao, primeiro estudamos os efeitos produzidos na solug¢ao por uma forca externa
que varia linearmente com a posigao, isto é, F'(z,t) = —k;(t)x. A situacado caracterizada
por F(x,t) = —ki(t)x — koz|z|* ! serd analisada na sequéncia. Na presenca desta forca

linear a Eq.(3.6) fica dada por

n

9 _

X

gyote.t) = 2(0){ el

sl (0 nen]. (320)
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Para analisar a solugdo que emerge da equacao acima vamos empregar O mesmo
procedimento que usamos para o caso em que nao tinhamos a presenga de forcas externas.

Assim, empregando a Eq.(3.4) na Eq.(3.20), obtemos

el = ot {1 i) ]
ki(t) d

_|_

(1) dz [20(2)] - (3.21)

com z = |z|/®(t), como no caso anterior. Agrupando termos semelhantes e introduzindo
uma constante k, podemos separar a equacao acima em duas equacoes, uma envolvendo

a variavel temporal ¢ somente e a outra envolvendo a variavel z, como segue

o) e | = R leate) (322
B L0(1) + ks (D@(D)H = DO (323

Destas duas equagoes, observamos que ao introduzirmos uma forcga linear na equacgao de
difusdo Eq.(3.6), apenas estamos modificando a forma como a evolugao do alargamento
da distribui¢ao ocorre e nao a dependéncia espacial da mesma. No tocante ao tultimo
ponto, a Eq.(3.22), ja foi resolvida anteriormente por meio de um ansatz. Devido a este
fato, vamos apenas abordar a Eq.(3.23) no intuito de obter sua solugao. Neste sentido,

podemos reescrever a Eq.(3.23), apds algumas manipulagoes, como

SR + €+ DR — €+ )DOF =0 (3.24)

Note que, a Eq.(3.24) corresponde a uma equagao diferencial do tipo Y’ + p(z)Y = g(x),
cuja solugao ¢é dada por Y(z) = [[ u(z)g(x)dz + C] /u(z) com u(x) = exp(f p(x)dz).
Assim, utilizando este resultado podemos encontrar a solu¢ao da Eq.(3.24) e mostrar que

ela é dada por

1

ot) = [[CP(O)F“ + K /0 "dZD (D) expl(€ + 1) /0 t kl(t’)dt/]}“l
e (_ /ot & <t/)dtl) (3.25)

com k' = k(¢ + 1). Este resultado mostra que dependendo da escolha da forga externa,

podemos ter a presenca de um segundo momento que na situacao de tempos longos fica
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reduzido a uma constante. Tal fato, implica diretamente na existéncia de uma solugao
estacionaria, fato que nao é observado quando nao temos forcas externas atuando sobre o
sistema. Particularmente, uma solugao estacionédria pode ser obtida fazendo @(t) = 0,
o coeficiente de difusio, D ~ D(t) = D = cte., ki(t) = k; também constante, e
p(z) x (1 —a’z*)?, onde o' é uma constante.

Completando nossa analise a respeito das forgas externas vamos incorporar a situagao
estudada anteriormente a um termo do tipo lei de poténcia, isto é, k,z|x|*!, de forma

que a forca externa fique dada por
F(z,t) = —k(t)r — kox|z|*! (3.26)

Vamos considerar, neste contexto que D = cte e @(t) = 0. Obter a solugdo da equacao
de difusao na presenca da forga externa acima ¢ uma tarefa muito dura, mas muito
importante devido ao grande niimero de aplicacoes que podem ser descrito por ela. Neste
sentido, embora nao seja de nosso conhecimento o que acontece no caso geral, isto é,
(o, 0, v,n) quaisquer, vamos analisar uma situacao especial para o qual a solugao escalada
da Eq.(3.4) é ainda vélida. Este caso especial corresponde a o« = —0 — v — 2n, isto é,
a+ 0+ v+ 2n = 0. Neste caso, usando os procedimentos anteriores, podemos reduzir a

Eq.(3.2) para o seguinte conjunto de equagoes

FL L =D {7 [ Lot S|+ kg ] B2
@(OI5-0(0) + ki (]0(0)] ¢ = F (3.28)

A solugao da Eq.(3.28) ¢é dada por

t t e t
(1) — [[cp(@)}l+§ e [ dienpl(1+¢) | dt’kl(tf)]} T enpl- [arm@) (329)
0 0 0
Para obtermos a solugao da Eq.(3.27), podemos primeiro integré-la, obtendo

jz[ﬁ(z)]y = —(kz + koz*)p(2) + C' (3.30)

d

DIz | ~5(2)

onde C” é constante. Para resolver esta equagao, Eq.(3.30), também empregaremos a

condigao de contorno p(x — £00,t) — 0 que implica em C’" = 0. Assim, a solugao desta
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equacao ¢ dada por

1 [k \ k w1
n+1 z n+
pN(Z) = equ (_n—f-]_ ('Z)y) /0 d? (Z_1+0 + kZ(_y_2n)> ) (331)

Para o caso espacial, com n = 0, temos

p(z) = exp, <— (;}/) /OZ dz <2—1+0 + ]j:z_” )) (3.32)

Assim, recuperamos a solugao obtida na referéncia [86].

3.2.1 Termo Absorvente a [p(z,t)]*

Agora, estudaremos a Eq.(3.2), considerando o caso geral u # 1. Neste caso, a Eq.(3.2)

pode ser escrita como sendo

0 0 9, _

O pwn=2 {m, » axmaxp(a:,t)} —(0) ol 1) (33
Trataremos deste caso, na auséncia da forca externa, com coeficiente de difusao
independente do tempo e a(t) = @. Seguindo a referéncia [87], consideramos que a

solugao para esta equagao deve ser dada por

pla,t) = o(t)P(C(t)r) (3.34)

onde ¢(t) e ((t) sao funcoes dependentes do tempo a serem achadas. Nesta sentido, é
interessante analisarmos a equagao cinética que emerge da equagao anterior, Eq.(3.33)
para D = 0, isto é, Oip(t) = —afp(t)]*. Particularmente, a solugdo para esta equacao

cinética é conhecida e dada por
p(t) o [1— (1 — p)at] 77 . (3.35)

Fato este que nos sugere empregar ¢(t) = [1 — (1 — ,u)k:t]ﬁ de forma a contemplar o
caso limite em que a equagao cinética é valida. Para obter ((t), substituiremos a solugao
proposta para p(z,t), Eq.(3.34), na Eq.(3.33) com ¢(t) definido pela Eq.(3.35). Essa
substituicao nos leva a obter

C(t) = [1 = (1 = p)kt) =575 (3.36)
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e a Eq.(3.33) fica

fH—n—v d d [ _,
_ (B e e = D
kP () (2 + 0+ n) knann dn {77

d
%P(n)

i v _ w
PO} = P

(3.37)
com 1 = ((t)|x| e k sendo uma constante. Achar a solugao explicita na variavel n da

equagao acima, Eq.(3.37), é uma tarefa dificil, contudo, é possivel obter uma solugao

implicita quando p = 2 + 2n + 6 + v que é formalmente dada por

1 n+1

1 k ﬁﬁ~7ii a (7, /u"+1n+y_1
S (uD) / dz[z] 7 (z— 77(2)/ dz'[P(Z)] > ] (3.38)

Verificamos que a equagdo Eq.(3.38) recupera a Eq.(3.17) para o« = 0, depois que

73(77) = €XPq

executamos a integracao em z. Neste ponto, podemos usar os resultados acima, para obter,
com u,n, v e 6 arbitrarios, os n-ésimos momentos associados com estas distribuicoes. Eles

sao dados por

(™) = [/ dwa”p(w,t)] / [/ dmp(x,t)]

() = ¢ [ / dnng"p(n)} / [ / dnp(n)}
(z) o ()7 (3.39)

e (x?"T1) = 0. Note que, na equacao Eq.(3.39), assumimos que as integrais que envolvem
a distribuicao e os poténcias x" estao definidas, isto é, que elas existindo, implica na
existéncia dos n-ésimos momentos. Em particular, para o segundo momento temos que
(z — (2))?) o tEDCTTn | (3.40)
A equacao acima nos indica que os processos difusivos neste caso podem ser sub-difusivo,
normal e superdifusivo, dependendo dos valores de 2(n + v — u)/(2 + n + 6) ser menor,

igual ou maior quer um.

3.3 Conclusoes

Em resumo, trabalhamos a equagao de difusao generalizada, Eq.(3.2), em vdrias

situagoes considerando o termo de forca externa e o coeficiente de difusao com dependéncia
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espacial e temporal. Também, mostramos que sao admitidas solugoes exatas onde o
espaco e o tempo sao funcgoes escalares. Outro ponto interessante, é a presenca da funcao
exponencial generalizada do formalismo Tsallis encontrada em nossas solugoes. Este fato,
sugere uma conexao das solugoes encontradas aqui e as distribuigoes que emergem do
formalismo de Tsallis. Nesta direcao, também estendemos os resultados obtidos nas

referéncias [74, 75] em um formalismo unificado.
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Capitulo 4

Equacao de Difusao nao Linear:

Difusao Anomala

Neste capitulo, investigaremos a solucao da equagao de difusao nao linear

1 0

oor0) = =D {rN—l—e[pmt)]”[j[r-"[p(r, t>m}

f[TN_lf(T,t,p)p(T, t)] (41)

considerando a presenca de uma for¢a externa F(r,t,p) a qual exibe uma dependéncia
explicita da distribuicao. Comegaremos, investigando o caso estacionario e, em seguida,
analisaremos o caso dinamico.

A solugao estaciondria é obtida considerando uma forga externa do tipo F(r,p) =
Fi(r) + Fo(r)[p(r)]**7~1 e o resultado encontrado é relacionado com a distribui¢ao que
emerge da estatistica de Tsallis (ndo extensiva) ou da que emerge da estatistica de
Boltzmann-Gibbs (extensiva).

A solucao dinamica é investigada considerando uma forca externa do tipo F(r,t, p) =
—k(t)r + K/riH 0 p(r, )+~ e sua distribuicdo relacionamos a uma distribuicao de

Leévy, no limite assintotico.

4.1 Equacao de Fokker-Planck nao Linear - Solucao

Estacionaria
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Comegamos nosso estudo a respeito da Eq.(4.2) investigando a solucao estaciondria

que emerge ao considerarmos a presenca da forga externa
F(r,t,p) = Fr(r) + Fo(r)[p(r)] 77" (4.2)

Desta forma, substituindo a forga externa definida acima na Eq.(4.2) e considerando a
condigao na qual a Eq.(4.2) é estacionaria, podemos reduzi-la a uma equacgao diferencial
ordindria que depende apenas da varidvel espacial r. Neste sentido, apds alguns célculos,

podemos mostrar que a Eq.(4.2) fica reduzida a

d

Dr[p(r)] - [r"(p(r))"] = Fa(r)p(r) = Falr)(p(r)"*" = 0 (4.3)

Note que, a Eq.(4.3) tem um termo difusivo nao linear e também um termo de convecgao
nao linear ou termo de transporte, conforme discutimos acima.

O termo nao linear incorporado na forga externa pode produzir na solucao um
novo comportamento o qual nao se encontra presente nos resultados apresentados pelas
referéncias [78, 88, 89]. De fato, a solu¢ao que emerge da Eq.(4.3), conforme veremos a
seguir, pode apresentar dois tipos de regimes: um deles sendo do tipo lei de poténcia que
pode nos conduzir a uma conexao com o formalismo Tsallis e o outro é do tipo exponencial
sugerindo uma relacao com a estatistica de Boltzamann-Gibbs. Neste sentido, mostramos
suas caracteristicas e obtemos a solugao desta equacao, Eq.(4.3), usando os procedimentos
empregados por Plastino e Plastino [91], os quais sdo baseados no formalismo de Tsallis

[92]. Assim, seguindo a referéncia [91], consideremos que a solugao seja dada por
p(r) =" expy[~G(r)] /2 (4.4)

onde a fungao G(r) é determinada pela equacao que obtemos ao substituirmos a Eq.(4.4)
na Eq.(4.3). A constante Z é obtida mediante a condigdo de normalizagao, e exp, é
a g-exponencial presente no formalismo de Tsallis (ver apendix A). Da substitui¢ao da

Eq.(4.4) em Eq.(4.3), e levando em conta ¢ = 2 — v — 7, a equagao que satisfaz G(r) é

r 7,04—17 y+v—1
;Q(T) + (¢ — 1)7’"*9]:1.2)(]/)9(7“) =~ []:2(7") + <5> f1(7“)] (4.5)

A Eq.(4.5) é uma equagao diferencial de primeira ordem ordindria e ndo homogénea cuja

solucao pode ser encontrada mediante o emprego de uma fator integrante. Em particular,
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fazendo alguns célculos podemos mostrar que a solugao da Eq.(4.5) é dada por

v+ 1 . N . N
g(r> Z = / dff; (T) 6%([@ dr]-—?(r)TnJ'_g*fO dT’]-—Q(r)r”""g)
In, [em I a7 TW"] (4.6)
onde Inyz] = (z'77—1)/(1 — q) é a fun¢do g-logaritimica que ¢ definido como sendo a

funcao inversa da g-exponencial. Agora, aplicando a Eq.(4.6) na Eq.(4.4), encontramos a

solucao estacionaria

14 v+vy—1 -
plr) = rnzi equ{Z 7 / drrt 00 (7) ¢ o dr7a0m = [ drza@ie)

+ I, {evb N dfﬁ(f)f“”] } . (4.7)

A equagao acima, que corresponde a solugao estaciondria da Eq.(4.1) para a forca
externa dada pela Eq.(4.2), pode nos conduzir a dois tipos de comportamentos. Um deles
tipicamente exponencial e outro do tipo lei de poténcia os quais poderiamos associar as
distribuicoes de Boltzmann-Gibbs ou de Tsallis, como mencionamos anteriormente. Na
Fig.(4.1), ilustramos o comportamento de p(r, t) em funcdo de r. Particularmente, quando

escolhemos Fi(r) = 0, na Eq.(4.7), obtemos

p(T‘) = TZ; eDu f() deQ(T)Tn+0 (48)

que corresponde a uma distribui¢do do tipo Boltzmann-Gibbs e, para Fa(r) = 0, obtemos

uma distribuicao do tipo lei de poténcia que em esséncia é a distribuicao de T'sallis

T% Zu—i-'y 1

p(r) = 2 ©%Pq l

/ At D (7). (4.9)

A partir da solu¢do estaciondria, KEq.(4.7), concluimos que a presenca de um
comportamento exponencial semelhante & distribuicao de Boltzmann-Gibbs, indica quao
a solugao pode ter uma relaxagao anomala e ter uma solugao estacionaria do tipo usual,
dependendo da escolha de Fi(r) e de Fy(r). Efeito semelhante também ¢é verificado nas

equagoes de difusao fracional, as quais envolve uma derivada fracional no tempo [93].
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Figura 4.1: Comportamento de p(r,t) versus r, como ilustragao da Eq.(4.1) para valores tipicos de v e
t quando consideramos, por simplicidade, D =1,y =1, =0, N =1, Fi(r) = 0 e Fo(r) = —kr com
k = 1. Na figura (a), nos ilustramos o caso caracterizado por v = 0,9 e na figura (b) o caso v = 1.2.
Note que em ambos os casos das solugoes para tempos longos obtemos o regime estaciondrio dado pela

Eq.(4.7).
4.2 Equacao de Fokker-Planck nao Linear - Solucao

Dinamica

Neste ponto, consideramos o caso dinamico, isto é, as solucoes que sao dependentes

do tempo. Para isto, consideraremos a forga externa dada por
F(r,t,p) = —k(t)r + K/r " p(r, )] (4.10)

que de forma andloga a forga externa empregada no caso estacionario possui uma

dependéncia com relagao a distribuicao do sistema. Particularmente, apds substituirmos
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esta forca externa na Eq.(4.2), obtemos

gtpo: t) = Tffy_l aar {TN e t)]é[r”(p(n t))”]} +
+ - N1_1 ; {rN ! [k(or — Tfm[p(r, £

p(r, t)}
(4.11)

Para obter a solucao usaremos, por simplicidade, o método de similaridade, descrito
no capitulo anterior, de forma a reduzir esta equacao diferencial parcial em equagoes
diferenciais ordindrias. Seguindo o procedimento empregado no capitulo anterior,

restringimos nossa analise as solugoes do tipo

1 r
Pl = G (@@)) (4.12)

que deverao satisfazer as condicoes de contorno iniciais e a condi¢ao de normalizacao.

Substituindo a Eq.(4.12) na Eq.(4.2), obtemos as seguintes equagoes

(t) = K [®()* — k()D(t) (4.13)
, d d - N " d o[ K ey
P =D AP P - {7 [ e
(4.14)

onde £ =34+ N(y+v—1)+0+n z=r/Pt) ek’ éuma constante que deve ser
determinada pela condicao de normalizacao.

A solugao da Eq.(4.13), apds alguns célculos, é dada por

O(t) =

(@) (€~ VKD [ diexp [(5 =y Edt’w)]] - - dt/k:xt’)}]

(4.15)

Note que, solugoes semelhantes a Eq.(4.15), com uma fun¢do dependente do tempo foram
encontradas em diferentes equagoes de difusao fracionarias nao lineares [77, 87, 94, 95, 96].
Este fato, indica que diferentes equagoes de difusao tem uma propagacao anomala,
similar para a distribuicao de probabilidades. A diferenca esta nos parametros presentes

na equacao de difusdo. Para estas solugoes, Eq.(4.15), também é possivel obter o
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comportamento de espalhamento da Eq.(4.11) quando usamos p(0,t), j& que nesta
situacao (r?) oc 1/[p(0,t)]> o [®(¢)]>. Assim, dependendo dos parametros v, 7, 6 e n
podemos ter um comportamento da propagacao anomalo ou normal, de acordo com o
segundo momento. Em particular, para o caso caracterizado pela auséncia de forcas

externas (ver Fig.(4.2)) o segundo momento é
(r?) ~ ¥/ (4.16)

onde & > 3, £ = 3 ou £ < 3 nos leva aos comportamentos subdifusivo, normal ou

superdifusivo, respectivamente.

10

<r2> o t2/(§—1)

Superdifusivo

e
Difusdo Normal

<>

(E_, _ 4) Subdifusivo

Figura 4.2: Comportamento do segundo momento (r2) ~ t*/¢=1. Para € > 3, £ = 3 ou £ < 3 nos leva

aos comportamentos subdifusivo, normal ou superdifusivo.

Agora, vamos direcionar nossa discussao a solugdo da Eq.(4.14), ou seja, a solugao

espacial. Para isto, tomamos a integral em ambos os lados da Eq.(4.14), resultando em

—kNP(2) = Diz‘l‘(’[P(Z)sz [27(P(2))] = KA 4 C (4.17)

Para simplificar nossa andlise, aproximamos a solugao Eq.(4.17) fazendo C = 0, devendo

satisfazer as condigoes de contorno P(z — oo) — 0. Deste modo, quando aplicamos esta
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ultima consideracao na Eq.(4.17), ap6s alguns célculos, obtemos que

sz] (4.18)

P(z) = Pras- exp, [_Dug

ondeq=2—-v—vyel=2+0+n1—-7)/v—K@+vy—1)/(Dv) (ver fig.(4.3)).
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Figura 4.3: Comportamento de P(z) versus z, como ilustracio da Eq.(4.18) para valores tipicos de 6,
v, n e v, quando levamos em conta, por simplicidade, X = 1, N'=1 e D = 1. Note que dependendo da

escolha desses parametros as distribuigoes podem ter um comportamento compacto ou alongado.

Note que, o comportamento da Eq.(4.18) pode ser compacto ou caracterizado por
uma longa cauda dependendo dos parametros 7, v, v e §. Para o tultimo caso, Eq.(4.18),
podemos relacionar a solucao obtida com uma distribuicao de Leévy no limite assintotico.
De fato, quando tomamos o limite assintético da equagao acima Eq.(4.18), para z muito
grande P(z) ~ 1/22+04m/(@=1) ¢ comparando ao limite assintético da distribuicao de Lévy
P(z) ~ 1/2"* obtemos ¢ = (3+ 60 +n+ p)/(1 + p). Agora, substituindo a Eq.(4.18) em
Eq.(4.12), obtemos o comportamento explicito de p(r,t) com a coordenada espacial r que

é dada por
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com ®(t) definida pela Eq.(4.15). A Fig.(4.4), mostra o comportamento da Eq.(4.19) no

decorrer do tempo.

144 T t=05
) t=1.0
—1t=15

1.2 1

p(r.t)

Figura 4.4: Comportamento de p(r,t) versus r, como ilustrado agora pela Eq.(4.19), que evolui no
tempo para § = 1, v = 1/2, n = —1 e v = 1/3, por simplicidade, quando levamos em conta = 1,
N=1,80)=0k(t)=1eD=1.

4.3 Conclusoes

Temos trabalhado com uma equacao de difusdo nao linear N-dimensional em vérias
situagoes quando consideramos o termo de convecgao ou de transporte. Assim, temos
analisado a solugao estacionaria e o caso dependente do tempo que emerge desta equagao.

Para o caso estacionario foi verificado que a solucao obtida apresenta dois
comportamentos: um comportamento tipo lei de poténcia e outro, exponencial. Logo,
para o primeiro caso, € possivel identificar a solugao encontrada aqui com o formalismo

Tsallis e no segundo caso € estabelecido uma conexao com o formalismo Boltzmann-Gibbs.
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Para o segundo caso, o comportamento é muito interessante, ja que a solucao tem uma
relaxacao anomala na solucao estacionaria usual. Tal comportamento é encontrado na
equagcao de difusdo fracional que envolve uma derivada fracionaria no tempo [93].

Para o caso dependente do tempo (caso dinamico), obtemos solugoes exatas onde o
espago é escalado como uma funcao de tempo, e conduz a uma distribuicao do tipo lei
de poténcia com um comportamento compacto ou alongado dependendo dos valores dos
parametros v, 6, n, v, K e D. Em particular, para este tltimo caso, caracterizado pelo
comportamento alongado, a distribui¢ao foi conectada com a distribuicao de Lévy no
limite assintético. Contudo, é interessante notar que a dependéncia temporal na solugao
¢ do tipo lei de poténcia devido a escolha do termo de convecgao (forca). Outras escolhas

para este termo podem conduzir a outras solugoes diferentes.
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Capitulo 5

Equacao de Fokker Planck nao
Markoviana: Solucao e Primeira

Passagem no Tempo da Distribuicao

Este capitulo é dedicado ao estudo das solugoes e da distribugao de tempo de uma
equacgao de Fokker Planck linear nao markoviana. Também consideraremos a presenca
de forgas externas e termos absorventes (ou fontes). Desta forma, mostraremos um
formalismo, que juntamente com os que trabalhamos nos capitulos anteriores, baseados
em equacoes de difusao nao lineares, vem sendo constantemente usado na investigacao

dos processos difusivos anomalos.

5.1 Equacao de Fokker Planck nao Markoviana

Uma grande classe de fenomenos fisicos relacionados com processos de relaxagao, em
sistemas complexos, podem ser usualmente descritos pela equacao de Fokker-Planck nao

markoviana [97]:

2 ooty = [ d( ~ DLLo(r D) (5.1)

onde IC(t) é o kernel no qual leva em conta os efeitos de meméria e L{---} é o operador
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linear, agindo sobre a variavel espacial,

L{p(r,0)} = DVp(rt) =V - [F(r,t)p(r, )] + a(r)p(r, 1) (5.2)
onde D é o coeficiente de difusdo, V2. = pI=N2LpN-1=0.2 =613 § um operador

Laplaciano modificado (o caso 8 = 3 = 0 recupera o operador Laplaciano usual para N
dimensoes com simetria radial), F(r) = F(r)7 representa uma forca externa aplicada ao
sistema e a(r) é o termo absorvente relacionado com o processo de difusao-reagao.

Casos particulares, desse operador, foram usados para analisar uma rica variedade de
cendrios, tais como: difusao em fractais [98, 99, 100], sistemas com condigdes de contorno
finita [101], primeira passagem no tempo relacionada com processos difusivos anomalos
[102, 103], elétrons rapidos em um plasma quente na presenga de um campo elétrico [104],
e turbuléncia [105, 106]. A Eq.(5.1), também pode ser usada para investigar reagoes
de subdifusao-limitada [107] e fazendo as mudangas satisfatérias podem corresponder a
equagao de Schrédinger para KC(t) o< 6(t) com a massa dependendo da posigao, semelhante
a primeira investigagao na referéncia [108].

A Eq.(5.1), recupera a equagao de difusdo usual para N dimensdes com simetria
radial, sem efeitos de memoria, para K(t) = 6(t) e § = § = 0. A equagao de difusdo
fracionaria usada para investigar fenomenos fisicos relacionados com difusao anomala
[93, 109, 110, 111, 112, 113] pode ser obtida da Eq.(5.1). Quando empregamos um
kernel satisfatério com 3 = 0 e quando escolhemos os kernels K(t) oc [dyp(y)t71, é
possivel estudar processos lentos sem escala [114]. Também, quando usamos a Eq.(5.1),
com limitagoes bem conhecidas das descricoes dos processos difusivos, com a equacao
de difusao, isto é, a velocidade infinita de propagacao de informacao inerente a equagao
parabdlica, deve ser evitada pela escolha de um kernel satisfatério [115].

Das discussoes prévias, notamos a importancia desses tipos de equacoes nao somente
devido ao vasto cenario no qual podemos sucessivamente descrever, mas também devido
ao crescente interesse na viabilidade de cobrir novas situacoes. Assim, o presente trabalho
pretende estabelecer algumas classes de solugoes desta equagoes de Fokker Planck nao
markoviana. Na conexao dessas solucoes, investigamos a primeira passagem no tempo
da distribuigao (FPTD), j4 que, somente em alguns poucos casos temos as expressoes
analiticas explicitas das FPTD como aquelas apontadas na referéncia [116]. Notamos
que, o conhecimento das distribuigdes FPT (F(t)), é essencial para obter a média da

primeira passagem no tempo (MFPT). Exemplos das MFPT sao: os tempos de escape dos
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potenciais randémicos, os intervalos entre spikes neurais [117], a ressonancia estocdstica
[118], e a fadiga de fraturas [119].

O plano deste trabalho é investigar as solugdes da Eq.(5.1). Iniciamos considerando o
kernel K(t) = Koo (t)+K12772/T(y—1), a forca externa F(r) = KC,/r'™ com (v = 0+f) e
o termo absorvente a(t) = —a/r~" com (n = 2+ 60 + 3). Depois, discutiremos a primeira
passagem no tempo da distribuicao relacionando estes processos quando empregamos
K1 =0e a = 0. Neste contexto, primeiro estudamos as situacoes caracterizadas pelas
condicoes de contorno definidas em um intervalo finito e, depois, estendemos nossa analise
para um intervalo semi-infinito. Em particular, para os casos caracterizados por um
intervalo semi-infinito empregamos, por simplicidade, Xy = 0. Em seguida, consideramos

a forga externa F(r) = —kr + K, /r'™ e o termo absorvente a(r) = —a 7’ — aq/7".

5.2 Solucgoes e Distribuicao de Tempo da Primeira

Passagem

Vamos iniciar nossa discussao considerando a Eq.(5.1) na presenca de uma forga
externa K, /r'™ com (v = 0+ 3), sujeita a condicao de contorno p(a,t) = 0 e na presenca
do termo absorvente a(r) = —a/r" com (n = 246+ 3). No intuito de resolver a Eq.(5.1)
sujeita a estas condigoes, vamos empregar a transformada de Laplace. Assim, tomando a
transformada de Laplace e usando o formalismo de fungao de Green [120], obtemos (ver

apendix B):

plrs) = [ A OG0

) €%, )0, o)

Gr&s) = — >

¢n(5) = ; (5.3)

no espaco de Laplace, com w = 2+0+3, p = {[N—w+B+K, /D> +a}?jJwe N\, = 2\, /w
onde J,(z) é a fungao de Bessel. Os autovalores \, sdo obtidos de J,(Aa?) = 0 e a condicio
inicial é dada por p(r,0) = p(r). Aplicar a transformada inversa de Laplace na Eq.(5.3)

e obter seu resultado é uma tarefa dura, se considerarmos um kernel geral . Contudo,
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para alguns casos, tais como: K(s) = Ko e K(s) = Kys'77, é possivel obter a inversa da
transformada de Laplace. Em particular, estes casos representam um papel importante
na analise dos processos de relaxacao de um sistema complexo. De fato, o primeiro caso
corresponde a relaxagao usual, isto é, no comportamento exponencial e o segundo esta
relacionado com a relaxagao andomala [109], cujo comportamento ¢ dado em termos da
fungao Mittag-Leffler (E,(x) = X2 2" /T(1 + yn)).

Nesta ordem, para unificar estes casos, consideramos K(s) = Ko+ K1s'™7 que nos leva

| —

O, (t) = > —(—KoDAZOFEY), () (— A2 DEY) (5.4)
k=0

T

!

com EM (2) = Y2 o(n+ k) a™/[n! T(A(n + k) + p)]. Tomando K; = 0 na Eq.(5.4),

A1
obtemos o comportamento usual da exponencial, isto é,

D, (t) = ¢ KoPAit (5.5)
e para Ky = 0, temos
®,(t) = E,(—K1DA2t7) (5.6)

Para estes casos particulares, verificamos que o kernel K(s), como mencionamos acima,
corresponde a uma mistura da relaxacao usual governada pelo comportamento exponencial
e da relaxagao andmala governada pela fungao Mittag-Leffler. Assim, a Eq.(5.4), apresenta
dois regimes difusivos. Situacoes semelhantes caracterizados por dois regimes poderiam
aparecer, por exemplo, em sistemas hamiltonianos com interacoes de longo-alcance
[121, 122] e no transporte ativo intracelular [123]. Agora, usando a definigao apresentada
na referéncia [124], podemos obter a distribui¢ao de tempo de primeira passagem
relacionanda com os processos cuja dinamica é dada pela Eq.(5.1) e consideramos a
situacao previamente estudada. Por simplicidade, consideraremos, K; = 0 e a = 0.

Depois de alguns cédlculos, é possivel mostrar que

2D ra kX g2wpt Ny - )
Flet) = 2P [ geewonipe 3o ST T (et omi
0 n=1 {Jp+1()\naw/2)}

a/'LU
w? A\ wat/20-p) 2\
R - “Nn /2
X [QAELF(p) <w> o Jp_1< @ )1 (5.7)
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comw > 3+ K,/D+ N. O comportamento da Eq.(5.7) pode ser visto na Fig.(5.1) para
alguns valores de 3 e K,. Em particular, este é o resultado obtido para distribuicao em
primeira passagem no tempo ampliando os resultados obtidos em [103].

Podemos estender os resultados obtidos anteriormente, Eq.(5.7), para Eq.(5.1), quando
consideramos a — o0, e para o caso caracterizado, por simplicidade, quando K(t) =
K1t772/T(y—1) com K; = 1. Esta escolha para o kernel conduz a uma equagao de difusao
fracionaria, no qual pode ser ttil para investigar varias situagoes, tais como transporte
de uma substancia em um solvente de um recipiente para outro por uma membrana fina
[125], compressao de fluxo aleatério [126] e translocagao assimétrica de DNA [127]. Para

obter a solugao neste contexto, é ttil usar

plrt) = [ dk Clk, )W (r k)
0
U k) = rl/2eHEeA) (2krw/2>, (5.8)
w

onde C(k,t) é o kernel que deve ser encontrado. Substituindo a Eq.(5.8) na Eq.(5.1) e

mantendo a forca externa e o termo absorvente, como definidos anteriormente, obtemos

jt C(k,t) = —Dk? /OOO dt K(t —1t) C(k,1) (5.9)

Resolvendo a Eq.(5.9), achamos
C(k,t) = C(k,0) E,(—k*Dt") (5.10)

onde C(k,0) é determinado pelas condigbes iniciais. Da condigao inicial p(r,0) = p(r),

obtemos que

Clk,0) = Qf |7 e S o wie (5.11)

Assim, a solugao é dada por
plrt) = [ dge TR HOG
G(r,&,t) = j}/ooo dkkU (¢, k)Y (r, k) E,(—k*Dt") (5.12)

Note que, se tivéssemos usado K(t) = Kod(t) + K1277?/T(y — 1), a mudanga principal
produzida em Eq.(5.12) deveria ser a presenga da funcao ®(¢) definida pela Eq.(5.4) ao
invés da funcao Mittag-Leffier.
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FEH

Figura 5.1: Comportamento F(&,t) versus ¢t para valores tipicos de 3 e K, quando consideramos, por

simplicidade, ¢ = 1,0, a = 3,0, N = 1,0, 0 = 2,0, Ko = 3,0, p(r) = r'+P+K/PEN(5 _¢) e D = 1,0.

Da equagao anterior, Eq.(5.12), dois casos interessantes emergem quando consideramos

p = 1/2 com um ~ arbitrdrio e v = 1 com um p arbitrario (p =
1/2

{[N—w—i—ﬂ—l—%]Q—Foz}/ Jw). Para o primeiro caso, isto é, p = 1/2 com um =

arbitrario, a funcao de Green pode ser reduzida a

(r€) Y25 +B+5=N)

2 | rw/? _ gw/Z ‘ (1-1,2 2 | Tw/2 _|_£w/2 | (1-2,2)
10 7 10 :
<H1 1 [ oTDE oy = | —Hit o DE o1y *7| J(5-13)

onde H [z |§le§11))((§:§5))] é a funcao H de Fox [128]. Para o segundo caso, v = 1

com p arbitrario, podemos simplificar a fungdo de Green, na Eq.(5.12), quando usamos a

identidade [129]

/0 T dkk T, (k) J, (Gk)e TR = (PN e (a5/(2a%)) /(2a%) . (5.14)
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Assim, apds usarmos a identidade acima, obtemos

r4e%
v __ T w2Dt 2<§T)w/2
1) = 1/2(w+,3+’C ./\/)e P I 515
g(r7£7 ) (g?") P th p w2Dt ( )

onde I, (z) é a fungao de Bessel modificada.

O comportamento assintético do segundo momento associado com os processos (r?) ~
t2/* para tempos longos, onde w > 2,= 2 ou < 2 correspondem aos processos de sub,
normal e superdifusivos. Em particular, para este caso a primeira passagem no tempo da
distribuicao é dada por

Ew

fw*Ne_ Dtw?
Il — &](Dut) &

F(&t) = ; (5.16)

onde & = (N +K,/D+0)/w,a=0ew >N+ K,/D+( (ver Fig.(5.2)). Note que, este
resultado para distribui¢ao em primeira passagem no tempo recupera o resultado presente
na referéncia [103] para N =1, 3=0¢ K, = 0.

Agora, vamos trabalhar a for¢a externa e o termo absorvente incorporando um
termo linear a forca externa e uma lei de poténcia positiva no termo absorvente. Mais
precisamente, consideramos a forga externa F(r) = —kr + K, /r'*" e o termo absorvente
a(r) = —agr" — ay/r". Uma maneira para obter a solugdo da Eq.(5.1) é tomando as
seguintes condigoes: expandimos p(r,t) em termos das autofungoes, isto é, empregamos

p(r,t) =2, ¥, (r)®,(t) com ¥,(r) (autofungdes) determinadas pela equagao espacial

rj\l/)_l jr {TN_I lr‘eda;i(r_ﬁllln(r)) — F(T)\I/n(r)] } + a(r)W,(r) = =AU, (r)  (5.17)

e ¢, (t), obtemos da equacao temporal
d - A b s -
=" | dt(t — 1), (¢ 5.18
ey R0 (5.15)
Assim, depois de alguns calculos, é possivel mostrar que

plrt) = [ deeNE 5060 )
a+1

G(r.&t) = <k> (1) Tn (=€) o (")

wD
— wl(n+1) 4 kew @ o o
nz::O I(l1+a+ n)L” il Rl B Ey(—=Aat") (5.19)
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Figura 5.2: Comportamento F(€,t) versus ¢ para valores tipicos de w, IV, e K, quando consideramos,
por simplicidade, £ = 1,0, 8 = 1,0, p(r) = 1T/ PEN(§ _€) e D = 1,0.

com k = k+4Day, p = (KD + 2 + 60 — N + wa)/2, a =
\/227042 + (K, + DN =2 —0))2/(wD), onde L% (z) sdo associados aos polindémios de
Legendre e A\, = wk{(1+ &)/2 +n — k(K, + DN + B))/(2wDk)}.

Estes resultados, estendem os resultados encontrados na referéncia [93] para uma forga

externa linear e para v = 1, ' =1 e 8 = # = 0 recuperamos a solucao para 0 processo
Rayleigh presente na referéncia [124]. Outras importantes caracteristicas a respeito desse
caso é que para tempo longo, na auséncia do termo absorvente, a solucao estaciondria

usual pode ser recuperada e é dada por p(r) ~ rf2/P+Be=kr/(wD)

para a condicao inicial
p(r) = 6(r)/rN=1. Estas caracterfsticas estdo de acordo com os resultados previamente

informados nas referéncias [93, 130]. A seguir apresentamos nossas conclusoes.
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5.3 Conclusoes

Neste capitulo, tratamos a equagao de Fokker-Planck nao markoviana considerando a
simetria radial. Primeiramente, foi analizado o caso caracterizado pela presenca da forca
externa: F(r) = IC,/r'™ (v = 6 + [3) e termo absorvente: a(r) = —a/r'(n =2+ 60 + [3)
considerando um intervalo finito. Também obtemos a primeira passagem no tempo da
distribuicao para K; = 0 e a = 0. Depois, estendemos os resultados obtidos para um
intervalo semi-infinito e consideramos dois casos particulares da Eq.(5.12). Em seguida,
investigamos as solugoes da forga externa F(r) = —kr + K, /r'™ e termo absorvente
a(r) = —ayr" — ay/r". Para estes casos, obtivemos uma solugao exata dada pelos termos
da funcao H de Fozx, funcoes Bessel ou polinomios de Legendre associados e a fungao
Mittag-Leffier.

A presenca das funcoes: For H e Mittag-Leffler é devida as derivadas fraciondrias
existentes na equacao de difusao. De fato, a presenca das derivadas fraciondrias na equacao
de difusao muda o tempo de espera da funcao densidade de probabilidade. Portanto, temos
uma relaxacao anomala para estes casos, que diferem dos casos usuais caracterizados por
uma relaxacao exponencial.

Foi discutido que a solugao estacionaria da Eq.(5.19) é igual a usual na auséncia
do termo absorvente. Em particular, este resultado estd de acordo com os resultados
apresentados na referéncia [130] a respeito da equacao de difusdo fraciondria e da
Termodinamica.  Temos estendidos os resultados apresentados na referéncia [131]
para uma equagao de difusao fraciondria, o processo Rayleigh [124] e os resultados
assintéticos informados na referéncia [93] para modelos homogéneos e caminhantes

aleatorios isotropicos.
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Capitulo 6

Conclusoes Gerais e Perspectivas

Ao longo do presente trabalho abordamos varios tipos de equagoes de difusao que
generalizam a equacao de difusao usual. Comecamos pela andlise da equagao usual de
difusao devido ao fato de que a sua compreensao e, conseqiientemente, das situacoes fisicas
que a rodeiam ¢é de suma importancia para o entendimento das situagoes gerais.

Assim, depois de uma répida introducao sobre a equacao de difusao usual e alguns
formalismos relacionados a ela, abordamos as equagoes de difusao que sao nao lineares.
Particularmente, consideramos a presenca de termos nao lineares tanto na parte difusiva
quanto na forca externa. Em ambos os casos, conseguimos obter solugoes que estendem a
solucao usual e estao relacionadas com a distribuicao que advém do formalismo de T'sallis.
Ressaltando, que quando consideramos a presenc¢a de uma forca nao linear na equacao de
difusao, mostramos que é possivel obter um comportamento tipo exponencial sugerindo
uma conexao com o contexto termoestatistico usual. Este fato, também nos revela que
estas solugoes podem sofrer uma relaxagao anomala e atingir um estado de equilibrio do
tipo Boltzmann-Gibbs o que é algo muito interessante. Em particular, este fato ja foi
mostrado para as equacoes de difusao que sao fracionarias no tempo e lineares.

A seguir, investigamos uma equacgao de difusao nao markoviana linear que possui
um kernel que da a dinamica do processo difusivo. Particularmente, a nossa escolha na
primeira etapa mistura tanto o comportamento usual quanto o comportamento obtido
através de uma equacao que emprega derivadas fracionarias. Os resultados obtidos,
neste contexto, pensando no formalismo de caminhantes aleatérios, correspondem a uma

mudanca na distribuicao do tempo de espera entre saltos. Tais modificagoes, influenciaram
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diretamente as solugoes que passaram a ser expressas em termos das fungoes de Mittag-
Leffler ou H de Fox. Neste sentido, o segundo momento associado a estas distribuicoes
nos levou a obter um alargamento da distribuicao de uma forma anomala, diferente do
caso usual que é linear com o tempo.

Seguindo com nossas investigacoes, consideramos a distribuicao de tempo associada
a estas equacoes de difusao. Embora tenhamos investigado varias situagoes, este tema
ainda carece de muito estudo. Uma etapa futura seria investigar situacoes fisicas onde o
formalismo abordado aqui pudesse ser aplicado e buscar extensoes dos nossos resultados.

Neste contexto, temos por exemplo o modelo do pente (“comb-model”)[132, 133, 134]
que tem sido empregado, entre outras coisas, no estudo da propagacao de células
cancerigenas [135]. Outra possivel extensdo seria considerar a presenca de termos
convectivos nao lineares. Por fim, esperamos que os resultados obtidos aqui venham

a ser uteis na discussao de situagoes que envolvam ou estejam relacionados a processos

difusivos anomalos em geral.
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Apendice A

Generalizacao do Conceito de

Entropia Proposta por Constantino

Tsallis (1988)

O conhecimento cientifico vem se destacando por desenvolver novas tecnologias,
avangando cada vez mais com novas descobertas, como: a nanotecnologia (computadores
mais avangados, DVDs, Pendrives), o estudo e as aplicagoes de células tronco (cura de
doengas, talvez cancer), as novas galdxias (estrelas), entre outros. Existe uma grande
preocupacao do homem sobre o futuro de sua espécie, e logo surge a necessidade de
conhecermos novos sistemas fisicos (mundos) que estao onipresentes em nosso cotidiano.
Um bom exemplo disso sao as varias interpretagoes da entropia.

A ciéncia tem aprimorado cada vez mais o conceito de entropia e hoje temos intimeros
sistemas fisicos que podem ser caracterizados por diferentes abordagens da entropia. O
conceito de entropia usual esta atualmente ligado a muitos ramos da ciéncia, pois permite
diversas interpretagoes [136]. Vejamos algumas: na termodinanica, ela estd associada a
medida do grau da irreversibilidade de um dado processo fisico. Na mecanica estatistica,
ela estd associada a medida do grau de desordem de um dado sistema ou ainda, pode ser
associada a medida da desinformacao que se tem respeito de um determinado sistema.
Este ultimo conceito estd relacionado com a teoria da informagao [137].

Uma proposta de generalizacao do conceito de entropia usual abre terreno para
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inimeras aplicacoes em sistemas ainda nao abordados. Por exemplo, setores com

interacgoes de longo alcance ou longa memoria.

A.0.1 Origem da Entropia

Quem primeiro formulou o conceito de entropia (do grego “transformacao”), foi
Clausius. Este conceito surgiu no ambito da Termodinamica, na metade do século XIX,
impulsionado pelo advento das maquinas térmicas. Naquela época havia, duas visoes
conflitantes para explicar a obtengao de trabalho [138]. A primeira é o principio de Carnot-
Kelvin, que diz: o trabalho produzido dependia da diferenca de temperatura entre uma
fonte fria e uma fonte quente (qualidade). Ja a outra, conhecida como principio de Mayer-
Joule: trabalho era proporcional ao calor, o chamado equivalente mecanico, dependendo
assim da quantidade. Clausius, em 1850, unifica estas duas visoes quando formulou o hojé
chamado Teorema de Clausius.

A conseqiiéncia mais importante do Teorema de Clausius é a existéncia de uma nova
funcao de estado associada a um estado de equilibrio termodinamico de um sistema, a
Entropia. Clausius é o autor da seguinte frase: “A energia do Universo é constante. A
entropia do Universo tende para uwm maximo”.

Vamos supor, em um processo termodinamico, entre o estado inicial i e o estado
final f, ocorre troca de calor e trabalho com as vizinhancas. Para processos reversiveis,
as quantidades de matéria, o calor e o trabalho serao as mesmas, nos dois sentidos do
processo. Neste caso, nao ha variacao de entropia, pois a variagao total de energia entre
sistema mais vizinhanga ¢ nula.

Porém, se o processo for irreversivel, essas quantidades nao mais se compensarao,
devido a uma perda definitiva de energia sob a forma de calor oriundas de parte da energia
sob a forma de trabalho. Esta variacao total de energia é sempre positiva, acarretando
um aumento da entropia, ou seja, AS > 0. Esta observagao ocorresponde a segunda lei
da termodinamica, usando o conceito de entropia.

Todos estes fatos, conduz-nos interpretar a entropia, no ambito da termodinamica,
como sendo a medida da irreversibilidade dos processos fisicos. O formalismo de Tsallis
para generalizar o conceito de entropia, mantem esse caracter de irreversibilidade [139],
verificado através do teorema H de Boltzmann [140].

A entropia também representa a pedra fundamental da mecanica estatistica, com
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a expressao de Boltzmann-Gibbs, e exerce papel central na teoria da informacao. Além
disso, ela encontrou terreno fértil em sua interpretragao fisica, permitindo que outras areas
do conhecimento também se beneficiassem, tais como filosofia, economia, computacao,

biologia, etc.

A.0.2 Abordagem Axiomatica da Entropia

A abordagem axiomatica da entropia, baseada em postulados, surgiu com os trabalhos
de Caratheddory [141] e Tisza [138]. A versdo mais didatica dos postulados foi enunciada
por Callen [142], e assim para fazer a conexao com o formalismo nao-extensivo, iremos
descreve-los a seguir:

Postulado 1. Erxisténcia de estados de equilibrio de sistemas simples macroscopica-
mente caracterizados completamente pela energia interna, volume e numero de moles das
espécies quimicas constituintes.

Postulado II: Ezisténcia da entropia S, funcao dos parametros extensivos de um
sistema composto, que € mdxima no estado de equilibrio.

Postulado III: A entropia € uma funcao continua, diferencidvel e monotonicamente
crescente da energia, e € aditiva sobre os sub-sistemas constituintes.

Postulado IV: A entropia se anula na temperatura de zero absoluto.

A.0.3 Proposta de Generalizacao da Entropia

A proposta de Constantino Tsallis (Tsallis) de generalizar o conceito de entropia
provoca a violagao da aditividade, indicado pelo terceiro postulado, e conseqiientemente,
leva ao rompimento de um conceito basico na Termodinamica — o de sistema isolado.
A idéia de sistema isolado, neste contexto, significa que antes do sistema composto ser
formado (existir), os subsistemas j& interagiam entre si, e nao eram, portanto, isolados.

A formulacao extensiva da entropia para um sistema composto é dada pela soma dos

subsistemas

SA+B) — g(A) 4 g(B)
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Agora, na formulagao nao extenisva da entropia (formulagao de Tsallis), um sistema

composto apresenta uma entropia generalizada dada por

1—gq
S(gA+B) _ S(EA) + S(EB) + ([g)SéA)S(gB) (A.l)

onde ¢ ¢é o indice entrépico que caracteriza a generalizacao.
Analisando a Eq.(A.1), cada subsistema isolado, (A) e (B), contribui para formagao

do sistema composto (A + B) da seguinte forma

1(1—q)

S+ SRR S (A.2)
1(1—gq)

SN+ Sha S (A.3)

Basta olharmos para as equagoes anteriores, Eq.(A.2) e Eq.(A.3), para notarmos que
os subsistemas, A e B, isolados, sentem a presenca um do outro, quebrando o conceito de
sistema isolado.

Para o leitor interessado em obter a Eq.(A.1), que representa uma nova forma funcional
para a entropia, indicaremos um possivel caminho. Este caminho foi proposto por
Sumiyoshi Abe [143]. Ele usou o conceito de derivada generalizada, proposta por Jackson,
em 1909 [144, 145]. Abe, entao, obtem uma nova forma entrépica generalizada, e como
um caso particular, obtemos a Eq.(A.1).

Para destinguir a entropia nao extensiva da entropia usual (extensiva) simbolizaremos
a entropia extensiva por S; dentro do formalismo nao extensivo. O termo (1 — ¢) d4 a
medida da nao extensividade, ou também dito como nao aditividade. Isso significa dizer

que

g<1 ——  aentropia é maior que a soma dos subsistemas (super-extensiva).
q=1 — a entropia é extensiva.

g>1 —  aentropia é menor que a soma dos subsistemas (sub-extensiva).

O significado mais profundo da entropia foi descoberto por Boltzmann, no final do

século XIX. Ele se deu conta que a entropia poderia ser usada para conectar o movimento
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microscopico de particulas com o mundo macroscépico. Para um sistema com energia,
volume e nimero de particulas constante (este conjunto de estados é denominado ensemble
microcanonico), estando este sistema macroscopico isolado, e que seus microestados W

sejam igualmente provaveis, sua entropia é dada por

S) = kplnW (A.4)

onde kp é a constante de Boltzmann, que corresponde a um valor positivo, e que define a
unidade em que a entropia é medida, (Kp = 1,38 x 1072 J/K).

E desta relagao, Eq.(A.4), que vem a interpretagao da entropia como uma medida de
desordem de um sistema. Por exemplo, quando queremos por ordem em casa, dizemos:
“cada coisa em seu lugar” — existe apenas um local para guardar cada objeto, logo, W =1
e S; = 0. A casa desordenada segue o lema “qualquer coisa em qualquer lugar’. Quanto
maior o numero de estados acessiveis, maior a desordem, maior a entropia.

A forma mais geral da entropia de Boltzmann-Gibbs é dada pela expressao

S1<pi) = —kp %pi ln(Pz‘) (A-5)

i=1
onde p; é a probabilidade do sistema ser encontrado no microestado i. p; € a fragao de
tempo que o sistema permanece no estado ¢, durante sua viagem no espago de fase.
Para introduzir as funcoes generalizadas associadas a mecanica estatistica nao
extensiva, usamos a defini¢ao da fungao logaritimica generalizada (q-logaritimica), dada

por

1—¢
r1-1
In,o = — (A.6)
l—q
Se analisarmos o ensemble microcanonico, no qual todos os estados acessiveis sao

equiprovaveis (p; = 1/W), obtemos

wi-a_1
1—g¢q

onde o indice entrépico q aparece pela primeira vez na expressao da entropia. Chameremos

S,[1/W] = k (A7)

esta expressao de entropia generalizada (q-entropia). Existem diversas outras expressoes
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para entropia que caracterizam um sistema fisico, contudo, nao é do interesse desse

trabalho.
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Apendice B
Obtencao da Distribuigao p(r, s)

B.0.4 Equacao de Fokker-Planck nao Markoviana com Termo

de Memoria

Na equacao de Fokker Planck nao markoviana com termo de memoria

o p(e.t) = [ d(e ~ LLo(r. D) (B.1)

onde IC é o kernel no qual leva os efeitos de memoria e £ é o operador linear, agindo sobre

a variavel espacial, o qual consideramos, fora da generalidade, dado por

L{p(r,t)} = DV2p(r,t) = V - [F(r,t)p(r,t)] + a(r)p(r,1) (B.2)

1—NQ{TN—1—9Q

or ar [r=P...]} é o operador

onde D é o coeficiente de difusio, V2--- = r
Laplaciano modificado (estamos considerando que o problema possui simetria radial, isto
é, o Laplaciano modificado possui dependéncia somente na varidvel r; o caso § = 3 =0
recupera o operador Laplaciano usual para N-dimensoes com simetria radial). O termo
F(r) = F(r)7 representa uma forca externa aplicada ao sistema e «a(r) é o termo
absorvente relacionado com o processo de difusao reagao.

Iniciaremos nossa discussao, considerando a Eq.(B.1) na presenga de uma forga externa
K,r=17" (v =6+ ), sujeito a condigao de contorno p(a,t) = 0 e na presenga do termo

absorvente a(r) =ar™ (n=2+0+[5).

Agora, vamos propor uma solugao para p(r,t) dada por

p(r,t) = il D, (t)W,,(r) (B.3)
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onde ®,,(t) e ¥, (r) sdo fungdes a serem determinadas.

Aplicando a Eq.(B.3) na Eq.(B.1), obtemos

C‘;tcpn(t) =-\2D /0 LKt — 1), (0) (B-4)
onde
oy 1 =2 ] &7,717;/ M) — ar™" ,
“ND =5 [V U,(r) -V (D U, ( )) 7 Val )] (B-5)

Nesta ultima equacdo, Eq.(B.5), podemos substituir o operador Laplaciano

modificado, e entao, reescreve-la como

L d [TN_I_Gd(r_B\I/n(T))]

rN=1dr dr
K, 1 d/yo 1o ar™ 2
- 2o Uo(r)) = —5-Tulr) = =NDV,(r) (B

A Eq.(B.6), ainda, pode ser reescrita como

d? K11 d
W\I/n(r) + [N (1+6+208)— D} ;5
[Air2+9+ﬁ— (D N (2+9+5)) (ﬁ+];>} L) =0 (B.7)
Fazendo
1—2q — [N—(1+9+26)—%} (B.8)
O0+5 = 2(c—1) (B.9)
(be)> = A2 (B.10)
a® —p’c? = —[(g—i—]\f—@—l—@—l—ﬁ)) (ﬁ—i—%)] (B.11)
Obtemos
d? 1d a? — p*c?

W\Ifn(r) + (1 —2a)

rdr 72

——W,(r) + [(bc)QTQ(C_l) + 1 U,(r)=0 (B.12)

Agora, vamos comparar a Eq.(B.12), com a equac¢ao que segue
y'+ (11— 2a)iy' + [(bc)QxQ(C_l) + 6‘2;279262] y=0 (B.13)
cuja solucao ¢ do tipo
y = x*J,(bx°) (B.14)
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onde J, é a funcao de Bessel. Logo

2A\n
U, (r) = T%(w+ﬂ+%—N)(]p(irw/2) (B.15)
w

2
ondew =2+60+Fep= {{N —w+ G+ %} - 4a/D1/2}. Agora, voltaremos a Eq.(B.4),
que representa a evolugao temporal.

d

Sau(t) = XD [ diK(t - D), () (B.16)

por definigao, a transformada de Laplace de @/ (t) é
L[, (1)] = sLIPy(1)] — n(0) = 5P (s) — Pn(0) (B.17)

que corresponde ao lado esquerdo da Eq.(B.16). J&, o lado direito da Eq.(B.16),

corresponde a uma integral de convolugao, cuja a transformada de Laplace é dada por
L[A(@)] = K(s)Pn(s) (B.18)

onde h(t) = [3 dtiC(t —t)®,(f) é a integral de convolugao.
Assim, igualando as equagoes Eq.(B.17 e Eq.(B.18) e, multiplicando por —)?, obtemos
a tranformada de Laplace da Eq.(B.16). Logo

50, (s) — ®,(0) = —X2K(5)D®,,(s) (B.19)
entao
Dy (s) = % (B.20)

onde K(s) é o kernel de memoria.

Encontrar a transformada inversa de Laplace, L7, da Eq.(B.20) para um kernel geral,
é uma tarefa muito dificil. Como um caso particular, iremos considerar um kernel do tipo:
K(s) = Ko + K157, onde unificamos os casos: K(s) = Ky e K(s) = K1s'™7. Logo

©,(0)

@ pu—
n(s) s+ A2D[Ky + Kyst7]

(B.21)

Antes de obtermos a transforma da inversa de Laplace da Eq.(B.21), vamos relembrar

a funcao Mittag-Leffier.
E, [— (t> } =Lt [1] (B.22)
T u+ Tl



Assim, a transformada inversa de Laplace da Eq.(B.21) é dada por

=1
Z ~—(—KoDA2t)F B

k k(A DY) (B.23)

onde usamos Ef\k;(x) =32 (n+ k) z"/[n! T(A(n + k) + p)].
A Eq.(B.3) representa uma solugao geral, contudo, vamos obter a solugao estaciondria,

partindo da seguinte condigao inicial.
p(r,0) = ) = 3 Wulr) o0 (B.24)
logo, podemos reescrever a Eq.(B.24) como
/ drrN 1P () () = 2%(0) Oa drrN =1 [ ()2 (B.25)

substituindo a Eq.(B.15) na Eq.(B.25), obtemos

n=1
x[r;w%m@(?w)}? (B.26)
ou, ainda
N-1-6- S w17 (20 w2y
/ g D\IJ Zcpn(())/ drr [Jp(vr )] (B.27)
n=1 0

Mas, a solugao da integral do lado direito da Eq.(B.27) é dada por

w— 1 n /2 a’ o 2\ Lo
/ dT’T / )] = E(]p_,'_l (wa / ) (B28)
assim
s 1 a v
B,(0)= =N @ N, () 3(r) (B.29)

awn 1J3+ (%aw/Q) 0

A solucgao estacionaria completa fica

[e.9]

w N-1-p-Kv
r,0) = 5 I—J (B | ae W (€)5(E) Ta(r) (B.30)
onde, U, (r) e ¥, (§) sdao dados por
U, (r) = r%<w+ﬁ+1’§N>J(22)"rw/2) (B.31)
2\,

U, (6) = e3lutis=—N) g (Zon w2y (B.32)

w
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ainda podemos reescrevé-la da forma

0l 0) = [N ()90

onde, a funcao de Green é dada por

g(’l“, 6) = 0

w 2 2) Jw/2
a” 3 Jp+1(wa /) w

w & (gr)%(uﬁﬁJr%fN)

o

Para a solucao do tipo p(r, s), temos

com
G(r.&5) =

onde, ¥,,(s) é dado por

2\,
,r,w/Q

plrns) = [ NP E ()06, )

00 (57") %(w-i—ﬁ-i-%—N)

=2

w 2
a n=1 Jp_;’_]_

(o) "
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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