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RESUMO

No trabalho proposto séo apresentados dois novos métodos para a obtencdo de solucdes
de equac0es diferenciais parciais. O primeiro fornece solucfes exatas para problemas difusivos
transientes e o segundo mapeia as solugdes obtidas em novas solugdes para equacdes diferenciais
parciais ndo-lineares. As solugbes dos problemas difusivos sdo expressas como séries
geométricas truncadas, enquanto 0s mapeamentos sdo obtidos através do emprego de
transformacgdes de Backlund. As principais caracteristicas das formulagdes propostas sdo o
carater analitico das solucdes obtidas e o baixo custo computacional requerido para efetuar as

operagOes envolvidas. Simulagdes numéricas sdo apresentadas.



ABSTRACT

In this work two analytical methods for solving partial differential equations are
proposed. The first method furnishes exact solutions for unsteady diffusion problems and the
second one performs mappings which converts the solutions obtained into new exact solutions
for nonlinear partial differential equations. The solutions for the diffusion problems are written
as truncated geometric series and the mappings are obtained by means of Backlund
transformations. The main features of the proposed formulations are the analytical character of
the solutions obtained and the low computational cost demanded to carry out the calculations.

Numerical results are reported.
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1. INTRODUCAO

O tratamento de problemas em Fisica e Engenharia frequentemente envolve a
resolucédo de equacdes integro-diferenciais transientes e multidimensionais, exigindo o emprego
de métodos numéricos e hibridos de alto custo computacional na obtencdo das respectivas
solugdes [Jameson et al.,1981], [Dhaubadel, 1987], [Reddy, 1986], [Reali et al.,1984],
[Greenspan, 1988], [Ortega, 1981], [Carnaham, 1972], [Torres, 1980], [Zabadal, 1990],
[Delaney, 1983]. Além disso, a forma das solugdes obtidas muitas vezes dificulta o pos-
processamento, requerendo a utilizacdo de sistemas computacionais especificos para a geracdo
de interfaces gréficas de saida [Maliska, 1995], empregadas para fins de interpretacdo de
resultados.

Muitos dos métodos analiticos usualmente aplicados na resolucdo de equacgdes
diferenciais em Fisica-Matematica constituem casos particulares de formulagGes consideradas
topicos exclusivos de Matematica Pura. Como exemplo, o método de separagdo de variaveis
[Osizik, 1993] constitui um caso particular de génese de equacdes diferenciais [Ayres Jr, 1980],
processo que consiste em arbitrar a forma para a solucdo de uma determinada equacdo. A
verificacdo da validade da suposta solucéo ¢ efetuada através de substituicdo direta na equacgéo a
resolver, processo que eventualmente particulariza as constantes e func¢Ges arbitrarias contidas na
estrutura da solucdo proposta. Os métodos baseados em analise dimensional, tais como as
formulagbes baseadas no teorema pi de Buckhingham e no emprego das solugdes por
similaridade s&o casos particulares de simetrias de Lie [Bluman, 1989], assim como as
transformacgdes de ponto, de contato, e hodogréaficas [Zwillinger, 1992]. Grande parte dos
métodos utilizados atualmente na resolugdo de equacOes diferenciais lineares e ndo-lineares
derivam, direta ou indiretamente de génese e simetrias de Lie [Polyanin, 2004].

Simetrias de Lie sdo0 mudangas de variaveis que transformam solugdes exatas de uma
dada equacdo diferencial em novas solugdes exatas contendo maior nimero de elementos
arbitrarios do que a anterior, e, portanto capazes de satisfazer a um conjunto mais amplo de
condi¢cbes de contorno. Embora o processo de obtencdo dessas simetrias seja totalmente
sistematico, havendo sido publicado na integra pela primeira vez em 1881, esse método foi
tratado quase exclusivamente como topico de analise até a década de 1980, exceto pelo trabalho
desenvolvido por alguns autores da escola russa [lbragimov, 1995]. Isso ocorreu porque o
método exigia o conhecimento previo de ao menos uma solucédo exata da equacao a resolver,
que apresentasse dependéncia em todas as variaveis consideradas. O surgimento de novas

técnicas de split e o desenvolvimento de formulacfes baseadas na generalizacdo do método de



separacdo de variaveis [Polyanin, 2004], tornou possivel a obtencdo de solugdes dessa natureza
para viabilizar o emprego das simetrias de Lie na resolugdo de diversos problemas em Fisica e
Engenharia [lbragimov, 1995]. Contudo, o processo de obtencdo de simetrias de Lie é
relativamente oneroso do ponto de vista computacional, porque requer a resolucdo de um sistema
de equagdes diferenciais auxiliares contendo diversas fungdes incognitas.

Ocorre que as simetrias de Lie constituem casos particulares das chamadas
TransformagGes de Bécklund, mudancas de variavel que transformam solucdes exatas de uma
dada equacdo diferencial, denominada equacdo auxiliar, em solucOes exatas de diversas outras
equacdes diferenciais, denominadas equacdes alvo. Entretanto, ao contrario do processo de
obtencdo das simetrias de Lie, ndo existe um procedimento sistematico para a obtencdo dessas
transformacdes, que por essa razdo sdo ainda consideradas ferramentas de analise. Além disso,
mesmo que houvesse um metodo disponivel na literatura para efetuar a construcdo dessas
transformacdes, existiria ainda a necessidade de produzir solucdes da equacdo alvo que ja
contivessem um numero suficiente de elementos arbitrarios, a fim de evitar o emprego de
simetrias de Lie para tornar essas solucfes capazes de satisfazer as condi¢fes de contorno do

problema de interesse.

1.1 OBJETIVOS

No trabalho proposto sdo apresentadas duas novas formulacdes analiticas para a
obtencdo de solugOes exatas para equacdes diferenciais parciais. A primeira, baseada no emprego
de split e séries geométricas, visa obter solucbes exatas em forma polinomial para equacoes
transientes puramente difusivas. Essas solucGes possuem a peculiaridade de ja conter varias
constantes arbitrarias, de modo que ndo se faz necessario recorrer a0 emprego de simetrias de
Lie com o intuito de produzir novas solucdes capazes de satisfazer as condi¢bes de contorno do
problema especifico a resolver.

A segunda formulacdo consiste em um procedimento sistematico para a obtengdo de
transformacdes de Backlund que utiliza génese de equacdes diferenciais, sendo empregado para
converter as solucdes polinomiais obtidas em solugdes exatas de novas equacdes diferenciais.
Esse procedimento produz, a exemplo do método empregado para a obtencdo de simetrias de
Lie, um sistema de equacgOes diferenciais auxiliares. Entretanto, a resolucdo desse sistema néo
constitui, em geral, um processo computacionalmente oneroso, uma vez que o sistema a resolver

possui uma Unica fungéo incognita.



O objetivo final do emprego dessas novas formulacdes consiste em reduzir
significativamente o tempo de processamento necessario para a obtencdo de solugdes exatas para
alguns problemas de contorno envolvendo equagOes diferenciais lineares e n&o-lineares de

interesse em Engenharia e Fisica.

1.2 ESTRUTURA GERAL DO TRABALHO

O trabalho proposto é estruturado da seguinte forma: o capitulo 2 apresenta 0 método
baseado em split e séries geométricas, utilizado na obtencdo de solugdes exatas para problemas
transientes difusivos em coordenadas cartesianas. No capitulo 3 é descrita a formulacéo
correspondente para a resolucdo de problemas difusivos transientes e unidimensionais em
coordenadas cilindricas, sendo que no capitulo 4 essa formulagéo acrescenta a dependéncia axial
a solucdo. O capitulo 5 apresenta simula¢fes, com o objetivo de comparar o desempenho
computacional da formulagdo proposta com os resultados obtidos utilizando o método de
separacdo de variaveis. Nesse capitulo, as solugbes polinomiais obtidas nos capitulos 3 e 4 sé@o
utilizadas para simular o processo de pré-aquecimento de fornos-panela, tanques cilindricos
compostos de material refratario utilizados no processo de formulagdo de acos especiais. No
capitulo 6 ¢é apresentada uma formulacdo analitica adicional, baseada em génese e
transformacgdes de Bécklund, concebida com a finalidade de produzir, a partir das solucgdes
obtidas, novas solugdes para equacOes diferenciais parciais ndo-lineares. O capitulo 7 sumariza
as conclusdes e apresenta sugestdes para trabalhos futuros. No apéndice A sdo apresentadas as
etapas do processo de producdo de aco na inddstria siderdrgica. O apéndice B descreve a
formulacdo do problema de contorno usualmente empregado para modelar o processo de pré-
aquecimento do forno-panela, apresentando a equacao diferencial e as respectivas condic¢des de
contorno do problema. E o apéndice C apresenta o sistema de interpolacdo baseado na equacao

Advectivo-Difusiva.



2. METODO PROPOSTO - FORMULACAO EM COORDENADAS
CARTESIANAS

Este capitulo apresenta a descri¢do da formulacdo do método proposto em coordenadas
retangulares para a resolucdo de equacdes difusivas. Esse método analitico é empregado para a
obtencdo de solucgdes exatas para a equacdo do calor, sendo que a equacdo diferencial parcial
correspondente é resolvida utilizando um procedimento denominado split [Zwillinger, 1992]. No
decorrer deste capitulo, sdo apresentados o modelo matematico, a formulacdo do método e as

solugdes exatas para o problema em coordenadas cartesianas.

2.1. FORMULACAO DO METODO

Considere-se uma placa plana nas direcfes x e Yy, sujeita a condi¢cdes de contorno de

primeira espécie, ao longo da qual se deseja obter a distribuicdo de temperaturas. Seja a equacéo,

2 2
o1 OT_1oT 1)
x oy a ot

que descreve um problema bidimensional, homogéneo e dependente do tempo.
Para encontrar a solucdo da equacgédo (2.1) vamos aplicar um split [Zwillinger, 1992],
que consiste em desmembrar a equacdo diferencial em duas partes. Partindo da equagdo (2.1),

escrita na forma
Lf =0, (2.2)

para a qual L é um operador linear que pode ser decomposto como L=A-B, onde A e B sdo

também operadores diferenciais lineares, tem-se uma equacgao expressa como

Af = Bf. (2.3)

Aplicando o operador inverso de A, indicado por A™, & esquerda em ambos os membros da
equacéo (2.3),



AAf = A7BF, (2.4)

dessa forma, a equacdo (2.1) resulta, apos a adi¢do do espaco nulo do operador A, na seguinte

expressao:
f = A™Bf +h,. (2.5)

Na equacéo (2.5), h, é o espago nulo de A, representado pelo conjunto de solucdes da equagdo

Ah, =0. Reagrupando termos que contém a funcéo f , resulta:

[1-A"B]f =h,. (2.6)
Resolvendo a equacéo (2.6) para f,

f=[1-A"B] h,. 2.7)

O inverso do operador que aparece na equacdo (2.7), pode ser escrito como uma Sserie

geomeétrica:

Desconsiderando a restrigdo relativa a norma do operador A™'B com respeito & convergéncia da

série, a saber, ||A™B]|<1, a solucéo é entdo obtida na forma

k

f=Y (A"B) f,. 2.9)

k=0

A fim de obter uma solugdo particular para a equacdo do calor que descreve o

problema, torna-se necessario escolher uma funcdo f, e N(A). Na pratica, f, pode ser

escolhida como uma fungéo que pertence a interseccdo dos espacos nulos de (A’lB)n e A, para



converter a solucéo dada por série em uma soma finita. Uma vez obtidas as fungdes pertencentes

ao espaco nulo de uma poténcia finita n do operador A™'B, a série truncada definida por

n

f= Z(A‘lB)k fo (2.10)

k=0

é sempre uma solucao exata, uma vez que todos os termos alem de n sdo automaticamente nulos.
Por essa razdo, nenhuma questdo sobre convergéncia surge ao longo do desenvolvimento da

formulagéo proposta.

2.2. SOLUCOES PARA COORDENADAS CARTESIANAS

Os operadores diferenciais lineares A e B que definem a equacdo (2.1) séo

representados respectivamente por

A =§, (2.11)
e
B :a(;;):z+§—;j (2.12)
e portanto,
A= ()t (2.13)

Algumas escolhas simples para f, que pertenca ao espago nulo de (A‘lB)k e A sdo dadas

pelos exemplos a sequir.

Se a escolha inicial para f, fosse dada por



f,=x"+vy?, (2.14)

0 método estabelece que a partir da escolha inicial seja aplicado o operador A™'B sobre a funcio

tantas vezes forem necessarias para que f, se anule. Sendo assim, a série dada pela equacéo
(2.9) é convertida na soma finita (2.10), bastando determinar a poténcia especifica do operador

que define o nimero de termos da soma finita resultante. Aplicando o operador A™'B sobre a

funcéo f, escolhida,
f, =4at, (2.15)
aplicando agora o operador sobre a fungéo f, temos

A™Bf, =0. (2.16)
2

Conseqiientemente, f, = x>+ y?, pertence simultaneamente aos espagos nulos de Ae (A’lB)

e produz a seguinte solucdo exata:

f(x,y,t)=f,+f =x*+y*+4at. (2.17)

Escolhendo f,=x*+y*e aplicando 0o mesmo procedimento, a solugdo em forma

fechada € dada por

foxyt)=f,+ f+f,=x" +y" +12ax’t +12a y?t + 240 °t?, (2.18)
e neste caso, a escolha dada por f,=x"+y" pertence aos espagos nulos de A e (A’lB)S.
Concluimos que, a cada poténcia par de x ey- ou seja, para uma escolha inicial do tipo

, ~ . n+1
f,=x""+y*" - é gerada uma solugdo exata que pertence ao espago nulo de (A 1B) .

Séo apresentadas a seguir alguns exemplos adicionais de escolhas para f, e as

respectivas solucGes exatas obtidas a partir de aplicagdes sucessivas do operador A™'B :
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fp=xX"+y" >

(2.19)
f(x,y,t) =x° +y® +30ax’t + 30a y*t + 1800 *x°t* +180c° y*t® + 2400 °t°,

f,=x"+y* >
f (X y,t) = x® +y® +56ax°t +56a y°t +840a*x*t* +840a’y*t* + (2.20)
33600 °x°t® + 3360’ y*t® + 33600 “t*,

fo=x"+y° >
f (X y,1) = X+ y** +90ax’t + 900 y°t + 2520a °x°t* + 25200 ° y°t + (2.21)
252000 °x*t® + 252000 ° y“t* + 756000 * x°t* + 75600 * y*t* + 604800:°t°.

A funcdo f, pode ser também expressa em forma de produto. Como exemplo, no caso

em que f, e dada pela seguinte expressao:

f, =x%y’. (2.22)

Seguindo 0 mesmo procedimento, isto é, aplicando o operador A™'B sobre f,,

f =2ay’t+2axt, (2.23)

repetindo entdo o processo sobre a fungdo f, vem

f, = 4a’t?, (2.24)

de modo que, novamente, obtemos

ABf, =0. (2.25)



Neste caso, a funcdo f, escolhida pertence aos espagos nulos de A e (A‘lB)S, sendo a

respectiva solucdo produzida dada por

f(x y,t) =X°y? +2ay’t + 2aX’t + 4ot (2.26)

Portanto, outras poténcias de x*"y*", geram solugBes exatas pertencentes ao espaco

2n+1 .. . e e . -
nulo de (A‘lB) . Exemplos adicionais de escolhas iniciais para f,, e suas respectivas

solugdes sdo apresentados a seguir:

f,=x'y* -

f(x,y,1) = X'y +120xX°y*'t +12ax*y*t +12a°t?y* + 1440 *X°t*y? +12a X" t? + (2.27)
1440°%y? +144a°x°t° +144a't*,

f,=x°y* >

f (% y,t)=x°y® +30atx*y® +30atx’y* +180a°t*x*y® +900a *t*x* y* +180c*t*x°y* + (2.28)
1200°t%y® + 54000 °t*x* y* + 54000 °t*x*y? +1200.°t°x® + 3600 *t* y* +
324000 t*x*y? + 3600 ‘t*x* + 216000 °t°y? + 21600 °t°x* +14400c°t°,

f,=x"y" -

f(x,y,t) = x%y® +560tx°y® + 56atx’y® + 8400 °t*x*y® + 3136a°t°x°y® +840at*x%y* +
33600°t°x°y® + 470400°t*x*y® + 470400 °t°x°y* + 33600 °t°x°y* +1680a*t* y®x*y® + (2.29)
188160a*t*x?y® + 7056000 “t*x*y* +188160c “t*x°y* +1680¢ “t*x® + 94080 °t°y® +
28224000 °t°x%y* + 28224000 °t°x*y? + 940800 °t°x° +14112000°t°y* +

112896000 °t°x?y* +14112000°t°x* +5644800c: 't" y* + 56448000 't" x> + 28224000°t?,
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f, =x°y"* —
f (X, y,t) = X2y +90atx®y™ + 90atx®y® + 25200 °t*x° y*® + 8100 °t*x°y® +
25200 42Xy + 252000 °t3x" y™° + 2268000 °t3x°y® + 2268000 °t°X°y° + 252000 °t°X°y* +
756000 “t*x?y"® +2268000a *t*x*y® + 6350400c ‘t*x°y® + 22680000 “t*x®y* +
756000 °t*x°y? + 302400 °t°y™ + 6804000 °t°x2y? + 63504000a°t°x" y® + (230)
635040000°t°x°y* +6804000°t°x®y? + 302400 °t°x™® + 2721600 °t°y® +
190512000a°t°x*y® + 635040000 °t°x* y* +190512000 °t°x°y* + 27216000 °t°x® +
76204800 't"y® +1905120000c 't x*y* +1905120000c 't x*y? + 76204800¢ "t'x° +
762048000c°t®y* + 57153600000 °t®x*y? + 7620480000 °t°x" + 22861440000°t°y* +

2286144000 °t°x* + 9144576000 °t™°.

Podem ser também utilizadas combinacdes lineares entre as parcelas, a fim de produzir

a funcdo f,. Assim, uma nova escolha para f, pode ser dada por
fo=2x"+y2 (2.31)
Neste caso, a solugdo correspondente resulta
f (X, y,t)=2x"+y* +6at. (2.32)

Para a escolha inicial, dada pela equacdo (2.31), concluimos que a solucdo pertence ao espaco
nulo de (A‘lB)Z. A partir de expressdes andlogas a equacdo (2.31), pode-se gerar novas

solugdes, tais como as apresentadas a seguir:

fo=2x"+y* = f(x,y,t) =2x* + y* + 24atx® +12aty® + 360 °t°. (2.33)

fo=2x"+y® = f(x,y,t) =2x° + y® + 60artx* + 30aty* + 3600 °t*x* + (2.34)
180a%t?y? +3600°t°. '
fo=2x"+y® — f(x y,1) = 2x° + y® +112atx® + 56aty® +1680a’t*x* +

(2.35)
8400:t°y* +67200°t°x” +33600°t°y? + 50400t
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Neste ponto, duas questdes de ordem pratica devem ser consideradas. Em primeiro lugar, é
importante observar que, para problemas em regime estacionario, basta escolher como operador
A qualquer das derivadas de segunda ordem que compdem o operador laplaciano, atribuindo as
demais parcelas a definicdo do operador B. Em segundo lugar, as constantes presentes na

combinagdo linear que define a fungéo f, podem ser arbitrarias, fato que possibilita a obtengéo

de solucdes capazes de satisfazer a certos tipos de condic¢do de contorno.

2.3 APLICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

Uma vez que o metodo proposto produz solugdes polinomiais contendo diversas
constantes arbitrérias, torna-se possivel aplicar condi¢des de contorno em forma linear sobre
essas expressoes, havendo eventualmente a necessidade de converter condi¢Oes de terceira

espécie em condicOes de primeira espécie sobre determinadas interfaces.

2.3.1 CONVERSAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

Para que o método proposto possa ser aplicado de forma direta, deve-se converter
condi¢bes de contorno ndo-lineares do problema em condi¢fes de primeira espécie, ou seja,
funcbes prescritas na fronteira. Ocorre que sdo também usualmente aplicadas condigdes de
terceira espécie [Ozisik, 1993], tanto no caso de contornos isolados quanto no caso de contornos
que recebem ou dissipam calor por convecgdo. Esses contorno sdo descritos, em coordenadas

retangulares, pelas interfaces x=a e y=b, sendo a e b valores numéricos constantes.

Assim, supondo que a equacdo (2.1) esteja sujeita a condi¢fes de contorno de terceira

espécieem x=a e y=>b,

oT (x,y,1)

5 +H,T(x,y,t)=0 x=a, parat>0 (2.36)
X

TCNY L T(x, 1) =0 y=b, parat>0 (2.37)
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torna-se necessario converter essas condi¢cbes em prescricdes de temperatura ao longo da
fronteira. A fim de efetuar essa conversdo sdo utilizadas as chamadas restri¢ces diferenciais
[Polyanin, 2004], que consistem em equac0es diferenciais auxiliares utilizadas em conjunto com
a equacao alvo, produzindo um sistema. Essas restricdes diferenciais podem ser construidas a
partir das proprias condi¢fes de contorno originais, atraves da incluséo de funcdes fonte que se
anulam nas respectivas fronteiras. Sendo assim, a primeira operacdo a ser efetuada sobre as
condicbes de contorno para converté-las em restricdes diferenciais validas para toda a extensao

do dominio em estudo, consiste em igualar a equacgdo (2.36) a uma funcdo r(x,y,t) e a equacao

(2.37) auma funcéo s(x,y,t), de modo que

er H,T (X, y,t) = F(X, Y1) (2.39)

Iy, H,T(x,y,t)=s(x,,t) (2.39)

sendo que r(a, y,t) =s(x,b,t)=0.

A idéia basica do processo de conversdo das condi¢es de contorno consiste em isolar
0 primeiro termo das equacdes (2.38) e (2.39), obter as respectivas derivadas de segunda ordem
que figuram na equacéo alvo, substituir as expressdes correspondentes nessa equacao, dada por
(2.1), e encontrar a solucdo para a equagéo resultante. Isolando a derivada em x na equacdo
(2.38), resulta

aT(x.y.t) _

r(x,y,t)—H,T(x,y,t). (2.40)
194

Derivando a equacdo (2.40) em relagdo a x, temos

O°T(x,y,t) _ar(x,y,t)

aXZ ax H2 (I’(X, ylt) - HgT (Xa y,t)) (241)
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Efetuando o mesmo procedimento sobre a equacéo (2.39), resulta

TN _ sy y,t) = H,T (%, ys1), (242)

derivando a equacdo (2.42) em relagcdo a vy,

O°T (X, y,t) _ 0s(x,y,t)
oy’ oy

H,(s(x,y,t)=H,T(x,y,1)). (2.43)

Antes de substituir as equacdes (2.41) e (2.43) na equacdo (2.1), é conveniente explicitar as
funcbesr(x, y,t) e s(x,y,t), o que pode ser feito a partir da imposi¢édo da igualdade entre as
expressdes que definem a derivada cruzada de segunda ordem em ambas as restriches

diferenciais:

OT(x,y,t) _ar(x,y.t) by 0Tyt _ as(xy.t)
oxey oy 25y X

H o (2.44)

oT (X, ¥,t)
4 X

As derivadas primeiras que aparecem em (2.44) podem ser eliminadas, considerando que

TV _ iy vty = HT (x, y,1) (2.45)
OX
e
TN _ g,y )= H,T (%, ys1). (2.46)

Substituindo as equagdes (2.45) e (2.46) na equacéo (2.44), temos
W— H,s(X, y,t) + H,H,T (X, y,1) :%- H,r(x, y,0)+ H,H,T(x y,0), (2.47)
X

simplificando os termos, produz-se a seguinte expresséo que relaciona as fungoes fonte:
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or(x,y,t)

+H,r(x,y,t)=
o NICA'AY

&Xy'th H,s(x, y.1). (248)

A equacdo (2.48) pode ser resolvida aplicando um split do tipo homogéneo, isto &, uma

decomposicdo que resulta no seguinte sistema de equa¢6es homogéneas:

or(x,y,t
&+ H,r(x,y,t)=0
5 t (2.49)
s(X, Y,
&+ H,s(x,y,t)=0
OX
Resolvendo as equacdes resultantes,
r(x,y,t)=c(x,t)e " (2.50)
e
s(x,y,t) =c,(y,t)e ", (2.51)

assim, as derivadas das fungdes fonte, que também irdo figurar na equacéo diferencial a resolver,

séo dadas por

or(xy.t) _ o6 (%t wy o 98X Y) _ (Y1) m (2.52)
X X oy oy

Dessa forma, com os resultados obtidos até este ponto, é possivel substituir as expressdes (2.41),

(2.43), (2.50), (2.51) e (2.52) na equacdo (2.1), resultando na seguinte expressao:

ac,(x,t) ac,(y,t)
d ¢, (X 1) oy C, (y,t) 10T (x Y,t)
eH)‘*(y ~H, 1e”4y +HZT (X y,t) + M, 2eH2X +H2T (X, y,t) == (259)

A equacéo (2.53) pode ser entdo resolvida para T(x,y,t) e aplicada na fronteira x=a:
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T (a, y, t) — (J‘a( F4 (t)e—tasz—taH24—H4y _ H2F l(a, t)e—tasz—taHz4—H4y + e—tasz—taHZ4—H2a aFZ (yl t) _
Y (254

22+H24)at

e—tasz—taHz“_HzaF z(y!t)H4)adt + F3(y)) e(H

Na equacéo (2.54) é possivel observar que as fungdes F (a,t), F,(y,t), F,(y), F,(t) sdo fungdes

arbitrarias a especificar atraves da aplicacdo da condicéo inicial. De forma analoga, a equacao
(2.53) pode ser resolvida para T(x,y,t) e aplicada na fronteira y=b, resultando

FbY)
N  (2.55)

T (X, b, t) — (Ia ( F4 (t)e—taHZZ—taH24—H4b _ H2F 1(X’ t)e—tasz—taHZA—Hm + e—tasz—taHz4—H2X

@ W (b )H, ) adt+ F(h) e

Tal como em (2.54), as fungbes F,(x,t), F,(b,t), F(b), F,(t) sdo arbitrarias, sendo

especificadas atraves da aplicacdo da condicdo inicial. As equacbes (2.54) e (2.55) sdo as
condicOes de contorno de primeira espécie a serem utilizadas.

Cabe salientar que as condic¢Ges de contorno obtidas sdo também validas para casos
nos quais as condic¢des de contorno originais sdo de segunda espécie, bastando, para tanto, anular
0S respectivos parametros H.

Finalmente, é importante ressaltar que, embora ja existam métodos empregados
usualmente na obtencdo de solucGes exatas para a equacdo de condugdo do calor em sua forma
linear, isto &, para difusividade térmica constante, a formulacdo proposta apresenta vantagens do
ponto de vista do desempenho computacional, como serd mostrado no capitulo 4. Em Ozisik
[Ozisik, 1993], problemas em coordenadas retangulares sdo resolvidos através do método de
separagdo de varidveis em forma de produto, que constitui um caso particular de génese para o

qual se prescreve a seguinte forma para a fungdo T (x, y,t):
T(X,y,1) = X(X)Y (Y)I'(1). (2.56)
Esse processo bastante conhecido resulta na obtencdo de problemas de autovalor

envolvendo equacdes diferenciais ordinarias cuja solucdo é previamente conhecida, envolvendo

fungdes de base trigonométricas ou hiperbdlicas no caso de geometria cartesiana. Entretanto,
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convém lembrar que as solugdes finais obtidas séo expressas em termos de series infinitas que
constituem combinacdes lineares das solugdes dos problemas de autovalor correspondentes.
Ocorre gue as etapas limitantes quanto ao desempenho computacional do método, em particular
quanto ao tempo de processamento requerido, sdo precisamente o calculo dos autovalores, via de
regra efetuado através de metodos numéricos, e a propria avaliacdo da solucdo em série, que
contém um numero de somatorios encadeados igual ao numero de variaveis espaciais do
problema original. Dado o numero relativamente elevado de fungdes de base necessarias para
eliminar o carater oscilante da combinacdo linear correspondente, o tempo de processamento
dessas formulacdes torna bastante lento o processo de avaliacdo da solugéo final, salvo quando
as funcgdes de base sdo senos e cossenos hiperbolicos, que constituem fungdes monotonas.

O tempo de processamento pode eventualmente se tornar ainda maior quando o dominio
é semi-infinito em pelo menos uma das variaveis. Embora nesse caso o0 espectro de autovalores
resulte continuo, ndo sendo necessario recorrer ao uso de métodos numéricos para o calculo de
raizes de equacOes algébricas ndo-lineares, a combinagdo linear correspondente é expressa em
termos de integrais ao invés de somatorios. Essas integrais devem ser efetuadas, em geral,
através de quadratura, e o nimero de sub-intervalos utilizados aumenta linearmente com a
frequéncia da autofuncdo que compde o integrando.

Esses inconvenientes prejudicam ainda mais o desempenho computacional das solugdes
em série quando sdo utilizadas coordenadas cilindricas. Nesse caso, a base na qual sdo
expandidas as solugdes sdo funcdes de Bessel, cuja propria definigdo envolve somatérios ou
produtorios, de modo que o tempo de processamento necessario para a avaliacdo das series
truncadas se torna ainda maior.

Na formulagéo proposta, as solugbes obtidas para problemas em coordenadas
cilindricas possuem essencialmente o mesmo tempo de processamento requerido para a solucéo
de problemas em coordenadas cartesianas (ver capitulo 5). A formulacdo em coordenadas

cilindricas é apresentada a seguir.
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3. MODELO EM COORDENADAS CILINDRICAS - CASO UNIDIMENSIONAL

Este capitulo apresenta a descricdo do metodo proposto em coordenadas cilindricas,
com aplicacGes em transferéncia de calor. Tal como no capitulo 2, a equacgdo diferencial
parcial correspondente é resolvida utilizando split e séries geométricas truncadas. A estrutura
deste capitulo é essencialmente analoga a do anterior, sendo apresentados o modelo
matematico especifico para coordenadas cilindricas, a formulacdo do método utilizado e

algumas solucdes exatas de maior interesse em problemas de conducéo de calor.

3.1. FORMULACAO DO METODO

A equagdo que descreve o processo de transferéncia de calor no sistema de

coordenadas cilindricas para problemas axi-simétricos é dada por

2
ov ot 1T, (3.1)
or° ror a«a ot

onde T representa a temperatura, o a difusividade térmica, t o tempo, r a coordenada radial e z
a coordenada axial da regido cilindrica.

A exemplo do procedimento apresentado no capitulo 2, a equacéo diferencial parcial
(3.1) serd desmembrada em duas partes, com a aplica¢do do split [Zwillinger, 1992]. Para tanto

torna-se necessario escrever a equacao (3.1) como
Lf =0, (3.2)

onde L é um operador linear que pode ser decomposto como L=A-B, onde A e B sdo também
operadores diferenciais lineares. No caso da equacdo (3.1), dada em coordenadas cilindricas, 0s

operadores A e B sdo respectivamente,

A=< (3.3)
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? 10
B=q| —+-— 3.4
a(&rz T 8r] (34)
e portanto
= [()dt. (3.5)

A equacéo (3.2) pode ser expressa na forma

o 82 10

aplicando A™ a esquerda em ambos os membros da equagéo (3.6) ,

j[(gj f(r,t)jdt _j[ (gﬁg} fr, t)J 37)

que resulta, apds a adicdo do espaco nulo do operador A, representado por h,, na seguinte

expressao:

f(r,t):j[ (—+—— f(r, t)}mh (3.8)

Reagrupando os termos, resulta

o° 190
P 4[“(?*?5}}“} f(r,t)=h,. (3.9)

Resolvendo a equacéo (3.9) para f(r,t),
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2 12|
f(r,t)=|:|—j[06£?+?aJ]dt:l h,. (3.10)

O inverso do operador que aparece na equacgéo (3.10), pode ser escrito como uma série

geomeétrica:

forma:
= 02 10 k
f(l’,t)—kz(;['.(a (?-F?andtj fo. (3.12)

A fim de obter uma solucéo particular para a equagdo do calor cuja implementacéo
computacional produza um codigo fonte cujo tempo de processamento resulte suficientemente

reduzido para efetuar simulagdes em tempo real, € conveniente escolher uma fungdo f, que

by - ~ — n ~
pertence a interseccdo dos espacos nulos de (A 1B) e A. Tal como na formulagdo em

coordenadas cartesianas, essa escolha tem como objetivo converter a solugdo em série em uma

soma finita, que naturalmente também é solugdo exata da equacao a resolver.

3.2. SOLUCAO PARA COORDENADAS CILINDRICAS

Nesta secdo a solucdo obtida atraves da formulagdo proposta € particularizada com a
finalidade de resolver problemas difusivos envolvidos no processo de pré-aquecimento de
fornos-panela (ver apéndice A). Neste caso, a dependéncia da temperatura na variavel z €

relativamente fraca, portanto

O°f 1of 16f
+__:__l
o> ror o ot

(3.13)
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onde f representa a temperatura. As condi¢fes de contorno que descrevem o cenario fisico

correspondente sdo respectivamente,

of
. 0 (3.14)

e
f(1,1) = f, (t). (3.15)

A segunda condigdo, de primeira espéecie, € obtida atraves da conversdo de uma
condicdo de terceira espécie em forma ndo-linear. O processo de conversdo, que utiliza o

algoritmo de Picard, é descrito na se¢do 3.3. Na equacédo (3.15) f, é a temperatura na parede

interna do cilindro, descrita pela interface r=1.

Este modelo descreve um processo no qual a panela é aquecida na parte interna por
uma chama antes de receber o ago liquido que vem do forno principal. A primeira condicdo de
contorno, dada pela equacdo (3.14), diz que a parede externa ndo troca calor com o0 meio a
temperatura ambiente durante o processo. Apesar da parede externa nao estar realmente isolada a
equacdo (3.14) e uma aproximacao razoavel para um parede espessa composta de materiais que
tem difusividade térmica baixa, e conseqlientemente, possui inércia térmica alta. A segunda
condicdo de contorno informa que a parede interna esta a temperatura de uma chama que é
injetada em seu interior, que depende do tempo. Depois do processo de aquecimento, a panela
recebe o0 aco liquido, cuja temperatura também depende do tempo.

Para demonstrar a aplicabilidade do método, comegamos com uma escolha simples

para o caso em que f, e N(A™B)* " N(A) para k=2, isto é, f, deve pertencer simultaneamente

a interseccio dos espacos nulos de (A™7B)? e A:

f,=r2 (3.16)

Aplicando o operador A™'B obtemos

f, = dat, (3.17)
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aplicando o mesmo operador sobre f, temos:
A~Bf, =0. (3.18)

Portanto, f, =r?, que pertence simultaneamente aos espacos nulos de Ae (A‘lB)Z, produz

uma solucdo em forma fechada que contém somente dois termos:
f(r,t)=f,+ f,=r*+4at. (3.19)

Analogamente, uma outra solugdo particular pode ser facilmente obtida utilizando

f, =r". Neste caso, a solugdo em forma fechada é dada por
f(r,t)=f,+f +f,=r"+16ar’+32a°t’, (3.20)

e f,=r" pertence aos espacos nulos de Ae (A’lB)S. A cada poténcia par de r, ou seja, para

+1
f,=r>", é gerada uma solugdo em forma fechada pertencente ao espago nulo de (A’lB)n .

Outros exemplos de solugdes obtidas a partir de fungbes polinomiais em r sdo apresentados a

seguir:
f,=r°— f(r,t)=r°+36ar't+288a’°r’t’ +384a’t’, (3.21)
fo=r® = f(r,t) =r®+64ar’t +1152a°r't* + 6144a°r’t’ + 6144a't*, (3.22)
e
f,=r°—

(3.23
f(r,t) = r' +100cr’t + 32000 r*t? + 384000.°r “t* + 153600 *r’t* +1228800:°t".

Lembrando que a solugdo desejada deve conter alguns elementos arbitrarios para
satisfazer as condic6es de contorno, bem como reproduzir a evolugdo temporal da distribuicao de

temperaturas a partir da condicdo inicial, uma combinacdo linear para as solugfes acima deve ser
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empregada para simular o cenario fisico. A condicdo em r=0 é automaticamente satisfeita
porque a solucdo dada é uma funcdo par de r. Conseqlientemente, todos os coeficientes
numéricos em uma combinacdo linear estdo especificados para o ajuste da condi¢éo inicial e da

condicdo de contornoem r =1.

3.3. CONVERSAO DA CONDICAO DE CONTORNO EM r =1

A exemplo do cenério descrito no capitulo anterior, para que 0 método proposto possa
ser utilizado na resolugdo de problemas contendo condi¢cBes de contorno ndo-lineares, é
necessario converté-las em condi¢des de contorno de primeira espécie. Ao contrario do capitulo
2, entretanto, 0 método utilizado para efetuar a conversdo da condi¢do de contorno em r =1ndo
é baseado em restricdes diferenciais, mas no emprego do método de Picard. Cabe observar,
contudo, que uso de dois métodos distintos constitui apenas um estudo preliminar de carater
exploratorio, que visa analisar a viabilidade de implementacdo e o respectivo desempenho
computacional dos respectivos codigos fonte produzidos. Essa observacéo visa esclarecer que
ndo existe, a principio, qualquer caracteristica que torne um dos métodos mais adequado para
converter condi¢cdes de contorno de terceira espécie em condi¢Oes de primeira espécie, para
algum sistema especifico de coordenadas.

Partindo da condicdo de contorno que descreve o forno-panela vazio, como mostra a
Figura A.3 (ver Apéndice A) e equagdo B.6 (ver Apéndice B), € obtida a restricdo diferencial
correspondente, dada por

oT

E:O-‘C“panela(-r4 _T4amb)+hL(T _Tamb)+a(r)1 (324)

onde o ¢é a constante de Stefan-Boltzmann, ¢ € a emissividade e T a temperatura do forno-

panela

panela, h, € o coeficiente de pelicula relativo a parede lateral do forno-panela, a(r) e uma

funcédo que depende der.

Substituindo a equacdo (3.24) na equagéo (3.1), temos a seguinte expresséo

d

aa(r)+%ag(f(r,t)“—Tm)+hL(f(r,t)—Ta 1ot (r.y

)+alr)=—

(3.25)

mb
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onde T = f(r,t). Para resolver a equacdo (3.25), é utilizado o Método de Picard, que consiste
em utilizar a técnica de aproximacOes sucessivas, fornecendo uma distribuicdo inicial e
conhecendo a solucdo formal do problema. O algoritmo de Picard consiste em um processo

iterativo descrito pela seguinte sucessdo de aproximacdes para a fungédo incognitaT (r,t), obtida

a partir da condicéo inicial T(r,0):

T,(r,t)=T(r,0)
T,(r,t) =T,(r,1) +.X[ f(t, T,(r,t))dt

X

(3.26)

Toa(r ) =T,(r,0)+ [ £ (T, (r, D)t
X0
Considerando o caso particular a(r) =0, ga(r):ao, r=r, f(r,t)=f(t) para satisfazer a
r
condicdo inicial em r =0, a equacado (3.26), pode ser reescrita como
df
d

aa, +r£(aas f(t)' —aceT?,,, +ah f(t)-ahT,,)= # (3.27)
0

aplicando o Método de Picard sobre a equacéo (3.27), obtemos:

T,(r,t) =a, +r£050'g(T14 T ) +£0¢hL (M, —Tas) (3.28)
0 r-0
1 . 1
T(r ) =T,+ [, +—aoe (T ~T*,,) + —ah (T, T, )dt (3.29)
r-O r-0

Substituindo (3.29) em (3.28) e resolvendo a integral,



Tt h, (T,
Tz(r,t):T1+5ia68(aao+aag(-rl amb)+a L( 1
r

0 Iy I

4 T4 B
iOlh|_ aa0+0668(r1 T amb)+ahL(T1 Tamb)
2r0 I r,

Aplicando uma nova iteragdo sobre a funcgdo obtida, vem

t? +ata, —itaasT 4amb —itahLT

4
_Tamb)j t5 +

amb
0 rO

0

4 T4 _ 16
Ts(nt) =T1 +L5a50'555 aao + (ZGS(Tl T amb) + ahL (Tl Tamb) t20 n
625r r,

)

125r,° r, r

4a46484 aa0+aag(T14 _T4amb)+ahL(Tl _Tamb) ’ o
1251, I I

0

4 T4 B
isaso_sgsth aa, + ace(T,"-T°,,) N ah (T,-T..)
50r, r, r

25['04 r

0 ro

6o’ (. a0 -T') , ol (-To) |
i aa0+ 1 amb + L\11 amb

+ 3
25r0 I r

8
oioied (aao N aoe(T, _T4amb) . ah (T, —Tamb)j (

5
10r; r, r

6
140{40282 (aao N aoe(T, _T4amb) . ah, (T, —Tamb)J (
5

0 Iy I

0 Iy I

4 T4 B 5
57630530282hL (aao + aoe(Ty —T ) + ah (T, Tamb)j (a

1
a50484hL (Olao + ao-g(TlA _T4amb) + ah (T, _Tamb)J

10

3
t +

4 4
aceT amb _OthT amb jtla +

I r

t* +

e aceT*,  ah T, ]tm .

I r

I r

.
1 aSGZSZth (aao N 0!05(1’14 -T 4amb) N ahL (T1 —Tamb)] s

4
Olao — aoeT amb ahLTamb ] hLZtlo T

I I

2
- aceT* _ahT,, j o,

I r

(3.30)

2
o, - aceT* _ah T, j o2,

24
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imi(aao AT gy O Ty j m(aao ace (T —T“m>+an(r1—Tm>j“+

r0 5rO ro rO r0 rE)
a'h’ a@, + ace(ly ~T" ) + o (T, —To) 84
16r, I I

rO r0 ro r-O

4 T4 3 4
ia468hL3(aao+aGg(Tl -T anh)+ahL(Tl_Tanb ] (aao acel ahLTaanﬁ_i_

2
ioﬁagth (aao n ace(ly -T*,) + oh (T, _Tarrb)j (aao aceT’,, ah T, j_'_

o b o 0

. (aao+aozcr“l—T4m>+ancrl—Tm>T+

2
or, I 3

3
20’ cEh, (aaﬂ N ace(T*-T* ) . ah (T, —Tamb)]4 +(aa0 aceT’ ahLTaan 5y

2
r-0 r-0 r0

4 4
aoz(aao acel ", ahLTaan o

rO rO rz)

2. 2 4 T4 B

azl‘[ (aaﬁaag(rl T ""”b)+ahL(r1 Tarrb)Jt2+ (3.31)
rO rO rEJ

ah o, aceT’ . ahT . t+an, aceT” ahLTarm_

r, r, r, r, r,

Uma vez que o numero de caracteres nas sucessivas aproximacgoes parece crescer de
forma exponencial, conclui-se, a principio, que o método de Picard ndo e particularmente
vantajoso para formulagdes baseadas em computagédo simbolica. Entretanto, esse procedimento é
totalmente sistematico, ao contrério do método baseado em restri¢des diferenciais.

Cabe aqui a seguinte ressalva: convém lembrar que a conversdo das condicbes de
contorno e efetuada uma Unica vez durante toda a formulagdo do problema. Além disso, no
método das restricbes diferenciais, as condi¢des de contorno originais sdo convertidas em
condi¢cbes de primeira espécie de forma exata, enquanto o método de Picard produz
aproximacdes para essas condi¢Oes de primeira espécie. Assim, parece razoavel inferir que, na
grande maioria dos casos, 0 método das restricdes diferenciais constitui a mais conveniente
dentre as duas alternativas para a conversdao de condi¢bes de contorno de segunda e terceira

espécie para condicOes de primeira espécie.
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3.3.1 AJUSTE DA FUNCAO QUE DESCREVE O ESTADO INICIAL DO SISTEMA

O modelo de ajuste para a condigdo inicial consiste em uma combinagdo linear de

funcbes geradas a partir da equacéo (3.12), que tem a forma
T(r,t)=c.p,(r,t)+c,p,(r,t)+c,p,(r,t)+...+C,p,(r,1), (3.32)

aplicada em t=0. Nessa equacéo, as constantes c,,...,c,, devem ser determinadas e os polindmios
p,(r,t),..., p,(r,t) séo as solugdes exatas obtidas através da aplicacdo recursiva do operador

A~'B sobre diferentes escolhas para a fungdo f, (ver secdo 3.1).

A fim de efetuar o ajuste, é preciso tomar pontos de amostragem na dire¢éo radial para
substituir no argumento r das funcGes presentes na equacdo (3.32). O ajuste inicia com a
montagem de um sistema linear de equacdes algébricas referentes a obtencdo de um polindémio
interpolador, seguido da construcdo da respectiva matriz de interpolacdo, que resulta singular,
uma vez que o0 numero de pontos de amostragem na direcdo radial é, em geral, superior ao
nimero de constantes a determinar. Para a condicéo inicial, t=t, =0 e a variavel radial assume

os valores amostrados r =r,r,,...,r,, . Portanto, a partir da equagéo (3.32), é gerado o0 seguinte

sistema de equacdes lineares:

Co Po (R 6) +C Py (R, 1) +C, P, (1) + P (R, 1)+ +C P (1, 6) =T,

:Co po(rz’t1)+clp1(r 't1)+cz pz(rz’ti)+Cap3(r2’t1)+"'+cn p”(rz'ti) =T2 (3.33)

Co Po (I 1) +C Py (1) + €, P, (s 1) + € Py (1 1)+ +C P (1, 1) =T,

Cada equacéo do sistema consiste na aplicagéo da equacéo (3.32)emt=0e r=r,,sendoio

indice da equacéo correspondente. A respectiva matriz de interpolacédo resulta
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p(nt)  p(nt)  pa(nt)  pa(nt)  p(nt)  ps(nt) ]
Po(ut) P t)  Po(nt)  pa(nt)  p(nt)  ps(rnt)

ac| Polt) P(RE) Pant) R(Bt) Pt) Ps(rt) 339
| P (rt)  pu(rt)  py(nt)  ps(rt)  pu(r,t)  ps(r,,t) ]
e 0 vetor ¢ das constantes e o vetor das temperaturas séo respectivamente,
_CO_
C,
C,
¢=| G (3.34)
C,
CS
1Cs
e
T, |
(3.35)

_|
I
A 44444

Assim, o sistema de equacGes dado por (3.34) pode ser expresso em forma matricial
como Ac=T, sendo ¢ o vetor de constantes a determinar e T 0 vetor que contém as
temperaturas nos pontos de amostragem para t =0. Em geral, o sistema ndo possui solucdo, uma
vez que é sobredeterminado, isto €, possui maior numero de equacdes do que de constantes a
determinar. A matriz A resulta, portanto, singular, por possuir maior nimero de linhas do que

de colunas. Contudo, um sistema linear arbitrario do tipo Ac=T, sempre possui solucdo via
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minimos quadrados, isto é a equacdo A'Ac=A'T ,naqual A" representa a transposta da matriz

A, sempre possui solucéo unica.
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4. MODELO EM COORDENADAS CILINDRICAS - CASO BIDIMENSIONAL

A equacdo que descreve o processo de conducdo de calor em coordenadas cilindricas
para problemas axi-simétricos nos quais a dependéncia da temperatura com a variavel z deva ser

considerada é dada por

0°T 10T 07T 10T
+ 22y -,
or> r or 0z° a ot

(4.1)

A necessidade de considerar a dependéncia em z se deve, em geral, a efeitos de borda,
condicbes de contorno ndo uniformes ou variagdes de propriedades fisicas do meio condutor na
direcdo axial. A descricdo do método proposto segue de maneira anadloga a apresentacdo da

formulagéo unidimensional mostrada no capitulo 3.

4.1. FORMULACAO DO METODO

Aplicando a formulagdo geral do método e considerando a dependéncia da

temperatura na coordenada axial z, o operador B passa a ser definido como

B=a 82f+1ﬂ+62f 4.2
or’2 ror ozt ) (4.2)

Os operadores A e A™, por sua vez, mantém suas definigcdes originais, dadas por

e (4.3)

AT =[(dt.

Assim como nos capitulos anteriores, a formulacdo do método inicia com a aplicagdo

de um split sobre a equacdo (4.1), isto €, na equacdo LA = 0 o operador diferencial linear L é
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expresso como L=A-B, sendo A e B também operadores diferenciais lineares. A equacao

Lf =0, é entdo escrita na forma Af (r,z,t) = Bf (r, z,t), resultando, portanto em

0 0 10 o
i zt=a| Z 22+ |k, 20, 4.4
(6tj ( ) a(arz r or 6zzj ( ) (44)

aplicando o operador inverso A™* temos que

o * 10 &
I((Ej f(r, z,t)jdt = j[a (?+?5+¥j f(r, z,t)}dt, (4.5)

simplificando o lado esquerdo da equacdo (4.5), e adicionando o espaco nulo do operador A,

> 10 o°
f(r,z,t)= —+——+— | f(r,z,t) dt+h,. 4.6
r.z.h) j(a(arz r or 622] ( )J 8 (49)

Reagrupando os termos que contém f(r,z,t) e resolvendo formalmente a equacdo (4.6),

chegamos a seguinte expressao:

> 10 & h
f(r,z,t):|:I—I[a(W+?E+?J]dt} h,. 4.7)

Lembrando que o inverso do operador da equacdo (4.7) pode ser escrito como uma série

geométrica (ver capitulo 3), a solucdo é entdo obtida na forma:

Z * 10 o k
f(r,z,t):g;[j[a(¥+FE+¥Ddt] f,. (4.8)

Essa solucéo foi obtida desconsiderando novamente a restricdo com respeito a norma de A™'B

para garantir a convergéncia da série geométrica.
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4.2. SOLUCOES BIDIMENSIONAIS EM COORDENADAS CILINDRICAS

Tal como nos capitulos anteriores, para obter uma solugéo particular para a equacéo do

calor, torna-se necessario escolher uma funcdo f, € N(A). Novamente, f, pode ser escolhida

como uma fungdo que pertence a interseccdo dos espacos nulos de (A‘lB)n e A, afimde

converter a solugdo em série em uma soma finita. Como exemplo, escolhendo inicialmente a

funcéo
fo=r?+2° (4.9)
e aplicando o operador A™'B sobre a fungéo escolhida, obtemos
f, =6at, (4.10)
aplicando outra vez o mesmo operador sobre f,, resulta

A'Bf, =0. (4.11)

Portanto, f, =r?+z°, que pertence simultaneamente aos espagos nulos de Ae (A‘lB)2 , produz

uma solucdo em forma fechada que contém somente dois termos:
f(r,t)=f,+f =r*+2°+6at. (4.12)

Da mesma forma, outra solucdo pode ser obtida escolhendo f,=r*+z*. Neste caso, a solugéo

obtida é dada por

f(rty=f,+f+f, =r"+z" +16ar’t +12atz’ + 44a’t>. (4.13)

Sendo que f, =r*+2z* pertence aos espagos nulos de Ae (A‘lB)3 . A exemplo das formulacdes

apresentadas nos capitulos 2 e 3, a cada poténcia par de r, isto é, para f,=r*"+2z°", é gerada
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uma solucdo em forma fechada pertencente ao espaco nulo de (A‘lB)M. Outros exemplos de

escolhas para a fungdo f, e as respectivas solugdes produzidas séo apresentados a seguir:

fo=r®+2° - f(r,z,t) =r® + 2° + 36ar’t + 30atz* + 2880 °r’t* +180a’t*z* +504a°t’, (4.14)

fo=r’+2° > f(r,z,t) =r® + 2 + 64ar’t + 56atz® +1152a°r't* + 840a’t’z* +

(4.15)
61440°r’t® + 33600 °t°2% + 78240 t?,

fo=r"+z° >
f(r,z,t) =r'"° + 2 +1000r® + 90atz® + 32000 °r°t* + 25200 *t*z° + 384000 °r *t® + (4.16)
252000°t°z* +1536000r’t* + 75600 “t*z* + 153120 °t°.

fo=r?+z% -
F(r,z,t) = r' + 22 +144ar + 132017 + 7200022 + 5940022 2° +1536000°C°r + (4.17)
1108800°t°z° +13824000*t*r* +4423680a°t°r* +19958400°t°2 + 3614400 °t°.

Uma segunda forma possivel para f, que produz solugdes particulares da equagéo do

calor, é expressa em forma de produto:
f, =r?z% (4.18)
Aplicando o operador A™'B obtemos
f, = datz® +2art, (4.19)
e aplicando outra vez 0 mesmo operador sobre f,, resulta

f, =8at. (4.20)
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Finalmente, aplicando o operador A™'B sobre f,, obtemos

ABf, =0. (4.21)

Portanto, f,=r?z?, que pertence simultaneamente aos espagos nulos de Ae (A‘lB)S, produz

uma solucéo exata em forma fechada que contém trés termos:
f(r,t)=f,+ f + f, =r’z* + 4atz’ + 2ar’t +8a’t. (4.22)

Conseqiientemente, outras funcdes na forma r®"z*", geram solucbes em forma fechada

2n+1 .
pertencentes ao espago nulo de (A’lB) " Outros exemplos de solugOes exatas produzidas a

partir de aplicagBes sucessivas do operador A™'B:

f,=rz" >
F(r,t)=r'z" +16ariz’ +12ar'tz? + 320272 +192a%r2t% 22 +12a°rt? + (4.23)
3840°t°2% +192a°r?t® + 3840 °t”,

f,=rz" -

f(r,z,t) =r°z° +36ar‘tz® +30ar’tz* + 288a.°r*t’z® +1080c:°r*t*z* +180a’r’t’z* +
3840°t°2° +86400°r’t3z" +64800°r*t* 2% +1200°rt® +115200 "t z* + 518400 *rt* 22 +
43200 r't* +691200°t°z% +34560a°r’t® + 460800 °t°

(4.24)

f,=r2° -

f(r,z,t) =r’z® + 64arz® + 56artz® +1152a°r*t*z® + 3584a°r’t°z° +

840a°r®t?z" + 61440°r*t°z® + 645120:°r't°z° + 53760°r°t®z* + 33600 °r®t’z” +

61440*t* 2% + 3440640 r’t*z° + 9676800 r*t*z* + 215040a *r®t*z* +16802a'r’t* +  (4.25)
3440640°t°2° + 51609600 °rt°z* + 3870720c:°r*t°z% +107520a°r ’t® + 516090¢°t°2* +
206438400 °r*t®z? +19353600a°r“t° + 206438400 "t" 2% +10321920a "r?t” +

103219200 °t°.
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Como nos casos anteriores, a solu¢do deve conter elementos arbitrarios para satisfazer
as condicOes restritivas do problema, de modo que uma combinacdo linear entre as solucGes
acima deve ser empregada para simular o cenario fisico em estudo. Utilizando novamente como
exemplo o problema do forno-panela para ilustrar o procedimento, a condicdo em r=0 é
automaticamente satisfeita, uma vez que a solucdo obtida é uma fungdo par de r.
Consequentemente, tal como no problema descrito no capitulo anterior, todos os coeficientes
numéricos em uma combinacdo linear sdo especificados pelo ajuste da condicédo inicial e da

condicdo de contornoem r =1.

4.3. CONVERSAO DA CONDICAO DE CONTORNO EM r =1

De forma analoga a resolucdo do problema descrito no capitulo 3, para que o método
proposto possa ser aplicado ao problema em estudo, deve-se converter as condigdes de contorno
ndo-lineares em r =1 (ver Apéndice B), para uma condi¢do de contorno auxiliar de primeira
espécie.

Inicialmente, considere-se a restricdo diferencial obtida a partir da condi¢do de contorno
que descreve o forno-panela vazio, como mostra a Figura A.3 (ver Apéndice A) e equagdo B.6

(ver Apéndice B),

oT

E = O-“:"panela(l-4 _T4amb) + hL(r _Tamb) + a(r’ Z), (426)

onde o € a constante de Stefan-Boltzmann, & é a emissividade e T a temperatura do forno-

panela
panela, h_ é o coeficiente de pelicula relativo a parede lateral do forno-panela, a(r) é uma

funcédo que depende der.

Substituindo a equacao (4.26), na equacao original (4.1) e reagrupando termos, resulta

2a(r,z)+1crg(f(r,z,t)4 —T,.p)+h (f(r,z,t)-T, )+a(r,z)+a—22a(r,z):EMM.Z?)
or r 0z a ot

mb

onde T = f(r,t). Para resolver a equacdo (4.27), é utilizado o Método de Picard, que consiste

em utilizar a técnica de aproximacgdes sucessivas, produzidas a partir de uma condicéo inicial
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expressa em termos das variaveis espaciais r e z. O algoritmo de Picard é definido da seguinte

forma;

T,(r,z,t) =T,

T,(r,z,t)=T, +.X[ f(t,T,(r,z,t))dt

X

(4.28)

Toa(rz) =T+ [ f(tT,(r,z,t)dt
X0

2
considerando o caso particular  a(r,z) =0, aia(r, 7)= ao,%a(r, Z)=a,
r z

r=r, f(r,z,t)= f(t) para satisfazer a condi¢ao inicial em r =0, a equagéo (4.27), pode ser

reescrita como

aa, +r£(a0'g f(t) —aoeT*  +ah f(t)-ahT,,)+aa :% f(t) (4.29)

0
Aplicando o Método de Picard sobre a equacéo (4.28),

T,(r,z,t)=aa, +r£050'g(T14 =T ) +£0¢hL (T, -T,.) +ao (4.30)
I

0 0

T,(r.z,t)=T,+ [ (aa, +r1aag(r;‘ ~T4 ) +rlomL(r1 ~T,.)+aa)dt  (4.31)
0 0

resolvendo (4.31),
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4 4
Tz(r,Z,t)=T1+iOt68 aa0+a68(Fl T amb) ah, (T, - aml")+aioc t°+
5r0 ro ro

lochL

To

(aao_'_aag(-rl4 _T4amb) +ahL(Tl_Tamb)

rO rO

+a105jt2 + (4.32)

1 1
ata, —r—aogtT f e ——ahtT  +aat.
0 0

Efetuando uma nova iteracéo sobre a funcéo obtida, vem

4 T4
T(rz,t) =T, +—— L a’c’e’ aa0+aag(Tl T em) +0£hL(T1 LY +ao | t0+
625r°, I,

0 r0

4 4 13
50656484h|_ [Olao OlGS(T -T amb) ah (I-l amb)_i_aiaJ 17

125r, Iy fo
4 __4 _4 4 . 4 !
dac’e Ola0+ao-g(Tl -T amb) ah (Tl amb)+a1a aao_aGgT amb _ahLT amb +aa t16+
125r r, I fo fo
3 5 5o om‘&:(T4 T* ) ah (T,-T,.) ’ 14
-a’c ¢’h’ | aay + = 1 Lo tao | U+
50r0 I Il
4 33 4_T4 4
6a’'c i h, [aao Loos(M T o) | ah (T —Taw) +a1a] [aao CaoeT’ L ah T, +alajt13+
25I‘0 ro r‘0 ro rO
35363 T4_T* h ? T! hT i
60;5 : (Olao n 0[0'8( amb) Qa (Tl amb) +ao aao _ AOE] am mb _ a amb +aa 12 +
fo fo To fo fo
2 4 !
o iogsh [Olao +0668(|-1 -T amb) ah (Tl amb) +aa t11+
n fo o
4 22 4 4 ° 4
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4.3.1. AJUSTE DA FUNCAO QUE DESCREVE O ESTADO INICIAL DO SISTEMA

A equac&o que nos permite fazer um ajuste para a condicéo inicial € uma combinagao

linear gerada da equacdo (4.8) que tem a seguinte forma

T(r,z,t)=cp,(r,z,t)+c,p,(r,z,t)+c,p,(r,z,t)+...+C,p,(r, z,t), (4.34)

onde as constantes c,,.. devem ser determinadas e os polinémios p,(r, z,t),..., p,(r,z,t) sdo

l n 1
as solucBes exatas obtidas através da aplicacdo do operador A'B sobre as escolhas iniciais

dadas por f;.
Para a condigéo inicial: t=t, =0, , € no caso da coordenada z consideramos

trés situacdes: o fundo da panela denominado de z,,, , uma altura média z,., , e 0 topo da

panela z . Sendo assim, o sistema de equacOes agora tem a seguinte forma:

topo *
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CO pO(r’ qundo’tl) + Clpl(r’ qundo’tl) +C2 pz(r’ qundo’tl)"'+cn pn(r’ qundo’tl) =T1
CO pO(r’ Zmeio’tl) +C1p1(r! Zmeio’t'l) + C2 pz(r! Zmeio’t'l) +"'+Cn pn(r’ Zmeio’tl) :TZ (435)

C0 po(r’ Ztopo'tl) + C1 pl(r’ Ztopo'tl) + CZ pz(r’ Ztopo’tl) +"'+Cn pn(r’ Ztopo'tl) :Tm

Os polindmios p,,...., p, séo dados pelas equagdes (4.12) a (4.17), portanto,

p(r.zt)=1,
p(r,z,t)=r*+z* +6at,
p,(r,z,t) =r"+2* +16art +120tz° +44c/t?,
p,(r, 2,t) =1r° +2° +36ar't +30atz* + 2880/ 1t* +1800/t°7” +504c Y,
p,(r,2,t) =r® + 2% +64or’t +5601z° +11520/1t” +8400/t°2" +61440°rt* + 33600 t°2” + 78240 't"
p,(r,z,t) =r" +7° +100ar’t +90ctz® +32000/ 1t +25200/t°2° +384000°r*t* + 2520002 +
15360001t + 756000 t*2% +1531200°t",
ps(r,2,t) =r" +7° +144art +132017° + 72000/ 1*t” +59400/1°2° +1536000 t°r° +
1108800t°2° +138240007't*r* +4423680c.t°r* +19958400t°7 +361440001°.

' (4.36)

Uma sistema linear arbitrdrio do tipo Ac=T, sempre possui uma solucdo por
minimos quadrados, isto é a equacdo A'Ac= A'T sempre possui solucdo, ndo necessariamente
unica. Nao interessa a ordem da matriz A nem o valor do vetor T. O comando Least Squares
nos auxilia para encontrar o valor de ¢ que minimiza (Ac-T) no sentido quadratico.

A matriz A é estruturada em blocos, referente a imposicéo dos valores da temperatura
em trés regiGes nas quais as condi¢bes de contorno podem eventualmente sofrer estratificagao:

junto ao fundo, ao centro e ao topo. Utilizando a notacdo z Zoeior Ziopo  PAIA designar,

fundo? “meio’
respectivamente, as coordenadas centrais de cada regido, a matriz de ajuste pode ser expressa de

forma anéloga ao caso unidimensional:
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_po(rizfundo’tl) pl(rizfundo'tl) oo ps(rizfundo'tl) pe(rizfundoit)_
A = pO(r' Zmeio’tl) pl(r’ Zmeio’tl) L ps(r’ Zmeio’tl) pﬁ(r' Zmeio ’t) (437)
L pO(r’ Ztopo 'tl) pl(r' Ztopo’tl) o ps(r’ Ztopo ’tl) pﬁ(r’ Ztopo’t) i

e 0 vetor ¢ das constantes e o vetor das temperaturas sao respectivamente,

w

(4.38)

ol

O0000

(2]

1
|

(4.39)

A4 44 4444

[
| —

A matriz A" é a transposta da matriz A, cuja linhas sdo as colunas de A, sendo

assim, é possivel encontrar os valores para as constantes de C,,...,C;. Os respectivos valores

para estas constantes se encontram no capitulo de resultados.

Para mostrar a viabilidade do método proposto, foi feita uma comparacdo com 0s
resultados obtidos por [Ozisik, 1993], para um cilindro oco que esta inicialmente a uma certa
temperatura e as condicdes de contorno em r=a e r=b sdo mantidas a temperatura nula. O
método usado € de separacdo de varidveis e a solugdo encontrada € dada em expansdo em série.

A andlise dos resultados se encontra no capitulo 5.
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5. RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos através da aplicacdo do método

proposto a problemas de conducédo do calor em coordenadas cartesianas e cilindricas.

5.1. PROBLEMA EM COORDENADAS CARTESIANAS

Nesta secdo é verificada a viabilidade do método apresentado quanto ao desempenho
computacional, através da comparacdo entre o tempo de processamento requerido para a
obtencdo das solugdes exatas para um problema de contorno envolvendo a equacao de conducao
do calor utilizando a formulacdo proposta e a solugdo em seérie truncada obtida por Ozisik
[Ozisik, 1993].

O problema de contorno é definido sobre uma placa plana, delimitada pela regiéo

retangular —00< X <00,—00< Y <00, sendo a equagdo diferencial

2 2
ﬂJrg:o em —o00< X<00,—00< Y < (5.1)

ox* oy
sujeita a uma condicdo de contorno em y=0 prescrita em forma numérica na Tabela 5.1
Tabela 5.1 — Valores numéricos para a temperatura em y=0 (°C)

X 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
T 13.13 |26.04 |38.54 |50.41 |61.48 |71.59 |[80.59 |88.38 |94.87 |100.0

A solucdo obtida atraves da formulacao apresentada no capitulo 2, é dada por

f (x,y) =131.63948x —35.82710094x> +107.4813028xy’ + 4.554751437x° —
45.54751437x°y? + 22.77375718xy* —0.3633990706x" + 7.631380483x°y* — (5.2)
12.71896747x°y* + 2.543793494xy°.

J& a solucdo em série [Ozisik, 1993] que é obtida através do método de separagdo de
variaveis, resulta em uma combinacdo linear de senos hiperbdlicos na direcdo X e

trigonomeétricos em y.
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No exemplo dado, para que as solugdes concordem em trés digitos significativos é
preciso que sejam utilizados 250 termos da solu¢do em série, 0 que demanda mais de uma hora
de processamento (Celeron de 2.13Ghz, com 736MB de memoéria RAM, implementado em
Maplel0), enquanto a solugdo produzida através da formulacdo proposta requer cerca de 1
segundo de processamento, utilizando o0 mesmo equipamento e o0 mesmo software de
processamento simbolico. A Tabela 5.2 apresenta o tempo necessario para calcular a solugdo em
série truncada, em fungdo no nimero de termos empregados, e a Figura 5.1 mostra o gréafico da
solucdo obtida, que resulta praticamente idéntico para ambas as formulagdes.

E importante salientar que os valores de tempo de processamento que constam na
tabela levam em consideragdo apenas a avaliacdo da solugdo em seérie, ja obtidos os autovalores e
calculados os coeficientes da série de Fourier que representa a expansao em senos e cossenos da
distribuicdo inicial de temperaturas. Na préatica, o tempo de processamento total requerido para a
obtencdo da solucdo em série resulta entre duas a quatro vezes superior ao valor tabelado,
dependendo da equacdo e do método utilizados para estimar os autovalores, que consiste em um

problema de célculo de raizes de equagdes algébricas ndo-lineares.

Tabela 5.2: Tempo de processamento para a solugdo em série.

Numero de termos (m =n) | Tempo de processamento
10 2 minutos.

50 2 minutos e 45 segundos.
100 3 minutos e 35 segundos.
150 7 minutos.

200 18 minutos.

250 Acima de 1 hora.
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Figura 5.1 — Gréfico da solucéo obtida

Naturalmente, o leitor poderia argumentar que a tabela de valores numericos prescritos
para a condi¢cdo de contorno é ajustavel por um polindmio de baixo grau, e, portanto constitui
uma alternativa bastante tendenciosa para fins de comparagédo entre 0s desempenhos
computacionais das solucdes, pois além de dispensar o processo de ajuste da condigdo de
contorno na formulagé@o proposta, é precisamente o conjunto de funcdes que pertence ao espaco
nulo de uma poténcia finita do operador presente na solucdo, expressa como série geométrica
truncada.

A fim de refutar esse argumento, basta analisar o que ocorreria se a situagdo fosse
inversa, isto €, caso fosse escolhida uma série de Fourier truncada para representar a distribuicéo
inicial de temperaturas. A principio poderia parecer que tal fato implicaria no aumento do grau

do polindmio correspondente a funcdo f,, resultante do ajuste dos coeficientes C, . Entretanto,

convém lembrar que mesmo nessa situacdo ndo seria necessario efetuar o ajuste da condigédo de

contorno. Uma vez que senos e cossenos sdo autofungbes do operador presente na série
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geométrica que define a solucéo obtida através da formulagdo proposta, bastaria adicionar a série
de Fourier truncada ao polinémio definido pelas equacdes (2.17) ate (2.21), e as condi¢cOes de
contorno originais do problema.

Existe, entretanto, uma questdo realmente importante no que se refere a escolha das
funcbes de base que definem a distribuicéo inicial de temperaturas. Nas solu¢des obtidas via
separacdo de variaveis, existem duas premissas implicitamente tomadas como verdadeiras, que

tornam a obtencdo de solugdes em série um processo computacionalmente oneroso:

i) a conversdao de equacdes diferenciais parciais em um conjunto de equacOes ordinarias

desacopladas simplifica o processo de resolucao de problemas difusivos;

i) as autofuncdes do operador laplaciano constituem a base “natural” para a representacdo da

distribuicéo inicial de temperaturas.

A primeira premissa é evidentemente falsa quando o nimero de termos da solucdo em
série truncada resulta elevado para a exatiddo desejada. Ainda que as solugdes para as equacées
ordinarias resultantes sejam previamente conhecidas, a avaliagdo dos autovalores
correspondentes é freqiientemente mais onerosa do que 0 processo de obtencgéo de solucdes para
diversas equacOes ordinarias e até mesmo parciais, pelo fato de sua resolugdo envolver, via de
regra, varreduras, delimitacdo de intervalos e processos iterativos de calculo de raizes.

A segunda premissa induz a supor que distribuicbes de temperatura podem ser
adequadamente representadas por fungdes oscilantes de alta freqiiéncia para muitos problemas de
transferéncia de calor. Ocorre que apenas as expansfes em funcBes hiperbdlicas produzem
solucBes em série para as quais 0 tempo de processamento torna seu uso ainda viavel, e cujas
expressdes podem ser utilizadas para estimar taxas de transferéncia de calor, para fins de
avaliacdo de carga térmica. Isto ocorre porque, ao avaliar a quantidade de calor transferida entre
dois pontos adjacentes, € preciso calcular derivadas da distribuicdo de temperaturas. No caso da
expansao em senos e cossenos, a presenca de harmonicos de alta frequéncia na solugdo produz
erros grosseiros na avaliacdo das derivadas, pelo fato dessas componentes sofrerem significativa
amplificagdo ao serem derivadas.

Os argumentos expostos ndo visam depreciar 0 método de separacdo de variaveis, mas
sugerir uma pequena modificacdo em sua formulagdo, capaz de tornar suas solucdes
computacionalmente viaveis. Note-se que esses argumentos apenas induzem a concluir que a

distribuicéo inicial (ou em um contorno) deve ser representada por uma expansao em funcées
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monadtonas, 0 que ndo SO € intuitivamente razoavel, mas também compativel com a propria
dindmica de um sistema difusivo. Uma vez que a derivada temporal da temperatura é
diretamente proporcional a concavidade local da distribuicdo, representada pelo seu laplaciano,
existe uma tendéncia natural a regularizacdo da funcéo T(x,y,t) ao longo do tempo. Isso ocorre
porque junto aos pontos de maximo locais, onde a concavidade € negativa, a derivada temporal
também € negativa, de modo que proximo a esses pontos a temperatura decresce ao longo do
tempo. O inverso ocorre nas vizinhangas dos minimos locais, nos quais a concavidade € positiva,
tal como a derivada temporal. Assim, junto aos minimos, a temperatura tende a crescer. Ja nas
vizinhangas dos pontos de sela e de inflexdo a temperatura ndo varia, de modo que todas as
eventuais oscilagfes presentes na distribuicdo inicial tendem a ser amortecidas, havendo,
portanto, uma regularizagdo do sinal ao longo do tempo. Além disso, em cenarios praticos
tipicos, a propria distribuigdo inicial (ou em contornos) ndo deve conter um nimero elevado de
maximos e minimos locais, uma vez que a producdo de oscilacbes em uma distribuicdo de
temperaturas se deve essencialmente a presenca de fonte térmicas no interior do dominio em
estudo.

Essas consideragdes sugerem que o nimero de termos da solu¢do em série pode ser
bastante reduzido caso sejam utilizadas funcdes periddicas de baixa freqiiéncia para compor a
base na qual a solucdo ¢é expandida. Essas funcdes podem satisfazer condi¢fes de contorno néo-
periodicas, desde que constituam sub-harménicas das fungdes originalmente empregadas. Como
exemplo, é possivel obter, atraves do método de separacdo de variaveis, uma solugdo em serie
truncada contendo apenas duas parcelas, que para fins praticos é equivalente a expansdo em

fungdes hiperbolicas contendo 62500 termos. Essa solucdo, dada por

f =102.97sin(0.98x) cosh(0.98y) +15.678sin(1.96x) cosh(1.96Y), (5.3)

difere em menos de 0.3°C das solugdes anteriores na regido 0<x<1, 0<y<1. A Figura 5.2 mostra
o gréafico da diferenca entre a solucdo polinomial e a nova solucéo exata que contém apenas dois

termos.
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Figura 5.2 — Diferenca entre as solu¢des polinomial e periodica de baixa frequéncia

Observe-se que 0s argumentos apresentados sdo independentes do nimero de dimensdes
do problema e do sistema de coordenadas considerado, pois utilizam apenas o conceito
geomeétrico de concavidade, representada pelo laplaciano da distribuicdo de temperaturas, sem
especificar sua formulacdo particular. Assim, esse argumento deve, a principio, permanecer
valido também para problemas em coordenadas cilindricas, objeto de estudo das secGes

seguintes.
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5.2. PROBLEMA UNIDIMENSIONAL EM COORDENADAS CILINDRICAS

Nesta se¢do, a solugéo exata obtida através da formulagdo proposta para problemas em
coordenadas cilindricas € empregada para simular um processo industrial de interesse pratico: o
pré-aquecimento de fornos panela na industria siderurgica. Nesse caso, a solugdo obtida é uma

combinac&o linear dada por
5
f =2 Cepau(rit) (5.4)
k=0

onde p,, (r,t) sdo os polindmios definidos pelas equacdes (3.19) a (3.23), e os coeficientes C, a
C, sédo apresentados na Tabela 5.4. Estes coeficientes sdo obtidos pelo ajuste dos dados

correspondentes a condicdo de contorno em r =1, como j& foi mencionado, no capitulo 3. Os

valores de temperatura séo apresentados a seguir,

Tabela 5.3: Valores de temperatura

Temperaturas Valor em °C
T, 298
T, 398
T, 523
T, 723
T, 823
T, 903
T, 973

e os coeficientes sdo
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Tabela 5.4: Valores numéricos dos coeficientes da funcéo de ajuste

Coeficientes Valores
102,5

198,6

=

2830

8116

w

235,4

~

o o o o o o

(8]

28,74

O ajuste gera uma solucdo que reproduz os dados experimentais em r =1, com um

desvio de 1°C (note que C, foi incluido na combinacdo linear, pois uma funcdo constante

também ¢é solucdo da equacdo do calor). Embora o tempo de processamento requerido para
efetuar o ajuste seja de aproximadamente 1 segundo - resultando superior ao proprio tempo
necessario para a obtencdo da solucdo - convem ressaltar que o numero de cenarios que
descrevem condig@es iniciais na industria siderargica é bastante reduzido. Assim, para a grande
maioria dos cendrios a simular, a condicao inicial j& se encontra previamente ajustada, de modo
que o tempo de processamento tipico para essa aplicacdo especifica corresponde ao proprio
tempo requerido para a obtengdo da série geométrica truncada.

A Figura 5.3 mostra a distribuicdo de temperatura ao longo do processo de pré-

aquecimento.
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Figura 5.3: Distribuicdo da Temperatura em (°C) durante o processo de aquecimento.

O desvio entre os progndsticos e os dados experimentais utilizados pela A¢os Finos
Piratini na producéo dessa batelada de aco € em torno de 0,16%, e satisfaz a exigéncia de que a
temperatura do aco liquido proveniente do forno-panela ndo difira do valor experimental em 5°C
por falta ou excesso.

E importante enfatizar que o tempo de processamento necessario para obter a
distribuicdo de temperaturas € virtualmente negligenciavel (menor que 1s), cerca de 0,005% do
tempo necessério para a obtencdo da mesma solucdo empregando diferengas finitas com
interpolacdo temporal Alves [Alves, 2002]. Entretanto, cabe novamente ressaltar que a solugéo é
obtida uma vez concluido o processo de ajuste que define a distribuicdo de temperaturas no
tempo t=0.

Finalmente, é conveniente enfatizar que todas as fungdes obtidas por intermedio do

esquema iterativo, das equacbes (3.19) a (3.23), sdo solucOes exatas. Conseqlientemente, a
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equacdo (5.4) ndo é uma serie truncada que constitui uma aproximacéo da solucéo exata, mas ela
prépria ja constitui uma solugéo exata para a equagéo do calor.

No caso especifico da aplicacdo em questdo, ndo foi possivel obter a respectiva
solucdo em serie, uma vez que uma das condigdes de contorno é ndo-linear. Assim para estimar
0 desempenho computacional da solucéo em série, foi resolvido um problema correlato para um

cilindro oco inicialmente a uma temperatura F(r), dada por

2
oT,1ar_1ar 55)
o” ror a ot
e cujos coeficientes sdo 0os mesmos da tabela 5.4, onde as interfaces r =a e r =bsdo mantidas

a temperatura nula. Nesse caso, a expressdo para a distribuicdo de temperatura T (r,t) é dada por

St J(Be) )
R Xy T GO GO RS RO CURNED

onde S, 's sdo as raizes positivas de

o (Bn@)Yo (By0) = Jo (Brb)Yo (B,2) =0 (5.7)

Ry (BrnsT) = 3o (Bnl)Yo (Bnb) = I (B)Yo (B,r) (5.8)

Para que a solucdo em seérie atinja convergéncia com 4 casas decimais, condicao
aproximadamente equivalente ao desvio de 1°C obtido através da formulagdo proposta, é
necessario utilizar os 500 primeiros termos da série. A Tabela 5.5 apresenta o tempo de
processamento para o problema correlato em coordenadas cilindricas (Os calculos foram
efetuados em um computador Celeron de 2.13Ghz, com 736 MB de memoria RAM).

De acordo com a Tabela 5.5, para problemas unidimensionais em coordenadas
cilindricas a solugdo em série pode ser considerada viavel, desde que as condi¢des de contorno
ndo variem com o tempo. No caso de condicdes de contorno lineares e variaveis no tempo, mas

uniformes ao longo do contorno, bastaria aplicar o teorema de Duhamel [Ozisik (1993)] para
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converter a solucdo correspondente a condi¢fes de contorno fixas. 1sso implicaria, na pratica, na
necessidade de efetuar uma operacdo de convolucdo sobre a solucdo de problemas analogos ao
exemplo dado, resultando em um tempo de processamento da mesma ordem de grandeza do
apresentado na Tabela 5.5, caso a integragdo fosse efetuada por via analitica.

Neste ponto, uma nova observacdo deve ser feita. Note-se que no caso de haver
condi¢des de contorno originalmente ndo-lineares, o teorema de Duhamel ndo se aplica, e as
condicbes do problema correlato deveriam variar durante o processo de aquecimento,
necessitando sofrer corre¢cbes ao longo do tempo. No caso especifico do problema de pré-
aquecimento do forno-panela, a condicdo de contorno referente a parede interna varia mais de
1000°C em 10 horas. Assim, supondo que as correcdes fossem efetuadas a intervalos regulares
de tempo, as condicdes de contorno deveriam ser corrigidas a intervalos de aproximadamente
0,01 horas (36 segundos), a fim de manter o desvio da ordem de 1°C junto aos contornos, para
garantir uma margem de erro semelhante no interior do dominio. Seriam, portanto, necessarias
cerca de 1000 correcdes sobre as condi¢cdes de contorno, resultando em um tempo de

processamento da ordem de 5000 minutos.

Tabela 5.5: Tempo de processamento para um problema unidimensional em

coordenadas cilindricas.

Ndmero de termos para m | Tempo de processamento
10 10 segundos.

50 25 segundos.

100 1 minuto.

200 1 minuto e 55 segundos.
300 3 minutos e 5 segundos.
400 4 minutos e 23 segundos.
500 5 minutos e 33 segundos.

O leitor poderia eventualmente argumentar que a conversdo da condi¢do de contorno
original em uma condi¢do auxiliar de primeira espécie, utilizando o método de Picard,
dispensaria o0 emprego das corre¢cbes mencionadas, viabilizando a utilizacdo da solucdo em série.
Contudo, a condicdo de primeira espécie produziria equacdes algébricas para o célculo dos
autovalores cujo carater ndo-linear e 0 nimero de termos nela presentes tornariam sua resolucao
um processo extremamente oneroso. Essa limitagdo se torna ainda mais grave em problemas

bidimensionais, como sera observado na préxima secao.
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5.3. PROBLEMA BIDIMENSIONAL EM COORDENADAS CILINDRICAS

A exemplo da secdo 5.2, nesta secdo € novamente avaliada a viabilidade da aplicacéo
do método apresentado quanto ao desempenho computacional, através da comparacdo entre 0s
tempos de processamentos requeridos para a obtencdo das solugdes em série geométrica truncada
(método proposto), e solucBes expressas como séries contendo fungdes de Bessel na variavel
radial e funcBes trigonométricas na variavel axial [Ozisik, 1993]. Novamente 0 processo a
simular consiste em um processo de pré-aquecimento de fornos-panela. Tal como na segédo
anterior, a solucdo empregada para simular o processo de pré-aquecimento é uma combinagao

linear de polinbmios dada por

f=3C,p(r 2. (5.9)

onde p,, (r,z,t) séo os polindmios definidos pelas equacdes (4.12) a (4.17), e os coeficientes C,
a C, sdo apresentados na Tabela 5.7, obtidos pelo ajuste dos dados correspondentes a condi¢éo

de contorno em r =1, como ja foi mencionado. A Tabela 5.6 apresenta os valores da temperatura

Tabela 5.6: Valores de temperatura

Temperaturas Valor em °C
T, 298

T, 398

T, 523

T, 723

T, 823

T, 903

T, 973

T, 1023

E os respectivos valores para z z

fundo ' “meio ! z topo !

observando a Figura B.1 (ver Apéndice B), sdo
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qundo = 038m
Z, =1.16m (5.10)
z,=2.70m.

topo

Portanto,

Tabela 5.7: VValores Numéricos dos Coeficientes

Coeficientes Valores
343,44

0

226,08

1

70,06

N

6,3568

-0,8256

~

0,1249

o

O O O O O O O

-0,0496

[2)

O ajuste gera uma solucdo que reproduz os dados experimentais em r =1, com um
desvio inferior a 1°C. A Figura 5.4 mostra a distribuicdo da temperatura ao longo do processo de

pré-aquecimento.
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F(°C)

0 00 01 015 02 0% 013 0%

O OO GO 8 O

Figura 5.4: Distribuicdo da Temperatura em (°C) durante o processo de aquecimento.

Neste caso o tempo de processamento foi de quatro segundos. Novamente, a fim de
comparar 0 desempenho do método proposto com o encontrado na literatura, o exemplo
correlato escolhido foi um problema de conducdo de calor em cilindro oco de comprimento
finito,

2 2
%T%%%T%% (5.11)

O cilindro se encontra inicialmente com uma distribuigédo de temperaturas F(r,z), 0s

coeficientes numéricos do polindmio utilizado sdo os mesmos da Tabela 5.7, e esta sujeito as

seguintes condi¢Oes de contorno



T=0 emr=a,r=bt>0

ﬂ:0 emz=0 (5.12)
oz

ﬂ+HT:O emz=c

oz

entdo a solucao ¢é dada por

Yt o i A ANIA L GOV

m=1 p=1 JZO (ﬂma) - ‘] 20 (ﬂmb)(c(nzp + H2) + H) (513)
b o0
[ (3B (BD) = 3o(B DY, (B,1)) cos, 2 (r , 2)dz
ao
onde n,"s sdo as raizes positivas de
n,tann,c=H. (5.14)
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A fim de atingir convergéncia com 4 casas decimais, foram utilizados 350 termos na série em

cada variavel espacial, resultando em uma expansdo contendo mais de 100.000 termos. A Tabela

5.8 mostra a relacéo entre o tempo de processamento e 0 niumero de termos utilizados na solucéo

em série.

Tabela 5.8: Tempo de processamento para um problema bidimensional em

coordenadas cilindricas.

Numero de termos para m e p | Tempo de processamento
10 20 segundos.
50 38 segundos.
100 1 minuto e 38 segundos.
150 3 minutos e 53 segundos.
200 7 minutos e 52 segundos.
250 14 minutos.
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300 22 minutos e 53 segundos.

350 24 minutos e 18 segundos.

Novamente, os célculos foram efetuados em um computador Celeron de 2.13Ghz, com
736MB de memoria RAM. Observe-se que os problemas mencionados na se¢édo 5.2 se tornariam
ainda mais graves caso fosse necessério efetuar corre¢Ges sobre a solucdo bidimensional em
coordenadas cilindricas, a fim de simular o processo de pré-aquecimento do forno-panela a partir
da solucgéo do problema auxiliar. 1sso ocorre porque, além do elevado nimero de termos contidos
no somatorio duplo, cada termo da série consiste em um produto entre duas fungdes oscilantes:
cossenos na varidvel axial e fungdes de Bessel J na variavel radial. Essas fun¢bes se comportam
de forma andloga a uma senodide amortecida, possuindo, entretanto, freqiiéncia crescente na
variavel r (as fungdes de Bessel Y s&o mondtonas, e se assemelham a exponenciais). Portanto, o
produto entre cossenos e fungbes de Bessel J produzem pontos de maximo e minimo locais a
intervalos irregulares na variavel r, de modo que um nimero bastante elevado de termos se torna
necessario para produzir aproximacdes razodveis para fungdes mondtonas a partir dessa base de
funcoes.

A preocupagdo com o tempo de processamento requerido para a obtencdo das
solucBes tem como objetivo ndo apenas possibilitar a simulacdo de cenérios fisicos em tempo
real, mas também viabilizar o processo de construcdo de solugBes exatas para equagdes
diferenciais parciais nao-lineares a partir das solucdes obtidas através do método proposto. O
processo de construcdo de solucOes exatas para equacOes parciais ndo-lineares de grande
interesse em Fisica e Engenharia é efetuado através de outra nova formulacéo proposta, baseada
em génese e transformacbes de Backlund [Polyanin, 2004]. Essa formulacdo é descrita no

capitulo 6.
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6. APLICACOES ADICIONAIS DO METODO

Neste capitulo é apresentada uma formulacao analitica adicional que permite utilizar as
solugdes da equacdo do calor para construir solucGes exatas para equagdes diferenciais parciais
ndo-lineares. Essa nova formulacdo, baseada no emprego de génese e transformacBes de

Bécklund, serd exemplificada a seguir e generalizada em se¢fes posteriores.

6.1 TRANSFORMAGCOES DE BACKLUND

O sistema de equagdes diferenciais,

of

&—af (61)
of

~ —bf 6.2
Y (6.2)

no qual a e b séo funcBes de x, y e t, pode ser utilizado para produzir, a partir da equagéo do
calor em coordenadas retangulares,

2 2
2 o[22t o3

alguma equacdo diferencial alvo, expressa em termos de a(x,y,t) e b(x,y,t). As equacdes (6.1) e
(6.2) sdo denominadas Transformagdes de Backlund, quando a equacdo diferencial auxiliar
(6.3) e diferente da equacdo alvo produzida, e sdo denominadas Transformacgdes auto-
Backlund, quando (6.3) for idéntica a equagdo alvo. A fim de simplificar as notacdes de

derivadas parciais, serdo eventualmente adotadas as defini¢des a seguir:

ﬂ=fx, o y o . @zax, a—bzby. (6.4)
OX oy ot OX oy

O processo de obtencdo da equacdo alvo inicia com a substituicdo de (6.1) e (6.2) na
equacéo (6.3):



fo=o(a,f+af, +b f+bf),

para eliminar as derivadas f, e f, substituimos novamente (6.1) e (6.2) em (6.5),

fi=a(af+a’f+b,f+b*f),

reagrupando os termos, resulta

f=a(a, +b,+a’+b?)f.
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(6.5)

(6.6)

(6.7)

As derivadas cruzadas com respeito as varidveis espaciais devem ser idénticas, esta imposigdo é

chamada de condicdo de compatibilidade, de modo que

_a(af)  a(bf)
Ty X

f

Calculando as derivadas em (6.8), tem-se
f,=af+af =b f+Dbf,

substituindo (6.1) e (6.2) na equacéo (6.9), resulta

a, f +abf =D, f +baf,

a qual é facilmente simplificada, produzindo

a,f=bf=a =h,.

Para que a equacdo (6.11) seja identicamente satisfeita, basta que

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)
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Onde ¢ representa, a principio, uma fungdo arbitraria de x, y e t. Portanto, a consisténcia entre as

expressdes que definem a derivada cruzada é automaticamente garantida, uma vez que

a,=b, = ¢, =4, (6.13)

De posse das igualdades (6.12), substituimos a e b na equacéo (6.7), resultando em

=a(g, +9, +6°, +¢7,) f. (6.14)
Utilizando as notacdes
2 ¢ ¢
s 5 (6.15)
\Y
‘- ( )

a equacao (6.14), pode ser reescrita como
=a(V$+VeV9). (6.16)

Mas lembrando que f, =af e f =bf,

a=¢x=%, (6.17)
e
f
b=¢, ==, (6.18)

conclui-se que,

p=Inf+c,, (6.19)
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onde a f representa a solucdo dada pela equacdo (2.9). Nessa equacdo a constante arbitraria c,

pode ser considerada nula sem perda de generalidade, de modo que a equacdo (6.16) torna-se
b =a(Vp+VpV4). (6.20)

Esta é a equacgdo alvo produzida a partir de (6.3). Dessa forma, a mudancga de varidveis
definida por (6.19) transforma solugdes exatas de (6.3) em solucdes também exatas de (6.20).
Em outras palavras, para resolver (6.20) basta resolver a equacdo de conducgédo do calor na forma

f.=aV*f e extrair o logaritmo natural da solugéo obtida.

Cabe observar que a consisténcia entre as derivadas cruzadas envolvendo a variavel t
esta também automaticamente garantida, uma vez que todas as equagdes do sistema foram
indiretamente utilizadas. Além disso, para problemas em trés dimensdes essa transformacao
permanece valida. A forma tridimensional da equacdo alvo constitui uma equacdo de evolucao
para 0 potencial de campo autoconsistente, obtida originalmente a partir da equacdo de
Schrédinger dependente do tempo, que € utilizada para estimar mecanismos e produtos de
reacOes quimicas.

A transformacao que produz solucdes exatas para a equacao alvo a partir de solugdes
exatas da equacdo auxiliar ndo necessariamente se reduz a aplicacdo de uma funcdo sobre a
solugéo obtida. Em geral, essa transformacdo consiste na aplicagédo de um operador nao-linear

sobre a solucdo da equag&o auxiliar, como serd exemplificado a seguir.

6.2. TRANSFORMACOES BASEADAS NA APLICACAO DE OPERADORES NAO-
LINEARES

Considerem-se as transformagdes de Backlund

N _ aix 1) F(x.1) +a(x,)? (6.21)
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axY _ a(x,t)? f (x,t) (6.22)

Suponha-se que a equagdo auxiliar seja dada por f, = f,. Para verificar a consisténcia entre as
expressdes que definem a derivada cruzada f, , deriva-se a equacgéo (6.21) em relacdo a t e a

equacéo (6.22) em relagéo a x. Subtraindo as expressoes resultantes,

(aa(x,t)

3 oa(x,t)
o j f(x,t)+a(x,t)” f(x,t)+2a(xt) (Tj—

(6.23)
2a(x,t) f (x,1) (%j—a(x,t)2 (att) f(x ) +a(x 1)),

isolando f(x,t) na equacdo (6.23), resulta

oa(x,t)

—2a(x,t)( j+a(x,t)4

f(x1)= {ﬁa(X,t)j—Za(x t)(aa(x’t)j
ot | >

(6.24)

A fim de impor a equacdo auxiliar como restricdo adicional, basta derivar a equacdo (6.21) em
relacdo a x e subtrair de (6.22):

(—‘%‘(X’ t)j f(x,t)+a(xt)(a(xt) f(x,t)+a(xt)*)+2a(x,t) (Mj —a(x,t)* f (x,1).(6.25)
ax OX

Uma vez que a equacdo alvo deveria surgir desacoplada da equagdo auxiliar, o objetivo da
manipulagédo das expressoes consiste em eliminar f(x,t) das equagdes produzidas. Isolando f(x,t)

da equacéo (6.25), resulta

oa(x,t)

—2a(x,t)( )— a(x,t)?
(6a(x,t)j
OX

Portanto, subtraindo (6.26) de (6.24), obtem-se uma equacdo que contém apenas a(x,t) e suas

f(xt)=

(6.26)

derivadas, que constitui uma forma de primeira ordem para a equacéo alvo:
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—a(x,t)(4(mj a(x t)(ﬁa( t)j a(x.t)’ (aa(x t)j] 0 (6.27)
OX OX

ou

4(aa(x,t)j ax t)(aa(x t)j a(x’t)z(aa(X,t)J:O, (6.28)
Ox 15)4

uma vez que a(x,t) ndo pode ser nula. Essa equagdo pode ser derivada novamente, produzindo
novas equacdes diferenciais parciais ndo-lineares cujas solugdes exatas séo obtidas diretamente a
partir de solugdes exatas da equacdo f, = f,. Neste caso, entretanto, a mudanca de variaveis que
produz a funcdo a(x,t) a partir da funcdo f(x,t) € obtida isolando a(x,t) de (6.21) ou de (6.22).
Isolando a(x,t) a partir de (6.22),

_ o jrof(xt) . [oInf(xt)
a(x,t)_J_r\/f p _i\/ p : (6.29)

assim, para obter solugdes de (6.27) basta resolver a equacéo auxiliar f, = f,, encontrando f(xt).

Uma vez determinada f(x,t), basta tomar seu logaritmo natural, derivar o resultado em relagéo ao
tempo e extrair a raiz quadrada da expressao resultante. Por essa razdo foi mencionado na se¢édo
anterior o fato de que a transformacéo de solucdes exatas da equacdo auxiliar em solucfes exatas
da equacéo alvo consiste, em geral, na aplicagdo de um operador ndo-linear sobre a solugéo da
equacéo auxiliar.

Havendo sido utilizadas formas particulares de transformacdes de Backlund que
produzem solugdes para equacbes ndo-lineares, surge naturalmente a questdo relativa ao
problema inverso. O problema inverso consiste em produzir uma equacdo alvo especifica de
maior interesse, ao invés de prosseguir em um estudo meramente exploratério, no qual
eventualmente venham a ser produzidas equacdes de interesse através de um processo de
tentativa e erro. Essa generalizagdo do processo, que possibilita a resolucdo do problema inverso
é efetuado através de um processo denominado génese de equacdes diferenciais, descrito na

préxima secao.
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6.3 GENERALIZACAO DO METODO - COMBINACAO DE GENESE E
TRANSFORMAGCOES DE BACKLUND

As transformac6es de Backlund serdo agora utilizadas para resolver a equagéo advectivo-
difusiva ndo-linear, dada por a, —a, +a’ =0, a partir de solugdes da equagio f, = f,. Para

tanto, o0 membro direito de uma das equagdes do sistema de primeira ordem passa a ser uma

funcéo a determinar:
fo=g(xy f,a). (6.30)

A fim de impor a equagdo auxiliar como restricdo, basta que a segunda equacdo do sistema seja

dada por
fy =D, g(x,y, f,a), (6.31)

onde o operador Dy representa a derivada material em relacéo a x, definida como

0,0, 80(1063)] 8 a0y 63
dx df OX da OX

O emprego da derivada material torna-se necessario pelo fato de que os dois Ultimos argumentos

da funcdo g dependem da varidvel x e y. A segunda equacdo do sistema torna-se, portanto,

‘¢ og(x,y, f,a) +6g(x, Y, f,a)(af(x, y)}rag(x, Y, f,a)(aa(x, y)

. (6.33
Y oX of oX oa oX j (6:33)

Lembrando que f, =g(x,y, f,a), aequacdo pode ser expressa Como

¢ _a9(xy, f,a)+ag(x, y, f,a)

ag(x,y, f,a) (ﬁa(x, y)
) ) f )
y ox of g%y, f.a)+ oa

- j (6.34)
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Essa equacao garante a imposicdo de f, = f como equacdo auxiliar. Basta, portanto, impor a

consisténcia entre as defini¢fes da derivada cruzada:

D f =D, f, (6.35)

X y y X

nesta equacao foi utilizado também o operador derivada material em relacdo a y, definido de

forma anéloga:

D :d_9+d_9(Mj+d_9(Mj_ (6.36)
'“dy df\ oy ) dal oy

Apds a aplicacdo dos operadores e a substituicdo das derivadas de f por suas respectivas
definigdes, dadas pelas equagdes que compdem o sistema de primeira ordem, a equacao (6.31)

toma a forma

ag(x.y, f,8) ag(xy, f,a)(ﬁg(xl y, f.a) +(59(X’ Y, f’a)jg(x, y, f,a)+
oy of OX of

ag(x, Y, f,a)(aa(x, y)DJr ag(x.y. f.a)(da(x,y) ) o%g(x.y. f.a)
oa OX oa oy 0°X

82g(x,y,f,a)g(x .1 a)_ag(x,y,f,a)(ag(x,y,f,a)j_
oxof B of X

azg(x,y,f,a)(aa(x,y)j_ag(x,y,f,a) da(x.y) )
oxoa OX oa ox?

2 2 2
0°g(X, Y, f,a)+8 g(x, y2 f,a) a(x.y, 1:,a)Jr(ag(x,y, f,a)} N
oxof of OX

o°g(x, Y, f,a)(aa(x, y)j axy. f.a)- o’g(xy. f.a)
oxoa oX o oxoa

azg(x,y,f,a)g(x .1 a)+ag(x,y,f,a)(ag(x,y,f,a)}r
of oa R of da

a*g(x, Y, f,a)(aa(x, y)] a(xy) _, (6.37)
oa’ OX OX

utilizando a notacdo compacta para as derivadas da funcédo a(x,y), isto &, fazendo
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ca(xy) _, da(xy) . da(xy) _, (6.38)
OX Y o ox? o .

colocando essas derivadas em evidéncia e dividindo todos os termos pela derivada parcial de g

em relacdo a a(x,y), a equacdo alvo pode ser identificada de forma mais clara:

2(8Zg(x, Y, f,a)] 29(x.y, 1:,a)(azg(x, Y, f,a)j (azg(x, Y, f,a)]

oxoa of éa oa’ )
LT Ty fa) a9y, .a) ST k. )
oa oa oa
Y. 1.8) Fgxyf,a) P00y LA) o
¥y o . od . (6.39)
(kY. 1,8)  ag(x.y, T.a) a9y, T,a) '
oa oa oa
(7T .1,
aky. fay
oa

A fim de impor a equagdo alvo como restricdo adicional, basta especificar os
coeficientes das derivadas de a(x,y) na equacdo (6.34). Para a equacdo alvo do exemplo

apresentado, dada por a, —a, +a®, =0, pode-se iniciar o calculo da fungdo g(x,y,f,a) impondo

que o coeficiente de a,’ seja igual a 1:

o*g(x,y, f,a)

oa’ _
—69 x.y. F.2) =1, (6.40)

oa
resolvendo essa equacéo, a forma inicial da funcéo g(x,y,f,a) sera:
a(x,y, f,a)=r(x,y, f)+s(x,y, f)e’ (6.41)
Nessa equacdo as fungdes r(x,y,f) e s(x,y,f) sdo, a principio, arbitrarias. A forma dessas fungdes é

determinada ao resolver as demais equagOes do sistema que define os coeficientes da equacdo

alvo. Substituindo (6.39) na equacéo que define o coeficiente de a, como sendo nulo, dada por
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2 o’g(x,y, f,a
,0°9(% Y. 1.8)  og(xy, )2 9. .3)

oxoa of 6a B
By Ay ta) (642
oa oa

obtem-se

Zas(x, y. 1) +288(X’ y. ) r(x,y, f)+2s(x,y, f) oy f) e* —s(x,y, f)e* =0.(6.43)
OX of of

Como as fungdes r(x,y,f) e s(x,y,f) ndo dependem de a, os coeficientes da exponencial e 0s

termos independentes de a devem se anular individualmente, de modo que essa equacao é

convertida em um sistema:

25(x, Y, f)[%j—s(x, y, f)=0 (6.44)
e

os(x,y,f) .os(xy,f) 3

25 2 R r(x,y, £) =0 (6.45)

A solucdo da primeira equacao do sistema é imediata:
f
s(x,y, f) :E+G(X’ ) (6.46)

ondeo(X,y) representa uma fungéo, a principio, arbitraria. Substituindo o resultado na segunda

equacéo do sistema,
2W+ r(x,y, f)=0. (6.47)
X

Assim, a funcéo r(x,y,f) perde a dependéncia no argumento f:
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F(x,y, f)=—2 aa((;;, Y, (6.48)

A funcdo g(x,y,f,a) se reduz, assim, a forma

ag(x,y, f,a) :—2M+(i+a(x, y)}ea. (6.49)
OX 2

Resta entdo impor a nulidade do termo independente, isto é, da parcela que ndo figura como

coeficiente de qualquer das derivadas de a(x,y):

0.y, 1.8) gy, f.8) Z(ngu, y.£.2)

_ ay + 8X2 + 8X8f +
ag(x,y, f,a)  adg(xy, f,a) ag(x,y, f,a)
oa oa oa (6.50)
o’g(x,y, f,a
M g(x’ y, f ,a)z
of 0
og(x,y, f,a) B
oa
Substituindo a nova definicdo da funcdo g(x,y,f,a) em (6.50), resulta
2 3 2
p0oly) [0 Y)\ea 5 00Y) [OOY) Jea g (6.51)
0yoX OX OX

Uma vez que a funcdo o(x,y) ndo depende de a, essa equagdo também é decomposta em um
sistema. Neste caso, entretanto, uma das equacgdes do sistema requer que o(X,Yy)obedeca a
propria equagdo auxiliar, a saber, o, =o,. A segunda equagao € redundante, por constituir a

derivada em relacdo a x da propria equacdo auxiliar. Desse modo, a funcdo o pode ser

substituida pela prépria fungéo f na definigdo de g(x,y.f,a):

(6.52)
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Uma vez determinada a funcéo g(x,y,f,a), o sistema de equacdes de primeira ordem que define as
transformacdes de Béacklund resulta

f
f =—e?® 6.53
= (659)
e
2
f :_28 z +§(ﬂ+f@jea. (6.54)
Y ox? 2\ ox OX

Essa equacdo pode ser simplificada, utilizando a equag&o auxiliar e a propria defini¢do de fy :

3( f oa
f =—2f +—| —e*+ f — |e?, 6.55
Y y 2(2 6XJ (6:59)
reagrupando termos, resulta
f —i(euzﬁjea (6.56)
Y4 ox) '

Note-se que ndo seria obrigatoria a obtencdo dessa ultima equagdo, uma vez que a
funcéo a(x,y) pode ser obtida a partir da equacdo (6.53). Assim, para obter solucbes exatas da

equacéo alvo, basta resolver a equagéo auxiliar, obtendo f(x,y), e isolar a(x,y) na equacao (6.53):

a(x,y)= In(%%]: In(zagle j (6.57)

E importante observar que a auséncia das variaveis independentes na transformagcéo
que mapeia f(x,y) em a(x,y) permite generalizar a aplicacdo do método néo apenas em relagdo ao
nimero de dimensdes, mas também em relacdo ao sistema de coordenadas utilizado. Por esse
motivo ndo houve preocupacdo em resolver uma versdo multidimensional da equagéo alvo, ou
mesmo trabalhar em coordenadas curvilineas. Sempre que a transformacdo obtida puder ser

expressa utilizando operadores vetoriais, tal como na extensdo da equacao (6.57), dada por
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a(x, y) = In(%Vf ] —In(2vf) (6.58)

a aplicacdo das transformacgdes de Backlund é automaticamente valida para as versdes
multidimensionais da equacdo alvo, tomando como ponto de partida as respectivas versdes
unidimensionais da equacéo auxiliar.

A equacéo alvo utilizada no exemplo dado descreve processos de difuséo e adveccéo
para meios nos quais o coeficiente de difusdo varia linearmente com a temperatura. Essa
caracteristica deve ser levada em conta em casos nos quais 0 meio estd sujeito a grandes
variacOes de temperatura, como no problema de siderurgia citado em capitulos anteriores. A
principal limitacdo das solug¢fes do problema de condugdo em coordenadas cilindricas, no que
diz respeito ao desvio em relacdo aos dados experimentais, se deve ao fato de ndo haver sido
considerada a variacao do coeficiente de difusdo dos materiais que compdem a parede do forno-
panela. Esse desvio se torna ainda maior quando é encerrado o processo de pré-aquecimento, e o
forno recebe aco liquido a uma temperatura de aproximadamente 1600°C.

A aparente simplicidade da equacdo alvo induz a supor que sua resolucdo pode ser
efetuada sem grandes dificuldades, utilizando formulac6es espectrais ou lineariza¢Ges locais. Na
pratica, aproximacOes para essa equacdo podem ser obtidas utilizando métodos perturbativos, em
particular, a formulagdo conhecida como método de iteracdo funcional [Zwillinger, 1992]. Esse
método, contudo, converge lentamente para a solucdo exata, resultando em uma aproximacao
cujo nimero de termos se torna extremamente elevado para a grande maioria das aplicacGes
praticas. A titulo de exemplo, o método da iteracdo funcional é ainda bastante empregado na
resolugdo de uma verséo ndo-linear da equacdo de Klein-Gordon [Felsager, 2004], que possui
aplicacdo em fisica de particulas. Para essa aplicacdo especifica, 0 método requer mais de 50
iteracOes para produzir uma aproximacdo que converge com 4 casas decimais. Ocorre que 0
nimero de termos produzidos varia exponencialmente com o numero de iteragdes empregadas.
Além disso, cada iteragdo envolve o célculo de uma convolugdo, cujo integrando contém a

aproximagcdo relativa a iteragdo anterior.

6.4 APLICACAO EM ENGENHARIA AMBIENTAL

A equagdo advectivo-difusiva bidimensional em regime estacionario, que descreve a

propagacao de poluentes conservativos em meio aquatico, é dada por
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2 2
oc E—D(ac aCJ:O , (6.59)

U—+v +
ox>  oy?

OX oy

onde C é a concentracdo do poluente emitido e D é o coeficiente de difusdo, sendo u e v as
componentes do vetor velocidade que define o campo de escoamento do corpo hidrico em
estudo. Essa equacdo pode sofrer uma fatoracdo em forma matricial, resultando na obtencdo de
duas restrigcdes diferenciais de primeira ordem que produzem uma transformagéo auto-Backlund,
isto €, uma transformac&o de Backlund para a qual as equagdes auxiliar e alvo resultam idénticas.

O primeiro passo na obtencao da forma fatorada consiste em uma dupla génese dada por

oC

D@—— g(x,y,u,v,C) (6.60)
oC

D—=h(x,y,u,v,C) . 6.61
& (x,y,u,v,C) (6.61)

Derivando a equagéo (6.60) em relagéo a x, e utilizando a regra da cadeia, resulta

%C aC au v
Daxz=gx+gcax+gua oo (6.62)

Derivando a equacdo (6.61) em relagéo a y resulta

2
6C=hy+h6§+h a—u+hvﬂ. (6.63)

oy’ oy oy oy

D

As equacdes (6.62) e (6.63) utilizam diferentes notacdes para as derivadas parciais de C,ge ha
fim de facilitar a identificacdo dos coeficientes da equagéo alvo via comparacédo direta. Somando

as equacdes resultantes obtem-se

0°C o°C oC ov ou
D + —+h +h.—+h,—+h,— (6.64
(aXZ 6y2 j gc gu gv hC ay hv ay ( )

Comparando o resultado obtido com a equacgéo alvo (6.59),
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g, =u (6.65)
9,=C (6.66)
h =v (6.67)
h =C (6.68)

0s termos restantes devem se anular mutuamente, de modo que

g,+h, =0 (6.69)
ou ov
h —+qg, —=0. 6.70
oy 9 (6.70)

As ultimas duas equagfes séo identicamente satisfeitas quando as respectivas derivadas parciais
se anulam individualmente. Assim a equacgdo advectivo-difusiva é obtida a partir de uma dupla

génese para a qual as funcGes g e h sdo dadas por

g=uC+a(x,y) (6.71)
h=vC +b(x,y), (6.72)
e portanto,
DC, =uC+a(x,y) (6.73)
DC, =vC +b(x,Y). (6.74)

Resta agora verificar se as formas fatoradas particularizam o espaco de solugdes em
algum sentido, a fim de identificar eventuais limitagcdes resultantes do sistema formado pelas
equacdes (6.60) e (6.61). Derivando agora a equacdo (6.73) em y, resulta

C,=u,C+uC, +a,. (6.75)

Derivando a equacéo (6.74) em relagéo a x, resulta



C,=uC+uC, +b,,

subtraindo as equacdes resultantes,

u,C+uC, +a, -v,C-vC, -b=0

reagrupando termos, vem

(u,-v)C+uC, -vC, +a, +b =0

Fazendo as substituicdes

C - uC +a(x,y)
D
e
c, = vC +b(X,Yy)
D
obtem-se

(vC+b)_v(uC+a)Jra b =0

(uy—vX)C+u 5 5 , 0,

cancelando termos comuns e escolhendo

b =-Df

X

resulta na propria equacao alvo, expressa em termos da funcéo f, acrescida de um termo extra:

uf, +vf, +D(f, +f,)+(u, -v,)C=0.

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)

(6.84)

71
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A fim de obter a mesma equacéo alvo para a funcéo f, os termos que multiplicam C na equacéo

(6.84) devem se anular mutuamente:

v.—u, =0, (6.85)

esta condicdo restritiva implica no fato do escoamento resultar inviscido, uma vez que

o=V,—u, =0 (6.86)

onde ® € a componente z do vetor vorticidade. Esta condigéo, entretanto, ndo constitui uma
restricdo severa para a grande maioria das aplicagbes préticas, uma vez que a dimensdo
caracteristica do dominio em estudo (rios, lagos e corpos hidricos em geral) é varias ordens de
grandeza superior a dimensdo caracteristica da respectiva camada limite hidrodindmica. Em
outras palavras, os efeitos viscosos decorrentes do descolamento da camada limite hidrodindmica

ndo sdo detectiveis na escala de observagdo caracteristica do problema proposto.

6.4.1 RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES DE PRIMEIRA ORDEM

Como mencionado anteriormente, as equacfes (6.60) e (6.61) constituem um par de
restricdes diferenciais que operam uma transformacao Auto- Bécklund para a equacgéo advectivo-
difusiva dada por (6.59):

DC, =uC + Df, (6.87)
DC, =uC - Df,. (6.88)

Desta forma, uma vez obtida a funcdo f, ou seja, a0 menos uma solucao particular da
equacdo (6.59) torna-se possivel resolver o sistema formado pelas equacbes (6.87) e (6.88),
encontrando a funcdo C(x,y). Como as equagOes auxiliar e alvo sdo as mesmas, 0 processo
iterativo caracteristico das transformacdes de Backlund pode ser evitado lembrando que a funcéo
C(x,y) pode ser substituida no lugar da funcdo f no sistema formado pelas equacbes (6.87) e

(6.88). Assim as restri¢cdes diferenciais podem ser reescritas como

DC, =uC +DC, (6.89)
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DC, =uC +DC,. (6.90)

O processo de resolugdo deste sistema € imediato. Isolando DC, na equagéo (6.89):

DC, =DC, —uC (6.91)

substituindo o resultado obtido na equacéo (6.90), as derivadas em relacéo a x séo eliminadas

2DC, —(u+v)C =0, (6.92)

esta equacao pode ser resolvida por integracao direta, resultando

i u+v)ax
C=g (y)eZDj( ! (6.93)
onde g(y) € uma funcdo arbitraria.

A distribuic@o de concentracdes assim obtida pode ser expressa em termos da funcéo

corrente e do potencial velocidade, a fim de evitar o céalculo da integral presente na equagéao
(6.92). Lembrando que

o¢
u=2? 6.94
8x (6.94)
e
vo_ov (6.95)
OX

A solucdo dada pela equacéo (6.92) pode ser expressa da forma

=7
D

C=g(y)e?P. (6.96)

Assim a distribuicdo de concentracbes pode ser obtida diretamente através de

grandezas que definem o escoamento do corpo hidrico, tomado com potencial na escala
geogréfica de observagéo.
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Assim como a eliminacdo da derivada em y produziu uma solucdo contendo uma
funcéo arbitréaria dessa variavel, a eliminacdo da derivada em x através de um procedimento

analogo efetuado sobre as equacdes (6.89) e (6.90) produz uma solucéo na forma

C=h(xe? (6.97)

Uma vez que a equagdo advectivo-difusiva € linear, qualquer combinacdo linear de
fungdes expressas nas formas dadas por (6.96) e (6.97) também constitui uma solucdo exata para

essa equacéo, de modo que a distribuicdo de concentragdes pode ser expressa como

¢
C=[g(y)+h(x)]e?

-y
D

(6.98)

Neste ponto o leitor poderia verificar a aparente auséncia de conexdes entre a solugdo
de problemas puramente difusivos e o emprego da transformacgdo Auto-Bécklund utilizada, uma
vez que esta ndo foi construida a partir de uma equacdo para a qual o método proposto nos
capitulos anteriores fornece solugdes exatas. Entretanto, devido a restricdo imposta pela equacao
(6.85), a funcdo corrente e o potencial velocidade se reduzem a solugdes da equacao de Laplace
no plano, problemas puramente difusivos que podem ser resolvidos diretamente através da
formulacdo baseada em split e séries geométricas. Desse modo, ainda que se trate de uma
transformacéo Auto-Backlund, o método proposto fornece subsidios para a obtencéo de solucgdes
para problemas em poluicdo aquatica, pois produz expressées compactas para as fungdes ¢ e v,
presentes no argumento da exponencial que figura na equacéo (6.96).

Cabe aqui uma observacdo adicional. Quando g(y) e h(x) sdo funcbes de suporte
compacto, isto ¢, se anulam fora de determinados intervalos de interesse, a solucdo dada por
(6.98) tambem resulta uma funcdo de suporte compacto. Assim, podem ser ajustadas fungdes que
descrevem localmente o escoamento potencial em sub-regides do dominio de interesse, a fim de
facilitar a obtencdo de expressbes para a funcdo corrente e o potencial velocidade nas
proximidades de margens cuja forma é relativamente complexa. Neste caso, a solugdo pode ser

expressa como

n A Vi

sz [gk(y)+hk(x)]e P (6.99)

k=1
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onde o indice k denota a sub-regido na qual foram obtidas as expressdes locais para a funcao

corrente e o potencial velocidade.

6.4.2 EMPREGO DA SOLUCAO OBTIDA NA SIMULAGAO DA PROPAGAGCAO DE
POLUENTES NO LAGO GUAIBA

A Figura 6.1 mostra a regido do Arroio Santa Rita, demarcada pelo retangulo em preto,
que se localiza junto a margem oeste do Lago Guaiba, nas proximidades do municipio de
Guaiba. Essa regido sofre influéncia de algumas cargas localizadas na margem oposta, lancadas
através da rede de esgotos de Porto Alegre no canal de navegagdo, cujo esboco da respectiva
linha central é definido pela curva tracejada em vermelho.

Figura 6.1 — Localizacdo do dominio de interesse
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Nessa regido foram tomados 25 pontos de amostragem para tabular a concentragdo de
coliformes fecais, apresentados na Figura 6.2. Essa figura mostra uma ampliacdo do dominio de
interesse, delimitado pela regido retangular assinalada na Figura 6.1, e 0 respectivo mapa de
concentragdes. A Tabela 6.1 apresenta os valores numéricos para a concentracdo de coliformes
nos pontos amostrados, cujas coordenadas sdo geo-referenciadas.

Figura 6.2 — Mapa de concentracgdo e localizagdo dos pontos de amostragem que figuram na
Tabela 6.1 (experimental média).
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Tabela 6.1: Valores Numéricos para a Concentragdo de coliformes
(organismos/100ml)
Ponto Coordenada x | Coordenada y C(experimental média) |C (calculada)
1 170561,4 1664819,7 2980 1613
2 171107,1 1664798,7 22353 19905
3 172009,7 1664830,2 69002 37717
4 169994,6 1664284,4 326 125
5 170550,9 1664263,4 1660 964
6 171107,1 1664242,5 11310 10804
7 169595,8 1663633,7 123 125
8 170393,4 1663570,8 353 276
9 171233,0 1663539,3 4006 1505
10 169176,0 1662941,0 38 113
11 170215,0 1662930,5 103 297
12 171317,0 1662878,1 1289 480
13 169018,5 1662311,3 23 187
14 170162,5 1662300,8 49 327
15 171327,5 1662300,8 445 509
16 168829,6 1661639,6 424 461
17 170173,0 1661639,6 23 330
18 168924,1 1660967,9 136 640
19 170278,0 1660978,4 26 286
20 171463,99 1660988,9 334 389
21 168887,64 1661574,7 52 344
22 169967,22 1661837,7 20 305
23 171120,7 1661749,0 180 482
24 168724,9 1661334,9 503 594
25 169900,67 1661261,0 22 306

A Figura 6.3 mostra 0 mapa de concentracGes correspondente aos dados experimentais

interpolados a partir de valores de coleta.
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Legenda:Coliformes (org/100ml)

- Até 200 - Entre 4000 e 10000
- Entre 200 e 1000 - Entre 10000 e 50000

Entre 1000 e 4000 - Acima de 50000

Figura 6.3: Mapa de concentra¢Ges gerado a partir dos valores experimentais interpolados

A solucdo utilizada para produzir os valores numéricos correspondentes a ultima

coluna da Tabela 6.1 é dada por
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~14. *2 10, 24000 x*—0.0008257872362-15.2 *2 10.21455104004 y*
f(X, y) _ 6086( 98600000x*2 +0.06503924000 x*—0.0008257872362—15.23800000 y*2 +0.21455104004 y*) n
—29.76500000%*2 +53.69606000 X*—53.77692634—30.03870000 y** +59.59678080 y*
50147¢ o x v ) 4 (6.100)

5 1 2 e (~3.150000000x*? +5.175450000 x*—2.408795400—2.983000000 y** +1.837528000 y*)

Nessa expressdo, as coordenadas adimensionais x* e y* sdo definidas como

= x—dmn oy yray =Ty (6.101)
Xinax Yinax
onde Xmin=168724,9 ; Xmax=172009,7; Ymin=1660967,9 € ynmax=1664830,2 e as fungdes gi(y*),
g2(y*), 93(y*), hi(x*), ho(x*), h3(x*) sdo exponenciais de polindmios de grau 2 que constituem
aproximacdes bastante acuradas para fungdes de suporte compacto, havendo sido reagrupadas no
argumento das exponenciais junto a funcao corrente e o potencial velocidade, que séo expressos
em forma polinomial.

E importante observar que o interpolador utilizado para produzir o mapa de
concentragdes da Figura 6.3 é baseado na propria equacao diferencial, e ndo na distancia entre os
pontos amostrados. Caso fosse empregado o sistema de interpolacdo classico para fungdes de
duas variaveis, que consiste em uma média ponderada dos valores de concentracdo nos pontos de
amostragem, o mapa produzido n&o levaria em consideragdo o campo de velocidades do corpo
hidrico, fornecendo configuracGes de curvas de nivel analogas as de um cenario puramente
difusivo. Isso ocorre porque 0s pesos utilizados na média ponderada sdo proporcionais ao
quadrado da distancia entre as coordenadas desses pontos e do local de interesse, de modo que
nas vizinhangas de cada ponto de amostragem as isolinhas de concentragdo seriam circulares,
havendo apenas eventuais deformacdes devido & sobreposicdo de fungdes interpoladoras
correspondentes a pontos de amostragem muito préximos. O apéndice C descreve o sistema de
interpolacdo utilizado, baseado em regras de manipulacdo de exponenciais de operadores
[Dattoli, 1998] presentes na solugéo formal da equag&o, localmente tomada como um modelo a
coeficientes constantes.

Finalmente, convém ressaltar que, em problemas de poluicdo aquética, os resultados
obtidos séo considerados satisfatorios, uma vez que os préprios dados experimentais apresentam
entre si discrepancias da mesma ordem de grandeza dos desvios verificados na Tabela 6.1.
Existem basicamente trés fatores responsaveis pelos desvios entre os valores calculados e 0s

dados experimentais para a concentragdo de coliformes fecais:
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i) O fato de o cenério simulado ser tipicamente bidimensional provoca o surgimento de
desvios devido a discrepancias locais entre os campos de velocidade calculado e real, de modo
que a trajetoria da linha central de propagacdo da carga passe por pontos ligeiramente distintos
dos amostrados originalmente para fins de comparagdo. Assim um deslocamento na direcdo
transversal a linha de fluxo pode eventualmente minimizar o desvio entre os valores estimado e
experimental. Como exemplo, nas proximidades do canal de navegacdo, local onde os desvio
relativo entre o dado experimental e o valor calculado pode chegar a 100%, um pequeno
deslocamento da solugcdo obtida na direcdo transversal a linha de fluxo pode reduzir esse erro
relativo para cerca de 5%. O desvio causado por discrepancias locais entre campos de velocidade
é frequentemente verificado também na margem leste do estuario do Guaiba, onde existem
muitas cargas puntuais de alta vazdo e concentracdo que ndo difundem significativamente ao

longo do percurso.

i) Auséncia de um modelo de evolucdo populacional de coliformes, efeito transiente

né&o considerado na simulagéo.

iii) Dificuldades na estimagdo das concentracfes da carga bruta junto aos pontos de
emissao de esgoto cloacal ao longo do corpo hidrico - atualmente as estimativas de concentracao
de despejos s@o baseadas em dados populacionais, havendo poucos pontos de monitoramento
situados nas imediacOes das saidas de esgoto. A origem desta causa de erro esta relacionada ao
fato de ndo ser levada em conta a extenséo do trajeto percorrido pelo esgoto bruto até atingir o
Lago Guaiba. Isto implica eventualmente na obtencdo de valores superestimados para a
concentragdo de algumas cargas brutas, por ndo haver sido computado o tempo de residéncia do
poluente nos dutos que conduzem ao corpo hidrico, e consequentemente, a reducdo de
concentragdo devido ao decaimento previsto pelo modelo de evolugdo populacional, cuja

auséncia € mencionada no item ii.

6.5 CARACTERISTICAS GERAIS DO METODO

As principais caracteristicas do método apresentado neste capitulo sdo o
desacoplamento das equacgBes que definem a funcdo de génese e seu elevado numero de
argumentos. Essas caracteristicas tornam o processo de determinacéo da funcéo g relativamente
sistematico. Isto ocorre porque a equacgéo alvo sempre podera conter os mesmos termos lineares

da equacéo auxiliar. A fim de exemplificar essa propriedade, observe-se que a equagéo (6.34),
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que representa todas as possiveis equacOes diferenciais nas quais pode ser transformada a
equacdo auxiliar fy, = fy, contem os dois termos da propria equacéo auxiliar, além de parcelas
néo-lineares a especificar. Essa propriedade decorre diretamente da aplicacdo da regra da cadeia,
sendo sempre vélida independentemente da estrutura da equacdo auxiliar utilizada. Por essa
razdo os termos da equacéo (6.33) foram divididos pela derivada parcial da funcdo de génese em
relacdo a a(x,y), a fim de obter a equacdo (6.34): os coeficientes dessa derivada parcial serdo os
termos da propria equagdo auxiliar. Em resumo, a equacgdo alvo conterd todos os termos da
equacao auxiliar e alguns termos adicionais, que consistem em parcelas ndo-lineares. Essa
propriedade torna sistematico o processo de transformacéo da equacao auxiliar na equacao alvo.
Uma vez escolhido como ponto de partida uma equacdo auxiliar que contém todos os termos
lineares da equacgdo alvo, incluindo eventuais fontes, o sistema que define as parcelas nao-
lineares conterd um numero relativamente elevado de equagdes diferenciais na funcdo g, que
possuem, em geral, alto grau de desacoplamento. O alto grau de desacoplamento é consequéncia
direta do elevado numero de argumentos da funcdo g, que pela aplicacdo da regra da cadeia,
produz equagdes contendo, via de regra, poucos termos em sua forma final, ja efetuadas as
substituicdes decorrentes da resolucédo sequencial do sistema.

Eventualmente, mesmo apos efetuar todas as substituicbes decorrentes do processo de
resolugéo do sistema em cascata, na qual sdo especificadas as parcelas ndo-lineares presentes na
equacdo alvo, podem ainda restar equacfes diferenciais contendo um ndmero relativamente
elevado de termos. Neste caso, entretanto, 0 nimero de argumentos da fungdo permite arbitrar a
forma da sua dependéncia em relacdo a algum argumento em particular, ou mesmo eliminar essa

dependéncia, simplificando consideravelmente as equacdes restantes.
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7. CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

O objetivo principal deste trabalho consistiu, inicialmente, em desenvolver um método
para resolver problemas difusivos transientes, cujo tempo de processamento permitisse, no
futuro, simular processos industriais em tempo real. Em particular, na formulagcdo proposta,
baseada em um metodo semelhante ao utilizado para a obtencdo de solugfes formais para
equacOes diferenciais parciais, a equacdo diferencial de interesse é resolvida utilizando um
procedimento denominado split, que produz solugdes exatas expressas como somas finitas,
através do truncamento de uma série geométrica que define formalmente a solucdo. As
caracteristicas mais importantes do método sdo o carater analitico das solugGes obtidas, seu
reduzido nimero de termos, e alta velocidade de processamento do codigo fonte resultante.

As principais limitagdes do método decorrem do emprego de soluges em forma
polinomial para as equag0es difusivas:

- essas solugcdes ndo podem representar distribuicGes de temperatura ou concentragdo que
possuem patamares horizontais bem definidos, tais como sigmoides, devido a ocorréncia do
fendbmeno de Runge: uma vez que funcgdes polinomiais crescem indefinidamente em madulo,
tendem a oscilar em torno da altura do patamar definido pela solu¢do em sua forma original;

- essas solucbes ndo podem, em alguns casos, ser utilizadas para representar ditribuicGes de
temperatura em paredes de grande espessura, devido ao mesmo problema mencionado no item
anterior. E importante observar, entretanto, que essas limitagdes sio analogas as apresentadas
pelas solucBes em série de Fourier, ocorrendo também o mesmo para expansdes em fungdes
hiperbdlicas.

Uma vez alcancado o0 objetivo inicialmente proposto, foram exploradas as
potencialidades das solucgdes obtidas, no sentido de ampliar o conjunto de equacdes diferenciais
a solucionar, utilizando a mesma formulagdo. A principio, havia a intencdo de efetuar
mapeamentos baseados somente em mudancas de varidveis independentes, para definir,
utilizando a regra da cadeia, novas equagfes com coeficientes varidveis que pudessem ser
satisfeitas pelas solucgdes obtidas para problemas puramente difusivos.

De fato, existem versOes das equacdes advectivo-difusivas, de grande interesse em
engenharia ambiental, que podem ser facilmente obtidas através do emprego dessas
transformagdes, mas que podem ser ainda mais facilmente produzidas utilizando as chamadas
transformacdes de Backlund [Fernandez, 2007]. Essas transformacgdes consistem em equacdes
diferenciais de ordem usualmente inferior a da equacao a resolver, também chamadas restri¢cGes

diferenciais [Polyanin, 2004], e tem como objetivo converter solucdes exatas de equacOes
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diferenciais auxiliares em solucdes exatas de equacOes consideravelmente mais complexas,
incluindo formas n&o-lineares.

Ocorre que ndo existem na literatura procedimentos sistematicos para a obtencdo das
transformacgdes de Bdacklund, de modo que ndo é possivel converter solugdes exatas de uma
determinada equacédo auxiliar em solucGes exatas de uma certa equacdo alvo de maior interesse.
Por esse motivo essas transformacgfes tem sido utilizadas, via de regra, apenas para fins de
andlise, através de um procedimento que consiste basicamente em produzir equagdes alvo
através de um processo de tentativa e erro. Através desse processo foram produzidas solucoes
para as equacdes de Burgers e Korteweg-de-Vries [Zwillinger, 1992, Polyanin, 2004].

No trabalho proposto foi apresentado um método para a obtencédo de transformacdes de
Bécklund utilizando génese de equacdes diferenciais, outro recurso tradicionalmente utilizado
apenas no contexto da anélise. O método consiste basicamente em empregar equacdes auxiliares
que contenham todos os termos lineares presentes na equacao alvo, bem como utilizar funcGes de
génese nas restricoes diferenciais que definem as transformacdes de Béacklund (ver capitulo 6).

A partir desse método foram produzidas transformacbes que convertem formas
particulares da equacédo de conducdo do calor em equagdes diferenciais parciais ndo-lineares de
interesse em problemas de difusdo ndo-linear e simulagdo de reacGes quimicas, ampliando o
horizonte de aplica¢fes das solucdes obtidas.

Entretanto, ao longo da execucdo dessa etapa do trabalho, foi constatado que as
potenciais aplicages dessa combinagdo de métodos podem ser exploradas de forma mais ampla
em trabalhos futuros. Duas dessas aplicacdes ja estdo em fase de implementacgéo, constituindo

novas dissertacdes e teses em fase de desenvolvimento:

)] resolucdo de problemas de poluigdo aquatica, baseado em transformacdes auto-
Bécklund que produzem a equacdo advectivo-difusiva em duas e trés dimensoes;
i) resolucdo das equacdes de Navier-Stokes e formulacdo de um novo modelo de

turbuléncia baseado em um sistema equivalente de primeira ordem;

Algumas possiveis aplicacGes adicionais sdo sugeridas a seguir, com base na experiéncia
adquirida ao longo da resolucéo de problemas correlatos:

- obtencdo de solugdes para formas nédo-lineares da equacdo de Klein-Gordon a partir de
solugdes da equagéo do calor;

- obtencgéo de solugdes para as equacOes de Maxwell a partir de solugdes da equacdo de Klein-

Gordon;
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- explorar as formas ndo-lineares das equacdes alvo produzidas através de equacgdes puramente
difusivas;

- produzir um banco de dados relacional para fins de consulta, contendo equagGes auxiliares
cujas solugdes sdo previamente conhecidas, bem como as transformacdes utilizadas para
converter essas fungdes em solugdes para as respectivas equacoes alvo;

- utilizar génese ou Transformacdo de Backlund a fim de obter solugdo em forma fechada para
equacdes diferenciais ndo-lineares resultante do emprego de restri¢fes diferenciais construidas a
partir de condic¢des de contorno ndo-lineares (equacdo 3.27). Esse procedimento visa dispensar o
uso do Algoritmo de Picard na resolugdo de problemas contendo condicbes de contorno néo-

lineares.
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APENDICES

APENDICE A — ASPECTOS FiSICOS E OPERACIONAIS DO FORNO-PANELA

No desenvolvimento do tema proposto, € interessante compreender, mesmo que
parcialmente o caminho desenvolvido pelas matérias-primas até sua etapa final que é 0 aco em
um estado denominado de semi-acabado ou em um estdgio primario de fabricacao.

A producéo de agos especiais consiste num processo em batelada para a formulagéo de
ligas metalicas, baseadas usualmente em Ferro, Carbono, Cromo e Niquel, contendo pequenas
quantidades de metais de transi¢do e elementos redutores. A composicdo das ligas confere aos
acos especiais algumas propriedades fisico-quimicas que possibilitam seu emprego em vérias
aplicacOes para as quais a utilizagdo do aco comum, composto basicamente de Ferro e Carbono,
torna-se inviavel. Dentre essas propriedades se destacam a ductibilidade e a resisténcia a

corrosdo, que viabilizam o uso dos acos especiais na industria automobilistica e quimica.

O FORNO-PANELA

A producdo das ligas metalicas é feita em um tanque cilindrico de parede espessa
composto por diversos materiais refratarios, denominado forno-panela. E nesta etapa que é feito
0 acerto da composi¢do quimica e o controle da temperatura do ag¢o. O forno-panela tem como
principio de funcionamento a utilizacdo de energia elétrica para o aquecimento do aco.

A Figura A.1 mostra a estrutura, as medidas e a espessura da parede lateral e do
fundo.

0,28m Legenda
— D Tijolo magnesitico Magnox C30 X

D Papel fibra ceramica Kaowool 1260

. Plaqueta refrataria Al 203 58% T-62

. P6 Stampmag FC

= Ago

I:l Tijolo Al 203 70% T-73

2,70m

Tijolo magnesitico Cbond 6010 A

Grafimag 10 TGX1

Tijolo Alumibar 87%

1,76m

Concreto refratario Castable 85 LI

Figura A.1: Estrutura do forno-panela

A Tabela A.1 mostra os valores da difusividade térmica para cada um dos

materiais que compdem o forno-panela



Tabela A.1: Difusividade térmica a 25°C.

Material a(m?/s)

Aco 0.00001000
Papel fibra ceramica (Kaowool 1260) 0.00000100
Plaqueta refrataria Al 203 58% (T-62) 0.00000050
Tijolo Al 203 70% (T-73) 0.00000050
Pé (Stampmag FC) 0.00000070
Tijolo magnesitico (Magnox C30X) 0.00000130
Tijolo magnesitico (Cbond 6010 A) 0.00000230
Grafimag 10 TGXI 0.00000300
Concreto refratario (Castable 85 L1I) 0.00000077
Tijolo Alumibar 87% 0.00000050
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O controle de temperatura no forno-panela constitui a etapa critica na producéo de
acos especiais. A fim de evitar o posterior surgimento de micro-fraturas e garantir a
uniformidade estrutural da liga, se faz necessario encerrar o processo de tratamento no forno-
panela mantendo a temperatura do ago dentro de um intervalo de temperatura bastante restrito.

Em geral, a temperatura de saida do forno-panela se encontra em torno de
1600°C, sendo a respectiva margem de erro da ordem de 10°C. Ocorre que nado ¢ possivel efetuar
ajustes finos na temperatura do aco ao final do processo, devido a elevada inércia térmica do
sistema. Dessa forma, € preciso efetuar previsdes em tempo real, a fim de possibilitar a atuagédo
no sistema com antecedéncia, de modo a compensar o tempo morto resultante da inércia térmica.
Tais previsdes ndo podem ser efetuadas atraves do emprego de controladores PID (controladores
proporcionais-integrais derivativos) ou mesmo de redes neurais, pois a temperatura de saida do
aco depende essencialmente da sua composicéo e da distribuicdo de temperaturas na parede e na
base do forno-panela.

Havendo cerca de 400 formulacGes para acos especiais € uma infinidade de
possiveis distribuicbes de temperatura no interior dos fornos-panela, devido & distribuicdo
extremamente irregular de tempos de residéncia e de periodos de revezamento, 0 uso de
controladores e mapeadores de processo torna-se impraticavel, pois exigiria 0 emprego de uma

enorme base de dados para efetuar correcfes sobre as estimativas por eles fornecidas. Assim, a
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previsdo da temperatura do aco deve ser efetuada através de simulacéo, o que exige a elaboracao
de um sistema com alta velocidade de processamento.

A Figura A.2 mostra um fluxograma de uma Siderurgia onde é possivel observar o
forno-panela, o nivel do aco liquido, o eletrodo de grafite, o cabo por onde é conduzida a

corrente elétrica.

DESCRICAO SUMARIA DO PROCESSO DE PRODUCAO DE ACO

De maneira geral, 0 processo inicia-se com a preparacdo das matérias-primas que séo
levadas até o alto-forno para a obtencéo do ferro-gusa liquido.

No inicio do processo de formulacdo, o forno-panela recebe um tratamento térmico
chamado pré-aquecimento (horizontal e vertical) com o objetivo de aumentar a sua temperatura
para ndo haver uma queda muito acentuada na temperatura do ago liquido quando for feito o
vazamento.

O pré-aguecimento consiste na emissdo de uma chama direcionada para o fundo da
panela, o que caracteriza um processo na qual os coeficientes de pelicula para troca de calor
convectivo as paredes laterais e ao fundo da panela diferem consideravelmente um do outro.
Estes coeficientes de pelicula sdo obtidos empiricamente, [Castillejos, 1993].

Encerrada a primeira etapa de pré-aquecimento (pré-aquecimento horizontal), inicia-se
0 aquecimento vertical, onde novos coeficientes de pelicula para troca convectiva de calor com o
fundo e lateral da parede sdo considerados. Estes coeficientes de pelicula séo representados

respectivamente por h_, h, .

Em seguida a panela é transportada para o alto-forno onde é feita a descarga do aco. O
forno-panela recebe entdo cerca de 50 toneladas de acgo liquido do alto-forno a uma temperatura
aproximada de 1600°C, e é entdo transportado para o setor onde sera feito o tratamento térmico e
a formulag&o do ago. Para isso, o forno-panela passa por uma série de operagfes durante as quais
séo feitas as adicOes de ligas e a insercdo de termopares para a tomada de temperatura, bem
como o fornecimento ocasional de calor sob a forma de corrente elétrica, conduzida através de
um eletrodo de grafite, com o objetivo de efetuar correcbes sobre a temperatura do aco,
compensando as perdas térmicas. Os ajustes feitos no forno-panela sdo importantes para a etapa
seguinte, pois véo interferir no desempenho e qualidade do produto gerado.

Apds a formulagéo do aco, o forno-panela é transportado sem tampa até a torre, onde
ocorre um processo denominado lingotamento continuo, que consiste na formagdo de uma viga

continua de secdo transversal quadrada, e é efetuado em duas etapas.
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Na primeira, a panela permanece coberta a fim de minimizar as perdas térmicas.
Transcorrido um determinado intervalo de tempo, a panela é aberta a fim de evitar que a ultima
frente de lingotamento escorra com a temperatura maior do que a prevista, em geral, um pouco
acima de 1600°C. Em ambas as etapas, a variacdo do nivel do aco na panela € relativamente
lenta, de modo que se faz necessario considerar condi¢des de contorno variaveis em z e t.

Terminado o lingotamento, a panela permanece ociosa durante um periodo de tempo
indeterminado até que seja novamente conduzida ao alto-forno para receber outra carga de aco, e

assim reiniciar o processo.

calha de
Minerio langa de oxigenio -T"'?""“ de \ Aco
Fundentes A - ligas

“ elet) odos Fundidof
Carvao Vegetal ’

Distribuidor

3, abobada
Gusa

Ar quente \
Finos de Escoria
Carvao

Convertedor LD

metal

aco
Alto Forno

{
U2 argonio

Fornc Panela Lingotamento Continuo

Figura A.2: Fluxograma de uma Siderurgia

Apds a retirada do aco do forno-panela, 0 mesmo permanece vazio, descoberto e
dissipa calor para o ar por radiagdo e convecgao, como mostra a Figura A.3.

Ao final do periodo ocioso, a distribuicdo de temperaturas € utilizada como condigdo
inicial para a simulagdo de uma nova batelada. Neste caso, o forno-panela pode ou néo sofrer um
novo pré-aquecimento, dependendo do tempo ocioso transcorrido. Todas as etapas posteriores

sdo novamente simuladas e o processo se repete até que o forno-panela ndo seja mais utilizado.
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V)

Radiagéo e convecgdo natural

V1

Forno-panela

("

M

\I/ /]\ Radiacéo e convecgao natural

Figura A.3: Forno-panela vazio.

Diz-se que a panela esta fora de ciclo quando transcorridos mais de 24 horas apos sua

utilizacdo em uma batelada anterior.

LINGOTAMENTO

Toda etapa de refino do ago se da no estado liquido. E necessério, pois, solidifica-lo de
forma adequada em funcdo de sua utilizacdo posterior.

O lingotamento do aco pode ser realizado de trés maneiras distintas:

- Direto: 0 ago é vazado diretamente na lingoteira;

- Indireto: 0 aco é vazado num conduto vertical penetrando na lingoteria pela sua base;

- Continuo: o ago é vazado continuamente para um molde de cobre refrigerado a agua.

LINGOTAMENTO CONTINUO

O lingotamento continuo € um processo pelo qual o ago fundido é solidificado em um

produto semi-acabado, tarugo, perfis ou placas para subsequente laminacao.



93

O processo de lingotamento se desenvolve a partir da abertura da panela por onde escoa 0
aco liquido. Utilizando-se de sistemas de protecdo contra a re-oxidacéo, ele chega até o molde,
onde acontecer a solidificacdo do metal, depois de passar pelo distribuidor.

Forma-se um longo corpo, denominado de veio, que possui em seu interior uma porgéo
ainda ndo solidificada de aco, que completara sua solidificacdo a medida que avanga pelo interior
da maquina. No final, o veio é seccionado em pequenas partes que podem ser denominadas de
placas, tarugos (ver Figura A.4) conforme projeto da maquina. Tem-se, entdo, um produto semi-

acabado, pronto para seguir para uma outra etapa de produgdo do processo siderdrgico.

850 x 250

: [ Wi |
1048 x 450 1680 x 50

438 ® 381

3200x 218

placa []

200 = 200 dia 140
400 = 600 dia 500

400x 100

Figura A.4: Secdes possiveis no lingotamento continuo (mm)
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APENDICE B- O MODELO MATEMATICO E O METODO USUALMENTE EMPREGADO
NA SIMULACAO DO PROCESSO

Dada a complexidade do processo de obtencédo de ligas, que exige na formulacéo do
respectivo modelo matematico o uso de fontes e condi¢des de contorno variaveis com o tempo,
é empregado usualmente um esquema numérico de resolugdo baseado em Diferencas Finitas a
fim de simular todas as etapas desse processo. No trabalho de Alves [Alves, 2002], o0 esquema
proposto é do tipo explicito, com extrapolacdo na variavel tempo e reducdo dos erros de
discretizacdo espacial. A reducdo dos erros de discretizacdo tem por objetivo viabilizar a
obtencédo da solu¢do numérica em malha grossa, enquanto a extrapolacdo visa obter velocidade
de processamento compativel com a exigéncia de atuacao on-line no processo industrial.

A transferéncia de calor no interior dos fornos-panela pode ser tratada com um

processo transiente essencialmente condutivo em meio multi-composto, descrito pela equagéo:

O°T 10T 6T 14T
S =+ Q(1); B.1
orr ror 0z a ot QM) (B1)

onde T representa a temperatura, « a difusividade térmica, t o tempo, r a coordenada radial, z a
coordenada axial da regido cilindrica e Q(t) uma fonte uniforme de calor, correspondente a

energia térmica fornecida através da passagem ocasional de corrente elétrica na superficie do

aco, efetuada através de um eletrodo de grafite.

CONDICOES DE CONTORNO ORIGINAIS DO PROBLEMA

A Figura B.1 mostra as dimensdes originais do forno-panela.
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ztopo=2,70

0,22m

75=2,48m

2,10m

zfundo=0,38m

ro=1,76m

Figura B.1: Dimensdes e cotas do forno-panela

As condicOes de contorno do problema descrevem as perdas de calor por radiacdo e
conveccao natural para o ar que envolve, respectivamente, as faces externas do topo, da parede
lateral e do fundo do forno-panela (ver Figura B.1):

or

E = nganela (T4 _T4amb)F+ htopo (T _Tamb) paraz = Ztopo’ fing <T <To; (BZ)
oa_ T4T* )F+h  (T-T - . (B3
E - nganela( - amb) + htopo( - amb) paraz= Ztopo’ fing <T <To; ( : )
oT

—=aepane,a(l'4—T4amb)+hL(T -T,.,) parar=r,, 0<z<z

or (8.4)

topo ?
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oT

i € paneta (T =T ) + e (T =T,,)) paraz=0, 0<r<r; (B.5)

onde o € a constante de Stefan-Boltzmann, & é a emissividade e T a temperatura do forno-

panela

panela; z,, € a cota correspondente ao topo, r,, O raio interno r, o raio externo do forno-

topo
panela; F € o fator de forma, considerado igual a zero quando a panela esta coberta, h, h;, h,

representam, respectivamente, os coeficientes de pelicula relativos ao fundo, a parede lateral
externa e ao topo da panela. Todos os coeficientes de pelicula sdo expressos atraves de relaces
empiricas envolvendo parametros adimensionais [Castillejos, 1993].

Para as faces internas do forno-panela, as condi¢cbes dependem da etapa na qual o

processo se encontra. Enquanto o forno-panela permanece vazio, como na Figura A.3, as

equacoes
oT 4 4 .
E = O-‘C“panela(-r -T amb) + hL(T _Tamb) parar=ry, Zgng <Z< Ztopo’ (BG)
e
oT 4 4 .
E = Ggpanela(T -T amb) + hF (I- _Tamb) paraz ==z, O<r< fints (B7)

descrevem, respectivamente, as perdas de calor por radiagdo e convecgdo natural da parede

lateral interna e da face interna do fundo para o ar ambiente. Aqui z,,,, € a cota correspondente

a face interna do fundo do forno-panela.
A partir do vazamento do aco, as condi¢Ges de contorno (ver Figura B.2) descrevem a

perda de calor por conveccao forgcada entre 0 aco liquido e a parede lateral interna

CLE

6[_ Lint \ " aco _TLint) para r= r-int’ qundo <zZ< ZS; (B8)



\J/ /]\ \l/ /]\ Radiagdo e convecgdo natural

escoria

Conveccéo forgada

\I/ /]\ Radiag&o e convecgdo natural

Figura B.2: Condicges de contorno para forno-panela cheio.

a perda de calor por conveccao forcada entre o aco liquido e o fundo interno do forno-panela

oT
~ = hFint (T

e aco -T.,,) Ppara z=z

O<r<r,; (B.9)

fundo !

a perda de calor por conveccéo forgada entre o aco liquido e a escéria, dada pela equacao

aa_T - hESC (Taco _Tesc) para Z= Zs’ 0 <r< rint; (BlO)
Z

onde T,, € a temperatura do ago liquido; h,, e T, representam, respectivamente, o
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coeficiente de pelicula e a temperatura da parede lateral interna; h.,, e T.,,, 0 coeficiente de

pelicula e a temperatura do fundo interno da panela; h, e T, representam, respectivamente, o

coeficiente de pelicula e a temperatura da escoria; e z, é a cota corresponde a superficie do ago.

Sdo levadas em conta ainda as perdas de calor por radiacdo e conveccdo natural da

escoria para 0 ambiente, dada por:
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(Zl =08 egc _Talrlnb)F+hamb esc _Tamb) para Z= Zs' O<r< rint; (Bll)
z
onde o € aconstante de Stefan-Boltzmann e ¢, € a emissividade da escoria.
CONDICOES INICIAIS
A distribuicgdo inicial de temperaturas é dada por:

T =T, =cte. para t=0 (B.12)

para 0 ago recém descarregado do alto-forno no interior do forno-panela, e
T=F(r,z) para t=0 (B.13)

para a distribuicdo inicial das temperaturas no proprio forno-panela, onde T, e T, Ss&0

amb
constantes. Em geral, esta distribuicdo depende do resultado final de simulacgdes adicionais, uma
vez que o estado inicial do forno-panela corresponde ao seu estado final em uma batelada
imediatamente anterior. Caso o forno-panela esteja recebendo a sua primeira batelada, a
distribuic&o inicial de temperatura vale

T=T

amb

para t=0. (B.14)
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APENDICE C - O SISTEMA DE INTERPOLACAO BASEADO NA EQUACAO
ADVECTIVO-DIFUSIVA

As regras de manipulacdo de solucgdes formais que definem o sistema de interpolacéo
consistem em um conjunto de propriedades de operadores exponenciais, utilizados na obtencdo
de solugBes exatas para as equagdes diferenciais que regem diversos fendmenos fisicos. A
principal propriedade dos operadores exponenciais, da qual se originam todas as demais, consiste

em uma lei de deslocamento:

{eaﬂf(x):f(ﬁa), (C.1)

onde a é uma constante. Essa propriedade é verificada utilizando a expansdo em série de Taylor

para o operador exponencial presente no membro esquerdo de (C.1):

{ea‘“}f(x):i%% _ f(x+a). (C.2)

k=0

X

Dessa expansdo também decorre indiretamente a seguinte propriedade:

{e"‘gﬂf(x):f[h La+h(x)], (C.3)

onde g representa uma funcdo arbitraria de x, e h é definida como

dx

h(x)= j 960"

(C.4)

Essas propriedades sdo validas também para fun¢des de mais de uma variavel. Como exemplo,

ai+bi
{e x ﬁy}f(x,y):f(x+a,y+b), (C.5)
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onde a e b séo constantes. Assim, a solugdo formal de uma equacéo diferencial do tipo

i,—f+gl(xyz) +9,02) 2 +93(Xy2)——Q(XyZ) (C.6)

que é dada por

-+t 1?4— 2?*‘ (S )| g —=—+ zi’r 3?
f(x,y,z,t){e [g Xy qf(xyz O){ t [ 2oy ”st] Q(x,y,2), (C.7)

pode ser convertida em uma fungdo explicita do tempo e das variaveis espaciais, cuja
implementacdo computacional se torna realmente viavel. O emprego das propriedades
mencionadas permite aplicar operadores exponenciais sobre as funcdes f(x,y,z,0) e Q(X,y,z) sem
recorrer a definigdes em série, cuja implementacdo resulta impraticavel para a grande maioria
dos problemas em Engenharia.

As propriedades até entdo apresentadas permitem obter solucbes exatas para equagdes
diferenciais parciais de primeira ordem com coeficientes variaveis. A fim de estender a aplicacéo

das regras a equagdes de segunda ordem, pode ser utilizada a seguinte propriedade:

f(x+au)
{ }”I T(aen 9

onde T" denota a fungdo Gama. Essa propriedade é obtida através do emprego de uma
aproximacdo em diferencas centrais para a derivada segunda, que é entdo levada ao limite.
Finalmente, pode-se aplicar diretamente as regras de manipulagdo de exponenciais de operadores
na obtencédo de solugdes explicitas ou implicitas para equagdes isoladas ou mesmo para sistemas
de equacgOes diferenciais, uma vez que as propriedades permanecem validas para matrizes de

operadores.

OBTENCAO DE SOLUCOES LOCAIS PARA A EQUACAO ADVECTIVO-DIFUSIVA

As equacdes originais dos problemas a tratar ou as respectivas formas fatoradas podem

ser resolvidas por via analitica, através da aplicagdo das propriedades (C.1), (C.3), (C.5) e (C.8)
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sobre as solucdes formais correspondentes. A fim de exemplificar o procedimento, considere-se

novamente a equacao de transporte de poluentes,

Z—f+ pvic-ull_v2C _ke=o, (C.9)

O X oy

na qual u e v possam ser considerados localmente constantes. Nesse caso, a fungdo fonte Q €
nula, e a distribuicdo inicial do despejo € descrita pela funcdo Co(X,y). A solucdo formal do
problema é dada por

52 5 5
-7 +Dt- - ut-Z-vt- <kt

D 2 A2 5
C(x,y,t){e axt oyt ax oy }Co(x,y), (C.10)

[;32

e pode ser reescrita como

e | | RSy v
Cixyb=le 7 ||le 7 |le *|le ¥ [e““]CO(x,y), (C.11)

para demonstrar a aplicacio de cada propriedade individualmente. Aplicando o operador e ™

sobre a distribuicg&o inicial, resulta

Dta—z2 th—zz —uti —vti
Cixyb=|e ™ |le 7 |le *l|le 7 |C,xye", (C.12)

d
—vt—
de acordo com a propriedade (C.8). Aplicando em seguida o operador e % sobre o resultado,

obtem-se

Dt &22 Dt% -uti
C(x,y,t)=[e ox He oy Me qu}Co(x,y-vt)e"t, (C.13)

_ud
onde foi utilizada a propriedade (C.1), também valida para a aplicacdo do operador e o
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2 2
o bt

Dt 2 ~4,2
Clxyb)=|e 7 ||e 7V |Cy(x-uty-vt)e™. (C.14)

Basta agora aplicar a propriedade (C.8) a fim de obter a solugéo final do problema:

e C,(x-ut,y-vt+Dts)e ds

C(x,y,t)= e LO (D) : (C.15)

e finalmente,

C, (x-ut+Dtr,y-vt+Dts)e ™
L(|s+1)I(| r[+1)

C(x.y,b)= j“; j“; ds dr. (C.16)

Embora as regras de manipulacéo de operadores tenham sido originalmente concebidas
para solucdo de problemas transientes, um processo analogo pode ser efetuado para o tratamento
de problemas em regime estacionario. Para tanto, basta efetuar um split no qual o operador A é
definido como uma das derivadas de primeira ordem com respeito a qualquer variavel espacial.
Nesse caso, a funcdo sobre a qual sdo aplicadas as exponenciais de operadores descreve 0
comportamento das distribuicdes de concentracdo em um determinado contorno do dominio,
sobre o qual é aplicada a condigé@o de contorno de primeira especie.

A expressdo obtida para C(x,y,t) revela o motivo pelo qual a fatorizagéo proporciona
uma reducdo adicional no tempo de processamento. Observe-se que a presenca explicita de
derivadas de segunda ordem na equacédo original impde a aplicacdo da propriedade (C.8), que
produz uma solucdo em forma de integral dupla. Caso a equacdo original fosse previamente
fatorizada, o processo de integragdo seria evitado, e a solugdo assumiria uma forma cuja
implementacdo seria ainda mais simples.

A forma analitica das solucdes obtidas atraves do emprego de regras para manipulacéo
de exponenciais de operadores revela outra vantagem decorrente de sua aplicacdo na resolucao
de equacg0es diferenciais. Uma vez que os coeficientes da equacgéo diferencial podem ser fungdes
das varidveis espaciais, devido a possibilidade de utilizar a propriedade (C.3), ndo se faz
necessario formular o problema de interesse em um sistema de coordenadas compativel com a

geometria do dominio. Para tanto, basta atribuir propriedades fisicas varidveis com as
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coordenadas espaciais a fim de considerar os diferentes meios presentes na regido de interesse, e

tratar o dominio como meio infinito.

Embora problemas envolvendo equacGes diferenciais em coordenadas curvilineas

generalizadas possam também ser resolvidos utilizando regras para manipulagdo de exponenciais

de operadores, o tratamento considerando meio infinito e propriedades variaveis apresenta duas

vantagens de ordem prética:

N&o é preciso, embora seja possivel, aplicar condi¢cdes de contorno nas interfaces - as
préprias expressdes que definem a dependéncia das propriedades fisicas com as
coordenadas espaciais podem incorporar a geometria da fronteira. Convém salientar que
a formulacdo de condicdes de contorno adequadas a esses cenarios constitui uma tarefa
bastante dificil, dada a complexidade da geometria e dos fendBmenos ocorridos ao longo
das interfaces. Quando sistemas de simulacdo geram solucdes insatisfatorias mesmo
utilizando equacOes apropriadas e métodos eficientes de resolucdo, o emprego de
condicBes de contorno excessivamente idealizadas constitui freqlientemente a principal

causa de erro na obtencao dos resultados finais.

N&o é preciso utilizar coeficientes métricos para generalizar as equacdes diferenciais
quanto ao sistema de coordenadas - utilizar propriedades variaveis simplifica
consideravelmente a formulagéo do problema. Ocorre que as expressoes que definem as
propriedades fisicas em termos das variaveis espaciais podem ser deduzidas, ajustadas ou
interpoladas, podendo também ser utilizados valores locais tabelados para produzir
diretamente os resultados numéricos desejados. Além disso, formular coeficientes
métricos que se adaptam a geometrias arbitrarias constitui um procedimento mais
oneroso, tanto do ponto de vista analitico quanto computacional, do que considerar a

dependéncia das propriedades fisicas com as variaveis espaciais.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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