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I Resumo I

O principal objetivo deste trabalho é o de caracterizar a topologia da curva polar
genérica de uma curva algebréide plana irredutivel em C[[X, Y]] com um par caracteristico,
através do seu poligono de Newton. Com isto, apresentaremos o principal resultado
(Teorema (3.14)) que descreve totalmente a topologia da curva polar genérica em termos

da topologia da curva que a define.
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AbStI‘aCt ]

The main objective of this work is to characterize the topology of the generic polar
curve of an irreducible plane algebroid curve in C[[X, Y]] with just one characteristic pair
using the Newton polygon. With this, we will present the main result (Theorem (3.14))
that describe completely the topology of the generic polar curve in terms of the topology
of the curve that define it.
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INTRODUCAO

As singularidades das variedades algébricas e analiticas sao até hoje um campo de
pesquisa ativo que combina técnicas de diferentes campos da matematica, como a Geo-

metria, a Algebra e a Topologia.

Algumas curvas, com ponto singular, aparecem nos trabalhos de geometras da Grécia
antiga e a primeira contribuicao para um estudo sistemético de singularidades de curvas
planas ¢ devido a Isaac Newton. Mesmo que alguns problemas pertinentes ainda per-
manecam em aberto, hoje, apds os trabalhos de gedmetras como Zariski, Burau, Brauner,
Puiseux, Smith, Noether, Enriques e outros, existe uma teoria bem estabelecida para a

andlise e classificacao das singularidades de curvas planas.

Por volta da década de 30, Zariski, Brauner e Burau provaram que dois germes de
curvas analiticas planas irredutiveis sao topologicamente equivalentes se, e somente se, as

curvas possuem os mesmos pares caracteristicos.

Um dos problemas pertinentes que surgiram foi na tentativa de determinar o tipo
topoldgico da curva polar a partir do tipo topoldgico da curva plana que a define. Este
problema, além de ser antigo, nao tem uma solugao simples. Pham [P] apresenta o primeiro
exemplo mostrando que o tipo topoldégico da curva polar depende do tipo analitico da curva
plana original e nao somente do seu tipo topoldgico. Entretanto, algumas informacoes
sobre a topologia da curva polar deduzidas do tipo topoldgico da curva plana original

podem ser encontradas em [M], [KL], [C1], [C2] e [C3].

Neste trabalho vamos descrever a topologia da curva polar genérica a partir da topolo-
gia da curva original, no caso de curvas algebroéides planas irredutiveis genéricas com 1inico

par de expoentes caracteristicos.
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Passemos agora a descrever a estrutura deste trabalho.

No capitulo 1, apresentamos os resultados referentes as curvas algebrdides planas.
Antes porém, é necessario um breve comentario sobre o anel das séries de poténcias
formais. Os principais resultados deste capitulo sao o Teorema da Preparacao de Weier-
strass e o Teorema de Newton-Puiseux. Nas Secoes (1.5) e (1.6), vamos introduzir alguns
conceitos sobre curvas algebréides planas, tais como parametrizacao de Newton-Puiseux,
expoentes caracteristicos e indice de intersecao. O primeiro é uma ferramenta poderosa
para estudar as propriedades da curva, o segundo auxilia na determinacao da topologia
de uma curva plana e o terceiro juntamente com os expoentes caracteristicos, determinam
completamente a topologia de curvas planas redutiveis. Ainda neste capitulo, apresenta-
mos o conceito de curvas analiticas planas que nos permite uma interpretacao geométrica
do conjunto de zeros de um elemento do ideal maximal, devido a propriedade de con-
vergéncia. Finalizamos o capitulo com uma secao voltada especificamente ao Poligono de

Newton.

O capitulo 2 contém resultados sobre a topologia de curvas planas. Iniciamos com
alguns resultados de curvas polares que sao obtidas a partir de uma curva plana e em
seguida introduzimos uma breve descricao da topologia de curvas analiticas planas. E

para finalizar o capitulo, descrevemos o exemplo de Pham com mais detalhes.

No capitulo 3, iniciamos descrevendo os monomios que aparecem na curva polar de
uma curva algebréide plana irredutivel com um par caracteristico. Na sequéncia, cons-
truimos o poligono de Newton da curva polar genérica de uma certa classe de curvas
algebrdéides planas e a partir disto obtemos informacoes sobre sua topologia. Concluimos o
capitulo mostrando que o poligono de Newton da curva polar de qualquer curva algebroéide
plana irredutivel esta contido na regiao limitada pelo poligono de Newton da polar genérica
e a polar de um ramo elementar. Para finalizar a descricao, temos o Apéndice A, onde
apresentamos os principais resultados sobre fragoes continuas, os quais utilizaremos na
construcao do poligono de Newton da polar genérica, e um pequeno comentario sobre

polinomios simétricos.



CApiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos introduzir alguns conceitos e resultados relacionados com as
curvas algebréides planas que serao utilizados nesta dissertacao. Curvas algebroéides sao
curvas definidas por séries de poténcias formais, sendo necessario um breve estudo sobre

séries de poténcias. As referéncias bdsicas nesta parte sao os textos de [H] e [C4].

1.1 Anel das Séries de Poténcias

Seja K um corpo e Xi, X, ..., X, indeterminadas sobre K. Vamos denotar por

R = K[[X1, X, ..., X,]] o conjunto de todas as somas formais do tipo

o
= E PP=R+P+P+...,
i=0
onde cada P; ¢ um polinomio homogéneo de grau ¢, nas indeterminadas Xy, X, ..., X, com
coeficientes em K. Consideremos o polinomio nulo como sendo um polinémio homogéneo

de qualquer grau.

Um elemento de R serd chamado uma série de poténcia formal nas indeterminadas

X1, Xs, ..., X, com coeficientes em K.

Sejam f =P+ P+ P+...e g=Qo+ Q1+ Q2+ ... elementos de R. Por definicao
temos

f=g & P, =(Q;, paratodo i€ N.

Em R, definimos as seguintes operagoes.

Lo frg=) P+> Q=Y (P+Q);
1=0 1=0 =0



1.1 Anel das Séries de Poténcias 6

[e%s) 00 [e%s) k
2. f-g=)_P-) Q=) CyondeCy=)Y P;Q;
i=0 i=0 k=0 §=0

E facil verificar que, com estas operacoes, 8 é um anel comutativo com unidade
chamado, o anel das séries de poténcias formais em r indeterminadas, com coefi-

cientes em K.

Observe que o corpo K e o anel dos polindmios K[X;, Xs,. .., X,] sdo subanéis do

anel R.

Os elementos de R podem ser representados explicitamente na forma

xD
_ i1 i
f - E E ai1,i2,---,irX1 e 'er>

=0 i1+io+...+ir=1
onde a;, i, ..i, € K.

Se K ¢é o corpo dos nimeros reais ou dos complexos, podemos considerar o subanel
A= K{Xj,Xy,...,X,} de R das séries de poténcias absolutamente convergentes numa
vizinhanga da origem de K. Em outras palavras, os elementos de A sao as séries f para

as quais existe um numero real positivo p, dependendo de f, tal que a série

[oe)
i1+12+...+1
E E | @iy ig,.i | P "

=0 i1t+io+...+ir=1
converge absolutamente numa vizinhanca da origem.

O seguinte resultado descreve os elementos inversiveis de 3.

[e.9]

Proposigao 1.1. O elemento f = > P, em R € inversivel se, e somente se, Py # 0.
i=0

oo
Demonstracao: Suponha que o elemento f = > P; seja inversivel, entdo existe
i=0

g=>_ Q; € R tal que
i=0

1= fg=PRQo+ (PiQo+ PQ:1)+... . (1.1)
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Mas a Equacgao (1.1) equivale ao seguinte sistema de equagoes

Py =1
PQo+ P =0
(1.2)

Da primeira equagao do Sistema (1.2) e do fato que K é um corpo, segue que existe

Qo € K tal que PyQo = 1, consequentemente Py # 0.

Reciprocamente, suponha que Py # 0. Entdo o Sistema (1.2) possui uma solugao

dada da seguinte forma:

Qo =Py, Q1 =—-Py ' (PiQo),-- - Qun=—Py (PQo+ ...+ PiQn1).

Assim, tomando g = Qo+ Q;+. .. em R temos que fg = 1 e neste caso f~! = g. Portanto

f é inversivel em R. [ ]

Um elemento inversivel de R é chamado de unidade.

Exemplo 1.2. Seja f = 14 X wuma série de poténcia em C[[X]]. Da Proposi¢ao (1.1)
seque que f € inversivel pois Py = 1 # 0. Com o Sistema (1.2) podemos encontrar a

inversa de f. Uma vez que P, = X temos que

QOZL QlZ_X7 Q2:X27 sy Qn:(_l)ana

efl=1-X+X2- X34+ 4+ (-1)"X"+ ...

Definigao 1.3. Dois elementos f e g em R sao ditos associados se existe uma unidade

u € R tal que f = ug.

Definigao 1.4. Seja f € R\{0}. Suponha que f = P, + P,11+ ..., onde cada P; € um
polinomio homogéneo de grau i e P, # 0. O polinomio homogéneo P, é chamado forma
inicial de f. O inteiro n é chamado multiplicidade de f e é denotado por mult(f). Se

f =0, definimos mult(f) = oco.
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De acordo com a Proposigao (1.1) temos que f € R é uma unidade, se e somente se,

mult(f) = 0.

A multiplicidade das séries de poténcias satisfaz as seguintes propriedades que sao

semelhantes as do grau de polinomios.

Proposicao 1.5. Sejam f,g € R. Entao,

1. mult(fg) = mult(f) + mult(g);

2. mult(f £ g) > min{mult(f), mult(g)}, com sinal de igualdade vdlido sempre que
mult(f) # mult(g).

Demonstracao: Sejam f = P, + P,,1 + ..., onde cada P; é um polinomio homogéneo
de grau i, com P, # 0, ou seja, mult(f) =ne g= Qm + Qms1 + ..., onde cada Q; é um

polinomio homogéneo de grau j, com @,, # 0, ou seja, mult(g) = m.
1) Note que fg = P,Qm + PoQmi1 + ...+ Py 1Qm + - - ..

Como P, e @), sao polinomios homogéneos nao nulos, entao P,Q,, ¢ um polinomio ho-
mogeéneo nao nulo de grau n+m. Logo, P,@Q,, é a forma inicial de fg e consequentemente,

mult(fg) =n+m = mult(f) + mult(g).

2) Veja que
f:tg:(PniQm)+(Pn+1iQm+1)+....

Como nao sabemos nada sobre a caracteristica do corpo K, vamos considerar dois casos.

Suponha m = n. Neste caso podemos ter:

e P, +Q,=0. Logo mult(f £ g) > n = min{mult(f), mult(g)}.

e P, £@Q, # 0. Neste caso a forma inicial de f +¢g é P, £ Q),,, que é um polindmio
homogéneo de grau n. Assim mult(f + g) = min{mult(f), mult(g)}.

Considere agora o caso m # n. Podemos supor, sem perda de generalidade, que n < m

entao

frg=P,+ P+ ...+ (PnxtQun)+ (Pni1 £ Qms1) + ...
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Como P, # 0 segue que P, é a forma inicial de f £+ ¢g. Logo n = mult(f £ g) =
min{mult(f), mult(g)}. [ |

Exemplo 1.6. Considere f(X,Y) = 4X?+3XY + X3+ Y4+ ... e gX)Y) =
X2 +2XY + X4+ X?Y3 4 ... séries de poténcias em Zs[[X, Y]], no qual a mult(f) =
mult(g) = 2. Entdo

fHg=X+ X" +Y*+ X?Y3 4 ...

cuja multiplicidade € igual a 3.

Consideremos f,g € R\{0} entdao mult(f) < oo e mult(g) < oco. Do item (1) da
Proposicao (1.5) segue que mult(fg) = mult(f) + mult(g) < oco. Logo, fg # 0. Isto

implica que o anel R é um domino.

Denotaremos por Mg = (X3, Xo,..., X,) o ideal de R gerado por X;, Xs,..., X,.

Denotaremos também por M, a i-ésima poténcia do ideal My e por M§ = R.

Proposigao 1.7. O ideal My € o tinico ideal mazimal de R e () Mi = {0}.
ieN

Demonstracao: Veja Proposition (1.1.4) de [H]. |

1.2 Teorema da Preparacao de Weierstrass

Nesta secao vamos estudar algumas propriedades algébricas dos anéis das séries de
poténcias formais. Mais precisamente o Teorema da Preparacao de Weierstrass que reduz o

estudo de uma série de poténcia formal a um certo polinomio em uma das indeterminadas.

Seja K((X)) o corpo de fragoes do anel das séries de poténcias formais em uma

indeterminada K[[X]]. Seja h = / € K((X))\{0}, com f = X"™u e g = X"v, onde
g

m,n € N e u e v sao unidades em K[[X]].

Assim temos que

h=X""uw "= X"w, (1.3)

onde r € Z e w é uma unidade em K[[X]].
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Exemplo 1.8. Considere f =2+3X*+ X*+5X% e g= X4+ X+ X"+ X® em C[[X]].
Entao

C1(243X?+ X'+ 5X6)

X1+ X+ X2+ X3

ondeu =2+3X?>+X4+5X0 ev=1+X4+ X2+ X3 Assim h = X Puv™" mas, da
Proposigao (1.1), seque que v =1—- X + X4 — X°+ ...

Logo,
h=XP 243X+ X' +5X)(1 - X+ X* - X°+..)

h=X702-2X+3X>-3X?+3X*-3X°+8X%+..).
Portanto,

zﬁ—ﬁ+ﬁ—ﬁ+}—3+8X—8X + X° - X" +5X°—-5X"+....

Da Equacao (1.3) segue que qualquer elemento h de K((X)) é da forma
a X "Ha, X T+ e X T Hag+a X Fa X+,

onde r € N e os a}s sao elementos de K. Os elementos de K((X)) s@o chamados séries

de poténcias formais de Laurent.

Definigao 1.9. Seja h € K((X))\{0} dada por h = X"w, onder € Z e w € uma unidade

em K[[X]], entdao definimos a multiplicidade de h como mult(h) = r.

Também definimos mult(0) = co.

No exemplo acima segue que mult(h) = —5.

Definigao 1.10. Dizemos que f € R € regular de ordem m, com respeito a indeterminada

Xj, se f(0,...,Xj,...,0) for divisivel por X" mas ndo por X]’-"H.

Dizemos também que f € regular em X;, quando f € reqular com respeito a X; de

ordem m = mult(f).

Neste caso, mult(f) = mult(f(0,...,X;,...,0)).
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Exemplo 1.11. A série f(X,Y) = XY3+Y* + X5 € reqular de ordem 4 em 'Y e regular
de ordem 5 em X. Enquanto a série g(X,Y) = XY? +4X?Y — X°Y? nao € reqular com

relacao a nenhuma das indeterminadas.

O seguinte resultado é uma consequéncia direta da defini¢ao.

Lema 1.12. Dados f,g € R, entdo fg € reqular com respeito a X;, de uma certa ordem

se, e somente se, f e g sao regulares com respeito a X;, de determinadas ordens.

Denotaremos no que segue por ® o anel K[[X1,..., X, 1] e por My seu ideal ma-

ximal.

O préximo Teorema permite-nos reduzir o estudo de uma série de poténcia formal, a
menos de unidade, ao estudo de um polindomio em uma das indeterminadas, digamos X,

. !
com coeficientes no anel R .

Teorema 1.13. (Teorema da Preparacao de Weierstrass) Seja f € R uma série
reqular com respeito a X, de ordem m > 1. FEntdo existem uma unidade u € R e

Ay, .. Ay € Mgy, unicamente determinados por f, tais que
fru=X"+ A XM 4 AXP 24 4 A,

Além disto, se f é reqular em X,, isto €, n = mult(f), entdo mult(A;) > i para todo

1=1,...,n.

Demonstracao: Veja [HKT] (Theorem 4.11). |

No Teorema (1.13), atribuimos a condigao de f ser regular mas, como veremos a seguir,
esta condicao nao é tao restrita como pode parecer. Assumindo K infinito, mostraremos
que depois de compor f com um automorfismo linear de R, podemos transformar f em
uma série regular em uma das indeterminadas escolhida arbitrariamente. No caso de K
finito, nao é possivel garantir a existéncia de automorfismo linear, mas é sempre possivel
encontrar um automorfismo de R que transforma f em uma série regular em uma das
indeterminadas. Como estamos interessados quando K ¢é um corpo infinito, vamos nos

restringir a este caso.
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Lema 1.14. Seja K um corpo infinito. Dada uma familia finita S de polinomios homogé-
neos nao nulos em K[Y1,...,Y,], existe uma transformacao linear

T:K[Xy,...,X,] = K[Y1,...,Y,], tal que para todo F € ¥ de graun, existe cp € K\{0}

tal que

F(T(Xy,...,X,)) =cprX] + (termos de menor grau em X, ).
Demonstracao: Como S é finita e K ¢é infinito existe (aq, ag,...,a;,) € K" com a,. # 0
tal que

F(Oél,Oéz,...,Oér) #O
para todo F' € & de grau n.

Defina a seguinte transformagao linear T : K[X,..., X,| — K[Y1,...,Y,] por:

Yi 1 0 ... 0 (03] Xl
Yé 01 ... 0 Q9 X2
Y, 00 ... 0 a, X,
onde os ajs, i = 1,...,r foram definidos acima. Assim T'(X;) = X; + o; X, = Y, com

i=1,.,r=1eT(X,) =X, =Y, Além disso,

YV = (X4 X)™ L (e X)™

= oy ... XMt 4 (termos de menor grau em X, ).

Logo, para todo F' € &, temos que

F(T(Xy,...,X,)) = F(ai,...,a,)X, + (termos de menor grau em X, ).

Assim basta tomar cp = F(ay,...,q,) # 0 e o resultado segue. [

Corolario 1.15. Seja K um corpo infinito. Dado uma familia finita S de elementos nao
nulos em R, existe um automorfismo linear T de R tal que todos os elementos de FoT

sao requlares na ultima indeterminada.

Demonstragao: Como no Lema anterior, considerando a transformagao linear



1.3 Fatoracao de Séries de Poténcias 13

T:K[Xy,...,X,] = K[Y1,...,Y,] e disso segue que T' é um automorfismo ja que a, # 0.
|

Do corolério acima, obtemos o seguinte corolario do Teorema da Preparacao de Weier-
strass.

Corolario 1.16. Seja f € R\{0} de multiplicidade n > 1. Entao existem um K- auto-
morfismo T de R, uma unidade u € R e Ay, ..., A, € R tais que mult(A;) > i para todo
1=1,...,ne¢

T(f) u=X"+AX""1+.. . +A,.

Demonstracao: Como K é infinito segue do Corolario (1.15) que existe um automor-
fismo linear T tal que T'(f) ¢ regular na ultima indeterminada. Como mult(f) = n segue
que T(f) é regular e mult(T(f)) = n. Assim, do Teorema (1.13) existem uma unidade

ueERe A, ..., A, €R tais que mult(A;) > i paratodoi=1,...,ne
T(f)-u=X"+AX""1+. . +A,.

O polinomio X"+ A; X" 1+ Ay X" 2+.. .+ A, associado a f, depois de possivelmente

uma mudanga de coordenadas, serd considerado uma preparacao de Weierstrass de f.

1.3 Fatoracao de Séries de Poténcias

Nesta se¢ao estudaremos a fatoragdo no anel & = K[[ X1, Xo,..., X,]].

Defini¢ao 1.17. Um pseudo polinémio (respectivamente, um polinémio de Weierstrass)

em X, € uma série de poténcia em R da forma,
P(X1,...,X,) = X"+ A, X" 44 A, e RX,]

tal que n > 1 e mult(A;) > 1 (respectivamente, mult(A;) > i), para todo i =1,... n.

Entendemos por polinomio monico em uma variavel como sendo um polinomio em

que o coeficiente do termo de grau mais alto é um.
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Lema 1.18. Sejam Fi, ..., F, polinémios monicos em R [X,]. Entdo Fy -...- F, é um
pseudo polinémio (respectivamente, um polinémio de Weierstrass) se, e somente se, cada

F,,i=1,...,n é um pseudo polinomio (respectivamente, um polinomio de Weierstrass).

Demonstracao: Veja Lemma (2.2.3) de [H] . |

Lema 1.19. Seja F € ®'[X,] um pseudo polinomio. Entio F ¢ redutivel em R se, e

somente se, [ é redutivel em R'[X,].

Demonstracao: Suponha que F' é redutivel em R entao existem Fp, Fy € R, nao
unidades, tais que F' = F} - F,. Como F' é um pseudo polinomio ele é regular de uma certa
ordem com respeito a X,., entdao do Lema (1.18), temos que Fj e F), sdo regulares de certa
ordem maior ou igual a um, pois F' = F} - F5 é um pseudo polinomio. Do Teorema da
Preparagao de Weierstrass existem unidades U;,Us € R, Ay,..., Ay, B1,..., B, € Mgy
tais que

H=F U =X"+ A X" '+ . +A4,cR[X,] e
Hy=F, -Uy=X"4+B X" '+ .. . +B,ec®[X,)]

onde Hy, Hy sao pseudo polinomios de grau maior ou igual a um. Pondo U = U; - U,

temos que U é inversivel e
F-U=(F-Uy) - (Fy-Us) = Hy - Hy.

Como Hiy, Hs s@o pseudo polinémios temos novamente do Lema (1.18) que F' - U é um
pseudo polinomio. Uma vez que F'-1 = F segue da unicidade do Teorema da Preparagao

de Welerstrass que F = H; - Hy, isto é, F é redutivel em %’ (X, ].

Reciprocamente, suponha que F € ®'[X,] é um pseudo polinémio redutivel de grau
d. Entdo, existem H; e Hy em R [X,], monicos de grau m e n respectivamente tais que
F = H,-Hy, comm,n>1em+n =d Como do Lema (1.18), H; e Hy sao pseudo
polinémios de grau maior ou igual a um, segue que eles nao sao inversiveis em R. Entao

F é redutivel em . |

Teorema 1.20. O anel R é um dominio de fatoragao unica.
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Demonstracao: Veja Theorem (2.2.3) de [H] . |

Corolario 1.21. Suponha que F € R [X,] ¢ um pseudo polinémio (respectivamente, um
polinomio de Weierstrass) com respeito a indeterminada X,. Se F = Fy-...-Fs € a
decomposicao de F' em fatores irredutiveis de R, entdo podemos escolher uma fatoracao

onde cada F; € um pseudo polinomio (respectivamente, polinomio de Weierstrass).

Demonstracao: Do Teorema (1.20), R é um dominio de fatoracdo tnica, entdo o
Lema de Gauss afirma que ®'[X,] também é um dominio de fatoracdo tinica. Seja F =
Fy - ... F, uma decomposicao de F em fatores irredutiveis de ®'[X,], o qual do Lema
(1.19) é uma decomposigao em fatores irredutiveis de . Como F' ¢ moénico, pois F' é um
pseudo polinomio (respectivamente, um polinémio de Weierstrass) podemos supor que os
F:s sao monicos. Com isto e do Lema (1.19) segue que os F}s sao pseudo polindomios

(respectivamente, polindmios de Weierstrass). |

1.4 Teorema de Newton-Puiseux

Como estamos interessados no estudo de curvas planas, vamos nesta se¢ao nos res-
tringir ao anel das séries de poténcias formais K[[X,Y]]. Embora varios resultados que
apresentaremos sejam validos sobre corpos de qualquer caracteristica, vamos considerar

K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.

Nosso objetivo nesta secao é o de encontrar uma parametrizagao de uma dada série
de poténcias f. Se f € K{X,Y}, ou seja, f é uma série absolutamente convergente
numa vizinhanca de um dado ponto, encontrar uma parametrizacao de f é simplesmente
determinar as raizes de f. Todavia nao faz sentido determinar as raizes de f, no caso
formal, isto é, f € K[[X,Y]]. Para contornar este problema, sabemos pelo Teorema da
Preparacao de Weierstrass que toda série f € K[[X, Y]], a menos de unidade, pode ser
dada por um polinomio de Weierstrass em K[[X]][Y]. Portanto nosso problema reduz-se

ao problema de determinar as raizes de um polindémio f € K[[X]][Y] no fecho algébrico

de K((X)) o qual denotaremos K ((X)).

Newton propds uma solucao para este problema expandindo Y como uma série de

poténcias em X com expoentes fracionarios, nao se preocupando com a questao de con-
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vergéncia. Em 1850 Puiseux, por sua vez, aplicou o método de Newton no contexto de
funcoes de uma varidvel complexa provando a convergéncia das séries. Para mais deta-
lhes ver [BK]|. Adotaremos aqui essencialmente o ponto de vista de Newton e nao nos

preocuparemos com a convergencia das séries.

Vimos na Sec¢ao (1.2) que K((X)) é o conjunto das séries formais de Laurent com

coeficientes em K, isto é, as séries da forma
X " a1 X " e X P FagFan X Fan X4

Considerando o polinomio Y™ — X € K[[X]][Y] para todo inteiro positivo n, temos que
o fecho algébrico K((X)) tem que conter as raizes da equacdao Y" — X = 0 para todo
inteiro positivo n, e consequentemente, tem que conter os elementos da forma X = 08 quais

satisfazem as seguintes relagoes:

ii) (X)" = X%, para todo r,m,n € Z e n,r > 0.

Deste modo, obtemos extensdes K (X)) de K((X)). Podemos provar que estas ex-

tensoes sao finitas e galoisianas (veja [H]).

O préximo resultado tem um papel fundamental na teoria de curvas planas em um
corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Ele nos diz que se « € K((X)) é uma
raiz de um polinémio f € K[[X]][Y], entdo o pertence a extensdo K((X=)) de K((X))

para algum n > 1, n € N.

Teorema 1.22. (Teorema de Newton-Puiseux) Temos que K((X)) = | K((X+)).
n=1

Demonstragao: Devido a complexidade da demonstracao deste resultado, vamos omiti-
la, uma vez que foge aos nossos propositos. O leitor pode encontrar a demonstracao em
[H] e uma versao algoritmica deste teorema pode ser encontrada, por exemplo, em [C4].

Este algoritmo fornece todas as raizes de f construidas a partir do poligono de Newton.
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[e.e]

Observe que os elementos de | J K((X %)) podem ser escritos da forma
q=1

P1 P2
o = leql + bQXQQ + ...

com b; € K, pj,qi € Z, ¢ > 0 para todo i > 1 e % < ’q’—z < ..., onde o conjunto

{%; ie N\ {O}} admite um denominador comum.

Se by # 0, entdao o nimero racional % ¢ chamado a multiplicidade de a e podemos

denotar por multx(«). Por comodidade, se o = 0, definimos multx(a) = oo.

Note que « é uma série de poténcias fracionaria em X, se multx(«) > 0 dizemos que

« é uma série de Newton-Puiseux.

Teorema 1.23. Toda extensio finita de K((X)) € da forma K((X*)) para algum n €

N\ {0}.

Demonstracao: Veja Lemma (3.2.1) de [H]. |

E possivel provar que a extensdo K ((X))/K((X)), além de finita e galoisiana possui
grupo de Galois isomorfo ao grupo U,,, onde U, é o grupo multiplicativo das n-ésimas raizes
da unidade em K. Este grupo ¢ ciclico porque é um subgrupo do grupo multiplicativo do

corpo K e tem ordem n sempre que o polinomio X" — 1 é separavel sobre K.

Observacao 1.24. Vale lembrar que, ao somar todos os elementos de U, isso resulta
no elemento neutro da adi¢cdo. De fato, considere w como sendo uma raiz primitiva da

unidade. Entao
wt—1

l+w+w?+.. .+ = .
w—1

n

—1
Mas W™ = 1 entdo =~ T 0. Portanto, 1 +w + w? + ... + w1 = 0.
w JR—

O seguinte resultado descreve a extensao algébrica principal de K ((X)), isto é, o corpo
K((X))(«), obtido pela adjungao de K ((X)) com o elemento algébrico o € K((X)). Nesta

situacao, sabemos da teoria geral de corpos que

K((X))(e) = K((X))[e] = {P(e); P € K((X))[Y]}.
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Temos o seguinte resultado.

Teorema 1.25. Seja a € K((X))/K((X)) € escrevendo a = o(X7w) = 3 b; X%, onde

i>ig

n=min{ga € K((X1))}. Entdo:

SI=

i) K((X))]e] = K((X™));

ii) O polinomio minimal de o sobre K((X)) € dado por g(X,Y) = [[(Y — ), onde

i=1
a; = go(fiX%) para algum gerador fizo & do grupo U,;

iii) Temos que g(X,Y) = Y"+a;(X)Y" '+, +a,(X) € K((X))[Y], onde mult(a;(X)) >

i-mult(an (X))

" , com iqualdade vdlida quando v = n. Em particular, se

i-mult(a) =
mult(a) > 1 ( respectivamente, mult(a) > 0) entao g(X,Y) € K[[X]|[Y] serd um

polinémio de Weierstrass (respectivamente, um pseudo polindmio).

Demonstracao: Veja Theorem (3.3.2) de [HJ. |

Corolario 1.26. Seja f € K((X))[Y] um polinémio ménico irredutivel de graun > 1 e
seja a € K((X)) qualquer raiz de f. Entio, se a = o(Xn) = 3 b X% seque que
i>io
i) n=min{g e N;a e K((X0)};
ii) Podemos fatorar f como f(X,Y) = [[(Y — o), onde a; = @(£1Xw) para algum
i=1
gerador fixo & do grupo Uy;
iii) Se f € K[[X]][Y] € um polinomio de Weierstrass (respectivamente, pseudo polinémio),

entao mult(a) > 1 (respectivamente, mult(a) > 0).

Demonstracao: i) Como a € K((X)) segue de imediato do Teorema (1.25) que n =

min{q € N;a € K((X%))} com n > 1.

i) Como a = 3 b;X = segue, do Teorema (1.25) item (ii), que g(X,Y) = [[(Y — )

i>io i=1
¢ o polinomio minimal de a. Como f é monico e irredutivel no qual a é raiz segue que

deg(f) > deg(g). Dai existem P, R € K((X))[Y] com R =0 ou deg(R) < deg(g) tal que

f=Pg+R.
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Assim, 0 = f(X,a) = P(X,a)g(X,a) + R(X,a). Mas « é raiz de g entao R(X,a) = 0,
ou seja, o é raiz de R. Se deg(R) < deg(g) temos um absurdo, pois ¢ é o polinémio de
menor grau tal que g(X,a) = 0. Portanto R = 0. Assim, f = Pg. Sendo f irredutivel

temos que P é uma unidade entdo deg(f) = deg(g). Portanto f =g = [[(Y — o).
i=1

iii) Suponha f(X,Y) =Y"+a;(X)Y" '+ ... + a,(X) um polinomio de Weierstrass,

ou seja, mult(a;(X)) > i para todo i = 1,...,n. Como « é raiz de f, segue que
0=f(X,a)=a"+a(X)a" '+ ...+ a,(X),
ou seja, —a™ = a,(X) + a,_1(X)a + ... + a1 (X)a" L. Assim,
mult(—a™) = mult(a™) = mult(a,(X) + an_1(X)a + ... + a; (X)a™ ).
Entao, deve existir 1o = 1, ..., n tal que
n - mult(a) > ming{mult(a;(X)) + (n — i)mult(a)} = mult(a;, (X)) + (n — ig)mult(a).
Como mult(a;(X)) > i para todo i = 1, ..., n temos
n - mult(o) > g + (n — ip)mult(a),

ou seja, n - mult(a) > ig + n - mult(a) — i - mult(a). Donde segue que, i - mult(a) > i,

o que implica que mult(a) > 1.

Se f for um pseudo polindémio temos que mult(a;(X)) > 1 para todo i = 1,...,n. Dai

obtemos iy - mult(a) > 1 entao,

1
mult(a) > — > 0.
o

Teorema 1.27. (Teorema da Fungao Implicita de Newton) Seja [ € K[[X,Y]]

" !
/ (0,0) # 0. Entdo, existe p(Xn) =

wrredutivel e de multiplicidade n e suponha que v
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S b X+ € K[[X7]] tal que
i>1

F(X,p(X7)) = 0.

Além disso, qualquer o € K[[X=]] satisfazendo f(X,a) =0 € tal que o = (£X ), para
algum & € U,.

Demonstragao: Veja demonstragao em [H]. [

Exemplo 1.28. Considere f(X,Y) =Y*—2X3Y?2 - 4X1Y — X5+ X© série de poténcias
formal em C[[X,Y]]. Note que mult(f) = 4 entao, Uy = {1,—1,i,—i}. Assim, a =
o(X1) = X1+ X4 é uma raiz de f. De fato,
FX,o(X1) = (XT4+X1)4—2X3(XT+X1)2—4X* (X7 +X1)— X5+ X6
= X5 4+4XT +6X7 +4X7T + X6 —2X7T —4XT —2X6
—4XT —4X7 — X5 4 X6

= 0.

Sabendo que i € um gerador do grupo Uy seque do Teorema da Func¢ao Implicita que,

ap = cp(ikX%), k=0,1,2,3 sdo as raizes de f, ou seja,

)= X1+ X1, ar = p(iX1) =iXi— X4

EN

ap = (X
as = p(i2X1) = —Xi + X1, a3 = p(PXi1) = —iXi— X1,
Portanto f(X,Y) pode ser fatorado como seque

JXY) =Y —ao)(Y —a)(Y —a2)(Y — as).

Observagao 1.29. Como o anel K|[[X]] é um dominio de fatorag¢ao tinica, Teorema

(1.20), com corpo de fracoes K((X)), entdo seque como consequéncia do Lema de Gauss

que todo polinomio irredutivel em K[[X]|[Y] € irredutivel em K((X))[Y].

O seguinte lema é uma condigao necesséaria para a irredutibilidade de uma série de

poténcias, o que tem uma importancia geométrica fundamental.
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Lema 1.30. (Lema da Unitangente) Seja f € K[[X,Y]] com f(0,0) = 0 drredutivel

de multiplicidade n. Entao, a forma inicial de f € do tipo
F, = (aX +bY)",
com a,b € K e nao simultaneamente nulos.

Demonstragao: Se necessario, caso f nao seja regular em nenhuma indeterminada,
podemos executar uma mudanga linear de coordenadas de tal modo que f seja regular

em Y. Dal, pelo Corolario (1.16) existem um polinémio de Weierstrass
PX,Y)=Y"+ A (X)Y" '+ ...+ A, (X) € K[[X]][Y]

de grau n e uma unidade U € KI[[X,Y]| tais que f = U - P. Como f é irredutivel segue
que P é irredutivel em K[[X,Y]]. Uma vez que P é um polinémio de Weierstrass, P é
um pseudo polinomio. Logo, do Lema (1.19), temos que P ¢ irredutivel em K[[X]][Y]

e portanto da Observagao (1.29), P ¢ irredutivel em K((X))[Y]. Dado a € K((X))
qualquer raiz de P(X,Y’), segue do Corolario (1.26) item (ii), que

Px,Y) =V - o(e"xm)),

k=1

onde ¢ é uma raiz primitiva da unidade e

[un

r+1

T e K((XT)),

a=p(X7) =Y bX7 =bX7 +b X

©>r
com b, # 0. Como P é um polinomio de Weierstrass novamente do Corolario (1.26) item

(iii), temos que, mult(a) > 1 mas,

mult(a) = mult(cp(X%)) =

I

r
n

,
pois b, # 0. Assim — > 1, ou ainda, r > n.
n
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Note que a forma inicial de P é a forma inicial do polinomio

QX,Y) = TI(V =€ X5) = Y7 — (bXF 3 €hr) . ynt 4 .
k=1 k=1

(D)X Y ) YT L (1) X
k=1
para i = 0, ...,n. Com isso temos duas possibilidades para r:

a) Se r =n, a forma inicial de Q(X,Y) sera

QIX,Y) = ﬁ(y — &b, X n) = ﬁ(y — 0, X) = (Y — b, X)™

Assim a forma inicial de P(X,Y) é (Y — b,X)". Como a forma inicial de f é o
produto das formas iniciais de U e P, segue que a forma inicial de f é (aX + bY)"

uma vez que U ¢ unidade.

b) Se r > n temos que n — i + % > n para todo ¢ = 1, ...,n. Assim a forma inicial de @)
¢ Y™ e consequentemente é também a de P. Logo a forma inicial de f é bY™ ja que

U(0,0) # 0.
Portanto, F,, = (aX 4 bY)™, com a ou b ndo simultaneamente nulos. |

Embora provamos o lema em um corpo de caracteristica zero usando o teorema
de Newton-Puiseux, o resultado também ¢é valido para qualquer corpo algebricamente

fechado.

Exemplo 1.31. A série f = Y2 — X% — X3 ¢ redutivel em K[[X,Y]], pois a forma inicial
de féR =Y = X2= (Y — X)(Y + X) £ (Y — X)2

Exemplo 1.32. A série g = (X +Y)?+2X3Y +... tem como forma inicial Fy = (X +Y)?,

mas neste caso nao podemos afirmar que g € irredutivel.

1.5 Curvas Planas

O estudo de singularidades de curvas tém motivado muitos trabalhos em Teoria de

Singularidades e em Geometria Algébrica. Nesta secdo vamos abordar conceitos e al-
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guns resultados sobre curvas algebrdides e analiticas planas. Vamos determinar uma
parametrizacao para uma dada curva plana, chamada parametrizacao de Newton-Puiseux

e a partir dela definir os expoentes caracteristicos da curva.

1.5.1 Curvas Algebréides Planas

Na Definigao (1.3), definimos elementos associados e isto nos motiva a seguinte

definicao.

Definicao 1.33. Uma curva algebroéide plana ¢ a classe de equivaléncia de um ele-

mento nao inversivel f de K[[X,Y]]\ {0} mddulo a relagio de associado.

Considere f € K[[X,Y]]\ {0}. Denotaremos por (f) a curva algebréide plana deter-

minada por f, ou seja,

(f) = {uf; onde u é uma unidade em K[[X,Y]]}.

Por definigao, temos que (f) = (g) se, e somente se, existe uma unidade u € K[[X, Y]]

tal que g = uf.

Como a multiplicidade de uma série de poténcias formal é invariante por multiplicacao
por uma unidade, podemos definir a multiplicidade de uma curva algebréide plana (f)

como sendo a multiplicidade de f.

Definicao 1.34. Uma curva algebrdide plana € dita regular (ou suave) se esta possui
multiplicidade igual a um. Quando a multiplicidade é maior que um, dizemos que a curva

é singular.

Seja (f) uma curva algebréide plana, dizemos que a curva (f) é irredutivel se a série
de poténcias formal f é irredutivel em K[[X,Y]]. Note que a nocao de irredutibilidade
independe do representante da curva pois, se g € (f) fosse redutivel, entdo como g = uf
para alguma unidade u € K[[X, Y]], logo terfamos que f = u~'g também seria redutivel,

o que é uma contradicao.

Uma curva algebréide plana irredutivel sera chamada um ramo.
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Defini¢ao 1.35. Uma curva algebréide plana (f) serd chamada redutivel se f admite

uma decomposicao em fatores irredutiveis distintos, f1,..., f» de K[[X,Y]], ou seja,

f _ fOt1 . fa2 . far
= 2 e
onde o, g, ..., Q. G0 inteiros positivos.

As curvas planas (f;) para j = 1,...,r s@o chamadas ramos da curva (f).

Definigao 1.36. Uma curva algebrdide plana (f) € dita reduzida, se f = fi- fo-...- f»

com (f;) # (f;) parai # j, isto €, quando f; e f; ndo sio associadas se i # j.

Vérias propriedades de uma curva algebréide plana sao preservadas em K[[X, Y]] por

um K- automorfismo. Isto motiva a préxima definigao.

Defini¢ao 1.37. Duas curvas algebrédides planas (f) e (g) sao ditas equivalentes, que

denotamos neste caso (f) ~ (g), se existe um K- automorfismo ® de K|[[X,Y]] tal que

Em outras palavras, (f) e (g) sdo equivalentes se existem um K- automorfismo ¢ e

uma unidade u € K[[X, Y]] tais que ®(f) = ug.

Alguns conceitos ou propriedades de curvas algebréides planas irredutiveis sao invari-
antes modulo a relacao de equivaléncia ~, por exemplo, o carater redutivel ou irredutivel

de uma curva, sua multiplicidade entre outras.

Proposicao 1.38. Sejam (f) e (g) curvas algebréides planas tais que (f) ~ (g). Entdo

(f) € redutivel se, e somente se, (g) € redutivel.

Demonstracao: Como (f) ~ (g) existe um K- automorfismo ¢ : K[[X, Y]] — K[[X, Y]]
e uma unidade u € K[[X, Y]] tais que ®(f) = ug, ou seja, g = u=*®(f).

Assim, f é redutivel se, e somente se, f = [] f, com f; € K[[X,Y]] irredutivel,

1=
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1 =1,...,s e isto se, e somente se,

g=uo(f)=u'e (H f?i) = [Loum).

ou seja, se e somente se, g é redutivel. Note que, em particular, se s = 1 temos que f é

irredutivel se, e somente se, g é irredutivel. [ |

Vamos apresentar um resultado que nos sera 1util para provar que a equivaléncia de
curvas preserva a multiplicidade. Seja g € K[[X,Y]] dada por g(X,Y) = aX +0Y + ...,

com a,b € K. Denominamos L = aX + bY a forma linear inicial de g.

Proposicao 1.39. Sejam g1, g2 € K[[X, Y]] com formas lineares iniciais Ly e Lo, Tespec-

tivamente. Entao, a aplicacao

U K[X,Y]] — K[X,Y]]
f — f(g1,92)

¢ um K-automorfismo se, e somente se, Ly e Ly sao K-linearmente independentes.

Demonstracao: Ver demonstragao em [HJ. [ |

Proposicao 1.40. Se (f) ~ (g), entdo mult(f) = mult(g).

o0
Demonstracao: Com efeito, considere f = > F;, com F; polinbmio homogéneo de
i=m

grau i. Suponha mult(f) = m. Devemos mostrar que mult(g) = m, onde g = u~1®(f).

Note que,
g=u'0(f) =u"'® <Z F) —u 'y O(F).

Como F; é um polindmio homogéneo de grau ¢, segue que

k=i
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E sendo ® um K- automorfismo temos que

X —— aX + bY + termos de ordem superior

Y — ¢X + dY + termos de ordem superior

e satisfaz ad — cb # 0 ja que, da Proposicao (1.39), as formas iniciais sdo linearmente

independentes. Assim,

O(F) = 3 ap®(Xy oY)k,
k=i

Mas veja que mult(P(X)) =1 e mult(P(Y)) = 1, logo
mult(P(X ) O(Y)F) = mult(®(X)?) + mult(®(Y)*) = j + k = i.

Portanto, mult(g) = mult(®(F,,)) = m, pois F,, # 0. [

Como qualquer curva é equivalente a um polinoémio de Weierstrass ( Corolario (1.16)),
podemos supor que a curva ¢ determinada por um polinomio de Weierstrass e nestas

condicoes, temos o seguinte resultado para curvas regulares.

Proposigao 1.41. Se (f) € uma curva regular com f € K[[X,Y]], entao (f) ~ (X) ou
(f) ~ (Y). Em particular, se (f) e (g) sdo curvas regulares entdo, (f) ~ (g).
Demonstracao: Como f € K[[X,Y]] e (f) é uma curva regular, segue que mult(f) = 1.

Assim podemos escrever f da forma f =aX +bY + ... com a # 0 ou b # 0.

Se a # 0 considere o K- automorfismo dado por

Com isto, segue que ®(X) = f(X,Y), ou seja, (f) ~ (X). De modo andlogo, se b # 0

podemos definir um K- automorfismo similar e garantir que (f) ~ (V).

Para mostrar que (f) ~ (g), basta utilizar o mesmo argumento de f em g e concluir

que (g) ~ (X) ou (g) ~ (Y). Do fato que a relagdo ~ é transitiva e que (X ) ~ (Y), segue
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o resultado. [}

Suponha agora que (f) é uma curva algebréide plana de multiplicidade n, entao
J=F+Fqi+...

onde cada F; é um polinémio homogéneo em K[X,Y] de grau i e F,, # 0. Chamaremos

a curva (F),) de cone tangente da curva (f).

Pelo Lema da Unitangente (ver Lema (1.30)) a forma inicial de uma série irredutivel
f é do tipo F,, = (aX 4 bY)™, com a e b ndo simultaneamente nulos. Podemos genera-
lizar este resultado para uma série f qualquer, isto é, qualquer polindmio homogéneo em
duas variaveis com coeficientes em um corpo algebricamente fechado se decompoe em um

produto de fatores lineares, ou seja,

s

Fn = HCZ'(CLZ‘X + biY)ri,

i=1

onde zs:n =n, com ¢;,a;,b; € K paratodoi=1,...,s e a;b; — ajb; # 0, se ¢ # j. Assim,
0 conze:1tangente de (f) consiste das formas lineares ¢;X + b;Y, ¢ = 1,..., s, onde cada
uma delas possui multiplicidade r;. Chamamos cada uma destas formas lineares de reta
tangente de (f). Se a curva (f) tem multiplicidade um, isto é, se (f) é regular, entdao o

cone tangente (F}) consiste de uma unica reta tangente com multiplicidade um.

Exemplo 1.42. 1. A curva (Y? — X3) tem como cone tangente a reta (Y) com mul-

tiplicidade 2.

2. A curva (Y? — X*(X 4+ 1)) tem como cone tangente duas retas tangentes (Y — X))
e (Y + X), onde cada reta tem multiplicidade um, pois f = Y? — X3(X + 1) =
Y2 - X2~ X3, Assim, Fo=Y? — X2 = (Y + X)(Y — X).

3. A curva (XY + X? +Y?3) tem como cone tangente duas retas tangentes, (X) e
(Y + X), onde cada reta possui multiplicidade um, pois f = XY + X? + Y3 =
X(Y + X) + Y3 Assim, Fy = X(Y + X).
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1.5.2 Parametrizagao e Expoentes Caracteristicos

Vamos introduzir a nogao de parametrizacao de ramos planos. Esta serd uma ferra-
menta poderosa para estudar as propriedades de curvas. Outro conceito fundamental neste
trabalho sao os expoentes caracteristicos, estes determinam completamente a topologia

de uma curva plana irredutivel.

Seja f = F,, + Fyi1 + ... € K[[X,Y]] uma série irredutivel de multiplicidade n. Pelo
Lema (1.30) temos que F,, = (aX + bY)", para algum a,b € K nao simultaneamente
nulos. Assim, ou f é regular em Y (quando b # 0) ou f é regular em X (quando a # 0).

Se f é regular em Y, entao podemos escrever f na forma:

f=aX)Y" +a;(X)Y"  + .+ a,(X)+ Y A(X)Y), (1.4)
com a;(X) € K[[X]], mult(a;(X)) > i para todo i = 1,....,n, ap(0) # 0 e h(X,Y) €
K[[X,Y]].

Lema 1.43. Seja f € K[[X, Y]] uma série de poténcias irredutivel de multiplicidade n e

reqular em Y. Escreva f como em (1.4). Entdo

malt(a;(X)) > 7- mult(an(X))’

para todo i =0, ...,n.

Demonstracao: Como f é regular em Y de ordem n, segue do Teorema da Preparacao de
Weierstrass que existem uma unidade u € K[[X,Y]] e A4y, ..., A, € K[[X]] com A;(0) =0

tais que
u-f=PX,)Y)=Y"+ A (X)Y" '+ ... +A,(X) € K[[X]][Y]. (1.5)

Sendo u uma unidade e f irredutivel em KI[[X,Y]], temos que u - f é irredutivel em
K[[X,Y]]. Assim, do Lema (1.19) segue que u - f é irredutivel em K[[X]][Y] e do Lema
de Gauss u - f é irredutivel em K((X))[Y]. Logo do Teorema (1.25) item (iii) segue que,
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para i1 =0,...,n

i-mult(A,(X))

n

mult(A;(X)) >

(1.6)

Colocando u = ug +u1Y + ..., com u; € K[[X]], temos que ug é inversivel, logo u4(0) # 0.
Agora de (1.5) temos

Ui + U1 Qg1 + oo+ Up—iy, = A,

para todo i = 1,...,n. Em particular, mult(A, (X)) = mult(uga,) = mult(a,), ou seja,

mult(A, (X)) = mult(a,). (1.7)

A prova serd feita por indugao sobre i. De fato, para ¢ = n o resultado segue de (1.6)

e (1.7). Suponha que o resultado é vélido para todo j > i. Como
woa; = A; — (U1aip1 + oo F Up_iay)
e ug € inversivel, temos
mult(a;) = mult(upa;) = mult(A; — (uwaig + oo + Up_iay))
> min{mult(A;), mult(uia;i1), ..., mult(u,_;a,)}.

Observe que de (1.6) e (1.7), mult(A;(X)) > M e da hipétese de indugao segue
que o minimo do conjunto ocorre em A;. Logo,

i - mult(a, (X))

mult(a;(X)) = mult(A;(X)) >

para todoi=1,...,n. [ |

Proposicao 1.44. Considerando f como na Equagdo (1.4), as sequintes condi¢des sao

equivalentes:

1) O cone tangente de (f) € (Y™);

2) Para todo i > 1, mult(a;(X)) > i.
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Demonstracao: 1) = 2) Suponha que (Y") é o cone tangente de (f), entdao f é regular

em Y. Como f ¢é da forma
f=ag(X)Y" +a(X)Y" ' + .. +a,(X)+ Y"1 h(X,Y),

com a;(X) € K[[X]], mult(a;(X)) > i para todo i = 1,...,n, ap(0) # 0 e h(X,Y) €
K[[X,Y]], devemos ter mult(a;(X)) > ¢ para todo i = 1, ..., n, pois caso contrario, o cone

tangente seria (Y™ + ;Y"") para algum i = 1, ..., n.

2) = 1) Suponha que mult(a;(X)) > i para todo i > 1. Note que
mult(a;(X)Y"™") = mult(a;(X)) + mult(Y™"™") > n.

Logo, o cone tangente da curva (f) é (Y") uma vez que ag(X) é unidade. |

Suponhamos, agora que f é irredutivel de multiplicidade n e regular em Y como em
(1.4). Seja P(X,Y) € K[[X]][Y] o pseudo polinomio de grau n associado a f como em
(1.5) e seja o = (X 7) € K[[X7]] onde n = min{g € N;a € K((X%))} tal que

P(X,Y) = P(X,p(X7)) =0,

o que é garantido pelo Teorema da Funcao Implicita (Teorema (1.27)).

Tomando ¢t = X# entdo t" = X, assim temos ¢(t) € K[[t] e f(t",¢(t)) = 0. Nesta

situagao obtemos:

X =1t
Y =o(t) = > bit', com b, € K\{0}

>m

(1.8)

uma parametrizacao de f chamada parametrizacao de Newton-Puiseux da curva (f).

Qualquer outra raiz de P dard outra parametrizacao de Newton-Puiseux (t",(t))
do ramo (f), onde ¥ (t) = ¢(&t) e € é uma n-ésima raiz da unidade. Estas sdo as unicas

parametrizacoes da curva (f) da forma (", ¢(t)).
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Note que a condicao
1
n=min{g € Nya € K((X%)) e f(X,a)=0}

implica que em qualquer parametriza¢ao como em (1.8), n e os indices i, para os quais

b; # 0, sdo relativamente primos, pois caso contrério, a = o(Xn) € K[[X #]] onde

n ’ 7 . . . ’ . 7
n'=— <nedéom.d.c. de todos os indices 7, para todo i > 1, o que é absurdo pois n é

d
o menor dos inteiros para os quais a € K[[X«]] pertence. Observe que,

o(t) = Z bit' = bypt™ + byt + .., com by, # 0,

>m

implica que, mult;(p(t)) = m. Por outro lado,

a=p(X7) = b XT = by X5 + by X5 4., com by, # 0.

>m
Assim, multy(a) = s Portanto, n - multx(a) = m = mult:(p(t)). Com isto, e do
n
Teorema (1.25) item (iii) segue que

m = mult,(p(t)) = n - multx (o) = multx (A, (X)) = multx(a,(X)) > n,

onde a ultima igualdade segue da Equagao (1.7) e a desigualdade segue da Equagao (1.4).

Em particular, se o cone tangente de (f) é (Y"), entao da Proposicao (1.44), temos

mult:(p(t)) = multx(a, (X)) > n.

H& muitas outras possiveis parametrizagoes de (f) por meio de outras séries em K{[t]].
Seja (11(t),1(t)) um par de elementos em K[[t]] ndo nulos e nao unidades. Dizemos que

(11(t),12(t)) é uma parametrizagao de (f) se

F(r (), 42(t)) = 0

como um elemento de K[t]].

Definigao 1.45. Uma parametrizacio (¢Y1(t),12(t)) de (f) serd chamada primitiva se
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existir um automorfismo p de K|[[t]] tal que

(p(o1(2)), p(¥2(t))) = (£7, 0(1)),

onde (1", p(t)) € uma parametrizagao de Newton-Puiseux de (f).

Se f é regular em X, entao temos o mesmo resultado sobre X trocando Y por X.

A relacao entre a equacao de uma curva e sua parametrizacao de Newton- Puiseux é

de alta complexidade como podemos ver nos seguintes exemplos.

Exemplo 1.46. Considere a curva dada por
fX,Y)= YT - 14X3Y* - 7X5Y? 4 14XTY? + 7X8Y + XM 47X - X

Note que f € regular em Y com ordem 7 = mult(f). Se a = p(X7) € K[[X7]] € uma
raiz de f, ou seja, f(X,a) =0, entio considerando t = X7 temos que o(t) € K[[t]] e

f(t7,o(t)) = 0. Logo uma parametrizagio de Newton-Puiseux para f é dada por

X=t
Y =p(t) =3 bit' =17+t — .
i>7
Exemplo 1.47. A curva (f) = (=Y?*+4XY +X°) é reqular em'Y de ordem 2 = mult(f),

tem uma parametrizacao cujos termos até a poténcia 109 em t sao:

X =2
Y =5 4+ 2t18 4 231 — 257 4 4483 — 104109 + . .

Seja C' um ramo da curva definida por uma série de poténcias f de multiplicidade n

e regular em Y com uma parametrizacao de Newton-Puiseux

X =t
Y =)= bt b € K\{0}.

>m

Com isso, temos a seguinte definigao.
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Definigao 1.48. Definimos duas sequéncias (&;)ien € (5;)ien de nimeros naturais asso-

ciados a curva (f) como segue:

Bo = eo=mult(f)=n
B; = min{i; ;1 nao divide i e b; # 0}, se €1 #0
€ = m.d.C.(ﬁo, ceey ﬁj) = m.d.C.(€j_1, BJ)

Observe que se €1 # 1 ent@o o conjunto min{i ; €;_; nao divide i e b; # 0} nao é
vazio uma vez que a parametrizagao ¢ primitiva. Portanto os ;s estao bem definidos,

é igual ao primeiro expoente de t em (t), onde 5 nao é divisivel por n.

Temos também que ¢; divide €;_1 pois €; = m.d.c.(¢;_1, [3;), para todo j > i e
nN=¢y>€L>E2> ...

Consequentemente, para algum v € N, obtemos €, = 1 e portanto, a sequéncia dos 3;,

J > 1 ¢é crescente e termina em (3.

Definigao 1.49. Os expoentes caracteristicos de C' sao os (v + 1) numeros naturais
(ﬁOa ﬁla sy 57)

Exemplo 1.50. Considere uma parametriza¢ao de Newton-Puiseux de um ramo C,

X =1
Y:t12+t15+t18+t19.

Da Defini¢ao (1.48), temos que By = €9 = 6 e 31 € igual ao primeiro expoente de t
em Y que nao € divisivel por 6, ou seja, f; = 15 e e = m.d.c.(6,15) = 3. Agora By é

igual ao menor expoente de t que nao € divisivel por 3, ou seja, B = 19. Assim

g9 = m.d.c.(e1, B2) = m.d.c.(Bo, P1, P2) = 1.

Assim, os expoentes caracteristicos de C' sao (5o, f1, P2) = (6,15,19).

Note que, os expoentes caracteristicos de um ramo C' determina o inteiro €;, j& que

€5 = m.d.c.(ﬁo, . ﬁj)
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Com a notagao acima, podemos escrever uma parametrizagao do ramo C' como segue:

X =1
B2—1 ) By—1 ) )
Y=P{")+ > bit'+...+ > bit'+ > bit",
=01 i=By—1 >0y

onde P(t) € K[t] e ba,,...,bz, # 0.

Com isso, e através de uma mudanca de coordenadas do tipo X — X e Y +—
Y — P(X)

bﬂl
do ramo C como sendo

, se necessario, podemos considerar uma parametrizacao de Newton-Puiseux

X =th
Y =th 4+ Y bt
i>p1
Da definicao de 3; podemos facilmente deduzir que os coeficientes da parametrizacao
tem a seguinte propriedade: se ¢ e j sao inteiros tal que 3;_; <i < [3; e se £;_; nao divide
1, entao b; = 0. Reciprocamente, dada qualquer sequéncia crescente de niimeros naturais

relativamente primos (3, 31, ..., 8y tais que os inteiros €; definidos por

gj = m.d.c.(ﬁm ﬁla ceey Bj)

sao estritamente decrescentes e finalizem em 1, entao esta sequéncia corresponde aos

expoentes caracteristicos de algum ramo plano C.

Também definimos os pares caracteristicos (1;,x;) para j = 1,...,7 de C, como

segue:
gj-1 B
€j €j

Agora, como ¢; = m.d.c.(¢;_1, 5;), temos que m.d.c.(n;, ;) = 1.

Exemplo 1.51. Determinemos os expoentes caracteristicos e os pares caracteristicos do

ramo definido pela sequinte parametriza¢ao

X =t
Y:t24—|—t30+t33+t40.
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Observe que, da Defini¢ao (1.48) obtemos,

60:12, 61:6 82:3 83:1

Bo =12, 1 =30, By =33, B3 =40.

Logo, os expoentes caracteristicos de C' sao (12,30, 33,40). Com isto, podemos deter-

minar os pares caracteristicos.

€0 €1 €2
m ) Up & Ues 3
51 52 53
f €1 H2 9 Hs €3

Portanto os pares de Puiseur sio (2,5), (2,11) e (3,40).
1.5.3 Germes de Curvas Analiticas
Neste momento estamos interessados no estudo de curvas restritas a uma vizinhanca

de um ponto da curva. Para tanto, faz-se necessario o conceito de curvas analiticas.

Vamos nesta se¢ao considerar K como o corpo dos ntimeros complexos e C{X,Y} o
anel das séries de poténcias absolutamente convergentes numa vizinhanga de um ponto

O de C?. Todos os resultados apresentados anteriormente para K[[X,Y]] podem ser

demonstrados para C{X,Y}.

A propriedade extra da convergéncia permite uma interpretacao geométrica do con-

junto dos zeros de um elemento f do ideal maximal M = (X,Y’) do anel C{X,Y}.

Definicao 1.52. Definimos uma curva analitica plana definida por f € M como
Cy={(z,y) € U; f(z,y) =0},
onde U C C? é uma vizinhanca suficientemente pequena de um ponto O de C2.

Um ponto P = (a,b) € Cf é singular se f(P) = fx(P) = fy(P) =0, onde fx e fy

sao as derivadas parciais de f com respeito a X e a Y. Caso contrario, P é dito regular
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e neste caso, definimos a reta tangente a C'y em P como

TPCf . fx(P)(X — a) + fy(P)(Y — b) =0.

Uma curva é regular ou nao singular se, e somente se, é regular em todos os seus

pontos.

Observagao 1.53. O Teorema de Newton-Puiseuz, neste contexto, diz que se f € C{X,Y'}
€ um pseudo polinomio irredutivel de multiplicidade n, entdo existe uma série de poténcias

o(t) € C{t}, convergente num disco D centrado na origem de C, tal que
f(&", o(t) =0, paratodo te D.

Isto nos dd uma parametrizagio local de C; em torno da origem de C?, por fungoes

analiticas.

Proposicao 1.54. Sejam f,g € C{X,Y} irredutiveis. Entao C; = C, se, e somente se,

f e g sao associadas.

Demonstracao: Ver demonstragao em [HJ. |

O conceito de germe, que vamos estabelecer, carrega toda a informagao local da curva.
Sejam C e C, curvas analiticas planas em C{X,Y}. Considere U e V vizinhancas de
O € C?, onde O é um ponto de C; e C,. Dizemos que C; e C, definem o mesmo germe

em O se para alguma vizinhanca aberta W C U NV de O temos que

CyNW =C,nW.

Um germe de curva num ponto O é uma classe de equivaléncia de curvas definidas
em alguma vizinhanca de O, médulo a relagao de equivaléncia de ter a mesma restricao a

uma vizinhanca aberta de O.

O ponto O ¢é chamado a origem do germe. Se Cy é uma curva, escrevemos (C'y, O) para
denotar o germe da curva Cy no ponto O. Se nao houver confusao, diremos frequentemente

germe ao invés de germe da curva.
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Uma curva Cf definida em uma vizinhanga de um ponto O ¢ dita irredutivel em O

se, e somente se, seu germe (C, O) é irredutivel em O.

Definicao 1.55. Um germe (Cy, O) é chamado um germe singular ou uma singularidade

da curva se, e somente se, mult((Cy,O)) > 1.

Com isso, podemos dizer que seus representantes tém um ponto singular ou um ponto

multiplo em O.

Definicao 1.56. Dizemos que um germe (Cy, O) nao nulo é suave se ele € ndo singular.

Além disso, se (Cy,O) € suave, também serd seus representantes.

Considere (X,Y") as coordenadas em uma vizinhanga de O e seja (a, b) as coordenadas
do ponto O de forma que X = X —a, Y =Y — b sejam as coordenadas locais da origem,

ou seja, a menos de uma translacio, podemos considerar que o ponto O é a origem de C2.

1.6 Indice de Intersecao

Nesta secao introduziremos um método para expressar numericamente a ordem ou o

grau de contato de duas curvas algebroéides planas, que ¢ medido pelo indice de intersecao.

Seja K um corpo arbitrdrio e denotaremos por M = (X,Y), como usual, o ideal

maximal de KX, Y]].

Definigao 1.57. Sejam f,g € M. O indice de interse¢io de f e g € o inteiro (incluindo
o0 ) dado por:

g KXY

Com esta definicao obtemos o seguinte resultado.

Teorema 1.58. Sejam f,g,h € M, ® um automorfismo de K[[X,Y]] e u,v unidades em

K[[X,Y]]. O indice de intersecdo satisfaz as sequintes propriedades:

1. I(f,g) < oo se, e somente se, f e g sio relativamente primos em K[[X,Y]];

2. I(f,9)=1(g, f);
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3. L(®(f), ®(9)) = I(uf,vg) = I(,9);
4. I(f,9h) = I(f,9) + 1(f, h);

5. I(f,g) =1 se, e somente se, (f) e (g) sao suaves e possuem cones tangentes distin-

tos;
6. 1(f,g—hf)=1(fg)

Demonstracao: Ver demonstragao em [HJ. |

Exemplo 1.59. Determinaremos o indice de intersecao das sequintes séries de poténcias

g X, Y)=Y"— X% e f(X,Y)=Y®— X3, Pelo Teorema (1.58) itens (4) e (6) obtemos,
I(7,9) = I(Y" = X*,Y7 = X?) = I(Y? = X% Y7 = X* - Y*(¥" - X*)

= IV - X3 X2(XY?2 1)) =1(Y° - X3 X))+ I(Y® - X3 XY? - 1).

Agora observe que I(Y? — X3 XY? —1) =0, pois XY? — 1 € uma unidade, assim
(Y°— X3 XY?—1) =CJ[[X,Y]]. Com isso, e dos itens (2), (4) e (6) do Teorema (1.58)

temos,

I(f.g) =1(Y° = X% X?) = 20(Y° - X X) =2I(X,Y® - X?)
= 2I(X,Y?) =10I(X,Y) = 10,

uma vez que as curvas (X) e (Y) sdo suaves e possuem retas tangentes distintas.

Definicao 1.60. Seja f € M e considere o sequinte anel,

KX, Y]]

="

O anel Oy é um anel local cujo ideal maximal, que denotamos por My, € dado por My =
(x,y), onde x = X +(f) ey =Y + (f), ou seja, x ey sao as classes residuais de X e

Y, respectivamente.

Definicao 1.61. Seja f € M definimos a valoragao associada a f como sendo a func¢ao

Uy : Of\{()} — N

g — mault(g(t", (1)),
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onde (", p(t)) € qualquer parametrizagao primitiva de f e pondo vs(0) = oo.

Teorema 1.62. Sejam f e g pseudo polinomios em K[ X]||[Y]. Seja f = f1-...- f, uma

decomposicao de f em fatores irredutiveis. Entao,

I(f.9) = vai(g)-

Demonstracao: Ver demonstragao em [H]. [

Observe que pelo teorema acima, se f for irredutivel entdo I(f, g) = vs(g) para todo

g € K[[X,Y]].

Teorema 1.63. Sejam f,g € M. Entao

I(f,g) = mult(f) - mult(g)

com igualdade se, e somente se, (f) e (g) nao possuem tangentes em comum.

Demonstracao: Sejam f = f;-...- f, e g = g1 ... gs a decomposicao de f e g em

fatores irredutiveis. Do Teorema (1.58) item (2) e (4) obtemos,

I(f,9) = >_1(fi:9:): (1.9)

Por outro lado, como mult(hyhy) = mult(hy) + mult(hs) temos

mult(f)mult(g) = Z mult( f;)mult(g;). (1.10)
.3
Logo, se I(fi, g;) = mult(f;) - mult(g;), para todo i, j, temos de (1.9) e (1.10) que
I(f,9) =Y I(fing) = > mult(fi)ymult(g;) = mult(f) - mult(g).
() i,J
Portanto, podemos observar que ¢ suficiente provarmos o teorema para f e g irredutiveis.

Do item (3) do Teorema (1.58) o indice de intersegdo é invariante por mudanca de

coordenadas. Sendo assim, podemos assumir, apés uma mudanca de coordenadas ade-
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quada, que f é regular em Y, isto é, a reta tangente da curva (f) é Y e a curva (f) admite

uma parametrizacao de Newton-Puiseux da forma
X =t
onde n = mult(f) < /1 e n nao divide f.

Agora suponha que mult(g) =m e

onde g, 1:(X,Y) com i > 1 é um polinomio homogéneo de grau m+i. Entao pelo Teorema

(1.62) temos que

I(f,9) = v(g) = mult(g(t", o(1))) = mult((at” +bp(t))™ + gmi1 (t"; (1)) +...)
> nm = mult(f)mult(g).

Com igualdade vélida se, e somente se, a # 0, isto é, a reta tangente de (g) ndo é Y, ou
ainda, as retas tangentes das curvas (f) e (g) s@o distintas uma vez que, a reta tangente

de (f) ¢ Y. Disso segue o resultado. [

1.7 Poligono de Newton

Nesta secao apresentaremos um método algébrico para fatorar uma série de poténcias
formal f € C[[X,Y]] que é exclusivamente devido a Newton, embora fosse completado

depois pelos trabalhos de Cramer e Puiseux.

Fixe sobre um plano 7 = R? um sistema de coordenadas ortogonais a, 6. Convencio-

nando as orientacoes usuais do R2.

Considere f = Y aq5X*Y? como um elemento de C[[X,Y]]. Para cada par (o, d)
a,0>0
com a,s # 0 plotamos sobre m o ponto de coordenada (a,d) de forma a obtermos um
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conjunto de pontos discretos com coordenadas inteiras nao negativas,

A(f) = {(a,0); aas # 0}

que é chamado o diagrama de Newton de f.

Estamos interessados em uma linha poligonal cujos vértices sao pontos de A(f) e cujos
lados deixam as coordenadas da origem e todo diagrama em diferentes semiplanos. Para
isto, primeiro translade A(f) pela acdo de todos vetores com componentes nao negativas

de forma a obter o conjunto

N(f) = A(f) + R

Entao considerando o fecho convexo A(f) de A’(f), isto é, o conjunto convexo minimal

contendo A’(f). O bordo de A(f) consiste da uniao de duas semirretas paralelas aos eixos

e uma linha poligonal (talvez reduzida a um unico vértice).

Esta linha poligonal é, por definicao, o poligono de Newton de f o qual denotare-

mos por N(f). Usaremos somente N quando nao houver risco de confusdo.

No que segue, consideraremos um poligono de Newton e seus lados orientados da
direita para esquerda e de baixo para cima. Assim, se os vértices de um poligono de
Newton, de acordo com a orientacdo, sao P; = («;,9;), ¢ = 0,...,k entdo a;_1 > «; e
0;—1 < 0;, 1 =0,..., k. Neste caso, diremos que N comeca em P, e termina em P,. Py e

Py serao chamados respectivamente, o primeiro e o iltimo vértice do poligono.

A altura h(N) e a largura w(/NV) do poligono de Newton s@o definidos, respectivamente,
como a ordenada méxima e a abscissa méaxima de seus vértices, isto é, h(N) = & e

Os proximos trés lemas sao elementares.

Lema 1.64. O poligono de Newton de f comega (respectivamente, termina) sobre o eizo

a (respectivamente, eizo §) se, e somente se, f ndao tem fator'Y (respectivamente, fator

X).

Lema 1.65. O poligono de Newton de f € reduzido a um unico vértice se, e somente Se,

f=uX*Y?, onde u é uma unidade.
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Lema 1.66. Se u € C[[X,Y]] é unidade, entao A'(f) = A'(uf) e consequentemente
N(f) = N(uf).
Assim, se f e g sao associados entao N(f) = N(g).

Seja £ o germe de uma curva Cy em O. Estd claro, do Lema (1.66), que todas as

equagoes de ¢ tem o mesmo poligono de Newton. Com isto, temos a seguinte definicao.
Definigao 1.67. Definimos o poligono de Newton N (&) do germe & como sendo o poligono

de Newton de qualquer uma das equagoes de &.

Para curvas planas definidas sobre um corpo de caracteristica zero, existe um algo-
ritmo devido a Newton, que determina uma Parametrizacao de Newton-Puiseux da curva.
E para tanto, o Algoritmo de Newton determina as raizes de uma série f € C[[X]][Y]
preparada a Weierstrass (para mais detalhes ver [BK] e [C4]). Os resultados abaixo

seguem do algoritmo de Newton.
Como referéncia dos resultados abaixo, ver por exemplo, [BK].

Proposicao 1.68. Se C é uma curva algebroide plana irredutivel singular, entdo o poli-

gono de Newton de C' consiste de um unico segmento.

Demonstracao: Ver Lemma 2 de [BK]. |

Proposicao 1.69. Se C é uma curva plana redutivel, entao os ramos de C' que corres-

pondem a diferentes segmentos do poligono de Newton sao todos distintos.

Corolario 1.70. O numero de ramos de uma curva plana redutivel C' é maior ou igual

ao numero de lados do poligono de Newton de C.

Proposigao 1.71. Seja C uma curva redutivel em C[[X,Y]]. Um dos ramos de C' possui

uma série de Newton-Puiseux com termo inicial

m
n

arn, a€C\{0}

se, e somentle se, existe no poligono de Newton de C um lado L com inclinag¢io —-.
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Observacao 1.72. Assuma que um lado L do poligono de Newton comega no ponto
(v, 00) € termina no ponto (aq,01) e sejam 1,72, ..., Yk 08 ramos correspondentes a L,

ou seja, os ramos cuja série de Newton-Puiseur possui termo inicial de ordem .

Seja ny a multiplicidade de ~;. Segue novamente da prova construtiva do Algoritmo

de Newton que
k
01— 0o =Y n. (1.11)
t=1

Exemplo 1.73. Considere a série f(X,Y) = Y* 4+ 2X3Y? + 5X°Y?2 + 6X3Y + X® em
C[[X,Y]]. Entdo, o poligono de Newton € da sequinte forma:

,
|
th------ |
|
5

Figura 1.1: Poligono de Newton de f(X,Y)

Com isto, concluimos que o poligono de Newton comega no ponto Py = (8,0) e termina

no ponto Py = (0,4), tem altura h(N) = 4 e largura w(N) = 8. A inclinacdo de cada lado

1

€ —< e —1, respectivamente.

Uma parametrizacio de Newton-Puiseuzr de f(X,Y) € dada por:
T =1 r=1
y=R(Z®+6)t — 2>+ ... y=-L+.,

onde R € a raiz do polinomio p(Z) = Z3 + 6.

k
Pela Observagao (1.72), altura de um lado é 1 = > ng, onde ny € multiplicidade
=1

k
de cada ramo correspondente ao lado de altura 1 e para o outro lado é 3 = > ny. Da

t=1
parametriza¢ao, obtemos que ny = 1 para ambos os casos. Assim, podemos concluir que
existe um ramo da curva correspondente ao lado de altura 1 e trés ramos correspondentes
ao lado de altura 3. Com isto, temos que o niumero de lados do poligono é menor que o

numero de ramos da curva f(X,Y).



CAPITULO 2

Topologia das Curvas Polares

Curvas polares planas sao curvas definidas a partir de uma curva plana dada. Neste
capitulo, vamos abordar os principais conceitos sobre curvas polares, além disto, descreve-

mos completamente a topologia de curvas planas.

Uma pergunta natural que surge é: a topologia de uma curva polar pode ser descrita
a partir da topologia da curva plana que a define? Essa afirmagcao é falsa. Todavia, no
proximo capitulo, veremos que no caso genérico de curvas polares obtidas de curvas planas

genéricas com um par caracteristico esta afirmagao é verdadeira.

2.1 Curvas Polares

Nesta secao vamos considerar curvas polares de uma curva algebroéide plana.

Sejam f,g € M, onde M é o ideal maximal do anel C[[X,Y]], tal que a curva

algebréide plana (g) seja suave.

Denote por P,(f) o determinante da Jacobiana

of of

PP I
A(X,Y) 5

g Jyg

X oY

Com estas notagoes, obtemos a seguinte definicao.

Definigao 2.1. Se P,(f) # 0, ou seja, ndo € identicamente nulo, entdo Py(f) define

uma curva a qual chamaremos de curva polar de f com respeito a g, ou g-polar, e

denotaremos (Py(f)).

44



2.1 Curvas Polares 45

Vejamos algumas propriedades das curvas polares:

Proposicao 2.2. A curva polar (Py(f)) € invariante por mudancas de coordenadas.

Demonstracao: Sejam f,g € M com (g) uma curva suave e considere o seguinte

C-automorfismo de C[[X, Y]] dado por

X — R(X,Y)
Y — T(X,Y),

onde R(X,Y) =aX+b0Y +h(X,Y), T(X,Y) =cX+dY +ho(X,Y) e mult(h(X,Y)) >
2, mult(h2(X,Y)) > 2. Pela Proposigao (1.39), se ¢ é um C- automorfismo, entao as
formas iniciais de R(X,Y’) e T(X,Y) sado linearmente independentes. Logo ad — bc # 0.
Primeiramente note que, ¢(f) = f(R(X,Y),T(X,Y)) ¢ v(9) = g(R(X,Y), T(X,Y))

satisfazem

9p(f) Oe(f) Of(R(X,Y),T(X)Y)) 9f(R(X,)Y) T(X,Y))

oe(f)elg) | ox oy | _ X Y
0(X.Y) dp(g)  9e(g) 09(R(X,Y), T(X,Y)) 9g(R(X,Y),T(X.Y))

) X Pi%

of OR | 0f 9T 9f OR _0f OT or OR\ [ 0f Of

OROX ' OTOX OROY = 9T Y X Ay OR 0T

99 OR 09 0T 09 OR | 09 OT or or | | o o

OROX ' OTOX OROY ' 9T Y X oY OR OT

OR OR | | 8f Of

9X oY | | OR oT | _ AR, T) d(f,9)
oT oT | | 9g dg | OX)Y) OR.T)

0X oY OR OT

Logo, 2@ #(9) _ ORT) 0(f.9)

A(X,Y) a(X.Y) O(R,T)

Ap(f),plg)  O(f 9)

Agora, observe que as curvas determinadas por a(xX, ;’;) e (R, T) sao as mes-

O(R,T)
I(X,Y)

mas, uma vez que ¢ uma unidade. Com efeito,
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a_R a_R CL—I—% b+%
IR, T) | 0X Y | _ X Y _ad— bt H(X.Y)
a(X’Y) a_T a_T +% d+% | |
X oY “Toax Y

onde h(X,Y) € C[[X,Y]] com mult(h(X,Y)) > 1. Como ad — bc # 0 concluimos que

IR, T) :
AX.Y) ¢ uma unidade em C[[X, Y]].

Agora, note que

Portanto, (Py(f)) = (Pag (#(1))). "

Proposicao 2.3. Sejam f,h € C[[X,Y]] com mult(h) =1 e P,(f) a equacao da polar de
[ com respeito a h. Entdo, existem mudangas de coordenadas tais que (Pn(f)) = (Py(f)),

para alguma g € C[[X,Y]] de forma que

af  of
21

— b=
o\f) = agy +hgy
com a,b € C nao simultaneamente nulos.

Demonstragao: Vamos dividir a demonstracao em dois casos:

Primeiro caso: Suponhamos que h(X,Y) seja linear, isto é, h(X,Y) = aY — bX,
com a,b € C, a # 0 ou b # 0. Logo, obtemos de imediato a equacao da polar de f com

respeito a h da prépria definicao.

Segundo caso: Suponhamos que h(X,Y') nao seja linear. Como mult(h) = 1 entdo
h(X,Y) =bX +aY + hi(X,Y),

ondea #0oub#0eh(X,Y) € C[[X,Y]] com mult(h;) > 2. Podemos supor sem perda
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de generalidade que b # 0 e defina a seguinte aplicagao:

v CllXY] —  CIX,Y]

X aY — h(X,Y)
b
Y — Y.

Observe que as formas iniciais de ¢ sao linearmente independentes. Com efeito, calculando

o determinante temos

1 OWX)Y) a 1 OhX.)Y)
b 0X b b Y _ 1 onX)Y)
b 90X
0 1
Oh(X,Y)

que ¢é nao nulo, pois caso contrario, = 0, para todo X, Y, ou seja, h(X,Y) s6

0X

dependeria de Y, o que é absurdo uma vez que supomos b # 0. Portanto, da Proposi¢ao

(1.39), ¢ é um C- automorfismo.
Note que ¢ 1 (h(X,Y)) = aY — bX, pois

paY —bX) =ap(Y) —bp(X) =aY —b (%(X’Y)) =h(X,Y).

Assim, considerando ¥ = ¢! obtemos 9 (h(X,Y)) = aY — bX. Portanto, como a curva

polar ¢é invariante por mudancas de coordenadas e do que foi mostrado no primeiro caso,

concluimos o desejado. |
Podemos em particular, escolher g(X,Y) = —X e entao a equacdo da polar é dada
of
P =,
por g(f) aY

Observacao 2.4. A curva polar de f com respeito a g € invariante por mudancas de
coordenadas, Proposi¢io (2.2) mas, em geral, a curva polar (P,(f)) depende da equagdo
de f, ou seja, do representante da curva escolhida. De fato, considere h = uf um outro

representante da curva (f), onde u € uma unidade em C[[X,Y]]. Assim, a equacdo da
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polar h com respeito a g é

o) ows) | | 0w, of 0w of
| 0% Tov | _|'ax T'ax Tavy oy |
' 99 g ] 7]
oX oy X Y
W (209 0F 99 ,(Oudg Oudg) . Ofg) . Oug)
oX Y 9V oX axoy _ovox)  “axy) T Tax vy

Claramente se pode observar que esta equacdo é diferente da equacdao da polar de f com

relacao a g.

2.2 Topologia de Curvas Planas

Nesta se¢ao vamos apresentar uma breve descricao da topologia de curvas analiticas
planas. Este problema foi completamente resolvido por Brauner, Zariski e Burau (veja
[Z1]) por volta da década de 30. Eles provaram que dois germes de curvas analiticas
planas irredutiveis sao topologicamente equivalentes se, e somente se, as curvas possuem

0s mesmos expoentes caracteristicos.

Para mais detalhes sobre a parte histérica e a demonstracao dos resultados que vamos

apresentar veja, por exemplo, [BK].

Intrinsecamente, uma curva é homeomorfa a C, entretanto se queremos capturar as

propriedades qualitativas das curvas planas, devemos considerd-las como curvas mergu-

lhadas em C?2.

Como definimos anteriormente, uma curva analitica plana C; é um conjunto dado
por:

Cr={(z,y) €U; f(x,y) =0 com fecC{X,Y}},
onde U é uma vizinhanca suficientemente pequena da origem de C?.

Definigao 2.5. Sejam Cy e C, curvas analiticas planas em C? e suponhaz € Cy ey € C,,.
Entao, o germe (Cy,x) € topologicamente equivalente a (Cy,y) se existem vizinhangas U
dex eV dey, respectivamente, em C* e um homeomorfismo ¢ : U — V tais que ¢(z) =y

e d(CyNU)=CyN V.
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Vamos considerar primeiramente o caso irredutivel. Dada uma curva analitica plana
irredutivel CY, ou seja, f € C{X,Y} é irredutivel, podemos enxerga-la como um objeto
em R*, pois

CfCC2%R4.

Assumindo que C} possui uma singularidade isolada, podemos sem perda de genera-

lidade, supor que a singularidade é a origem (0, 0) de C2.

Uma primeira questao que os gedmetras se preocuparam foi descrever o tipo topoldgico
de ('t numa vizinhanca da singularidade. Para tanto é natural nos restringirmos a uma
pequena vizinhanca da origem. Assim, seja B uma bola aberta de R* centrada na origem
e de raio € > 0 suficientemente pequeno. Seja S o bordo de B, ou seja, S = OB é a esfera
centrada na origem de raio ¢ > 0. Denominamos a intersecao da esfera S com a curva

por link e denotamos por K = SN CYy.

Quando C ¢ irredutivel na vizinhanga de uma singularidade, entao o link K = SNCYy

é¢ um né em S C R* (S? é uma 3-esfera).

Definicao 2.6. Um né é um subconjunto K NS® que é homeomorfo a esfera S com uma
orientacdo. Dois nés K; e Ky em S® sao equivalentes quando existe wm homeomorfismo
¢: S — 83 que leva K, em Ky e que preserva suas orientacoes. Equivaléncia entre links

€ definida de maneira andloga.

Definigao 2.7. Se A é um subconjunto de C?, definimos o cone sobre A (ou com base A)
com vértice na origem, como sendo o conjunto de retas de C* que passam pela origem e

por cada um dos pontos de A, o qual denotamos por C(A).

Milnor em [Mi] provou que estudar a topologia de uma curva analitica plana C'y numa
vizinhanga da origem, ou seja, Cy N B, reduz-se ao estudo da topologia do cone do link

(ou seja, C(K), onde K = SN CYy), resultado que apresentaremos abaixo.

Teorema 2.8. Seja B uma pequena bola em torno da origem de C%, o qual € uma sin-
gularidade de uma curva analitica plana C;. Seja S = 0B, K =SNC; e C(K) C B o

cone com base K e vértice na origem. Entao

(B,BNC;) e (B,C(K)) sao homeomorfos.
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Entretanto, o tipo topolégico de (B, C(K)) é determinado pela topologia de (S, K),

ou seja, pela topologia do link.

Em resumo, o teorema acima mostra que germes de curvas analiticas planas com links

equivalentes sao topologicamente equivalentes. E a reciproca também é verdade.

Corolario 2.9. Dois germes de curvas analiticas planas irredutiveis sao topologicamente

equivalentes se, e somente se, eles possuem links equivalentes.

Ou seja, o problema da classificagao topolédgica local de curvas analiticas planas irre-

dutiveis, reduziu-se ao problema de classificar seus links, que sao nos.

Considerando a projecao estereografica 7 : S\{q} — R3 onde ¢ é um ponto da esfera
S que nao pertence a curva Cy, o estudo da topologia do link K = S N Cy é reduzido ao

estudo da topologia da imagem de K pela projecao m, que é um objeto de R3.

Pode-se mostrar que a imagem do link pela projegao estereografica, m(K), é um né
torico iterado. Vamos dar uma idéia do que se trata um noé térico iterado. Um no toérico

em R? é uma curva simples, ou seja, sem auto-intersecao e fechada em um toro de R3.

Definigao 2.10. Dizemos que um nd torico € do tipo (n,m) e ordem 1, se ele percorre n

vezes no sentido equatorial e se espirala m vezes no sentido meridional no toro.

Se considerarmos uma vizinhanga tubular de um né térico do tipo (n;,m;) e nesta
vizinhanga considerarmos um né térico do tipo (ng,msy), entao este tdltimo é chamado
de né térico iterado de ordem 2 do tipo (nq,my)(ng, my). Procedendo desta maneira,

podemos construir um né térico iterado de ordem g de tipo (n1,m1)(ng, ma)...(ng, my).

O teorema a seguir descreve a topologia do link ou da sua imagem pela projecao

estereografica 7, uma vez que K e 7(K) sdo homeomorfos.

Teorema 2.11. Seja (Cy, O) um germe de curva analitica plana irredutivel, parametrizada
por uma expansdo de Newton-Puiseur com pares caracteristicos (ny,mq)...(ng, mgy). En-
tao, o link K = SN Cy, onde S € o bordo de uma pequena bola ao redor de O, é um no

torico iterado do tipo (ng,my)...(ng, my).

A reciproca deste resultado também é verdadeira.
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Corolario 2.12. Dois germes de curvas analiticas planas irredutiveis sao topologicamente
equivalentes se, e somente se, eles possuem os mesmos pares caracteristicos (ou 0s mesmos

expoentes caracteristicos).

Portanto, os germes de curvas analiticas planas irredutiveis sao completamente clas-

sificados do ponto de vista topoldgico pelos expoentes caracteristicos da curva.

E o que podemos falar sobre a topologia de curvas analiticas planas redutiveis? Neste
caso também temos uma descrigdo completa. Se (Cy,O) é um germe de curva analitica
plana redutivel, entao a intersecao de C'y com uma esfera S ¢ uma uniao de nés linkados.

Cada n6 pertence a uma componente irredutivel de C'.

Dados (C},0) e (Cy, O) germes de curvas analiticas planas redutiveis em O € C%. E
sejam K1 = SNCf e Ky = SNC,nds, onde S é uma pequena esfera em torno de O. E
possivel provar que, certas informagoes sobre o tipo de entrelacamento entre K7 e K5 sao

obtidas do conhecimento do indice de intersecao das curvas associadas.

Teorema 2.13. Dois germes de curvas analiticas planas redutiveis (Cy,O) e (Cy, O) sao
topologicamente equivalentes, se existe uma bijecao entre as componentes irredutiveis de

Cy e C, tais que

1. o0s expoentes caracteristicos das componentes irredutiveis correspondentes sao iguais;

2. o indice de intersecao das componentes irredutiveis correspondentes coincidem.

Portanto, este teorema classifica completamente, do ponto de vista topoldgico, as
singularidades de curvas analiticas planas com varios ramos. E observe que a existéncia
de uma bijegao entre Cy e €y nos garante que as curvas possuem o mesmo numero de

raimos.

A descricao topoldgica acima, apesar de ter sido feita para curvas analiticas planas,
permanece vélida para curvas algebréides planas definidas em C[[X,Y]]. Isto deve-se ao
fato que dado uma curva algebréide plana definida por uma série f € C[[X,Y]], entao
existem mudancas de coordenadas de tal modo que f pode ser truncada numa determinada
ordem. Portanto curvas planas podem ser definidas, a menos de mudancas de coordenadas,

por polinémios, que em particular sdo analiticos. Para mais detalhes ver [Z2].
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2.3 Topologia da Polar de uma Curva Plana

Como afirmamos no inicio deste capitulo, a topologia de uma curva polar nao depende
apenas da topologia da curva plana que a define. Em 1971, Pham em [P] deu o primeiro
exemplo de germes de curvas planas com mesmo tipo topologico, porém suas curvas polares

nao tem o mesmo tipo topoldgico.

Exemplo 2.14. (Pham) Considere a familia de curvas planas fy dada por:
o f=Y3— X" 4+ )AX%Y, onde X e€C.

Uma parametrizacao de Newton-Puiseuz de fy € dado por

X =1
_ 411 A113
Y=t 45t +

Hm Poligono de Newton dg, .
B Poligono de Newton d&(f,) paraX # 0.
Bl Poligono de Newton d&(f,) parax = 0.

Figura 2.1: Topologia

Observe que para todo A € C, f\ € irredutivel com um par caracteristico (3,11).
Portanto, do Coroldrio (2.12), sdo topologicamente equivalentes. Agora, da Proposi¢do

(2.3) podemos considerar a equacao da curva polar de fy dada por,

P(f) = % =3Y?+AX®,  onde NeC.

Analisemos os sequintes casos:

i) Se A\ # 0, entdo % = 3Y2 4 AX® = (V3Y + VXX (VBY — VAiX*). Neste

caso, 0s ramos Cy = (V3Y + VAiX?%) e Cy = (V3Y — VNiX*) possuem tinico expoente

caracteristico By, e (o2, respectivamente, que € exatamente a multiplicidade dos ramos,
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ou seja, o1 = 1 = Po2. F o indice de intersecao de Cy e Cy €:
1(Cy,Cy) = I(V3Y + VNiX* V3Y — VNXY) = I(Y, X*) = 41(Y, X) = 4.

0
ii) Se A = 0, entdao a—{j = 3Y? = (V3Y)(V3Y). Também neste caso os ramos
g1 = (V3Y) e go = (vV3Y) possuem tinico expoente caracteristico, By = 1 = Boy. Mas o

indice de intersecao de g, e gy €:

I(g1,92) = I(V3Y,V3Y) = I(Y,Y) = o0.

Logo, pelo Teorema (2.13), as curvas polares P(f\) para A = 0 e A\ # 0 ndo sao

topologicamente equivalentes.

Casas em [C1] considera curvas algebroéides planas irredutiveis genéricas com um par
caracteristico, e neste caso, genericamente o tipo topolégico da polar de uma curva al-
gebréide plana com um par caracteristico depende apenas do tipo topoldgico da curva
original, que como descrevemos na secao anterior, o conhecimento dos expoentes ca-
racteristicos determina completamente a topologia de uma curva plana irredutivel. O
exemplo de Pham apresenta uma familia de curvas planas com um par caracteristico

cujas curvas polares nao possuem mesmo tipo topolédgico.

No préximo capitulo, vamos explorar com mais detalhes o trabalho de Casas em [C1],

utilizando o poligono de Newton.



CAPITULO 3

Polar de uma Curva Plana com um

par Caracteristico

Neste capitulo vamos descrever a topologia da curva polar genérica de uma curva
algebréide plana irredutivel em C[[X, Y]], com um par caracteristico, através do poligono

de Newton da polar.

O principal resultado deste trabalho é o Teorema (3.14) que caracteriza os ramos da

polar genérica através do par caracteristico de cada ramo.

3.1 Equacao da Curva Polar

Para nao carregar a notagao vamos, de agora em diante, considerar o anel C[[z, y]].

Seja (f) uma curva algebréide plana irredutivel com um par caracteristico e definida
sobre o corpo C dos nimeros complexos. Depois de uma mudanca de coordenadas, se
necessario, segue do Teorema da Fungao Implicita de Newton (Teorema (1.27)) que a

série de Newton-Puiseux de (f) é escrita da seguinte forma:

m+k
n

y:b(x):$%+zak$ ;

onde n é a multiplicidade e (n,m) é o par caracteristico da curva algebréide plana irre-

dutivel (f).

Sabemos que existem n parametrizagoes de Newton-Puiseux de uma curva algebréide
plana irredutivel e que elas diferem por uma raiz n-ésima da unidade, assim denotemos

tais parametrizacoes por

54
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bi(x) = €M%+ (3.1)

k>1

com & € Uy, i =1,....,n, onde U, é o grupo das n-ésimas raizes da unidade em C. Segue

do Corolario (1.26) item (ii) que podemos escrever f(x,y) da forma

n

0= f(z,y) = H(y —bi(z)) € Cl[z,y]]

i=1
como sendo a equagao implicita de (f).

A polar de (f) relativa a dire¢do com coordenadas homogéneas (A, 1) é definida pela

equacao )\% + ug—;j = 0, ou mais explicitamente,

n

0 = 2 (flo-nn) +u (M- 00)

i=1

Logo,

=L+ u% = ( IT(y - w))) (1 — AV (a)). (3.2)

n n
Lema 3.1. Podemos escrever a expressao y ( [Ty — bl(x))> em termos de polinomios
=1 \ i=1
! i)
simétricos, ou seja,

> <H (v bi<x>>) =y ) o DS b

p=0
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Demonstragao: Primeiramente devemos observar que,

)> <ﬁ< <x>>> = 11 = b)) + T1 = b)) + o+ [Ty~ bit2)

i=1 i=1 i=1 i=
i£j i#1 i#2 i#n

= (Y=02(2))..(y=bn(2)) + (= b2(2)) (y = b3(2)) . (y =bn () + .. +- (Y = b1 (2)) . (y = b1 ()

=ny" P —(n—1)(by+by+ ...+ b))y 2+ (n—2)(bby+ ...+ b1by +bobz + ...+ boby, + by 16y +
ot b b)Y B A (D by Dby 9by by by 3by by e A Dobs L by).

Com a definigao de polinémio simétrico ( Ver Apéndice (A.2)), sei; € {1,2,...,n} obtemos,

i(ﬁ@—m(@)) =yl = (n— D)SHb )Y+ (n— 2)S3 (b, by )y

—(TL — 3)5%(()21, bi2> bi3)yn—4 —+ ...+ (—]_)n_lS{Lil(bil, ceny bin—l)'

Segue que,

> <H(y - bi(ﬂf))) =ny" + i(—l)”_p_l(ﬂ 18T (b b )Y

i=1 i=1
J i#]

Como as n parametrizagoes de Newton-Puiseux de (f) sdo dadas pela Equagao (3.1) e
. . . , . —p—1 ,
estamos interessados nos primeiros termos da série S7 """ (byy, ..., bi,_,_,), Vamos expressa-

los em termos de polindmios simétricos nas raizes &;, i = 1, ..., n.

Lema 3.2. Para p=0,...,n — 2 seque que

(n—p—1)m p 1)m

S?_p_l(bin'"abinfpr Sn - 1(517" gn)

-----

1 (n—p—1)m+k
Z <S7T7L1,p,m m+k gl? ey fn)akx n )

k>1

Demonstracgao: De fato, note que se p=n — 2

>

=1 k>1 \it= 1

= SL(E, - &) 4+ 3 SE i (Ery e E)aga ™

k>1
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De um modo geral, é facil verificar que,

2m+k

SQ(b“,b ) — 5727%7”(51’. ,fn)x n + Z < mm+k(§1v- .,€n>akl’ n > + ...

k>1

Sg(buabzmbm) = Smmm(gl’ ’gn)x%ﬂ + Z <S7§1,m,m+k(§1’ m’£n)akx3mn+k> te

— — (n—1)m (n—1)m+k
S{l 1(bi17 a3 binfl) = S:Ln,..l.,m(gla X) £n)x " Z (SZL, l,m m+k(§1a eey £n)akl‘ n > +
E>1
Assim, tomando p =0, ...,n — 2, segue que
(n— p 1)m

R (T S e e (ST S o
" (n—p—lym+k
Z <Sm7 p,ﬂierk gl’ "'>£n)akx n ) + ...

k>1

Assim, podemos concluir dos Lemas (3.1) e (3.2) que

2 (ﬁ@—bi(az))) SRS D (| B RN R

(n—p—1)m+k

S CTERSICE s P P

. —p—1
Vamos observar adiante que apesar de termos expresso S7~ 7 (by, ..., b;

in_, ) Parcial-

mente em termos de polinomios simétricos nas raizes &;, ¢ = 1,...,n, os termos descritos

sao suficientes para nossos propésitos.
No préximo resultado, vamos considerar p € N tal que 0 < p <n — 1.

Proposicao 3.3. Na equagao (3.2) nao aparecem monémios com bigrau (0, p) (em z ey
resp.) se d < u Sed > M eset:=t(d,p) :=on—(n—p—1)m entdo ocorre
na equagdo (3.2) um monémio nao trivial com bigrau (0, p) cujo coeficiente é uma fungao
linear em a;. Mais ainda, se t(6,p) = t(a, B) temos que (0,p) = (o, 3), além disso, se

t(0, p) < r entao a, nao ocorre no monémio cujo bigrau € (0, p).
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Antes de provar a proposigao, enunciaremos e demonstraremos um lema técnico que

serd util na demonstracao da proposicao.

Lema 3.4. Se p < n—2 entio m+t = m(p+2) Z 0mod(n), onde t = t(0,p) =
on—(n—p—1)m. Além disso, Z gt =81 (&, &) =0

Demonstracao: Suponha que p < n — 2, como t = t(5,p) = on — (n — p — 1)m segue

que,

m+t=m+on—(n—p—1)m=m—(n—p—2)m=n(d —m)+ (p+ 2)m. Logo,
m+t = (p+2)m mod(n). Agora observe que, se (p+2)m = (n, para algum ¢ € Z, { # 0,

entao m = n absurdo, pois mdec(m,n) = 1. Para concluir, note que

p+

Z gm-i-t Z 5”(5 m)+m(p+2) Z £m(p+2)

=1

Vale lembrar, da Observagao (1.24) que, ao somar todos os elementos de U, isso resulta

) gmiet?)

. . +2 42 - . .
no elemento neutro da adigao, mais ainda, &;" (Pt2) ¢ U,ese&” (o j entao i = 7,

ou seja, & = ;. Logo,

n

S oo
i=1

=1

Agora estamos aptos para demonstrar a Proposigao (3.3).

Demonstragao: Nosso objetivo nesta proposicao ¢ determinar os monomios que de
fato aparecem na equagao (3.2), cujos coeficientes sdo fungoes lineares em a;. Para tanto,

basta analisarmos na equagao (3.2) o que acontece com os mondmios da expressao

i(ﬁ(y—bi(x))>u=i<ﬁ<y gra =Y ag "‘*’“))M (3.4)

=1 \i=t j=1 \ =t k>1
Pela Equagao (3.3), é facil ver que para y*, 0 < p < n — 1, a ordem em = nao é menor
que (n —p—1)=.

Suponha que § > ("pil Observe na Equacao (3.3) que, para p =n —1, 6 = 0.

Temos que (n — p — 1)m #Z 0 mod(n) pois caso contrario, n|(n — p — 1)m. Uma vez que
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mdc(m,n) = 1 segue que n|(n — p — 1), ou seja, n|(n — (p+1)). Como p+ 1 < n temos
n— (p+1) < n, absurdo. Portanto n{ (n —p —1)m.

Seja t(d,p) =dn—(n—p—1)m € Z. Como § > W temos que t(d, p) > 0 e além

n—p—1)m

disso, t(d, p) = 0 se, e somente se, § = ( . Analisemos o caso em que § > w,

n n

ou seja, t(d, p) > 0. Neste caso, pela Equagao (3.3) temos que, § = M, k> 1, ou
seja, t = k = on — (n — p — 1)m. Nestas condigdes, queremos provar que em (3.4) ocorre
um monoémio nao trivial com bigrau (9, p) cujo coeficiente é uma funcao linear em a;, ou

seja, basta provarmos que

Sl (€1, s &) # 0.

Com efeito, se p < n—2 segue do Lema (3.4) que S}, ., (&1, ..., &) = 0 e da Proposicao
(A.10) (Ver Apéndice (A.2)) temos,

0 = ng,_p,_ng,m(fla SES) gn) ' Sranrt(gla ey fn)
= Syl (&rs e &) Sl (€1 €n) o S (6 s )
+STT)ll:p.,_n%,m+t(£17 LERE) gn)

= (n—p—=2)8n "2 (& &) + S (& e ),

ou Sejaa SVTrL;?;ri,ert(gla ) fn) = _(n — P Q)STT);?.F.,;S,Qert(gla ) fTL)

Agora vamos determinar S 72 (&1,..,&n). Se p < n — 3, segue do Lema (3.4)

m,...,m,2m-+t

que 521m+t(£17 sy gn) - Z £i2m+t = (0. Entao
i=1

0= Srrilm,_p,_nim(glv ES) gn) : S2lm+t(£17 S gn) - (7’L —pP— 3)53177;3,3m+t(£17 EERE) gn)

+S:Lnj?,7rs,2m+t(§17 ey fn)a

ou ainda, S 2 (€1, &) = —(n—p—23)Sr 3 (&1, -.,&,). Obtendo assim,

m,...,m,2m-+t m,...,m,3m-+t

Sr?zjﬁjn%,m-i—t(ﬁh ey fn) = (n —pP— 2)(” —pP— 3)‘5'::;7;3,3771-{-1?(517 EES) §n>
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Desta forma, repetindo este processo obtemos,

S:rl;e;;,ert(gla ) fTL) = (_1)n7p73 ’ (n —pP— 2) Ce 2 Srzn,(n*p*2)m+t(€17 D) §n>
E finalmente,

0= 8060 80) St it (E1r &) = Sy (€1 6n)
+ Srzn,(nfpf2)m+t (517 ) gn)

Concluimos apdés n — p — 2 passos,

St (€ &a) = (1) P20 = p = 21 S{ 1y (€, v, 6n)-

Mas, por hipétese, t = t(d,p) = én — (n —p —1)m > 0, entdo on = (n — p — 1)m + t.

Assim,
n

S(lnfpfl)ert(gla 7571) - Sgn(gla 7571) - Z&én =n 7é 0.

i=1
Portanto,

S::L;rpL,i.},ert(gla 7€n> = (_1)n7p72 : (n — P — 2)' ‘n 7& 0
e disso segue o resultado.

Suponha que t(6,p) = t(a, 3), entdo on — (n —p—1)m = an— (n — B —1)m, o
que implica (p — f)m = (@ — d)n. Assim n | (p — f)m. Como mde(m,n) = 1 temos
n| (p— ). Sendo p, 3 <n—1segue que p— 3 <n—1. Logo p— =0, ou seja, p =

e consequentemente 0 = n(a — J) e assim, segue que 0 = . Portanto (6, p) = («, 7).

Para concluir, se a, aparece no monomio cujo bigrau é (6, p) segue imediatamente da

Equagao (3.3) que t(d, p) = k > r o que completa a demonstracao da proposicao. [ |

Observagao 3.5. Os termos nuy™™' e —mAz™™1 também aparecem na Equagdio (3.2).
O dltimo vem da soma do produto de (n — 1)-fatores &€™a™n de by(z) com os fatores
%Sfl)w% de b;(x), i,j =1,....m com 1 # j. Além disto, nao existe outro termo com
bigrau (0,n—1) envolvendo p, nem termos com bigrau (m—1,0) envolvendo X. Portanto,

para qualquer valor de ay existem monémios nao triviais com bigrau (0,n—1) e (m—1,0)
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na equacao de uma curva polar genérica.

3.2 Poligono de Newton da Polar Genérica

Analisaremos agora a singularidade da curva polar genérica para uma curva algebréide
plana irredutivel (genérica) C', onde genérica, neste caso, significa que de todas as curvas
C, excluimos aquelas cujos coeficientes a; formam um conjunto finito de relacoes algébricas

nao triviais (que nao serdo escritos explicitamente).

A Proposigao (3.3) determina os mondmios que ocorrem na equacao de uma polar
genérica de uma curva genérica com um par caracteristico, em particular, se considerarmos
um monomio na equagao da curva polar cujo grau é p em y, onde 0 < p < n — 1, entao
o menor grau em z nao ¢ menor que (n — p — 1)™. Como os vértices do poligono de
Newton sao formados por coordenadas inteiras positivas segue que o menor grau em x
é¢m — |[(p+1)2], (onde | | denota a funcdo parte inteira). De fato, se (p + 1)™ fosse

seria inteiro. O que é um absurdo, pois mdc(m,n) = 1 e

inteiro, entao (n —p — 1)=

n{(n—p—1)m. Assim, (p+1)m # 0 mod(n), ou seja, (p+ 1) nao é inteiro. Logo,
m m
Lm— (p+1)—J <m—(p+1)—.
n n

Por outro lado, (p + 1)2 > [(p+1)2], ou ainda —(p + 1)2 < —[(p+ 1)2| entdo
m—(p+1)2 <m—[(p+1)2]. Assim,

Lm—(p+1)%J <m—(p+1)%<m— L(p+1)%J.

Portanto, m — L(p + 1)%J ¢ 0 menor grau que ocorre em .

Para desenhar o poligono de Newton da polar genérica, temos que considerar apenas

os pontos da forma

Pp:<m— L(p—l—l)mj,p), onde p=0,..,n—1.
n

Note que incluimos o ponto P,_; que corresponde ao Unico monomio de grau n — 1
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em y. Assim temos os pontos
Py = (m— {—J ,O) e P,y =(0,n-1)

como sendo o primeiro e o ultimo vértice, respectivamente, do poligono de Newton da polar
genérica. O préximo passo ¢ descobrir quais dos pontos P, sao os vértices do poligono de

Newton da polar genérica.

Como a curva C' possui um par caracteristico (n,m), podemos expressa-lo em termos
de fragoes continuas reduzidas da forma

s m 1
p_:_:h0+

& " hy +

(3.5)

ho +

veja Segao (A.1) sobre fragoes continuas no Apéndice A.

Vamos supor que as coordenadas de um vértice sao dadas pela seguinte expressao

MQa; S
quj_l = (m — { SQJJ s Qo — 1) , para algum j inteiro positivo, 0 <7 < 5

Note que, se j = 0 temos que ¢,; — 1 = ¢, — 1 = 0 entao (m — L%J ,0) = (m — hyg,0)
¢ o primeiro vértice do poligono de Newton. Como conhecemos um vértice e sabemos as
coordenadas de todos os outros pontos é possivel construir o proximo lado do poligono de
Newton da polar genérica, basta selecionar dentre todas as retas que passam pelos pontos

P,e Pq2j_1, onde ¢,; —1 < p <n — 1, a de minima inclinagao, cuja expressao é

Gy —1—0p
By LYy e
n

Ou seja, se § ¢ o angulo entre a reta que passa pelos pontos P, e quj—l e 0 eixo 4, entao

queremos determinar a reta cujo ¢ é maximo. Como as inclinagoes dessas retas sao todas



3.2 Poligono de Newton da Polar Genérica 63

negativas, tomamos em vez das inclinacoes o oposto de seu inverso que ¢ dado por,

VHDMJ _ Vn(ij
max p_q2j+1n , gy —1<p<n-—1

Considere t = p — q,; + 1, ouseja, p=t+¢q,, — 1. Como ¢,; —1 < p <n —1 temos
que 0 <t <n — g,. Com isto, obtemos

e e il
n n " n

max = max , 0<t <n—q,.
p_fbj"‘l t s

Denotamos por

a-t((tspie] - )

Utilizaremos as propriedades de fragoes continuas na tentativa de encontrar um limitante
superior para A.

. . . - . . S . .
Lema 3.6. Fizado um inteiro positivo j, onde 0 < j < 5 € nas condi¢oes acima, temos
que A < Paii1

Q2511

Demonstragao: Observe que da Equagao (3.5)

mgs; Ps Ps = Doy D2; bs Do
] e 2o )
n qs qs q2; q2; qs q2;

Como 25 < s e além disso, 2j = 0 mod(2), temos do Lema (A.7) Apéndice A que

Bs Py . Entdo,

qs q>; 425G254+1
Ps D2y 1 1

qs; (_ - ﬁ) S 4 = < 1.
qs q2; 22541 G2j+1
mda..
Logo, L qng = pa,. Assim,
n

(- 1))
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Por outro lado,

Al QMJ _p2j> 1 {M _ijJ , (3.6)

t n t n

pois estamos subtraindo um nimero inteiro da parte inteira.
Como 2j < s segue que 25 +1 < s. No momento vamos supor que 25 + 1 < s.
Consideraremos o caso em que 27 + 1 = s posteriormente.

Novamente do Lema (A.7) temos que

m_Ps _ Py (p_ _ p_)
n qs q2; qs q2;
, —1)Z+2 —1)%+3 _1)s+!
— @Jr(( U G P G )
q2; Q2342511 G25+192542 ds—194s
) 1 1 -1 s+1
) + ( — + ...+ 7( ) >
q2; G2;42541 Q21192542 qs—19s
; 1 1 —1)®
_ Py + -1 ( — et u) .
q2; Q23925 +1 Q251192512 Q251292543 Gs—19s
1 )
Observe que separamos o termo porque supomos que 27 + 1 < s. Denotando por
Q239251
I a expressao
1 1 —1)®
F = - + ...+ ( )
G2j+192j+2  G2j+292j+3 Gs—19s
temos que
m , 1
Py _F (3.7)
n q2; G2;42541
Assim,
1| (t+ q)m J 1 L Do 1
A = - |—— —p|l == |{t+q,) | —=+ —F ) —p,.
t 1 n K t ( 2j) q2; 42;925+1 2]
1 Do 1
= - t+q-—]+t+q-< —F)—p-J
t ( 2‘7)Q2j ( 2‘7) Q239251 v

~ | =

; 1 1
t<@+ )+ —(t+q2]-)FJ.
L Q2J’ q2j q2j +1 q> j+1
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Segue do Corolério (A.6) Apéndice A que,

- 1 1 1 —1)% —1)%+l 1 -
Py — ho+ S Gt S — Puns
q2; q2;925+1 404G G:14- Gaj—2G25-1 G2j-142; q2;42541 Q2j+1

Logo,

AZEVMJF

- t+ q27 FJ . 3'8
UL Gojr1 Qi ( 2 (3:8)

Aplicando a divisao de Euclides, existem ¢, € Z com 0 < r < g,,,, tal que

tP2jp1 = Cajir + 7 (3.9)

Dai 2274 — ¢ 4 . Substituindo em (3.8) temos,

Q2541 Q2541
1 r 1 1 r+1
A=—|c+ + —t+q-FJ:—{c+ —t+q-FJ.
t \‘ Q2j+1 Q241 ( ) t Q2j+1 ( )
- r—+1
Como 0 < 7 < @y, entao 0 < r+1 < @;44. Logo, 0 < < 1 e portanto
Q2511
+1 .
e+l < ¢+ 1. Além disso, (t + ¢,,;)F > 0. De fato, do Lema (A.7) temos que
G2j+1
] -1 2742 -1 s+1 1
Py (EDPT BV .
s Gy 2592541 qs—14s 2592541
Subtraindo > (0 em ambos os lados da desigualdade, temos

q2;925+1

1 1 —1)°
_( _ foqd ))gq
G2j+192j+2 Q254292513 s—19s
m Py . 1

ouseja, —F < 0. Suponha que F' = 0 entao da Expressao (3.7) segue que — = —
n q2; Q2342511

o que implica que 2j + 1 = s, contradizendo o fato que supomos 25 + 1 < s.

E claramente, (4 g.,;) > 0, pois 0 < t <n — @y, e g,; sdo inteiros positivos. Portanto
r+1

(t + q2j)F > 0. Disso resulta que ¢+ — (t+ ¢y;)F < ¢+ 1. Consequentemente

G2j+1

r+1

Q2511

. (3.10)

1
A=pler T ar] <

Sl e}
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tpojir — 71
Por outro lado, da Equacao (3.9) obtemos ¢ = Dot 71 pag
Q2541
c_ tPojir — T _ Dojn T < Poji1 (3.11)
t tq2j41 Tojrr Wi oy
Is )
Logo, A < 7 < Pajr Portanto, determinamos um limitante superior para A. |
Q2541

No préximo resultado, provaremos que este limitante superior ¢ na realidade o maximo
procurado. Estamos sob a hipétese que 25 < s assim, 27 + 1 < s. No momento estamos

analisando o caso 2j + 1 < s.

Proposigao 3.7. Nas condi¢oes acima e supondo que 27 + 1 < s, o mdzimo de A €
atingido se, e somente se, t = aqy,,,, onde o = 1, ..., hy;n. Além disso, o mdzrimo de A
¢ Lt

Q2541
Demonstragao: Suponhamos que para j fixado tal que 27 + 1 < s 0 maximo de A é
atingido. Como tp,;,, = ¢qy;, + 7, onde 0 < t < n — ¢,;, podemos observar em (3.11)
que o limitante superior nao é atingido se r > 0. Entao suponha r» = 0. Donde segue que
tPaji1 = CQojir, OU S€JA, Qo1 | tPay41- Como mdc(paji, ¢aye1) = 1 temos que ¢4, | ¢, entdo

t = aq,,1, para algum « inteiro positivo, uma vez que t e ¢,,,, o sao. E fécil ver que

n — ..
O<a<L & pois 0 <t < n — q,,. Entretanto, n = ¢; o que implica
Q2541
¢ — ..
0<a= < ds q2.7.
Q2j 1 Q2j+1
Da Proposigao (A.4), Apéndice A, temos h,;,, = %, mas ¢y < Goji1 < Gojio < G,
2j+1
daf hyy,s = Qa2 — oy < qs — QQJ'.
Q2j41 Q2541

Suponhamos primeiramente que 0 < a < h,,,,. Logo de (3.10) segue que

1 1
A = OPajyr + — (o + qu)FJ
Qfsj1 | 2j+1
1 1
> apy; i1+ —— = (NoyyaGosn + oy F
Qa1 | 2541
1 1
= OPgjyy + —— — q2j+2FJ .
Qa1 | Q2j+1
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1 1 —-1)®
Como F' = — + ...+ u temos que
Q254192542 G2j+2925+3 qs—19s
1 1
A 2 Oép2j+1 + — — Q2j+2F
Qa1 | 25+1
1 1 1 1 (—1)5+1
= APoji1 T —— + Qajpa | — + t+ot
Qa1 | Q2541 Q2j+192542  G2j+292j+3 ds—-19s
1 1 Qs; 1 —1)stt
= APz t - R Qaj+2 (7 +.t Q
Qa1 | Q2j+1 G2j+1925+2 G2j+292j5+3 Gs—19s
1 1 (_1)s+1
= APy + Qojro | ——— + oo+ ———— .
Gy | Q2j+292j+3 Gs—19s
s ) 1 -1 s+1
Note que se 2j +2 < s, segue do Lema (A.7) que Py Pasvz _ +..+ (el <
. qs Qo242 Q254292543 Gs—14s
—— , pois 2j + 2 = 0 mod(2). Logo,
Q21292543
1 —1 s+1 _ 1
0 < a2 (7 + ...+ i) < e <1,
G2j12925+3 qs—19s Q21292543 Q2j+3

pois o termo nao existe se 2j + 2 = s. Com isso,

G2j+3
1 1 —1)5+1 1 Do
A> {apzjﬂ T Qoo (7 + Tt ), )J = (apsn) = 2”1’
Q2541 Q2j+2925+3 gs—14s Q41 42511
. P2j1 . o ~ Ds  DPajt2
ou seja, A > —— para 0 < a < h,,,,. Observe que se 2j + 2 = s, entao — — = 0.
Q2541 qs Q2512
Assim,

A > APt _ D2ji2

Aaj14 Q242

Logo, para 0 < a < h,;,, e de (3.10) e (3.11) obtemos

Paja <A< C < p2j+1'
Q2511 t Q2541
Portanto,
A:M para 0 < a < hy,s.

Q2511

Agora vamos supor que o > h,;,, + 1 e mostraremos que o maximo nao ¢é atingido.
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Primeiramente provaremos que

De fato, como ¢t = aq,,,, temos

(t+ @) P = (aQy + @) F >

Dividiremos em trés casos:

a) Se 2j + 3 < s segue que,

(qzj+2 + q2j+1)F

Logo, (t + q2)F' > (Gajiz + Gojur ) F >

1
(t+ q;)F > )

v

Q2j+1

((Pajio + 1)@ojir + @) F

= (hojyaGojir + Qojr + @) F
= ((h2j+2q2j+1 + Q2j) + q2j+1)F
= (

Q22 T Q2j+1)F-

1 1
(92,7'+2 + qzj+1) -

Q254192542 Q25422513

1 1 Qojr1 1
Q2511 Q2542 G2512925+3 Q2513

1 + Qo543 7 Q211 — Qo2
Q2j+1 Q2;+292j+3

1 i Qaj13 — (q2j+2 + qzj+1)
Q2541 Q21292543

1 + G2j+3 — (h2j+3q2j+2 + Q2j+1)
Q2541 Q21292543

1 + QQj+3 - qu7‘+3 _ 1 '
Q2j+1 Q2;+292j+3 Q2541

se 27 + 3 < s.

2j+1

(3.12)

b) Se 2j + 3 = s o procedimento é como no caso (a), onde a primeira desigualdade é

uma igualdade se 25 + 3 = s, mas h,,,s = hs > 1, consequentemente a segunda
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desigualdade ¢ estrita, isto ¢,

1 s — (G242 T Qo
(q2j+2 + q2j+1>F = + ( 2j+2 2j+1)

G2j+1 G2j+29s

1 n qs — (Ns@ojin + Gojin)

G2j+1 G2j+29s

1 —q 1
L ds

G2j+1 G2j+29s G2j+1

Logo, (t 4 o) F > (Gajin + Gojur ) F > se2j+3=s.

Q2511

c) Se 2j 4 2 = s temos

1
(t + qzj)F > (qzj+2 + qzj+1)F = (92,7'+2 + qzj+1) (7)

Q251192542
1 1 1 1 1
= (QS + q$71> = + — > = .
ds—19s ds—1 qs ds—1 q2j+1

Com isto estd provado (3.12). Agora estamos aptos para calcular o valor de A se

a > hyn + 1. Como

1
A= Lap2.7+1 + —(t+ qzj)FJ )
QQj11 2j+1
de (3.12) segue que — (t+ ¢y;)F < 0. Logo,
Q2j+1
1
A = QP2jir + — (t+ ;) F
Q2541 Q2541
1 . _
< lapsjn] = o _ p—QJHa
Q11 Qo)1 Q2541
ou seja, A < Pasr e, como esperado, o0 maximo nao ¢ atingido.
G2j+1

Reciprocamente, suponhamos que t = aq,,,, com a = 1,..., h,;,,. Como tp,,,, =
CQajpr + 7 segUE que T = (APaj1 — €)Gajpr, OU seja, 7 = 0 mod(q,;4,) isto implica que r = 0

pois 0 <r < ¢,,,,. Logo,

C _ Doyt

t Q2j+1

_ Paina

c
e consequentemente A<-
t Q2j+1
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Por outro lado, como r = 0 segue de (3.10) que

1 1 1
Az—[w T —<t+q2j>FJ=;{c+

— (¢ + o5 FJ :
t Q2j 1 Q2j+1 ( 23 )

Q2j+1

Além disso, por hipotese 1 < o < h,;,,, assim

(t + Q2j>F = (OCQQJ'H + Q2j)F < (h2j+2q2j+l + Q2j)F = Q2j+2F-

Mas como 2j +1 < s e 2j + 1 # 0 mod(2) segue do Lema (A.7) que

. B 1 1 —1)st+t
Pun _Ps _ —(— ; +...+%)
Q2j+1 qs G25+1925+2 4251242543 ds—14s
1 1 —1)° 1
— - T (=1) < :
Q251192512 Q251292543 ds—19s Q251192512
1 1 —1)° 1
mas F = — 4+ ) entao ' < —— e desta forma,
Q251192512 Q251292543 Gs—19s Q251192542
1 1
(t + qu)F S qZ7'+2F S 42j12 = < 1. LOgO,
Q2j+142j+2 Q2j+1
1
c+ —(t+q,)F| =c. (3.13)
Q2541
Portanto, A = € _ Pan que conclui a demonstragao. [ |
Q2541

Observagao 3.8. A Proposicio (3.7) nos garante que se 2j +1 < s, com j fizado,
s
0<< 5 e supondo que o ponto Pq%,l ¢ um vértice do poligono de Newton, a inclinacao

minima dentre todas as retas que passam pelos pontos Pqu_l e P,, para todo0 < p <n—1,

Q2511

(onde P, sao pontos do diagrama de Newton e p =t+q,; —1) € — , pois A € o oposto

2j+1
do inverso destas inclinacoes.

1 t , .
Além disso, como A = p (V + q?ﬂ)mJ B {QOJ) o mazimo de A € atingido para
n n

todos os valores de t, tais que t = aqy, ., onde o« =1, ..., hy, 5.

Agora, se 2j + 1 = s, ou seja, s é impar, vamos determinar o valor de ¢ para o qual o
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méximo de A é atingido. Recordemos da Expressao (3.6) que

Assim,

1 L+ s— s Lt S s—1Fs
A:_F_ﬁgﬁ_ﬂqu_kg+zga_%4f
t qs tLgs qs

Sabendo que s+ 1 é par e da Proposicao (A.5), Apéndice A obtemos, 1 = qs_1ps — Ps—1Gs,

tps 1 1] tps+1
] - 1)
q4s  Gs t qs

s
Lema 3.9. Fizado j, 0 < j < 3 tal que 25 +1 = s e nas condigoes acima temos que

ou melhor, ¢,_1ps = ps_19s + 1. Logo,

1| tps  ps_1gs + 1 1
A:_M£+£Ji___%4J:_
tLgs s t

tps + 1 =0 mod(qs) se, e somente se, t = —qs_1 mod(qs).

Demonstracao: Suponha que tp;+1 =0 mod(gs), entao existe z € Z tal que tp;+1 =
2qs. Da Proposicao (A.5) temos que, tps + (¢s—1Ps — Ps—14s) = 2qs, 0 que implica que
ps(t + gs—1) = (2 + ps—1)gs, ou seja, qs | ps(t + gs—1). Entretanto, mdc(gs,ps) = 1 entdo
g | (t+go 1), o scja, £ = —q, 1 mod(gs).

Por outro lado, suponha que t = —q,_; mod(qs), ou seja, existe z € Z tal que

t+ qs—1 = qs-

Multiplicando por ps; em ambos os lados, obtemos tps + qs_1ps = zqsps. Disto, segue que

tps + (QS—lps - ps—l(Js) + Ps—19s = TqsPs,

ou seja, tps + 1 = xqsps — Ps—1qs = (Tps — Ps—1)qs. Logo, qs | (tps + 1). [ |

Como 25 +1=s,0ouseja, 2 =s—1e0<t<n—q, =qs— q¢s—1 segue do Lema

(3.9) o seguinte resultado.

Lema 3.10. Se 2j+1 = s temos que tps+1 =0 mod(qs) se, e somente se, t = qs — qs—1.

Demonstracao: Suponha que tps+1 =0 mod(qs). Do Lema (3.9) existe z € Z tal que
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L4+ qs—1 = 2qs, ou seja, t = 2qs — qs—1- Mas 0 < t < gs —qs—1 0 que implica 0 < z < 1 pois
s, Gs—1 sao inteiros positivos. Como z € Z segue que z = 1 e portanto t = g5 — ¢s_1. Por

outro lado, suponha que ¢t = ¢; — ¢s—1 entdo da Proposigao (A.5) segue que

tps + 1 = (qs — qs—1)Ps + (qs—1Ps — Ps—1Gs) = qsPs — Ps—1s = (Ps — Ps—1)Gs,

ou seja, tps + 1 = (ps — ps—1)gs. Portanto, tps + 1 =0 mod(qgs). [ |

Agora estamos aptos para demosntrar o seguinte resultado.

Proposicao 3.11. Se 2j + 1 = s 0 valor mdzimo de A € Ps 7 Psmt e € atingido quando
s — Q4s—1
t=qs—qs—1-
1 [tps+1
Demonstracao: Como 0 <t <gs—qs_1 ¢ A= n L Pt J temos que se t = qs — qs_1
qs

entao,

A_}VpsﬂLlJ_ 1 ((qs—qsl)ps+1)
t qs qs — Qs—1 qs '

Com a Proposicao (A.5), obtemos

1 4sPs — Ps—1s 1 Ps — Ps—1
A= ( :7(193—175—1):7-
Gs — Q4s—1 qs qs — Q4s—1 s — (gs—1
Vamos mostrar que se 0 < t < qs — ¢s_1, entao A < Ps 7 Ps1 - com efeito, se
s — gs—1
tps + 1

t < qs — qs—1 segue do Lema (3.10) que tps+1 # 0 mod(qs), ou melhor, nao é um

S
inteiro, assim

1
Vpﬁ Jgtpi'
as ds

1 |tps+1 1tps s I
Logo, A = n { L J < s _ p_. Novamente da Proposicao (A.5) segue que, psqs—1 =
ds

Ttags g
1+ps—1qs > Ps—13s, Ou seja, —psGs—1 < —ps—14s. Com isto, (Psqs—psqs) —Psds—1 < —Ps—1s-
Assim, psqs — Psqs—1 < Ps@s — Ps—1Gs, isto implica que, ps(gs — ¢s—1) < (ps — ps—1)¢s- Logo,
A S & < pS - pS—l)
gs Gs — Q4s—1
parat < ¢s—qs_1 0 que conclui a demonstracao. Portanto, o valor maximo de A é atingido

parat = qs — Qs_1- [ |
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O préximo resultado determina completamente o poligono de Newton da polar genérica
de uma curva algebréide plana irredutivel genérica com um par caracteristico. Supondo
conhecido um dos vértices do poligono, vamos determinar o lado do poligono de Newton

que comeca neste vértice dado.

Proposigao 3.12. O poligono de Newton da polar genérica de uma curva algebréide plana

irredutivel C' genérica com um par caracteristico (n,m) possui Lizlj lados, que denotamos
por L;, j=0,.., L%J O lado L; tem inclinagao —q2‘7+1, se2j4+1 < s ou —M, se
Pojia DPs — Ps—1

27+1=s. Além disso, os pontos do diagrama de Newton no lado L; sao, para2j+1 < s,

Pq2j+ozq2j+1—1 = (m = D255 Q25 — 1) + a(_p2j+1a Q2j+1)>

@ =0,...,hyy,. Ses € impar, o ultimo lado L:1 contém somente dois pontos (0,n —1)

e (m—ps-1,q¢s—1—1).

Demonstracao: Vamos provar este resultado por indugao sobre os vértices do poligono

de Newton. Suponha que o (j + 1)-ésimo vértice do poligono é o ponto

M,
P, = <m B { nQJJ 2 1) ’

.. . .- . S . - Logs
para algum j inteiro positivo, 0 < j < 2 Queremos determinar o préximo vértice e

consequentemente um lado do poligono de Newton.

Note que, se j = 0 temos que ¢2j—1 = ¢go—1 = 0 entéo Fy = (m— L%J ,0) = (m—hy, 0),

o qual sabemos que é o primeiro vértice do poligono de Newton.

s
Seséparexisteumjl,()gjlSa,talques:le entao, ¢,;, —1=¢;—1=n-1e

assim obtemos o ultimo vértice do poligono de Newton P,_; = (0,n — 1).
Analisemos agora 0 < j < %, ou seja, 27 +1 < s.
1° Caso: 25+ 1 < s.

Neste caso, pela Proposigao (3.7) e Observagao (3.8), max{A} = Paiv1 que ¢é atingido
Q2541
parat = ag,;,,, onde o = 1, ..., hy, . Entretanto, p = ¢,;+t—1, ouseja, p = aqy,,1+¢,;—1.

Deste modo, o lado do poligono de Newton que comega no vértice Py 1 possul inclinagao
J
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TR

, passa pelos pontos
2j+1

P, = Pq2j+(1q2j+1—1’ para a=1,.,hy,—1

e termina no vértice cujo a = h,; ,, ou seja,

— _ R RLEEE B
PQQj+h2j+2q2j+1—1 - Pq2j+2_1 — (m \\ n J 7q2j+2 ]_) s

pois pela Proposigao (A.4) hyjioGojir = Gojin — Goy-

Vamos determinar explicitamente as coordenadas dos pontos que estao sobre o lado
, . . ~ i1 , ~
do poligono de Newton, com inclinacdo ————. Ja sabemos que as coordenadas sdo da

D2jta
forma:

m
Pq2j+04q2j+171 = <m - L(&q2j+1 + ij)ﬁJ , Qo1+ Qo — 1) .

Mas, das Equagoes (3.7) e (3.8) temos que

L(aq%“‘l + qQJ')WJ = (aq2j+1 + Q2j) (ﬁ + - F)J
L q2j q2j q2j+1
Da;j 1
= | Q254+ (ﬁ + > + Doy + - (qu2j+1 + qzj)FJ
L 2% 429241 2j+1
= p2j _'_ Qp2j+1 _'_ ( - (O[q2j+1 + q2]>F>J .
L Q2541

Neste caso, r = 0 e t = a@,,,,, pois 0 maximo de A ¢é atingido, entdao ¢ = ap,,;,,. Logo,

pela Equaco (3.13), [apm (A + qm)FJ — apyy... Portanto,

2j+1

1

L(aq2j+l + ij)%J = \‘pw + apajp + ( — (QGajir + q2j)F>J

G2j+1
= Poj T OPajys-
Desta forma, as coordenadas dos pontos que estao sobre o lado do poligono de Newton
sao
Pq2j+ozq2j+1—1 = (m = P25 Q25 — 1) + a(_p2j+1a Q2j+1)>

onde o =0, ..., hyj .
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2° Caso: 25+ 1 =s.

Este caso ocorre quando s é impar. Note que 25 + 1 = s implica 25 = s — 1. Assim,
supondo que o penultimo vértice do poligono de Newton é dado por Pq%,l =Py 1
entdo, pela Proposicao (3.11), o lado do poligono que comega em Py _ 1 possui inclinacao

. qs — Qs—1

Ps — Ps—1
n — 1 concluimos que o ultimo lado contém somente dois pontos

parat = gs —qs—1. Logo,como p=1t+¢q,;, —1=¢s—qs—1+qs-1—1=¢qs—1 =

qu,lfl = (m — Ps—1,4s—1 — 1) € Pnfl = (07 n— 1)

Para finalizar, podemos observar que a quantidade de lados é dado pela variagao

de j. Assim, para s impar existe um j tal que 25 + 1 = s, ou seja, j = %1 Logo,
7 =0,.., % = Lﬂj Mas, para j = 5;21 obtemos mais um vértice. Portanto, obtemos
= L%lj lados. No caso s par, existe um j, a saber j = 5 — 1, que é o maior, tal que

27 4+ 1 < s e para este 7 estamos no penultimo vértice e consequentemente encontramos
’ . . 71 ’ .
o ultimo. Logo, neste caso, j = 0,...,5 — 1 = [*5=|. De forma andloga, para j = 5 — 1
obtemos mais um vértice e portanto mais um lado. Assim, a quantidade de lados para s
S s+1

par é 5 = [*3=] o que conclui a demonstracao. [ |

Vale observar que na construcao do poligono de Newton da polar genérica, o primeiro
caso da Proposigao (3.12) sempre ocorre, independentemente se s é par ou impar. Se s
¢é par somente o primeiro caso determina completamente o poligono de Newton da polar
genérica. Se s é impar, além do primeiro caso devemos utilizar o segundo caso para

construir o ultimo lado do poligono de Newton.

Exemplo 3.13. Considere a série de poténcias irredutivel em C|[x,y]], dada pela sequinte

equUacao:

flz,y) = — 4227y 4 3210y + 412My 4 25921790 + 2128y + 322047

833x21 6 4+ 441x24 44 70x25 3 42x27 24 21x28y — 22 4 230,

Os resultados obtidos neste exemplo coincidem com o caso de [ ser genérica com par
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caracteristico (21,29). Uma parametriza¢iao de Newton-Puiseux desta série € dada por

xr =t

y =12 + 13,

Da Proposi¢ao (2.3), a equagao da polar genérica de f € dada por Py(f) = a% + bg—g,

onde a,b € C nao simultaneamente nulos, ou seja,

P,(f) = 21by*® — 294ax5y'0 — 672027y"® + 30axy!* + 42b20y!3 + 574az '3y
+451bx'y'0 + 4403az'%y® + (378a + 2331b)z'"y® + (168bx'® + 60ax'?)y”
+(=17493a — 21b)x?y® — 499801y + 10584ax*3y* + (1750a + 1764b)x*y3
+(21002%° — 1134ax?%)y* + (588a — 84b)x?"y + (—29a + 21b)x*® + 30ax?°.

Utilizando o software Maple obtemos que a polar acima admite trés ramos cujas parametriza-

coes de Newton-Puiseur sao dadas por:

(290 — 21b) 2%
2106 T 16
_ (9a—2w) _ 125, (371200 — 10671305b)
Y= 10002 Y= "6 6331230
r = —32768¢1%

69730304 ,, 612873011207?2O
13 3549

Vamos aplicar a Proposi¢ao (3.12) para a construgdao do poligono de Newton da polar

y = —2097152¢18 —

genérica da curva irredutivel plana f. Consideremos os pontos da sequinte forma:

pp:(m_ {MJ/)) p=0,n—1

n

Comon =21 em =29 temos

1)29
P,= (29 - {%J ,p> . p=0,..,20.

Computando estes pontos para p = 0, ..., 20, obtemos a sequinte tabela:
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Py=(28,0) | PL=(27,1) | P, =(25,2) | Py=(24,3) | P =(23,4)
Ps=(21,5) | Ps=(20,6) | P, =(18,7) | Ps=(17,8) | Py =(16,9)
Py = (14,10) | Py = (13,11) | Pp = (12,12) | P13 = (10,13) | Pry = (9, 14)
Py = (7,15) | Pyg=(6,16) | Poy = (5,17) | Pis = (3,18) | Pig = (2,19)
Py = (0,20)

29
Representando a fragao 21 em termos de fracoes continuas, obtemos:

29 1
4 2+

Concluimos, das regras de recorréncias Apéndice (A.1), que as frag¢oes continuas re-

duzidas sao:

p1
a1

p2
a2

r3
! q3

py 11 P _ 29

_ T
5 @u 8 73 21°

Ol

_ 3
=3,

Supondo que as coordenadas de um vértice do poligono de Newton sdao dadas pela

G2;29
Pq2j71 = <29— { o1 J y 425 — 1)

para desenhar o proximo lado precisamos calcular as inclinacoes das retas que passam

eTpressao,

(3.14)

pelos pontos Pqu_l, P, onde ¢,; —1 < p <n—1 e dessas inclinagoes, tomamos a maior

delas. Estas inclinacoes sao dadas pela expressio de A.
Observe que s = 5 € impar entao, vamos dividir em dois casos.

1° caso: Se 2j + 1 < s, entdo da Observagao (3.8) o mdzimo de A € atingido para
todos os wvalores de t, tais que t = aqy ., onde o = 1, ..., hy; . Assim, como s = 5 0s

valores de 7 para os quais 25 +1 < 5 sao j =0, 1.

Com 1isto, para 7 = 0 temos que o mdximo de A ¢é atingido para t = «aqi, onde

a=1,..,hy =1, ou seja, existe somente um ponto P, no qual a inclinagao é a mdzima.



3.2 Poligono de Newton da Polar Genérica 78

3
Logo, max{A} = br_ 3 Como p = t+q,;—1 temos p = aq1+qo—1 = 2. Logo, o prézimo

a1
2
lado do poligono de Newton comeca em Pq27_,1 = Py = (28,0) tem inclinagao o —3
‘ yai
ndao passa por nenhum ponto, uma vez que hy = 1 e termina no ponto Py = (25,2).
7
Para j =1 temos max{A} = P _ R e existe somente um ponto P, no qual o mdzimo
a3

de A ¢ atingido pois, hy = 1. FEste ponto ocorre quando p = aqz + q — 1 = 7. Logo o
proximo lado do poligono de Newton comeca em Pq27__1 = P, = (25,2) tem inclinagao

5
B2 ndo passa por nenhum ponto e termina no ponto P; = (18,7).

Dps3 7

Observe que para j = 2, 25 + 1 =5 entao, vamos considerar o 2° caso.

2° caso: Se 2j + 1 = 5 seque da Proposicao (3.11) que o wvalor mdzimo de A €

s~ VMs— . - 18 . . .
Ps 7 Ps—1 quando t = qs — qs—1. Com isto, max{A} = Ps 7P _ 2% atingido quando
Gs — qs—1 45 — q4 13
p=¢qs —qs+qs—1=20. Logo, o lado do poligono de Newton comeca no ponto P,,_, =
— 13
P; = (18,7) tem inclinagao B TU 2 termina no ponto P,_1 = Py = (0,20)
D5 — P4

que € o ultimo vértice. Portanto, o poligono de Newton da curva polar genérica estd

completamente determinado.
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Figura 3.1: Poligono de Newton da polar de f.
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Pela Proposic¢ao (3.12) , o poligono de Newton da polar genérica de uma curva alge-

bréide plana irredutivel C' é caracterizada da seguinte maneira:

i) Se 25 +1 < s, entdo todos os pontos sobre o lado L; do poligono de Newton da

polar sao dados por
Pq2j+ozq2j+1—1 = (M = Py @5 — 1) + (—Paji1s @11,
onde a = 0, ..., h,;,, cujos vértices sao
Pq2].—1 = (m — D25y 425 — 1) € Pq2j+2—1 = (m — P2jios Q2jye — 1)

associados aos valores a = 0 e a = h,,,, respectivamente.

Este ultimo vértice é obtido pela seguinte relagao:

Pq2].+271 = (M = Doy @o; — 1) + hayio(—Poji1s Gojin)
= (M =Py = hojaPasins Qo — 14 Pojinojin)-

Entretanto, pela Proposicao (A.4), hyjioPajir = Pajia — Daj € NojinGajir = Qojin — @a;- LOZO,

PQ2j+2—1 = (m — Po2jt2,Qojy2 — 1)-

Um polinomio em Clz, y] que aproxima o lado L; é:
Agx™ PaiyTei™t 4 A ™ P Pojia 2= oy - 4 Ah2j+2xm_p2j+2yq2j+2_1

= xm_p2j+2yq2j_1(onp2j+2_p2j + Alxp2j+2_p2j_p2j+1 yq2j+1 + ...+ Ah2j+2yq2j+2_q2j),

Pela Proposicao (A.4), o polindmio que aproxima o lado L; é dado por

xm_p2j+2yq2j_1(onh2j+2p2j+1 +Alxh2j+2p2j+l_p2j+1yq2j+1 + .. +Ah2j+2yh2j+2q2j+l>‘ (315)

Podemos supor que os coeficientes dos termos que aproximam a equacao da polar

associada ao lado L; sao genéricos, pois a curva ¢ genérica. Podemos supor que a cada
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lado L; estao associados um polinomio que admite apenas raizes simples. Comecemos

analisando o seguinte polinomio.
p(x,y) — onh27+2p2j+1 + Alxh2j+2p2j+1*p2j+1yQQjH + ...+ Ah2j+2yh2j+2Q2j+1
e considere a seguinte mudanca de coordenadas, z; = P2+ e y; = y%2+1. Assim,
hzjpo-1

ha; R
p(xla yl) - AOxl e + Alxl Y1 + ...+ Ah2j+2y1 2j+27

o qual é um polinomio homogéneo de ordem h,; .

Como genericamente, a equacao que aproxima o lado L; admite apenas raizes simples,

temos que
hojia haji2
H (Cl'l'l + dzyl) = H (Ci.%'ij‘H + diquj'H). (316)
=1 =1

G2j11

Por outro lado, pela Proposigao (3.12), cada lado L; possui inclinagdo — , logo

P2j1
pela Proposicao (1.71), todos os ramos 7;, ¢ = 1,...,k da polar associados ao lado Lj;,
Pajna
possuem série de Newton-Puiseux com termo inicial da forma aijx%ﬂl , Ou seja,

p2j+1

Vi = al-jxq%”rl +.., comi=1,..k. (3.17)

O método de Newton permite obter parametrizacoes dos ramos da curva. Isto é
feito através de um polinomio cujos termos estao presentes na equagao da curva e que
correspondem a pontos sobre o poligono de Newton. Além disso, os termos iniciais da
parametrizacdo dos ramos associados ao lado L; sdo colhidos (pelo método de Newton) do
polinomio p(z,y) que aproxima o lado L;. Como de (3.16), p(x,y) admite apenas raizes
simples, concluimos que associado ao lado L; temos h,;,, parametrizacoes e portanto h,; .,

ramos da polar.

Provemos agora que a multiplicidade n; de cada ramo v; ¢ exatamente ¢,,,,. Da
Expressao (3.17) temos que n; > o, -

k
Por outro lado, pela Observagao (1.72) a altura do lado L; é dado por ) n;, onde n;
i=1



3.2 Poligono de Newton da Polar Genérica 81

¢ a multiplicidade do ramo ; associado ao lado L; e k é o nimero de ramos. Logo, como

L; possui h,;,, ramos da polar associado a ele, concluimos que

hojio

G2j+2 — 1 - (q2j - 1) = Q242 — Q25 = 2g+2Q2y+1 = Z n;.

Deste modo,
haj+2 ha2j+2

PajyaQojir = § n; > § Qojpr = NojiaQajin-

Logo, n; = @a;41, paratodo v =1, ..., hy; .

Paser _ &, onde (f3y, 1) é o primeiro par caracteristico dos

G Do
ramos ;. Como a multiplicidade de cada ramo ; é By = @y, € m.d.c.(Paji1, ¢aj41) = 1 con-

Pela Expressao (3.17),

cluimos que 3; = p,;,,. Portanto, no caso 2j+1 < s, cada lado L; do poligono de Newton

da polar genérica, tem associado h,, , ramos com um par caracteristico (a1, Paji1)-

Note que, considerando apenas as raizes de p(x,y), obtemos de (3.16) que ndo podem
haver mais ramos associados ao lado L; pois, se x = 0 e y = 0 também sao raizes da polar
genérica, entao da Expressao (3.15), terfamos associado ao lado L;, ; ramos da polar,
t =1,....k+ 2. Logo os ramos 73 = x e 79 = y deveriam ter forma inicial al-jx%.

Absurdo. Portanto, os ramos 7; da polar associados ao lado L, sao os ramos dados pela

fatoragao de p(z,y).

ii) Se 25 + 1 = s entdo o udltimo lado do poligono de Newton da polar comega no
ponto (m — ps_1,¢s—1 — 1) e termina no ponto (0,7 — 1). Logo, um polinémio em Clz, y]

que aproxima o ultimo lado é

A xmips—lyQS—lil _|_ Aoyn_l e yqs—lil(Amips_lxmips—l _|_ Aoyniqs—l)

= yqsflil(Amips_lxpsipsfl —'— Aquhsiqsfl>.

m—ps—1

Analogamente ao que fizemos no caso anterior, como a inclinacao do ultimo lado

7 Gs — Q4s—1 , . P
¢ ———— concluimos que associado ao ultimo lado temos um ramo com um par

Ps — Ps-1
caracteristico (¢s — @s—1,Ps — Ps—1)-

E desta maneira obtemos o seguinte resultado:
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. m . P ~ P
Sejam — uma fracao irredutivel a qual escrevemos como fragao continua na forma
n

m 1
E = hO + 1 )
hy + I
hs +
3 L 1
o
com hg >1e & 1 =0,...,s, a forma irredutivel das fracoes parciais
¢
; 1
hy + i
o

Teorema 3.14. Considere C' uma curva algebroide plana irredutivel genérica com um

par caracteristico (n,m). Entdo a curva polar genérica de C é composta por h,;,, ramos

associados ao lado L;, onde j =0, ..., |25%] com par caracteristico (gs;,1,Ds541). No caso

s tmpar, o ultimo lado Ls—1 possui apenas um ramo da polar associado a ele, com par
2

caracteristico (qs — qs—1,Ds — Ds—1)-

Exemplo 3.15. Considere a série de poténcias irredutivel dada pela sequinte expressao.

flz,y) = y'2+1921%"'2 — 266x'3y10 + 57020y® — 41829y5 + 572295 + 1332%%y 4

—|—133x23 3 19x25y2 + 19x26y — 227 4 28,

No caso genérico de curvas com par caracteristico (19,27) obtemos os mesmos resultados

para a polar genérica. A parametrizacao de Newton-Puiseux desta série € dada por

x =t

y = t27 _ t28.

Disso obtemos n = 19 e m = 27. Da Proposi¢dio (2.3), a equagao da polar genérica

de f € dada por P,(f) = 8f + baf, onde a,b € C nao simultaneamente nulos, ou seja, a
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equacao da polar desta série é dada por,

(f) = 19ay™® + 19002%'? + 228ax0y'! — 3458bx1%y'0 — 2660ax'3y® + 9120bx'%y"
+4560ax'%y" — 7942028y + (—2508a + 1140b)2*y® + (285a2%° + 2926bx2!)y*
+(532a + 3059b)x22y3 + (399ax — 475024 )y? + (—38a + 494b)x Py

+(19a — 27b)x?® + 28bx*".

Parametrizacao dos ramos da polar sao:

r = R(19a — 27b + 399aZ + 285a7*)t*
1 9

7
- 2 R(19a — 27b + 39907 + 285a22) > | 13 + ..
Y 15 " g5g — 1119 +399aZ +285aZ%) 5 | 1+

x=[-15— R(15 4 12Z + Z*)12)t7

(3.18)
y = (129R(15 4 12Z + Z2) + 180)t1° + .,

onde R(p(Z)) representa as raizes do polinomio p(Z).

Aplicando a Proposi¢ao (3.12) obtemos o sequinte poligono de Newton da polar genérica

de f (ver figura (3.2)).

27
Representando o em termos de fracoes continuas, temos
27 1
=1+ 1 ,0ndeh1:2,h2:2,h3:1eh4:2.
t—

14 =
+2

Observe que neste caso s € par e das regras de recorréncias, as fracoes reduzidas sao:

Pa_ 20 _
s 19

pP3 10 Py 27

r1 3 P2 10 —
! q3 70 q4 19°

3 _1
q 2 @2 9

Logo, do Teorema (3.14) a curva polar de f possui hy = 2 ramos com par caracteristico
(2,3) e hy = 2 ramos com par caracteristico (7,10). Os dois ramos com para caracteristico
(2,3) e os dois ramos com par caracteristico (7,10) sao obtidos tomando raizes distintas

dos polinomios p(Z). Observe que no poligono de Newton da polar de f cada lado possui

um ponto diferente dos vértices.
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Figura 3.2: Poligono de Newton da polar genérica de g.

Pelo Teorema (2.13), a topologia de curvas planas redutiveis é caracterizada pelos
pares caracteristicos de cada ramo e pelo indice de intersecao entre os ramos. Observe
que o poligono de Newton da polar genérica descreve completamente sua topologia, uma
vez que, através dele podemos obter os pares caracteristicos de cada ramo, que estao
associados as inclinagoes dos lados do poligono. Além disso, genericamente os ramos de

uma curva plana redutivel nao possuem o mesmo cone tangente.

Recordemos que se f = F,,+ F,, 11+ ..., onde F; é um polinémio homogéneo em C|z, y]
de grau i, com F,, # 0, entdo a curva (F,) é o cone tangente da curva (f). Segue do Lema

da Unitangente (Lema (1.30)) que

F, = ﬁci(aiX +b;Y)", onde iri =n.
=1 i=1

Genericamente, temos que a;b; — a;b; # 0 com 7,5 = 1,...,s. Logo, se f; e f; sao
ramos de (f) com ¢ # j, entao f; e f; ndo possuem tangente em comum. Portanto, segue

do Teorema (1.63) que
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Donde concluimos que na polar genérica, o indice de intersecao entre seus ramos, que
genericamente nao possuem cone tangente em comum, ¢ o produto das multiplicidades de

cada ramo, que ¢ obtido do poligono de Newton da polar.

Note que os pares caracteristicos de cada ramo e consequentemente a multiplicidade
de cada ramo da polar genérica sao obtidos a partir da decomposi¢ao em fragoes continuas
do par caracteristico (n,m) da curva que a define. Portanto, a topologia da curva polar
genérica é completamente descrita pela topologia da curva algebréide plana irredutivel

com um par caracteristico que a define.

3.3 Ramos Nao-Genéricos

Definicao 3.16. Seja fo = X™ — Y" € C[[X,Y]], onde m,n sdo inteiros positivos tal
que m.d.c.k(m,n) = 1. Definimos ramos elementares a todo ramo equivalente a curva

Co = (fo)-

O proéximo resultado descreve o tipo equisingular da polar genérica de um ramo ele-
mentar, uma vez que a polar de Cj possui poligono de Newton com somente dois vértices,

a saber (m —1,0) e (0,n —1).

Proposicao 3.17. Sejam Cy um ramo elementar e d = m.d.c..m — 1,n — 1). Entdo a

curva polar de Cy possui d ramos com par caracteristico (n — 1,m — 1) e quaisquer dois
(m—1)(n—1)
d? '

destes ramos tem indice de intersecao

Demonstragao: Suponha que d = m.d.c.(m —1,n—1), entao existem inteiros positivos
ne(taisquem—1=dnpen—1=d(. Logo, a equagao da curva polar pode ser escrita da
seguinte forma, muX™ 1 —nAY" ! = (¢mpX")? — (VnAY )% Tomando a = ¢/muX" e
b= V/n\Y¢ temos,

mp X" =AY = o — b7 (3.19)

Como estamos no corpo dos nimeros complexos, podemos fatorar (3.19), como segue:
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1. Se d é impar, temos

d—1
2k 2k
muX™ 1 —np Y =a? — b = H ((cosT7T +z’sen7ﬂ) a— b) ;
k=0

2. Se d é par, temos

o 2km 2k
muX™ ! —npAY" = — b = H (a — (0037 +1 senT) b) )
k=0

Com isto, podemos concluir que a curva polar possui d ramos.

Uma parametrizacao de Newton-Puiseux para o ramo Cj é dada por:

r=t"!

y: n—1 @
nA

m—1
e,

na qual obtemos o par caracteristico (n — 1,m — 1). Agora, seja A = 00321“77r + 1 sen%T”,

onde k =0, ...,d — 1 e calculemos o seguinte indice de intersecao:
I(AYmpX" — /nAYS, YmpX" — AVnAY®).
Segue das propriedades (6) e (4) do Teorema (1.58) que
HAYmMuX" — /nAYS, ympX" — AVnAYS — L(AgmuX" — niY?))
— [(AymuX" — /oY, (L2 — AYnA)Ye)

= [(AymuX" — /nA\YS,Y¢)
= I[(AympuX" Y®)
= [(X",Y¢) = ¢ = msl . ool (nol(n)

o que conclui a demonstracao. [ |

Na Proposicao (3.12) construimos o poligono de Newton para a polar genérica de uma
curva plana irredutivel C' com um par caracteristico e sabemos que o poligono de Newton

do ramo elementar Cp contém um lado cujos vértices sao (m—1,0) e (0,n—1). Logo, é de
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se esperar que, a singularidade da polar genérica de qualquer curva plana irredutivel com
par caracteristico (n,m) estd, em certo sentido, entre a singularidade da polar genérica
de uma curva plana qualquer C' e do ramo elementar Cy. Vamos definir esta regiao no

poligono de Newton.

Definicao 3.18. Seja © o dominio fechado sobre o plano limitado pelo poligono de Newton
descrito na Proposicdo (3.12), o segmento com origem (0,n — 1) e extremidade (m — 1,0)

e o eizo 6, isto €, a regiao do semiplano situado entre o poligono de Newton de C' e Cjy.

Com esta definicao, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.19. Se C € uma curva algebroide plana irredutivel com par caracteristico
(n,m), entao depois de uma conveniente mudanca de coordenadas, a polar genérica de C
tem seu poligono de Newton contido em ©. Reciprocamente, qualquer poligono de Newton
contido em © com inicio em (0,n — 1) e término no eizo 6, é o poligono de Newton da
curva polar genérica de alguma curva algebroide plana irredutivel com par caracteristico

(n,m).

Demonstragao: Suponha C uma curva algebréide plana irredutivel com par caracteris-
tico (n,m). Desta forma, podemos supor sem perda de generalidade, que C' é dada pela

série de Newton-Puiseux da forma,

y="0bz)= Tn —I—Zak:pm::k.

k>1

Com isto, e da Observacao (3.5), temos que os pontos (0,n — 1) e (m — 1,0) estdo no
poligono de Newton da polar genérica de C', ou seja, na pior das hipdteses o poligono de
Newton da polar genérica de C' tem apenas dois vértices. Por outro lado, da defini¢ao do
poligono de Newton, os pontos que estao abaixo da mais baixa fronteira de © estao abaixo
do poligono de Newton descrito na Proposigao (3.12). Assim, estes pontos correspondem
a monomios que nao ocorrem na equagao da polar de C' para valores genéricos de ay.

Portanto, o poligono de Newton da polar genérica de C' esta contido em ©O.

Reciprocamente, considere qualquer poligono de Newton contido em © com inicio em

(0,n—1) e término no eixo §. Primeiro note que todos os pontos em © estdo no semiplano
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m(n—p—1)

o> e assim, pela Proposi¢ao (3.3), correspondem a monémios nao triviais sobre

n
a equacao da polar para valores genéricos dos a;. Vamos considerar em © os pontos com
coordenadas inteiras excluindo aqueles que estao sobre a linha da fronteira superior, ou
seja, que estao sobre a reta que passa pelos pontos (0,n — 1), (m — 1,0) cuja equagao é

L =1
(m—1) (n—1)

n—1

dada por p = — (—> d + (n — 1) que pode ser reescrita da forma
1

Com isto, definimos o seguinte conjunto

Qz{(5,p)€@; d e p sao inteiros e ° 4! 7&1}

(m—1) (n—1)

Podemos ordenar os pontos de 2 pelos valores de t = t(d,p) = on — (n — p — 1)m de
forma que no monomio que corresponde um ponto em ) aparece um coeficiente a; que
nao corresponde a pontos ja considerados, ou seja, cada ponto em {2 corresponde a um

tnico coeficiente a;, Proposicao (3.3).

Por outro lado, podemos notar que qualquer termo na Equagao (3.2) no qual o

parametro A\ ocorre tem bigrau (6, p) com § > % + 2 — 1, isto &,

m—mn—p—1)—-—m > -n
= onm—mn+mp > —n
= n+mp > n(m-—1)
on mp
=
m—1+m—1 ="
g p
= + > 1
m—1 n—=

I (3.20)

¢ a equagao da reta que passa pelos pontos (0,n — ﬁ), (m—1,0) (ver figura (3.3)). Note
m

n . n , p 0 p
que — < lentaon —1 <n — —, ou seja, + > + — >1,0que
m m m—1 n—-1 m-1 n-—_

implica que os pontos (4§, p) que satisfazem esta equagdo nao estdo em {2, uma vez que

estes pontos (4, p) correspondem a pontos que estdo acima da reta dada em (3.20), e 2 é

)
o conjunto dos pares (0, p) € © tais que + P 1.
m

-1 n-1
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Logo, se considerarmos qualquer subconjunto 7' C €2, podemos escolher valores para
a; de tal modo que a equacao da polar tem coeficientes nulos que correspondem a pontos
em 1T e coeficientes nao nulos que correspondem a pontos em {2 que nao estao em 71'. Isso
é feito independentemente de A, ou seja, para uma polar genérica. Portanto concluimos a

demonstracao. [ |

mm Poligono de Newton da polar d&.
HEl Poligono de Newton da polar dé

m—~hg m-—1

Figura 3.3: Regiao O.



APENDICE A

Apeéendice

Neste apéndice colocamos os principais conceitos envolvendo fracoes continuas e polino-
mios simétricos que podem auxiliar numa melhor compreensao dos resultados apresentados

ao longo deste trabalho. Para mais detalhes sobre fragoes continuas veja, por exemplo,

[BJ.

A.1 Fracoes Continuas

Uma propriedade essencial de R é que todo numero real pode ser aproximado por
nimeros racionais. Com isto, dado = € R, existe hy € Z, onde hy = |x] (| | representa a
funcao parte inteira de x) tal que 0 < x — hy < 1 e, a maneira mais natural de avaliar um
numero real é indicar entre que niimeros inteiros ele se encontra. Claro que é suficiente
indicar o menor deles pois podemos escrever x = hg + by, onde 0 < by < 1. Mas podemos
melhorar esta aproximacao, para dar o segundo passo vamos analisar by. Uma vez que
by < 1 é natural representa-lo por uma fracao de numerador 1. Assim x = hg + ci’

0
onde ¢y > 1. Com um processo andlogo ao de x em ¢y obtemos hy = |¢g] de forma que

0<c¢—h; <1leassimax=hy+ onde 0 < b; < 1. Procedendo desta forma,

1
hy+ by’

temos

Definicao A.1. Todo numero real x pode ser representado pela expressao,

l’:ho—F

ot
ho 1"
hs + —

onde hy, ha, ... sdo numeros naturais e hy € um nidmero natural ou zero. A expressao de

90
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x € chamada de fragao continua.

E possivel desenvolver um nimero negativo em uma fracao continua colocando o sinal

negativo antes da parte inteira do niimero, ou seja,

ZL’:—ho—l—

hi +

1
ho +

1
hy + —

A proxima definigao serda muito util em nosso trabalho. As fragoes reduzidas serao a

base para a construcao do poligono de Newton de uma curva polar genérica.

Definicao A.2. Uma fracao continua pode ser truncada, mantendo os elementos hg, h,
ha, ..., hy, e excluindo os elementos posteriores hy, 1, hpio, ..., para todon > 0. A expressao

¢ chamada n-ésima fracao reduzida ou simplesmente reduzida e é representada por

n 1
P ho + - (A1)
I hi+ I
he + 1
hs +
3 N 1
o
: _ : . Po o ho
No caso particular, n = 0, a reduzida de ordem zero é — = |hg| = T
do

Antes da Definicao (A.1), tomamos conhecimento de um método para desenvolver
um numero real em fragao continua. Este método consiste em um caso particular do
chamado algoritmo de Euclides. Para comecar, vejamos como se aplica o algoritmo de

Euclides para determinar o mdc de dois nimeros naturais. Dados p,q € N. O algoritmo
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de Euclides compoe-se dos seguintes passos

p = hog+ro (0 <7 <q),

qg = hirg+nr (0 <71 <),

o = hng—l—Tg (0§T2<T1), (AQ)
Ts—2 = hs'rsfl

As igualdades em (A.2) podem ser escritas sob a forma,

r r r r Ts—
q q To To 1 T Ts—1

onde ry_1 = mdc(p, q).

Cada uma destas igualdades, exceto a tltima, contém a representacao de uma fragao
imprépria, isto é, esta sob a forma da soma de uma fracao prépria com um nimero inteiro.
Note que o primeiro membro de cada igualdade, a comecar pela segunda, é o inverso da

fragao propria que aparece na igualdade anterior. Assim,

T 1 1
= h0—|——0 = h0+ 1 = h()"——l ==
q hl_l_?“_ hl_'_i?/'g
0 hy + —=
T

p
q

Portanto é possivel excluir sucessivamente todos os r;, © = 0,...,s — 1 obtendo as-
. . p ~ , . ;
sim o desenvolvimento de = em uma fragao continua finita. Desta forma, todo niimero
q
racional pode ser representado por fracées continuas finitas. A prova disto é o algoritmo

de Euclides. Vale observar que se p < ¢ entao V—)J = hy = 0.
q

61
Exemplo A.3. Para o nimero racional 77 temos, do algoritmo de Fuclides, a sequinte

erpressao,
61 = 2-274+7
27 = 3-74+6
7T = 1-6+1
6 = 6-1,
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onde hg = 2, hy = 3, ho =1 e hg = 6. Assim, podemos representar o niumero racional

dado em termos de fracoes continuas, como seque

6L _,, 1
P p——
27 34+ —7
1 —
i

Logo, suas fragoes reduzidas sao,

Po_2 pi_T7 p2_9 ps_6l

o U q 3 ¢ 4 ¢ 27
Vale observar que, no caso de uma fracao continua finita, existe uma reduzida que

. P ~ ; Tt . ~ ., D3
coincide com a propria fracao continua, a iltima. No exemplo acima, esta fracao é —.
as

Para determinar a n-ésima reduzida, nao é necessario efetuar os longos calculos que
resultam da expressao (A.1). Existem férmulas de recorréncia bastante simples que per-

mitem calcular p, e q,.

Claramente temos

po_ho  p1_ +1:hoh1+1
do 17 q1 hl h1 ’

1
A fim de passar de b para P2 eve-se substituir hy por hy + 7 Com isto e alguns
0 P 2

calculos simples, obtemos

p2 _ ho(hiha + 1)+ hy  ha(hohi +1) + ho
q2 h1h2 +1 hghl +1 '

hap1 +
Como pg = hg, p1 = hoh1+1, g1 = hy e go = 1 temos que P2 _ D2Pi v Do
@ hogi +qo

nos levam a formular uma regra geral. Colocando py = hg, ¢ = 1, p-1 =1 e q1 = 0,

. Estas igualdades

temos

Proposicao A.4. Para todo n > 0, vale

DPnt+1 = hpt1Pn + Pn—1 e Gn+1 = Png1Gn + Gn-1- (A.3)

Demonstracao: A demonstragao sera feita por indugao sobre n. Para n = 0,1,2 ja
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foram verificadas acima. Suponhamos, por hipdtese de inducao, que (A.3) seja verdadeiro

para um valor fixo de n, digamos n = k, entao

Pk+1 = hi1pr + Pr—1 e Qo1 = Ne1Gr + Gr—1 (A.4)

sao validas. Demonstraremos que (A.3) é verdadeiro para n = k + 1. Notemos que para
Pr+1 Pr+2 L. .

passar de —— para —— ¢ necessario substituir hgiq por hgiq +
k+1 dk+2 k-2

substituigao nas férmulas (A.4) os numeros px, g, Pr—1 € gx—1 NAo sofrerdo alteragoes,

. Efetuando esta

visto que as suas expressoes nao incluem hy, ;. Assim

Dkt2 = (hk—i—l + ) Dk + Pr—1

Pgyo

Pit2Pir1Dk + P+ higopie—1

P2
1
= 7 (Prr2(Prsapr + pr—1) + D) -
k42
o . . 1 )
Da hipdtese de inducao segue que pgio = . (hgsopks1 + pr) € de forma anédloga temos,
k42

k42 = (MkgoQrs1 + Qi) -

Pgyo

Sabendo que os valores de piri2 € qrio estao definidos apenas pela razao entre os dois,

1

——. Desta forma, obtemos
k+2

podemos desprezar o fator comum

Pkt2 = RkpoPrs1 + Pk € Qrr2 = PitoGri + G

o que conclui a demonstracao. [ |

Sem perda de generalidade, podemos considerar p,, € ¢,, n > 0, como sendo niimeros
naturais, pois vimos que é possivel desenvolver um nimero negativo em fragao continua
colocando o sinal negativo na parte inteira. Com isto, é facil compreender que os de-
nominadores, tal como os numeradores, das reduzidas sao estritamente crescentes, isto é,

Gn > Gn-1 € Pn > Pn_1 paran > 2. Por outro lado, como p; = hoh1 + 1, gg=1e ¢ = Iy
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obtemos py < p; mas podemos ter ¢y = ¢;. Portanto

I = o< <@<g<..

ho = po<pr<ps<p3<.. . (A5)

Com o resultado da Proposicao (A.4) é possivel calcular a diferenca entre duas re-
duzidas adjacentes, mais ainda, é possivel provar que p, e ¢, dados pelas formulas de

recorréncias sao primos entre si.

Proposicao A.5. Para todo n > 1 temos que

& B Pr_1 B (_1)n+1

qn qn—1 qndn—1 .

Além disto, pnGn—1 — Pn-1Gn = (—1)n+1-

Demonstragao: Note que,

Pn N Prn-1 _ Prnldn—-1 — Pn—14n

qn Gn—1 qndn—1

Observe que se mostrarmos que ppgn_1 — Pn_1¢n = (—1)""! concluimos a demonstragio

da proposicao. De fato, provaremos por indugao sobre n. Para n = 1 obtemos

p1go — poqi = (hoht + 1)1 — hohy = 1 = (—1)°.

k+1

Suponhamos valida a expressao prqr—1 — pr—1qx = (—1)*T'. Aplicando a Proposigao (A.4)

para Pryi1 € gr+1 temos,

Per1Qe — PeQretr =  (Pes1Pr + Po—1)@k — Pe(Pi1qe + qr—1)

= Pk-19k — Pkqk—1

= —1(pr@r—1 — Pr—1qe) = (—1)F+2,

onde a ultima igualdade é valida pela hipétese de inducao. O que conclui a demonstragao.
Vale observar que a expressao pn¢n_1 — Pn_1¢n = (—1)""! mostra que mdc(p,,q,) = 1

para todo n > 1. [ |
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Como consequencia imediata da Proposigao anterior temos o seguinte corolario.

Corolario A.6. Para todo n > 1 temos

. 1 1 1)t
R T R i
dn qoqr G192 An—19n
Demonstracao: A demonstragao segue da Proposigao (A.5). |

Observe que, das expressoes (A.5) temos 1 < qoq1 < ¢1G2 < ... < Gn—1Gn- Porém, em
nossos estudos, vamos supor sempre que ¢ < ¢i, logo 1 < qoq1 < q1q2 < ... < @n_1Gn.

Com isto e da Proposigao (A.5), obtemos o seguinte lema.

Lema A.7. Para todo i, j > 0, se j <1 entdo

i j 1 .
0<Z Do se j=0mod(2)
4% 95 995+

ou

i D 1 ‘
O<&—£§ se j % 0 mod(2).
4% 9 995+

Demonstracao: Do Corolario (A.6), como j < i segue que

; . 1 —1)it+1t —1)7+2 —1)+1
(R R SO SR oA ot G i
4G g doq1 q;5-19; 4;95+1 qi—19;
1 —1)it+1
— <h0+—+...+i>
dod1 45-19;
—1)i+2 —1)itt
S Gl Al i
4545+1 qi-19i
1 1 1
Como 1 < qoq1 < 1q2 < ... < g;i_1¢; temos < << —<1.
qi—14;  Gi—2Gi—1 q190
Logo
; . —1)i*2 1
O<£—&§( T se j =0 mod(2).

4G g5 q;95+1 _Qj9j+1

Analogamente, segue o outro caso. [ |
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A.2 Polinomios Simétricos

Definicao A.8. Chama-se polinomio simétrico aos polinomios em que podemos permutar

as variaveis entre si sem que 1sso altere a sua expressao. Com isto, defina o polinomio

n

P b, )= ilopda e
S i (B bigy oy bi) = Y 02 b

ir=1
onde iy € {1,2,...,n}, classicamente chamado um p-upla polindmio simétrico.

Exemplo A.9. Considere p =2 en = 3. Assim i; € {1,2,3}, entao o 2-upla polinémio
simétrico € da forma
3

2 _ Ji,d2 _ . J1..J2 Ji, .92 J1,.J2 Ji,.j2 J1,.J2 J1,.J2
thh(xil,xb,xig) = E vl =o'y + ey +wyte? +ayal +adte? 4 wglay’
ie=1,074,t#l

Uma propriedade importante dos polinomios simétricos, o qual vamos utilizar, é que
podemos multiplicar um p-upla polinomio simétrico com um 1-upla polinémio simétrico
e o resultado ainda continua sendo um polinomio simétrico. Como segue no proximo

resultado.

Proposicao A.10. Se S7

in € Sj1 sao polinomios simétricos, entao

S Sh= g 18P R4 + gptt

J1seendp J1+7,--:Jp J1:J2 4] Jise-JptJ J1se-sdpsd”

Exemplo A.11. Sep = 2 e n = 3, considere o polinomio do exemplo anterior e, seja

3 . , .
1 __ J_ J J J
S; = > xj, = x + 5+ 3. Logo,

i1=1

S? .- S; = wl'afal +al'ay el + vy o] + ap ol al + et w] + w3 af ]
o o o o o o
+ x'afxl + ot ol + ol aP ol + ol ol ad, + o o ad + ol

+ aal ol + o ol + el Pl + o) ol + o aPad + o el .
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Simplificando temos

2 1
J1,J2 S;

J

2
Portanto S]1 i

-5}

le1+]1.%2 4 x{l‘i’Jx%Q + :L.%1+Jx312 4 x%lJr]x%Q 4 x%l‘i’Jx{Q + :L.%1+Jx%2

J2+j

Jo+7 Jjo+7 Jjo+7 Jo+j Jjo+7
flffz +$1$3 +x2x1 ‘1“5”2353 +$3$1 +x3x2

J2 .J

J2 )0

J2 0.0

Jj2,.J
Ty Ty

Jj2 .7
T3 T

J2 .0
—1—901 —1—902 —|—x2 +x3x1x2+x3x2x1

= 57

Jit+7, J2

+ 52

3
J1.g2+J + 55

J1,J2,5°
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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