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INTRODUCAO

Para criar uma filosofia sd € preciso renun-
ciar 4 metafisica e tornar-se apenas um

bom matemdtico

— Bertrand Russel

ONSIDERE T um operador linear limitado definido sobre um espago de Banach X. Dada
C uma seqiiéncia (fn)nez, C X o problema de Cauchy discreto de sequnda ordem consiste

em encontrar uma seqiiéncia = (z,)necz, verificando a seguinte equacio
A%z, —Txp=fn, z0=21=0, neZ,. (0.1)

Na altima década, a teoria das equacdes em diferencas atraiu a atencao de varios pesqui-
sadores das ciéncias exatas. Tal interesse é, de certa forma, devido ao fato de que os sistemas
dindmicos discritos por tais equacoes exercem um papel importante em modelos matemaéti-
cos para situacoes concretas da vida real, como por exemplo na fisica, biologia, economia,
estatistica, psicologia e sociologia.

Do ponto de vista matematico, o estudo de regularidade maximal tem recebido uma aten-
¢ao particular. Em 2001, S. Blunck considerou pela primeira vez (vide [3]) regularidade
maximal para equacoes em diferencas lineares de primeira ordem; usando propriedades de
R-limitagao do conjunto resolvente do operador que define a equagao e técnicas de multiplica-
dores de Fourier, Blunck conseguiu uma caracterizacdo de regularidade maximal discreta de
ordem 1. Através desta caracterizagdo C. Cuevas e C. Lizama obtiveram (vide [6]) resultados
significantes no estudo de existéncia e estabilidade de solucbes para equagbes semilineares
sobre espacos de Banach para o problema de evolucao discreto de primeira ordem.

Motivados pelo trabalho de Palencia e Piskarev (ver [12]), Cuevas e Lizama introduziram

o conceito de regularidade maximal discreta de segunda ordem. No artigo [7], os autores



apresentam uma caracterizacao de regularidade maximal discreta do problema (0.1) mediante
propriedades de R-limitagdo do operador resolvente de I —T. O objetivo desta dissertacgao
é apresentar tal caracterizacdo e utilizar tal resultado no estudo de existéncia de solucoes

limitadas e estabilidade para o problema semilinear
A2z, —Tx, = f(n,z,,Az,), n€Z,. (0.2)

Com a intencdo de tornar o texto auto-contido apresentamos um primeiro capitulo de
preliminares onde sdo dadas as defini¢des de familias R-limitadas devida a Bourgain [4],
espagos UMD introduzida por D.L. Burkholder em [5] e multiplicadores de Fourier, vide [14].
Na Sec¢do 1.3 enunciamos trés resultados sobre multiplicadores de Fourier. N&o é objetivo
desta dissertacao demonstrar tais resultados. Contudo, indicamos referéncias onde uma, tal
prova pode ser encontrada.

No segundo capitulo, demonstramos os teoremas de caracterizacdo de regularidade maxi-
mal discreta de primeira e segunda ordem obtidos por S. Blunck e C. Cuevas e C. Lizama
respectivamente. I importante observar que a propriedade de R-limitacdo exerce papel fun-
damental nas demonstracoes dos resultados deste capitulo.

No terceiro capitulo, estudamos a teoria de perturbacdo de equacodes semilineares de se-
gunda ordem, onde provamos o teorema de Cuevas e Lizama sobre existencia de solugbes
limitadas. Apresentamos um critério de estabilidade baseado apenas nos dados iniciais do
problema.

Por fim, acrescentamos apéndices sobre a transformada de Fourier discreta e a desigualdade
de Gronwall discreta, esta ultima tendo como referéncia o importante livro de Agarwal [1].

As demostracoes dos teoremas sdo sustentadas, basicamente, nas técnicas desenvolvidas

por C. Cuevas, C. Lizama [7; 8] e S. Blunck [3].



CAPITULO |

PRELIMINARES

Sans les mathématiques on ne pénétre
point au fond de la philosophie. Sans la
philosophie on ne pénétre point au fond des
mathématiques. Sans les deur on ne pé-

nétre au fond de rien.

— Leibniz

Apresentamos neste capitulo as ferramentas basicas utilizadas nesta dissertacdo. Ressal-
tamos que ndo pretendemos demonstrar todas as afirmacoes feitas aqui. As referéncias para

este capitulo sdo o artigo de L. Weis [14], a tese de doutorado de T. Hytonen [11] e os artigos

[4] e [5].

1.1 Familias R-limitadas

Para cada j € IN a j—ésima funcdo de Rademacher é definida por:

rj 0,1 — {-1,1}
u —  sgn(sen(2/mu))
DEFINIGAO 1.1 Seja 1 < g < 4o00. Dizemos que uma familia T C B(X,Y) é R-limitada se
existe uma constante C; > 0 tal que

1/q 1/q

1 n 1 n
/0 IS )Ty ide | <, / 1S s () 9 (1.1)
j=1 j=1

para todos Ti,..., T, € T, z1,...,2, € X en € Z,. E comum representar por Rq(T) a

menor constante C, para a qual a desigualdade (1.1) é valida.



1.1.1 Propriedades de familias R-limitadas

Estabeleceremos as propriedades de R-limitagao que utilizaremos nesta dissertagao.

OBSERVAGAO 1.1 A desigualdade de Khintchine-Kahane (ver [11], corolario 3.12, pag. 36)
garante que a condigdo (1.1) é equivalente a

1/p 1/p

1 n 1
/0 IS )T Pde | <c, / IS s () Pdu
j=1

para todo p € [1,00). De fato, tal desigualdade garante que para 0 < p,q < +00 existem
constantes K, , e K, , tais que

1/p 1/q

1 n 1 n
/O IS )T Pdu | < Ky, / 1S s () Ty 9
i=1 =1

1/q 1/p

Logo,

1/p 1/q

\)L
[
mﬁ
S
3

5
=
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g

IN
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(3=
Qﬂ
=
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g
=
=

£

g

=1 j=1
- 1/q
< G| [ I3yt
(R
L on 1/p
<aff I3t
2

Em outras palavras a observagdo anterior mostra que o conceito de R-limitagdo independe de

p-

OBSERVAGAO 1.2 Algumas propriedades seguem diretamente da definicdo 1.1. Por exem-
plo:
(a) Qualquer familia finita T C B(X,Y) é R-limitada.

(b) Se T C B(X,Y) é R-limitada entao é uniformemente limitada, com

sup{[|T] / T e T} < Rp(7).
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(c) Se T e 8 sao familias R-limitadas entdo o mesmo se dé para as familias

T£8={T+S/TeT, S8}

T-8={ToS/TeT, Ses8}

Com efeito, a primeira assercao segue da desigualdade triangular; a segunda é conseguida
usando a definicdo de R-limitagdo para a familia T e posteriormente para familia S.

(d) Quando X e Y sao espagos de Hilbert, T C B(X,Y) é R-limitado se, e somente se, T &
uniformemente limitado.

(e) Todo subconjunto M C B(X) da forma
M={\ /X e}

¢ R-limitado, quando €2 C C ¢é limitado.

(f) se T & R-limitada entdo, na topologia de operadores, seu fecho também o é.

OBSERVAGAO 1.3 Para provar a R-limitacao de uma familia T C B(X,Y") é suficiente veri-

ficar a desigualdade 1.1 para uma seqiiéncia de elementos distintos T; € T (vide [11]).

LEMA 1.1 Seja I um conjunto de indices. Suponha que {7, (u) / p € I}52, é R-limitada e

assuma que

Demonstracao: De fato, faca Sy (u) = 71Tn(u). Paratodozy,...,x, € Xepy,...,un €

I temos

/ HZT’] )SN (1) @;du

IN

>
Z/ ||er ()5 du

IN

N 1 m
SO RUTu () [ e 1) / IS () du.
n=1 0 =1

Como T'(u) = limy—0 Sn (1) na topologia forte, o resultado segue da observagao 1.2 (f). m
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PrROPOSIGAO 1.1 Seja J = [a,b) C R com a < b < 0o e suponha que
M: J — B(X,Y)
t — M)
possui derivada integravel. Entdo o conjunto {M(¢) / t € J} é R-limitado.

Demonstragao: Com efeito, dada uma particao o = {tg,...,t,} de J defina

Malt) = M)+ Y xin® [ M)

j—1

onde X[;,_, ) (t) denota a fungao caracteristica do intervalo [t;_1,b). Seja
. 1 b
S50 = M (@) + X (0 [ M ()
t .

Entao M,( Z Si(t) e o conjunto {S%(t;) / j = 1,...,n} ¢ Rlimitado. O lema

anterior e a observa(;ao 1.3 asseguram que

RUM () [ te T} < D RESHE) /5 =1 m))

IN

1M (a)

b
< M@+ / 104 (s)]) ds.

Escolhendo uma sequéncia de partigoes {o,,} tal que M, (t) — M(t) para t € J teremos

M (t) no fecho de {M,, } e entdo o resultado é garantido pela observacao 1.2 (f). (]

PRrOPOSIGAO 1.2 Considere G C C um aberto e K um subconjunto compacto de G. Seja
M: G — BX)Y)
w = M(w)
analitica. Entao o conjunto {M (w) / w € K} é R-limitado.

Demonstracao: Dado w € K considere a expancao em séries de poténcias

M) =S (A —wf =MD (w), A -] < rw),
i=0 J:

com raio de convergencia r(w). Pelo lema (1.1) segue que

r(w) ZR<{ M(g)( )/ A —w| < T(;)})

REMA) /A —w] <

=z
IN

2

IA

i(r(w)y;!”M(j)(w)H < oo

=0
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Por fim observe que basta uma quantidade finita de bolas da forma

{AGC/|>\—w|<r(2w), we K}

para cobrir K; concluindo assim a demonstracao. |

1.2 Espagos UMD

A defini¢ao de espacos de Banach com a propriedade UMD foi introduzida por D.L. Bur-

kholder em [5] e é dada como segue:

DEFINIGAO 1.2 Dizemos que um espaco de Banach X tem a propriedade UMD se para
cada p € (1,00) existe uma constante C}, > 0 tal que para qualquer martingale {f,}n>0 C
LP(Q, %, u; X), qualquer escolha de sinais {&, }n>0 C {—1,1}N e todo N € N vale a seguinte

estimativa:

< CPHfNHLi"(Q,Z,p,;X)'
Lr(Q,%,1;X)

N
fO + Zgn(fn - fnfl)
n=1

Recordamos que espacos de Banach X para os quais a transformada de Hilbert definida por

o fit =)
ano =g o S

é limitada em LP(R, X) para algum (e portanto para todo) p € (1, 00) sdo chamados Espagos
HT.

Burkholder provou em [5] que todo espaco UMD ¢é um espago HT e Bourgain provou que
a reciproca ¢ verdadeira (vide [4]).

Os seguintes sao exemplos de espacos UMD e suas demonstragoes podem ser encontradas

em [11]

ExEmMPLO 1.1 Os espacos UMD incluem espacos de Hilbert, espacos de Sobolev W;(Q),
1 < p < o0, espagos de Lebesgue LP(Q,u), 1 < p < oo, LP(Q2,p; X), 1 < p < 00, onde X &
um espago UMD.

EXEMPLO 1.2 Todo subespago fechado de um espaco UMD é um espago UMD.

EXEMPLO 1.3 Um espaco de Banach é UMD se, e somente se, seu dual X* ¢ UMD.

Para maiores informagoes sobre espagos UMD recomendamos a referéncia [11].

14



1.3 Multiplicadores de Fourier

Sejam X e Y espacgos de Banach. Considere o espago de Schwartz §(X) = S(R, X) das
funcdes de decrescimento rapido
[ R—X,
tais que
[ fllev := Sup [#°Df(t)]|» @ BEN,

é finito. Relembramos que a transformada de Fourier de f € L!(IR, X) é definida por
716 = [ rear
DEFINIGAO 1.3 Um Multiplicador de Fourier sobre LP(IR, X) é uma funcao
M :R\ {0} — B(X,Y),
para a qual a expressao
T (T f) =MQOLFf()], fe8(X),
estd bem definida e Ty, extende-se a um operador limitado
Ty : LP(R, X) — LP(R,Y).
Temos o seguinte resultado devido a L. Weis (ver [14]):
TEOREMA 1.1 (L. Weis [14]) Se X e Y sao espagos UMD e M : R\ {0} — B(X,Y) é tal
que

{M(t) /t e R\{0}} e {tM'(t) /teR\{0}},

sao R-limitados entao M é um multiplicador de Fourier sobre LP(IR, X ),V 1 < p < 0.

Através deste resultado Weis conseguiu estabelecer condi¢Ges necessarias e suficientes para
que a equacao

y'(t) =Ay(t) + f(t), t=0, y(0)=0,

possua LP-regularidade maximal.

Posteriormente S. Blunck demonstrou no artigo [3] uma versdo do teorema sobre mul-
tiplicadores de Fourier, Teorema 1.1, para T = {z € C / |z| = 1}. Mais precisamente,

considerando o espaco

0o 1/p
LZ,X)=SfZ—X] [[flp:= (Z Hf(n)||§¢> <400, pe(l,00),
n=0

15



relembramos que a Transformada de Fourier Discreta de f sobre T = {z € C / |z| = 1} &

dada por
Ffz)=>_27f@), z€T.

jez

Blunck estabeleceu o seguinte resultado:

TEOREMA 1.2 Sejam p € (1,00) e X um espaco UMD. Se M : (—m,m) \ {0} — B(X) é

uma aplicagdo diferenciavel tal que
{M(@), (" =1)(e" + )M (t) / t € (—m,m) \ {0}}
¢ R-limitado. Entao existe um operador Ths € B(¢,(Z, X)) tal que
F (Tarf) (") = M()F f(e"),

te (—mm)\{0} e Ff e L>(T, X) de suporte compacto.
Ainda neste mesmo artigo, Blunck demonstrou a seguinte proposicdo que serd de grande

utilidade.

PROPOSIGAO 1.3 Sejam p € (1,00), L C C e X um espago de Banach. Suponha que existe

um operador T € B(¢,(Z4, X)) tal que
F(Tuf)(z) = M(2) (F[)(2), Vzek,

e Zf € L>*(L,X) de suporte compacto, onde M € L} (L,B(X)). Entdo o conjunto
{M(z) / z € L} é R-limitado.
Usando estes resultados Blunck conseguiu catacterizar regularidade maximal discreta de

primeira ordem para a equacao
Az, — (T —Dxy = fn, n€Z,,

.1‘0:0

com propriedades de R-limitacdo do conjunto resolvente do operador T que define a equacao.

16



CAPITULO II

REGULARIDADE MAXIMAL
DISCRETA

A Matemdtica, quando a compreendemos
bem, possui mao somente a verdade, mas

também a suprema beleza.

— Bertrand Russel

Introduziremos o conceito de regularidade mazimal discreta para o problema de Cauchy
de primeira ordem devido a S. Blunck vide [3]. Apresentaremos tembém a definigao de
reqularidade mazimal discreta de sequnda ordem formulada por Cuevas e Lizama no artigo [7].
No texto usaremos o simbolo ID para representar o disco unitario no plano complexo e por

Y5 entederemos o subconjunto aberto {z € C/ |arg(z)| < ¢}.

2.1 Regularidade maximal discreta de 1* ordem

Sobre um espaco de Banach X considere, para T' € B(X), o problema de Cauchy
Az, — (T —Dxyp=fn, o=0, neZ,. (2.1)

Fixado T' € B(X), seja T : Z, — B(X) determinado pela regra T(n) = T". Pode-se mostrar

que a solugao x de (2.1) é da forma x,+1 = T(n)u + (¥ * f),, onde
(T flni= T'fni, neZy.
i=0

Observe que se (fy) € £,(Z4, X) e x é solugao do problema (2.1) com condi¢ao inicial zg = 0

entao paran € Zy

n—1

Az, = E% Rp () fpoiei+ fn,  Rrp(n) = (T —1)T™. (2.2)



Seja T' € B(X) um operador limitado em poténcias, isto &, ¥ € lo(Z4,B(X)). Definimos
KTlgl(Z+,X) — EOO(Z+,X)
f = Rrxf

DEFINIGAO 2.1 Seja p € (1,00). Dizemos que a equacao (2.1) tem ¢,-reqularidade mazimal
discreta de primeira ordem se Kp € B({p(Z4,X)).

Nosso objetivo é mostrar que a defini¢ao de /,-regularidade maximal discreta de primeira
ordem independe de p € (1, 00).

Recordamos que um operador T' € B(X) ¢é dito analitico quando o conjunto
{n(T —1)T"/ n € N}
é limitado.

PROPOSIGAO 2.1 Sejap € (1,00). Se T € B(X) é limitado em poténcias e a equagao (2.1)
possui £,-regularidade maximal discreta de primeira ordem entao 7' é analitico.

Demonstragao: Dados b € N e z € X considere a sequéncia f = fp , € X definida por

0, caso contrario.

Como T é limitado em poténcias existe M < +o0 tal que ||[T"|| < M para todo n. Entéo

o 1/p
fllp = <Z\|anp>
n=0

b 1/p
= <Z ||fn||p>
n=1
b 1/p
< <Z M”Ime>
n=1

= Mb/P||z]|.
Dai segue f € (,(Z,X). Além disso, V n € IN temos que

(T =T §;
1

(R*f)n =

n
Jj=

= min{n,b}(T — I)T"z.

18



Ademais, para 1 <n < b temos

(T = DT = |(T-DHT"T" " |

IA

1= IN(T — DT

IN

(T — I)T"z|| M.

Através da estimativa

1/p
1R fllp = (le(ﬁ* f)n\p>

n=1

b 1/p
= <Z n?||(T = I)T"x|p>

n=1

Y

b 1/17
M (Z n> (T — D)T]|
n=1

> (2M)"YPI(T — DT ],

obtemos finalmente que ||(T — I)T?z|| < 2M?||Kr|[b~1||z]|. ]
Para obtermos a p-independéncia afirmada anteriormente usaremos o seguinte teorema,
devido a Benedek-Calderén-Panzone [2], cuja demonstragao pode ser encontrada, por exemplo,

em Dore [9] pagina 31.

TEOREMA 2.1 Seja k € {o(B(X)) e g € [1,00]. Considere S € B({y,(Z4,X)) tal que

(S =Y k(n—m)fm, VneZ,,

m=1
para toda f € ¢1(X) N¥{y(X). Se a condicao de Hormander
sup 3 [lk(n — m) — k(n)]| < +oo, (23
MEZ+ ;' Som

¢ satisfeita entdo S € B(¢,(X)) para todo p € (1, 00).

COROLARIO 2.1 Sejam p,q € (1,00). Se a equac@o (2.1) possui ¢,-regularidade maximal

entdo (2.1) possui £,-regularidade maximal.
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Demonstragdo: Com efeito, como T' limitado em poténcias e (2.1) pussui ¢,-regularidade
maximal discreta de ordem 1 segue que 7' é analitico. Entao existe uma constante C' > 0 tal
que

C
T —DPrml < VneZ,.

Pelo teorema anterior concluimos que (2.1) possui £,-regularidade maximal. [
Doravante diremos que a equagao (2.1) possui regularidade mazimal discreta de primeira
ordem quando possuir £,-regularidade maximal discreta de primeira ordem para algum p €
(1,00).
O proximo resultado é uma caracterizacao de regularidade maximal discreta da equagao

(2.1) através de propriedades de R-limitacao do operador resolvente R(A, T).

TEOREMA 2.2 (S. BLUNCK [3]) Seja X um espaco UMD. Suponha que T' € B(X) é
limitado em poténcias e analitico entdo a equagao (2.1) possui regularidade maximal discreta
de primeira ordem se, e somente se, {(A — 1)R(\,T) / |A| =1, X # 1} é R-limitado.

Demonstracao: =) Tendo em vista que o operador 7' é analitico, segue da Proposicao A.2

que

FRTAN) =AX(AN=-1D)RW\NT)—-1I), AXeT={ze€C/|z|=1}.
Em termos de multiplicadores de Fourier escrevemos
Ty € B(lp(Z4,X)), onde F(Taf)(A) = A—=1)RNT)Z f(N). (2.4)
Explicitamente, seja g : Z — Z dada por

1, sen=1,

0, sen #1.

g(n) =

Entao para (Thf)(n) = (R* (g f))(n — 1) + f(n), temos que

F(Tuf)(A) = FRN) - Fg\) - FfAN)+Ff(N)
= MM\ =1DR\NT) = DX ZFFN) +Ff(N)
= A=DRW\T)Zf(N).

Pela Proposi¢ao 1.3 podemos concluir de (2.4) que o conjunto
{0 = DROT) / A€ T A #1)
é R-limitado.
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<) Seja M(t) := (e — 1)R(e®,T). Entao o conjunto {M(t) / t € (0,2m)} é R-limitado.

Mostraremos que o mesmo se dé para o conjunto
{(e = 1)M'(t) / t € (0,2m)}.
Ora, é suficiente observar que

M'(t) = ie"R(e",T) —ie"R(e™, T)*(e" —1)

= e R(e", T)[1 — M(t)].
Entao,

(e —1)M'(t) = ide(e" — 1)R(e™, T)[1 — M(t)]

= e M(t)[1 — M(t)].

Pelo Teorema 1.2 segue que a equagao (2.1) possui regularidade maximal discreta de primeira

ordem. -

2.2 Regularidade maximal discreta de 2* ordem

O escopo desta secao é apresentar a definicao de regularidade maximal discreta de segunda
ordem introduzida por C. Cuevas e C. Lizama.
Seja T' € B(X) e denotemos a identidade I : X — X por C(0). Definimos o operador

cosseno pela relacao

[n/2]
n
C(n) =Y (I-T)* vpara n=1,2,... (2.5)
k=0 \ 2k
e C(n) = C(—n) se n = —1,—2,... Analogamente, fazendo S(0) = 0 o operador seno é
definido por
n=n/2 [
Smy= > (I-T), para n=12,... (2.6)

k=0 2k+1
e S(n)=-9(—n)sen=-1,-2,...
Para todo n € Z, consideremos a equacgao
A%z, — (I —Txp = f,

To=1x, Axg =21 — o =¥,
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onde f:Z, — X e A%z, = A(Az,).
PROPOSIGAO 2.2 A solugao da equagao (2.7) é da forma
Tmi1 = C(m)z + S(m)y + (S * f)m.

Além disso,
Arpir =T —=T)S(m)x + C(m)y+ (C * f)m.
Demonstragao: Queremos reduzir a equacao (2.7) a uma equagao de primeira ordem. Para
isso, sejam v, = [Ty, Axy,], F, = [0, fn] e
1 1
Rr = € B(X x X).
I1-T I

Observe que x,, € solucao de (2.7) se, e somente se, v, = [z, Az,] é solugdo do problema

Un4+1 — RTUn — Fn7

(2.8)
v = [wo, Amo] = [z, 9],
Com efeito, temos que
Tn+41 1 1 T 0
Azpyq I1-T 1 Ax, fn
se, e somente se,
Az, — (I —T)xy = fo.
Ademais, podemos verificar que vy,+1 = RFvg + ZWL_OR%Fm_n, onde
m C(m) S(m)
T — )
(I —=T)S(m) C(m)
é a solugdo do problema (2.8). [
Dado T € B(X) defina & : Z, — B(X) por &(n) = (I —T)S(n).
DEFINIGAO 2.2 Dizemos que a equacio
Az, — (I -T)xp=fn, NEZ
( ) f + 2.9)

x9 =21 =0,
possui regularidade mazimal discreta de sequnda ordem se
KTZEl(Z_;'_,X) — EOO(Z—I—aX)
f = G f
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onde (6 * f), = ZZZO(I — T)S(k) fr—k, define um operador limitado em ¢,(Z, X) com
p € (1,00).

Uma consequéncia desta definicdo é que se a equacio

ANz, — (I =Tz, = fa,
d=1) J (2.10)
xg =x1 =0,

possui regularidade maximal discreta de segunda ordem entdo ela possui £),-regularidade maxi-

mal, isto &, para cada (f,) € £,(Z+,X) temos que Az, € £,(Z,X). Com efeito,

A%z, = (I —T)xy + fn

n—1
= (I=T7))_ Sk fur-k+ In
k=0

n—1

= Y U -T)Sk) fu-1-t + fu

k=0

= (KTf)n—l + fn € Ep(z_i_,X).

LEMA 2.1 Seja T € B(X) um operador analitico. Entao o(I —7T) C ID(1,1) U{0}. Em
particular, (z — 1)? € p(I — T) sempre que |z| =1, z # 1.
Demonstragao: Seja M > 0 tal que

M

T
n

(T =0T <
para todo n € IN. Definamos p(z) = 2"*! — 2™, Pelo Teorema Espectral (ver[13|) temos que

(T =0T = lp(D)]| = sup{|Al / A € a(p(T))}

= sup{|A| / A € p(a(T))} = sup{|z"(z = 1)| / z € o(T)}

= sup{lw( —w)"| /we oI ~T)} > wl|t - ",
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para todo w € o(I —T), n € IN. Entao para w # 0 temos que

M
e
n
VM
> w2 Vil —ul

= 1>|1—-w|.

Observe que |1 —w| =1 = w = 0. Logo, o(I —T) c ID(1,1) U{0}. Finalmente, para z = e

segue que
(€ —1)2—1] = |29 — 241
— (€2 — ¢)| = |2 — |
= [2—e?>2—|e" =1.
Portanto, (2 —1)2 € p(I — T). m

Teremos o seguinte teorema de caracterizacdo de regularidade maximal:

TEOREMA 2.3 (Cuevas-Lizama|8]) Seja X um espaco UMD. Se T' € B(X) é analitico entao
as seguintes condi¢oes sdo equivalentes:
(1) A equacdo (2.9) possui regularidade maximal discreta de segunda ordem;
(ii) O conjunto {(A — 1)2R((A—1)2,1 = T) / |[A\| = 1, A # 1} ¢ R-limitado.
Demonstragao: (i) = (ii) Defina a aplicagao & : Z — B(X) por
I1-T)Sn), seneZy;
sty = { =TS0 :
0, caso contrario.

Seja
Kr:ly(Z1,X) — ((Z4,X)
f — G f

onde (& x f), = Z:_O(I — T)S(k) fn—k- Por hipdtese, temos que Kp € B ({p(Z+,X)).
Como T é analitico o Lema 2.1 garante que

(=102 / 2| =1, 2 £ 1} C p((I = T)).
Entao

(z—1)? - -T)R((z—-1)*I1-T)=1
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= (z-1)?R((z-1)3T1-T)—(I-T)R((z-1)*1-T)=1
= (z-12R((z—1)*1-T)-TI=(I-T)R((z—1)%1-1T).

Usando a Proposi¢ao A.1 temos que

F(G)(z) = (I-T)FS(z)=z2(I—-T)R((z—1)%1-T)

= z[(z—-1%R((z—1)*>,1-T) — I

= 2\ F(6)(2)Z(f)(2) = (= = 1)’R((z = 1)*,1 = T)F (f)(2) = Z(f)(2)

= 2 F(6x [f)(2) + F()(2) = (= = )*R((z = ), I = T)F (f)(2)

= F((&xf)e =1))(2) + Z(f)(2) = (z = )*R((z = 1)*, ] = T).F(f)(2)

= F(6*f+[)(2) = (2= 1D?R((z = 1)*, I = T)F(f)(2).
Segue-se que existe Ly € B (£,(Z, X)) tal que
F(Laf)(2) = (z = 1)’R((z = 1)%,1 = T)F f(2).
Explicitamente (L f)(n) = (Kpf)(n— 1) + f(n). Pela Proposicio 1.3 segue que o conjunto
{z=1DR((z-1)%1=T) /2] =1, 2 # 1}

¢ R-limitado.
(73) = (i) Defina
M(t) = e (e” —1)2R((e" — 1)%,1 = T) — eI, te(0,27).
Por hipétese, {(e®® — 1)2R((e* — 1)2,1 — T)} ¢ R-limitado e, como |e*| = 1, 0 mesmo se d4
para {e'*I} (ver observagao 1.2 (e)). Logo, {M(t) / t € (0,27)} também & R-limitado. Por

outro lado,

M'(t) = ie™ N(t) + " N'(t)
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onde N(t) = (e®* —1)2R((e®* —1)2,I — T) — I. Dai, multiplicando os dois lados desta tltima

igualdade por (e — 1) obtemos
(e —1)M'(t) = i(e" — 1)e"* N (t) + e (et — 1)N'(¢).

Mas,
(e —1)N'(t) = 2ie [N (t) + I] — 2ie™[N(t) + I]°.

Entao {(e —1)M'(t) / t € (0,27)} & R-limitado e assim {(e?* +1)(e®* —1)M'(t) / t € (0,27)}
¢ R-limitado. Segue do Teorema 1.2 que existe Ly € B(¢,(Z, X)) tal que

F(Luf)z) = 2(z=1)R((z = 1)*, 1 = T)F f(2) = 2F f(2)

= F(Luf) = F(Krf), Vfeb(Zs,X)

= Ly=Kre ‘B(ﬁp(ZJr,X))

Considerando os espacos de Hilbert obtemos o seguinte corolario

COROLARIO 2.2 Seja H um espaco de Hilbert e T € B(H) um operador analitico. As

seguintes condig¢oes sdo equivalentes:
(i) A equacao (2.9) possui regularidade maximal discreta de segunda ordem.
(ii) O conjunto {A = 1)2R((A—=1)2,1-T)) / [A|=1, X1} ¢ limitado.

Demonstragao: De fato, no capitulo anterior observamos que todo espaco de Hilbert é
um espaco UMD. Além disso, as defini¢Ges de conjunto R-limitado e conjunto limitado sdo

equivalentes num espaco de Hilbert.

Q.E.D
2.3 Reducao a equacoes de 1*ordem
Sejam X um espago de Banach e T' € B(X). Dada a equagao de segunda ordem
A2z, — (I —T)xp = fn,
( ) f (2.11)

l‘OZIlzo,
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considere em X X X o problema
Unt1 — Rrvy, = Fy, (2.12)
onde v, = [z, Axy], F, = [0, fn] e Ry € B(X x X) é definido por
Rrlz,y|=[z+y,x —Tx +y).

TEOREMA 2.4 Seja T' € B(X) tal que 1 € p(T'). Entao (2.11) possui ¢,-regularidade
maximal discreta se, e somente se, (2.12) possui £,-regularidade maximal discreta.

Demonstragao: Suponha que (2.11) possui £,-regularidade maximal discreta. Seja F,, =

[fnagn] S Ep(ZJr,X X X) Defina

- - 0,90/, n=0,
G = Urgu] = 4 0] (2.13)
gl 1m0,

Sejam V,, = [Xn, }7”] a solucao da equagao
Vn+1 - RTVTL = én»

Vo =0,

(2.14)

e V,, a solugdo de
‘/:rl+l - RTVn = Fn7

VE):O,

(2.15)

Podemos verificar que V41 = Vn+1 + R} (Fy — éo). Notemos que
AV, =Vpy1 — Vi = AV, + (Ry — DR (Fy — Go).

Desta forma, para provar que AV,, € £,(Z,, X x X ) basta mostrar que AV, € Uy(Z4, X xX),
visto que (Ry — IR (Fo—Go) € €py(Z+, X x X). Para provar esta tltima afirmagio observe

que

s 1/p 00 1/p
(Z I(Rr — DRy~ (Fo — GO)HI))(XX) = <Z |(Rr — I) R (Fo — éo)”?mx) :
m (2.16)

n=0

Como Fy — Go = [fo, 90] — [0, go] = [fo, 0] segue que

eonmn — | 01 cm)  S(n) { o ]
| I-T 0 (I -T)S(n) C(n) 0
_ [ a-msm co) | [ fo ] _ [ r-msms
| -T)C) 1-T)Sm) | | 0] | T-T)Cm



Logo, segue de (2.16) e da desigualdade de Minkoviskii que

0o 1/p
<Z (I =T)S(n) follx + (1 — T)C(n)fo||§<> (Z (I =T)S(n) foll’x )

n=0

1/p

1/p

(Z (I =T)C fo\|p> (2.17)

Para provar que esta tdltima soma € finita considere o problema

A%z, = (I —T)xn +hp, hp€l,(Zy, X),
{ (1-1) o(Z+, X) os)

x():.%'l:().

A solucdo deste problema é

n—1
(S hno1 =Y S(k)hn_1k
k=0
Também,
n—1
A’z = (I =T)zp+hn =Y (I =T)S(k)hn-1-k + hn € Lp(Z4, X).
k=0
Logo,
n—1
(Z(I - T)S(k)hn_l_k> €ly(Zy,X), Y h,cly(Zy,X).
k=0
Escolha
hn _ f07 n= Oa
0, n#0.
Entao

1/p
<Z (I =T)S f0||p> < 4o0.

Para mostrar que a segunda parcela de (2.17) ¢ finita considere o problema
A2z, — (I —T)x, = hy,
= (I —T)x, = A%z, — hy,.

Como 1 € p(T') segue que

zn =1 —T)"" (A%, — hy) € 6,(Z4, X).
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Entao Az, € {,(Z,X). Entretanto,

Az, = (Cxh)p_
n—1
= > C(k)hn_1x
k=0

0o n—1
= Y I Clh)hnilk < +oo.
k=0

n=0 k=
Resta mostrar que AV, € ly(Z4,X). Com este intuito, observe que a equacao (2.14) é
equivalente a
Aty ~ G = fa,
(I —T)&p + AYn, = G-

(2.19)

Desta tltima equacao temos

A%, — (I = T)&p = hy,

onde h,, = Afn ~+ gn. Como

(fa)s (9n) € p(Z4, X) = Afo+Gn € 6(Z4, X)

= h, €4,(Z4,X)

= A%, €0,(Z,,X).
Analogamente, 1 € p(T) = &, € {,(Z,X). Finalmente,

AV, = [AZ,, Ay,]

= [AZ,, A%, — Af,] € 0,(Z4, X x X).

Reciprocamente, suponha que (2.12) possui ¢,-regularidade maximal discreta. Sejam

(fn) € lp(Z+,X) e x,, a solugao de

ANz, — (I —T)xy = fn, n€Z,,
(I—T)an=f N 220)
33023}1:0.
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Defina F,, = [0, f,]. Por hipotese a tnica solucao v,, da equagao

Av, — (R — v, = F,,
(B =1) (2.21)
Vo = 0,

satisfaz (Avy,) € £,(Z4,X). Pela unicidade da solugdo z,, do problema (2.20) devemos ter

Uy, = [, Azy,]. Dai, como Awv, € {,(Z4,X) temos que

Av, = [Az,,A%,] € l,(Z,,X)

= AQI'n GEP(ZJ'_,X)
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CAPITULO II1

TEORIA DE PERTURBACAO
PARA EQUACAO DE 24
ORDEM

A Matemdtica é a honra do espirito hu-

mano.

— Leibniz

Estudaremos agora as consequéncias da caracterizacao de regularidade maximal discreta
de segunda ordem estabelecida no capitulo anterior vide Teorema 2.3. A referéncia para os

resultados aqui demonstrados é o artigo de Cuevas e Lizama [8§].

3.1 Equacoes semilineares de segunda ordem

Nesta secao investigaremos a existéncia de solugoes limitadas para a equagao

A%z, — (I =Ty = f(n, 20, Azy), nez, 5.1)
Tro =T = 0 ’

via regularidade maximal. O resultado a seguir serd de grande utilidade na demostracdo do

principal teorema deste capitulo.

LEMA 3.1 Seja (ay,) uma sequéncia em R, . Para todos n,l € Z temos que

+1
m—1 m—1

l
n—1
1
2\ ) s
m=0 7=0 7=0



n—1
Demonstracao: Facamos A,, = E o % Temos que
J:

(14D (A — Ap)AL = (A — Ap) (AL + AT AL 4+ A, AL ALY

< (Amsr — Ap)( AL+ AL LA 4+ A AL+ AL
= AR — Al
Entao,
n—1 n—1
T+1) ) (Apgr — Ap) AL, < > (ALHL — ALY = ALFL
m=0 m=0

[
Afim de estabelecer os resultados deste capitulo levaremos sempre em consideracdo a

seguinte condicao:
CONDIGAO 3.1 Assuma que sdo validas as seguintes afirmagoes:
(i) Existe a:= (ay,) € l1(Z4, X) tal que, para todo z,w € X x X en € Z,, a fungio
fiZ, xXxX—->X

satisfaz || f(n,2) — f(n,w)||x < anllz — w||xxx-
(ii) f(e,0,0) € £1(Z, X).

Consideremos o espago de Banach Wg’p das sequéncias V = (V,,) € lo(Z4, X) tais que
Vo=Vi=0e A%V € {,(Z,,X) equipado com a norma [|[V|| = [|V]|e + [|A2V]],.

LEMA 3.2 Assuma a Condicio 3.1. Se V€ W2 entdo g(e) := f(e,0,0) € £,(Z, X).

Demonstragao: Com efeito, levando em conta que (a + b)? < 2P(aP + bP) temos que

gl = > If(n, Vi, AV

n=0
n=0
< N £(n, Vo, AVL) = £(n,0,0)[% +27 D || £(n,0,0)[%
n=0 n=0
< 2N b |[(Va, AV K x + 22> [1£(n,0,0)][% . (32)
n=0 n=0
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Ademais,

SOIF, 0,005 = D IF(n, 0,05 £(n,0,0)]x
n=0

n=0

< 1f(e,0,0)[B51 > [1£(n,0,0)]x
n=0
= [1£(2,0,0)l15"][f(e,0,0)]1- (3.3)
Analogamente, temos também que
> ab < lalB alh- (3.4)
n=0

Em contrapartida, como V' € {(Z,, X), temos

[V, AV [ xxx = [Vallx + [IVaa = Vallx <2[Vallx + [Vasallx <3[IVIe (35)

Portanto
lglly < EPIVIE D ab + 27| £(e,0,0) 5 1[1 f(e,0,0)[lx
n=0
< GPVIE[llB [y + 27 f (e, 0,0)[B ] f (2, 0,0)]l1, (3.6)
provando que g € {,(Z4, X); completando a demonstragao do lema. ]

Chamaremos de S-limitado um operador T € B(X) para o qual o operador seno associado
satisfaz S € loo(Z 4, B(X)).

Enunciaremos a seguir o teorema central deste capitulo.

TEOREMA 3.1 (CUEVAS-L1ZzAMA([8]) Assuma que a Condigao 3.1 é satisfeita. Se T' ¢

S-limitado e a equacao

Az, — (I —=T)xy =fn, NneEZ
( ) f: + (3.7)
Tro = T1 :07

possui regularidade maximal discreta de segunda ordem. Entao existe uma tnica solucao
limitada = (z,,) de (3.1) tal que (A%z,) € (,(Z4,X). Além disso, valem as seguintes

estimativas a priori

sup [|zallx + | Az, x] < 3M]|f (e, 0,01 >0, (3-8)

neZy

33



A%zl < C||f(e,0,0)|l1 1 < p < oo, (3.9)

onde M :=sup,cz, [S(n)| e C > 0.
Demonstracio: Seja V € Wg’p e defina g, = f(n,V,,AV,). O Lema 3.2 e a regularidade

maximal discreta da equagao (3.7) garantem que o problema de Cauchy

Z’n _2zn +TZn: 7 nGZ 5
+2 +1 9 + (3.10)
20 — 21 = 0.
possui uma tinica solugao (z,) tal que (A%z,) € £,(Z+,X), a qual ¢ da forma
0, sen=20,1,
o = [KV], = (3.11)

PSR f(n =1 =k, Vi1 g, AV_1 k), sen > 2.

Nosso objetivo é mostrar que o operador K : Wo* — W2P possui um tnico ponto fixo.
Primeiramente mostraremos que X esta bem definido. Seja M :=sup,,cz, [|S(n)|| a Condigao

3.1 garante que

n—1
IKVIallx = 11D Sk f(n—1—=k Va1 g AVu1g)Ix
k=1

IN

n—1
MY |lf(n—1—kVai—p, AVp_1p) — f(n—1—£,0,0)|| x
k=1

n—1
k=1

n—1 n—1
< MY o1kl (Vaci—i, AVaci—) xsx + M [If(n— 1= k,0,0)[x
k=1 j=0
n—2 n—2
= MY ojll(Vi, AV))lxxx + M D [I£(5,0,0)] x
j=0 j§=0
n—2 n—2
< BM| Ve > o+ MY [1£(4,0,0)]x
j=0 j=0
< MB|IVscllall +[1f(e,0,0)]1]- (3.12)

~ 2 L. .
Segue entdao que Wy* é invariante por X.
O objetivo agora é mostrar que para n suficientemente grande o iterado X™ é uma contra-

¢a0. Sejam V e W em W(Q)’p. Sendo M < oo segue da Condicao 3.1 a seguinte estimativa
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XV ]n = [XWn| x

n—1
= Z S(k) (f(?’L —-1- ]{7, anlflm Avnflfk) - f(n —-1- k, anlfkv Aanlfk))
k=1 X
n—1
< MY an 1wl (V= Wt AV = W) e
k=1
n—2
= MY | (V=W);, AV = W);) [ xxx
§=0
< 3MlJali|[V - W]w. (3.13)
Segue entao que
[KV = KWl < 3M|le|1[|V = W]|. (3.14)
Em contrapartida, lembrando que S(1) = I, observamos que
AKXV, = [KV]pi1 — [XV],
n—+1 n
= > S+ 1=5, Vo1, AViga5) = Y SG) F(n— 4, Vi j, AV, )
j=0 §=0
n—1
= f(n—1,Voo1,AVu1) + > (S(k+1) = S(k)) f(n— 1=k, Voo1_g, AVn1_g).
k=1
(3.15)

Como S(2) = 2I temos que

A’ KV], = fn,Vi,AV,) — f(n—1,Vy_1,AV,_1) +(S(2) = I) f(n —1,V,_1,AV,_1)

n—1

+ > (S(k+2)—2S(k+1)+ S(k)) f(n—1 =k, Voo1_p, AViu1_g)
k=1

= f(n, Vi, AVn)

n—1

+ > (S(k+2)—2S(k+1) +TS(k)) f(n—1—k, Vo1 g, AV_1 1)
k=1

n—1

+ Y (I =T)S(k) f(n—1—k, Vao1—p, AVa_1). (3.16)
k=1

Relembrando que a solugdo de (3.10) é z, = (S * g),, obtemos a identidade
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n+2—1
Z Sk)f(n+2—=1—k,Vigo1-k, AVigo_1-k)

2 Y SE)f(n+1—1—kVig1o1-p AVnia1_k)
k=1

n—1

> S(k)f(n—1 =k Vo1, AVio14)

k=1

n—1

Z S(k+2)f(n—1—k Voo1-k, AVyo1-g)
k=1

n—1

2 S(k+1)f(n—1—k Vo1_p, AVp_1_y)
k=1

n—1

> Sk f(n—1—k Voo, AVu_1_g)
k=1

(S(k+2) =280k +1) £ TS(k)) f(n—1—k, Voo1_p, AVi_1_p).  (3.17)

n

>
I

Segue, para n > 1, que

n—1

A’[KV]y = f(n, Vi, AVL) + > (I =T)S(k) f(n— 1=k, Vo1, AVu_1_g),  (3.18)

k=1

implicando que, paran > 1

A?[KV], — A [KW], = f(n, Vo, AV,) — f(n, Wy, AW,)

n—1
+Y (I =T)S(k) (f(n— 1=k, Voo, AVnoig) = f(n— 1=k, Wiy, AWn_1_4)) -
k=1

A desigualdade de Minkowskii e o fato de que A%[XV]y = £(0,0,0) asseguram que
|A2KV — AZKW |,

:

>

1

n

k

1
I-=T)Sk)(f(n—=1=k Vi1, AVioip) = f(n =1 =k, W1, AW, 1 1))

1

o] 1/p
(Hf(Oa 0,0) = £(0,0,0)[[% + > | A*[XV], — AQ[KW]TLH’%)

n=1

1/p
+

D F (0, Vi, AV = f(n, W, AW |5
n=1

pql/p
X]
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Da limitacao do operador Kp sobre £,(Z4,X) e da Condigao 3.1 resulta que

[ oo l/p
IAPKV = A’KW |, < (L+[IE7ll) | D 1f(n, Vs AV2) = f(n, WmAWn)ch]

IN

1/p
(1+ [ Krl) Zapll (Vo AV (WmAWn)H%Xx]

o 1/p
L+ [1Krll) | D abs?|v - W!ﬁo]

Ln=1

IN

IN

A+ KDl IV = Wleo- (3.19)
Obtemos entao de (3.14) e (3.19) que

IKV =KW = XV = KXWlloo + | A*KV — A2KW ||,

IN

BM|la|1[IV = WI + 31+ [ Kz |)llal: [V = W]

= 3(M + 1+ [|Kr|llef1 |V - W

= abl|V — Wi, (3.20)

onde a := 3M||aljy e b:=1+ (1 + || Kp|)M~1.

Calcularemos agora iteracoes de K. Sejam V,W € Wg’p. Relembrando que S(0) = 0,
S(1)=1eVy=V,=Wy=W; =0, obtemos inicialmente, para n > 2 que
A[XV], — A[XW],

n—

= (S(k + 1) — S(k)) (f(n — 11—k, Vo 1_k, AVn,l,k) - f(n —1—-kW,_1_4, Aanlfk))

Ja

=
I
=)

i
L

= (S(n—k) = S(n—k—=1)) (f(k, Vi, AVk) — f(k, Wi, AW})) (3.21)

B
Il
—

logo,
n—1
IAKV], = AKW]allx < 2M > || f(k, Vi, AVi) — f(k, Wi, AW) | x
k=1

2M Y onll (V= W) AV = W)o) [k (32)
k=1

IN
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Por outro lado, segue da estimativa (3.13) que

n—2
IIKV]n = [KWallx < MY (V= W) AV = W) [lxxx (3.23)
k=1
Entao para n > 2 temos que
n—1
1 (IKV = KW, AIKV = KW, [[x0x <3M Y al| (V= Wi, AV = W) [ xxx-
k=1

(3.24)
Como [XV]y = [KV]; = 0 obtemos das estimativas (3.24), (3.5) e tendo em conta o Lema 3.1
que

V], ~ DCWhlx < MY KV, AIKV,)  £G,00W],, AWl
M [ (V= KW, AKXV — KW xxx

j=1

IN

IN

3M? z_: @ (Z ail| (V= W), A(V = W),) HXxX)

n—1 2
1 2
< S(BM) (; ar> IV = Wso. (3.25)
Observando que [K2V]g = [X?V]; = 0 obtemos a estimativa
1
|2V = Wl < 5 3M]laf)* |V = WI. (3.26)

Usando a identidade
A2 [TKQV]R — A2 [.’K2W]n

= f(n> [KV]H’ A[Kv]n) - f(nv [KW]H’ A[CKW]n)—I—

n—1

D (I=T)S(k)(f(n=1=k, [KV] 1 g, A[KV ] g) = f (n=1=k, [KW ] 1, AKW ], 11)),
k=1

o Lema 3.2 e o fato de que para todo V € Wg’p, A%[X2V]o = £(0,0,0) obtemos
|A2K2V — AZKPW |,

oo 1/p
= (!AQ{K?V}O — AWl + D IA%[KV], — AQ[%QW]nH?{)
n=1
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1/p
= (ZIIA2j<2 A?[x? ]n|§<>

- 1/p
< (UH[E]) [ D01, [KV]n, A[KV],) = f(n, [JCW]mA[JCW]n)H’?(]
1/p

< (L4 |Kxl) Za”\l (Xv - KW]nvA[KV_KW]n)‘gch]

o] n—1 pq1/p
< 3MQ1+|Krl) [Z <Zak\([V—W]k,A[V—W]k)HxXx>]

=1 k=1

o'} n—1 1/p
< 3M(1+|Krl) [Z (Z%) ||V—W||zzo]
< MO+ |KEr]); (Z%) IV =W, (3.27)

entao

IA?K2V — A2K2W |, < (3MH04H 1+ KM HV — W (3.28)
Somando (3.26) e (3.28) concluimos que
12V 32wl < 5 2|||V W (3.29)

com a e b definidos como antes. Segue das estimativas (3.22), (3.24), (3.25) e (3.5) que
2

I ([K?V = 5PW];, AlKCPV = W) [lxxx < (Z ozT) IV =Wl  (3.30)
Desta desigualdade e do Lema 3.1 resulta que
n—2
1BCVE ~ Wl < MY agll (IKPV — 5W], AV — 5W]) [xocx
j=1
1 n—1 j—1 2
< SBMP Yo (Z ar> IV =Wl
7=0 r=1
3
n—1
< D | IV =W (3.31)
j=1
Implicando que
1
13V = 3EW|oo < 2BM a1 [[V = W]. (3.32)
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Novamente da estimativa (3.30) e do Lema 3.1 concluimos que

IA2K3Y — A25C3W,

o 1/p
< @+ KDl D bl (5P = KW, ARV = KEW) 1% x
n=1
3
1 [oe)
< B3EMPA+|Erl)g | doag | IV =W, (3.33)
7=0
donde
1
APV — A?KEW ||, < 6(3MHaH1)3(1 + [ KDV = W (3.34)

Das estimativas (3.32) e (3.34) obtemos

1965V — W] < 2|V~ W)
Por um argumento indutivo podemos mostrar que

1V KW < L ar |V - W

Como ba™/n! < 1 para n suficientemente grande, segue que X possui um tnico ponto fixo
Ve WP
Passaremos agora a demonstragao das estimativas (3.8) e (3.9). Seja V € W(Q)’p o ponto

fixo de K. Pela Condicao 3.1 temos que

n—1

Vallx = |[D_Sk)f(n—=1—k Va1, AVi1k)
k=1 X
n—2 n—2
< MY N f(k Vi, AVR) = f(k,0,0)]x + MY || £(k,0,0)]x
k=0 k=0
n—2
< MZQkH(Vk;AVk)HXXX+MHf(°7OaO)H17 (3.35)
k=0
donde .
IVallx < M| £(9,0,0)l1 + M > cl|(Vi, AV) | x cx- (3.36)
k=0

Em contrapartida, temos que

n—1
ALl x = |[D0(S(k+1) = S(k) f(n =1k, Vooy—p, AV_1_g)
k=1 X
n—1 n—1
< MY akl(Vis AV [xx +2M Y |1 (k,0,0)]|x, (3.37)
k=0 k=0
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e entao
n—1

1AV, ][ x < 2M]|f(2,0,0)[ls +2M > [|(Vie, AVR) || x xx -
k=0

Desta ultima desigualdade e da estimativa (3.36) segue que

n—1

(Ve AVl xxx < 3M|[£(0,0,0)[lx +3M > [|(Vie, AVi) || xxx-
k=0

Aplicando a desigualdade de Gronwall discreta obtemos

n—1
(Vs AVi)l[xxx < 3M|f(e,0,0)1 [ (1 +3May)
7=0

n—1
< 3M| f(e,0,0)]y [T *
j=0

= 3M||f(.7 07 0)”163sz;01 i

< 3M]||f(e,0,0)|1e3Mlell (3.38)
Logo,
sup [[[(Va, AV2) [ xxx] < 3M] (0, 0,0) 11 (3.39)
nel4
Finalmente, por (3.18) obtemos
n—1
APV, = f(n, Vo, AV,) + Y (I = T)S(k)f(n — 1=k, Vo1, AV_y ).
k=1

Usando o fato que A2V, = £(0,0,0) e procedendo como em (3.19) temos que

00 1/P
1A%V ][, (IIf(O, 0,0)|% + > !AQVnH&)

n=1

< [1£(0,0,0)]lx + (Z 1f (1, Vi, AV
n=1
n—1 1/p
+ > (I =T)S(k)f(n—1-k Vooiy, AVn_l_k)H’;’(>
k=1
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oo 1/p 0o 1/p
< 1£(0,0,0)]|x + <Z \If(n,Vn,AVn)|!§<> + | K|l (Z 1f(n, VnaAVn)H])?{)

n=1 n=1

0o 1/p o0 1/p
< o (z 7o vn,Amus;) Kl (z 5 vn,Avm&)
n=0

n=0

< @+ Kzl Y If(n Vo, AV - (3.40)
n=0

Pela Condigao 3.1 e estimativa (3.39) concluimos que

DIV, AV lx <D akll (Ve AVR)lxxx + [1£(#,0,0)[11
n=0 k=0

IN

3M||all f(e,0,0) | eIl 1] f(e,0,0)]

< ||f(.7 0, 0)”166MH0‘”1.

E isto completa a demonstragao do teorema. |
Como consequéncia do teorema anterior, juntamente com o Teorema 2.3 de caracterizagao

de regularidade maximal, temos o seguinte corolario:

COROLARIO 3.1 Seja X um espaco UMD. Assuma que vale a Condicao 3.1 e suponha que

T € B(X) é um operador analitico e S-limitado tal que o conjunto
{A=D?R(A-1%I-T) /N[ = A#1}

é R-limitado. Entdo existe uma tinica solugdo = = (x,,) de (3.1) tal que (A%z,,) € ,(Z+, X).

Além disso valem as estimativas (3.8) e (3.9). [

APLICAGAO 3.1 Seja H um espacgo de Hilbert. Para uma fungdo f : H — H lipschitziana,

com constante de Lipschitz L, considere o problema semilinear
A%z, — (I =Ty = qnf(zn), n€Zy, v9=212 =0, (3.41)
onde (gqy,) € t1(Z4). Se T € B(H) é um operador analitico, S-limitado e tal que o conjunto

{A=1R(A=1*1-T) /[N =1, X#1}
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¢ limitado. Entdo existe uma tnica solugdo limitada z = (x,,) de (3.41) tal que (A%z,) €
0y(Zy, H). Além disso,
max{ sup [Jlenlsr + 112 ] ||A2x|rp} < OllFO)lllglhe =Ml (3.42)
nesy

Em particular, para T' = I o seguinte resultado complementa um resultado de Drozdowiscz e

Popenda [10].

COROLARIO 3.2 Suponha que f é definida e lipschitziana com constante de Lipschitz L

sobre o espaco de Hilbert H. Seja (¢,,) € ¢1(Z+,C) entao a equagao

Azmn = %Lf(mn)

possui uma tnica solugio = = (x,,) tal que (A%x,,) € £,(Z, H) e as estimativas (3.9) e (3.8)

é validas. n

3.2 Um critério para estabilidade

Como consequéncia da caracterizacado de regularidade maximal discreta de 2° ordem vista
no Capitulo 2, estabeleceremos um critério de estabilidade para a equacao semilinear (3.1)

baseado apenas nas condigoes iniciais do problema.

TEOREMA 3.2 Seja X um espaco UMD. Assuma que a Condi¢ao 3.1 é verificada e suponha
que T' € B(X) ¢é analitico e 1 € p(T'). Entéao a solucdo (z,) de (3.1) é tal que lim z, = 0.
Demonstragao: Como T ¢é analitico segue que o(T) C D (ver [3]). Além disso, 1 € p(T).

Pela Proposicao 1.2 segue que o conjunto
{A=1R(A-1)%1-T) /A =1, A #1}

¢ R-limitado, visto que (A —1)2R((A—1)%,I —T) ¢ uma fungao analitica numa vizinhanga do
circulo. A hipotese de S-limitagdo do operador T segue da regularidade maximal e pelo fato
de I — T ser invertivel. Com efeito, dado x € X considere uma sequéncia f € £,(Z4, X) tal

que fo =x e f, = 0 para todo n # 0. Valem as estimativas

00 1/p
(I =T)S(n)follx = (Z (I - T)S(k)$!!§c>
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n

oo 1/p
3 ( [oe= T)S(k)fn_ku%)
n=0 \k=0

IN

IN

0o 1/p
(Z H(KTmH’;()
n=0

= B flly < Kzl - [[fllp = K] - [l (3.43)
Logo, |(I =T)S(n)|| < [[Kxrl]. Assim,
IS =11 =T7)"'(I = T)S(n)|| < [|(I = T)" [[[| K|
Garantindo que

sup [ S(n)l| < (1 = 1)~ (||| Kr -

n>0

Pelo Corolario 3.1 existe uma tnica solucao limitada =z = (z,,) de (3.1) tal que
(A%2,) € 0,(Z4, X).
Entdo A%z, — 0 quando n — oo. Pela Condicdo 3.1 segue que

1f(n, zn, Azy)l|x < [|f(n, 20, Azy) — f(n,0,0)|x + || f(n,0,0)] x
< anll(Tn, Azn)|lxxx + [ f(n,0,0)[ x

< an sup (20, Azn) | xxx +[f(n,0,0)]|x
TLEZ+

IN

3a|z]le + [|f(1,0,0)] x. (3.44)

Como f(e,0,0) € (1(Z4,X) e (an) € (1(Z4) obtemos que f(n,z,,Az,) — 0 quando

n — 00. Assim,

A%z, — (I =T)x, = f(n,zp, Axy) = (I =Tz, = A%z, — f(n,2,, Azy,)

S = (1= T) (A% — [0, M)

= xz, — 0.
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Do ponto de vista das aplicacGes é conveniente enfatizar o caso particular dos espacos de

Hilbert.

COROLARIO 3.3 Seja H um espago de Hilbert. Assuma que a Condicao 3.1 é valida em H.
Se T'e€ B(H) é tal que ||T|| < 1 entdo o sistema (3.1) é estavel.

Demonstragao: Observe que ||T|| < 1 implica que T' é analitico e 1 € p(T'). De fato,
(T = DT™|| < nl|(T = D) - [[T]]".

Como ||T'|| < 1 devemos ter sup, {n||T|"} < 4+occ. Logo sup,{n|(T — I)T"|} < +oo, isto &,

T & analitico. Ademais,

(I-T)"'= i ™
n=0

= (1 -1)~ <Yl

n=0
_ 1

=TI
Para |A\| =1 e A # 1, a desigualdade

A=1)2 & T "
AA = 2) Z% (A(A - 2))

A —1)? 4
T A=2f =T T =T

I =1)?R((A = 1% 1 - T)|| =

mostra que o conjunto {(A — 1)2R((A—1)2,1 —T) / |A| =1, X # 1} ¢ limitado. ]

3.3 Perturbacoes locais

Nesta se¢ao estudaremos perturbagoes locais da equacao (3.1). Assumiremos sempre que

vale a seguinte condicao:

CONDIGAO 3.2 Suponha que sdo validas as seguintes afirmagoes:

(i) Para cada R > 0 existe uma fungéo ndo decrescente [ : Z; x [0,00) — [0,00) tal que
1f(n,2) = f(n, w)llx <1(n, R)||z — wl[xxx, (3.45)

para todon € Z4, z,w € X x X com ||z||xxx < Re |w]|xxx < R.
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e . . . 0
(ii) Existe a real positivo tal que E Ol(n, a) < +oo.
n—

(iii) f(e,0,0) € £1(Z,, X).

Generalizando os espacos das se¢oes anteriores consideraremos o espaco de Banach W2P
das sequéncias V = (V,,) em (oo (Z+, X), tais que V,, =0se 0 <n <m, e A’V € (,(Z4,X)

equipado com a norma || e ||. Para A > 0, denote por W2P[\] a bola ||V < A em W2P.

TEOREMA 3.3 Suponha que a Condigao 3.2 é satisfeita. Se T é um operador S-limitado e
a equacao (3.7) possui regularidade maximal discreta entdo existe constante m € IN e uma
tinica solugao limitada z = (z,,) de (3.1) para n > m tal que z,, € W2P. Além disso, temos
que

lzllee + 1A%2]|, < a, (3.46)

onde a é a constante da Condigao 3.2 (ii).

Demonstragao: Seja 8 € (0,1/3). A Condicao 3.2 garante a existéncia de ni,n2 € IN tais

que
(M +2+ | Krl)) Y [1£(5,0,0)[lx < Ba, (3.47)
Jj=n1
Yi=p+ (M+2+|Kr]) Y 1(j,a) < 3 (3.48)
Jj=na2
onde M :=sup,cz, [S(n)||. Seja V € WyP[a/3] com m = max{ni,na}. Seja
0, se 0 <n <m,
f(n,V,,AV,), sen >m.
Entao segue que g pertence a ¢,(Z, X ). Com efeito, temos
lgly = > I, Ve, AV I
n=0
< Y (1, Vo, AV) = f(,0,0)][x + [ £(1,0,0) [ x)"
n=0
< ) (0 Vi, AV,) = f(n,0,0)[% + 22> || £(n,0,0)|%
n=0 n=0
< 23 1,7 (Vi AV P + 27 S 17 (0,0,0)[1% (3.50)
n=0 n=0
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Além disso,

IN

> 11£(n,0,0)|% 1£(2,0,0)251 > [1£(1,0,0)| 1 x
n=0 n=0

1£(e,0,0)[12 11 £ (2,0,0)]]1. (3.51)

Em contrapartida,
[(Ve, AVl xxx = [Vallx + [Vagr = Vallx < 2[[Vallx + [[Vagallx <3[[Vlee.  (3.52)

Portanto,
gl < 67 IV[2. D Un,a)” + 27| f(e,0,0)[5 [ f(e,0,0)||1, (3.53)
n=0
provando que g € £,(Z4,X). A regularidade maximal discreta de (3.7) estabelece que o

problema de Cauchy

Znao —22Zp11 + T2 =gn, NEZy (3.54)
20 =21 =0,

possui uma tnica solugdo (z,) tal que (A%z,) € £,(Z 1, X), a qual é dada por

~ 0, se0<n<m
zn = [KV], = . (3.55)
w1 Sk)f(n—1=k, Vi1, AVp_1—k), sen>m+ 1.

Mostraremos que X ¢ uma contragao. Inicialmente observe que W2P[a/3] ¢ invariante por

K. De fato, como

1V, AV))llxxx <3|V < IVl < @, (3.56)
segue da Condigao 3.2 que
n—2
XVIallx = MY NFG VAV Ix
j=m
n—2 n—2
< MY fG,V.AV) = £(5,0,0)lx + M > [1£(7.0,0)||x
j=m j=m
n—2 n—2
< MY GV, AV)llxxx +M Y [1£(5,0,0)]1x
j=m j=m
< MY G a)a+ MY |£(5,0,0)]lx. (3.57)
j=m j=m
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Como S(2) = 21, temos que

AQ[:]NCV]TL = f(n7 Vna AVH) - f(n - 17 Vn—la Aan—l) +
n—1—m
+ > (S(k+2)—2S(k+1)+ S(k)) f(n—1—

n—1—-m

= f, Ve, AVu) + > [S(k+2) —2S(k+1)
k=1

+ TSk)fin—1—k Vo 1k, AVy_1-k)

n—1—-m

e

k=1

(5(2) = 1) f(n

k)f(n —-1- ka Vn—l—k7 Avn—l—k)-

- 17 Vn—la AVv’n—l)

k? Vn—l—k7 AVn—l—k)

(3.58)

Relembrando que a solugdo de (3.54) é z,, = (S * g),, obtemos a identidade

ke, Vi1 s AVi_1_3). (3.59)

n+2—1—m
0 = Z Sk)f(n+2—=1—k Voyo1-k AVpa_1-%)
k=1
n+l—1—-m
— 2 Y SEf(n+1-1—k Vigio1—g, AVgio1-1)
k=1
n—1l—m
+ > Sk f(n—1—k, Voo, AVyo1p)
k=1
n—1l—-m
= > Sk+2)f(n—1—k Vi1 5, AVu 1)
k=1
n—1—-m
— 2 > Sk+1)fn—1—kVy 1k AVu_1s)
k=1
n—1l—m
+ > Sk f(n—1—k Va1, AV_1 k)
k=1
n—1—-m
= > (S(k+2)—2S(k+1)+TS(k) f(n—1-
k=1

Segue, para n > m, que

n—1—-m

A’[KV], = f(n,Vn,AV,) + > (I =T)S(k)f(n—1—
k=1
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Entao,

- 1/p
IAPKV ], = |1, Vi, AV 5+ D 1A% V]l
n=m+1
< | f(m, Vin, AV x + Z lf(n, Vi, AV,)
n=m+1
n—1l—-m 1/p
+ Z (I - k)f(n —-1- k7 Vn—l—k‘; AVn—l—k”I.;(]
k=1
0o 1/p
< lf(m, Vi, AV [ x + (L4 | K7|) [Z 1 (n, Vi, AV
< @+ Kzl D Nf(n, Vo, AV x (3.61)
Usando (3.57) temos que
1A%V, < @+ 1K) | ha)a+ Y f(j,o,o>X] . (3.62)
j=m j=m

Portanto, segue das desigualdades (3.57) e (3.62), juntamente com (3.47) e (3.48) que

IKVII < (M +2+||Kr|) Y U, a)a+ (M +2+ || Krl]) Z I1£(4.0,0)[1x

]:m ] =m

1
<3—ﬁ>a+ﬁa

1
= 34, (3.63)

IN

mostrando entdo que KV pertence a W2P[a/3]. Agora, para todos V, W € W2P[a/3] vale a
estimativa

IKV]n = [KW]allx

n—1l—m
= Z SE)(f(n—=1=k Vi1 3, AV ) = f(n =1 =k, Wy, AW, _1_4))
k=1 X
n—1-m
< M Z In—1—Fk,a/3)|(V-W)p-1-0, AV =W)n_1-%) [ xxx
k=1
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n—2

< MY UG a)ll (V=W); AV = W))) llxxx

Jg=m

IN

MY G )V = W (3.64)
j=m
Logo,
IKV — KW loo < 3M > U(j, )|V — W]|.
j=m

Alem disso, segue de (3.60) que, para n > m

AY[KV], — A2 [KW], = f(n, Vi, AV,) — f(n, Wy, AW,,)
n—1-m

+ Y (I-T)S(k) (f(n—1—k, Voo, AVioiog) — f(n— 1 — k&, W1 g, AWi_1_3))
k=1
Da desigualdade de Minkowskii e do fato de que

A%[KV]o = £(0,0,0)

resulta a estimativa

|A2KV — A2KW |,

o 1/p
= <||f(07 0,0) — £(0,0,0)[% + > [IA*[XV],, — A2[9~<W]n||§<>

n=1
e’} 1/p
n=1
[e%e) n—1—-m
+ DY T-D)SE) (Fn— 1=k, Vio—k, AV k)
n=1 k=1

= B Wt AW ) [2] 7

(3.65)
A limitacdo de Kp em ¢,(Z4,X) e a Condicao 3.2 nos permitem escrever
o] 1/p
|APKYV — A*KW |, < L+ [IKzl) | D 1 (n, Vi, AVL) = f(n, Wo, AW, |1
(3.66)
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oo 1/p
@+ Kzl | D Un,af3)|(Va, AV,) = WV = W, AW |5 o x

<
< B3 +[Krl) D Un,a) |V = Wl (3.67)

Implicando que

|APKYV — APKW |, < 3(1+||Kr|) > 10, a)l[V = W,

j=m
Finalmente,
1KV = KXW < 3(M + 1+ || Kr]) Y UG a) [V =Wl =3(X = B)IV - W].
Jj=m
Como 3(T — ) < 1 segue que X ¢ uma 3(T — §)-contracio. [

COROLARIO 3.4 Sejam B; : X x X — X, i = 1,2, operadores bilineares limitados, y €
H(Zy,X) e a,p € 1(Z+,R). Suponha que T é S-limitado e que a equagao (3.7) possui
regularidade maximal discreta. Entdo existe uma unica solugao limitada = (x,,) tal que

(A%z) € 0,(Z4, X) para a equagio
Tp+2 — 2$n+1 +Tx, = Yn + anBl(xn7 xn) + BHBQ(A{ETH Amn)

Demonstragao: Defina I(n, R) = 2R(|an| + [Ba])([[Bi]| + [ Bz[))- A hipotese de que o, 3 €
0,(Z+,R) garante que Y - l(n,1) < co. Além disso, f(n,0,0) =y, € {;(Z+,X). Basta

entdao aplicarmos o teorema anterior para garantirmos o resultado. ]
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APENDICE A

A TRANSFORMADA DE
FOURIER DISCRETA

Toda o educacdo cientifica que ndo se in-
icta com a Matemdtica €, naturalmente,

imperfeita na sua base.

— Auguste Conté

Seja X um espago de Banach. Para T € B(X) consideremos os operadores R, C e
S definidos em (2.2), (2.5) e (2.6) respectivamente. O objetivo dessa secao é calcular a

transformada de Fourier discreta desses operadores.

DEFINIGAO A.1 A Transformada de Fourier Discreta de f sobre T ={z¢€ C / |z| =1} ¢é

dada por
Ff2) =) =7f(j), z€T.

JEZ
PROPOSIGAO A.1 Suponha que {(z —1)? / 2 € T\ {1}} C p(I = T). Entao
(i) ZS8(2)=2((z—-1)?2-UI-T))"%, =2eT\ {1}
(i) FO)=2(z-1)((z=1)2-=(I-T))", 2eT\{1}.
Demonstracao: Dado x € X defina
z, n=0,
0, n=#0.
Entao % f(z) = z. Considere o problema
Az, — (I —Twp = fn, ne€Z,

xolezo.



A Proposigao (2.2) nos garante que a solucao de (A.1) é dada por z,+1 = (S * f),. Observe

que

Frn(z) = Zz_jfﬂjﬂ
jez

— E Z7Z+1$i

1€EZL

= Zg 2tz

1EZ
= zZx(2). (A.2)

Em contrapartida,

= FS(2)x. (A.3)
Logo, zFx(z) = FS(z)x. Analogamente, a transformada de Fourier discreta de Ax ¢

FAzx(z) = Zz*ij(j)

JEZ
= Z 2 9x(j4+1) — Z 279 x(5)
jEZ JEZ

= 2Fz(z) — Fx(2)

= (z—1)Zz(2). (A.4)
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Segue deste fato que

FNz(2) = FAAz)(2)

= (z—1)ZAx(2)

= (2 —1)2ZFx(2).

(A.5)

Voltando ao Problema (A.1), quando aplicamos a transformada de Fourier ficamos com

(2= 1)2Fx(z) — (I -T)Fx(z) = Ff(2) = x.
Multiplicando por z a identidade anterior, temos
2(2 =12 Fx(2) — 2(I = T)Fx(z2) = 2z
= ((z-1)2—(I-T))2Fz(z) = za.
Como z.Fz(z) = FS5(z)x temos
(z=1)2—(I-T)FS(2)x = zx.
Por hipétese (z — 1)? € p(I — T). Podemos entdo escrever
FS(2)r=2((z -1 = (I -T)) .
Como zx é arbitrario, temos que
FS(2)=2((z—-1)* =T -T))"".

Além disso,

Azpi1 = (Cx f)p = (2 — 1)2Fz(z) = FC(2)x.

Multiplicando (A.6) por z(z — 1) segue que
(z=1)2 = (I = T))2(z — )Fa(z) = 2(z — D)z
Como (2 —1)? € p(I — T), segue que
FC(2)r=2(z—1)((z—1)* =T -T)) '

Entao

FC(2)=2(z-1)((z—-1)2—(I-T))"".

54

(A.6)



PROPOSIGAO A.2 Se z € p(T) entdo a transformada de Fourier de &1 é
2((z—=1)R(z,T) — I).

Demonstragao: Dado xz € X considere o problema

Az, — (T — Dy = fa, (A7)

o — O,
onde a sequéncia f, é como na demostragao da Proposi¢do A.1. Sabemos que a solucdo de
(A7) é xpy1 = (T f), com T definido por T(n) =T", n=0,1,.... Observe que

F(Txf)z) = DY 2 HTxf);

JEZ

= Z 27 Ty

JEZy
= F%(2)x. (A.8)

Logo zFx(z) = F%(z)x. Aplicando a transformada de Fourier em Ax,, — (T — I)x, = fn

obtemos
(z—=1D)Fx(z)— (T —-1)Fx(z) =x.
Entao
(2 —I—(T—-1)Fz(z)=x
(2l —1-T+1NFx(z) ==z
(z—T)Fz(z) ==x.
Multiplicando por z temos
(z —T)2ZFx(z) = zx
(z —T)%(2)x = zz.
Como z € p(T) segue que
FZ(2)r = zR(z,T)x.
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Ademais, Rr(n) = (T — I)T™ = (T — I)%(n). Portanto,

F Ryr(2)x

Note que

=

(T - 1FZ(2)x

(T —1)zR(z,T)x

2(T—1)R(z,T)x

z[TR(z,T) — R(z,T)|x

(z—=T)R(2,T)=1

zR(2,T) —TR(2,T) =1

= TR(z,T)=z2R(2,T)—1I.

Desta identidade concluimos que (A.9) escreve-se como

FRr(2)x

e finalmente

z[#R(z,T) —I — R(z,T)|x

z[z(z = 1)R(2,T) — ] x,

FRr(z)=z2(2—1)R(2,T)—1).
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APENDICE B

A DESIGUALDADE DE
GRONWALL DISCRETA

Esta segao teve como base a referéncia classica de Agarwal [1]. Como de costume, re-

presentaremos por IN(a) o conjunto dos nimeros naturais maiores do que, ou iguais a a. O

teorema seguinte é a versao discreta da desigualdade de Gronwall.

TEOREMA B.1 Suponha que para todo k € IN(a) a desigualdade

u(k) < p(k) +q(k) ) fF(D)u(l).

l=a
¢ satisfeita. Entao, para todo k € N(a) temos

k—1 k—1

u(k) < p(k) +q(k) Y p(OfO) T] (1 +a(r)f(r).

l=a r=Il+1

Demonstragao: Considere em IN(a) a fungao

k—1
o(k) = 3 FDull).
l=a
Observe que v(a) =0 e

Av(k) = v(k+1)—v(k)

k k—1

= Y fud) =Y fDul)
l=a l=a

= f(k)u(k)

(B.1)

(B.2)



Como u(k) < p(k) + q(k)v(k) e f(k) > 0 segue de (B.3) que
v(k+1) = (1+q(k)f(k)v(k) < p(k)f (k). (B-4)

Ademais, (1 + q(k)f(k)) > 0 para todo k € IN(a). Logo multiplicando (B.4) por

k

[Ta+amrm—,

l=a

obtemos
k—1 k
AT+ a0 f@) o(k) | < plk)fk) [TQ+q@) ()"
l=a l=a

Somando ambos os lados desta desigualdade de a até k — 1 e usando o fato de que v(a) =0

temos

k—1 k—1 k
[T +a@rm) " ok) <> ptk)fe) [T +a0r) )"
l=a l=a r=a
Isto &,
k—1 k—1
v(k) <Y pR) k) ] U +a(r)f(r).
l=a r=Il+1

O resultado segue entao desta tltima desigualdade e da estimativa u(k) < p(k) + ¢(k)v(k). m

O lema a seguir servira para demonstrar uma importante consequéncia do Teorema B.1.

LEMA B.1 Seja v(k) definida em IN(a). Para todo k € IN(a) temos que

k—1 k—1 k—1
1+ o) ] @+o@) =[]+ (v@).
l=a t=Il+1 l=a

Demonstragao: De fato, desenvolvendo o produtorio Hf:_al (14 (v(l)) obtemos

[Ta+@w) = @+v@+1)-Q+v@+2)---(1+vk-1))

+ wv(a)- [(1—|—v(a+1))-(1+v(a+2))~~-(1+v(k:—1))]

= (1+v(a+2) - I+v@a+3) - (1+vk—1))

+ vla+1)-[14+v(@+2) - 1+v(a+3) - (1+vk—1))]

+ v(@)[1+vl@+1))- 1+v@+2)) - (1+v(k—1))]
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= 14+vk—1)+ +v(a+1)- [1+v(a+2) - (1+v(k—1))]

+ v(a)- [QA+v(@+1) - 1+vl@+2) - (1+ov(k—1))]

k—1 k—1
= 14> o) J] @+o).
l=a t=I+1

O proximo corolario foi de grande serventia para nosso trabalho, por exemplo, na demosn-

tragdo do Teorema 3.1.

COROLARIO B.1 Suponha que no Teorema B.1 tenhamos p(k) = p e q(k) = ¢ para todo

k € N(a). Entao para todo k € IN(a) temos

k—1
u(k) <p [+ af@).

l=a
Demonstragao: Com efeito, segue do Teorema B.1 que

k—1 k—1

u(k) <p+pY af®) [] A +af@r).

l=a r=Il+1
Logo,
k—1 k—1
u(k) <p (1 +> qr) I 0+ qf(?"))) :
l=a r=Il+1

Fazendo v(n) = qf(n) segue do lema anterior que

u(n) < p (1 BRI +v<r>>) )

l=a r=I[l+1 l=a
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