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Introdução

Para criar uma �loso�a sã é preciso renun-

ciar à metafísica e tornar-se apenas um

bom matemático

� Bertrand Russel

C
onsidere T um operador linear limitado de�nido sobre um espaço de Banach X. Dada

uma seqüência (fn)n∈Z+ ⊂ X o problema de Cauchy discreto de segunda ordem consiste

em encontrar uma seqüência x = (xn)n∈Z+ veri�cando a seguinte equação

∆2xn − Txn = fn, x0 = x1 = 0, n ∈ Z+. (0.1)

Na última década, a teoria das equações em diferenças atraiu a atenção de vários pesqui-

sadores das ciências exatas. Tal interesse é, de certa forma, devido ao fato de que os sistemas

dinâmicos discritos por tais equações exercem um papel importante em modelos matemáti-

cos para situações concretas da vida real, como por exemplo na física, biologia, economia,

estatistica, psicologia e sociologia.

Do ponto de vista matemático, o estudo de regularidade maximal tem recebido uma aten-

ção particular. Em 2001, S. Blunck considerou pela primeira vez (vide [3]) regularidade

maximal para equações em diferenças lineares de primeira ordem; usando propriedades de

R-limitação do conjunto resolvente do operador que de�ne a equação e técnicas de multiplica-

dores de Fourier, Blunck conseguiu uma caracterização de regularidade maximal discreta de

ordem 1. Através desta caracterização C. Cuevas e C. Lizama obtiveram (vide [6]) resultados

signi�cantes no estudo de existência e estabilidade de soluções para equações semilineares

sobre espaços de Banach para o problema de evolução discreto de primeira ordem.

Motivados pelo trabalho de Palencia e Piskarev (ver [12]), Cuevas e Lizama introduziram

o conceito de regularidade maximal discreta de segunda ordem. No artigo [7], os autores
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apresentam uma caracterização de regularidade maximal discreta do problema (0.1) mediante

propriedades de R-limitação do operador resolvente de I − T . O objetivo desta dissertação

é apresentar tal caracterização e utilizar tal resultado no estudo de existência de soluções

limitadas e estabilidade para o problema semilinear

∆2xn − Txn = f(n, xn,∆xn), n ∈ Z+. (0.2)

Com a intenção de tornar o texto auto-contido apresentamos um primeiro capítulo de

preliminares onde são dadas as de�nições de famílias R-limitadas devida a Bourgain [4],

espaços UMD introduzida por D.L. Burkholder em [5] e multiplicadores de Fourier, vide [14].

Na Seção 1.3 enunciamos três resultados sobre multiplicadores de Fourier. Não é objetivo

desta dissertação demonstrar tais resultados. Contudo, indicamos referências onde uma tal

prova pode ser encontrada.

No segundo capítulo, demonstramos os teoremas de caracterização de regularidade maxi-

mal discreta de primeira e segunda ordem obtidos por S. Blunck e C. Cuevas e C. Lizama

respectivamente. É importante observar que a propriedade de R-limitação exerce papel fun-

damental nas demonstrações dos resultados deste capítulo.

No terceiro capítulo, estudamos a teoria de perturbação de equações semilineares de se-

gunda ordem, onde provamos o teorema de Cuevas e Lizama sobre existencia de soluções

limitadas. Apresentamos um critério de estabilidade baseado apenas nos dados iniciais do

problema.

Por �m, acrescentamos apêndices sobre a transformada de Fourier discreta e a desigualdade

de Gronwall discreta, esta última tendo como referência o importante livro de Agarwal [1].

As demostrações dos teoremas são sustentadas, basicamente, nas técnicas desenvolvidas

por C. Cuevas, C. Lizama [7; 8] e S. Blunck [3].
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Capítulo I

Preliminares
Sans les mathématiques on ne pénètre

point au fond de la philosophie. Sans la

philosophie on ne pénètre point au fond des

mathématiques. Sans les deux on ne pé-

nètre au fond de rien.

� Leibniz

Apresentamos neste capítulo as ferramentas básicas utilizadas nesta dissertação. Ressal-

tamos que não pretendemos demonstrar todas as a�rmações feitas aqui. As referências para

este capítulo são o artigo de L. Weis [14], a tese de doutorado de T. Hytönen [11] e os artigos

[4] e [5].

1.1 Famílias R-limitadas

Para cada j ∈N a j−ésima função de Rademacher é de�nida por:

rj : [0, 1] → {−1, 1}

u 7→ sgn(sen(2jπu))

Definição 1.1 Seja 1 ≤ q < +∞. Dizemos que uma familia T ⊂ B(X,Y ) é R-limitada se

existe uma constante Cq > 0 tal que∫ 1

0

‖
n∑
j=1

rj(u)Tjxj‖qdu

1/q

≤ Cq

∫ 1

0

‖
n∑
j=1

rj(u)xj‖qdu

1/q

(1.1)

para todos T1, . . . , Tn ∈ T, x1, . . . , xn ∈ X e n ∈ Z+. É comum representar por Rq(T) a

menor constante Cq para a qual a desigualdade (1.1) é válida.



1.1.1 Propriedades de famílias R-limitadas

Estabeleceremos as propriedades de R-limitação que utilizaremos nesta dissertação.

Observação 1.1 A desigualdade de Khintchine-Kahane (ver [11], corolário 3.12, pág. 36)

garante que a condição (1.1) é equivalente a∫ 1

0

‖
n∑
j=1

rj(u)Tjxj‖pdu

1/p

≤ Cp

∫ 1

0

‖
n∑
j=1

rj(u)xj‖pdu

1/p

para todo p ∈ [1,∞). De fato, tal desigualdade garante que para 0 < p, q < +∞ existem

constantes Kp,q e Kq,p tais que∫ 1

0

‖
n∑
j=1

rj(u)Tjxj‖pdu

1/p

≤ Kp,q

∫ 1

0

‖
n∑
j=1

rj(u)Tjxj‖qdu

1/q

e ∫ 1

0

‖
n∑
j=1

rj(u)xj‖qdu

1/q

≤ Kq,p

∫ 1

0

‖
n∑
j=1

rj(u)xj‖pdu

1/p

.

Logo, ∫ 1

0

‖
n∑
j=1

rj(u)Tjxj‖pdu

1/p

≤ Kp,q

∫ 1

0

‖
n∑
j=1

rj(u)Tjxj‖qdu

1/q

≤ C̃q

∫ 1

0

‖
n∑
j=1

rj(u)xj‖qdu

1/q

≤ C̃p

∫ 1

0

‖
n∑
j=1

rj(u)xj‖pdu

1/p

.

Em outras palavras a observação anterior mostra que o conceito de R-limitação independe de

p.

Observação 1.2 Algumas propriedades seguem diretamente da de�nição 1.1. Por exem-

plo:

(a) Qualquer família �nita T ⊆ B(X,Y ) é R-limitada.

(b) Se T ⊆ B(X,Y ) é R-limitada então é uniformemente limitada, com

sup{‖T‖ / T ∈ T} ≤ Rp(T).
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(c) Se T e S são famílias R-limitadas então o mesmo se dá para as famílias

T ± S = {T ± S / T ∈ T, S ∈ S}

e

T · S = {T ◦ S / T ∈ T, S ∈ S}

Com efeito, a primeira asserção segue da desigualdade triangular; a segunda é conseguida

usando a de�nição de R-limitação para a família T e posteriormente para família S.

(d) Quando X e Y são espaços de Hilbert, T ⊆ B(X,Y ) é R-limitado se, e somente se, T é

uniformemente limitado.

(e) Todo subconjunto M ⊂ B(X) da forma

M = {λI / λ ∈ Ω}

é R-limitado, quando Ω ⊂ C é limitado.

(f) se T é R-limitada então, na topologia de operadores, seu fecho também o é.

Observação 1.3 Para provar a R-limitação de uma família T ⊂ B(X,Y ) é su�ciente veri-

�car a desigualdade 1.1 para uma seqüência de elementos distintos Ti ∈ T (vide [11]).

Lema 1.1 Seja I um conjunto de indices. Suponha que {Tn(µ) / µ ∈ I}∞n=1 é R-limitada e

assuma que

T (µ) =
∞∑
n=1

Tn(µ)

converge na topologia forte de B(X,Y ). Então

R({T (µ) / µ ∈ I}) ≤
∞∑
n=1

R({Tn(µ) / µ ∈ I}).

Demonstração: De fato, faça SN (µ) =
∑N

n=1
Tn(µ). Para todo x1, . . . , xn ∈ X e µ1, . . . , µn ∈

I temos∫ 1

0

‖
m∑
j=1

rj(u)SN (µj)xj‖du ≤
N∑
n=1

∫ 1

0

‖
m∑
j=1

rj(u)Tn(µj)xj‖du

≤
N∑
n=1

R({Tn(µ) / µ ∈ I})
∫ 1

0

‖
m∑
j=1

rj(u)xj‖du.

Como T (µ) = limN→∞ SN (µ) na topologia forte, o resultado segue da observação 1.2 (f).
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Proposição 1.1 Seja J = [a, b) ⊂ R com a < b ≤ ∞ e suponha que

M : J → B(X,Y )

t 7→ M(t)

possui derivada integrável. Então o conjunto {M(t) / t ∈ J} é R-limitado.

Demonstração: Com efeito, dada uma partição σ = {t0, . . . , tn} de J de�na

Mσ(t) = M(a) +
n∑
j=1

χ[tj−1,b)(t)
∫ tj

tj−1

M ′(s)ds,

onde χ[tj−1,b)(t) denota a função característica do intervalo [tj−1, b). Seja

Sjσ(t) =
1
n
M(a) + χ[tj−1,b)(t)

∫ tj

tj−1

M ′(s)ds.

Então Mσ(t) =
∑n

j=1
Sjσ(t) e o conjunto {Sjσ(tj) / j = 1, . . . , n} é R-limitado. O lema

anterior e a observação 1.3 asseguram que

R({Mσ(t) / t ∈ J} ≤
n∑
j=1

R
(
{Sjσ(tj) / j = 1, ..., n}

)

≤ ‖M(a)‖+
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
∫ tj

tj−1

M ′(s)

∥∥∥∥∥ ds
≤ ‖M(a)‖+

∫ b

a

‖M ′(s)‖ ds.

Escolhendo uma sequência de partições {σm} tal que Mσm
(t) → M(t) para t ∈ J teremos

M(t) no fecho de {Mσm
} e então o resultado é garantido pela observação 1.2 (f).

Proposição 1.2 Considere G ⊂ C um aberto e K um subconjunto compacto de G. Seja

M : G → B(X,Y )

ω 7→ M(ω)

analítica. Então o conjunto {M(ω) / ω ∈ K} é R-limitado.

Demonstração: Dado ω ∈ K considere a expanção em séries de potências

M(λ) =
∞∑
j=0

(λ− ω)j
1
j!
M (j)(ω), |λ− ω| < r(ω),

com raio de convergencia r(ω). Pelo lema (1.1) segue que

R({M(λ) / |λ− ω| < r(ω)
2
}) ≤

∞∑
j=0

R

({
(λ− ω)j

1
j!
M (j)(ω) / |λ− ω| < r(ω)

2

})

≤
∞∑
j=0

(
r(ω)

2

)j 1
j!
‖M (j)(ω)‖ < +∞.
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Por �m observe que basta uma quantidade �nita de bolas da forma

{λ ∈ C / |λ− ω| < r(ω)
2

, ω ∈ K}

para cobrir K; concluindo assim a demonstração.

1.2 Espaços UMD

A de�nição de espaços de Banach com a propriedade UMD foi introduzida por D.L. Bur-

kholder em [5] e é dada como segue:

Definição 1.2 Dizemos que um espaço de Banach X tem a propriedade UMD se para

cada p ∈ (1,∞) existe uma constante Cp > 0 tal que para qualquer martingale {fn}n≥0 ⊂

Lp(Ω,Σ, µ;X), qualquer escolha de sinais {εn}n≥0 ⊂ {−1, 1}N e todo N ∈N vale a seguinte

estimativa:

∥∥∥∥∥f0 +
N∑
n=1

εn(fn − fn−1)

∥∥∥∥∥
Lp(Ω,Σ,µ;X)

≤ Cp‖fN‖Lp(Ω,Σ,µ;X).

Recordamos que espaços de Banach X para os quais a transformada de Hilbert de�nida por

(Hf)(t) = lim
ε→0,R→∞

1
π

∫
ε≤|s|≤R

f(t− s)
s

ds

é limitada em Lp(R, X) para algum (e portanto para todo) p ∈ (1,∞) são chamados Espaços

HT .

Burkholder provou em [5] que todo espaço UMD é um espaço HT e Bourgain provou que

a reciproca é verdadeira (vide [4]).

Os seguintes são exemplos de espaços UMD e suas demonstrações podem ser encontradas

em [11]

Exemplo 1.1 Os espaços UMD incluem espaços de Hilbert, espaços de Sobolev W s
p (Ω),

1 < p < ∞, espaços de Lebesgue Lp(Ω, µ), 1 < p < ∞, Lp(Ω, µ;X), 1 < p < ∞, onde X é

um espaço UMD.

Exemplo 1.2 Todo subespaço fechado de um espaço UMD é um espaço UMD.

Exemplo 1.3 Um espaço de Banach é UMD se, e somente se, seu dual X∗ é UMD.

Para maiores informações sobre espaços UMD recomendamos a referência [11].
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1.3 Multiplicadores de Fourier

Sejam X e Y espaços de Banach. Considere o espaço de Schwartz S(X) = S(R, X) das

funções de decrescimento rápido

f : R→ X,

tais que

‖f‖α,β := sup
t∈R

∥∥tβDαf(t)
∥∥
X
, α, β ∈N,

é �nito. Relembramos que a transformada de Fourier de f ∈ L1(R, X) é de�nida por

Ff(ξ) :=
∫

R

f(t)e−i2πt·ξdt.

Definição 1.3 Um Multiplicador de Fourier sobre Lp(R, X) é uma função

M : R \ {0} → B(X,Y ),

para a qual a expressão

F (TMf) = M(·)[Ff(·)], f ∈ S(X),

está bem de�nida e TM extende-se a um operador limitado

TM : Lp(R, X)→ Lp(R, Y ).

Temos o seguinte resultado devido a L. Weis (ver [14]):

Teorema 1.1 (L. Weis [14]) Se X e Y são espaços UMD e M : R \ {0} → B(X,Y ) é tal

que

{M(t) / t ∈ R \ {0}} e {tM ′(t) / t ∈ R \ {0}},

são R-limitados então M é um multiplicador de Fourier sobre Lp(R, X), ∀ 1 < p <∞.

Através deste resultado Weis conseguiu estabelecer condições necessárias e su�cientes para

que a equação

y′(t) = Ay(t) + f(t), t ≥ 0, y(0) = 0,

possua Lp-regularidade maximal.

Posteriormente S. Blunck demonstrou no artigo [3] uma versão do teorema sobre mul-

tiplicadores de Fourier, Teorema 1.1, para T = {z ∈ C / |z| = 1}. Mais precisamente,

considerando o espaço

`p(Z, X) =

f : Z→ X / ‖f‖p :=

( ∞∑
n=0

‖f(n)‖pX

)1/p

< +∞

 , p ∈ (1,∞),
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relembramos que a Transformada de Fourier Discreta de f sobre T = {z ∈ C / |z| = 1} é

dada por

Ff(z) =
∑
j∈Z

z−jf(j), z ∈ T.

Blunck estabeleceu o seguinte resultado:

Teorema 1.2 Sejam p ∈ (1,∞) e X um espaço UMD. Se M : (−π, π) \ {0} → B(X) é

uma aplicação diferenciável tal que

{M(t), (eit − 1)(eit + 1)M ′(t) / t ∈ (−π, π) \ {0}}

é R-limitado. Então existe um operador TM ∈ B(`p(Z, X)) tal que

F (TMf) (eit) = M(t)Ff(eit),

t ∈ (−π, π) \ {0} e Ff ∈ L∞(T, X) de suporte compacto.

Ainda neste mesmo artigo, Blunck demonstrou a seguinte proposição que será de grande

utilidade.

Proposição 1.3 Sejam p ∈ (1,∞), L ⊂ C e X um espaço de Banach. Suponha que existe

um operador TM ∈ B(`p(Z+, X)) tal que

F (TMf)(z) = M(z) (Ff) (z), ∀ z ∈ L,

e Ff ∈ L∞(L, X) de suporte compacto, onde M ∈ L1
Loc(L,B(X)). Então o conjunto

{M(z) / z ∈ L} é R-limitado.

Usando estes resultados Blunck conseguiu catacterizar regularidade maximal discreta de

primeira ordem para a equação

∆xn − (T − I)xn = fn, n ∈ Z+,

x0 = 0

com propriedades de R-limitação do conjunto resolvente do operador T que de�ne a equação.
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Capítulo II

Regularidade maximal

discreta
A Matemática, quando a compreendemos

bem, possui não somente a verdade, mas

também a suprema beleza.

� Bertrand Russel

Introduziremos o conceito de regularidade maximal discreta para o problema de Cauchy

de primeira ordem devido a S. Blunck vide [3]. Apresentaremos tembém a de�nição de

regularidade maximal discreta de segunda ordem formulada por Cuevas e Lizama no artigo [7].

No texto usaremos o simbolo D para representar o disco unitário no plano complexo e por

Σδ entederemos o subconjunto aberto {z ∈ C/ |arg(z)| < δ}.

2.1 Regularidade maximal discreta de 1a ordem

Sobre um espaço de Banach X considere, para T ∈ B(X), o problema de Cauchy

∆xn − (T − I)xn = fn, x0 = 0, n ∈ Z+. (2.1)

Fixado T ∈ B(X), seja T : Z+ → B(X) determinado pela regra T(n) = Tn. Pode-se mostrar

que a solução x de (2.1) é da forma xn+1 = T(n)u+ (T ∗ f)n, onde

(T ∗ f)n :=
n∑
i=0

T ifn−i, n ∈ Z+.

Observe que se (fn) ∈ `p(Z+, X) e x é solução do problema (2.1) com condição inicial x0 = 0

então para n ∈ Z+

∆xn =
n−1∑
i=0

KT (i)fn−1−i + fn, KT (n) = (T − I)Tn. (2.2)



Seja T ∈ B(X) um operador limitado em potências, isto é, T ∈ `∞(Z+,B(X)). De�nimos

KT : `1(Z+, X) → `∞(Z+, X)

f 7→ KT ∗ f

Definição 2.1 Seja p ∈ (1,∞). Dizemos que a equação (2.1) tem `p-regularidade maximal

discreta de primeira ordem se KT ∈ B(`p(Z+, X)).

Nosso objetivo é mostrar que a de�nição de `p-regularidade maximal discreta de primeira

ordem independe de p ∈ (1,∞).

Recordamos que um operador T ∈ B(X) é dito analítico quando o conjunto

{n(T − I)Tn/ n ∈N}

é limitado.

Proposição 2.1 Seja p ∈ (1,∞). Se T ∈ B(X) é limitado em potências e a equação (2.1)

possui `p-regularidade maximal discreta de primeira ordem então T é analítico.

Demonstração: Dados b ∈N e x ∈ X considere a sequência f = fb,x ∈ X de�nida por

fj =

 T jx, i = 1, 2, . . . , b,

0, caso contrário.

Como T é limitado em potências existe M < +∞ tal que ||Tn|| < M para todo n. Então

||f ||p =

( ∞∑
n=0

||fn||p
)1/p

=

(
b∑

n=1

||fn||p
)1/p

≤
(

b∑
n=1

Mp||x||p
)1/p

= Mb1/p||x||.

Daí segue f ∈ `p(Z+, X). Além disso, ∀ n ∈N temos que

(K ∗ f)n =
n∑
j=1

(T − I)Tn−jfj

= min{n, b}(T − I)Tnx.
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Ademais, para 1 ≤ n ≤ b temos

‖(T − I)T bx‖ = ‖(T − I)TnT b−nx‖

≤ ‖T b−n‖‖(T − I)Tnx‖

≤ ‖(T − I)Tnx‖M.

Através da estimativa

||K ∗ f ||p ≥
(

b∑
n=1

||(K ∗ f)n||p
)1/p

=

(
b∑

n=1

np||(T − I)Tnx||p
)1/p

≥ M−1

(
b∑

n=1

np

)1/p

||(T − I)T bx||

≥ (2M)−1b1+1/p||(T − I)T bx||,

obtemos �nalmente que ||(T − I)T bx|| ≤ 2M2||KT ||b−1||x||.

Para obtermos a p-independência a�rmada anteriormente usaremos o seguinte teorema,

devido a Benedek-Calderón-Panzone [2], cuja demonstração pode ser encontrada, por exemplo,

em Dore [9] página 31.

Teorema 2.1 Seja k ∈ `∞(B(X)) e q ∈ [1,∞]. Considere S ∈ B(`q(Z+, X)) tal que

(Sf)n =
∞∑
m=1

k(n−m)fm, ∀n ∈ Z+,

para toda f ∈ `1(X) ∩ `q(X). Se a condição de Hörmander

sup
m∈Z+

∑
n>2m

||k(n−m)− k(n)|| < +∞, (2.3)

é satisfeita então S ∈ B(`p(X)) para todo p ∈ (1,∞).

Corolário 2.1 Sejam p, q ∈ (1,∞). Se a equação (2.1) possui `q-regularidade maximal

então (2.1) possui `p-regularidade maximal.
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Demonstração: Com efeito, como T limitado em potências e (2.1) pussui `q-regularidade

maximal discreta de ordem 1 segue que T é analítico. Então existe uma constante C > 0 tal

que

||(T − I)2Tn|| ≤ C

n2
∀n ∈ Z+.

Pelo teorema anterior concluimos que (2.1) possui `p-regularidade maximal.

Doravante diremos que a equação (2.1) possui regularidade maximal discreta de primeira

ordem quando possuir `p-regularidade maximal discreta de primeira ordem para algum p ∈

(1,∞).

O próximo resultado é uma caracterização de regularidade maximal discreta da equação

(2.1) através de propriedades de R-limitação do operador resolvente R(λ, T ).

Teorema 2.2 (S. Blunck [3]) Seja X um espaço UMD. Suponha que T ∈ B(X) é

limitado em potências e analítico então a equação (2.1) possui regularidade maximal discreta

de primeira ordem se, e somente se, {(λ− 1)R(λ, T ) / |λ| = 1, λ 6= 1} é R-limitado.

Demonstração: ⇒) Tendo em vista que o operador T é analítico, segue da Proposição A.2

que

FKT (λ) = λ((λ− 1)R(λ, T )− I), λ ∈ T = {z ∈ C / |z| = 1}.

Em termos de multiplicadores de Fourier escrevemos

TM ∈ B(`p(Z+, X)), onde F (TMf)(λ) := (λ− 1)R(λ, T )Ff(λ). (2.4)

Explicitamente, seja g : Z→ Z dada por

g(n) =

 1, se n = 1,

0, se n 6= 1.

Então para (TMf)(n) = (K ∗ (g ∗ f))(n− 1) + f(n), temos que

F (TMf) (λ) = FK(λ) ·Fg(λ) ·Ff(λ) + Ff(λ)

= λ((λ− 1)R(λ, T )− I)λ−1Ff(λ) + Ff(λ)

= (λ− 1)R(λ, T )Ff(λ).

Pela Proposição 1.3 podemos concluir de (2.4) que o conjunto

{(λ− 1)R(λ, T ) / λ ∈ T, λ 6= 1}

é R-limitado.
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⇐) Seja M(t) := (eit − 1)R(eit, T ). Então o conjunto {M(t) / t ∈ (0, 2π)} é R-limitado.

Mostraremos que o mesmo se dá para o conjunto

{(eit − 1)M ′(t) / t ∈ (0, 2π)}.

Ora, é su�ciente observar que

M ′(t) = ieitR(eit, T )− ieitR(eit, T )2(eit − 1)

= ieitR(eit, T )[1−M(t)].

Então,

(eit − 1)M ′(t) = ieit(eit − 1)R(eit, T )[1−M(t)]

= ieitM(t)[1−M(t)].

Pelo Teorema 1.2 segue que a equação (2.1) possui regularidade maximal discreta de primeira

ordem.

2.2 Regularidade maximal discreta de 2a ordem

O escopo desta seção é apresentar a de�nição de regularidade maximal discreta de segunda

ordem introduzida por C. Cuevas e C. Lizama.

Seja T ∈ B(X) e denotemos a identidade I : X → X por C(0). De�nimos o operador

cosseno pela relação

C(n) =
[n/2]∑
k=0

 n

2k

 (I − T )k, para n = 1, 2, . . . (2.5)

e C(n) = C(−n) se n = −1,−2, . . . Analogamente, fazendo S(0) = 0 o operador seno é

de�nido por

S(n) =
[(n−1)/2]∑
k=0

 n

2k + 1

 (I − T )k, para n = 1, 2, . . . (2.6)

e S(n) = −S(−n) se n = −1,−2, . . .

Para todo n ∈ Z+ consideremos a equação ∆2xn − (I − T )xn = fn,

x0 = x, ∆x0 = x1 − x0 = y,
(2.7)
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onde f : Z+ → X e ∆2xn = ∆(∆xn).

Proposição 2.2 A solução da equação (2.7) é da forma

xm+1 = C(m)x+ S(m)y + (S ∗ f)m.

Além disso,

∆xm+1 = (I − T )S(m)x+ C(m)y + (C ∗ f)m.

Demonstração: Queremos reduzir a equação (2.7) a uma equação de primeira ordem. Para

isso, sejam vn = [xn,∆xn], Fn = [0, fn] e

RT =

 I I

I − T I

 ∈ B(X ×X).

Observe que xn é solução de (2.7) se, e somente se, vn = [xn,∆xn] é solução do problema vn+1 −RT vn = Fn,

v0 = [x0,∆x0] = [x, y],
(2.8)

Com efeito, temos que xn+1

∆xn+1

−
 I I

I − T I

 xn

∆xn

 =

 0

fn


se, e somente se,

∆2xn − (I − T )xn = fn.

Ademais, podemos veri�car que vm+1 = RmT v0 +
∑m

n=0
RnTFm−n, onde

RmT =

 C(m) S(m)

(I − T )S(m) C(m)

 ,
é a solução do problema (2.8).

Dado T ∈ B(X) de�na S : Z+ → B(X) por S(n) = (I − T )S(n).

Definição 2.2 Dizemos que a equação ∆2xn − (I − T )xn = fn, n ∈ Z+

x0 = x1 = 0,
(2.9)

possui regularidade maximal discreta de segunda ordem se

KT : `1(Z+, X) → `∞(Z+, X)

f 7→ S ∗ f

22



onde (S ∗ f)n =
∑n

k=0
(I − T )S(k)fn−k, de�ne um operador limitado em `p(Z+, X) com

p ∈ (1,∞).

Uma consequência desta de�nição é que se a equação ∆2xn − (I − T )xn = fn,

x0 = x1 = 0,
(2.10)

possui regularidade maximal discreta de segunda ordem então ela possui `p-regularidade maxi-

mal, isto é, para cada (fn) ∈ `p(Z+, X) temos que ∆2xn ∈ `p(Z+, X). Com efeito,

∆2xn = (I − T )xn + fn

= (I − T )
n−1∑
k=0

S(k)fn−1−k + fn

=
n−1∑
k=0

(I − T )S(k)fn−1−k + fn

= (KT f)n−1 + fn ∈ `p(Z+, X).

Lema 2.1 Seja T ∈ B(X) um operador analítico. Então σ(I − T ) ⊆ D(1, 1) ∪ {0}. Em

particular, (z − 1)2 ∈ ρ(I − T ) sempre que |z| = 1, z 6= 1.

Demonstração: Seja M > 0 tal que

‖(T − I)Tn‖ ≤ M

n
,

para todo n ∈N. De�namos p(z) = zn+1 − zn. Pelo Teorema Espectral (ver[13]) temos que

‖(T − I)Tn‖ = ‖p(T )‖ ≥ sup{|λ| / λ ∈ σ(p(T ))}

= sup{|λ| / λ ∈ p(σ(T ))} = sup{|zn(z − 1)| / z ∈ σ(T )}

= sup{|w(1− w)n| / w ∈ σ(I − T )} ≥ |w||1− w|n,
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para todo w ∈ σ(I − T ), n ∈N. Então para w 6= 0 temos que

M

n
≥ |w||1− w|n

⇒
n
√
M

n
√
n
≥ n
√
|w||1− w|

⇒ 1 ≥ |1− w|.

Observe que |1−w| = 1⇒ w = 0. Logo, σ(I − T ) ⊂ D(1, 1)∪ {0}. Finalmente, para z = eiθ

segue que

|(eiθ − 1)2 − 1| = |e2iθ − 2eiθ|

= |eiθ(2− eiθ)| = |eiθ||2− eiθ|

= |2− eiθ| ≥ 2− |eiθ| = 1.

Portanto, (z − 1)2 ∈ ρ(I − T ).

Teremos o seguinte teorema de caracterização de regularidade maximal:

Teorema 2.3 (Cuevas-Lizama[8]) Seja X um espaço UMD. Se T ∈ B(X) é analítico então

as seguintes condições são equivalentes:

(i) A equação (2.9) possui regularidade maximal discreta de segunda ordem;

(ii) O conjunto {(λ− 1)2R((λ− 1)2, I − T ) / |λ| = 1, λ 6= 1} é R-limitado.

Demonstração: (i)⇒ (ii) De�na a aplicação S : Z→ B(X) por

S(n) =

 (I − T )S(n), se n ∈ Z+;

0, caso contrário.

Seja

KT : `p(Z+, X) → `p(Z+, X)

f 7→ S ∗ f

onde (S ∗ f)n =
∑n

k=0
(I − T )S(k)fn−k. Por hipótese, temos que KT ∈ B (`p(Z+, X)).

Como T é analítico o Lema 2.1 garante que

{(z − 1)2 / |z| = 1, z 6= 1} ⊆ ρ((I − T )).

Então

[(z − 1)2 − (I − T )]R((z − 1)2, I − T ) = I
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⇒ (z − 1)2R((z − 1)2, I − T )− (I − T )R((z − 1)2, I − T ) = I

⇒ (z − 1)2R((z − 1)2, I − T )− I = (I − T )R((z − 1)2, I − T ).

Usando a Proposição A.1 temos que

F (S)(z) = (I − T )FS(z) = z(I − T )R((z − 1)2, I − T )

= z
[
(z − 1)2R((z − 1)2, I − T )− I

]

⇒ z−1F (S)(z) = (z − 1)2R((z − 1)2, I − T )− I

⇒ z−1F (S)(z)F (f)(z) = (z − 1)2R((z − 1)2, I − T )F (f)(z)−F (f)(z)

⇒ z−1F (S ∗ f)(z) + F (f)(z) = (z − 1)2R((z − 1)2, I − T )F (f)(z)

⇒ F ((S ∗ f)(• − 1))(z) + F (f)(z) = (z − 1)2R((z − 1)2, I − T )F (f)(z)

⇒ F (S ∗ f + f)(z) = (z − 1)2R((z − 1)2, I − T )F (f)(z).

Segue-se que existe LM ∈ B (`p(Z+, X)) tal que

F (LMf)(z) = (z − 1)2R((z − 1)2, I − T )Ff(z).

Explicitamente (LMf)(n) = (KT f)(n− 1) + f(n). Pela Proposição 1.3 segue que o conjunto

{(z − 1)2R((z − 1)2, I − T ) / |z| = 1, z 6= 1}

é R-limitado.

(ii)⇒ (i) De�na

M(t) = eit(eit − 1)2R((eit − 1)2, I − T )− eitI, t ∈ (0, 2π).

Por hipótese, {(eit − 1)2R((eit − 1)2, I − T )} é R-limitado e, como |eit| = 1, o mesmo se dá

para {eitI} (ver observação 1.2 (e)). Logo, {M(t) / t ∈ (0, 2π)} também é R-limitado. Por

outro lado,

M ′(t) = ieitN(t) + eitN ′(t)
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onde N(t) = (eit − 1)2R((eit − 1)2, I − T )− I. Daí, multiplicando os dois lados desta última

igualdade por (eit − 1) obtemos

(eit − 1)M ′(t) = i(eit − 1)eitN(t) + eit(eit − 1)N ′(t).

Mas,

(eit − 1)N ′(t) = 2ieit[N(t) + I]− 2ieit[N(t) + I]2.

Então {(eit−1)M ′(t) / t ∈ (0, 2π)} é R-limitado e assim {(eit+1)(eit−1)M ′(t) / t ∈ (0, 2π)}

é R-limitado. Segue do Teorema 1.2 que existe LM ∈ B(`p(Z, X)) tal que

F (LMf)(z) = z(z − 1)2R((z − 1)2, I − T )Ff(z)− zFf(z)

⇒ F (LMf) = F (KT f), ∀ f ∈ `p(Z+, X)

⇒ LM = KT ∈ B(`p(Z+, X)).

Considerando os espaços de Hilbert obtemos o seguinte corolário

Corolário 2.2 Seja H um espaço de Hilbert e T ∈ B(H) um operador analítico. As

seguintes condições são equivalentes:

(i) A equação (2.9) possui regularidade maximal discreta de segunda ordem.

(ii) O conjunto {(λ− 1)2R
(
(λ− 1)2, I − T )

)
/ |λ| = 1, λ 6= 1} é limitado.

Demonstração: De fato, no capítulo anterior observamos que todo espaço de Hilbert é

um espaço UMD. Além disso, as de�nições de conjunto R-limitado e conjunto limitado são

equivalentes num espaço de Hilbert.

q.e.d.

2.3 Redução a equações de 1aordem

Sejam X um espaço de Banach e T ∈ B(X). Dada a equação de segunda ordem ∆2xn − (I − T )xn = fn,

x0 = x1 = 0,
(2.11)
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considere em X ×X o problema

vn+1 −RT vn = Fn, (2.12)

onde vn = [xn,∆xn], Fn = [0, fn] e RT ∈ B(X ×X) é de�nido por

RT [x, y] = [x+ y, x− Tx+ y].

Teorema 2.4 Seja T ∈ B(X) tal que 1 ∈ ρ(T ). Então (2.11) possui `p-regularidade

maximal discreta se, e somente se, (2.12) possui `p-regularidade maximal discreta.

Demonstração: Suponha que (2.11) possui `p-regularidade maximal discreta. Seja Fn =

[fn, gn] ∈ `p(Z+, X ×X). De�na

G̃n = [f̃n, g̃n] =

 [0, g0], n = 0,

[fn, gn], n 6= 0.
(2.13)

Sejam Ṽn = [X̃n, Ỹn] a solução da equação Ṽn+1 −RT Ṽn = G̃n,

Ṽ0 = 0,
(2.14)

e Vn a solução de  Vn+1 −RTVn = Fn,

V0 = 0,
(2.15)

Podemos veri�car que Vn+1 = Ṽn+1 +RnT (F0 − G̃0). Notemos que

∆Vn = Vn+1 − Vn = ∆Ṽn + (RT − I)Rn−1
T (F0 − G̃0).

Desta forma, para provar que ∆Vn ∈ `p(Z+, X×X) basta mostrar que ∆Ṽn ∈ `p(Z+, X×X),

visto que (RT−I)Rn−1
T (F0−G̃0) ∈ `p(Z+, X×X). Para provar esta última a�rmação observe

que( ∞∑
m=1

‖(RT − I)Rm−1
T (F0 − G̃0)‖pX×X

)1/p

=

( ∞∑
n=0

‖(RT − I)RnT (F0 − G̃0)‖pX×X

)1/p

.

(2.16)

Como F0 − G̃0 = [f0, g0]− [0, g0] = [f0, 0] segue que

(RT − I)RnT =

 0 I

I − T 0

 C(n) S(n)

(I − T )S(n) C(n)

 f0

0



=

 (I − T )S)(n) C(n)

(I − T )C(n) (I − T )S(n)

 f0

0

 =

 (I − T )S(n)f0

(I − T )C(n)f0

 .
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Logo, segue de (2.16) e da desigualdade de Minkoviskii que( ∞∑
n=0

‖(I − T )S(n)f0‖pX + ‖(I − T )C(n)f0‖pX

)1/p

≤
( ∞∑
n=0

‖(I − T )S(n)f0‖pX

)1/p

+

( ∞∑
n=0

‖(I − T )C(n)f0‖pX

)1/p

.(2.17)

Para provar que esta última soma é �nita considere o problema ∆2xn = (I − T )xn + hn, hn ∈ `p(Z+, X),

x0 = x1 = 0.
(2.18)

A solução deste problema é

xn = (S ∗ h)n−1 =
n−1∑
k=0

S(k)hn−1−k.

Também,

∆2xn = (I − T )xn + hn =
n−1∑
k=0

(I − T )S(k)hn−1−k + hn ∈ `p(Z+, X).

Logo, (
n−1∑
k=0

(I − T )S(k)hn−1−k

)
∈ `p(Z+, X), ∀ hn ∈ `p(Z+, X).

Escolha

hn =

 f0, n = 0,

0, n 6= 0.

Então ( ∞∑
n=0

‖(I − T )S(n)f0‖pX

)1/p

< +∞.

Para mostrar que a segunda parcela de (2.17) é �nita considere o problema

∆2xn − (I − T )xn = hn

⇒ (I − T )xn = ∆2xn − hn.

Como 1 ∈ ρ(T ) segue que

xn = (I − T )−1
(
∆2xn − hn

)
∈ `p(Z+, X).
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Então ∆xn ∈ `p(Z+, X). Entretanto,

∆xn = (C ∗ h)n−1

=
n−1∑
k=0

C(k)hn−1−k

⇒
∞∑
n=0

‖
n−1∑
k=0

C(k)hn−k‖pX < +∞.

Resta mostrar que ∆Ṽn ∈ `p(Z+, X). Com este intuito, observe que a equação (2.14) é

equivalente a  ∆x̃n − ỹn = f̃n,

(I − T )x̃n + ∆ỹn = g̃n.
(2.19)

Desta última equação temos  ∆2x̃n − (I − T )x̃n = h̃n,

x̃0 = x̃1 = 0,

onde h̃n = ∆f̃n + g̃n. Como

(f̃n), (g̃n) ∈ `p(Z+, X) ⇒ ∆f̃n + g̃n ∈ `p(Z+, X)

⇒ h̃n ∈ `p(Z+, X)

⇒ ∆2x̃n ∈ `p(Z+, X).

Analogamente, 1 ∈ ρ(T )⇒ x̃n ∈ `p(Z+, X). Finalmente,

∆Ṽn = [∆x̃n,∆ỹn]

= [∆x̃n,∆2x̃n −∆f̃n] ∈ `p(Z+, X ×X).

Reciprocamente, suponha que (2.12) possui `p-regularidade maximal discreta. Sejam

(fn) ∈ `p(Z+, X) e xn a solução de ∆2xn − (I − T )xn = fn, n ∈ Z+,

x0 = x1 = 0.
(2.20)
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De�na Fn = [0, fn]. Por hipótese a única solução vn da equação ∆vn − (RT − I)vn = Fn,

v0 = 0,
(2.21)

satisfaz (∆vn) ∈ `p(Z+, X). Pela unicidade da solução xn do problema (2.20) devemos ter

vn = [xn,∆xn]. Daí, como ∆vn ∈ `p(Z+, X) temos que

∆vn = [∆xn,∆2xn] ∈ `p(Z+, X)

⇒ ∆2xn ∈ `p(Z+, X).
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Capítulo III

Teoria de perturbação

para equação de 2a

ordem
A Matemática é a honra do espírito hu-

mano.

� Leibniz

Estudaremos agora as consequências da caracterização de regularidade maximal discreta

de segunda ordem estabelecida no capítulo anterior vide Teorema 2.3. A referência para os

resultados aqui demonstrados é o artigo de Cuevas e Lizama [8].

3.1 Equações semilineares de segunda ordem

Nesta seção investigaremos a existência de soluções limitadas para a equação ∆2xn − (I − T )xn = f(n, xn,∆xn), n ∈ Z+

x0 = x1 = 0.
(3.1)

via regularidade maximal. O resultado a seguir será de grande utilidade na demostração do

principal teorema deste capítulo.

Lema 3.1 Seja (αn) uma sequência em R+. Para todos n, l ∈ Z+ temos que

n−1∑
m=0

αn

m−1∑
j=0

αj

l

≤ 1
l + 1

m−1∑
j=0

αj

l+1

.



Demonstração: Façamos Am =
∑n−1

j=0
αj . Temos que

(l + 1)(Am+1 −Am)Alm = (Am+1 −Am)(Alm +Al−1
m Am + · · ·+AmA

l−1
m +Alm)

≤ (Am+1 −Am)(Alm+1 +Al−1
m+1Am + · · ·+Am+1A

l−1
m +Alm)

= Al+1
m+1 −Al+1

m .

Então,

(l + 1)
n−1∑
m=0

(Am+1 −Am)Alm ≤
n−1∑
m=0

(Al+1
m+1 −Al+1

m ) = Al+1
n .

A�m de estabelecer os resultados deste capítulo levaremos sempre em consideração a

seguinte condição:

Condição 3.1 Assuma que são validas as seguintes a�rmações:

(i) Existe α := (αn) ∈ `1(Z+, X) tal que, para todo z, w ∈ X ×X e n ∈ Z+, a função

f : Z+ ×X ×X → X

satisfaz ‖f(n, z)− f(n,w)‖X ≤ αn‖z − w‖X×X .

(ii) f(•, 0, 0) ∈ `1(Z+, X).

Consideremos o espaço de Banach W
2,p
0 das sequências V = (Vn) ∈ `∞(Z+, X) tais que

V0 = V1 = 0 e ∆2V ∈ `p(Z+, X) equipado com a norma ‖|V ‖| = ‖V ‖∞ + ‖∆2V ‖p.

Lema 3.2 Assuma a Condição 3.1. Se V ∈W
2,p
0 então g(•) := f(•, 0, 0) ∈ `p(Z+, X).

Demonstração: Com efeito, levando em conta que (a+ b)p ≤ 2p(ap + bp) temos que

‖g‖pp =
∞∑
n=0

‖f(n, Vn,∆Vn)‖pX

≤
∞∑
n=0

(‖f(n, Vn,∆Vn)− f(n, 0, 0)‖X + ‖f(n, 0, 0)‖X)p

≤ 2p
∞∑
n=0

‖f(n, Vn,∆Vn)− f(n, 0, 0)‖pX + 2p
∞∑
n=0

‖f(n, 0, 0)‖pX

≤ 2p
∞∑
n=0

αpn‖(Vn,∆Vn)‖pX×X + 2p
∞∑
n=0

‖f(n, 0, 0)‖pX . (3.2)

32



Ademais,

∞∑
n=0

‖f(n, 0, 0)‖pX =
∞∑
n=0

‖f(n, 0, 0)‖p−1
X ‖f(n, 0, 0)‖X

≤ ‖f(•, 0, 0)‖p−1
∞

∞∑
n=0

‖f(n, 0, 0)‖X

= ‖f(•, 0, 0)‖p−1
∞ ‖f(•, 0, 0)‖1. (3.3)

Analogamente, temos também que

∞∑
n=0

αpn ≤ ‖α‖p−1
∞ ‖α‖1. (3.4)

Em contrapartida, como V ∈ `∞(Z+, X), temos

‖(Vn,∆Vn)‖X×X = ‖Vn‖X + ‖Vn+1 − Vn‖X ≤ 2‖Vn‖X + ‖Vn+1‖X ≤ 3‖V ‖∞. (3.5)

Portanto

‖g‖pp ≤ 6p‖V ‖p∞
∞∑
n=0

αpn + 2p‖f(•, 0, 0)‖p−1
∞ ‖f(•, 0, 0)‖1

≤ 6p‖V ‖p∞‖α‖p−1
∞ ‖α‖1 + 2p‖f(•, 0, 0)‖p−1

∞ ‖f(•, 0, 0)‖1, (3.6)

provando que g ∈ `p(Z+, X); completando a demonstração do lema.

Chamaremos de S-limitado um operador T ∈ B(X) para o qual o operador seno associado

satisfaz S ∈ `∞(Z+,B(X)).

Enunciaremos a seguir o teorema central deste capítulo.

Teorema 3.1 (Cuevas-Lizama[8]) Assuma que a Condição 3.1 é satisfeita. Se T é

S-limitado e a equação  ∆2xn − (I − T )xn = fn, n ∈ Z+

x0 = x1 = 0,
(3.7)

possui regularidade maximal discreta de segunda ordem. Então existe uma única solução

limitada x = (xn) de (3.1) tal que (∆2xn) ∈ `p(Z+, X). Além disso, valem as seguintes

estimativas a priori

sup
n∈Z+

[‖xn‖X + ‖∆xn‖X ] ≤ 3M‖f(•, 0, 0)‖1e3M‖α‖1 , (3.8)
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‖∆2x‖p ≤ C‖f(•, 0, 0)‖1e6M‖α‖1 , 1 < p <∞, (3.9)

onde M := supn∈Z+
‖S(n)‖ e C > 0.

Demonstração: Seja V ∈ W
2,p
0 e de�na gn = f(n, Vn,∆Vn). O Lema 3.2 e a regularidade

maximal discreta da equação (3.7) garantem que o problema de Cauchy zn+2 − 2zn+1 + Tzn = gn, n ∈ Z+,

z0 = z1 = 0.
(3.10)

possui uma única solução (zn) tal que (∆2zn) ∈ `p(Z+, X), a qual é da forma

zn = [KV ]n =

 0, se n = 0, 1,∑n−1−m
k=1 S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k), se n ≥ 2.

(3.11)

Nosso objetivo é mostrar que o operador K : W
2,p
0 → W

2,p
0 possui um único ponto �xo.

Primeiramente mostraremos que K está bem de�nido. SejaM := supn∈Z+
‖S(n)‖ a Condição

3.1 garante que

‖[KV ]n‖X = ‖
n−1∑
k=1

S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)‖X

≤ M
n−1∑
k=1

‖f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)− f(n− 1− k, 0, 0)‖X

+ M
n−1∑
k=1

‖f(n− 1− k, 0, 0)‖X

≤ M
n−1∑
k=1

αn−1−k‖(Vn−1−k,∆Vn−1−k)‖X×X +M
n−1∑
j=0

‖f(n− 1− k, 0, 0)‖X

= M
n−2∑
j=0

αj‖(Vj ,∆Vj)‖X×X +M
n−2∑
j=0

‖f(j, 0, 0)‖X

≤ 3M‖V ‖∞
n−2∑
j=0

αj +M
n−2∑
j=0

‖f(j, 0, 0)‖X

≤ M [3‖V ‖∞‖α‖1 + ‖f(•, 0, 0)‖1]. (3.12)

Segue então que W
2,p
0 é invariante por K.

O objetivo agora é mostrar que para n su�cientemente grande o iterado Kn é uma contra-

ção. Sejam V e W em W
2,p
0 . Sendo M <∞ segue da Condição 3.1 a seguinte estimativa
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‖[KV ]n − [KW ]n‖X

=

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=1

S(k) (f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)− f(n− 1− k,Wn−1−k,∆Wn−1−k))

∥∥∥∥∥
X

≤ M
n−1∑
k=1

αn−1−k‖ ((V −W )n−1−k,∆(V −W )n−1−k) ‖X×X

= M
n−2∑
j=0

αj‖ ((V −W )j ,∆(V −W )j) ‖X×X

≤ 3M‖α‖1‖V −W‖∞. (3.13)

Segue então que

‖KV −KW‖∞ ≤ 3M‖α‖1‖|V −W‖|. (3.14)

Em contrapartida, lembrando que S(1) = I, observamos que

∆[KV ]n = [KV ]n+1 − [KV ]n

=
n+1∑
j=0

S(j)f(n+ 1− j, Vn+1−j ,∆Vn+1−j)−
n∑
j=0

S(j)f(n− j, Vn−j ,∆Vn−j)

= f(n− 1, Vn−1,∆Vn−1) +
n−1∑
k=1

(S(k + 1)− S(k)) f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k).

(3.15)

Como S(2) = 2I temos que

∆2[KV ]n = f(n, Vn,∆Vn)− f(n− 1, Vn−1,∆Vn−1) + (S(2)− I) f(n− 1, Vn−1,∆Vn−1)

+
n−1∑
k=1

(S(k + 2)− 2S(k + 1) + S(k)) f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

= f(n, Vn,∆Vn)

+
n−1∑
k=1

(S(k + 2)− 2S(k + 1) + TS(k)) f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

+
n−1∑
k=1

(I − T )S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k). (3.16)

Relembrando que a solução de (3.10) é zn = (S ∗ g)n, obtemos a identidade
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0 =
n+2−1∑
k=1

S(k)f(n+ 2− 1− k, Vn+2−1−k,∆Vn+2−1−k)

− 2
n+1−1∑
k=1

S(k)f(n+ 1− 1− k, Vn+1−1−k,∆Vn+1−1−k)

+
n−1∑
k=1

S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

=
n−1∑
k=1

S(k + 2)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

− 2
n−1∑
k=1

S(k + 1)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

+
n−1∑
k=1

S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

=
n−1∑
k=1

(S(k + 2)− 2S(k + 1) + TS(k)) f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k). (3.17)

Segue, para n ≥ 1, que

∆2[KV ]n = f(n, V n,∆Vn) +
n−1∑
k=1

(I − T )S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k), (3.18)

implicando que, para n ≥ 1

∆2[KV ]n −∆2[KW ]n = f(n, Vn,∆Vn)− f(n,Wn,∆Wn)

+
n−1∑
k=1

(I − T )S(k) (f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)− f(n− 1− k,Wn−1−k,∆Wn−1−k)) .

A desigualdade de Minkowskii e o fato de que ∆2[KV ]0 = f(0, 0, 0) asseguram que

‖∆2KV −∆2KW‖p

=

(
‖f(0, 0, 0)− f(0, 0, 0)‖pX +

∞∑
n=1

‖∆2[KV ]n −∆2[KW ]n‖pX

)1/p

≤
[ ∞∑
n=1

‖f(n, Vn,∆Vn)− f(n,Wn,∆Wn)‖pX

]1/p

+

[ ∞∑
n=1

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=1

(I − T )S(k) (f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)− f(n− 1− k,Wn−1−k,∆Wn−1−k))

∥∥∥∥∥
p

X

]1/p
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Da limitação do operador KT sobre `p(Z+, X) e da Condição 3.1 resulta que

‖∆2KV −∆2KW‖p ≤ (1 + ‖KT ‖)
[ ∞∑
n=1

‖f(n, Vn,∆Vn)− f(n,Wn,∆Wn)‖pX

]1/p

≤ (1 + ‖KT ‖)
[ ∞∑
n=1

αpn‖(Vn,∆Vn)− (Wn,∆Wn)‖pX×X

]1/p

≤ (1 + ‖KT ‖)
[ ∞∑
n=1

αpn3p‖V −W‖p∞

]1/p

≤ 3(1 + ‖KT ‖)‖α‖1‖V −W‖∞. (3.19)

Obtemos então de (3.14) e (3.19) que

‖|KV −KW‖| = ‖KV −KW‖∞ + ‖∆2KV −∆2KW‖p

≤ 3M‖α‖1‖|V −W‖|+ 3(1 + ‖KT ‖)‖α‖1‖|V −W‖|

= 3(M + 1 + ‖KT ‖)‖α‖1‖|V −W‖|

= ab‖|V −W‖|, (3.20)

onde a := 3M‖α‖1 e b := 1 + (1 + ‖KT ‖)M−1.

Calcularemos agora iterações de K. Sejam V,W ∈ W
2,p
0 . Relembrando que S(0) = 0,

S(1) = I e V0 = V1 = W0 = W1 = 0, obtemos inicialmente, para n ≥ 2 que

∆[KV ]n −∆[KW ]n

=
n−1∑
k=0

(S(k + 1)− S(k)) (f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)− f(n− 1− k,Wn−1−k,∆Wn−1−k))

=
n−1∑
k=1

(S(n− k)− S(n− k − 1)) (f(k, Vk,∆Vk)− f(k,Wk,∆Wk)) , (3.21)

logo,

‖∆[KV ]n −∆[KW ]n‖X ≤ 2M
n−1∑
k=1

‖f(k, Vk,∆Vk)− f(k,Wk,∆Wk)‖X

≤ 2M
n−1∑
k=1

αk‖ ((V −W )k,∆(V −W )k) ‖X×X . (3.22)
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Por outro lado, segue da estimativa (3.13) que

‖[KV ]n − [KW ]n‖X ≤M
n−2∑
k=1

‖ ((V −W )k,∆(V −W )k) ‖X×X (3.23)

Então para n ≥ 2 temos que

‖ ([KV −KW ]n,∆[KV −KW ]n) ‖X×X ≤ 3M
n−1∑
k=1

αk‖ ((V −W )k,∆(V −W )k) ‖X×X .

(3.24)

Como [KV ]0 = [KV ]1 = 0 obtemos das estimativas (3.24), (3.5) e tendo em conta o Lema 3.1

que

‖[K2V ]n − [K2W ]n‖X ≤ M
n−2∑
j=0

‖f(j, [KV ]j ,∆[KV ]j)− f(j, [KW ]j ,∆[KW ]j)‖X

≤ M
n−2∑
j=1

αj‖ ([KV −KW ]j ,∆[KV −KW ]j) ‖X×X

≤ 3M2
n−1∑
j=1

αj

(
j−1∑
i=1

αi‖ ((V −W )i,∆(V −W )i) ‖X×X

)

≤ 1
2

(3M)2

(
n−1∑
r=1

αr

)2

‖V −W‖∞. (3.25)

Observando que [K2V ]0 = [K2V ]1 = 0 obtemos a estimativa

‖K2V −K2W‖∞ ≤
1
2

(3M‖α‖1)2 ‖|V −W‖|. (3.26)

Usando a identidade

∆2[K2V ]n −∆2[K2W ]n

= f(n, [KV ]n,∆[KV ]n)− f(n, [KW ]n,∆[KW ]n)+

n−1∑
k=1

(I−T )S(k)(f(n−1−k, [KV ]n−1−k,∆[KV ]n−1−k)−f(n−1−k, [KW ]n−1−k,∆[KW ]n−1−k)),

o Lema 3.2 e o fato de que para todo V ∈W
2,p
0 , ∆2[K2V ]0 = f(0, 0, 0) obtemos

‖∆2K2V −∆2K2W‖p

=

(
‖∆2[K2V ]0 −∆2[K2W ]0‖pX +

∞∑
n=1

‖∆2[K2V ]n −∆2[K2W ]n‖pX

)1/p
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=

( ∞∑
n=1

‖∆2[K2V ]n −∆2[K2W ]n‖pX

)1/p

≤ (1 + ‖KT ‖)
[ ∞∑
n=1

‖f(n, [KV ]n,∆[KV ]n)− f(n, [KW ]n,∆[KW ]n)‖pX

]1/p

≤ (1 + ‖KT ‖)
[ ∞∑
n=1

αpn‖([KV −KW ]n,∆[KV −KW ]n)‖pX×X

]1/p

≤ 3M(1 + ‖KT ‖)
[ ∞∑
n=1

αpn

(
n−1∑
k=1

αk‖ ([V −W ]k,∆[V −W ]k) ‖X×X

)p]1/p

≤ 32M(1 + ‖KT ‖)
[ ∞∑
n=0

αpn

(
n−1∑
k=0

αk

)p
‖V −W‖p∞

]1/p

≤ 32M(1 + ‖KT ‖)
1
2

 ∞∑
j=0

αj

2

‖V −W‖∞, (3.27)

então

‖∆2K2V −∆2K2W‖p ≤
1
2

(3M‖α‖1)2(1 + ‖KT ‖)M−1‖|V −W‖|. (3.28)

Somando (3.26) e (3.28) concluimos que

‖|K2V −K2W‖| ≤ b

2
a2‖|V −W‖|. (3.29)

com a e b de�nidos como antes. Segue das estimativas (3.22), (3.24), (3.25) e (3.5) que

‖
(
[K2V −K2W ]j ,∆[K2V −K2W ]j

)
‖X×X ≤

3
2

(3M)2

(
j−1∑
r=1

αr

)2

‖V −W‖∞. (3.30)

Desta desigualdade e do Lema 3.1 resulta que

‖[K3V ]n − [K3W ]n‖X ≤ M
n−2∑
j=1

αj‖
(
[K2V −K2W ]j ,∆[K2V −K2W ]j

)
‖X×X

≤ 1
2

(3M)3
n−1∑
j=0

αj

(
j−1∑
r=1

αr

)2

‖V −W‖∞

≤ 1
6

(3M)3

n−1∑
j=1

αj

3

‖V −W‖∞. (3.31)

Implicando que

‖K3V −K3W‖∞ ≤
1
6

(3M‖α‖1)3‖|V −W‖|. (3.32)
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Novamente da estimativa (3.30) e do Lema 3.1 concluimos que

‖∆2K3V −∆2K3W‖p

≤ (1 + ‖KT ‖)
[ ∞∑
n=1

αpn‖
(
[K2V −K2W ]n,∆[K2V −K2W ]n

)
‖pX×X

]1/p

≤ 3(3M)2(1 + ‖KT ‖)
1
6

 ∞∑
j=0

αj

3

‖V −W‖∞, (3.33)

donde

‖∆2K3V −∆2K3W‖p ≤
1
6

(3M‖α‖1)3(1 + ‖KT ‖)‖|V −W‖|. (3.34)

Das estimativas (3.32) e (3.34) obtemos

‖|K3V −K3W‖| ≤ b

3!
a3‖|V −W‖|.

Por um argumento indutivo podemos mostrar que

‖|KnV −KnW‖| ≤ b

n!
an‖|V −W‖|.

Como ban/n! < 1 para n su�cientemente grande, segue que K possui um único ponto �xo

V ∈W
2,p
0 .

Passaremos agora a demonstração das estimativas (3.8) e (3.9). Seja V ∈ W
2,p
0 o ponto

�xo de K. Pela Condição 3.1 temos que

‖Vn‖X =

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=1

S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

∥∥∥∥∥
X

≤ M
n−2∑
k=0

‖f(k, Vk,∆Vk)− f(k, 0, 0)‖X +M
n−2∑
k=0

‖f(k, 0, 0)‖X

≤ M
n−2∑
k=0

αk‖(Vk,∆Vk)‖X×X +M‖f(•, 0, 0)‖1, (3.35)

donde

‖Vn‖X ≤M‖f(•, 0, 0)‖1 +M
n−1∑
k=0

αk‖(Vk,∆Vk)‖X×X . (3.36)

Em contrapartida, temos que

‖∆Vn‖X =

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=1

(S(k + 1)− S(k)) f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

∥∥∥∥∥
X

≤ 2M
n−1∑
k=0

αk‖(Vk,∆Vk)‖X×X + 2M
n−1∑
k=0

‖f(k, 0, 0)‖X , (3.37)
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e então

‖∆Vn‖X ≤ 2M‖f(•, 0, 0)‖1 + 2M
n−1∑
k=0

‖(Vk,∆Vk)‖X×X .

Desta última desigualdade e da estimativa (3.36) segue que

‖(Vn,∆Vn)‖X×X ≤ 3M‖f(•, 0, 0)‖1 + 3M
n−1∑
k=0

‖(Vk,∆Vk)‖X×X .

Aplicando a desigualdade de Gronwall discreta obtemos

‖(Vn,∆Vn)‖X×X ≤ 3M‖f(•, 0, 0)‖1
n−1∏
j=0

(1 + 3Mαj)

≤ 3M‖f(•, 0, 0)‖1
n−1∏
j=0

e3Mαj

= 3M‖f(•, 0, 0)‖1e3M
∑n−1

j=0 αj

≤ 3M‖f(•, 0, 0)‖1e3M‖α‖1 . (3.38)

Logo,

sup
n∈Z+

[‖(Vn,∆Vn)‖X×X ] ≤ 3M‖f(•, 0, 0)‖1e3M‖α‖1 . (3.39)

Finalmente, por (3.18) obtemos

∆2Vn = f(n, Vn,∆Vn) +
n−1∑
k=1

(I − T )S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k).

Usando o fato que ∆2V0 = f(0, 0, 0) e procedendo como em (3.19) temos que

‖∆2V ‖p =

(
‖f(0, 0, 0)‖pX +

∞∑
n=1

‖∆2Vn‖pX

)1/P

≤ ‖f(0, 0, 0)‖X +

( ∞∑
n=1

‖f(n, Vn,∆Vn)

+
n−1∑
k=1

(I − T )S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)‖pX

)1/p
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≤ ‖f(0, 0, 0)‖X +

( ∞∑
n=1

‖f(n, Vn,∆Vn)‖pX

)1/p

+ ‖KT ‖
( ∞∑
n=1

‖f(n, Vn,∆Vn)‖pX

)1/p

≤ 2

( ∞∑
n=0

‖f(n, Vn,∆Vn)‖pX

)1/p

+ ‖KT ‖
( ∞∑
n=0

‖f(n, Vn,∆Vn)‖pX

)1/p

≤ (2 + ‖KT ‖)
∞∑
n=0

‖f(n, Vn,∆Vn)‖X . (3.40)

Pela Condição 3.1 e estimativa (3.39) concluimos que

∞∑
n=0

‖f(n, Vn,∆Vn)‖X ≤
∞∑
k=0

αk‖(Vk,∆Vk)‖X×X + ‖f(•, 0, 0)‖1

≤ 3M‖α‖1‖f(•, 0, 0)‖1e3M‖α‖1 + ‖f(•, 0, 0)‖1

≤ ‖f(•, 0, 0)‖1e6M‖α‖1 .

E isto completa a demonstração do teorema.

Como consequência do teorema anterior, juntamente com o Teorema 2.3 de caracterização

de regularidade maximal, temos o seguinte corolário:

Corolário 3.1 Seja X um espaço UMD. Assuma que vale a Condição 3.1 e suponha que

T ∈ B(X) é um operador analítico e S-limitado tal que o conjunto

{(λ− 1)2R((λ− 1)2, I − T ) / |λ| = λ 6= 1}

é R-limitado. Então existe uma única solução x = (xn) de (3.1) tal que (∆2xn) ∈ `p(Z+, X).

Além disso valem as estimativas (3.8) e (3.9).

Aplicação 3.1 Seja H um espaço de Hilbert. Para uma função f : H → H lipschitziana,

com constante de Lipschitz L, considere o problema semilinear

∆2xn − (I − T )xn = qnf(xn), n ∈ Z+, x0 = x1 = 0, (3.41)

onde (qn) ∈ `1(Z+). Se T ∈ B(H) é um operador analítico, S-limitado e tal que o conjunto

{(λ− 1)2R((λ− 1)2, I − T ) / |λ| = 1, λ 6= 1}
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é limitado. Então existe uma única solução limitada x = (xn) de (3.41) tal que (∆2xn) ∈

`p(Z+, H). Além disso,

max

{
sup
n∈Z+

[
||xn||H + ||∆xn||H

]
, ||∆2x||p

}
≤ C||f(0)||H ||q||1e6LM ||q||1 . (3.42)

Em particular, para T = I o seguinte resultado complementa um resultado de Drozdowiscz e

Popenda [10].

Corolário 3.2 Suponha que f é de�nida e lipschitziana com constante de Lipschitz L

sobre o espaço de Hilbert H. Seja (qn) ∈ `1(Z+,C) então a equação

∆2xn = qnf(xn)

possui uma única solução x = (xn) tal que (∆2xn) ∈ `p(Z+, H) e as estimativas (3.9) e (3.8)

é válidas.

3.2 Um critério para estabilidade

Como consequência da caracterização de regularidade maximal discreta de 2◦ ordem vista

no Capítulo 2, estabeleceremos um critério de estabilidade para a equação semilinear (3.1)

baseado apenas nas condições iniciais do problema.

Teorema 3.2 Seja X um espaço UMD. Assuma que a Condição 3.1 é veri�cada e suponha

que T ∈ B(X) é analítico e 1 ∈ ρ(T ). Então a solução (xn) de (3.1) é tal que lim
n→∞

xn = 0.

Demonstração: Como T é analítico segue que σ(T ) ⊂ D (ver [3]). Além disso, 1 ∈ ρ(T ).

Pela Proposição 1.2 segue que o conjunto

{(λ− 1)2R((λ− 1)2, I − T ) / |λ| = 1, λ 6= 1}

é R-limitado, visto que (λ−1)2R((λ−1)2, I−T ) é uma função analítica numa vizinhança do

círculo. A hipótese de S-limitação do operador T segue da regularidade maximal e pelo fato

de I − T ser invertível. Com efeito, dado x ∈ X considere uma sequência f ∈ `p(Z+, X) tal

que f0 = x e fn = 0 para todo n 6= 0. Valem as estimativas

‖(I − T )S(n)f0‖X =

( ∞∑
k=1

‖(I − T )S(k)x‖pX

)1/p
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≤
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

‖(I − T )S(k)fn−k‖pX

)1/p

≤
( ∞∑
n=0

‖(KT f)n‖pX

)1/p

= ‖KT f‖p ≤ ‖KT ‖ · ‖f‖p = ‖KT ‖ · ‖x‖. (3.43)

Logo, ‖(I − T )S(n)‖ ≤ ‖KT ‖. Assim,

‖S(n)‖ = ‖(I − T )−1(I − T )S(n)‖ ≤ ‖(I − T )−1‖‖KT ‖.

Garantindo que

sup
n≥0
‖S(n)‖ ≤ ‖(I − T )−1‖‖KT ‖.

Pelo Corolário 3.1 existe uma única solução limitada x = (xn) de (3.1) tal que

(∆2xn) ∈ `p(Z+, X).

Então ∆2xn → 0 quando n→∞. Pela Condição 3.1 segue que

‖f(n, xn,∆xn)‖X ≤ ‖f(n, xn,∆xn)− f(n, 0, 0)‖X + ‖f(n, 0, 0)‖X

≤ αn‖(xn,∆xn)‖X×X + ‖f(n, 0, 0)‖X

≤ αn sup
n∈Z+

‖(xn,∆xn)‖X×X + ‖f(n, 0, 0)‖X

≤ 3αn‖x‖∞ + ‖f(n, 0, 0)‖X . (3.44)

Como f(•, 0, 0) ∈ `1(Z+, X) e (αn) ∈ `1(Z+) obtemos que f(n, xn,∆xn) → 0 quando

n→∞. Assim,

∆2xn − (I − T )xn = f(n, xn,∆xn) ⇒ (I − T )xn = ∆2xn − f(n, xn,∆xn)

⇒ xn = (I − T )−1[∆2xn − f(n, xn,∆xn)]

⇒ xn → 0.
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Do ponto de vista das aplicações é conveniente enfatizar o caso particular dos espaços de

Hilbert.

Corolário 3.3 Seja H um espaço de Hilbert. Assuma que a Condição 3.1 é válida em H.

Se T ∈ B(H) é tal que ‖T‖ < 1 então o sistema (3.1) é estável.

Demonstração: Observe que ‖T‖ < 1 implica que T é analítico e 1 ∈ ρ(T ). De fato,

‖n(T − I)Tn‖ ≤ n‖(T − I)‖ · ‖T‖n.

Como ‖T‖ < 1 devemos ter supn{n‖T‖n} < +∞. Logo supn{n‖(T − I)Tn‖} < +∞, isto é,

T é analítico. Ademais,

(I − T )−1 =
∞∑
n=0

Tn

⇒ ‖(I − T )−1‖ ≤
∞∑
n=0

‖T‖n

=
1

1− ‖T‖
.

Para |λ| = 1 e λ 6= 1, a desigualdade

‖(λ− 1)2R((λ− 1)2, I − T )‖ =

∥∥∥∥∥ (λ− 1)2

λ(λ− 2)

∞∑
n=0

(
T

λ(λ− 2)

)n∥∥∥∥∥ ≤ |λ− 1|2

|λ− 2| − ‖T‖
≤ 4

1− ‖T‖

mostra que o conjunto {(λ− 1)2R((λ− 1)2, I − T ) / |λ| = 1, λ 6= 1} é limitado.

3.3 Perturbações locais

Nesta seção estudaremos perturbações locais da equação (3.1). Assumiremos sempre que

vale a seguinte condição:

Condição 3.2 Suponha que são válidas as seguintes a�rmações:

(i) Para cada R > 0 existe uma função não decrescente l : Z+ × [0,∞)→ [0,∞) tal que

‖f(n, z)− f(n,w)‖X ≤ l(n,R)‖z − w‖X×X , (3.45)

para todo n ∈ Z+, z, w ∈ X ×X com ‖z‖X×X ≤ R e ‖w‖X×X ≤ R.
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(ii) Existe a real positivo tal que
∑∞

n=0
l(n, a) < +∞.

(iii) f(•, 0, 0) ∈ `1(Z+, X).

Generalizando os espaços das seções anteriores consideraremos o espaço de Banach W2,p
m

das sequências V = (Vn) em `∞(Z+, X), tais que Vn = 0 se 0 ≤ n ≤ m, e ∆2V ∈ `p(Z+, X)

equipado com a norma ‖| • ‖|. Para λ > 0, denote por W2,p
m [λ] a bola ‖|V ‖| ≤ λ em W2,p

m .

Teorema 3.3 Suponha que a Condição 3.2 é satisfeita. Se T é um operador S-limitado e

a equação (3.7) possui regularidade maximal discreta então existe constante m ∈ N e uma

única solução limitada x = (xn) de (3.1) para n ≥ m tal que xn ∈ W2,p
m . Além disso, temos

que

‖x‖∞ + ‖∆2x‖p ≤ a, (3.46)

onde a é a constante da Condição 3.2 (ii).

Demonstração: Seja β ∈ (0, 1/3). A Condição 3.2 garante a existência de n1, n2 ∈ N tais

que

(M + 2 + ‖KT ‖)
∞∑

j=n1

‖f(j, 0, 0)‖X ≤ βa, (3.47)

Υ := β + (M + 2 + ‖KT ‖)
∞∑

j=n2

l(j, a) <
1
3
, (3.48)

onde M := supn∈Z+
‖S(n)‖. Seja V ∈W2,p

m [a/3] com m = max{n1, n2}. Seja

gn :=

 0, se 0 ≤ n ≤ m,

f(n, Vn,∆Vn), se n > m.
(3.49)

Então segue que g pertence a `p(Z+, X). Com efeito, temos

‖g‖pp =
∞∑
n=0

‖f(n, Vn,∆Vn)‖pX

≤
∞∑
n=0

(‖f(n, Vn,∆Vn)− f(n, 0, 0)‖X + ‖f(n, 0, 0)‖X)p

≤ 2p
∞∑
n=0

‖f(n, Vn,∆Vn)− f(n, 0, 0)‖pX + 2p
∞∑
n=0

‖f(n, 0, 0)‖pX

≤ 2p
∞∑
n=0

l(n, a)p‖(Vn,∆Vn)‖pX×X + 2p
∞∑
n=0

‖f(n, 0, 0)‖pX . (3.50)
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Além disso,
∞∑
n=0

‖f(n, 0, 0)‖pX ≤ ‖f(•, 0, 0)‖p−1
∞

∞∑
n=0

‖f(n, 0, 0)‖X

= ‖f(•, 0, 0)‖p−1
∞ ‖f(•, 0, 0)‖1. (3.51)

Em contrapartida,

‖(Vn,∆Vn)‖X×X = ‖Vn‖X + ‖Vn+1 − Vn‖X ≤ 2‖Vn‖X + ‖Vn+1‖X ≤ 3‖V ‖∞. (3.52)

Portanto,

‖g‖pp ≤ 6p‖V ‖p∞
∞∑
n=0

l(n, a)p + 2p‖f(•, 0, 0)‖p−1
∞ ‖f(•, 0, 0)‖1, (3.53)

provando que g ∈ `p(Z+, X). A regularidade maximal discreta de (3.7) estabelece que o

problema de Cauchy

 zn+2 − 2zn+1 + Tzn = gn, n ∈ Z+

z0 = z1 = 0,
(3.54)

possui uma única solução (zn) tal que (∆2zn) ∈ `p(Z+, X), a qual é dada por

zn = [K̃V ]n =

 0, se 0 ≤ n ≤ m∑n−1
k=1 S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k), se n ≥ m+ 1.

(3.55)

Mostraremos que K̃ é uma contração. Inicialmente observe que W2,p
m [a/3] é invariante por

K̃. De fato, como

‖(Vj ,∆Vj)‖X×X ≤ 3‖V ‖∞ ≤ ‖|V ‖| < a, (3.56)

segue da Condição 3.2 que

‖[K̃V ]n‖X = M
n−2∑
j=m

‖f(j, Vj ,∆Vj)‖X

≤ M
n−2∑
j=m

‖f(j, V,∆Vj)− f(j, 0, 0)‖X +M
n−2∑
j=m

‖f(j, 0, 0)‖X

≤ M
n−2∑
j=m

l(j, a)‖(Vj ,∆Vj)‖X×X +M
n−2∑
j=m

‖f(j, 0, 0)‖X

≤ M
∞∑
j=m

l(j, a)a+M
∞∑
j=m

‖f(j, 0, 0)‖X . (3.57)
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Como S(2) = 2I, temos que

∆2[K̃V ]n = f(n, Vn,∆Vn)− f(n− 1, Vn−1,∆Vn−1) + (S(2)− I) f(n− 1, Vn−1,∆Vn−1)

+
n−1−m∑
k=1

(S(k + 2)− 2S(k + 1) + S(k)) f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

= f(n, Vn,∆Vn) +
n−1−m∑
k=1

[S(k + 2)− 2S(k + 1)

+ TS(k)] f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

+
n−1−m∑
k=1

(I − T )S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k). (3.58)

Relembrando que a solução de (3.54) é zn = (S ∗ g)n obtemos a identidade

0 =
n+2−1−m∑

k=1

S(k)f(n+ 2− 1− k, Vn+2−1−k,∆Vn+2−1−k)

− 2
n+1−1−m∑

k=1

S(k)f(n+ 1− 1− k, Vn+1−1−k,∆Vn+1−1−k)

+
n−1−m∑
k=1

S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

=
n−1−m∑
k=1

S(k + 2)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

− 2
n−1−m∑
k=1

S(k + 1)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

+
n−1−m∑
k=1

S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

=
n−1−m∑
k=1

(S(k + 2)− 2S(k + 1) + TS(k)) f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k). (3.59)

Segue, para n ≥ m, que

∆2[K̃V ]n = f(n, V n,∆Vn) +
n−1−m∑
k=1

(I − T )S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k). (3.60)
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Então,

‖∆2K̃V ‖p =

[
‖f(m,Vm,∆Vm)‖pX +

∞∑
n=m+1

‖∆2[K̃V ]n‖pX

]1/p

≤ ‖f(m,Vm,∆Vm)‖X +

[ ∞∑
n=m+1

‖f(n, Vn,∆Vn)

+
n−1−m∑
k=1

(I − T )S(k)f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k‖pX

]1/p

≤ ‖f(m,Vm,∆Vm)‖X + (1 + ‖KT ‖)
[ ∞∑
n=m

‖f(n, Vn,∆Vn)‖pX

]1/p

≤ (2 + ‖KT ‖)
∞∑
n=m

‖f(n, Vn,∆Vn)‖X . (3.61)

Usando (3.57) temos que

‖∆2K̃V ‖p ≤ (2 + ‖KT ‖)

 ∞∑
j=m

l(j, a)a+
∞∑
j=m

‖f(j, 0, 0)‖X

 . (3.62)

Portanto, segue das desigualdades (3.57) e (3.62), juntamente com (3.47) e (3.48) que

‖|K̃V ‖| ≤ (M + 2 + ‖KT ‖)
∞∑
j=m

l(j, a)a+ (M + 2 + ‖KT ‖)
∞∑
j=m

‖f(j, 0, 0)‖X

≤
(

1
3
− β

)
a+ βa

=
1
3
a, (3.63)

mostrando então que K̃V pertence a W2,p
m [a/3]. Agora, para todos V,W ∈ W2,p

m [a/3] vale a

estimativa

‖[K̃V ]n − [K̃W ]n‖X

=

∥∥∥∥∥
n−1−m∑
k=1

S(k) ((f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)− f(n− 1− k,Wn−1−k,∆Wn−1−k))

∥∥∥∥∥
X

≤ M
n−1−m∑
k=1

l(n− 1− k, a/3)‖ ((V −W )n−1−k,∆(V −W )n−1−k) ‖X×X
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≤ M
n−2∑
j=m

l(j, a)‖ ((V −W )j ,∆(V −W )j) ‖X×X

≤ M
∞∑
j=m

l(j, a)‖V −W‖∞. (3.64)

Logo,

‖K̃V − K̃W‖∞ ≤ 3M
∞∑
j=m

l(j, a)‖|V −W‖|.

Além disso, segue de (3.60) que, para n ≥ m

∆2[K̃V ]n −∆2[K̃W ]n = f(n, Vn,∆Vn)− f(n,Wn,∆Wn)

+
n−1−m∑
k=1

(I − T )S(k) (f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)− f(n− 1− k,Wn−1−k,∆Wn−1−k)) .

Da desigualdade de Minkowskii e do fato de que

∆2[K̃V ]0 = f(0, 0, 0)

resulta a estimativa

‖∆2K̃V −∆2K̃W‖p

=

(
‖f(0, 0, 0)− f(0, 0, 0)‖pX +

∞∑
n=1

‖∆2[K̃V ]n −∆2[K̃W ]n‖pX

)1/p

≤
[ ∞∑
n=1

‖f(n, Vn,∆Vn)− f(n,Wn,∆Wn)‖pX

]1/p

+

[ ∞∑
n=1

∥∥∥∥∥
n−1−m∑
k=1

(I − T )S(k) (f(n− 1− k, Vn−1−k,∆Vn−1−k)

− f(n− 1− k,Wn−1−k,∆Wn−1−k)
)∥∥p
X

]1/p
.

(3.65)

A limitação de KT em `p(Z+, X) e a Condição 3.2 nos permitem escrever

‖∆2K̃V −∆2K̃W‖p ≤ (1 + ‖KT ‖)
[ ∞∑
n=m

‖f(n, Vn,∆Vn)− f(n,Wn,∆Wn)‖pX

]1/p

(3.66)
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≤ (1 + ‖KT ‖)
[ ∞∑
n=m

l(n, a/3)‖(Vn,∆Vn)− (W‖|V −W‖|n,∆Wn)‖pX×X

]1/p

≤ 3(1 + ‖KT ‖)
∞∑
n=m

l(n, a)‖V −W‖∞. (3.67)

Implicando que

‖∆2K̃V −∆2K̃W‖p ≤ 3(1 + ‖KT ‖)
∞∑
j=m

l(j, a)‖|V −W‖|,

Finalmente,

‖|K̃V − K̃W‖| ≤ 3(M + 1 + ‖KT ‖)
∞∑
j=m

l(j, a)‖|V −W‖| = 3(Υ− β)‖|V −W‖|.

Como 3(Υ− β) < 1 segue que K̃ é uma 3(Υ− β)-contração.

Corolário 3.4 Sejam Bi : X × X → X, i = 1, 2, operadores bilineares limitados, y ∈

`1(Z+, X) e α, β ∈ `1(Z+,R). Suponha que T é S-limitado e que a equação (3.7) possui

regularidade maximal discreta. Então existe uma única solução limitada x = (xn) tal que

(∆2x) ∈ `p(Z+, X) para a equação

xn+2 − 2xn+1 + Txn = yn + αnB1(xn, xn) + βnB2(∆xn,∆xn).

Demonstração: De�na l(n,R) = 2R(|αn|+ |βn|)(‖B1‖+ ‖B2‖). A hipótese de que α, β ∈

`p(Z+,R) garante que
∑∞
n=0 l(n, 1) < ∞. Além disso, f(n, 0, 0) = yn ∈ `1(Z+, X). Basta

então aplicarmos o teorema anterior para garantirmos o resultado.

51



Apêndice A

A transformada de

Fourier discreta
Toda a educação cientí�ca que não se in-

icia com a Matemática é, naturalmente,

imperfeita na sua base.

� Auguste Conté

Seja X um espaço de Banach. Para T ∈ B(X) consideremos os operadores KT , C e

S de�nidos em (2.2), (2.5) e (2.6) respectivamente. O objetivo dessa seção é calcular a

transformada de Fourier discreta desses operadores.

Definição A.1 A Transformada de Fourier Discreta de f sobre T = {z ∈ C / |z| = 1} é

dada por

Ff(z) =
∑
j∈Z

z−jf(j), z ∈ T.

Proposição A.1 Suponha que {(z − 1)2 / z ∈ T \ {1}} ⊂ ρ(I − T ). Então

(i) FS(z) = z((z − 1)2 − (I − T ))−1, z ∈ T \ {1}.

(ii) FC(z) = z(z − 1)((z − 1)2 − (I − T ))−1, z ∈ T \ {1}.

Demonstração: Dado x ∈ X de�na

fn =

 x, n = 0,

0, n 6= 0.

Então Ff(z) = x. Considere o problema ∆2xn − (I − T )xn = fn, n ∈ Z+

x0 = x1 = 0.
(A.1)



A Proposição (2.2) nos garante que a solução de (A.1) é dada por xn+1 = (S ∗ f)n. Observe

que

Fxn+1(z) =
∑
j∈Z

z−jxj+1

=
∑
i∈Z

z−i+1xi

= z
∑
i∈Z

zixi

= zFx(z). (A.2)

Em contrapartida,

F (S ∗ f)(z) =
∑
j∈Z

z−j(S ∗ f)j

=
∑
j∈Z+

z−j
j∑

k=0

S(k)fj−k

=
∑
j∈Z+

S(j)x

= FS(z)x. (A.3)

Logo, zFx(z) = FS(z)x. Analogamente, a transformada de Fourier discreta de ∆x é

F∆x(z) =
∑
j∈Z

z−j∆x(j)

=
∑
j∈Z

z−jx(j + 1)−
∑
j∈Z

z−jx(j)

= zFx(z)−Fx(z)

= (z − 1)Fx(z). (A.4)
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Segue deste fato que

F∆2x(z) = F∆(∆x)(z)

= (z − 1)F∆x(z)

= (z − 1)2Fx(z). (A.5)

Voltando ao Problema (A.1), quando aplicamos a transformada de Fourier �camos com

(z − 1)2Fx(z)− (I − T )Fx(z) = Ff(z) = x. (A.6)

Multiplicando por z a identidade anterior, temos

z(z − 1)2Fx(z)− z(I − T )Fx(z) = zx

⇒ ((z − 1)2 − (I − T ))zFx(z) = zx.

Como zFx(z) = FS(z)x temos

((z − 1)2 − (I − T ))FS(z)x = zx.

Por hipótese (z − 1)2 ∈ ρ(I − T ). Podemos então escrever

FS(z)x = z((z − 1)2 − (I − T ))−1x.

Como x é arbitrário, temos que

FS(z) = z((z − 1)2 − (I − T ))−1.

Além disso,

∆xn+1 = (C ∗ f)n ⇒ (z − 1)zFx(z) = FC(z)x.

Multiplicando (A.6) por z(z − 1) segue que

((z − 1)2 − (I − T ))z(z − 1)Fx(z) = z(z − 1)x

Como (z − 1)2 ∈ ρ(I − T ), segue que

FC(z)x = z(z − 1)((z − 1)2 − (I − T ))−1x.

Então

FC(z) = z(z − 1)((z − 1)2 − (I − T ))−1.
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Proposição A.2 Se z ∈ ρ(T ) então a transformada de Fourier de KT é

z((z − 1)R(z, T )− I).

Demonstração: Dado x ∈ X considere o problema ∆xn − (T − I)xn = fn,

x0 = 0,
(A.7)

onde a sequência fn é como na demostração da Proposição A.1. Sabemos que a solução de

(A.7) é xn+1 = (T ∗ f)n com T de�nido por T(n) = Tn, n = 0, 1, .... Observe que

F (T ∗ f)(z) =
∑
j∈Z

z−1(T ∗ f)j

=
∑
j∈Z+

z−1T jx

= FT(z)x. (A.8)

Logo zFx(z) = FT(z)x. Aplicando a transformada de Fourier em ∆xn − (T − I)xn = fn

obtemos

(z − 1)Fx(z)− (T − I)Fx(z) = x.

Então
(zI − I − (T − I))Fx(z) = x

(zI − I − T + I)Fx(z) = x

(z − T )Fx(z) = x.

Multiplicando por z temos

(z − T )zFx(z) = zx

(z − T )T(z)x = zx.

Como z ∈ ρ(T ) segue que

FT(z)x = zR(z, T )x.
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Ademais, KT (n) = (T − I)Tn = (T − I)T(n). Portanto,

FKT (z)x − (T − I)FT(z)x

= (T − I)zR(z, T )x

= z(T − I)R(z, T )x

= z [TR(z, T )−R(z, T )]x (A.9)

Note que

(z − T )R(z, T ) = I

⇒ zR(z, T )− TR(z, T ) = I

⇒ TR(z, T ) = zR(z, T )− I.

Desta identidade concluimos que (A.9) escreve-se como

FKT (z)x = z [zR(z, T )− I −R(z, T )]x

= z [z(z − 1)R(z, T )− I]x,

e �nalmente

FKT (z) = z ((z − 1)R(z, T )− I) .
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Apêndice B

A desigualdade de

Gronwall discreta

Esta seção teve como base a referência clássica de Agarwal [1]. Como de costume, re-

presentaremos por N(a) o conjunto dos números naturais maiores do que, ou iguais a a. O

teorema seguinte é a versão discreta da desigualdade de Gronwall.

Teorema B.1 Suponha que para todo k ∈N(a) a desigualdade

u(k) ≤ p(k) + q(k)
k−1∑
l=a

f(l)u(l). (B.1)

é satisfeita. Então, para todo k ∈N(a) temos

u(k) ≤ p(k) + q(k)
k−1∑
l=a

p(l)f(l)
k−1∏
r=l+1

(1 + q(r)f(r)). (B.2)

Demonstração: Considere em N(a) a função

v(k) =
k−1∑
l=a

f(l)u(l).

Observe que v(a) = 0 e

∆v(k) = v(k + 1)− v(k)

=
k∑
l=a

f(l)u(l)−
k−1∑
l=a

f(l)u(l)

= f(k)u(k). (B.3)



Como u(k) ≤ p(k) + q(k)v(k) e f(k) ≥ 0 segue de (B.3) que

v(k + 1)− (1 + q(k)f(k))v(k) ≤ p(k)f(k). (B.4)

Ademais, (1 + q(k)f(k)) > 0 para todo k ∈N(a). Logo multiplicando (B.4) por

k∏
l=a

(1 + q(l)f(l))−1,

obtemos

∆

[
k−1∏
l=a

(1 + q(l)f(l))−1v(k)

]
≤ p(k)f(k)

k∏
l=a

(1 + q(l)f(l))−1.

Somando ambos os lados desta desigualdade de a até k − 1 e usando o fato de que v(a) = 0

temos
k−1∏
l=a

(1 + q(l)f(l))−1v(k) ≤
k−1∑
l=a

p(k)f(k)
k∏
r=a

(1 + q(r)f(r))−1.

Isto é,

v(k) ≤
k−1∑
l=a

p(k)f(k)
k−1∏
r=l+1

(1 + q(r)f(r)).

O resultado segue então desta última desigualdade e da estimativa u(k) ≤ p(k) + q(k)v(k).

O lema a seguir servirá para demonstrar uma importante consequência do Teorema B.1.

Lema B.1 Seja v(k) de�nida em N(a). Para todo k ∈N(a) temos que

1 +
k−1∑
l=a

v(l)
k−1∏
t=l+1

(1 + v(t)) =
k−1∏
l=a

(1 + (v(l)).

Demonstração: De fato, desenvolvendo o produtório
∏k−1
l=a (1 + (v(l)) obtemos

k−1∏
l=a

(1 + (v(l)) = (1 + v(a+ 1)) · (1 + v(a+ 2)) · · · (1 + v(k − 1))

+ v(a) ·
[
(1 + v(a+ 1)) · (1 + v(a+ 2)) · · · (1 + v(k − 1))

]

= (1 + v(a+ 2)) · (1 + v(a+ 3)) · · · (1 + v(k − 1))

+ v(a+ 1) ·
[
(1 + v(a+ 2)) · (1 + v(a+ 3)) · · · (1 + v(k − 1))

]

+ v(a)
[
(1 + v(a+ 1)) · (1 + v(a+ 2)) · · · (1 + v(k − 1))

]
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= 1 + v(k − 1) + · · ·+ v(a+ 1) ·
[
(1 + v(a+ 2)) · · · (1 + v(k − 1))

]

+ v(a) ·
[
(1 + v(a+ 1)) · (1 + v(a+ 2)) · · · (1 + v(k − 1))

]

= 1 +
k−1∑
l=a

v(l)
k−1∏
t=l+1

(1 + v(t)).

O próximo corolário foi de grande serventia para nosso trabalho, por exemplo, na demosn-

tração do Teorema 3.1.

Corolário B.1 Suponha que no Teorema B.1 tenhamos p(k) = p e q(k) = q para todo

k ∈N(a). Então para todo k ∈N(a) temos

u(k) ≤ p
k−1∏
l=a

(1 + qf(l)).

Demonstração: Com efeito, segue do Teorema B.1 que

u(k) ≤ p+ p
k−1∑
l=a

qf(l)
k−1∏
r=l+1

(1 + qf(r)).

Logo,

u(k) ≤ p
(

1 +
k−1∑
l=a

qf(l)
k−1∏
r=l+1

(1 + qf(r))

)
.

Fazendo v(n) = qf(n) segue do lema anterior que

u(n) ≤ p
(

1 +
k−1∑
l=a

v(l)
k−1∏
r=l+1

(1 + v(r))

)
= p

k−1∏
l=a

(1 + v(l)).
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