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RESUMO

METODOLOGIA PARA A OBTENÇÃO DA SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE TRANS-

PORTE DE BOLTZMANN CONSIDERANDO ESPALHAMENTO COMPTON SIMULADO

POR KLEIN-NISHINA

Nesse trabalho é apresentada uma solução anaĺıtica para a equação de transporte

bidimensional em um domı́nio retangular considerando o espalhamento Compton, utilizando

o método LTSN e a aproximação PN na variável angular. Esse procedimento leva a uma

formulação para a taxa de dose total devido à radiação gama. Nessa derivação, a energia

depositada pelo elétron livre é considerada. Para alcançarmos esse objetivo dois problemas

são resolvidos: o primeiro para o transporte de fótons, assumindo como seção de choque

diferencial o núcleo de espalhamento de Klein-Nishina bem como modelo multigrupo em

energia; e o segundo para o transporte de elétrons livres, considerando a seção de choque de

espalhamento diferencial de Rutherford. Simulações numéricas e validações com os resultados

obtidos pelo método de Monte Carlo são apresentadas para ambos os problemas.
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ABSTRACT

METHODOLOGY FOR OBTAINING ANALYTIC SOLUTION FOR THE BOLTZMANN

TRANSPORT EQUATION CONSIDERING COMPTON SCATTERING SIMULATED BY

KLEIN-NISHINA

In this work we present the analytical solution for the two-dimensional transport

equation in a rectangle considering Compton scattering, using the LTSN method and the

PN approach for the angular variable. This procedure leads to a formulation for the total

dosis due the gamma radiation. In this derivation, the energy deposited by the free electron

is taken into account. To reach this objective we solve two model problems: the first one

for the transport of photons, assuming the Klein-Nishina scattering kernel as the scattering

differential cross section as well as the multigroup model in the energy variable; and the

second one the transport of free electrons considering the screened Rutherford scattering

kernel. Numerical simulations and validations with Monte Carlo results are reported for

both problems.
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1. Caracteres Arábicos

A: massa atômica.

Aj(s): matriz do LTSN para a energia j.

A−1
j (s): inversa da matriz Aj(s).

Ajnx: matriz do sistema gerado pela formulação LTSN nodal para a energia j.

aH : raio de Bohr.

Be(x): fator de build-up de exposição.

Bjny: matriz do sistema gerado pela formulação LTSN nodal para a energia j.

c: velocidade da luz.

D: dose absorvida.

D : matriz que contém os autovalores da matriz Bjny.

Ḋ: taxa de dose absorvida.

Ḋ(r, E): taxa de dose devido ao feixe de elétrons.

dv: elemento infinitesimal de volume.

dθ2/dz: poder de espalhamento angular linear.

e: carga do elétron.

E: energia do fóton depois da colisão dada em MeV.

E0: energia do fóton antes da colisão dada em MeV.

Es: energia de ligação do elétron ao átomo.

FKN : fator Klein-Nishina.

F (θx, x, z): função distribuição de probabilidade para o espalhamento de part́ıculas

penetrando no meio inicialmente na direção z.
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I: energia de excitação média.

I(x, λ, µ): intensidade do fluxo angular na direção µ, posição x para o comprimento

de onda λ.

Ij(x, µn): intensidade do fluxo angular na direção µn, posição x para o grupo de

energia j.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

Logo depois de descobertos por Whilhelm C. Roentgen, os raios-X começaram a ser

utilizados em diagnóstico e terapêutica, tendo Emil A. Grubbe como um pioneiro, ainda em

1896. Nesse mesmo ano, Pierre e Marie Curie descobriram o Radium- 226. Nesta época, os

cirurgiões passaram a utilizar as radiações no tratamento de tumores malignos, acreditando

atuarem por ação cáustica nos tecidos. A falta de conhecimentos técnicos e cient́ıficos levou

ao aparecimento de inúmeras e graves complicações levando as aplicações terapêuticas ao

descrédito.

Inicialmente as doses eram avaliadas pelas reações induzidas na pele e a unidade

correspondente foi denominada “dose eritema”. A dose administrada era avaliada segundo

a intensidade do eritema. A avaliação era, no entanto, subjetiva e feita após o tratamento.

Os progressos da f́ısica médica na década de 30 permitiram quantificar as doses de

radiação e estabelecer uma relação entre quantidade e efeito biológico. Em 1944, Strandqvist

publicou os resultados de observações cĺınicas que relacionavam o efeito das radiações sobre

os tecidos e da dose com o tempo de administração e a distribuição dessa no tempo.

O desenvolvimento da f́ısica e da engenharia nuclear proporcionaram um grande

avanço na produção de materiais radioativos obtidos artificialmente, propiciando novas fontes

(entre elas o Cobalto-60) com diferentes caracteŕısticas para uso em terapias. Esses avanços

na área da f́ısica, associados a uma melhor compreensão dos mecanismos bioqúımicos da

interação da radiação com a matéria, trouxeram as bases teóricas para tratamentos que con-

centram grandes doses de radiação em um determinado volume alvo, protegendo os tecidos

normais e lesando ao máximo os tumorais.

O desenvolvimento na engenharia de construção de aceleradores de part́ıculas, que

passaram a ser constrúıdos em tamanhos apropriados para uso cĺınico com grande variedade
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de energias, representou um aumento significativo de opções de tratamento, cada vez melho-

res e mais otimizados.

As radiações ionizantes podem atravessar a matéria ou serem absorvidas por ela,

o que possibilita diversas aplicações. Mesmo em minúsculas quantidades, cuja detecção

seja muito árdua pelos métodos qúımicos, a radiação emitida pode ser detectada. Pela

absorção da energia das radiações, células ou microrganismos, podem ser destrúıdos. Essa

caracteŕıstica, é muito útil quando empregada para destruir células tumorais, reduzir ou

exterminar colônias de bactérias ou microorganismos nocivos.

Os radioisótopos são utilizados na medicina nuclear tanto em diagnósticos como em

terapias. Hoje, uma das mais importantes aplicações das radiações ionizantes é a radiotera-

pia.

Radioterapia significa tratamento com radiação em seu sentido mais amplo, na ver-

dade, aplica-se esse nome a uma especialidade médica, que se ocupa do tratamento de de-

terminadas doenças, fundamentalmente oncológicas, por meio de radiações ionizantes. A ra-

dioterapia é um procedimento que compete em igualdade de condições com a quimioterapia,

a cirurgia e a imunologia no tratamento de tumores malignos. De fato, esses procedimentos,

em vários casos, se complementam.

As radiações ionizantes destroem as células tumorais, mas também podem destruir

as células sadias. A meta da radioterapia é levar a máxima dose de radiação posśıvel a

células tumorais, com um mı́nimo de dose aos tecidos sãos que estão em volta. Isto requer

uma boa compreensão teórica dos processos de interação das radiações com a matéria viva,

da resposta dessa às radiações ionizantes e da distribuição do fluxo de radiação em diferentes

meios, o que nos leva a determinação de parâmetros e grandezas fundamentais para as áreas

de proteção radiológica e terapêutica.

Uma das formas de obter-se o fluxo das radiações é através da equação de transporte

de Boltzmann para part́ıculas e fótons. A equação de transporte de Boltzmann modela

matematicamente problemas de distribuição de part́ıculas em meios materiais, com origem

na teoria cinética dos gases [Lewis e Miller, 1984], [Bell e Glastone, 1985], e representa um

balanço de part́ıculas num elemento de volume do espaço de fase.

A equação de transporte constitui-se numa ferramenta matemática fundamental

para o estudo quantitativo de vários fenômenos f́ısicos associados às radiações. Na área
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de proteção radiológica essa equação é aplicada, principalmente, no cálculo e análise de

blindagens e na dosimetria das radiações.

Decorrente da enorme aplicabilidade da teoria de transporte em diversas áreas das

engenharias e da f́ısica, surge o interesse no desenvolvimento de técnicas computacionais efi-

cientes de solução dessa equação. Para modelagem de problemas de transporte de part́ıculas

existem duas abordagens bem definidas. Os métodos de modelagem computacional proba-

biĺıstica (métodos de Monte Carlo) visam a estimar a solução tratando diretamente o pro-

blema f́ısico. Nos últimos anos, um grande número de códigos de Monte Carlo vem sendo

desenvolvido para calcular as interações da radiação com a matéria. Entre eles, podemos

destacar o EGS4 (“Electron Gama Shower”, versão 4), que simula a interação de part́ıculas

com a matéria em um grande alcance de energia. Recentemente, uma atenção especial vem

sendo dada ao código Geant4 [Agostinelli et. al], [Allison et al]. Geant4 é um código de

simulação Monte Carlo desenvolvido pela CERN (“European Organization for Nuclear Re-

serch”) com o objetivo de descrever a f́ısica de part́ıculas. Na abordagem detemińıstica,

modelos matemáticos aproximados são usados para representarem a equação de transporte,

uma vez que soluções exatas para essa equação só podem ser obtidas, para problemas es-

pećıficos, por exemplo, pelo método de Case [Case, 1960], [Case e Zweifel, 1967] e pela

técnica de “Wiener-Hopf”. Dentre os métodos de cálculos determińısticos destacam-se os

métodos baseados nas aproximações PN (expansão em harmônicos esféricos) e SN (método

das ordenadas discretas). Na formulação PN , os fluxos angulares são expandidos em termos

das funções de Legendre nas variáveis angulares, e substitúıdos na equação de transporte,

resultando um sistema de equações que é resolvido para os coeficientes da expansão. Na

formulação SN , assume-se que as part́ıculas sofrem espalhamento segundo um número finito

de direções.

Dentre os métodos numéricos de discretização espacial das equações SN em geome-

tria multidimensional cartesiana, destacam-se os métodos espectro-nodais SGF-CN [Barros

e Larsen, 1992] e SGF-ExpN [Barros e Larsen, 1991], [Mello, 2000], [Barros e Mello, 2002]

que possibilitam a obtenção de resultados precisos sem que se faça necessária a utilização de

malhas finas na discretização espacial do domı́nio. O método SGF-CN considera os fluxos

angulares constantes ao longo dos contornos dos nodos espaciais, enquanto que no método

SGF-ExpN são utilizadas funções exponenciais para aproximar os fluxos angulares ao longo
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dos contornos dos nodos espaciais.

Na última década, surgiu na literatura, o método LTSN que resolve, analiticamente,

a equação de ordenadas discretas (SN) em uma placa plana pela técnica da transformada

de Laplace. A idéia principal desse método compreende dois passos: a aplicação da técnica

da transformada de Laplace na variável espacial do conjunto de equações SN , solução da

equação algébrica resultante do processo da diagonalização da matriz, e a inversão dos fluxos

angulares transformados pelo uso da teoria da transformada de Laplace. Aqui, solução

anaĺıtica significa que nenhuma aproximação é feita ao longo do processo de derivação da

solução. Antes disso, a transformada de Laplace vinha sendo aplicada, na solução da equação

de transporte, na variável tempo [Kuscer e Zweifel, 1965], [Ito, 1972]. Desde então, essa

metodologia vem sendo aplicada a vários problemas de transferência radiativa e de transporte

de part́ıculas, entre eles podemos citar: [Vilhena e Barichello, 1991], [Barichello and Vilhena,

1993], [Vilhena e Barichello, 1995], [Vilhena e Segatto, 1996], [Brancher et al, 1999], [Vilhena

e Barichello, 1999], [Batistela et al, 1997], [Borges e Derivi, 2001], [Rodriguez et al, 2006],

[Velho et al., 2003], [Vasques et al., 2003], [Larsen et al., 2005].

A partir da abordagem do método LTSN derivou-se um método genérico [Cardona,

1996] [Vilhena et al, 1998], onde prevalece o caráter anaĺıtico da solução para as aproximações

que transformam a equação de transporte num conjunto de equações diferenciais ordinárias.

Essas versões são conhecidas como LTPN [Vilhena e Streck, 1992] [Streck, 1993], LTWN

[Cardona e Vilhena, 1993] [Cardona e Vilhena, 1994a], LTChN [Cardona e Vilhena, 1994b]

[Cardona, 1996], LTAN [Cardona e Vilhena, 1995] [Cardona e Vilhena, 1997] e LTLDN

[Barros et. al, 1996].

Por outro lado, recentemente uma atenção especial vem sendo dada à aplicação

do método LTSN na solução das equações SN nodais multidimensionais. De fato, diversos

trabalhos sobre esse assunto estão dispońıveis na literatura. Entre eles podemos citar os

trabalhos de Zabadal [Zabadal et al, 1995] [Zabadal et al, 1997], Pazos [Pazos et al, 2003]

e Hauser [Hauser, 2002]. Cumpre ressaltar que os trabalhos citados consideram um grupo

de energia e espalhamento isotrópico. Em nosso conhecimento, essa metodologia ainda não

foi aplicada na solução da equação de transporte assumindo o kernel de espalhamento de

Klein-Nishina e modelo multigupo. Portanto, neste trabalho, com o objetivo de aumen-

tar a abrangência do método, é apresentada uma nova aplicação do método LTSN nodal:
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considerando o espalhamento Compton, simulado pela seção de choque de espalhamento di-

ferencial de Klein-Nishina bem como modelo multigrupo, resolvemos a equação de transporte

de fótons em um retângulo. A principal idéia está na solução das duas equações SN unidi-

mensionais, resultantes das integrações transversas das equações SN no retângulo, pelo bem

conhecido método LTSN [Rodriguez et al, 2006]. Uma vez aproximados por exponenciais, os

termos de fuga transversal, que surgem nas equações SN integradas transversalmente, nos é

posśıvel determinar uma solução anaĺıtica para a equação de transporte de fótons.

Os fótons ao interagirem com o meio material depositam a energia na forma, prin-

cipalmente, dos efeitos fotoelétrico e espalhamento Compton. No efeito Compton, além da

radiação espalhada, de menor energia, o elétron emerge com energia cinética que depende do

ângulo de espalhamento. A energia depositada por esses elétrons devem ser consideradas no

cálculo de dose, e, no presente trabalho, essa consideração será feita mediante o tratamento

devido a seção de choque de espalhamento diferencial de Rutherford. Sendo assim, dentro da

área de radioterapia e proteção radiológica, neste trabalho, propomos uma formulação de um

método anaĺıtico para a solução da equação de transporte bidimensional em um retângulo,

considerando o espalhamento Compton, e a obtenção de uma expressão para o cálculo de

dose total devido à radiação gama. Para tal, dois problemas são resolvidos: o primeiro, para

o transporte de fótons, considerando o núcleo de espalhamento de Klein-Nishina bem como

modelo multigrupo em energia. E o segundo, para o transporte de elétrons livres, assumindo

a seção de choque de espalhamento diferencial de Rutherford. Os problemas são acoplados

pela energia.

Visando a cumprir o objetivo proposto, o conteúdo desse trabalho está organizado

em sete caṕıtulos. O caṕıtulo 2, tem o caráter de informar os procedimentos necessários

à obtenção da solução, pelo conhecido método LTSN , da equação de transporte de fótons

em uma placa plana, considerando o núcleo de espalhamento de Klein-Nishina e modelo

multigrupo em energia. Simulações numéricas para o problema de transporte de fótons

em uma dimensão e comparações com resultados dispońıveis na literatura são apresentadas

no caṕıtulo 3. No caṕıtulo 4 apresentamos a equação de transporte para fótons em um

retângulo, assumindo modelo multigrupo e seção de choque de espalhamento diferencial de

Klein-Nishina, bem como sua solução pelo método LTSN nodal bidimensional. No caṕıtulo

5, desenvolvemos uma solução para a equação de transporte de elétrons em duas dimensões,
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bem como a definição de algumas quantidades e procedimentos que permitem determinar a

quantidade de energia depositada pelos elétrons. Simulações numéricas e comparações com

os resultados obtidos pela técnica de Monte Carlo são apresentadas no caṕıtulo 6, compro-

vando a eficiência desejada, para a validação da metodologia desenvolvida. E finalmente, no

caṕıtulo 7, são apresentadas as conclusões do presente trabalho e as sugestões para trabalhos

futuros. O Apêndice I contém uma dedução da equação de transporte para fótons e radiação

gama. No Apêndice II é apresentada uma introdução à questão do cancêr juntamente com

alguns termos relacionados com a radioterapia. No Apêndice III são introduzidos alguns

fundamentos da interação de fótons e elétrons com a matéria. Aproximações utilizadas para

resolver a equação de transporte para part́ıculas carregadas e tabelas com os dados utilizados

compõem, respectivamente, os Apêndices IV e V deste trabalho.



CAPÍTULO 2

A EQUAÇÃO DE TRANSPORTE DE BOLTZMANN PARA FÓTONS E

RADIAÇÃO GAMA

2.1 Uma Revisão da Solução LTSN para a Equação de Transporte de Fótons

Consideremos a equação de transporte dependente da energia, escrita em termos do

comprimento de onda do fóton, λ, independente do tempo, sem fonte externa [Lunelli, 2002],

[Sauer, 1997], [Trindade, 1997], dada por,

µ
∂

∂x
I(x, λ, µ) + µl(λ)I(x, λ, µ) =

∫ λ

0

dλ′
∫

4π

dΩ
′
I(x, λ′, µ′)σ(λ′, Ω → Ω

′
), (2.1)

com intensidade de fluxo angular I(x, λ, µ) conhecida nas fronteiras. Aqui, µl(λ) representa

o coeficiente de atenuação linear e o núcleo de espalhamento é aproximado por uma série

finita em termos de polinômios de Legendre,

σ(λ′, Ω → Ω
′
) =

L∑

l=0

2l + 1

4π
σl(λ

′, λ)Pl(µ0), (2.2)

onde µ0 = Ω
′ · Ω é o cosseno do ângulo de espalhamento.

Reescrevendo a equação (2.1), temos,

µ
∂

∂x
I(x, λ, µ) + µl(λ)I(x, λ, µ) =

∫ λ

0

dλ′
∫

4π

L∑

l=0

2l + 1

4π
σl(λ

′, λ)Pl(µ0)×

×I(x, λ′, µ′)dΩ
′
. (2.3)

Usamos, então, o teorema da adição dos polinômios de Legendre,
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Pl(µ0) = Pl(µ)Pl(µ
′) + termos contendo cos m(ϕ− ϕ′)︸ ︷︷ ︸

desconsidera-se, pois ϕ é muito pequeno(simetria azimutal)

(2.4)

obtendo, no lado direito da equação (2.3),

∫ λ

0

dλ′
∫

4π

L∑

l=0

2l + 1

4π
σl(λ

′, λ)Pl(µ0)I(x, λ′, µ′)dΩ
′
=

=

∫ λ

0

dλ′
∫ 1

−1

L∑

l=0

2l + 1

2
σl(λ

′, λ)Pl(µ0)I(x, λ′, µ′)dµ′. (2.5)

Substituindo o resultado encontrado em (2.5), na equação (2.3), a equação para a

intensidade de fluxo angular resulta em

µ
∂

∂x
I(x, λ, Ω) + µl(λ)I(x, λ, Ω) =

=

∫ λ

0

dλ′
∫ 1

−1

L∑

l=0

2l + 1

2
σl(λ

′, λ)Pl(µ0)I(x, λ′, µ′)dµ′. (2.6)

O núcleo de espalhamento contido na equação (2.1) pode ser escrito como,

σ(λ′, Ω → Ω
′
) =

λ

λ′
k(λ′ → λ; Ω → Ω

′
), (2.7)

onde k(λ′ → λ; Ω → Ω
′
) representa a seção de choque de espalhamento de Klein-Nishina

para o espalhamento Compton e é dada pela seguinte expressão:

k(λ′ → λ; Ω → Ω
′
) =

3

16π

NAZρ

A
σT (

λ′

λ
)2 ×

×
[ λ

λ′
+

λ′

λ
− 2(λ− λ′) + (λ− λ′)2

]
δ(1 + λ′ − λ− Ω · Ω′

), (2.8)

onde NA representa o número de Avogadro (6.02 × 1023/mol), Z, o número atômico, A, a

massa atômica, ρ, a densidade do meio, δ(1 + λ′ − λ− Ω · Ω′
), a função generalizada Delta

de Dirac e σT , a seção de choque de Thomson, escrita como,
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σT =
8π

3
r2
e = 6.65245× 10−25cm2, (2.9)

e α uma constante dependente do meio determinada por,

α =
NAZρ

A
σT . (2.10)

Desta forma, o núcleo de espalhamento em (2.3) é tal que,

σl(λ
′, λ) =

3

8
α

λ′

λ

(λ′

λ
+

λ

λ′
− sin2 θ

)
Pl(1 + λ′ − λ), (2.11)

ou ainda,

σl(λ
′, λ) = αk(λ′, λ)Pl(1 + λ′ − λ), (2.12)

onde

k(λ′, λ) =





3
8

λ′
λ

[
λ
λ′ + λ′

λ
+ 2(λ′ − λ) + (λ′ − λ)2

]
(λ′ < λ < λ′ + 2)

0 c.c.
(2.13)

Finalmente, substituindo a equação (2.12) na equação (2.3) obtemos,

µ
∂

∂x
I(x, λ, µ) + µl(λ)I(x, λ, µ)

=
L∑

l=0

2l + 1

2

∫ λ0+2

λ0

αk(λ′, λ)Pl(1 + λ′ − λ)Pl(µ)

∫ 1

−1

Pl(µ
′)I(x, λ′, µ′)dµ′dλ′. (2.14)

Neste trabalho, é mais conveniente usar, ao invés de considerar energia variável, o

comprimento de onda do fóton em unidades de Compton,
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λ0 =
0, 511

E0[MeV ]
, (2.15)

onde E0 é a energia do fóton incidente no meio dada em MeV. O aumento no comprimento

de onda associado com o espalhamento Compton é dado pela equação,

λ− λ′ = (1− cos θ). (2.16)

O valor máximo do comprimento de onda é 2 unidades de Compton, e ocorre quando

o fóton sofre um desvio de 180o. A integral em λ, na equação (2.14), é calculada desde o

limite máximo de energia para o fóton, λ0, até o limite mı́nimo de energia, λ0 + 2.

Neste ponto, propomos a aproximação do termo integral em λ, que aparece na

equação (2.14), resultando em soluções para cada valor de energia. Assim sendo, apresenta-

mos a seguir, a quadratura de Gauss e a regra de Simpson para o tratamento da integral em

questão.

2.1.1 Cálculo da Integral em λ pela Quadratura de Gauss

Numa abordagem diferenciada, aproximamos o termo integral em λ, contido na

equação (2.14), por Quadratura de Gauss. A fórmula de integração de Gauss-Legendre é

dada por,

∫ 1

−1

F (x)dx =
n∑

i=1

ωiF (xi), (2.17)

onde as abscissas xi são as ráızes do polinômio de Legendre Pn(x), de grau n, no intervalo

[−1, 1] e os pesos são obtidos por,

ωi =
−2

(n + 1)P ′
n(xi)P ′

n+1(xi)
, i = 1, 2, ..., n. (2.18)

Assim, fazendo a seguinte mudança de variável,



11

λ∗ = λ− λ0 − 1, (2.19)

e, conseqüentemente, dλ∗ = dλ, de forma que a integral contida na equação (2.14) pode ser

aproximada por,

∫ λ0+2

λ0

αk(λ′, λ)Pl(1 + λ′ − λ)Pl(µ)

∫ 1

−1

Pl(µ
′)I(x, λ, µ)dµ′dλ′ =

=

∫ 1

−1

αk(λ′∗, λ∗)Pl(1 + λ′∗ − λ∗)Pl(µ)

∫ 1

−1

Pl(µ
′)I(x, λ∗, µ′)dµ′dλ′∗ (2.20)

e, de acordo com a fórmula (2.17), temos,

∫ 1

−1

αk(λ′∗, λ∗)Pl(1 + λ′∗ − λ∗)Pl(µ)

∫ 1

−1

Pl(µ
′)I(x, λ∗, µ′)dµ′dλ′∗

=
M∑

r=1

αk(λ∗r, λ∗)Pl(1 + λ∗r − λ∗)Pl(µ)ωr

∫ 1

−1

Pl(µ
′)I(x, λ∗r, µ′)dµ′, (2.21)

ou,

∫ λ0+2

λ0

αk(λ′, λ)Pl(1 + λ′ − λ)Pl(µ)

∫ 1

−1

Pl(µ
′)I(x, λ, µ)dµ′dλ′ =

=
M∑

r=1

αkrjPl(1 + λ∗r − λ∗)Pl(µ)

∫ 1

−1

Pl(µ
′)Ir(x, µ′)ωrdµ′, (2.22)

onde os ı́ndices r e j correspondem respectivamente, à energia do fóton antes e depois do

espalhamento, λ∗ = λ − λ0 − 1, são as ráızes da quadratura de Gauss, k(λ∗r, λ∗j) = krj e

I(x, λ∗r, µ′) = Ir(x, µ′).

Desta forma, a equação (2.14) pode ser escrita como,

µ
∂

∂x
Ij(x, µ)+µljIj(x, µ) =

L∑

l=0

2l + 1

2

M∑
r=1

αkrjPl(1+λ∗r−λ∗j)Pl(µ)

∫ 1

−1

Pl(µ
′)Ir(x, µ′)ωrdµ′.

(2.23)

A integral restante na equação (2.23) pode ser então aproximada novamente por
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quadratura de Gauss (2.17), ou seja,

∫ 1

−1

Pl(µ
′)Ir(x, µ′)dµ′ =

N∑
i=1

Pl(µi)Ir(x, µi)wi. (2.24)

Reescrevendo a equação (2.23), utilizando o resultado obtido em (2.24), temos a

aproximação em ordenadas discretas,

µn
d

dx
Ij(x, µn)+µljIj(x, µn) =

∆

3

L∑

l=0

2l + 1

2

M∑
r=1

αkrjPl(1+λ∗r−λ∗j)Pl(µn)
N∑

i=1

Pl(µi)Ir(x, µi)wiωr,

(2.25)

ou ainda,

µn
d

dx
Ijn(x) + µljIjn(x) =

L∑

l=0

2l + 1

2

M∑
r=1

αkrjPl(1 + λ∗r − λ∗j)Pl(µn)
N∑

i=1

Pl(µi)Ir(x, µi)wiωr,

(2.26)

onde ωr são os pesos da quadratura de Gauss para a energia e wi são os pesos da quadratura

usada na variável angular.

2.1.2 Cálculo da Integral em λ pela Regra de Simpson

Usando a fórmula da regra de Simpson dada por [Atkinson, 1988],

∫ b

a

f(x)dx =
∆

3

[
f(x0) + f(xn) + 4

n−1∑

j=1,j ı́mpar

f(xj) + 2
n−2∑

j=2,j par

f(xj)

]
, (2.27)

onde n ∈ Z é um número (par) de subintervalos,

∆ =
b− a

n
(2.27a)

e,
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xr = a + r∆, r ∈ Z. (2.27b)

para aproximar a integral em λ, contida na equação (2.14) podemos escrever,

∫ λ0+2

λ0

αk(λ′, λ)Pl(1 + λ′ − λ)Pl(µ)

∫ 1

−1

Pl(µ
′)I(x, λ, µ)dµ′dλ′ =

=
∆

3

m+1∑

l=1

crαk(λr, λ)Pl(1 + λr − λ)Pl(µ)

∫ 1

−1

Pl(µ
′)I(x, λr, µ

′)dµ′dλ′, (2.28)

onde m é o número (par) de subintervalos do intervalo (λ0, λ0 + 2), sendo M = m + 1 o

número de grupos de energias considerado; além disso,

∆ =
2

m
, (2.28a)

c1 = cm+1, (2.28b)

cr =





4 se r for par

2 se r for ı́mpar
(2.28c)

e,

λr = λ0 + r∆, r ∈ Z. (2.28d)

Assim para cada um dos valores discretos de energia, usando a notação simplificada

k(λr, λj) = krj e I(x, λr, µ
′) = Ir(x, µ′) e substituindo em (2.14) o resultado obtido em (2.28),

temos,
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µ
d

dx
Ij(x, µ)+µljIj(x, µ) =

∆

3

L∑

l=0

2l + 1

2

M∑
r=1

crαkrjPl(1+λr−λj)Pl(µ)

∫ 1

−1

Pl(µ
′)Ir(x, µ′)dµ′

(2.29)

com j = 1, ..., M (M = m + 1, m número par de subintervalos do intervalo (λ0, λ0 + 2)).

Segundo o tratamento proposto à variável λ, o sistema resultante depende agora das variáveis

x e µ. Aproximamos, então, o termo integral na equação (2.29), por quadratura de Gauss.

Assim, escrevemos

µn
d

dx
Ij(x, µn)+µljIj(x, µn) =

∆

3

L∑

l=0

2l + 1

2

M∑
r=1

crαkrjPl(1+λr−λj)Pl(µn)
N∑

i=1

Pl(µi)Ir(x, µi)ωi,

(2.30)

ou,

µn
d

dx
Ijn(x) + µljIjn(x) =

∆

3

L∑

l=0

2l + 1

2

M∑
r=1

crαkrjPl(1 + λr − λj)Pl(µn)
N∑

i=1

Pl(µi)Iri(x)ωi,

(2.31)

onde ωi são os pesos da quadratura de Gauss.

2.1.3 Aplicação do Método LTSN

As equações (2.26) e (2.31) são as aproximações SN para a equação (2.14), com o

cáculo da integral em λ, respectivamente, pela quadratura de Gauss e pela regra de Simpson.

Nesse momento, aplicamos, então, o método LTSN para a solução do sistema resultante.

Assim sendo, a transformada de Laplace, na variável x aplicada à equação (2.26), resulta no

sistema de equações algébricas representado por,

sIjn(s)+
µlj

µn

Ijn(s)− 1

µn

L∑

l=0

2l + 1

2

M∑
r=1

αkrjPl(1+λ∗r−λ∗j)Pl(µn)
N∑

i=1

Pl(µi)wiωrIri(s) = Ijn(0),

(2.32)

com j = 1, 2, ..., M e n = 1, 2, ..., N .

De forma análoga, aplicamos a transformada de Laplace, na variável x, na equação

(2.31) e obtemos o sistema de equações algébricas dado por,
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sIjn(s)+
µlj

µn

Ijn(s)− ∆

3µn

L∑

l=0

2l + 1

2

M∑
r=1

crαkrjPl(1+λr−λj)Pl(µn)
N∑

i=1

Pl(µi)ωiIri(s) = Ijn(0),

(2.33)

com j = 1, 2, ..., M e n = 1, 2, ..., N .

Devido à caracteŕıstica do núcleo de espalhamento, kij = 0 se i > j, conforme (2.13),

as equações (2.32) e (2.33) representam um conjunto de M sistemas de ordem N , cujas

soluções representam a intensidade de fluxo angular para cada um dos M valores de energias

considerados, calculados nas N direções discretas. Os sistemas podem ser representados

matricialmente por,

Aj(s)Ijn(s) = Ijn(0) + Zj−1(s), (2.34)

onde Ijn(s) é o vetor de N componentes do fluxo angular transformado pela técnica de

Laplace e Ijn(0) é o vetor de N componentes do fluxo angular em x = 0. Eles são escritos

como:

Ijn(s) =
[
Ij1(s) Ij2(s) ... IjN(s)

]T

, (2.35)

Ijn(0) =
[
Ij1(0) Ij2(0) ... IjN(0)

]T

. (2.36)

Por outro lado, os elementos da matriz Aj(s), (N ×N) para cada valor de energia,

j, têm, para o sistema dado por (2.32), a forma,

apq =





s +
µlj

µp
− 1

µp

∑L
l=0

2l+1
2

αkjjPl(µp)Pl(µp)wjωq sep = q

− 1
µp

∑L
l=0

2l+1
2

αkjjPl(µp)Pl(µq)wjωq sep 6= q
(2.37)

e,
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Zj−1(s) =

j−1∑
i=1

HiIin(s). (2.38)

O vetor Zj−1(s) representa o termo de espalhamento transformado, para a energia j − 1,

sendo nulo para o primeiro valor de grupo de energia. As componentes da matriz constante

Hi são dadas por,

hpq =





1
µp

∑L
l=0

2l+1
2

nkijPl(1 + λ∗i − λ∗j)Pl(µp)Pl(µp)wjωq sep = q

1
µp

∑L
l=0

2l+1
2

nkijPl(1 + λ∗i − λ∗j)Pl(µp)Pl(µq)wjωq sep 6= q.
(2.39)

Considerando que para a seção de choque de espalhamento de Klein-Nishina o com-

primento de onda varia de λ0 à λ0 + 2 (λ0 é o comprimento de onda da radiação incidente

na placa), discretizamos, sem perda de generalidade, esse intervalo em M subintervalos,

quer dizer M grupos, sendo que o primeiro grupo (grupo 1) corresponde ao subintervalo

com o menor comprimento de onda e maior energia e o grupo M , ao subintervalo de maior

comprimento de onda e menor energia. Resolvemos recursivamente a equação (2.34), com j

variando de 1 a M , devido ao retro-espalhamento e obtemos o seguinte resultado:

Ijn(s) = [Aj(s)]
−1Ijn(0) + [Aj(s)]

−1Zj−1(s). (2.40)

A transformada inversa de Laplace, aplicada à equação (2.40) nos fornece a intensi-

dade do fluxo angular, em função de x, para a energia j, na direção n, isto é,

Ijn(x) = L−1{[Aj(s)]
−1Ijn(0)}+ L−1{[Aj(s)]

−1Zj−1(s)}. (2.41)

Uma vez obtida a matriz inversa [Aj(s)]
−1, a transformada inversa do primeiro termo

do segundo membro da equação (2.41), pode ser obtida através da técnica de expansão de

Heaviside e para o segundo termo, usamos a propriedade da convolução ou também a técnica

de expansão de Heaviside. Portanto, a intensidade do fluxo angular de energia será dada por
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Ijn(x) =
NM∑

k=1

βke
skxIjn(0) + Zj−1(x) ∗ L−1{A−1

j (s)}, (2.42)

onde Ijn(x) é definido como

Ijn(x) =
[
Ij1(x) Ij2(x) ... IjN(x)

]T

, (2.42a)

sendo que Ijn(x) representa a intensidade de fluxo angular com direção µn e grupo j, βk, a

matriz (N ×N) para cada grupo de energia j dos coeficientes da decomposição em frações

parciais da matriz Ajn(s), é representada por

βk =
Adj(Ajn(s))
d
ds

[detAjn(s)]

∣∣∣∣∣
s=sk

, (2.42b)

onde sk são as ráızes do polinômio caracteŕıstico da matriz Ajn(s) e o termo de espalhamento

é escrito como

Zj−1(x) = HiIj−1,n(x) (2.43)

com Hi de elementos dados por (2.39).

Uma dificuldade relacionada à solução proposta para o método LTSN em (2.42) diz

respeito ao incoveniente da mesma gerar erros de “overflow”, originados na avaliação de

exponenciais com argumentos sk positivos, no caso de buscar-se a solução para problemas

de transporte envolvendo grandes espessuras. Tal situação era contornada discretizando-se

o domı́nio e utilizando-se condições de continuidade nas interfaces. Hoje, pode ser superada

efetuando-se uma mudança de base e apresentando-se a solução LTSN como sendo,

Ijn(x) =

(
MN∑

k=1sk>0

βke
−sk(a−x) +

MN∑

k=1sk<0

βke
skx

)
I∗jn(0) + Zj−1(x) ∗ L−1{A−1

j (s)}, (2.44)

onde I∗jn(0) = C(a)Ijn(0) é o vetor de N componentes, para cada grupo de energia j, que
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representa as intensidades de fluxos angulares na nova base em x = 0, representado por,

I∗jn(0) =
[
I∗j1(0) I∗j2(0) ... I∗jN(0)

]T

, (2.44a)

sendo I∗jn(0) a componente da intensidade do fluxo angular modificado na direção µn e grupo

j em x = 0 e C(a) é a matriz (N ×N) para cada grupo de energia j escrita como

C(a) =

(
MN∑

k=1sk>0

βke
−ska +

MN∑

k=1sk<0

βk

)−1

. (2.44b)

Determinamos a nova constante arbitrária I*jn(0) pela aplicação das condições de contorno.

A equação (2.33) representa um conjunto de M sistemas de equações lineares algébri-

cas, de ordem N , com as mesmas caracteŕısticas das apresentadas pela equação (2.32), onde

a integral em λ foi aproximada pela quadratura de Gauss. Assim, considerando a equação

(2.40) como a representação matricial da equação (2.33), podemos, então, obter os elementos

da matriz Aj(s), para cada valor de energia j. Eles são definidos, para o sistema (2.33), por,

apq =





s +
µlj

µp
− ∆

3µp

∑L
l=0

2l+1
2

cjαkjjPl(µp)Pl(µp)ωq se p = q

− ∆
3µp

∑L
l=0

2l+1
2

cjαkjjPl(µp)Pl(µq)ωq se p 6= q
(2.45)

e os elementos da matriz constante Hi, escritos como:

hpq =





∆
3µp

∑L
l=0

2l+1
2

ciαkijPl(1 + λi − λj)Pl(µp)Pl(µp)ωq se p = q

∆
3µp

∑L
l=0

2l+1
2

ciαkijPl(1 + λi − λj)Pl(µp)Pl(µq)ωq se p 6= q.
(2.46)

A transformada de Laplace é então aplicada, e a solução é obtida seguindo o formalismo

apresentado para a equação (2.32), uma vez que ambas aproximações não resultam em

matrizes significativamente diferentes.

A generalização da solução LTSN para uma placa heterogênea assumindo a seção de

choque de espalhamento diferencial de Klein-Nishina e modelo multigrupo é feita de maneira

direta. De fato, aplicamos solução LTSN para cada sub-camada e calculamos as constantes

de integração aplicando-se as condições de contorno e de interface. Esse procedimento leva
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ao seguinte resultado para uma placa arbitrária no domı́nio demonstrado na Figura (2.1):

Ir
jn(x) =

(
jn∑

k=1sr
k>0

βr
ke
−sr

k[(xr−xr−1)−x] +

jn∑

k=1sr
k<0

βr
ke

sr
kx

)
Ir
jn
∗(0) +

+Zr
j−1(x) ∗ L−1{[Ar

j(s)]
−1}, (2.47)

onde 0 < x < xR − xR−1, r = 1 : R e

Ir
jn(x) =

[
Ir
11(x) ... Ir

1N(x) ... Ir
j1(x) ... Ir

jN(x)
]T

, (2.48)

Ir
jn(0) =

[
Ir
11(0) ... Ir

1N(0) ... Ir
j1(0) ... Ir

jN(s)
]T

. (2.49)

Aqui Ir
jn(x) é o fluxo angular para uma placa genérica r.

Figura 2.1 – Geometria unidimensional heterogênea



CAPÍTULO 3

RESULTADOS NUMÉRICOS PARA O PROBLEMA DE TRANSPORTE DE

FÓTONS EM GEOMETRIA UNIDIMENSIONAL

Neste caṕıtulo, apresentamos os resultados numéricos gerados pelo emprego do co-

nhecido método LTSN , apresentado no caṕıtulo 2, na solução da equação de transporte de

fótons em um domı́nio unidimensional homogêneo. Os resultados obtidos são comparados

com referências da literatura.

3.1 Uma Aplicação ao Cálculo do Fator de Build-up de Exposição

Para ilustrarmos a eficiência do emprego do método LTSN na geração de resultados

benchmark para problemas de transporte em uma placa plana, considerando o núcleo de

espalhamento de Klein-Nishina e modelo multigrupo, mostramos, em seqüência, simulações

numéricas para o fator build-up de exposição.

Consideramos uma placa plana heterogênea tendo sua primeira camada uma es-

pessura fixa de 1mfp (“mean free path”), bem como um fluxo incidente em x = 0 com

intensidade igual a 1 (um) para o primeiro grupo de energia e 0 (zero) para os demais. Para

tal, de acordo com a definição proposta por Fitzgerald [Fitzgerald et al, 1967], calculamos o

fator de build-up de exposição como:

Be(x) =

∑j
i=0

µar
l (λi)

ρ
ϕ(x, λi)

µar
l (λ0)

ρ
ϕ(x, λ0)

. (3.1)

Aqui o sub-́ındice 0 indica o fluxo incidente,
µar

l (λi)

ρ
é o coeficiente de atenuação do ar para

o comprimento de onda λi,
µar

l (λ0)

ρ
é o coeficiente de atenuação do ar para o fluxo incidente

(para o comprimento de onda λ0), ϕ(x, λi) é o fluxo escalar para o comprimento de onda λi
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e ϕ(x, λ0) é o fluxo escalar incidente.

Os resultados numéricos apresentados foram obtidos assumindo-se cinco grupos de

energia e um feixe de fótons com energia incidente de 1 MeV. Aqui, vale lembrar que os dados

para os coeficientes de atenuação [Hirayama, 1995] foram os mesmo usados por Hirayama e

Shin [Hirayama e Shin, 1998]. No que segue, apresentamos os resultados numéricos para os

seguintes problemas:

Problema 1: Vamos considerar uma placa plana heterogênea com duas regiões constitúıdas

por água (µlj/ρ = 0.0707 cm2/g, mfp = 1.0) e chumbo (µlj/ρ = 0.06848 cm2/g, mfp = 4.0,

5.0, 10.0, 20.0, 30.0 e 40.0) e condições de vácuo nas demais fronteiras.

Água 1.0 mfp + Chumbo

mfp LTS16 EGS4

4.0 2.30 2.31

5.0 2.07 2.08

10.0 3.57 3.59

20.0 5.29 5.31

30.0 6.77 6.79

40.0 8.26 8.27

Tabela 3.1 – Simulação numérica para o fator build-up de exposição

num meio heterogêneo formado por Água 1.0 mfp +

Chumbo

Na Tabela 3.1 apresentamos a simulação numérica do método LTSN para o fator de

build-up de exposição e comparações com os resultados obtidos por Hirayama e Shin pelo

método EGS4 [Hirayama e Shin, 1998].

O método EGS4 (“Electron Gama Shower”, version 4), utiliza a técnica de Monte

Carlo e descreve as interaçãoes de part́ıculas (fótons, elétrons e/ou pósitrons) com a matéria

em uma grande escala de energia, desde poucos keV até várias centenas de GeV. Esse código

simula o transporte de radiação em formas geométricas arbitrárias e permite a inclusão

de praticamente todos os materiais. As simulações utilizam interações eletromagnéticas de

baixa energia: bremsstrahlung e ionização para elétrons, e efeito Rayleigh, espalhamento
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N 4 mfp 10 mfp

2 2.29043291 3.56575823

4 2.29124721 3.56773931

6 2.29593785 3.56981458

8 2.29921456 3.57019857

12 2.30013541 3.57022344

14 2.30014775 3.57022455

16 2.30014786 3.57022457

Tabela 3.2 – Convergência numérica do método LTSN

Compton (seção de choque de Klein-Nishina aplicada a elétrons livres) e efeito fotoelétrico

para fótons.

Analisando os resultados apresentados na Tabela 3.1 e considerando que aqueles

obtidos pelo método EGS4 são gerados para modelos de um grupo de energia, podemos afir-

mar que eles apresentam uma boa concordância. Para enfatizarmos a provada convergência

do método LTSN [Pazos and Vilhena, 2000], na Tabela 3.2 apresentamos a convergência

numérica dos resultados obtidos pelo método LTSN para N crescente. De fato, observando

os resultados obtidos para N = 14 e N = 16 percebemos a concordância em 6 d́ıgitos signi-

ficativos. Isto significa, lembrando que nenhuma aproximação é feita ao longo da derivação

da solução, exceto para o erro de arredondamento, que Be(x) = 2.30 e Be(x) = 3.57 são os

resultados exatos para o problema 1 e, conseqüentemente, resultados benchmark para este

problema. Esta afirmativa está fundamentada na já provada convergência do método LTSN

[Pazos and Vilhena, 2000].

Problema 2: Para conferirmos a influência do coeficiente de atenuação na solução do fator

de build-up de exposição, vamos considerar uma placa plana de duas regiões composta por

água (µlj/ρ = 0.0707 cm2/g, mfp = 1.0) e ferro (µlj/ρ = 0.0596 cm2/g, mfp = 4.0, 5.0, 10.0,

20.0, 30.0 e 40.0) e sujeita às condições de vácuo nas demais fronteiras.

Pela análise dos resultados obtidos para os problemas 1 e 2, podemos observar uma

boa concordância entre aqueles encontrados pelo LTS16 e os obtidos pelo método EGS4. A
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Água 1.0 mfp + Ferro

mfp LTS16 EGS4

4.0 4.99 5.01

5.0 6.21 6.23

10.0 13.9 13.9

20.0 36.3 36.3

30.0 67.6 67.5

40.0 101. 101.

Tabela 3.3 – Simulação numérica para o fator build-up de exposição

num meio heterogêneo formado por Água 1.0 mfp +

Ferro

precisão encontrada para os resultados no problema 1, uma vez empregado o método LTS16,

nos permite afirmar, baseados nos mesmos argumentos, que os resultados encontrados para

o fator de build-up de exposição para o problema 2 são também resultados benchmark.

Nas simulações numéricas implementadas não foram utilizados, na primeira sub-

camada, elementos como o chumbo, de alta densidade e alto número atômico (Z). Na presença

de materiais com essas caracteŕısticas há a produção de outros efeitos que predominam sobre

o espalhamento Compton, aqui modelado por Klein-Nishina e que devem ser inseridos na

formulação para a obtenção de bons resultados. Isso pode ser observado na figura ??.

Devemos mencionar também que os cálculos utilizando-se o método LTSN foram

realizados em um microcomputador AMD Athlon 1700 (1.4 GHz). Além disso, o tempo

computacional máximo observado para gerar todos os resultados em cada tabela foi de

aproximadamente 90 segundos.



CAPÍTULO 4

SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE TRANSPORTE DE BOLTZMANN EM

DUAS DIMENSÕES PARA FÓTONS E RADIAÇÃO GAMA

4.1 O Método LTSN Nodal Bidimensional

Podemos facilmente estender a equação de transporte de fótons em uma dimensão,

com o núcleo de Klein-Nishina, para problemas em duas dimensões.

Uma vez obtida a equação de transporte em duas dimensões para o transporte de

fótons, podemos resolvê-la aplicando o método LTSN nodal bidimensional. A principal idéia

do método está na solução das duas equações SN unidimensionais, resultantes da integração

transversa das equações SN no retângulo, pelo bem conhecido método LTSN . Uma vez

aproximados por exponenciais os termos de fuga transversal, que surgem nas equações SN

integradas transversalmente, nos é posśıvel determinar uma solução anaĺıtica para a equação

de transporte de fótons em um domı́nio retangular.

Para isso, assumindo o kernel de espalhamento de Klein-Nishina, consideremos o

problema SN nodal bidimensional, modelo multigrupo em energia, sem fonte externa, dado

por [Rodriguez et al, 2007],

µn
∂

∂x
Ijn(x, y) + ηn

∂

∂y
Ijn(x, y) + µljIjn(x, y) =

=
∆

3

L∑

l=0

2l + 1

2

M∑
r=1

crαkrjPl(1 + λr − λj)Pl(µn)
N∑

i=1

Pl(µi)Iri(x, y)ωi, (4.1)

em um domı́nio retangular 0 ≤ x ≤ a e 0 ≤ y ≤ b, um fluxo incidente em x = 0 e para

qualquer y com intensidade igual a 1 (um) para o primeiro grupo de energia e sujeito a

condições de vácuo nas demais fronteiras. Aqui n = 1 : N (números inteiros de 1 até
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N , inclusive), N = N (N+2)
2

, N é a ordem da quadratura angular, N é a cardinalidade do

conjunto de ordenadas discretas (número de direções discretas), j = 1 : M , com M o número

de grupos de energia, µlj é o coeficiente de atenuação, Ijn(x, y) denota a intensidade do fluxo

angular de part́ıculas na direção discreta Ωn = (µn, ηn) para o grupo de energia j, wn é o

respectivo peso na quadratura angular de simetria de ńıvel [Lewis e Miller, 1984].

Para construirmos a solução LTSN nodal para o problema (4.1), integramos essa

equação com respeito a x entre os limites 0 e a. Dividimos por a, o que resulta a equação

nodal unidimensional na variável y

ηn
d

dy
Ijny(y) +

µn

a

[
Ijn(a, y)− Ijn(0, y)

]
+µljIjny(y) =

=
∆

3

L∑

l=0

2l + 1

2

M∑
r=1

crαkrjPl(1 + λr − λj)Pl(µn)
N∑

i=1

Pl(µi)Iriy(y)ωi, (4.2)

onde, para n = 1 : N , Ijn(a, y) e Ijn(0, y) são as intensidades de fluxos angulares incidentes

e emergentes dos contornos e a intensidade de fluxo angular médio ao longo do lado x de

comprimento a na direção discreta Ωn = (µn, ηn) é definida como,

Ijny(y) =
1

a

∫ a

0

Ijn(x, y)dx. (4.3)

Analogamente, integrando a equação (4.1) com respeito a y entre os limites 0 e b, e

dividindo por b, resulta a equação nodal unidimensional na variável x dada por

µn
d

dx
Ijnx(x) +

ηn

b

[
Ijn(x, 0)− Ijn(x, b)

]
+µljIjnx(x) =

=
∆

3

L∑

l=0

2l + 1

2

M∑
r=1

crαkrjPl(1 + λr − λj)Pl(µn)
N∑

i=1

Pl(µi)Irix(x)ωi, (4.4)

onde, para n = 1 : N , Ijn(x, b) e Ijn(x, 0) são as intensidades de fluxos angulares incidentes

e emergentes dos contornos e a intensidade de fluxo angular médio ao longo do lado y de

comprimento b na direção discreta Ωn = (µn, ηn) é dada por
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Ijnx(x) =
1

b

∫ b

0

Ijn(x, y)dy. (4.5)

Nesse ponto podemos aplicar o método LTSN .

4.2 Método LTSN Nodal Utilizando Aproximação Exponencial

O método LTSN nodal bidimensional [Zabadal, 1994] consiste em resolver as equações

nodais, (4.2) e (4.4), através do uso da transformada de Laplace.

Assim, aplicando a transformada de Laplace com respeito a y em (4.2) e denotando

L{Ijny(y)} = Ijny(s), obtemos o sistema linear algébrico dado por,

sIjny(s) +
µlj

ηn

Ijny(s)− ∆

3ηn

L∑

l=0

2l + 1

2

M∑
r=1

crαkrjPl(1 + λr − λj)Pl(µn)×

×
N∑

i=1

Pl(µi)Iriy(s)ωi = Ijny(0)− µn

aηn

[
Ijn(a, s)− Ijn(0, s)

]
, (4.6)

para j = 1 : M e n = 1 : N , que pode ser representado matricialmente por,

(sI −Bjny)Ijny(s) = Ijny(0) + Z(j−1)y(s) + Sjny(s). (4.7)

Aqui Ijny(s) é o vetor do fluxo angular transformado por Laplace com N componentes na

variável y e Ijny(0) é o vetor do fluxo angular com N componentes na variável y em y = 0.

Eles possuem a seguinte forma:

Ijny(s) =
[
Ij1y(s) Ij2y(s) ... IjNy(s)

]T

, (4.8)

Ijny(0) =
[
Ij1y(0) Ij2y(0) ... IjNy(0)

]T

. (4.9)

Por outro lado, as componentes da matriz Bjny são dadas por,
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by(p, q) =




−µlj

ηp
+ ∆

3ηp

∑L
l=0

2l+1
2

cjαkjjPl(µp)Pl(µp)ωq se p = q

∆
3ηp

∑L
l=0

2l+1
2

cjαkjjPl(µp)Pl(µq)ωq se p 6= q
(4.10)

e o termo de espalhamento é representado por

Z(j−1)y(s) =

j−1∑
i=1

HiyIiny(s), (4.11)

onde as entradas da matriz constante Hiy são escritas como

hy(p, q) =





∆
3ηp

∑L
l=0

2l+1
2

ciαkijPl(1 + λi − λj)Pl(µp)Pl(µp)ωq se p = q

− ∆
3ηp

∑L
l=0

2l+1
2

ciαkijPl(1 + λi − λj)Pl(µp)Pl(µq)ωq se p 6= q.
(4.12)

O vetor Sjny(s) tem a componente genérica

Sjiy(s) = − µi

aηi

[
Iji(a, s)− Iji(0, s)

]
. (4.13)

Similarmente, aplicando a transformada de Laplace com respeito a x na equação

(4.4) e denotando L{Ijnx(x)} = Ijnx(s), obtemos o sistema linear dado por

sIjnx(s) +
µlj

µn

Ijnx(s)− ∆

3µn

L∑

l=0

2l + 1

2

M∑
r=1

crαkrjPl(1 + λr − λj)Pl(µn)×

×
N∑

i=1

Pl(µi)Irix(s)ωi = Ijnx(0) +
ηn

aµn

[
Ijn(s, b)− Ijn(s, 0)

]
, (4.14)

que, similarmente, pode ser reescrito na forma matricial como

(sI − Ajnx)Ijnx(s) = Ijnx(0) + Z(j−1)x(s) + Sjnx(s). (4.15)

Aqui Ijnx(s) é o vetor de N componentes do fluxo angular transformado por Laplace

na variável x e Ijnx(0) é o vetor de N componentes do fluxo angular na variável x no ponto
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x = 0. Eles têm a seguinte forma:

Ijnx(s) =
[
Ij1x(s) Ij2x(s) ... IjNx(s)

]T

, (4.16)

Ijnx(0) =
[
Ij1x(0) Ij2x(0) ... IjNx(0)

]T

. (4.17)

Por outro lado, as entradas da matriz Ajnx são escritas como

ax(p, q) =




−µlj

µp
+ ∆

3µp

∑L
l=0

2l+1
2

cjαkjjPl(µp)Pl(µp)ωq se p = q

∆
3µp

∑L
l=0

2l+1
2

cjαkjjPl(µp)Pl(µq)ωq se p 6= q
(4.18)

e o termo de espalhamento é dado por,

Z(j−1)x(s) =

j−1∑
i=1

HixIinx(s), (4.19)

onde a matriz constante Hix tem seus elementos representados por

hx(p, q) =





∆
3µp

∑L
l=0

2l+1
2

ciαkijPl(1 + λi − λj)Pl(µp)Pl(µp)ωq se p = q

− ∆
3µp

∑L
l=0

2l+1
2

ciαkijPl(1 + λi − λj)Pl(µp)Pl(µq)ωq se p 6= q
(4.20)

O vetor Sjnx(s) é escrito como,

Sjix(s) =
ηi

bµi

[
Iji(s, b)− Iji(s, 0)

]
. (4.21)

As soluções LTSN para as equações (4.7) e (4.15) são dadas, respectivamente por

Ijny(s) = (sI −Bjny)
−1

[
Ijny(0) + Z(j−1)y(s) + Sjny(s)

]
, (4.22)

e
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Ijnx(s) = (sI − Ajnx)
−1

[
Ijnx(0) + Z(j−1)x(s) + Sjnx(s)

]
. (4.23)

Para a determinação das intensidades dos fluxos angulares, aplicamos a transfor-

mada de Laplace inversa em (4.22) e (4.23) e o resultado obtido é,

Ijny(y) = L−1

{
(sI −Bjny)

−1
[
Ijny(0) + Z(j−1)y(s) + Sjny(s)

]}
, (4.24)

e,

Ijnx(x) = L−1

{
(sI − Ajnx)

−1
[
Ijnx(0) + Z(j−1)x(s) + Sjnx(s)

]}
. (4.25)

Neste ponto aplicamos o método da diagonalização [Segatto et al, 1999] usado em

problemas de transporte com elevados graus de anisotropia e de quadratura angular, para

determinarmos L−1{(sI − Bjny)}−1 e L−1{(sI − Ajnx)}−1. Aqui, caso os autovalores das

matrizes Bjny e Ajnx sejam reais, a transformada de Laplace inversa das equações (4.24) e

(4.25), têm a mesma expressão para aquela obtida para a equação (2.44). A explicação para

essa afirmativa segue do fato que as matrizes Ajnx e Bjny são também não degenerativas.

Por outro lado, os autovalores das matrizes Bjny e Ajnx podem ser complexos. Sendo

assim, para a diagonalização dessas matrizes, é necessária uma generalização [Simch, 2004]

do método original da diagonalização, de forma a obter a abrangência desses autovalores.

Então sejam D a matriz que contém os autovalores de Bjny e X a matriz dos autove-

tores associados a esses autovalores. Inicialmente, por analogia ao caso em uma dimensão, é

considerado que a matriz Bjny pode ser decomposta de modo que

Bjny = XDX−1, (4.26)

de onde,
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L−1

{
(sI −Bjny)

}−1

= XL−1

{
(sI − D)

}−1

X−1. (4.27)

Agora, utilizando-se a simbologia,

D1 = <e(D) e D2 = =m(D), (4.28)

é obtida a expressão,

L−1

{
(sI − D)

}−1

= e(yD1) cos(yD2) + ie(yD1) sin(yD2). (4.29)

Substituindo-se as equações (4.27) e (4.29) na equação (4.24), obtemos,

Ijny(y) = [X1 + iY1][e
(yD1) cos(yD2) + ie(yD1) sin(yD2)][X2 + iY2]Ijny(0) + (4.30)

+

[
Z(j−1)y(y)

]
∗

{
[X1 + iY1][e

(yD1) cos(yD2) + ie(yD1) sin(yD2)][X2 + iY2]

}
+

+

[
Sjny(y)

]
∗

{
[X1 + iY1][e

(yD1) cos(yD2) + ie(yD1) sin(yD2)][X2 + iY2]

}
,

para

X1 = <e(X) e Y1 = =m(X), (4.31)

X2 = <e(X−1) e Y2 = =m(X−1). (4.32)

Aqui ∗ representa convolução.

Considerando que Ijny(y) ∈ <jn, as matrizes (e(yD1)), (cos(D2)) e (sin(D2)) comutam

e procedendo a mudança de variáveis, usual no método LTSN , na parte de D, a solução LTSN

nodal bidimensional fica reduzida a
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Ijny(y) =
[
X1 cos(yD2)− Y1 sin(yD2)

]
× (4.33)

×eD
∗(y)W 1 −

[
X1 sin(yD2) + Y1 cos(yD2)

]
eD

∗(y)W 2 +

+
[
Z(j−1)y(y) + Sjny(y)

]
∗
[
X1 cos(yD2)− Y1 sin(yD2)

]
eyD1X2 −

−
[
Z(j−1)y(y) + Sjny(y)

]
∗
[
X1 sin(yD2) + Y1 cos(yD2)

]
eyD1Y2,

onde

D∗(y) =





yd1(i, i) se d1(i, i) < 0

(y − y0)d1(i, i) se d1(i, i) > 0
(4.34)

com d1(i, i) elementos da diagonal de D1 e

W 1 = e−D∗(0)X2Ijny(0) (4.35)

W 2 = e−D∗(0)Y2Ijny(0) (4.36)

vetores modificados em consequência da mudança de base.

Repetindo-se o mesmo processo para a matriz Ajnx, obtemos a solução em x escrita

como

Ijnx(x) =
[
X3 cos(xE2)− Y3 sin(xE2)

]
× (4.37)

×eE
∗(x)W 3 −

[
X3 sin(xE2) + Y3 cos(xE2)

]
eE

∗(x)W 4 +

+
[
X3 cos(xE2)− Y3 sin(xE2)

]
exE1X4 ∗

[
Z(j−1)x(x) + Sjnx(x)

]
−

−
[
X3 sin(xE2) + Y3 cos(xE2)

]
exE1Y4 ∗

[
Z(j−1)x(x) + Sjnx(x)

]
,

com E a matriz que contém os autovalores de Ajnx, e V a matriz dos autovetores associados

a esses autovalores e a simbologia
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E1 = <e(E) e E2 = =m(E), (4.38)

X3 = <e(V) e Y3 = =m(V), (4.39)

X4 = <e(V−1) e Y4 = =m(V−1), (4.40)

E∗(x) =





xe1(i, i) se e1(i, i) < 0

(x− x0)e1(i, i) se e1(i, i) > 0
(4.41)

com e1(i, i) elementos da diagonal de E1 e

W 3 = e−E∗(0)X4Ijnx(0) (4.42)

W 4 = e−E∗(0)Y4Ijnx(0). (4.43)

Para completarmos a solução, devemos determinar os fluxos angulares desconhecidos

nas fronteiras. São eles Ijn(x, 0), Ijn(0, y), Ijn(x, b) e Ijn(a, y). Fundamentados na f́ısica de

penetração profunda, onde o fluxo decresce à medida que se distancia da fonte, utilizamos

a aproximação exponencial [Hauser, 2002] para expressarmos os fluxos angulares médios.

Assim, os fluxos angulares médios são escritos como,

Ijn(x, 0) = Fjne−sign(µn)Λx (4.44)
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Ijn(0, y) = Gjne−sign(ηn)Λy (4.45)

Ijn(x, b) = Ojne
−sign(µn)Λx (4.46)

Ijn(a, y) = Pjne−sign(ηn)Λy (4.47)

onde sign(µ) representa a função sinal

sign(µ) =





1 if µ > 0

−1 if µ > 0
(4.48)

e Λ representa a constante de decaimento, que deve ser escolhida a priori. Nesse trabalho,

assumimos Λ, de acordo com Hauser [Hauser, 2002], como sendo a seção de choque de

absorção, dada por,

Λ = σa = σt − σs. (4.49)

As funções sign(µn) e sign(ηn) que aparecem nas equações (4.44) - (4.47) garantem que os

fluxos angulares aproximados irão decair para qualquer direção discreta à medida que se

afastam da fonte. Substituindo (4.44) - (4.47) nas equações (4.24) e (4.25) as soluções para o

fluxo angular x-médio e o fluxo angular y-médio estão completas após a transformada inversa

de Laplace. Aplicando as condições de contorno, determinamos as constantes de integração

e conseqüentemente a solução LTSN nodal bidimensional está bem determinada.

4.3 Cálculo da Taxa de Dose Absorvida

A taxa de dose absorvida é dada por,



34

Ḋ =
dD

dt
, (4.50)

onde dD é a variação da dose absorvida por unidade de tempo dt.

A taxa de dose total absorvida devido a um fluxo de fótons de diferentes energias

incidindo em um meio material homogêneo ou heterogêneo, será a soma de todas as taxas de

dose, para cada valor de energia considerado. Desta forma, a taxa de dose absorvida, obtida

em função do fluxo escalar, pode ser calculada pela seguinte expressão,

ḊTf (x, y) =
M∑
i=0

µai

ρ
Eiψi(x, y), (4.51)

onde
µai

ρ
é o coeficiente de absorção do meio material em cm2/g para a energia Ei (MeV) e

ψi(x, y) é o fluxo escalar de fótons em energia nas variáveis de interesse (x, y), com,

µai

ρ
=

µa(λi)

ρ
(4.52)

e,

λi =
0.511

Ei

. (4.53)

sendo o fluxo escalar em energia, dado pela seguinte expressão,

ψi(x, y) ≡ ψ(x, y, λi) =

∫ 1

0

∫ 1

−1

ψ(x, y, λi, µ)dµdη. (4.54)

Mais precisamente, calculamos os fluxos angular e escalar para cada ńıvel de energia.



CAPÍTULO 5

SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE TRANSPORTE DE BOLTZMANN EM

DUAS DIMENSÕES PARA ELÉTRONS

5.1 Introdução

Em terapia de feixes externos, elétrons secundários são produzidos por ionizações

das interações de fótons primários - usualmente espalhamento Compton. A dose absorvida é

devido à energia depositada no meio por esses elétrons livres, que causam ionizações e que-

bram ligações qúımicas formando radicais livres que atacam a funcionalidade das células. In-

terações de part́ıculas carregadas são qualitativamente diferentes de interações de part́ıculas

neutras. Enquanto part́ıculas neutras devem “bater em algo” para interagir, elétrons livres

interagem ao longo de todo o alcance da força coulombiana. Mais precisamente as interações

ocorrem com os elétrons orbitais distantes, causando excitação ou ionização do átomo com

pequena perda de energia ou troca na direção pelo elétron livre. Isso é chamado de reação

inelástica leve, que ocorre continuamente, porque o elétron sempre experimenta uma força

Coulombiana dos átomos na vizinhança. Alternativamente o elétron livre pode sofrer uma

colisão inelástica forte, resultando em um grande ângulo de espalhamento e depositando uma

grande fração de sua energia no elétron ejetado. Essa reação ocorre raramente comparada

as colisões leves, mas deposita muito mais energia por evento. Interações radiativas fortes

e leves entre elétrons livres energéticos e o forte campo elétrico na vizinhança do núcleo

atômico podem também ocorrer, produzindo fótons “bremsstrahlung” secundários. Seções

de choque para essas reações inelásticas radiativas são grandes para materiais com alto Z

(número atômico) e elétrons de alta energia; e assim podem ser importantes em calcular

espectros de fontes de raios-X de LINACS ou em terapia com feixe de elétrons, mas são

normalmente desconsideradas para o transporte de elétrons Compton no tecido. Elétrons
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também espalham-se elasticamente do núcleo, causando trocas irregulares na direção sem

perda de energia.

Extensões do método de ordenadas discretas para descrever o transporte de elétrons

têm sido uma área atuante de pesquisa por quase vinte anos. A técnica convencional de orde-

nadas discretas para a representação da distribuição angular de espalhamento pela expansão

de Legendre para a equação de transporte de Boltzmann para elétrons não funciona muito

bem para interações inelásticas leves. Uma aproximação alternativa é a Aproximação de

Fokker-Planck (FP), que representa um processo de espalhamento onde os elétrons perdem

energia e trocam de direção de forma cont́ınua. Essa aproximação pode ser obtida de uma

expansão em séries de Taylor do integrando no termo de espalhamento da equação de Boltz-

mann, assumindo que somente pequenas variações na energia e na direção são significativas.

Sendo assim, neste caṕıtulo, apresentamos uma formulação para a obtenção da

solução da equação de Fokker-Planck para o transporte de elétrons. Para construirmos

a solução, começamos pela aplicação da aproximação PN na variável angular da equação de

transporte de elétrons, seguida do uso da transformada de Laplace na variável espacial x,

obtendo-se dessa forma uma equação diferencial linear de primeira ordem na variável espacial

y, cuja solução pode ser feita de maneira direta.

5.2 Formulação

Consideremos a equação de transporte de elétrons dependente da energia em duas

dimensões, invariante no tempo, sem fonte externa,

µ
∂ψ(x, y, Ω, E)

∂x
+ η

∂ψ(x, y, Ω, E)

∂y
+ σt(E)ψ(x, y, Ω, E) =

=

∫
dE ′

∫

4π

dΩ
′
σs(E

′ → E, Ω
′ · Ω)ψ(x, y, Ω

′
, E ′), (5.1)

em um retângulo 0 ≤ x ≤ a e 0 ≤ y ≤ b, onde ψ(x, y, Ω, E) representa o fluxo angular de

part́ıculas com energia E na direção Ω = (µ, η), com ψ(x, y, Ω, E) conhecido nas fronteiras

e a seção de choque diferencial de espalhamento descrita como,
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σs(E, µ0) =

L≤N∑

l=0

2l + 1

2
σsl(E)Pl(µ0), N ı́mpar (5.2)

onde µ0 = Ω
′ ·Ω é o cosseno ângulo de espalhamento, σsl é a l-ésima componente da seção de

choque diferencial de espalhamento. Vale ressaltar que no presente trabalho é usado como

núcleo de espalhamento a seção de choque de espalhamento diferencial de Rutherford escrita

como,

σs(E, µ0) =
A

B − µ2
0

, (5.3)

onde,

A =
1

2πλ
· 2η∗(η∗ + 1), a > 0 (5.4)

e,

B = 1 + 2η∗, (5.5)

com λ = 1
σt(E)

indicando o livre caminho médio percorrido pelas part́ıculas no meio. Ainda

nas equações (5.4) e (5.5) temos uma constante, η∗ > 0, dada por,

η∗ =
h2Z

2
3

4(aH)2(mev)2
, (5.6)

sendo h a constante de Planck (= 6.63×10−34J.s), aH o raio de Bohr (= 5.29×10−11m), Z o

número atômico do material que está sendo irradiado e mev o momento do elétron que está

sofrendo espalhamento (me= 9.11×10−31Kg e v= 104m/s).
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5.2.1 Aproximação multigrupo

O tratamento multigrupo para a variável energia requer que seu domı́nio seja divi-

dido em G intervalos. As part́ıculas no grupo g são aquelas com energia entre Eg+ 1
2

e Eg− 1
2

e o g = 1 representa o grupo de maior energia e g = G o grupo de menor energia. O fluxo

angular do grupo é definido como

ψg(x, y, Ω) =
1

∆Eg

∫ E
g− 1

2

E
g+1

2

dEψ(x, y, Ω, E). (5.7)

A integral sobre todas as energias é então definida como segue

∫ ∞

0

dE =
G∑

g=1

∫

g

dE =
G∑

g=1

∆Eg. (5.8)

As seções de choque multigrupo são tratadas como constantes dentro de cada grupo

de energia e são definidas como

σg =
1

∆Eg

∫ E
g− 1

2

E
g+1

2

dEσ(E). (5.9)

Introduzindo a aproximação multigrupo no termo integral do lado esquerdo da

equação 5.1 temos

∫
dE ′

∫

4π

dΩ
′
σs(E

′ → E, Ω
′ · Ω)ψ(x, y, Ω

′
, E ′) =

=
∑
g=1

∫

g

dE

∫

g′
dE ′

∫

4π

dΩ
′
σs(E

′ → E, Ω
′ · Ω)ψ(x, y, Ω

′
, E ′). (5.10)

A seção de choque de espalhamento diferencial do grupo g para g′ é escrita como

σg′→g
s (Ω

′ · Ω) =

∫

g

dE

∫

g′
dE ′

∫

4π

dΩ
′
σs(E

′ → E, Ω
′ · Ω) (5.11)
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5.2.2 Aproximação de Fokker-Planck

A aproximação de Fokker-Planck para a equação (5.1) é escrita como,

µ
∂ψFP (x, y, Ω, E)

∂x
+ η

∂ψFP (x, y, Ω, E)

∂y
=

σtr

2

∂

∂µ

[
(1− µ2)

∂

∂µ

]
ψFP (x, y, Ω, E), (5.12)

onde ψFP (x, y, Ω, E) representa o fluxo angular de part́ıculas com energia E na direção

Ω = (µ, η) aproximado por Fokker-Planck e σtr representa a seção de choque de transporte

e é definida por

σtr = 2π

∫ 1

−1

∫ 1

0

σs(E, µ0)(1− µ0)dµ0dη. (5.13)

O termo diferencial do lado direito da equação (5.12) pode ser reescrito sob a forma

∂

∂µ

[
(1− µ2)

∂

∂µ

]
ψFP (x, y, Ω, E) =

[
(1− µ2)

∂2

∂µ2
− 2µ

∂

∂µ

]
ψFP (x, y, Ω, E). (5.14)

Substituindo a equação (5.14) na equação (5.12) obtemos

µ
∂ψFP (x, y, Ω, E)

∂x
+ η

∂ψFP (x, y, Ω, E)

∂y
=

σtr

2

[
(1− µ2)

∂2

∂µ2
− 2µ

∂

∂µ

]
ψFP (x, y, Ω, E).(5.15)

Para a aplicação da aproximação PN , o fluxo angular é aproximado por uma série

finita em termos de polinômio de Legendre,

ψFP (x, y, Ω, E) =
L∑

l=0

2n + 1

2
ψFP

n (x, y, E)Pn(µ). (5.16)

Definimos ainda o momento do fluxo angular de Legendre,

ψFP
n (x, y, E) = 2π

∫

Ω′
ψFP (x, y, Ω, E)Pn(µ′)dΩ

′
=

= 2π

∫ 1

−1

∫ 1

0

ψFP (x, y, µ′, η′, E)Pn(µ′)dµ′dη′. (5.17)
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Substituindo a equação (5.16) na equação (5.15), aplicando na equação resultante o

operador

∫ 1

−1

∫ 1

0

( )Pm(µ)dµdη, com m = 0, . . . , N, (5.18)

escrevendo η em termos de µ (η =
√

1− µ2) e utilizando a fórmula de recorrência,

µPn(µ) =
n + 1

2n + 1
Pn+1(µ) +

n

2n + 1
Pn−1(µ), (5.19)

bem como a propriedade de ortogonalidade dos polinômios de Legendre [Strang, 1988], [Krei-

der, 1966], obtém-se o seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias acopladas nas

variáveis x e y,

n + 1

2n + 1

∂

∂x
ψFP

n+1(x, y, E) +
n

2n + 1

∂

∂x
ψFP

n−1(x, y, E) +
2n + 1

2

∂

∂y
ψFP

n (x, y, E)Tn =

=
σtr

2
[−n(n + 1)]ψFP

n (x, y, E), (5.20)

com n=0,...,N , sendo ψFP
N+1(x, y, E) = 0 na aproximação PN e Tn representado por uma

integral que pode ser resolvida analiticamente escrita como,

Tn =

∫ 1

−1

√
(1− µ2)Pn(µ)Pn+1(µ)dµ. (5.21)

Aplicando a transformada de Laplace na variável espacial x da equação (5.20), re-

sulta o seguinte sistema de equações algébricas:

n + 1

2n + 1

[
sψFP

n+1(s, y, E)− ψFP
n+1(0, y, E)

]
+

n

2n + 1

[
sψFP

n−1(s, y, E)− ψFP
n−1(0, y, E)

]
+

+
2n + 1

2

∂

∂y
ψFP

n (s, y, E)Tn =
σtr

2

[
−n(n + 1)

]
ψFP

n (s, y, E), (5.22)

com n=0,...,N e ψFP
n−1(s, y, E), ψFP

n (s, y, E) e ψFP
n+1(s, y, E) denotam os fluxos angulares trans-

formados na variável espacial x.
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O sistema descrito na equação (5.22) pode ser reescrito na seguinte forma matricial,

AnψFP
n

′
(s, y, E) + Bn(s)ψFP

n (s, y, E)− CnψFP
n (0, y, E) = 0. (5.23)

Aqui ψFP
n (s, y, E) é o vetor com N componentes do fluxo angular transformado por Laplace

na variável x e ψFP
n (0, y, E) é o vetor com N componentes do fluxo angular em x = 0. Eles

possuem a seguinte forma:

ψFP
n (s, y, E) =

[
ψFP

0 (s, y, E) ψFP
1 (s, y, E) ... ψFP

N (s, y, E)
]T

, (5.24)

ψFP
n (0, y, E) =

[
ψFP

0 (0, y, E) ψFP
1 (0, y, E) ... ψFP

N (0, y, E)
]T

. (5.25)

Além disso, An, Bn(s), e Cn são matrizes expressas, respectivamente por

An =




1T0 0 0 0 · · · 0

0 9T1 0 0 · · · 0

0 0 25T2 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 · · · (2N + 1)2TN




, (5.26)

Bn(s) =




0 2s 0 0 · · · 0

2s 6σtr 4s 0 · · · 0

0 4s 30σtr 6s · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · 2Ns N(N + 1)(2N + 1)σtr




, (5.27)
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Cn =




0 2 0 0 · · · 0

2 0 4 0 · · · 0

0 4 0 6 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 · · · 2N − 2 0 2N

0 0 0 · · · 2N 0




, (5.28)

com σtr e Tn definidos pelas equações (5.13) e (5.21), respectivamente. ψFP
n

′
(s, y, E) repre-

senta o vetor de N componentes das derivadas de ψFP
n (s, y, E) com respeito a variável y e é

escrito como

ψFP
n

′
(s, y, E) =

[
ψFP

0

′
(s, y, E) ψFP

1

′
(s, y, E) ... ψFP

N

′
(s, y, E)

]T

. (5.29)

A solução da equação (5.23) pode então ser expressa por

ψFP
n (s, y, E) = c1(s) · e−

[
Bn(s)·A−1

n

]
+ Cn · [Bn(s)]−1 · ψFP

n (0, y, E), (5.30)

onde c1(s) é uma constante arbitrária a ser determinada a partir da aplicação das condições

de contorno.

O fluxo angular pode então ser obtido aplicando a transformada inversa de Laplace

à solução do problema transformado descrito pela equação (5.30), ou seja,

ψFP
n (x, y, E) = L−1

{
c1(s) · e−

[
Bn(s)·A−1

n

]}
+ L−1

{
Cn · [Bn(s)]−1 · ψFP

n (0, y, E)

}
, (5.31)

ou ainda,

ψFP
n (x, y, E) = L−1

{
c1(s) · e−

[
Bn(s)·A−1

n

]}
+ Cn · L−1

{
[Bn(s)]−1

}
· ψFP

n (0, y, E). (5.32)

Uma vez obtidas as inversas das matrizes An e Bn(s), isto é, A−1
n e Bn(s)−1, a transformada
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inversa de Laplace no primeiro termo do segundo membro da equação (5.31) pode ser obtida

através do uso da propriedade da convolução. Aqui, cumpre ressaltar, que não determinamos

a inversa da matriz Bn(s) analiticamente, face à existência do parâmetro s, um parâmetro não

numérico. Dessa forma, optamos por determinar a inversa da transformada de Laplace no

segundo termo do segundo membro da equação (5.31) numericamente. No presente trabalho,

foi considerado o método de inversão por quadratura de Gauss [Stroud, 1986], método que

já se mostrou eficiente em outros trabalhos [Streck, 1993], [Davies e Martin, 1979].

No processo de deposição de energia há um interesse especial na avaliação da de-

posição local da energia dos elétrons em um meio. Sendo assim, abaixo, são definidas algumas

quantidades e procedimentos que permitem determinar a quantidade de energia depositada

num meio por elétrons.

5.3 Determinação da Dose Absorvida

Uma das nossas propostas, nesse trabalho, é a obtenção de uma expressão para

o cálculo da quantidade de energia total depositada em um meio irradiado. Para isso, é

necessário, além de saber a quantidade de dose imposta devido ao feixe de fótons, determinar

a quantidade de dose devido ao elétron livre.

Sendo assim, para o cálculo da taxa de dose absorvida devido ao elétron livre,

precisamos determinar o fluxo escalar, já que a dose é proporcional a este fluxo. O fluxo

escalar de part́ıculas é obtido a partir do fluxo angular, solução da equação (5.32), integrando-

o nas direções µ e η, isto é,

ψ(r, E) =

∫ 1

0

∫ 1

−1

ψ(r, µ, η, E)dµdη, (5.33)

onde,

µ = cos θ. (5.34)

Conhecendo-se o fluxo escalar de part́ıculas, a taxa de dose absorvida Ḋ(r, E), nas

coordenadas espaciais de interesse r = (x, y), é obtida usando-se a relação:
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Ḋ(r, E) = (S/ρ)colψ(r, E), (5.35)

onde (S/ρ)col denota o poder de parada de colisão (“collision stopping power”) do elétron

no meio considerado em relação à massa.

A taxa de dose absorvida total devido ao elétron livre para diferentes energias em

um meio material homogêneo ou heterogêneo, será a soma de todas as taxas de dose, para

cada valor de energia considerado. Desta forma, a taxa de dose absorvida total devido ao

elétron livre ḊTe(r), nas coordenadas espaciais de interesse (x, y), obtida em função do fluxo

escalar, pode ser calculada pela expressão,

ḊTe(x, y) =
M∑
i=0

(S/ρ)i
colψ(x, y, Ei), (5.36)

onde (S/ρ)i
col denota o poder de parada de colisão (“collision stopping power”) do elétron

no meio em relação à massa para a energia considerada Ei.



CAPÍTULO 6

RESULTADOS NUMÉRICOS PARA PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS

Neste caṕıtulo, é obtida uma expressão para a taxa de dose absorvida total devido

à radiação gama, onde a energia depositada pelo elétron livre, proveniente do espalhamento

Compton, também é considerada. Além disso, são apresentados os resultados numéricos

obtidos para a energia total depositada em domı́nios retangulares homogêneos de diferentes

dimensões e composições.

Para alcançarmos esse objetivo dois problemas foram resolvidos: o primeiro para o

transporte de fótons, assumindo como seção de choque diferencial o núcleo de espalhamento

de Klein-Nishina bem como modelo multigrupo em energia; e o segundo, para o transporte

de elétrons livres, considerando a seção de choque de espalhamento diferencial de Rutherford.

Os problemas são acoplados pela energia.

Para validação do método e dos códigos computacionais desenvolvidos, os resultados

numéricos são comparados com os obtidos pelo programa Geant4 (versão 8) [Wright, 2001];

[Agostinelli et. al], que aplica a técnica de Monte Carlo para bibliotecas de baixa energia.

6.1 Obtenção de uma Expressão para o Cálculo de Dose

Nesta seção é apresentada uma expressão para a taxa de dose absorvida total devido

à radiação gama, onde a energia depositada pelo elétron livre, proveniente do espalhamento

Compton, também é considerada.

A taxa de dose absorvida total pode ser obtida pela soma da taxa de dose absorvida

total devido ao feixe de fótons com a taxa de dose total absorvida devido ao elétron livre,

onde as taxas de doses absorvidas devido ao feixe de fótons e ao elétron livre são dadas

respectivamente por
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ḊTf (x, y) =
M∑
i=0

µai

ρ
Eiψi(x, y) (6.1)

e

ḊTe(x, y) =
M∑
i=0

(S/ρ)i
colψi(x, y). (6.2)

A seguir são apresentados os resultados numéricos obtidos para a energia total de-

positada no meio por fóton emitido. A energia total depositada é obtida em função da taxa

de dose absorvida e do fluxo escalar de fótons, utilizando-se a seguinte conversão de unidades:

[
MeV

fóton

][
fóton

cm2 · s

][
cm2

g

]
=

[
MeV

g · s

]
. (6.3)

6.2 Problema-teste

Para ilustrarmos a aplicação do método, consideramos um feixe de fótons mono-

energéticos com energia inicial de 1.25 MeV, incidindo perependicularmente em um domı́nio

retangular em (0, y), com dimensões (x, y) ∈ [0, a] × [0, b], sujeito às seguintes condições de

contorno,

I(0, y, λ1) = 1, para µ > 0 e η > 0, µ > 0 e η < 0, (6.4)

I(0, y, λi) = 0, para µ > 0 e η > 0, µ > 0 e η < 0 e i = 2, 3, ..., M. (6.5)

As demais fronteiras estão sujeitas às condições de vácuo. Aqui, cumpre ressaltar que para

o problema de transporte de elétrons também são consideradas as condições de contorno

dadas por,
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ψ(0, y, Ei) =
µli

ρ
, para µ > 0 e η > 0, µ > 0 e η < 0, (6.6)

ψ(a, y, Ei) = 0, para µ < 0 e η > 0, µ < 0 e η < 0, (6.7)

ψ(x, 0, Ei) = 0, para µ > 0 e η > 0, µ < 0 e η > 0, (6.8)

ψ(x, b, Ei) = 0, para µ < 0 e η < 0, µ > 0 e η < 0, (6.9)

com i = 1, 2, 3, ..., M e µli/ρ o coeficiente de atenuação linear da radiação gama para o meio

e a energia Ei considerados.

Os fótons incidentes são acompanhados até depositarem toda a sua energia e/ou

sáırem do meio de interesse. Nesse estudo também é levada em conta a deposição de energia

dos elétrons secundários gerados através do efeito Compton.

Os algoritmos foram implementados para meios retangulares de diferentes dimensões

e compostos homogeneamente por água, tecido mole ou osso. Os coeficientes de atenuação

e absorção e o poder de parada de colisão em função da energia e do meio foram obtidos no

site http://www.physics.nist.gov/ e são apresentados no apêndice II deste trabalho.

Os algoritmos foram testados, com ordem de quadratura N = 4, 6 e 8, para o

problema de transporte de fótons, onde utilizamos o conjunto de quadratura angular com

simetria de ńıvel, dado por [Lewis e Miller, 1984]. E para o problema de transporte de

elétrons, onde foi usada a aproximação PN , N = 1, 3, 5, 7 e 9.

Obtivemos resultados numéricos para 3 e 5 valores de energia (M = 3 e M = 5).

Além disso, a inversão numérica da transformada de Laplace por quadratura de Gauss foi

aplicada na solução da equação de transporte de elétrons (5.32) utilizando-se 8 pontos de

quadratura.

Nas Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3 apresentamos os valores numéricos obtidos para a energia
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depositada pelo elétron livre pela técnica proposta nesse trabalho e comparações com os

resultados obtidos pelo programa Geant4 (versão 8) [Hoff, 2007]. Analisando os resultados

apresentados nas Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3, considerando que aqueles obtidos pelo programa

Geant4 são gerados para modelos de um grupo de energia, podemos afirmar que eles apre-

sentam uma boa coincidência. Na verdade, a variação apresentada pode estar associada ao

fato de termos usado a equação de Fokker-Planck para simular o transporte de elétrons. Ou

ainda, para o caso da Tabela 6.3, onde o meio é composto por osso, à produção de outros

efeitos, envolvendo elétrons secundários, que não foram considerados neste trabalho.

Água

Dimensões do retângulo Aproximação P9 Geant4 Variação percentual

10cm x 10cm 0.02149855 0.02289237 6.0885%

10cm x 20cm 0.02100552 0.02240557 6.2487%

20cm x 10cm 0.01845323 0.01971250 6.3882%

20cm x 20cm 0.03378688 0.03609384 6.3916%

30cm x 40cm 0.04580598 0.04893386 6.3921%

Tabela 6.1 – Energia depositada em [eV/fótons emitidos pela fonte]

pelo elétron livre num retângulo homogêneo composto

por água

Tecido Mole (ICRU44)

Dimensões do retângulo Aproximação P9 Geant4 Variação percentual

20cm x 10cm 0.02288590 0.02440210 6.2134%

20cm x 20cm 0.03317010 0.03542490 6.3650%

30cm x 40cm 0.04951665 0.05288919 6.3766%

Tabela 6.2 – Energia depositada em [eV/fótons emitidos pela fonte]

pelo elétron livre num retângulo homogêneo composto

por tecido mole (ICRU44)

Na Tabela 6.4 apresentamos a convergência numérica dos resultados obtidos pelo
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emprego da aproximação PN para N crescente. De fato, observando os resultados obtidos

para N = 7 e N = 9 percebemos a concordância em 4 d́ıgitos significativos.

Nas Tabelas 6.5, 6.6 e 6.7 são apresentadas os valores para a energia depositada

em retângulos homogêneos de diferentes dimensões sem considerar a energia depositada pelo

elétron livre.

Pela análise dos resultados apresentados nas Tabelas 6.5, 6.6 e 6.7 podemos observar

uma boa concordância entre os encontrados pela metodologia proposta neste trabalho e

aqueles obtidos pela técnica de Monte Carlo.

Na Tabela 6.8 apresentamos a convergência numérica dos resultados obtidos pelo

método LTSN nodal para N crescente. De fato, observando os resultados obtidos para

N = 6 e N = 8 percebemos a concordância em 3 d́ıgitos significativos. Aqui, vale lembrar

que nenhuma aproximação é feita ao longo da derivação da solução, exceto para os fluxos

angulares médios na fronteira e o erro de arredondamento.

Os resultados gerados pelo programa Geant4 foram implementados considerando-se

uma espessura de 0.1nm. Foram considerados ainda 104, 105 e 106 fótons.

A comparação entre os valores encontrados pela formulação proposta e os resulta-

dos gerados pelo programa Geant 4, usados como referenciais, mostra uma concordância

cuja variação máxima obtida é inferior a 9% para o problema de transporte de elétrons e

inferior a 4% para o problema de transporte de fótons. Os resultados que apresentaram

variações maiores foram para a energia depositada pelo elétron livre e/ou para meios forma-

dos por osso. Acreditamos que essa variação acumulada na obtenção das soluções deve-se

ao arredondamento nas operações aritméticas e ao uso da equação de Fokker-Planck, uma

aproximação para a equação de transporte de Boltzmann, para o transporte de elétrons.

A variação apresentada nos resultados para meios composto por osso indicam que outros

efeitos devem ser considerados na formulação. Devido à maior densidade do osso, aumenta o

número de interações e a possibilidade da produção de outros processos envolvendo elétrons

secundários.

Devemos mencionar ainda que os cálculos utilizando-se o método LTSN nodal e

a aproximação PN foram realizados utilizando-se um microcomputador AMD Athlon 1700

(1.4 GHz). Enquanto que o programa Geant 4 foi implementado em um microcompuatdor

Pentium 4 (Intel) - CPU 2.8GHz, 1G HD. Os tempos computacionais observados para gerar
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os resultados pelos métodos propostos neste trabalho estão registrados nas tabelas 6.9 e 6.10.

É importante ainda ressaltar que o tempo computacional observado para gerar os resultados

pela técnica de Monte Carlo foi em média de dois dias.

Os valores numéricos, para os problemas apresentados, foram obtidos com a im-

plementação dos algoritmos no programa Fortran 90, utilizando-se precisão dupla. Esses

resultados foram determinados com o aux́ılio de rotinas numéricas do pacote IMSL.

Osso (ICRU44)

Dimensões do retângulo Aproximação P9 Geant 4 Variação percentual

20cm x 10cm 0.83789957 0.91244397 8.1697%

20cm x 20cm 0.79284239 0.86380422 8.2150%

30cm x 40cm 0.89218297 0.97249263 8.2581%

Tabela 6.3 – Energia depositada em [eV/fótons emitidos pela fonte]

pelo elétron livre num retângulo homogêneo composto

por osso (ICRU44)

N Energia depositada pelo elétron

1 0.02590432

3 0.03199219

5 0.03252043

7 0.03370622

9 0.03378688

Tabela 6.4 – Convergência numérica da aproximação PN para um

retângulo 20 cm x 20 cm homogêneo composto por água
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Água

Dimensões do retângulo LTS8 nodal Geant 4 Variação percentual

10cm x 10cm 0.00298551 0.00304630 1.9955%

10cm x 20cm 0.00594042 0.00606202 2.0059%

20cm x 10cm 0.00120395 0.00122915 2.0502%

20cm x 20cm 0.00585222 0.00597681 2.0845%

30cm x 40cm 0.00837496 0.00855399 2.0929%

Tabela 6.5 – Energia depositada em [eV/fótons emitidos pela fonte]

num retângulo homogêneo composto por água

Tecido Mole (ICRU44)

Dimensões do retângulo LTS8 nodal Geant 4 Variação percentual

20cm x 10cm 0.00217469 0.00221796 1.9509%

20cm x 20cm 0.00966018 0.00986673 2.0934%

30cm x 40cm 0.01343034 0.01372775 2.1665%

Tabela 6.6 – Energia depositada em [eV/fótons emitidos pela fonte]

num retângulo homogêneo composto por tecido mole

(ICRU44)

Osso (ICRU44)

Dimensões do retângulo LTS8 nodal Geant 4 Variação percentual

20cm x 10cm 0.12279419 0.12594990 2.4261%

20cm x 20cm 0.23779116 0.24449431 3.1506%

30cm x 40cm 0.34551587 0.35676863 3.1541%

Tabela 6.7 – Energia depositada em [eV/fótons emitidos pela fonte]

num retângulo homogêneo composto por osso (ICRU44)



52

N Energia depositada sem considerar o elétron livre

2 0.0070012

4 0.0065073

6 0.0059405

8 0.0058522

Tabela 6.8 – Convergência numérica do método LTSN nodal para um

retângulo 20 cm x 20 cm homogêneo composto por água

Ordem da Quadratura - Aproximação PN Tempo Computacional(min)

3 6.2

5 10.3

7 19.6

9 30.0

Tabela 6.9 – Tempo de execução computacional para a aproximação

PN

Ordem da Quadratura - LTSN nodal Tempo Computacional(min)

4 6.42

6 25.9

8 125

Tabela 6.10 – Tempo de execução computacional para o método LTSN

nodal



CAPÍTULO 7

CONCLUSÕES

Propomos no presente trabalho obter uma solução anaĺıtica para a equação de trans-

porte de Boltzmann em duas dimensões, considerando espalhamento Compton simulado pela

seção de choque de Klein-Nishina e modelo multigrupo, bem como uma expressão para o

cálculo de dose total devido à radiação gama. Isso foi de fato obtido aplicando-se o método

LTSN nodal bidimensional na equação de transporte de fótons e a aproximação PN na solução

da equação de Fokker-Planck para o transporte de elétrons.

A principal vantagem do método apresentado reside no fato de possibilitar a ex-

tensão da formulação LTSN nodal para a solução da equação de transporte de Boltzmann

considerando a seção de choque de espalhamento de Klein-Nishina bem como modelo multi-

grupo. Além disso, em se tratando da questão de analiticidade, devemos enfatizar que a

única aproximação feita ao longo desta solução foi para os fluxos angulares médios na fron-

teira. Devemos ainda ressaltar, que a formulação apresentada representa uma nova aplicação

do método LTSN nodal bidimensional. Pois, até então, em nosso conhecimento, este método

ainda não havia sido aplicado na solução da equação de transporte assumindo a seção de

choque de espalhamento de Klein-Nishina bem como modelo multigrupo. Antes disso, a

solução LTSN era restrita a problemas de transporte que envolviam espalhamento isotrópico

ou anisotrópico. Sendo assim, a partir deste trabalho, o método LTSN nodal pode ser consi-

derado como um método ainda mais abrangente, no sentido que ele pode ser aplicado a um

grupo mais diverso de problemas.

A partir da análise dos resultados obtidos, as principais contribuições originadas

durante o desenvolvimento deste trabalho podem ser resumidas em:

• Obtenção de resultados benchmark para o fator de build-up de exposição para

o problema de transporte de fótons em uma placa plana, assumindo a seção de choque de
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espalhamento diferencial de Klein-Nishina bem como modelo multigrupo. Esta afirmativa

está fundamentada na já provada convergência do método LTSN e no caráter anaĺıtico da

solução, no sentido que nenhuma aproximação é feita ao longo de sua derivação a partir das

equações SN , exceto para o erro de arredondamento.

• Extensão da formulação LTSN nodal para o problema de transporte de fótons em

um retângulo considerando o núcleo de espalhamento de Klein-Nishina bem como modelo

multigrupo em energia.

• Obtenção de uma boa concordância, com os resultados gerados pela técnica de

Monte Carlo, através de um esforço computacional pequeno. Isso nos permite afirmar que o

método proposto é um método promissor e pode ser considerado uma ferramenta útil para

a variedade de aplicações que requerem a resolução de problemas que envolvam o transporte

de part́ıculas, entre eles a determinação de parâmetros e grandezas importantes na área de

proteção radiológica: cálculo e análise de blindagens e dosimetria das radiações.

• Obtenção de uma solução anaĺıtica para a aproximação PN da equação de Fokker-

Planck para o transporte de elétrons em um retângulo.

Pelo exposto, é entendido que os objetivos deste trabalho tenham sido alcançados.

Outras perspectivas de continuidade e aplicações incluem a modelagem do problema para o

transporte de fótons em meios heterogêneos formados por elementos de alto número atômico

e alta densidade, com a incorporação de termos que simulem outros efeitos, além do es-

palhamento Compton, na equação de transporte; a extensão da solução LTSN nodal para

problemas em meios heterogêneos e para problemas tridimensionais assumindo o já men-

cionado kernel de espalhamento bem como modelo multigrupo.
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Programa de Pós-Graduação em Matemática Aplicada (PPGMAp), Porto Alegre, RS,

Brasil.

Mello, J. A. M., 2000. “Modelagem Espectro-Nodal Exponencial para Proble-
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APÊNDICE I

OBTENÇÃO DA EQUAÇÃO DE TRANSPORTE PARA FÓTONS E

RADIAÇÃO GAMA

Para descrever completamente o movimento de part́ıculas neutras num meio é uti-

lizada uma equação que fundamentalmente descreve um balanço de part́ıculas num elemento

de volume no espaço de fase (r, E, Ω). Assim, neste caṕıtulo, é deduzida, na sua forma geral,

a equação governante para o transporte de fótons através da matéria.

Primeiramente, assumimos que os problemas sejam estacionários. A descrição desse

processo envolve N part́ıculas neutras em 6 dimensões do espaço de fase: 3 dimensões es-

paciais, 2 componentes de direção (Ω) e uma componente de energia. Nesse espaço de fase,

usaremos o elemento infinitesimal de volume dado por dv = dV dΩdE. Uma part́ıcula nesse

elemento de volume, nesse espaço de fase está no elemento de volume dV e está viajando na

direção dΩ em torno de Ω, com energia E que varia de E a dE.

Para estabelecer a equação de transporte, devemos discutir os processos que influ-

enciam o nosso sistema.

Dois processos podem fazer com que a part́ıcula deixe o elemento de volume dv, um

deles é a convecção espacial fora do espaço de volume dV e o outro, uma colisão que tira a

part́ıcula de dΩdE.

Considerando a convecção espacial, a perda do volume dV é representada pelo di-

vergente do número da densidade de corrente. Basicamente, isso é justamente a definição

matemática de divergente. O número da densidade de corrente para as part́ıculas no volume

dv é ΩN(r, E, Ω)dΩdE e dV é o elemento de volume infiniesimal espacial sobre o ponto r.

Conseqüentemente, a taxa de perda de part́ıculas resultante da convecção espacial fora de

dV é,



65

div · (ΩNdΩdE)dV = ∇ · (ΩNdΩdE)dV. (I.1)

O número de part́ıculas perdidas de dv devido às colisões que removem part́ıculas

de dΩdE é igual ao número de part́ıculas sofrendo interações em dv, isto é,

µl(NdΩdE)dV, (I.2)

onde µl representa o coeficiente de atenuação linear.

Part́ıculas podem entrar em dv de duas maneiras: sendo produzidas dentro do

próprio dv, ou sendo espalhadas para dΩdEdV de um outro elemento de volume. As

part́ıculas produzidas dentro de dv são representados por um termo de fonte,

s(r, E, Ω)dV dΩdE, (I.3)

onde s representa o número de part́ıculas criadas por unidade de tempo em r que movem-se

na direção Ω por unidade de ângulo sólido com energia E por unidade de alcance de energia.

Para estabelecer uma expressão que descreva o ganho de part́ıculas em dv pelo

espalhamento de outro elemento de volume para dΩdEdV (“inscattering”), devemos definir

uma seção de choque diferencial da direção Ω
′
para Ω e de E ′ para E por unidade de ângulo

sólido e por unidade de intervalo de energia. Essa seção de choque diferencial é representada

por σ(Ω
′ → Ω; E ′ → E).

O número de colisões de espalhamento por unidade de tempo em dV nas quais as

part́ıculas são espalhadas de Ω
′
dE ′ em ΩdE é dado por,

ndV (σ(Ω
′ → Ω; E ′ → E)ΩdE[N(r, E ′, Ω

′
)dΩ′dE ′], (I.4)

onde α é o número de part́ıculas espalhadas por unidade de volume em r. (Para o espa-

lhamento Compton de fótons α = ZNAσT ρ/A, o número de elétrons por cent́ımetro cúbico.

Para espalhamento de nêutrons α = NAσT ρ/A, o número de núcleos por cent́ımetro cúbico.)
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Para a taxa total de “inscattering”, a expressão (I.4) dever ser integrada sobre todo E ′ e Ω
′
.

Quando juntamos todas as expressões, a equação de transporte fica dada por,

∇ · ΩN(r, E, Ω) + µlN(r, E, Ω) =

∫ ∫
N(r, E ′, Ω

′
)ασ(Ω

′ → Ω; E ′ → E)dE ′dΩ′ + s(r, E, Ω).

(I.5)

Reescrevendo a equação (I.5) em termos de densidade de fluxo em energia, isto é,

multiplicando a equação por E, temos,

∇ ·ΩI(r, E, Ω) + µlI(r, E, Ω) =

∫ ∫
I(r, E ′, Ω

′
)ασ(Ω

′ → Ω; E ′ → E)
EdE ′

E ′ dΩ′ + S(r, E, Ω),

(I.6)

onde S = Es é a densidade fonte-energia, a energia de part́ıculas criadas em unidade de

tempo em r que estão movendo-se na direção Ω por unidade de ângulo sólido com energia

E por unidade de alcance de energia.

Em se tratando de fótons, podemos utilizar o espalhamento Compton para relacionar

E ′, E e o ângulo de espalhamento Ω. Esta relação pode ser dada por,

λ− λ′ = (1− cos θ), (I.7)

onde os comprimentos de onda dos fótons estão escritos em termos de h/mec e λ′ refere-se

ao comprimento de onda do fóton incidente e λ ao comprimento de onda do fóton espalhado.

O ângulo θ é formado por Ω e Ω
′
; conseqüentemente, cos θ = Ω · Ω′

. Assim a equação (I.7)

pode ser escrita como,

λ− λ′ = (1− Ω · Ω′
). (I.8)

Para incorporar a condição dada pela equação (I.8) na equação (I.6) podemos fazer

o uso da função generalizada delta de Dirac com as seguintes propriedades,
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[δ(1 + λ′ − λ− Ω · Ω′
)]

E2
=





0 (λ− λ′) 6= (1− Ω · Ω′
)

∞ (λ− λ′) = (1− Ω · Ω′
)

(I.9)

e tal que,

∫ ∞

0

[δ(1 + λ′ − λ− Ω · Ω′
)]

dE

E2
= 1. (I.10)

Usando essa função generalizada de delta, podemos caracterizar a seção de choque

diferencial, construindo-a dentro da definição de espalhamento Compton relacionando E ′, E

e Ω · Ω′
, isto é,

σ(Ω
′ → Ω; E ′ → E) = σ(λ′, Ω → Ω

′
)
δ(1 + λ′ − λ− Ω · Ω′

)

E2
. (I.11)

Integrando a expressão (I.11) em E, obtemos,

∫
σ(Ω

′ → Ω; E ′ → E)dE =

∫
σ(λ′, Ω → Ω

′
)δ(1+λ′−λ−Ω·Ω′

)
dE

E2
= σ(λ′, Ω → Ω

′
). (I.12)

Incorporando a equação (I.11) na equação (I.6) e considerando a mudança de variável

de E ′ para λ′, obtemos a seguinte expressão,

∇ · [ΩI(r, E, Ω)] + µlI(r, E, Ω) =

∫ λ

0

dλ′
∫

4π

dΩ
′
I(r, λ′, Ω

′
)
αλ

λ′
σ(λ′, Ω → Ω

′
)×

×δ(1 + λ′ − λ− Ω · Ω′
) + S(r, λ, Ω). (I.13)

Podemos ainda usar a seguinte substituição,

k(λ′, λ) = 2π
λ

λ′
σ(λ′, Ω → Ω

′
) (I.14)

resultando em,
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∇ · [ΩI(r, E, Ω)] + µlI(r, E, Ω) =

∫ λ

0

dλ′
∫

4π

dΩ
′
I(r, λ′, Ω

′
)
αk(λ′, λ)

2π
×

×δ(1 + λ′ − λ− Ω · Ω′
) + S(r, λ, Ω). (I.15)

A função k(λ′, λ) pode ser escrita explicitamente em termos de λ′ e λ se empregarmos

a equação (I.7), que expressa a troca no comprimento de onda como uma função do ângulo

de espalhamento, e da fórmula de Klein-Nishina para seção de choque diferencial dada por,

σ(λ′, Ω → Ω
′
) =

3

16π

(λ′)2

λ2

(λ′

λ
+

λ

λ′
− sin2 θ

)
. (I.16)

Com essas substituições k(λ′, λ) pode ser escrita como,

k(λ′, λ) =





3
8

λ′
λ

[
λ
λ′ + λ′

λ
+ 2(λ′ − λ) + (λ′ − λ)2

]
(λ′ < λ < λ′ + 2)

0 c.c.
(I.17)

A equação (I.15) é a equação de Boltzmann ı́ntegro-diferencial para a densidade de

fluxo para raios gama e fótons. Ela descreve a densidade de fluxo total, isto é, o que foi

espalhado e o que não foi espalhado (“scattered” e “unscattered”). Essa equação é a base

de todos os cálculos em dosimetria de radiação gama. Ela sofrerá modificações dependendo

da fonte e da geometria considerada.



APÊNDICE II

TABELAS DOS COEFICIENTES DE ATENUAÇÃO

Neste apêndice são apresentados os valores dos coeficientes de atenuação (
µl(λj)

ρ
)

da água, ferro e chumbo utlilizados no caṕıtulo 3 e os coeficientes de atenuação (
µl(λj)

ρ
) e

absorção (
µa(λj)

ρ
) e pode de parada de colisão (S/ρ)col da água, tecido mole e osso utlilizados

no caṕıtulo 6, para as energias de interesse. Esses coeficientes foram obtidos a partir dos

dados apresentados por [Hirayama e Shin, 1998] para o problema em uma dimensão e a

partir do site http://www.physics.nist.gov/ para os problemas em duas dimensões. Também

é apresentada uma tabela com os dados dos meios materiais considerados.

Tabela II.1 – Coeficientes de atenuação [cm2/g] em função da energia,

considerando Regra de Simpson, cinco valores de energia

e energia do feixe de fótons incidente igual a 1 MeV.

Ej[MeV]
µl(λj)

ρ
(H2O)

µl(λj)

ρ
(Fe)

µl(λj)

ρ
(Pb)

µl(λj)

ρ
(Ar)

1.0000 0.0707 0.0596 0.0685 0.06385

0.5054 0.0963 0.0825 0.1488 0.0864

0.3382 0.1129 0.0995 0.2801 0.1013

0.2541 0.1253 0.1203 0.5919 0.1131

0.2035 0.1352 0.1378 0.9185 0.1223
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Tabela II.2 – Coeficientes de atenuação [cm2/g] em função da energia,

considerando Regra de Simpson, cinco valores de energia

e energia do feixe de fótons incidente igual a 1.25 MeV.

Ej[MeV]
µa(λj)

ρ
(H2O)

µa(λj)

ρ
(Tecido Mole)

µa(λj)

ρ
(Osso)

1.2500 0.02965 0.02938 0.02745

0.5623 0.03292 0.03262 0.03062

0.3627 0.03256 0.03227 0.03057

0.2677 0.03141 0.03114 0.03022

0.2121 0.03007 0.02981 0.03006

Tabela II.3 – Coeficientes de absorção [cm2/g] em função da energia,

considerando Regra de Simpson, cinco valores de energia

e energia do feixe de fótons incidente igual a 1.25 MeV.

Ej[MeV]
µa(λj)

ρ
(H2O)

µa(λj)

ρ
(Tecido Mole)

µa(λj)

ρ
(Osso)

1.2500 0.02965 0.02938 0.02745

0.5623 0.03292 0.03262 0.03062

0.3627 0.03256 0.03227 0.03057

0.2677 0.03141 0.03114 0.03022

0.2121 0.03007 0.02981 0.03006



71

Tabela II.4 – Pode de Parada de Colisão [MeV cm2/g] em função da

energia, considerando Regra de Simpson, cinco valores

de energia e energia do feixe de fótons incidente igual a

1.25 MeV.

Ej[MeV] (S/ρ)col(H2O) (S/ρ)col(Tecido Mole) (S/ρ)col(Osso)

1.2500 1.829 1.809 1.614

0.5623 1.987 1.968 1.749

0.3627 2.210 2.192 1.952

0.2677 2.459 2.439 2.169

0.2121 2.717 2.695 2.393

Tabela II.5 – Dados dos meios materiais considerados.

Meio ρ[g/cm3] Z/A Z α

Água 1.000 0.55508 7.2167 0.2223

Ferro 7.874 0.46556 26.000 1.4631

Chumbo 15.50 0.39575 82.000 1.7988

Tecido Mole (ICRU 44) 1.060 0.54996 7.0200 0.2335

Osso (ICRU 44) 1.920 0.51478 10.866 0.3958



Livros Grátis
( http://www.livrosgratis.com.br )

 
Milhares de Livros para Download:
 
Baixar livros de Administração
Baixar livros de Agronomia
Baixar livros de Arquitetura
Baixar livros de Artes
Baixar livros de Astronomia
Baixar livros de Biologia Geral
Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas

http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1


Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
 
 

http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

