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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma deducao das equacoes para a dinamica de
n—vortices puntiformes sobre uma superficie, exibindo explicitamente as equagoes de
movimento para o caso em que a superficie é parametrizada por um sistema de co-
ordenadas isotermal. Também é obtida uma aproximagao em primeira ordem para a
dinamica de n—voértices numa superficie difeomorfa & esfera por uma pequena pertur-

bacao radial.

Palavras Chave: Sistemas Dinamicos, Estabilidade, Equilibrio, Vortices.
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Abstract

This work describes a formal deduction of dynamics equations for the n—vortex
problem on a regular surface. Equations for the specific case in which the surface is
parametrized by an isotermal coordinates system are presented. A first order approxi-
mation is obtained for the dynamic of n—vortex on a surface diffeomorfic to the sphere

by a small radial perturbation.

Key Words: Dynamical Systems, Stability, Equilibrium, Vortices.
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Introducao

O estudo da dinamica de vortices puntiformes teve inicio com o trabalho de
Helmholtz sobre hidrodinamica e mecénica dos fluidos [2]. Em 1876 Kirchhoff [3] obteve
a formulacao Hamiltoniana para as equacoes de movimento e Sir William Thomson
(Lord Kelvin)[5], em 1878, propos o estudo das configuracoes de n—vortices idénti-
cos no plano dispostos nos vértices de um poligono regular que gira rigidamente com
uma determinada velocidade angular w, motivado pelos resultados dos experimentos de
Mayer[4] sobre os padroes formados por um sistema de pequenos magnetos flutuando
na superficie de um liquido e sujeitos a um campo magnético externo. Neste exper-
imento observa-se a estabilidade das configuracoes em que os magnetos ocupam os
vértices de um poligono regular de n lados para n < 5, enquanto que para n > 6 estes
poligonos sao instaveis e outros padroes surgem. Kelvin teve o mérito de estabelecer a
equivaléncia entre a estabilidade das configuragoes que surgiam nos experimentos e a
estabilidade da correspondente configuracao de vortices puntiformes no plano. O prob-
lema de determinar a estabilidade ou instabilidade das configuragoes de n—vortices no
plano dispostos nos vértices de um poligono de n lados ficou conhecido como problema
de Kelvin. Em 1883, J. J. Thomson apresentou um ensaio|6] no qual concluia a esta-
bilidade linear do problema de Kelvin se n < 6, enquanto que para n = 7 ele concluiu
erroneamente que o sistema é instavel. Thomson também conjecturou que para n > 8
o anel de vortices é instavel. A anélise linear s6 foi concluida em 1931 por Havelock
[9], que mostrou a instabilidade exponencial para o caso em que n > 8. O problema do
heptdgono de Thompson, como ficou conhecida a questao de decidir a estabilidade da
configuragao para n = 7, permaneceu em aberto por um longo tempo até que D. G.

Dritschel, em sua tese de doutorado (Princeton, 1985), mostrou que esta configuragao
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é neutramente estavel, deixando em aberto a questao da estabilidade nao linear. O
primeiro avanco no sentido de demonstrar a estabilidade nao linear do heptagono de
Thomson foi obtido por Cabral e Schmidt[10], aplicando técnicas de normalizagio até
termos de quarta ordem a funcao Hamiltoniana correspondente, enquanto que em 2002
Kurakin e Yudovich[11] apresentam uma demonstragao analitica da estabilidade nao
linear no sentido de Routh.

O estudo da dinamica de vortices puntiformes numa esfera despertou o interesse
da comunidade cientifica por, dentre outras razoes, suas aplicagoes a meteorologia.
Em 1885 Gromeka[l12]| tratou um problema de movimento de vortices numa esfera,
proposto por Preobrazhensky. O problema de Kelvin tem formulagao analoga ao caso
plano, consistindo de n vortices idénticos dispostos nos vértices de um poligono regular
sobre uma esfera de raio R e a uma mesma latitude 6, sendo esta configuracao denotada
por Vg(n,#). Uma solugdo para as equagoes de movimento é obtida se o poligono gira
como um corpo rigido a uma velocidade angular constante w que depende apenas da
latitude. Em 1977 Bogomolov|13| obteve as equac¢oes de movimento para a dinamica
de vortices na esfera bem como sua formulacao Hamiltoniana, além de considerar o
problema sobre uma esfera girando e iniciar a anélise de estabilidade da configuracao
poligonal dos vortices[14]. Uma andlise bastante detalhada da dinamica de trés vortices
sobre uma esfera é feita por Kidambi e Newton[15], apresentando uma classificagao do
movimento dos vortices a partir da relacao entre a norma do vetor vorticidade e o raio
da esfera. Aém disso, os autores citados caracterizaram todos os equilibrios fixos e
relativos do problema de trés vortices na esfera. Em 1998, Kimura[16] formula o prob-
lema do movimento de vortices numa superficie Riemanniana com curvatura constante,
tendo como objetivo caracterizar a dinamica de vortices em tais superficies e, principal-
mente, estabelecer uma comparagao entre a dinamica na esfera e no plano hiperbolico
com a correspondente dinamica no plano. Em 2004 Kurakin|[18] publica um trabalho
apresentando condi¢oes necessarias e suficientes para estabilidade e instabilidade nao
linear para o problema de Kelvin na esfera, examinando também a estabilidade das
configuragoes de equilibrio de vortices puntiformes idénticos situados nos vértices de
um poliedro regular, concluindo que o tetraedro, octaedro e icosaedro sao estaveis en-
quanto que o cubo e o dodecaedro sao instaveis. Uma variante do problema de Kelvin

na esfera é obtida colocando-se um vortice no polo norte de intensidade I' enquanto
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que n vortices de intensidade 1 sao dispostos nos vértices de um poligono regular a uma
mesma latitude 6. No artigo de Cabral, Meyer e Schimdt[17] sdo determinadas explici-
tamente curvas I'(f) que limitam as regides de estabilidade e também sdo estudadas
as bifurcagoes para novas configuracoes quando a estabilidade de uma configuragao
inicial é alterada com a variacao da intensidade do vortice localizado no polo norte.
Uma boa referéncia para qualquer estudo mais aprofundado de problemas relacionados
a dindmica de vortices é o livro de P. K. Newton[19], o qual também apresenta uma
extensa lista de referéncias bibliograficas envolvendo os principais resultados obtidos
nesta area de pesquisa.

O interesse pelo estudo da dinamica de vortices puntiformes transcende o desafio
matematico envolvido na formulagao de problemas interessantes e na busca de suas
solucoes. De fato, a diversidade das aplicagoes que envolve dinamica de vortices ex-
plica o interesse de cientistas de areas tao diversas como fisica, meteorologia, geofisica,
cosmologia e matematica, no estudo de problemas relacionados a dinamica de vortices.
O proéprio J. J. Thomson tentou, sem sucesso, utilizar o modelo de vortices puntiformes
a sua teoria atomica|7, 8|. Atualmente, é muito ativa a pesquisa de teoria de vortices
em helio superfluido bem como na modelagem da dinamica de tornados e furacoes e
também no estudo da formagao e evolugao de galacticas espirais. No entanto, é em
mecanica dos fluidos que as aplicacoes sao mais ricas, uma vez que o estudo do campo
vorticidade associado ao campo velocidade de um escoamento é fundamental para car-
acterizar a fase laminar e turbulenta|24]. Em geral a vorticidade nao esta concentrada
em pontos, mas a validade do método de aproximacao de um escoamento ideal incom-
pressivel por um sistema de vortices puntiformes|23] refor¢a a importancia do estudo
da dindmica de vortices puntiformes no contexto de mecanica dos fluidos.

Apesar da rica literatura existente tratando de problemas relacionados a dinamica
de vortices, nao é facil encontrar uma dedugao das equacoes de movimento de n vortices
numa superficie Riemanniana qualquer. No trabalho de Bogomolov|13] é apresentada
uma "demonstracao"bastante intuitiva de que a funcao potencial velocidade ® corre-
spondente a um escoamento gerado por um sorvedouro entre dois planos infinitamente

proximos pode ser obtida resolvendo a equacao de Poisson em R3

V2P = md(z,y),
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onde V2 & o Laplaceano tridimensional e a constante m é a intensidade do sorvedouro.
Desta forma, como a fungao de corrente (stream function) W associada a um escoamento
gerado por um voértice puntiforme é harmonicamente conjugada ao potencial velocidade

gerado por uma fonte (ou sovedouro), devemos ter
V20 = mé(z,y),

isto é, para obtermos a funcao de corrente associada a uma distribuicao de vortices no
plano basta resolver a equagao acima com uma soma de deltas de Dirac centrados nas
posicoes dos vortices e multiplicados por suas respectivas intensidades. Além de nao
ser um resultado geral, pois nao fica claro que o mesmo possa ser aplicado a qualquer
superficie, sua demonstracao carece de rigor matematico.Desta forma, este trabalho
propoe uma demonstracao ad initium das equacoes de movimento, explicitando todos
detalhes de maneira clara e utilizando as ferramentas mais bésicas o possivel.

No Capitulo 1 é feito um estudo de escoamentos em superficies, introduzindo os
principais conceitos necessarios, tais como circulacao, vorticidade, potencial complexo,
linhas de fluxo etc. Também sao demonstrados alguns teoremas e corolérios relaciona-
dos ao potencial complexo e a transformacao conforme, explicitando a relacao existente
entre potenciais complexos e parametrizagoes isotermais da superficie.

No Capitulo 2, baseado no trabalho de Hally|21], sdo obtidas as equagdes de
movimento para a dinamica de n—vortices sobre uma superficie, considerando que a
mesma, é parametrizada por um sistema de coordenadas isotermal. A partir de uma
extensao do campo velocidade e da fungao fluxo a uma vizinhanca da superficie, obtem-
se uma formulacao extrinseca para o problema de modo que o campo vorticidade é dado
pelo rotacional do campo estendido. Desenvolvendo as equacoes obtidas na formulagao
extrinseca, conclui-se que a funcao de corrente ¥ satisfaz a equacao de Poisson na
superficie

Vi = —w,

onde w é o campo vorticidade.

Desenvolvendo a equacao de Poisson para uma superficie S difeomorfa a esfera
por uma pequena perturbacgao radial e expandindo a fungao de corrente em poténcias
do parametro de perturbacao €, é apresentada uma aproximacao em primeira ordem

das equacoes de movimento de n vortices puntiformes sobre S.



Capitulo 1

FLUIDOS EM SUPERFICIES

Neste capitulo é desenvolvida a teoria matemética de escoamentos estacionarios
em superficies, tomando como principal referéncia o texto classico de Felix Klein [1],
que apresenta a teoria de Riemann das funcoes algébricas com énfase em aspectos ge-
ométricos. Uma das principais aplicacoes é a construcao de escoamentos em superficies

a partir de funcoes complexas cujas derivadas sao fungoes algébricas.

1.1 Escoamento no Plano

Seja V(z,y) = a(x,y)i + b(x,y)j o campo velocidade associado ao escoamento
estacionario de um fluido ideal incompressivel no plano zy, onde a(z,y) e b(x,y) sdo
funcoes analiticas reais definidas em R?. Assumindo também que nao ha criacdo nem
destruicao de fluido em nenhum ponto de R?, dado um caminho fechado regular C C R?
qualquer, com vetor tangente t e vetor normal 7, temos que o fluxo total através de
C, dado pela integral fCV -ndl, deve ser igual a zero, donde segue, pelo Teorema de

Green, que
0:/\7-ﬁdl:/(—b,a)-fdl:// (@Jr@)d/l:// divvdA
c c A\0z Oy A

// divvdA = 0, onde C = 0A,
A

isto é,
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qualquer que seja o aberto simplesmente conexo A, o que implica que divv = 0. A

circulagcao de um campo vetorial F em torno de uma curva fechada C é definida por

To(F) = /ﬁ-df,
C

de modo que se V for um campo irrotacional, isto é, se sua circulacao ao longo de

qualquer curva fechada C for identicamente nula

/\7~df':/adx+bdy50,
C C

entdo adxr + bdy ¢ uma diferencial exata e portanto existe uma funcao u(zx,y) tal que

a = % eb= g—;‘ ou, em outros termos, Vv é o gradiente de u, o que denotamos por

= Vu. Portanto, como divv = 0 temos
82u 0%u
0 = divv = div (Vu) = Eye 8 — = Vu

onde V? & denominado operador de Laplace. A equacdo V?u = 0 é conhecida como
equacao de Laplace, sendo suas solu¢oes denominadas fungoes harmonicas. Portanto, u
é uma funcao harmonica cujo gradiente é o campo velocidade, o que justifica denomina-
la potencial velocidade do escoamento.

As curvas obtidas fazendo u = constante sao as linhas equipotenciais. Con-
siderando uma parametrizacdo de uma tal curva dada por (z(t),y(t)) e derivando
u(t) = u(x(t),y(t)) em relacao a t, obtemos

du  Ou ou . (8u ou

0= = Ttae Sy = (A 50) - ) = (@t (i) = i), (1)

isto é, o campo velocidade do fluido é ortogonal as linhas equipotenciais nos pontos
onde (2%)? + (2—5)2 # 0, uma vez que o vetor (Z,7) é tangente a linha equipotencial.
Dada a fungao harmonica u(x,y), definimos sua harmonica conjugada v pelas equagoes

de Cauchy-Riemann
ou_ov  ou_
oxr 0y’ oy  Ox’

de modo que a funcdo complexa f(z) = u(x,y) + iv(z,y) é uma fungao analitica

(1.2)

de z = x + 1y, denominada potencial complero do escoamento. Considerando uma
parametrizacao (x(t),y(t)) de uma curva obtida fazendo v = constante e derivando
v(t) = v(z(t),y(t)) em relagao a t, obtemos

dv  Ov. Ov. 8u 8u .



12

0 que mostra que nos pontos onde (%)2 + (g—Z)Q # 0, o campo velocidade V é tangente
a curva v = constante, pois o vetor (¢, —%) é¢ normal a uma tal curva. Deste resultado
concluimos que as linhas integrais do campo velocidade do fluido sao as curvas obtidas
fazendo v = constante, sendo por isso denominadas streamlines ou linhas de corrente,
enquanto que a funcao v é denominada streamfunction ou funcao corrente. A condicao

0
(5

)2+ (g—’;)Q # 0 é equivalente a f'(z) # 0 e as linhas de escoamento sdo sempre
ortogonais as linhas equipotenciais exceto nos pontos onde f'(z) = 0.

Quando uma funcao complexa u + v é analitica, o mesmo ocorre com v — iu,
uma vez que v, —u satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann. Portanto, podemos
tomar as curvas u = constante como linhas de corrente e as curvas v = constante
como linhas equipotenciais correspondentes a um escoamento denominado o conjugado
do original. Quando para a funcao analitica w = f(z) tem-se f'(z9) = 0, as curvas

u = constante e v = constante nao intersectam-se ortogonalmente em z,. Um tal ponto

2o € denominado ponto de estagnacao de ordem k£ — 1. Em particular, se
f(2) = ao+ ap(z — 20)* + apgr(z — 20)" T -+, ay, #0,

entao as curvas u = constante e v = constante intersectam-se em um angulo de

7/2k. Para ilustrarmos este fato, consideremos, por simplicidade, que f(z) = 2*, e

Figura 1.1: Diagrama de um ponto de estagnagio de ordem 2, no qual as linhas pontilhadas corre-

spondem a linhas equipotenciais enquanto que as linhas continuas representam linhas de corrente.

portanto u = f(z);rf(z) = Zk;rgk = r¥cos(kf) e v = f(z);if(z) = Zk;fk = r¥sin(k@), onde

z = re'. As linhas equipotenciais sio obtidas fazendo u = constante, de modo que

devemos analizar a familia de curvas obtidas pela equacdo r* cos(kf) = ¢, onde c &
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uma constante. Se ¢ # 0, nenhuma das curvas obtidas passa pela origem, e portanto
cos(kf)) = %, de modo que rlil& cos(kf) = 0, o que resulta numa familia de retas
assintotas com equagao polar cos(kf) = 0. Se esta equagao é satisfeita para um angulo
0, ela também é satisfeita para o angulo 6 + 7, o que mostra que pode-se restringir a
analise aos angulos k6, < 7 satisfendo cos(kf,) = 0, isto é, k#, = § +nm < 7, ou

_ 2n+1 2n+1
Op = =57, com 5=

< 1, donde segue que n < k — 1, o que implica que a familia de
curvas equipotenciais possui k retas assintotas, cada uma correspondente a um valor
de 0,, com n = 0,1,--- ,k — 1. Quando ¢ = 0 obtemos a equacao " cos(kf) = 0,
que deve ser satisfeita para qualquer valor de r e portanto cos(kf) = 0, isto é, as
k retas assintotas correspondem as linhas equipotenciais que passam pela origem. O
estudo da equacdo r*sin(kf) é analogo e nos permite concluir que as retas assintotas
correspondentes 4 familia de curvas obtidas fazendo 7% sin(kf) = constante sao k linhas
de corrente que passam pela origem bissectando os angulos determinados pelas linhas
equipotenciais, pois se 6, corresponde a uma reta equipotencial que passa pela origem,
isto ¢, cos(kf,) = 0, o angulo ¢, + 5 corresponde a uma linha de corrente passando
pela origem, uma vez que sin(k(6, + 5;)) = sin(kf, 4+ ) = 0. Dessa forma, k linhas
equipotenciais passam por zp com iguais angulos entre si e estes angulos sao bissectados
por k linhas de corrente através de zy. Dizemos que 2 = oo! & um ponto estaciondrio
de ordem k — 1 se, expandindo a fungao F'(§) = f(1/€) em torno da origem, obtemos
uma série de poténcias crescentes de ¢ tendo ai* como primeiro termo ndo constante.

Desejamos estudar o campo na vizinhanga de um ponto 2z, para o qual f(zo)
¢ infinito. Vamos nos limitar a fungoes analiticas f(z) definidas no plano complexo
estendido, tais que f’ s6 possui polos como singularidade, isto ¢, nao consideraremos o
caso de singularidades essenciais. Expandindo f(z) como série de poténcias centrada

em 2y, obtem-se como parte singular

Al AQ A3 Ay
Alog(z — z9) + o + CEENE + = 20)° +'”+—(z—zo)”7

isto é, esta expansao corresponde a soma de uma singularidade logaritmica com co-

!Pode-se introduzir a nocio de ponto no infinito através da projecio estereografica Iy pelo polo
norte N, que mapeia a esfera menos N sobre o plano complexo. Como lim H;\,l (2) = N, inde-

|z|—o0

pendente de como esse limite é feito, dizemos que o poélo norte corresponde ao ponto no infinito
pela projecao estereografica, sendo este ponto simbolicamente representado por z = oco. Dessa forma,
entende-se por plano complezo estendido o plano complexo acrescentado de z = oo, 0 que torna natural

o estudo do comportamento de uma fungao complexa em z = co.
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eficiente A e polos de ordem k com coeficientes correspondentes iguais a Ay, onde
k=1,2,--- v, de modo que o campo resultante é obtido pela soma dos campos gera-
dos por cada parcela isoladamente.

Analisando a singularidade logaritmica Alog(z — zp), consideremos os casos em
que A é real ou imaginario puro, de modo a obtermos o caso complexo geral, R(A) +

iS(A), somando os resultados obtidos. Se A for real, fazendo z = z + re’ temos
u+iv = Alog (re”) = Alogr +iA¢ = u = Alogr; v = Ag. (1.4)

Portanto, as linhas equipotenciais sao circulos centrados em z; e as linhas de corrente,
obtidas fazendo v = constante, sao segmentos de reta com origem em zy, correspon-
dendo a um fluido saindo ou entrando neste ponto, conforme A seja positivo ou neg-
ativo, respectivamente. No primeiro caso, dizemos que 2y é uma fonte puntiforme en-
quanto que no segundo é um sorvedouro puntiforme. Dada uma curva regular fechada
C que possui uma fonte ou sorvedouro puntiforme em seu interior, definimos a inten-
sidade destes objetos como sendo uma medida da quantidade de fluido que atravessa
a curva por unidade de tempo, isto é, considerando um elemento infinitesimal de arco
Al de comprimento igual a As sobre a curva C, avaliando o vetor normal n e o campo
velocidade Vv num ponto p € Al, temos que a quantidade v(p) - n(p)As é uma aprox-
imacao para a area percorrida pelo fluido que atravessa Al por unidade de tempo, de

modo que a integral

/ V- hds (1.5)
C

¢ uma medida da quantidade total de fluido que atravessa a curva C por unidade de
tempo, sendo denominada intensidade da fonte (integral positiva) ou sorvedouro (inte-
gral negativa). Observemos que esta grandeza esta bem definida, pois como o campo ve-
locidade é obtido a partir de um potencial complexo, que é analitico em qualquer aberto
que nao contém a singularidade, a integral (1.5) independe do caminho?. A partir da

equacdo (1.4), encontramos o potencial velocidade u(r) = Alogvr? = Llog(z? + ¢?),

2Vale observar que no caso em que o campo velocidade apresenta uma distribuicdo continua de

fontes ou sorvedouros, define-se a intensidade de uma fonte ou sorvedouro em um determinado ponto

1
lim —/V-flds,
A—0 A I

onde A ¢é a area da regiao A do plano limitada pela curva C = 0.A. O limite é tomado contraindo a

da superficie atraves do limite

curva C ao ponto em questao.
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donde segue que o campo velocidade é dado por

. ou Ou x Yy Ty
— (&) g _4(E Y
Y (3$’3y) (w24—y2’x2+-y2> (TQ’T2>’

e portanto, tomando C como sendo um circulo centrado na origem, a intensidade da

fonte ou sorvedouro é

2m Ty Ty A 2
V- ds = Al=, =) (== == 2 4 y*)df = 27 A.
/Cv nds /9:0 <r2’7“2> (r’r>rd9 = ezo(x +y°)do = 2w

Agora, se A for imaginario puro fazemos A = B, B € R, e obtemos u =
—B¢, v = Blogr, o que corresponde exatamente ao escoamento conjugado do ante-
rior. Neste caso, as linhas de corrente sao circulos centrados em zy enquanto que as
linhas equipotenciais sao semi-retas com origem em zy. Dizemos que zp é um vortice
puntiforme, cujo escoamento em sua vizinhanca gira no sentido horario ou anti-horario,
conforme B seja positivo ou negativo, respectivamente. Definimos o campo escalar vor-
ticidade correspondente a um campo velocidade Vv como sendo limite da razao entre
circulagao do campo velocidade ao longo de uma curva fechada C, e a area A da regiao
A delimitada pela curva, quando esta é contraida ao ponto p no qual desejamos avaliar
a vorticidade

.1 ;
lim — / V - tds,
Cp—>pA c
onde C = 0A. No caso de um campo velocidade gerado por uma distribuicao de vor-
tices puntiformes, uma grandeza importante é a intensidade do vortice puntiforme T,
definida como sendo a circulagao do campo ao longo de qualquer curva fechada C, que

envolve o vortice localizado no ponto p € S, isto é

F:/VE@. (1.6)
C

O valor encontrado é uma medida do quanto o campo circula em torno do vortice, sendo
independente da curva e portanto bem definido, uma vez que o potencial velocidade

3 Como o potencial

é analitico em qualquer aberto que nao contém os vortices.
velocidade é dado por u = —B¢ = —Barctan(%), temos a seguinte expressao para o
X

campo velocidade

“\away) =" = <, ). 1.
M (8.1" @y) (x2+y2’x2+y2) T,Q(y’ I) ( 7)

3Quando o campo velocidade é gerado por uma distribuicdo continua de vértices, a vorticidade pode

ser discretizada de modo que a intensidade do vortice localizado num ponto p é dada pela vorticidade
avaliada neste ponto.
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A partir da equagao (1.6), tomando C como sendo um circulo centrado na origem,

encontramos o seguinte valor para a intensidade do vortice

R 2m B 1 2m
= /\7 ~tds = / (y,—x) - ;(—y,w)rd@ = —B/ df = 27 B.
c 0

—o 72 =0
Analisemos agora o escoamento devido ao polo de ordem 1, isto é, &. Facamos
z—z = rei® e A; = pe™, de modo que (zi‘zo) = (p/r)e'™=9). A funcio potencial

complexo do escoamento é
JE) =utiv=(p/r)e® = F cos(ap — 6) + L sinvr — 9)i,

donde segue que

P P .

u="eos(p—¢);  v="Lsin(w-¢).

r r
As linhas de corrente, obtidas fazendo v = constante, sao uma familia de circulos
coaxiais tangentes a reta ¢ = ¢ em z = zp, enquanto que as linhas equipotenciais sao

e . o . < _ 1 _
uma familia ortogonal de circulos coaxiais tangentes a reta ¢ = 1 + 57 em z = 2.
Vejamos agora como podemos obter um poélo de ordem 1 através da coalescéncia

de singularidades logaritmicas. Consideremos uma fonte de intensidade 1/h em zy e

um sorvedouro de intensidade —1/h em zg + h. O potencial complexo é dado por

%[log(z — 29) — log(z — 20 — h)].

Se fizermos a coalescéncia dessas singularidades tomando o limite h — 0, o potencial

resultante é
1

z2— 2

d
- log(z — 29) =

isto é, no processo de limite as duas singularidades logaritmicas desaparecem dando
origem a um po6lo de ordem 1 em 2z = z;. Para mostrarmos como obter um pdlo de
ordem k a partir da coalescéncia de dois polos de ordem k — 1, consideremos um poélo
de ordem k —1 em 2y com coeficiente 1/h e outro polo de mesma ordem em zy+ h com
coeficiente —1/h, o que resulta no potencial complexo

f(z) = f(z—h)
- ,

onde f(z) = (z — 29) %, de modo que no limite 4 — 0 o potencial resultante &

i 1) =z h) __—k
h—0 h
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o que corresponde a um polo de ordem k + 1 com coeficiente igual a —k.
O escoamento devido a um poélo de ordem v pode ser obtido de maneira anéloga
ao caso das singularidades logaritmicas. Fazendo z — 2y = re® e A, = pe™, obtemos o
seguinte potencial complexo

F(2) =u+iv = (p/r")e %) = r—icos 1/(% —¢)+ Tﬁysin 1/(% — @)1,

e portanto

u= Tﬁycosy(% —¢); v= Tﬁysiny(% — 9).

Neste caso, as linhas de corrente sao curvas fechadas comecando em 2, e tangentes as

v retas que intersectam-se no ponto zp em angulos iguais.

Observacao 1.1 Considerando que as fungoes racionais sao as unicas fungoes analiti-
cas que possuem apenas polos como singularidades no plano complexo estendido, temos
uma maneira geral de construir um escoamento sobre a esfera através da superposi¢ao
de polos e singularidades logaritmicas, pois, neste caso, a derivada da func¢ao potencial
complezxo possui apenas pdlos como singularidades, isto é, f'(z) € uma fungao racional.
Isto mostra que a cada fungao racional podemos associar um escoamento na esfera

correspondente a funcao potencial obtida a partir de sua integral.

1.2 Escoamento em Superficies

Seja S uma superficie em R3 parametrizada por x(p, q) = (z1(p, q), z2(p, q), x3(p, q)),
onde (p,q) € U, sendo U um aberto de R?. Seja C' uma curva em S com coordenadas

dadas por (p(t),q(t)), a <t < b, e parametrizada por
x(t) = (z1(p(t), q(£)), 22(p(t), q(t)), x3(p(t), ¢(1)))-
O comprimento de arco ao longo de C' é
ds® = dx - dx = (x,dp + x,dq) - (X,dp + X,dq)
ou, desenvolvendo o produto interno,
ds® = (x, - X,)dp* + 2(x, - X, )dpdq + (X, - X4)?dq’.
Introduzindo os coeficientes da primeira forma fundamental

E=(xp-%p), G=(x-%g) e F = (x- %),
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temos

ds? = Edp? + 2Fdpdq + Gdg®. (1.8)

Observando que ds? tem estrutura de uma forma quadritica definida positiva, pois

ds®> >0 e

dSzZ(dp dq) iF dp 7

G dg
sua matriz tem determinante positivo, isto é
E 2
=FEG—-F*>0.
F G

De todos os sistemas de coordenadas possiveis para S, podemos adotar um no qual
o comprimento de arco escreve-se ds?> = A(u,v)(du® + dv?), caso em que (u,v) sao
denominadas coordenadas isotermais. Para tentarmos encontrar um tal sistema de
coordenadas na vizinhan¢a de qualquer ponto de S, fatoremos a equagao (1.8) de
modo a obtermos, difinindo W = vEG — F2, a equacao
ds? = <\/Edp + qu) (\/Edp + M@) .
VE VE

Se pudermos encontrar um fator integrante o = oy + i0y tal que

F+iW
o | VEdp + —=—dq | = du + idv, 1.9
< N q) (1.9)

entao o conjugado complexo desta equacao é

F—iW
7 | VEdp + ——=—d = du — idv,
( PTTVE q)

e portanto |o|?ds® = du® + dv?. Fazendo \ = #, obtemos ds? = \(du® + dv?), isto
é, (u,v) sao coordenadas isotermais. Portanto, o problema resume-se a encontrar um
fator integrante o que torna (\/Edp + %dq) uma diferencial exata. Assumindo a
existéncia de tal fator integrante, u e v sao funcoes de p e ¢, de modo que, pela regra
da cadeia, segue

du + idv = (g—z + zg—;> dp + (g—z + z?—S) dq,
que comparando com a equagao (1.9) resulta

ou ov ou ov F+ W
XY GVE SR LY (i A
319“310 oVE, 3q+28q U( VE )
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Eliminando o das equagoes acima obtemos

ou .0v ou .Ov
g% Ve Ou .Ov
[061 Hﬁg] (F+iW) [319 H@p]
ou simplesmente
ou ou ov ov ou ov
pl -t pl —wZ  p 2
dq op Wap’ dq Wap + op

Resolvendo o sistema acima para dv/dp, dv/dq em termos de du/0p, Ou/dq

encontramos

Ov _ FOu/op — EQu/oq Qv _ GOu/Op — Fdu/dq (1.10)
o VEG-F. ' 0 JEG-F? |

e invertendo o sistema acima, isto é, escrevendo du/dp, du/dq em termos de dv/dp, dv/dq,

encontramos

du  Edv/dq — Fov/op Ou _ Fv/dq — GIv/Op (1.11)
o VEG-F 0 JEG-F |

Como as derivadas mistas de segunda ordem sao iguais, das equagoes (1.10) concluimos

que u deve satisfazer a equacao
K F@u/@p—E@u/@q] o {F@u/@q—G@u/@p
dq VEG — F2 dp VEG — F?

denominada equagao de Beltrami. As equagoes (1.10) sdo nada mais nada menos que

— 0, (1.12)

as equacoes de Cauchy-Riemann escritas no caso geral em que a superficie nao esté
dotada de coordenadas isotermais, enquanto que a equacao de Beltrami é uma extensao
da equagao de Laplace para esse caso. De fato, supondo que (p,q) sao coordenadas
isotermais na vizinhanca de um ponto e lembrando que, neste caso, £ = G e F' = 0,

de (1.10) obtemos
v ou ov  Ou

"o 0q o

enquanto que da equacao (1.12) segue

Pu  *u

e + e =0,
que sao, respectivamente, as equagoes de Cauchy-Riemann e de Laplace. Como vimos
que um potencial complexo no plano f = wu + iv satisfaz as equagoes de Cauchy-
Riemann (1.2), definimos, em geral, um potencial complexo f : S — C como sendo
uma funcao complexa definida na superficie S tal que, dada uma parametrizacao local

t:UCR?— ACS, onde U e A sio abertos, a funcio f = fox : U — C satisfaz as

equacdes (1.10), onde f(z) = u(z) +iv(z) =w € C e z = p + iq.
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Teorema 1.1 Dado um potencial complero [ = u + v definido na superficie S com
parametrizacao dada por x(p, q), suas partes real e imagindria u,v definem coordenadas
isotermais na vizinhanga de qualquer ponto Py com coordenadas (po,qo), desde que
f’(zo) # 0, onde zy = poy + ivg.

Demonstragao: Supomos, sem perda de generalidade, que (p, ¢) sdo coordenadas isoter-
mais e portanto, como f é um potencial complexo, a fungao (u(p, q),v(p,q)) = f(p, q) =
f ox(p,q) é analitica. Além disso, como f'(z) # 0, f ¢ um difeomorfismo lo-
cal na vizinhan¢a do ponto 2y, de modo que o mapa x(u,v) = (x o f‘l)(u,v) é

uma parametrizacao de uma vizinhanca de F,. Esta nova parametrizacao é dada por

%(u,v) = (x 0 f1)(u,v) = x(p(u,v), q(u,v)), donde segue

X, =X —8p+x %4 X, = X _8p+x %
TP o Tou” 7" TPow o0’
e portanto
5 [ Op dq
_ 2 | (OPv2 | 990
E=%,-%X,=A _(Ou) +(8u) ] (1.13)
5 o o [ Op 9q ., ]
s a2 2 2
G=%,-%X,= A _<_8U) + <_8v) (1.14)
- Opdp  0qIq]
— . = 2 —_— -
F=%x,-%,=A [Gu 5 + Judv)’ (1.15)

onde \? = x,-x, = F = F = x,-x,. Para mostrarmos que E =G e I =0, observemos
que como f'(z) # 0, o mapa inverso (p,q) = f~'(u,v) é analitico numa vizinhanca de

f(20) = wo, logo suas coordenadas p = p(u,v), ¢ = q(u,v) satisfazem as equagoes de

Cauchy-Riemann
op_0¢  Op_ 04
ou  Ov’ o Ou

Destas equacoes decorre imediatamente que F=0e E=0G.
[ |

Facamos agora uma discussao sobre o angulo de intersecao entre duas curvas C}
e (5 em S, considerando que elas intersectam-se no ponto P € §. Tomando s; como o
comprimento de arco ao longo de C;, ¢ = 1,2, temos que C; é dada parametricamente

por (p;(si),qi(s;)), de modo que o vetor tangente unitario a; a curva C; em P é

. _ - dpi | dgs
N s, T
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sendo o angulo § em que C; e C intersectam-se dado pelas seguintes equacoes

dp1 dgy | dps dg dq; dga
- e G——=
d81 d52 + d82 d81 + d81 d82’

dp, d
cos@zziyé’g:Eﬂﬂ—{—F
d81 d82

. L o |dpidg  dqy dps dpydgqz  dqi dps
0=/ 2 _ o A ST TR
Sl a1 x 2| %y x Xq| ds; dss  dsj dss ds; dss  dsi dss

Observando que ao longo das p-curvas, obtidas fazendo ¢ = constante, temos

=VEG — F?

dqg = 0 e ao longo das ¢-curvas, obtidas fazendo p = constante, temos dp = 0, se
tomarmos C7 como sendo uma p-curva por P e Cs como sendo uma g-curva por este

mesmo ponto, o angulo de interse¢do entre estas curvas no ponto P é dado por 3

F VEG — F?
A1 9, sinf = VEG — ol 40 _ VEG -~ 17

cost =F——F = —

dsidss  VEG' dsidss  EG

Portanto, as curvas coordenadas intersectam-se ortogonalmente em P se e somente se
F' =0, de modo que uma condicao necessaria e suficiente para que a familia de p-curvas
seja ortogonal a familia de g-curvas é exigir que F' = 0.

Consideremos agora duas superficies S e S e um difeomorfismo @ : S — S, de
modo que dada uma parametrizacao x : U C R? — A C S de um aberto A de S,
obtemos uma parametrizagao do aberto ®(A) = A c S pela funcio x = ® o x. Com
estas parametrizacoes, escrevemos os elementos de comprimento de arco sobre S e S

dados, respectivamente, por
ds®* = Edp? + 2Fdpdg + Gdg*> e  d§* = Edp® + 2Fdpdg + Gdg®. (1.16)

Dizemos que 0 mapa ® : S — S é conforme em P € S, se dadas duas curvas C; e
Cy em S que intersectam-se no ponto P € S formando um angulo 6, entdo as curvas
imagens C; = ®(C}) e Cy = ®(C,) em S intersectam-se no ponto ®(P) € S formando
mesmo angulo 6, isto é, o mapa preserva angulos entre curvas. Um mapa é conforme se
o for em todo ponto P € S. O seguinte teorema caracteriza mapas conformes através

da relagao entre os elementos de comprimento de arco sobre ambas superficies.

4Como o angulo entre duas curvas ¢ dado pela menor determinacio do angulo entre seus vetores

tangentes no ponto de interse¢io, ele fica completamente determinado pelo valor do cosseno.

5Como as curvas estio parametrizadas por comprimento de arco, os vetores &; = ipm e ay =

dsq
2 dp2 (4 ; dpy _ 1 dps _ 1
Xgds. tém norma igual a 1, donde segue que & = 75 € s = U
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Teorema 1.2 Seja ®: S — S um difeomorfismo da superficies S na superficie S. @

¢ uma aplicag¢do conforme se, e somente se, ds = p(p,q)ds, onde (p,q) sao coordenadas

de S.

Demonstracao:

Por (1.16), basta mostrarmos que ¢ é conforme se, e somente se, existe uma
funcio positiva e diferenciavel p tal que E = pE, F = pF, G = pG. Sejam x(p, q)
e X(p,q) = ® o x(p,q) parametrizacoes de S e 3, respectivamente. Dado um ponto
P =x(po,qo) € S, consideremos as curvas coordenadas C e Cy por P, onde C : x(p) =

x(p, q0) e Cs : x(q) = x(po, q). Claramente temos que C, : X(p) = X(p, qo) = ®(C1) e
C : x(q) = %x(po, q) =

Seja C' : x(t) = x(p(t), ¢(t)) uma curva parametrizada arbitraria passando por P em

®(C}) sio curvas coordenadas em S pelo ponto ®(P) = P € S.

t=0eC: x(t) = x(p(t), q(t)) sua imagem por ¢ passando pelo ponto P. Definindo 0

como o angulo entre C e C' e a como o angulo entre Cy e C, supondo que ® é conforme

temos
_ %X Ept+F{
cosf = Ppl] VE\/ Ep2+2Fpi+G§? (1.17)
— cosf = X% Ep+1 '
Rl = BB s2Fiii O
e
cosa = X Fp+Gq
gl VG Ep?+2Fpi+G? (1.18)
— cosd — X X Fp+Gi )

!
I%qlI%'] \/E\/ Ep2+2qu+Gq

onde 0 é o angulo entre ®(Cy) e ®(C) e & é o angulo entre ®(Cy) e ®(C). Portanto, as
equagoes (1.17) e (1.18) sao satisfeitas para todo vetor (p,q) # (0,0). Fazendo p = 0

na equagao (1.17), temos )
F F

VEG  VEG

(1.19)

de modo que F' = pF. Fazendo (p,§) = (—F, F) na equacdo (1.17), temos
EF = EF = pEF = E = pE.

De forma semelhante, fazendo (p, §) = (—G, F) na equacao (1.18) temos G = pG.

Se F = 0, fazendo a razao membro a membro de (1.17) por (1.18), obtemos

coS 6 / E
COSs & G
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isto é, ~
E

E

=P

Ql @

o que finaliza a primeira parte da demonstracao.

Demonstremos agora que se E = pE, F = pF, G = pG, entao ¢ é con-
forme, isto é, preserva angulos entre curvas. Tomando duas curvas arbitririas sobre
S intersectando-se no ponto P € S, parametrizadas por C; : x1(t) = x(p1(t), 1 (t)) e
Cy 1 x9(t) = x(p2(t), q2(t)), onde x1(0) = x2(0) = P, o angulo entre elas é determinado

por
X} - xh _ Epips + (p1ge + ¢102) F + Gd14o
Xi|1%5]  \/Ep? + 2Fpigy + GP/EPE + 2Fpada + G@

enquanto que o angulo de interse¢ao entre as curvas imagem C e Cy em S é dado por

cosf =

X)Xy Epips + (P1G2 + (h?z)ﬁ + Girio

Como a equacio para cosa é homogénea de grau zero em (E,F,G) = p(E,F,Q),
concluimos, fazendo a substituicao, que cosa = cosf e portanto 8 = a, o que mostra

que ® é conforme.
[ |

Corolario 1.3 Um mapa ® : S — S € conforme se, e somente se, preserva sistemas

de coordenadas isotermatis.

Demonstragao: Seja (p,q) um sistema de coordenadas isotermais em S, de modo que
ds®> = MNdp*+dq?). Pelo Teorema (1.2), ® é conforme se, e somente se, ds = pds, e como
p ¢ positivo, isto ¢ equivalente a ds* = p2ds?, ou d3? = p?A(dp?® + dg?) = Ndp?® + dg?),
com A = p?\. Assim, ® é conforme se, e somente se, d3> = A(dp® + d¢?), o que mostra

a equivaléncia desejada.
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Teorema 1.4 Seja ® : § — S difeomorfismo. Se ® € conforme, entao para todo
potencial complexo f:S — C, a funcao f = fo® ! ¢ um potencial complezo em S.
Reciprocamente, se para todo potencial complexo f : S — C em S a fungao

f=fo® " for um potencial complezo em S, entio ¢ é conforme.

Demonstragao: Dada uma parametrizagao x de S com coordenadas (p, ¢), como ¢ é um
difeomorfismo temos que a funcao X = ¢ox é uma parametrizacao de S e portanto, dado
P = x(p,q), temos P = ®(P) = x(p,q), donde segue que f(P) = f(®(P)) = f(P).
Suponhamos que ® seja um mapa conforme, isto é, E = p?E, F = p?F,G = p*G.
Como as equagoes (1.10) sao homogéneas de grau zero em F, F, G e sao satisfeitas por
f ox, entao a funcao f o X = fox também satisfaz as equagoes (1.10) em S, isto é,
utilizando os coeficietes F, F, G. Isto mostra que f é uma funcdo potencial complexo
em S.

Verifiquemos que a validade da reciproca implica que ® preserva sistema de co-
ordenadas isotermais. De fato, seja x(u, v) parametrizagao isotermal de S. A aplicagao
inversa f = x ! : S — C é um potencial complexo, pois nas coordenadas (u,v) temos
f = u+ v, que evidente satisfaz as equacoes de Cauchy-Riemann. Por hipodtese, a
funcao f = fo® ! ¢ um potencial complexo em S. No entanto, utilizando a para-
metrizacao x = ® o x para S, temos que f tem expressao em coordenadas dada por
f(u, v) = fox = fox =u+iv, isto é, pelo Teorema 1.1 temos que (u, v) sao coorde-
nadas isotermais de S, donde segue que ¢ preserva sistema de coordenadas isotermais

e portanto, pelo Corolario 1.3, é uma aplicacao conforme.
[ |

Este Teorema mostra que a condicao de ser pontencial complexo é invariante por apli-
cacao conforme.

Dado um sistema de coordenadas isotermais (z,y) para um aberto A4 de S, o
mapa ¢ de A em C definido por ¢(z,y) = x4+ iy = z € A C C é conforme, pois
em S temos ds®* = \(dz? + dy?), enquanto que, no plano complexo, o elemento de
comprimento de arco é dado por ds? = dz? + dy?. Como A est4 dotado de um sistema
de coordenadas isotermais, qualquer potencial complexo f = u + v definido neste
dominio satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann, de modo que f(z) = u(z) + iv(z) é

uma fun¢ao analitica na variavel complexa z € A. Como as partes real e imaginaria de
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um potencial complexo em S formam um sistema de coordenadas isotermais, podemos
afirmar que qualquer potencial complexo em S é uma funcao analitica nas coordenadas
dadas pelas partes real e imaginaria de qualquer outro potencial complexo.
Considerando um fluido irrotacional e incompressivel com campo velocidade esta-
cionario definido na superficie S, podemos encontrar seu potencial velocidade u(p, q)
através da equagao de Beltrami (1.12). As linhas de corrente sao dadas pelas curvas
v = constante, onde v é a funcdo conjugada a u definida pela equagao (1.10). Podemos
obter o campo velocidade de um fluido em S colocando fontes, sorvedouros, vortices
e polos, obtidos pela coalescéncia daqueles outros. Cada escoamento resulta numa
funcao potencial complexo u + v, sendo ela analitica se tomarmos como coordenadas

as partes real e imaginéria de qualquer outro potencial complexo.



Capitulo 2

DINAMICA DE VORTICES
PUNTIFORMES: EQUACOES DE
MOVIMENTO

Este Capitulo trata da obtencao das equacoes de movimento de n vortices pun-
tiforme dispostos sobre uma superficie regular, sendo o principal objetivo estudar a
dinamica de vortices em superficies difeomorfas a esfera por uma perturbacao radial.

Na primeira secao, utiliza-se a teoria matematica de fluxos em superficies, desen-
volvida no Capitulo 1, para encontrar o campo velocidade associado a um potencial
complexo correspondente a distribui¢ao dos vortices. A partir deste campo, determina-
se a velocidade de cada vortice nas coordenadas locais dadas pela parametrizacao, sendo
suas componentes transferidas para o plano de coordenadas, no qual as equacoes de
movimento sao escritas. O resultado encontrado reproduz o obtido por Hally [21] apli-
cado a superficies sem fronteira. Para ilustrar o método, um estudo é feito considerando
uma distribuicao de vortices em um elipséide de revolucao. A abordagem apresentada
é intrinseca no sentido que nenhuma referéncia é feita ao espago ambiente no qual a
superficie estd mergulhada.

Uma outra abordagem possivel é apresentada na segunda secao. Considerando
que a superficie estd mergulhada em R? e que o campo vorticidade de um campo veto-
rial em R? & dado por seu rotacional, é possivel representar a vorticidade de um campo

definido em uma superficie S atravéz do rotacional de uma extensao deste campo a
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uma vizinhanca aberta de S. Este procedimento permite formular o problema de uma
maneira extrinseca, isto ¢, o campo vorticidade na superficie é dado pela componente
normal do rotacional de uma extensao do campo velocidade. Desenvolvendo o sis-
tema de equacoes obtido na formulacao extrinseca, mostra-se que a funcao corrente
(streamfunction) associada & distribui¢ao de vortices deve ser uma solugao da equagao
de Poisson na superficie. As equacoes de movimento de n—voértices no plano e na es-
fera bem como a obtencao de uma aproximacao em primeira ordem para as equacoes
de movimento num superficie difeomorfa a uma esfera por uma pequena perturbacgao
radial sao obtidas através da solugao da equacao de Poisson.

O argumento que justifica a introducao de uma dinamica sobre os vortices é
o Teorema da Circulacdao de Kelvin !, que afirma ser a vorticidade conservada pelo
fluxo, isto é, tomando um caminho fechado qualquer sobre a superficie e calculando
sua circulacao, o valor encontrado é invariante pelo fluxo, de modo que os vortices sao
simplesmente transportados pelo fluido sobre a superficie.

Vale observar que em diversas ocasioes é assumida a identificacao natural do

plano complexo C com R?, através da aplicagao (p,q) — z = p + iq.

2.1 Abordagem Instrinseca

2.1.1 Equacoes de Movimento

Como visto na segao (1.1), o campo velocidade gerado por um vortice puntiforme

localizado na origem e de intensidade I' é dado pela equacao (1.7), isto é

o B
Viz,y) = 5(@y),
onde B = —5 e r? = 2 + y?, de modo que em notagdo complexa essa equagio
escreve-se
S r =z
V(z) = ———,
(2) 2mi | z|?

sendo z = x 4 1y. Dessa forma, dada uma distribuicao de n vortices dispostos no plano

com posigoes e intensidades representados por z; = z; +1y; € C e I';, respectivamente,

'"'Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrado em [22] ou [23].
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o campo velocidade resultante no ponto z = x + 1y é
5 . Fj Z = Zj
V(z) = — 0
— 2mi |z — 2]
Jj=1
Além disso, como o potencial complexo f deste sistema de vortices é a soma dos

potenciais complexos de cada vortice, temos
fz) =Y Ajlog(z - ), (2.1)
j=1

onde A; = —% Portanto, considerando que o elemento de fluido localizado no ponto
z = x + iy possui velocidade igual a V(z), temos que a equagdo de movimento de um

tragador na posicao deste elemento de fluido é dada por

n

. 5 Fj Z = Zj
—V() =S oL T 2.2
2=9) Z 2mi |z — 24| (2:2)

Esta equacao esta definida em todos os pontos de C, exceto naqueles em que os vortices
estao localizados. No entanto, na posicao do j—ésimo vortice o campo velocidade
gerado pelos demais esté definido, de modo que a dinamica de vortices é dada assumindo
que cada vortice possui a velocidade induzida pelos demais em sua posicao, isto é,

T .
G=—y i ckT A (2.3)

2mi |25 — 22

ik
Uma vez que (zx — 2;)(Zx — Z;) = |2k — 24|%, o conjugado complexo da equagao 2.3
resulta em
= _% : ZkI;J zj (24)
Jj#k

Estas sao as equacoes de movimento para o problema de n—voértices no plano, conheci-
das como equacoes de Kirchhoff, aqui apresentadas em notacao complexa.
Consideremos o problema de n—vortices puntiformes sobre uma superficie reg-
ular qualquer §. De acordo com o Teorema 1.4, aplicacdo conforme leva potencial
complexo em potencial complexo. Portanto, uma vez que o potencial complexo para
o problema no plano é conhecido, pode-se obter o potencial complexo correspondente
a distribuicao de vortices na superficie através de uma parametrizagao isotermal, pois
esta é uma aplicacao conforme do plano na superficie. Dado o potencial complexo

f S — C associado a uma distribuicao de vortices na superficie, o campo velocidade
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correspondente é o gradiente do potencial velocidade u, onde v : & — R é a parte
real de f, isto é, u = f%f A partir de uma parametrizacao isotermal x de um aberto

A de S, construimos a representacao em coordenadas de u

u: C — R
(2.5)
z — u(z) =uox(z).

O gradiente de u na base local induzida por este sistema de coordenadas é dado por
Vu = ui1X, + usXy,

A _& A _& 2_—»‘—»_ o _—»‘—»
onde x, = 3% e X, = 3%, sendo h* = X, - X, = F = G = X, - X,;. Dessa forma, pela

defini¢ao de gradiente temos que a derivada de @ agindo no vetor v = (vy,v9) € R?

resulta
Diu-v = Du-(Dx-V)
= Du- (X,v1 + X,02)
= (Vu,X,v; + X,09)
= (wX, + UsXy, Xpv1 + X 02)
= wurhvy + ushuvs,
isto é
Di-v = g—Zvl + g—ng = uyhvy + ughva, Y(vi, 1) € R?,
donde segue que
up =h" lgg, Ug = h_lg_Z' (2.6)

Tomemos uma distribuicao de n vortices sobre & com coordenadas e intensidades dadas,
respectivamente, por z; = p; +1ig; e I';, onde j = 1,2,--- ,n. Como foi mencionado,
do Teorema 1.4 segue que a representacao em coordenadas da funcao potencial com-
plexo f correspondente a esta distribuicao de vortices é igual ao potencial complexo

do problema no plano dado pela equagao 2.1, isto é

de modo que, pela equacao 2.2 temos

N_aﬂ 8&_ﬁ _ " Fj Z—Zj
Vu—ap—i—zaq—v(z)— Z . . (2.7)
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Como x é uma transformacao conforme, em cada ponto do aberto A verifica-se que os
vetores X, e X, formam uma base ortonormal do plano tangente e portanto, fazendo
a identificacdo do plano tangente com o plano complexo, o gradiente de u pode ser
representado como um numero complexo, isto é, Vu = u; + tus. Sendo assim, das

equacoes 2.7 e 2.6 seque que

n

, Ju .0u 1 Iy z—2z
Vu:ul—l—qu:h(z,z) (0p+28_q>:_h(z’z) ;%—p—zﬂ?’

isto é,
n

ir; 1

2Tz — 2

uy — iug = —h(z,z)™! (2.8)
j=1
Observemos que na equacao 2.8 comete-se um abuso de notacao ao utilizar a mesma

z2—Zz

letra h para a fungao h(z,z) = h(p(z, 2),q(z, Z)), onde p(z, z2) = £=2 e q(2,2) = 5=

Para obtermos a velocidade do k—ésimo vortice, facamos a expansao do termo

h(z,z)~' em uma vizinhanca da coordenada z;, desenvolvendo a equacao 2.8 como

segue
U — Uy = [h(zk, Ek)*l + %h(zk, Ek)fl(z — Zk) + O(|Z — Zk|2)} Z?:l _%ijj
= h(zk, Zk)” [1 - a—zk In(h(z, Zk))(z —2) + O]z - ZkP)] 2 -1 _%ijj

+h<zk,zk> 1[ (\z—zk|>2#k—%z_gj]
Esta equacao fornece as componentes do campo velocidade gerado pelos n vortices
numa vizinhanca do k-ésimo vortice. A velocidade deste vortice é a velocidade induzida
pelos demais em sua posicao, isto é, devemos avaliar a equacao acima em z = 2z

desconsiderando o termo j = k no somatoério. Fazendo isso, encontra-se

iy 1 JF_’filn(h(zk,zk))], (2.9)

Ury — iugg = h(zp, 21,) " -
= 2m 2z —z; 2w Oz

uma vez que os termos de ordem superior sao nulos em z = z;. Da equacgao 2.9 obtemos
as componentes da velocidade do k—ésimo vortice no plano tangente a superficie. Para
obtermos as componentes deste vetor no plano de coordenadas, determinemos a relacao
entre as componentes do vetor no plano tangente e no plano de coordenadas. Dado um
vetor V € T,S, considerando que x é uma parametrizagao isotermal de uma vizinhanca

de p, com x(z9) = p, onde zp = (po,qo), este vetor escreve-se na base local como
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V = v1X, + v2X,. Seja x(p(t), ¢(t)) a curva parametrizada satisfazendo (p(0),¢(0)) = 2o
e x(p(t), q(t))|=o = V. Entdo, temos
d

01X + VX, =V = EX

(p(t),q(t)) = Dx - (p, 4) = Xpp + Xy = Xphp + Xghq,

donde segue que p = h™'v; e ¢ = h™'vy, onde (p,q) é a representagio do vetor v
no plano de coordenadas. Aplicando este resultado ao vetor velocidade do k—ésimo

vortice temos 2, = py + iqx = h™(u1y + fug), de modo que da equagao (2.8) segue

+ ——1In(h(z, 2k)) | - (2.10)

7k

Estas equacoes modelam a situacao fisica de um fluido ideal e incompressivel sobre

uma superficie, com vorticidade concentrada em alguns pontos e cuja profundidade é

pequena em comparac¢ao com o raio principal de curvatura da superficie, pois, nestas

condicoes, pode-se supor que a velocidade do fluido é tangente a superficie livre e nao
varia com a profundidade.

Uma dificuldade em utilizar esta abordagem é a necessidade de obter um sistema

de coordenadas isotermais para a superficie, o que, em geral, nao é facil. No entanto,

para o caso em que a superficie é de revolucao, a obtencao deste sistema de coordenadas

¢ um simples exercicio de geometria diferencial, aqui apresentado como lema.

Lema 2.1 Seja & uma superficie de revolugao parametrizada por
U(0,¢) = p(#) (sin b cos ¢, sin b sin ¢, cos ) ,

onde § € (0,7), ¢ € (0,2m) e p(0) é uma fungao de classe C*, escolhida de modo
que S seja regular. FEntao, existe um difeomorfismo r(0) tal que, nas coordenadas

x=rcosg, y=rsing, o elemento de linha sobre S escreve-se
ds* = h?(r)(dz* + dy?),
isto €, x,y sao coordenadas isotermais de S.

Demonstracao: De fato, considerando que

dV = p'(sinf cos @, sin 0 sin @, cos 0)dh + p[(cos O cos ¢, cos O sin ¢, — sin 6)d +

+(—sin @ sin ¢, sin f cos ¢, 0)d¢],

temos

ds® = dV - d¥ = (p”? + p*)do* + p* sin® Od¢>.
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Seja a fungao 7 : (0,7) — R dada por

r(0) = exp [ —ch] : (2.11)

psin 6

i _ AP

Como do psin @

r(@) >0, V0 € (0,m), r(f) é um difeomorfismo, e portanto podemos
fazer 0 = 0(r) na expressao de ds?

VP +p? 2 oy pisin®f 2 o agno PPSIO L,
dr = WT(@)C[@ = ds” = (p*+p )Wdr +p*sin” 0dg” = T(dr +rodo”).

Invertendo a equagao 7(0) e introduzindo as variaveis © = r cos ¢, y = rsin ¢, obtemos

ds® = h*(r)(da® + dy?), (2.12)
onde
h(r) = p (6(r))sinf(r) (2.13)

Com r = /22 4+ 32, 0 que mostra que as novas coordenadas x,y sdo isotermais.

Agora estamos em condigoes de escrever as equacoes de movimento para a dinamica
de vortices em superficies de revolugao. Para o caso da esfera, temos que p(f) = 1 e

portanto, substituindo na equacgao (2.10), obtemos

donde segue

)y it

20) =tan® [ = | = =
r(6) = tan (2 cos?(4) 1 —sin?(g)’

1—r2
1472

_2r_
1412

2
14r2-

isto ¢, sin?(2) =

5 esinf =

Como cos§ = cos?(£) —sin®(%), temos cos§ =

2

que, substituindo em (2.12), fornece h(r) = Considerando que r? = 2z, podemos

T+r2°
escrever h(z,z) = 1+2z2’ e portanto
0 0 2 0 Z
L mhnz) = —In(—— ) ==L (1l +z5) = ——
8zk n( (Zk, Zk)) 8Zk . (1 + Zk2k> 8zk H( + Zka) 14 2Lk

Substituindo este resultado na equacgao (2.9), encontramos a equac¢ao de movimento do

problema de n vortices na esfera

(1 + Zkzk)z
8me

Z =

Zls I';
. 2.14
1+Zkzk+zzk—2j] ( )
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1(0)

A\ 4

oo

Figura 2.1: Tlustracdo da projecio estereogrifica da esfera unitdria pelo polo sul. Notemos que a

distancia do ponto P = TIg(P) a origem € igual a r(0).

Mostremos que a nova parametrizacao da esfera com as coordenadas x = 7(6) cos ¢
e y = r(f)sin¢ dadas pelo Lema 2.1 é simplesmente a inversa da projecao estere-
ografica da esfera pelo polo sul. De fato, seja Ilg a projecao estereografica da esfera
pelo polo sul. Como ilustrado na figura 2.1, se P for um ponto da esfera dado por
(sin cos ¢, sin f'sin ¢, cos @), sua imagem por IIg é um ponto P do plano com norma
igual a 7(6), isto &, ||P|| = ||Is(P)|| = tan(%) = r(0) = V22 + 42, Como o angulo po-
lar ¢ do sistema de coordenadas esféricas é o mesmo do sistema de cordenadas polares
no plano, temos que P = (x,y), onde = = r(6) cos ¢ e y = () sin ¢. Considerando que

cosf = 2cos?(8) — 1 e cos?(8) = (1 +tan?(%)) "' = (1 +||P||*)"! temos

1|1
L+ |[P|]?
Além disso, como sin 6 = 2sin g oS g, segue
0 2 0 2
sinfcosf = 2cos? ox = — ¢ sin@sin¢:20082—y:—y~.
2 1+]PIP 27 14 P|P

Representando o ponto P da esfera, diferente do polo sul S, nas novas coordenadas

x,1y obtemos

p:( 2 2y 1—W%MW>
T+ 1@ ) [ T+ 1 ) [P T+ (1, 0)[P

O resultado obtido acima mostra que, no caso da esfera, a reparametrizacao por co-

ordenadas isotermais obtida aplicando o Lema 2.1 é dada pela inversa da projecao
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estereografica,

R? — S\ {5}
(x,y) +— Hgl(x,y).

2.1.2 Caso Particular: Elips6ide de Revolucao

Seja S o elipsoide de revolugao com equacao dada por %+%+z2 =1,ondea=1+¢. A
) ¢ ¢ a a
partir da parametrizacao da elipse obtida pela intersecao do plano zz com o elipsoéide,

temos

r = psinf ?sin® ¢
p épsnl +p COS 9—1:>P(9) \/1 a—l C0829

2
2z =pcosf a

A fim de utilizarmos a equagao 2.9, precisamos determinar a fun¢ao h(r) cuja expressao
é apresentada na equacao 2.12. Para tanto, faz-se necessario inverter a equacao 2.10

para obter 6 como func¢ao de 7. Derivando p(6) em relagao a 6 obtemos

1— 2
p = —a"?*(a* —1)cosfsinfp® () = 2a cos 0 sin 0p*(0),
a

r(6) = exp [ [ 1 e)} |

1(9;6)2/ (0;€)db e g(0;¢) = \/m V1+[(1+€)*—1]cos?0

de modo que

onde

psin 0 1+ 6(6 +2) cos? 0] sinf
Facamos a expancao de f em termos de € numa vizinhanga de ¢ = 0 para obtermos

uma aproximagao em segunda ordem da fungao r(6). Pela formula de Taylor, temos

82 (6;0) + O(?),

9(0:0) = 9(60:0) + 22 (0;0) + 2

Oe
onde

dg _ 2(1+€)* cos® A1 + [(1 + €)* — 1] cos® 6]'/*[1 + e(e + 2) cos ] sin f — 2(e + 1) sin § cos® f
Je {[1 4 €(e + 2) cos? 0] sin 6}°

e g
e (6 0) = 4sinf cos? 0,

donde seque que

g(0;€) =

1
—— +4e*sinf cos® 0 + O(e’) ~ + 4¢€*sin 0 cos? 6, (2.15)
sin ¢ sin ¢
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pois € < 1. Esta aproximagao para a funcao g fornece uma aproximacao para a integral

1(0) e por sua vez para ()

r(0) = exp{I(0)} =~ exp {/ ( ,1 7t 4¢* sin 0 cos® 9) d@} :

S1n

o que implica que

r(6) ~ tan (g) exp {—%8 o’ 9} — (0).

Verificando que a aproximagao de r(#) dada por 7(6) satisfaz 7 > 0, garantimos a
existéncia da inversa 6(7), que é uma aproximacao da fungdo 6(r) necesséaria para

obtermos h(7). De fato, fazendo os calculos obtemos

7(0) = %@ exp{—3€* cos® 0} + 4€® cos® f sin 0 tan(§)

2

. exp{—%e2 cos® 0} 4€? sin  cos? 0 sin(g)

o 20082(%) cos(%)
4 2 3

_ exp{—3¢€’cos’ 0} 2 win2/0 2

T + 8¢*sin(3) cos® 6 > 0.

Definindo u = cos #, temos que tan(g) = L‘L—Z, de modo que podemos escrever 7 como

funcao de u

F0) = #000) = [ Lo { 3] (2.16)

A obtencao das equacoes aproximadas de movimento em coordenadas isotermais de-
pende do célculo da inversa da equacao 2.16. Outra possibilidade é encontrar a ex-
pansao desta equacao em série de poténcias e desprezar os termos de ordem superior
no parametro de perturbacao e. Como na equagao de 7(u) nao aparece o termo de
primeira ordem em ¢, podemos concluir que a expancao das equacoes de movimento
em poténcias de € é a soma do termo que corresponde & equacao de movimento na

esfera com termos de ordem maior ou igual a dois em e.

2.2 Abordagem Extrinseca

O proposito desta secao é, partindo da abordagem intrinseca, apresentar as
equacoes de movimento da dinamica de vortices puntiformes em superficies, con-
siderando a estrutura do espaco ambiente. Dado um campo vetorial em R3, o Teorema
de Stokes relaciona o fluxo do rotacional através de uma superficie com a circulagao do

campo ao longo de seu bordo

/v x{f’-ﬂdS_/ V - tds. (2.17)
A 0A
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Se um campo vetorial v esta definido apenas em uma superficie S C R3, seu rotacional

é definido intrinsicamente como sendo o campo vorticidade visto no Capitulo 1, isto é,

Rot %(p) — lliinoi /C ¥ tds. (2.18)
onde A é a area da regiao A limitada pela curva C = 0A, sendo o limite tomado
contraindo a curva C ao ponto p € §. Mostremos que o rotacional intrinseco é repre-
sentado pela componente normal do rotacional de uma extensao do campo V a uma

vizinhanca da superficie. De fato, seja V' uma extensao de V a uma vizinhanca de S,

isto é, v = 17\3 Entao, pela equagao (2.18) e pelo Teorema de Stokes, segue

. T S S S L U | - o —
Rot v(p) —}gn)oz/cv-tds—flllir%)z/cv-tds—flllir%)Z/AVxV-ndS—VxV(p)n(p),

onde a tultima igualdade é uma consequéncia da continuidade do integrando. Portanto,

destacando o resultado obtido

—

Rot ¥(p) =V x V(p) - n(p), (2.19)

concluimos que o rotacional de qualquer extensao do campo possui a mesma compo-
nente normal sobre a superficie, sendo esta componente igual ao rotacional do campo
intrinseco que, portanto, pode ser visto como um campo escalar ou como um campo
vetorial na direcao normal.

Dada uma distribuicao de vortices puntiformes sobre a superficie, sabe-se que a
vorticidade é nula em todos os pontos exceto nas posicoes ocupadas pelos vortices,
onde seu valor diverge. Portanto, é intuitivo pensar nesse campo como uma soma de
deltas de Dirac centrados nos vortices e multiplicados por suas respectivas intensidades.
Vejamos como essa idéia pode ser formalizada. Sejam p; € Sel; e Rii=1,2,--- ' n,
as posicoes e intensidades, respectivamente, dos vortices. Para cada pi € S, seja Cy;
uma sequéncia de curvas fechadas envolvendo p; e satisfazendo lim Cj; = pi. Sejam

71— 00
A C S a regido aberta limitada por Cy; = 0A;,; e Ai,; sua area. Dados A C S e
F C A aberto e fechado, respectivamente, o Teorema da Particdo da Unidade ? garante

a existéncia de uma funcao g : S — R de classe C'*° satisfazendo
1. 0<g(p) <1, VpesS
2. gp)=1,sepeF
3. suppg C A,

2Ver o livro de Frank Warner para maiores detalhes|20].
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onde supp g denota o suporte da funcao g. Aplicando este resultado para A = Ay,
e I' = p;, encontramos uma fungao g; que satisfaz estas condi¢oes. Determinemos
um indice j > ¢ para o qual Ay ; C A, e apliquemos o mesmo resultado ao aberto
A=A\ Agj, sendo F um ponto qualquer de A, de modo a obtermos a fun¢ao gy.;.

Desta forma, definimos as fun¢oes de classe C*° dadas por 5~,“ = CQk,i+ gk, onde c € R

é a constante determinada de modo que fs i’:i_ = 1. Além dessa propriedade, estas

funcoes satisfazem

0ri(p) >0, Sa(pi) = 1 e supp(dps) C Apgs.

) - 5.
nim ki = AL KW i- rmo qu = ; € uma represen
Defi 0S W ke @ '@ ;. Afirmo que w = lim @; é a representacao do
1
) k Z—>OO

campo vorticidade Rot V. Ainda mais, afirmo que w = Z [xd(p —pi), onde § é o Delta
k=1

de Dirac centrado em pi. De fato, seja p um ponto de S. Se p # p;,i = 1,2,--- ,n,

entdo Rot V(p) = 0 = w(p), conforme equacao (2.18) e construcao de w. Se p = py, k €

{1,2,--- ,n}, entao

ot o) = I o ¥ tds = ~ Ek’z = Jim, 5O (pe)

1—00

Jj=
isto é, Rot v(p) = w(p) Vp € S, donde segue que w de fato representa o rotacional

intrinsico do campo velocidade. Mostremos agora que w(p) = > I;d(p — p;). Para

N ~ o~ 8k i .
tanto, basta mostrar que a sequéncia de fungoes wy,; = ﬁ satisfaz
,

lim [ Orig = g(pr),

= s
para toda fun¢ao g de classe C* em S, pois, pela definicao de Delta de Dirac centrada
no ponto px € S, temos

5(p — i) = Jim f;
onde a sequéncia de fungoes {fr} ¢ denominada sequéncia de niucleos de Dirac, papel

aqui desempenhado por {@;}, e possui a seguinte propriedade

/55(13 pr)g = lim /fkg—gpk)

onde a primeira igualdade é a definicao da integral de delta centrado no ponto pi

multiplicado pela fungao g. Verifiquemos que @y ; € uma sequéncia de nicleos de Dirac.
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De fato, seja g uma funcao real de classe C'*° e de suporte compacto definida em S e
sejam

inf(ges) = inf {g(p), | p € Ari}

sup(gr.i) = sup {g(p), | p € Ar;i}-

Supondo, sem perda de generalidade, que g(px) > 0, temos, pela continuidade de g, que
para 7 suficientemente grande g(p) > 0V p € Ay,;. Portanto, uma vez que fs Wi = 1,

as seguintes desigualdades sao vélidas para todo j > ¢

inf(ge;) < / 1,39 < sup(gr.;)-
S

Desta forma, como g é continua, no limite j — oo temos

lim [ ©;9dS = g(p;),
S

Jj—00
donde concluimos que
o(p — pi) = lim wy;.
11— 00
Considerando que w representa o rotacional do campo velocidade, temos a equagao

wh =V X ¥, (2.20)

a qual pode ser vista tanto do ponto de vista intrinseco, no qual V x V é um campo
escalar sobre S igual a w, como extrinseco, considerando que V X V é a componente
normal do rotacional de uma extensao do campo velocidade com valor igual a wn.
Embora no Capitulo 1 tenhamos utilizado a letra u para representar o potencial

velocidade e a letra v para funcao de corrente, doravante empregaremos a letra W
para esta ultima e ® para a primeira, de modo que um potencial complexo sobre uma
superficie seja dado pela fungao F' = ® 4 V. Feita esta consideracao e admitindo que
a superficie esteja parametrizada por um sistema de coordenadas isotermal, temos que
as equacoes 1.10 reduzem-se as equagcoes de Cauchy-Riemann

ob oV 09 ov

or oy oy oz
isto é

V=Vd=VUxn, (2.21)

onde n é o campo de vetores normais a superficie.
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2.2.1 Formulacao do Problema
Seja S uma superficie regular orientével e simplesmente conexa3. Dada uma dis-
tribui¢do escalar de vorticidade w(p) = >, [;6(p—p;) sobre S, onde I'; ¢ a intensidade
do i-ésimo vortice localizado no ponto p; € S e § é o delta de Dirac e denotando por n

o campo normal a superficie, temos que o campo velocidade associado deve satisfazer

o seguinte sistema:
(2.22)

onde ¥ : § — R é a funcao corrente associada ao problema.
Considerando que o campo velocidade corresponde ao escoamento de um fluido

incompressivel sobre a superficie, devemos impor que o divergente de v é nulo, isto é,
0=V -v=V- - (VU xn)=n-(VxVV¥)-VU.(Vxn)=-VU.(Vxn),
donde segue que a seguinte condigao deve ser satisfeita
VU .- (V xn)=0.

No entanto, como foi visto na definicao intrinseca do rotacional, temos V x n = 0, uma
vez que a circulacao do campo normal ao longo de qualquer curva na superficie é zero.

Portanto, o campo velocidade obtido por ii) é de fato incompressivel, pois
V-v=-VV¥.(Vx)=0.

Substituindo a equagao i) na equagao ¢) do sistema (2.23), vejamos qual equagao
diferencial deve ser satisfeita pela funcao de corrente. Desenvolvendo os calculos, en-

contramos
wh=V xV=Vx (VU xn)=(DVV)-a— (Dn)- V¥ + VI¥(V-n)-n(VV),

onde D ¢ o operador derivada e V? ¢ o laplaceano que também pode ser denotado por

A. Dados um campo vetorial V' na superficie e um ponto p € S, consideremos uma

3A superficie deve ser simplesmente conexa pois a definicio intrinseca do rotacional faz uso da

possibilidade de contrair uma curva fechada a um ponto da superficie, conforme equacao 2.18.
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curva fechada C C § que possui p em seu interior. Denotando por A a area da regiao

A C 8 limitada pela curva C = 0.A, o Teorema do Divergente garante que

//dedA:/ V - fds,
A C=0A

de modo que se V' for um campo continuo temos

. 1 [~
div V(p) = lim —/V -nds,
sendo este limite tomado fazendo a curva contrair ao ponto p. Desta forma, o divergente

do campo normal a uma superficie é sempre zero, e portanto
wh =DVV -1 —Dh- VU - na(VV). (2.23)

Seja p um ponto de S e sejam (t), A(t) curvas satisfazendo v(0) = p = A(0) e

X (t)]i=0 = n(p), ¥'(t)|t=0 = V¥(p), de modo que

. d . d
DV¥-h = VU)o, P VT = —0(y(t))lo-

Considerando que a componente normal do segundo membro da equagao (2.23) inde-
pende da extencao do campo V, tomamos uma extencao de V¥ constante ao longo
da direcdo normal de modo que DVV - fi = LV U(A(t))[~o = 0. Fazendo o produto

interno de (2.23) com 1 no ponto P, obtemos

w = (GVYAD))|=0,0(p)) — (FR(Y(E))]i=0, 1r(p)) — V2
= —(gn((t)]i=0, B(p)) — V2.

No entanto, como o campo normal tem norma constante igual a 1, isto é,

(m(y(1)),n(y(1)) =1,
derivando esta igualdade em relacao a t e avaliando em ¢t = 0 obtemos

0 = (G0(y(®)le=0, n(v(1)le=0) + (A(¥(£))le=0, G0 (V(t))]e=0)

= 2(La(y(t))|i=o0, n(p)),

d

donde segue que (Zn0(7(t))|=0, n(p)) = 0 e portanto a funcao de corrente deve satisfazer

a equacao de Poisson na superficie
VU = —w. (2.24)

Uma referéncia sobre a solucao detalhada das equacoes de Laplace e de Poisson em
diversas superficies é o livro de Morse e Feshbach[25]. No que segue, obteremos as
equacoes de movimento de n vortices em algumas superficies através da solucao da

equacao de Poisson.
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2.2.2 Dinadmica de Voértices no Plano

Como visto na secao anterior, a funcao de corrente é solucao da equacao de Poisson no

plano, isto é, V*U(z) = —w(z) = — > 1" I6(z — ;). Considerando que a func¢ao de
Green da equagio VU = —47d(z — 2) & G(z]2) = —ln(\z — Z|%), a funcao de corrente
¢ dada pela integral de convolucao ¥(z) = - L [ G(z|2)w(Z)dZ, que, resolvendo, resulta

U(z) =4+ [G(zl2)w(2)dz = —5% [In(|z — Z|*) X1 Tid(Z — 2z)dz
—3= 2z Liln(|z — z%).

Fazendo z — (z,y) na equacao acima, obtemos
1 ¢ 2 2
U(r,y) = i ;Filn[(x — ;)" + (y — )]

A partir desta expressdo e considerando que para S = R? temos i = é3, podemos

encontrar o campo velocidade do fluido utilizando a segunda equagao do sistema (2.23):

. dx dy . ov ov dr 0V dy ov
Y) = —et— Vv = - => = o = A
Vi y) = dt et at >~ (2, y)xé; = ox Gixeat y €2xEs dt Oy dt ox
isto é,
de 1 = r Y— Y
dt 2m = (w = @) + (y — yi)?
e

n

dy 1 xr—x;
r; .
dt 2w Z (. — )2+ (y — v:)?

de modo que a velocidade do j—ésimo vortice é dado por

oo % _ 1 F,( Yi — Y B T — 25 )
Toodt o oy (zj —2)? + (g —w)? (2 — @)+ (y; — )

As equacgdes obtidas podem ser colocadas na forma Hamiltoniana definindo a funcao

que satisfaz
doy _OM |y OH

]dt _8yj’ Jdt __(9xj'

U], gi = \/ITjlsgn(L;)y;,

Introduzindo novas variaveis
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onde sgn(I';) = 1se I'; > 0 e sgn(I';) = —1 do contrario, temos que as equagoes de
movimento, na forma Hamiltoniana, sao

di; oM dj,  OH

77 _8_@'

dt 9y, dt
2.2.3 Dinamica de Vértices na Esfera
Sem perda de generalidade, consideremos o problema na esfera unitaria S? centrada na
origem , para a qual n(p) =tV p € 5% sendo T o versor posiciao do ponto p sobre a

esfera. Utilizando sistema de coordenadas esféricas, temos o seguinte desenvolvimento

do sistema (2.23):

V—V\Pxﬁ(p)—(aq& 18\119 1 ZNIA) 10V - 1 0V,

Er+;% +rsin90_¢ =00 +rsin08_¢'

wt = V xV(p)
_ 1 |o (_sngov ) 1 0v\|a 10 (,100\p9 . 10 (_1 %) ;
= reno [% (%) — 25 @me%ﬂ P+l (ri%e) 0+ 15 (mw) 2
Como ¥ = ¥(0, ¢) ndo depende de r, a equagido acima assume a seguinte expressio:
1 0 ( 8\1!) 1 0%

i sin 6 00 Sme% +sirﬁé’@#ﬁ2

=3

0 )+ 1 02
00’ " sin? 6 0¢?

—_
|

= AV, onde A = (sin@

é o operador de Laplace-Beltrami. Considerando que [, wdQ = 0%, a funcio de Green

para o operador A satisfaz a equacao

1

AG(97 ¢7 ‘9/7 qb,) = 5(97 ¢7 6/7 ¢/) - Ev

e é dada por

1
G(0,0]0',¢") = —Eln[l —cosv(0,9,0, ¢,

4Dada uma curva fechada e simples C sobre a esfera, que ndo passa na posicao de nenhum vértice,
ela determina as regides A; e A, sobre S2. Denotemos a orientacdo positiva de C com relacio a A;
por C;, i = 1,2, onde C; = —Cs. Ocorre que, pelas equagoes (2.17) e (2.21) temos

/ wdS = / V- ds
A; Ci=0A;
e portanto

/ wdS = wdS = \7-ds—|—/ \7-ds=/ \_f'-ds—i—/ \“f'-dSz/ \_/'-ds—/ v-ds=0.
S2 AjUAS Cy Co Cy —C1 C1 C1

Este resultado aplica-se a qualquer superficie homeomorfa & esfera.
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onde y(0,¢,0',¢') é o angulo central entre os pontos P(0,¢) e Q(¢',¢') na esfera e
portanto cosy = cosf cos’ + sinfsin ' cos(¢p — ¢'). Segue que a fungao de corrente é

dada por

V(0,0) =—1 [[w(@, ¢)in[l — cos~]sin@dd’dg’
= _ﬁ ff Z?:l L0(0, ¢, 0;¢;)In[1 — cos~] sin @'df’'d¢’
= _ﬁ Z?:l Flln[l - COS'}/(Q, ¢7 91'7 ¢z)]

A partir da equacao acima, temos que o campo velocidade é dado por

1L ow 1 En:Psinesin&sin(qb —¢) 1 ipsin@isin(qb — ¢i)
© sinf 0¢ 47rsin6’i:1 ' 1 —cosvy AT — ’ 1—cosy '
ov 1 <~ ., cosfsinf;cos(¢ — ¢;) — sin 6 cos b;
vy=— == 3T, ,
00 4 1 —cos~y

donde segue as seguintes expressoes para as componentes da velocidade do j—ésimo

vortice
: 1 in 0, si — b
vg, =0 = —— P Tn(% - o))
4m o 1 — cos~y;
v, = sinf;¢; = b Z r, & 0;sin0; cos(¢; — ¢;) — sinb; cos Gi.

] in i#j 1 — cos i

Definindo a funcao

1 n

onde

cosy;; = cos b; cos 0; + sin 6, sin ; cos(¢p; — ¢;),
e introduzindo as variaveis ¢; = sgn(I';)\/I';j¢; e p; = y/I'jcosb;, com sgn(l';) =1
se I'; > 0 e sgn(I';) = —1 do contrario, temos que a formulacdo Hamiltoniana das

equacoes de movimento é dada por

L _om.o . OH
q; = apk7 Pr = an
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2.2.4 Dinamica de Vértices numa Superficie Difeomorfa & Es-

fera por uma Perturbacao Radial

Seja f uma perturbacao radial da esfera dada por

f: 8 — S
x — f(x) = (1+T(xO)x,
onde T : S? — R ¢ uma funcdo limitada e escolhida de maneira que f seja um difeo-
morfismo de classe C'*°. Adotando o sistema de coordenadas esféricas, obtem-se uma
parametrizacao x (6, ¢) da superficie S fazendo a composicao das cartas da esfera, dadas
pela funcdo Q : U C R? — 52, onde Q(0, ) = (sin @ cos ¢, sin f cos ¢, cos §), com o

difeomorfismo f

x=foQ: UCR? — S
0,6) — (14 €T(0,¢))(sinb cos ¢, sin b cos ¢, cos 9).
A idéia a ser desenvolvida nesta secao consiste em utilizar esta parametrizacao da

superficie para obter a equacgao de Poisson (2.24) intrinsicamente. O segundo passo é

expandir a fungao de corrente W em série de poténcias no parametro de perturbacao e
U=V, + el + O(e?),

para entao obter uma aproximagao em primeira ordem das equacoes de movimento de
n vortices puntiformes sobre a superficie S.

Geometria intrinseca

Neste paragrafo sera mencionado apenas o estritamente necessario para a obten¢ao
do Laplaceano em uma superficie qualquer. Maiores detalhes podem ser encontrados
em qualquer livro de Geometria Riemanniana, a exemplo do texto de Manfredo|27]
com este titulo, do qual foram retiradas as definicoes aqui apresentadas.

Indicando por x(S) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em S e por
D(S) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em S, definimos uma conezdo

afim V em uma variedade diferencidvel S como sendo uma aplicacao
Vi x(8) x x(8) = x(8),

que se indica por (X,Y) — VxY e que satisfaz as seguintes propriedades
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1) fo+gyZ = vaZ —+ gVyZ
i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ.
iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

onde XY, Z € x(S) e f,g € D(S). Das propriedades acima descritas temos que, dado
um sistema de coordenadas (z1,- - ,2,) na vizinhanga de um ponto p € S e dados os

campos X,Y por

onde X; = +—, segue

i J i,3 1,J

Fazendo Vx, X; =), Fij %, concluimos que F sao funcoes diferencidveis e que

VxY = Z(Zmyr + X(y )) Xy, (2.25)

o que mostra que VxY(p) depende de z;(p),y;(p) e das derivadas X (yx)(p) de ys
segundo X. Os simbolos F sao denominados coeficientes da conexao V no aberto U da
parametrizacao (x1,-- - ,x,) ou simbolos de Christoffel da conexdo. Estes simbolos sdo
facilmente calculados no caso em que a conexao afim V é compativel com uma métrica
Riemanniana ( , ) definida na superficie. A métrica Riemanniana aqui utilizada é a
induzida pelo produto interno euclideano.

Introduzindo os coeficientes da primeira forma fundamental de S associada a
parametrizacado x(6, ¢), isto é, £ = Xy - Xg, F' = Xg - X4 ¢ G = X4 - X4, temos que 08

simbolos de Christoffel sao dados por

-1

o\ (B F 5
2, F G Fy—1E,
M, (EF B
) \ra) \g
T, E F Fy— LGy

I, F G G ’
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ou melhor,
Il GEy—2FFp+FE, 2. — 2BF—FE,—BE, [l — GEy—FGy
11 2(EG—F?) ; 1 — 2(EG—F?) ) 12 = 2(EG—F?)’ (2 26)
2. — EGi—FE, [l _ 2GF,—GGo—FGy 12, — FGo+EGy—2FF, )
12 2(EG—F2)> 22 2(EG—F2) 22 2(EG-F2)

onde '}, =T
Dada uma fungao g € D(S), definimos o gradiente de g como o campo vetorial

grad g em S que satisfaz
(grad g(p),v) = dg,(v), peS, vel,sS.

Para obtermos as componentes do vetor gradiente na base local, facamos grad v =

u1xg + u2x4. Tomando o produto interno por v = zgy e v = x4 obtemos o sistema

wE+ul’ = %:ge
'+ uG = g—gzg¢,

que resolvendo para u; e us resulta

_Gg-Fg . Eg—Fy

= = ) 2.27
NTEG—F T EG-F? (2.27)
Consideremos, agora, um campo vetorial Y € x(S). Definimos o divergente de Y

como a funcao divY : § — R dada por
divY (p) = trago da aplicagao linear X (p) — VxY(p), p € S.

Da equagao (2.25) segue que o trago desta aplicagao linear é
k k 0
S Tl + Xalwe) | =D (wils, + o )
ko\ i kj
isto é,

: 0
divY (p) = Z (yjfﬁj + G_xkyk> : (2.28)

kj

Considerando & como sendo uma superficie com coordenadas (6, ¢), temos

. oy O
divY (p) = % + ai; 4y (TY, +T2) + yo(TL, + T2,). (2.29)

O divergente do gradiente de uma func¢ao g € D(S) define um operador de D(S)
em D(S) denominado o Laplaciano em S, como segue
A: D) — D(S)
g — Ag=div gradg.
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Agora podemos obter a expansao em primeira ordem da equacao de Poisson
AWV = —w na superficie S.

Aproximagao em primeira ordem

Fazendo r(0, ¢;¢) = 1 + €T (0, ¢;¢€), onde T é representada em série de poténcias
de € por T(0,¢;¢) = To(0,0) + €T1(0, ¢) + O(e?), a parametrizacao de S é dada por
x(0,0) = r(0,0)20,¢), onde Q(f,¢) é o versor T da base advinda do sistema de
coordenadas esféricas. Representando as derivadas parciais em relacao a 6 e ¢ através
do respectivo subindice, verifica-se que 2y = 0 e 24 = sin 9(}, donde segue que zy =
rof 416 e Ty = Tl +17sin 9(}5. Portanto, os coeficientes da primeira forma fundamental

e suas respectivas derivadas parciais sao dadas por

E = r}+1r% Eo = 2rg(r+re), Ey = 2(roros+rry)
F = ToT ¢, Fg = TeeT¢p + T0T9, F¢ = TygpT¢ + TeoTo
G = 7“3) +7r2sin?0, Gy = 2rgTee + 217y sin? @ + 72 sin 26, Gy = 2r4(rpp + sin® 0).

A partir da representacao em série de poténcias da funcao T, obtemos a aproximagcao

em primeira ordem de r e suas derivadas parciais
r=1+¢eTy+ O(), o = €Top + O(€?), rs = €Joy + O(€),

que, substituindo nas expressoes dos coeficientes da primeira forma fundamental e suas

derivadas resulta

E = 1+ 2670, Ey, = 26709, E¢ = 2670¢
F = 0(é), Fy = O(e), Fy = O(é)
G = (142eTy)sin’0, Gy = 2eTogsin® (1 + 2eTy)sin20, Gy = 2eTyysin?0,

onde os termos de ordem maior ou igual a 2 foram omitidos nas expressoes de F, G e

suas derivadas. Aplicando os resultados acima obtemos também que

1 1 1 4eTy

= = O(e?).
EG—F?  (1+4€Ty)sin?6 + O(e?) sin? @ +0()

Das equagoes (2.27) obtemos uma aproximagao em primeira ordem para as compo-
nentes do gradiente da fungao de corrente que, omitindo os termos de ordem maior ou
igual a 2, sao dadas por

(1 — 2670)

= (1 —2eTy)¥ =
uy = ( €To) Wy, Ug Y

U, (2.30)
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enquanto que de (2.27) segue

1 _ 2 Tog 1
Fll - ETOBa F11 — T snZg’ F12 - 670(1)7 (2 31)
2 _ €JpgsinBf+cosb 1 _ 2¢Tpg sin? 0+(1+4€eTp) sin 260 2 - )
1—‘12 - sin 6 ) 1—‘22 - 9 ) F22 - E(J-O(b .

Das equagoes (2.29), (2.30) e (2.31) obtemos uma aproximagao em primeira ordem para

o Laplaciano de ¥, dado por

AU = a4 8 4y (T} + ) + up(T]y + T3)
- —26709\1/9 (1= 2eT0) Uy — 208 Q 4 L2T0 gy

sin? 6 sin“ 0
+(1 — 26T0) Vg (eTgp + Toosinboiconty | 2A2TNo g, + O(e?)
— S sin0%y) + Tyl - 26Ty |5 G (sin0%y) + Sy dt] + O(e)
= (1-2eTp) |52 (sin0Tp) + 5111120%%] + O(e?),
isto é,
AU = (1 — 2eT)) AT + O(€?), (2.32)

onde A é o operador de Laplace-Beltrami apresentado na se¢io (2.2.3). A expansao da
funcao de corrente em série de poténcias do parametro de perturbagao e é dada por
U = Uy+el; +0O(e?), onde ¥y é a funcao de corrente na esfera que satisfaz A‘IIO = —w.
Portanto, das equagoes (2.24) e (2.32) segue

—w = AV = (1-2eTo)AT + O(?) = (1 — 2eT)A(Ty + €y) + O(?)
= —w+ AT, + 2eTow + O(e?),
isto é,
AV, = —2Tw, (2.33)

donde segue que

Ui(6,¢) =4 [[2Tow(8',¢')In[l — cos~]sin@'dd’d¢’
—o= [ D60, ¢, 0:0:)To (0, ¢)In[1 — cos ] sin §'df'd¢’
T ir ZZ 1 270( i) sz)r ln[l - COS’Y( 7¢7 9i7 ¢2)]

Desta forma, temos

n

1

U = 0 (14 2€T5(0;, ¢:))Tiln[1 — cosv(0, ¢, 0, ¢;)] + O(€2). (2.34)
=1

Para obtermos uma aproximacao em primeira ordem do campo velocidade, dado
pela equacao i) do sistema (2.22), precisamos determinar o vetor normal e sua ex-

pansao até termos de primeira ordem em e. Utilizamos um procedimento padrao para
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determinar o vetor normal a S num ponto f((%,gbo) = p € S, que consiste em con-
siderar as curvas coordenadas A(0) = f(6, ¢o) e a(¢) = f(6y, ¢) que intersectam-se no
ponto p, tomando como vetor normal a S em p o produto vetorial entre as velocidades

de A e a em p dividido por sua norma

o N(f) x & (¢o)
8(P) = [X6) x (0]

Fazendo os calculos, obtemos
1(0, ¢) = Mo sin0f — @10 — ay),

onde
al(ea ¢) = 679(97 ¢)(1 + ET<07 ¢))
042(97 ¢) = 6T¢(9, ¢)(1 + 67(97 ¢))
043(0, ¢) = (1 + 67(67 ¢>)2
0

A0, 9) -

- \/ag—l-sinz 0(a?+a3)

Expandindo os coeficientes de n em série de Taylor no parametro €, obtemos

€ 870 ~ € 8‘3'0 ~ 2
0600 smeos 2T O (2.35)

n=r-—

Este resultado juntamente com as equagoes (2.30) resulta

Vv = V¥xn
= [(1 — 2€T0) Uy(rof + r0) + 2500 (rgf + rsin 9&5)} X [f' - nggé - ZISZ(}S + O(€?)
= ﬁ [5?1?199 \Ifd) — 70¢\I/9:| r + ls_irigo \Ij¢é - (1 - 6?0)‘1’9(% + O(GQ).
Da equagao (2.34) segue
\Ild) _ _i Fz(l + 26‘3’0(&, ¢Z>> SiIl@SiIl 82 sin(gb — Cbz) I O<€2)
47 - 1 — cosvy
e
v, — % Z i (1 4+ 2eTo(6;, ¢:))[cos @ sin 6; cos(p — ¢;) — sin O cos ;] L o)

- 1 —cosvy

Substituindo estas expressoes na equagao de V obtemos a seguinte aproximacgao em

primeira ordem das componentes do campo velocidade

o € '3 [Top sin 0; sin(¢p—¢;)+Tog (cos O sin 6; cos(p—¢;)—sin 6 cos 6;)] 2
Ur = " Zrsmo Zz 1—cos~y + O(E )’
_ 1 D3 (1+2eT0(0s,¢i) —€T0(0,6)) sin 0; sin(¢—¢;) 2
Vo = Tizlu 1—cos~y + O(E )’

1 T (14+2eT0(0:,0:)—€T0(0,0))[cos 0 sin 0; cos(dp—¢; ) —sin 6 cos ;] 2
Vo = T 4rm i 1—cos~y +O(€ )
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As equacoes acima fornecem uma aproximacao em primeira ordem do campo veloci-
dade, estando definidas nos pontos de S onde nao localizam-se vortices. Para determi-
narmos a velocidade V; = v,;T + ;0 +v4;¢ do j—ésimo vortice, avaliamos as equacoes
de vV em (0,¢) = (0;,¢;) desconsiderando o termo ¢ = j no somatorio, o que resulta

nas equacoes da velocidade aproximadas em primeira ordem, dadas por

- F,L [‘Tog . (9]',(;5]') sin 91 Sin(¢j—¢i)+T0¢(9j,¢j)(COS 0]' sin 91 COS((f)j—(b”—SiIl 9j COSs 091)] 2
/UTj - _47r s?nej 27{7&] : l—cos%j + O<€ )’
. 1 Fi(1+25‘3‘0(0i,¢i)—59‘0(9-,qS-))sin 01 sin(d)-—qbi) 2
Voj = i Zz;é] 1—cosj'yi;' : + 0(6 )7
o 1 i (142€T0(0;,0:)—€To(0;,¢5))[cos 0, sin 6; cos(¢p; —p;)—sin 0 cos 0;] 2
Vg = “ix Zi#j . Jl*COS'z’i,j : ’ + O(E )7
(2.36)

onde cos~y;; = cos; cos 0; + sinb; sin 0 cos(¢; — ¢;).
Para obtermos as equacoes de movimento, consideremos a trajetéria do j—ésimo

vortice parametrizada pela curva y(t) = [1 4+ €T (6(t), ¢(1))]Q2(0(t), ¢(t)). Temos

Vo= ud 4090 +v50 =7 () = e(Tob 4+ Tyd)t + (1 + €T)00 + (1 + €T) sin 0p¢p
= €(Togl + Topd)t + (14 €T)06 + (1 + €Ty) sin O + O(e2),

donde segue

éj = ﬁ = [1 - 670(6)]'7 d)j)]vﬁj + 0(62)7 (237)
) . 1 —€Ty(0;, j
b = i E;i]) i _ [ 681:1(0; ¢ )]U¢j + O(é?), (2.38)
Uprj = € 709(9]-, ¢])9 + 70(15(9]" ¢J)¢] + 0(62)‘ (239)

Substituindo (2.37) e (2.38) na equagao (2.39) e eliminando termos de ordem maior ou
igual a dois, observa-se que esta ultima equacao é identicamente verificada, de modo
que a dindmica do sistema ¢ regida pelas equagdes (2.37) e (2.38). Eliminando vp; e
vy; destas duas equacoes e desconsiderando termos de ordem superior, encontramos
que a aproximacao em primeira ordem no parametro de perturbacao e das equacoes de

movimento do problema de n—voértices sobre § é dada por

G, = -1 5 Li[1 + 2€(To(0:, ¢i) — To(6;, ¢;))] sin b; sin(¢; — @)7 (2.40)
4 = 1 — cosvij
i#]
. —1 Fz[l + 26(70(91', (bl) — To(ej ¢j>)][COS 6]' sin 01 COS((bj — (bl) — sin 6]' COS 92]
¢j:47rsin6-z 1 — cosv;, '
J ;é Pyla]

(2.41)
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Recordando que as equagoes de movimento de n vortices na esfera sao dadas por

1 F'sin 02 Sin<¢j — qbz)

0, — ——
J 4 ?
s 1 — cos;;
i#j i
é' . 1 cos 6, sin 0; cos(¢; — ¢;) — sinb; cos
7 — 4 . 7 )
msinf; 1 — cos;;
7 ij Y
definimos
- __ sin®;sin(¢;—¢i)
9273 o 1—cos;j
b, . — cos 0; sin 0; cos(¢p;—¢p;)—sin O; cos b;
ny T 1—cosij

Ai,j = 70(917¢2) _70(9j7¢j)7

de modo que as equagoes de movimento na esfera escrevem-se

0, = —4 > Ti0y
Zfﬂ (2.42)
qu = 4msin 0 Z FZQB%J’
i#j

enquanto que a aproximacao em primeira ordem destas equacoes na superficie obtida

pela perturbacao radial da esfera é dada pelas equacoes

éj ] —ﬁ Z Fi@i,j — i—; Z FiAi,j@i,j
' zlyéj i#] ) (243)
¢; = ~ Ireing; > i — 47rsii10j 2 Uil ;i

i#j i#j

Da expressao de A;; observamos que se S é uma superficie de revolugdo entao as
equacoes de movimento para a configuracido do problema de Kelvin® s6 tém termos
de ordem maior ou igual a dois em €, pois neste caso 0; = 0;, Vi,j = 1,--- ., nea
funcao T independe de ¢, donde segue que A;; = 0. Esta observacao é consistente
com a aplicacao feita ao elipsoide de revolucao, uma vez que nas equacoes obtidas s
apareciam termos de ordem quadratica.

Conhecendo solucoes de equilibrio das equacoes de movimento na superficie S,
podemos utilizar 2.43 para analisar a estabilidade destas solucoes. Na esfera, sao con-
hecidas solucoes de equilibrio relativo obtidas pela disposi¢cao, numa mesma latitude,
de n vortices nos vértices de um poligono regular de n lados, desde que o poligono

gire com uma certa velocidade angular constante. Uma questao que aqui se coloca

®Dada uma distribuicao de n vértices puntiformes dispostos nos vértices de um poligono regular
a uma mesma latitude, pode-se calcular a velocidade angular w desta configuracao para a qual as
equacoes de movimento sao satisfeitas.
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é sob quais condigoes uma tal solugao de equilibrio relativo pode ser encontrada na
perturbagao da esfera S. Argumentos de simetria indicam que tais solugoes podem
ser encontradas se S for uma superficie de revolucao. Investigar esta possibilidade
e estudar a estabilidade destes equilibrios utilizando as equagoes aproximadas 2.43,
sao questoes de interesse para prosseguimento deste trabalho. Também, a busca de
solucoes periddicas do sistema nao perturbado 2.43 a partir dos equilibrios relativos
do caso esférico, via métodos de bifurcagao de solucoes periddicas, como o método da

continuagao de Poincaré, serd outro desdobramento desta dissertagao.
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