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Resumo

RECONSTRUCAO DETERMO FONTE E CONDICOES DECONTORNO EMOPTICA

HIDROLOGICA COM SERIES DEFOURIER

O objetivo deste trabalho é resolver um problema inverso em Transferéncia Radiativa,
que consiste na reconstrucéo de condicdes de contorno e termo fonte em Optica Hidroldgica.
O problema direto consiste em resolver a Equacédo de Transferéncia Radiativa pelo Método
das Ordenadas Discretas,() e o sistema de equacdes diferenciais ordinarias com coeficientes
constantes resultante é resolvido por diagonalizagdo da matriz de coeficientes. As medidas ra-
diométricas para a inversao foram obtidas sinteticamente de uma fonte e condi¢des de contorno
especificas. O problema inverso foi formulado como um problema de otimizac&o néo-linear de
estimativa dos coeficientes de Fourier e da condicdo de fronteira pela minimizacao do funcional
de diferencas quadraticas entre dados sintéticos e os dados calculados do modelo direto. Devido
ao mal-condicionamento deste problema inverso precisamos usar a regularizacdo de Tikhonov
com escolha posteriorido parametro de regularizacéo pelo Método de Hansen. Simulagfes

foram realizadas com diferentes niveis de ruido.
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Abstract

BOUNDARY CONDITIONS AND SOURCE TERM RECONSTRUCTION INHYDROLOGIC

OPTICS WITHFOURIER SERIES

The aim of this work is to solve an inverse problem in Radiative Transfer, which consists
in a reconstruction of boundary conditions and source term in the Hydrologic Optics. The direct
problem is to solve the Radiative Transfer Equation by Discrete Ordinates Methodiid the
system of ordinary differential equations with constant coefficients resultant was solved by di-
agonalization of coefficient matrix. The radiometric measures to the inversion were obtained
synthetically from a specific source and boundary conditions. The inverse problem was formu-
lated as a nonlinear optimization problem of estimate the coefficients of Fourier’s series and the
boundary condition by minimization of quadratic difference functional between synthetic and
computed data obtained from de direct model. Due to the ill-conditioning of this inverse pro-
blem we needed to use the Tikhonov's regularization with chaipesterioriof regularization
parameter by the Hansen’s Method. The simulations were done using corrupted measures by

different levels of Gaussian noise.
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Introducao

“O verdadeiro significado das coisas se
encontra na capacidade de dizer as mesmas

coisas com outras palavras.” (Charles Chaplin)

Nas ultimas décadas, com o0 avanco dos recursos computacionais, um novo campo de
estudos tem conquistado uma grande quantidade de pesquisadores. A essa area de estudos de
nominamos Problemas Inversos. Sua ascensdo deve-se ao desenvolvimento da computacao €
ao seu grande numero de aplicacbes em outras ciéncias. Mas o0 que sao Problemas Inversos?
Segundo Oleg Mikailivitch Alifanov, pesquisador russo na area de problemas invessus;
¢ao de um problema inverso consiste em determinar todas causas baseado na observacéo de
alguns efeitos

Conforme B8], dois problemas sé&o ditos inversos um em relacéo ao outro se a formu-
lacdo de um envolve todo (ou parcial) conhecimento da solucéo do outro. No problema direto,

a informacéo sempre deve ser completa e precisa. No problema inverso, a informacao pode ser
incompleta e imprecisa. Seguindo esta definicdo, é possivel determinar qual problema devera
ser considerado direto ou inverso.

Talvez o mais famoso problema inverso para a comunidade matematic&€anjane
hear the shape of a drum®sto €: Vocé consegue predizer a forma de um tambor pelo som
qgue ele emitef41, 27]. Este problema inverso permaneceu muito tempo sem solugéo, mas foi
resolvido pela negativa, ou seja, existem dois tambores que emitem o mesn2dsom [

A principal caracteristica dos Problemas Inversos € que geralmente sao mal-postos. O
matematico francés Jacques Hadamard formula a definicdo deablema bem postoSe-

gundo essa definicdo, um problema é bem posto quando possui as seguintes caracteristicas:
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1. existéncia;
2. unicidade e;
3. estabilidade na solugéo.

Em outras palavras diz-se que a solucédo de tal problema existe, € Unica, e tem dependén-
cia continua dos dados e, portanto, pequenas variagdes nas causas provocam pequenas variagoe
nos efeitos. O que ocorre com 0s Problemas Inversos € que, em geral, alguns destes itens, ou
até mesmo os trés, falham e, por isso, sdo caracterizadosproblemas mal-postos

Na resolucéo de um problema inverso, a fundamentacéo de toda metodologia utilizada
consiste no tratamento dos dados de modo a se obter a terceira caracteristica de um problema
bem posto. As duas primeiras, existéncia e unicidade, sdo obtidas mediante alguma adapta-
cdo do conceito de solugcédo, bem como na topologia do conjunto sobre o qual o problema esta
definido. Desse modo, a instabilidade, inerente a essa classe de problemas, tem sido contor-
nada mediante técnicas de regularizacdo que suavizam as variagdes bruscas que ocorrem nas
aproximacdes numéricas das soluci®d. [

A questao de existéncia de solucdes pode ser enfraquecida, bastando aumentar o espaco
de solucéo para o problema. Em relacéo a unicidade, sua auséncia significa que estéo faltando
informacdes do modelo. Essa falta de informacdes pode ser sanada impondo mais condi¢cdes
ao operador ou, entdo, escolhendo aquela solugdo que mais se adapta ao modelo entre as varias
solugdes encontradas.

Considere um modelo matematico definido por

F(u) =, (1)

onde sao conhecidos o operadby e as causasg, assim determina-se 0s seus efeifosle
maneira “exata”. Tal problema é definido comqpmblema direto Agora suponha que seja
conhecido o operaddF, e os efeitog/. Entdo, oproblema inversa@onsiste em determinar as
causas/ fazendo,

i=F(y). (2)

A manifestacéo de instabilidade se da porque, naZjgnéo sao conhecidos os valores

exatos dey, pois esses, nas situagdes concretas em que se trabalha com medi¢des experimentais,
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estas apresentam erros nas medidas. Portanto, o que tem-se de informag&o sobre o problema &

/°. Dessa forma, o novo problema inverso é formulado como:
. —1/26
u=F"(4); 3)

e € esse problema que, muitas vezes, nao satisfaz a um ou a todos os itens sugeridos por Hada-
mard devido a sensibilidade do operadoa essas pequenas perturbacdes nos efeitos.

Problemas inversos tém aplicacdes nas mais diversificadas areas da ciéncia. Alguns
exemplos s&o: Transferéncia de Calor, Tomografia Computadorizada, Optica Hidrologica, Sen-
soriamento Remoto, Reconstrucéo de Imagens, entre ob,d43[125].

Na medicina, a possibilidade de realizar um diagnéstico médico sem a necessidade de
processos invasivos leva a um problema de reconstrucéo da densidade de 6rgéos internos do
corpo humano através da analise de imagens desses 6rgaos, coi¥@rd®e.[ Tons claros
indicam pouca absorcéo de radiacdo (0sso0s), e tons mais escuros indicam muita absorcdo. Na
“chapa” de material sensivel a essa radiacao, fica impressa a quantidades de fétons que foram
recebidos apls a passagem da radiacao pelo corpo. Se muitos fétons forem recebidos, indica
gue a matéria atravessada pelo feixe é pouco densa, por outro lado, se poucos fétons forem
recebidos, indica que o 6rgdo é muito denso. A diferenca entre fotons emitidos e recebidos
fornece a densidade da matéria esbocada no material sensivel a essa radiacao.

Nos problemas de difusdo, em meio hdo-homogéneo, em regime estacigfgrio [
div(kVu) =0 € D, (4)

0 problema direto consiste em determinar as medida®nhecendo os valores das medidas
na fronteira e o valor da funcdo densidade. Um problema inverso agregado a esse problema
consiste em: sabendo os valores das medida®s valores na fronteira, determinar a funcéo
densidade que gerou tais medidas.

Em Optica Hidroldgica, dadas as condi¢des iniciais e de fronteira, incluindo as inten-
sidades de energia radiante incidentes geradas por fontes internas, e as propriedades o6pticas
do meio, o modelo matematico para a Equacao de Transferéncia Radiativa leva as intensida-

des de energia radiante resultantes, expressando a interagédo da luz com o meio e modelando
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fendbmenos como absorgéo e espalhamento.

Posto o problema direto, caracterizamos o problema inverso da 6ptica como: dadas as
intensidades de energia radiante obtidas, por exemplo através de medi¢Bes experimentais (
situ) ou sintéticas (geradas por computador), escolhe-se como incognitas algumas (ou todas)
propriedades épticas do meio, ou entdo as condi¢des iniciais, ou de fronteira, ou ainda fontes
internas.

Problemas inversos em Optica Hidrolégica sdo pouco abordados na literatura e citando
C. D. Mobley [36], esse tipo de problema seria “very much an unsolved problem” (grifo de Mo-
bley). A complexidade de modelar a propagacéo de luz num meio espalhante, juntam-se outras
dificuldades, tais como a sensibilidade a erros nas medidas experimentais, ou entédo, o conjunto
extenso de parametros e condigdes de contorno supostamente conhecidos, que dependem de
hipoteses assumidas e simplificact&d].[

Os trabalhos de N. J. McCormiR1,32] apresentam uma reviséo dos tipos de problemas
e métodos de inversdo na area de Transferéncia Radiativa. Nesta classe de problemas, conforme

0s parametros a serem estimados, tem-se
1. determinacgéo de condigdes iniciais;
2. determinacao de condi¢cdes de fronteRp [

3. determinacéo de caracteristicas do meio, tais como propriedades opticas do meio ou fontes

internas #2, 49.

Este trabalho elegera como incognitas para o problema inverso as condi¢des de fron-
teira e a estimacéo de fontes internas de bioluminesc¢émmio, como base, medidas geradas
sinteticamente (por computador) para radiancias, tomadas em varios pontos da profundidade
Optica pré-estabelecida. A solucéo do problema direto foi obtida aplicando o Método das Orde-
nadas Discretas no termo integral da Equacéo de Transferéncia Radialivaue da origem
a um sistema de equacdes diferenciais ordinarias, cuja matriz de coeficientes € diagonalizavel,
segundo/36].

O presente trabalho esta organizado como segue. No Cafjtsévdo dados os con-
ceitos basicos relacionados & Optica Hidrologica, tais como: conceito de angulo soélido, radi-

ancia, irradiancia, propriedades Opticas da agua, e, por fim, conceitos de espalhamento elastico

1Bioluminescéncia é o fenémeno de gerac&o de luz por organismos através de reagées quimicas.
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e inelastico. No Capitul@, serdo apresentados comentarios sobre a histéria da Equacédo de
Transferéncia Radiativa, suas aplicacoes, sua deducdo, e as simetrias da funcao de fase de espa
Ihamento. No CapitulB, ser feita a aproximacéo para a fungéo de fase, baseado no Teorema
da Adicdo dos Harmonicos Esféricos, decomposi¢édo da radiancia e do termo fonte, usando a
Decomposicdo de Chandrasekhar. Posteriormente, sera falado sobre o Métodos das Ordenadas
Discretas, propriedades da matriz resultante da aplicacédo de tal método, e por fim, 0 método da
diagonalizacéo, o qual é a proposta sugerida para a solucéo de tal sistema neste trabalho. No Ca-
pitulo4, serdo apresentados alguns detalhes sobre problemas inversos, bem como a formulacéo
adotada neste trabalho. Sera falado também sobre a técnica de regularizagao de Tikhonov, bem
como sobre os métodos de escolha para o parametro de regularizacdo, dentre tais métodos seré
falado sobre Principio da Discrepancia de Morozov e do Método de Hansen. No Cépitulo
serdo apresentados os resultados numéricos de algumas simulacfes realizadas, conclusdes, co
mentarios e, por fim, no Apéndice, o Teorema da Adicdo dos Harmbnicos Esféricos, resultado

fundamental no estudo da Equacéo de Transferéncia Radiativa.



Capitulol

Otica Hidroldgica

“O primeiro dever da inteligéncia
€ desconfiar dela mesma.” (Albert

Einstein)

Neste capitulo, descreve-se alguns conceitos relacionados a Optica Hidrologica. Partes
deste capitulo foram extraidas ®§], e melhores detalhes sobre os tépicos aqui abordados
podem ser encontrados na mesma referéncia.

A Optica Hidroldgica é o campo da Fisica que estuda o comportamento da luz na agua,
tentando definir propriedades Opticas do meio aquatico tais como: caracteristicas da agua, espa-
Ihamento, absor¢cédo e comportamento da luz quando penetra na agua. Duas grandezas que estac
relacionadas a Optica Hidroldgica samadianciae airradiancia.

Antes de falar sobre radiéncia e irradiancia, sera feito um breve comentaridagbte

sélido, unidade esta necessaria para muitas definicdes em Optica Hidroldgica.

1.1 Angulo Solido

O conceito de angulo solido esta ligado a figuras no espaco tri-dimensional e € uma
extensao da definicdo de angulo plano. Considere o/azomo mostrado na Figural(a) O

angulod, cuja unidade de medida é radianos, formado entre os dois raios é definido pela razao

0= ¢ rad (1.2)

r
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£

(a) Representacao de angulo plano. (b) Representacgao de angulo sélido.

Figura 1.1:Representacéo grafica de angulo plano e angulo solido. FONTE: adapta®gfe [

onde/ representa o comprimento de arco@raio da circunferéncia. $e= 27, pela Eq.1.1)
temos o correspondente comprimento de uma circunferéheidn r.

Na Figurgl.1(b) A representa a area achurada na superficie de uma esfera deﬁ‘aio
representa uma direcdo. O angulo sélijauja unidade de medida é esferoradianos, é definido
como sendo a razao entre a area achurada pelo raio da esfera ao quadrado, assim

A
Q:T—2 Sr.

Sabendo que a area da esferaré?, a medida de todos os angulos sélidos é dad&)fay =
47 Sr.

O elemento diferencial do angulo sélido sobre as direééei@, ¢) é dado em coorde-
nadas polares por

—

0Q(&) = senddf de.

O angulod é chamado de angulo polar, e 0 angulé@ chamado angulo azimutal. A

variacao para cadae p €, respectivamente
0<o<r e 0 << 2m.

No decorrer deste trabalho, a ndo ser que seja dito, sempre que houver referéncia referirmos
ao angula), se estara falando de angulo polar e quando houver referéngiaeaestara refe-
rindo ao angulo azimutal. Para saber como é feita a representacédo de um ponto no espaco em

coordenadas esféricas, consulte Apéndéicp 96.
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o]

dA

Figura 1.2:Fluxo de radiacdo representado por um feixe com direcéo de propagégzimfinado em um angulo
sdlido infinitesimab(?, passando por um elemento de afe4d. FONTE: adaptado dell5).

1.2 Radiancia

Na radiometria, ciéncia que estuda a medicao de energia radiante (eletromagnética), a
grandeza fundamental é a radiancia, que é a medida da energia de um feixe infinitesimal de
radiagdo, num dado ponto, por unidade de teifdjsd, por unidade de are@A), por unidade
de angulo solidgo?) e por unidade de comprimento de or{da). Considera-se que o feixe
esteja contido num angulo sélido infinitesimal, centrado na dire¢cdo em que aponta, conforme
mostrado na Figurd.Z2. A radiancial depende da posi¢an, do instantet e da diregéc{
consideradas, e o comprimento de ongdgeralmente é especificado. Considerando que o feixe
abrange uma faixa infinitesimal, centrada gndefinimosradiancia espectrapor

2*Q

L@HEN) = s g A 000

[W-m2srt. nm]. (1.2)

O termodQ), é chamado denergia radiantee pode ser representado 48]
O*Q = cos 0 Ot DA ON L(T: t; € ) (1.3)

O instrumento usado para medicao de radiancias, conforme mostrado nalg)dra
composto por um tubo coletor, o qual € apontado na direcdo considerada, que tem no fundo um
difusor, destinado a tornar o campo de luz mais homogéneo, um filtro de comprimento de onda
escolhido e um detector. Cabe salientar que, mesmo se a radiancia depender da posicéo, ela nao

€ um vetor, e sua unidade de medida no Stéaradela
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Figura 1.3:Instrumento coletor de radiéncia. Tubo de Gershun. FONTE: adaptad@@]e [

Observa-se que a medicdo de radiancias é algo bastante complexo, pois para cada feixe
de luz vindo do sol, por exemplo, é necessario uma medicdo. Assim, geralmente € usada outra

unidade de medida chamaidadiancia, conforme definido abaixo.

1.3 Irradiancia

A irradiancia é a radiancia integrada para uma faixa de angulos solidos. E classificada
em irradidncias espectrais planasg ¥, ) e (E;), onde denota-se o sentido ascendenteupor
(upward e o descendente par(downwarg e asirradidncias espectrais escalaregEy,,) €
(Eoq)-

As irradiancias espectrais planas sdo medidas por um sensor plano idéntico ao apresen-
tado na Figurd.3 no entanto, € removido o tubo coletor, Figlird(a) Esse sensor é colocado
voltado para cima ou para baixo, conforme deseja-se niégir ou (E,), respectivamente.

Pelo fato de ser plano, esse sensor recebera feixes incidentes de todas as dire¢fes, correspon:
dentes aos angulos solidos do hemisfério sup€HEQy ou inferior (=,), projetados na dire¢ao

da normal ao sensor. Portanto, se 0 sensor estiver voltado para cima, ele imadi&acia
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fexs
cfy[usor \\ l /f ifusor esférico
filtro <
anteparo
M detector < | >
\/@ Ec(X;EA) E.(XtA)
(a) Coletor de irradiancias planas. (b) Coletor de irradiancia escalares

Figura 1.4:Instrumento coletor de irradiancias planas e escalares. FONTE: adaptac8fje [

espectral plana descendentiefinida por:
Ey(Tt;\) = [ L(; ;€ \) |cos 0] 09(E)
£E€E,
27 g
= // L(%;t;0,p; \) cosOsen 6 df dp.
0 0

O mesmo aparelho mostrado na Figlrd(a) voltado para baixo, medeiaadiancia

espectral plana ascendenttefinida em forma de equacgéo por:
BAGtN) = [ L& cost] 00
£y
2r pm
= / / L(Z;t;0, ;) |cos 0| sen O df dep.
0 J3
Observe que o valor absoluto, apresentado nesta Ultima equacao é necessario, visto que,

cosf <0, se <0 <.

|3

Para a medicdo dagadiancias espectrais escalaresonsidera-se o instrumento mos-
trado na Figurdl.4(b) montado sobre um anteparo opaco. O difusor esférico é sensivel a

fétons vindos de qualquer direcdo descendente. Esse instrumento, orientado para cima, como
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mostrado na Figurd.4(b) mede g Ey,), a qual é definida por

—

Eo(T;t;0) = ﬁ L(%;;€ X)) 09(E)
£E€Ey
2m 5
= // L(Z;t;0,¢; \)sen 6 df dp.
0o Jo

O mesmo instrumento, no entanto, com o difusor voltado para baixo, meddiancia

espectral escalar ascenderitg,, ), a qual é definida por

—

Eou(Z;t;N) = / L(f;t§éA)aQ()
EEEy

2r pm
= / / L(Z;t;0,p; \) sen 6 df d.
0 /3

A irradiancia espectral escalar totalEy) é: Eo(Z;t;\) = Ex(T;t; ) + Eou(T;t; N),
isto é:

2m pm
Eo(Z5t;N) = / / L(Z;t;0, ¢; \) sen 6 df d.
o Jo

Feitos esses comentarios sobre os quatro tipos de irradiancias, pode-se dediair o

espectral de irradiénciaﬁ),

—

Bat:0) = /5 L(F:t: € NEIE) W- m2 nm], (1.)

(1

onde¢ assume todas as direcdes na esfera unifaria

1.4 Propriedades Oticas da Agua

Além da radiancia e da irradiancia, existem grandezas em Optica Hidroldgica que des-
crevem as Propriedades Oticas da Agua. Essas se dividemrepriedades Oticas Inerentes

(I0P’s), e aPropriedades Oticas Aparentg@AOP’s).

1.4.1 Propriedades Opticas Inerentes (IOP’s)

Define-se essas propriedades da agua como sendo as que dependem somente dos com:-
ponentes da agua.

Considere um pequeno volume de agua com espessurAr atingido por um pequeno
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feixe de luz monocromatica com poténcia espectral radidyite, W nm~!, conforme ilustrado
na Figureld.5. Uma porgacb,()\) € absorvida dentro do volume de 4gua. Outra poficda)

é espalhada para fora segundo um anguma por¢céo remanesceritg \) € transmitida pelo
volume sem mudanca de dire¢cdo. Representand@ por o total da poténcia espalhada em
todas as dire¢des, e assumireipalhamento inelastiéppela lei de conservacéo de energia,
temos:

B;(N) = By(N) + By(A) + By(N).

V% 40 i

\
;

s> | oy == e

— AT e

Figura 1.5:Geometria utilizada na descricao de IOP’s. FONTE: adaptadco3®}. |

A absorptancia espectrald()), € a razdo entre a poténcia absorvida e a incidente no

volume, ou seja,

a espalhancia espectraB(\), € a razdo entre a poténcia espalhada em todas as dire¢cfes e a

poténcia radiante incidente:

(N

e atransmitancia espectrad dada por
ey
V=50

Claramente

AN + B\ +T(\) = 1.

1Espalhamento inelastico ocorre quando o féton sofre uma mudanga no comprimento de onda durante o processo de espalhamento, mais
detalhes na Secdo6.




1.4 — Propriedades Oticas da Agua 13

As |IOP’s sdo definidas como:

1. O coeficiente espectral de absorcaoE a reducéo da energia luminosa com a profun-
didade da agua e com a absorcao da luz pelas “substancias” dissolvidas na agua. Esse

coeficiente é dado por:
AN

2. O coeficiente espectral de espalhamenté& a mudanca de dire¢éo da incidéncia do feixe
de luz quando este atinge a agua. O espalhamento contribui com atenuac¢ao da luz debaixo
d’agua, fazendo aparecer um borramento no objeto que esta sendo observado. E definido

por:
B

Esse espalhamento pode se dar de trés maneiras:

(a) Refracdo: Acontece quando um feixe de luz, incidindo obliguamente, muda de di-
recdo quando passa de um meio transparente para outro transparente que apresenta
velocidade da luz diferente do primeiro meio. A refracdo modifica a velocidade da
luz, mesmo que a dire¢cdo permaneca a mesma (caso onde a luz incide perpendicular-

mente);

(b) ReflexdoOcorre quando a luz incide sobre a superficie de separacéo entre dois meios
com propriedades distintas. A reflexibilidade é a tendéncia dos raios de voltarem para
0 mesmo meio de onde vieram;

(c) Difracdo: E uma mudanca no sentido da luz, que ocorre com as ondas (luz) quando
elas passam por um orificio ou contornam um objeto cuja dimensédo € da mesma

ordem de grandeza que o seu comprimento de onda.

3. O coeficiente espectral de atenuacgédo do feix&ste € a soma do coeficiente espectral de

absorc¢éao e do coeficiente espectral de espalhamento, assim
c(A) = a(X) +b(N) m-*.

Na Figurel.5, AQ é chamadd@ngulo sélidoe # € chamado déangulo de espalhamento

e sua variacdo @ < 6 < w. A espalhé&ncia angular por unidade de distancia e unidade de
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angulo solido é definida por

) . B(G;N) .
O = A Arag T A A S,

(I)s(QQ/\) eyl
VA m-'sr '

Integrandof(0; \) sobre todas as direcdes, resulta o total de poténcia espalhada por
unidade de irradiancia incidente e por unidade de volume da agua. Assim, considerando que

00) = sen 6 df dy, pode-se escrever o coeficiente espectral de espalhamento como,

b(\) = /:ﬁ(Q; A)OQ = /Oﬂ/o27T B(0; \) dp sen do = 27 /Oﬂﬁ(ﬁ; A) sen 6 df. (1.5)

Segundo49], pode-se realizar esta integracdo devido ao fato que o espalhamento em
aguas naturais é simétrica em relacdo ao angulo azimutal sobre a direcao incidente, dessa forma,
a integracao € dividida em duas partes (aqui ndo esta sendo considerado a dependéncia da

polarizacéo), o espalhamento para frente

br(N) = 27r/072r B(0; \) sen 6 db,
e o espalhamento para tras
by(\) = 27 [fﬂ B(0; \) senf df.
Com isso é possivel definirfancdo de fase espectral de espalhamento volumétrica

5(9; )\) _ 6(9§ /\) ~1

(1.6)

Desta Ultima equacéo tira-se qa@; \) = b(\)3(0; \), substituindo esta igualdade na

Eq. (1.5 , obtém-se a condicéo de normalizagcéao da funcao de fase, assim
b(\) = 2 / bNG(0; \) senfdf = 2m / B(0; \) senfdf = 1. (1.7)
0 0

Uma foérmula muito usada para a funcdo de fase na Optica Hidroldgica, proposta por

Henyey-Greenstein (194136], é definida por

= 1 1—g?
dm /(1 + g% — 2gcos6)3
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Observe que essa funcgao satisfaz a condicdo de normalizacdo proposteIng Epata qual-
quer valor dey, [36].
Outra IOP importante em Optica Hidrolégica élbedo de espalhamento simpldsfi-
nido por
b(A)

wo()\) = m,

o qual representa a probabilidade de um féton ser espalhado, ou absorvido, em uma direcao
gualquer/L5]. Muitas vezes essa propriedade é chamadaraleabilidade de sobrevivéncia do

foton

1.4.2 Propriedades Opticas Aparentes (AOP’s)

As AOP’s sao aquelas propriedades que dependem das IOP’s e da estrutura geométrica
do campo de luz ambiente. Dividem-se eroeficiente de atenuacéo de irradiancipie é uma
estimativa da quantidade de luz que é atenuada por absor¢éo ou espalhamento sobre um corpo
d’agua, e acoeficiente de reflexdo de irradiancique é um indicador do espalhamento e esta

relacionado com o brilho da agua.

1.5 Espalhamento Elastico

Segundo36], quando um féton interage com um atomo ou molécula, o féton pode
ser absorvido, deixando o atomo ou molécula em um estado com energia interna mais alta.
Diz-se que, se a molécula quase retorna, imediatamente, para seu estado de energia interno ori-
ginal, emitindo um féton da mesma energia do féton que foi absorvido, o processo € chamado
espalhamento elasticdJma molécula excitada pode emitir um féton de menor energia (com-
primento de onda mais longo) que o féton incidente. Assim, a molécula permanece em um
estado intermediario de excitacédo e pode emitir outro féton, retornando, assim, ao seu estado de
energia original, ou entdo, a energia retida pode ser convertida para energia térmica ou quimica.
Em outras palavras, o espalhamento elastico ocorre quando aw@ofre uma mudanca no

comprimento de onda durante o processo de espalhamento.
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1.6 Espalhamento Inelastico

Se uma molécula esta inicialmente em um estado excitado, esta pode absorver um féton
incidente e emitir um féton de maior energia (comprimento de onda mais curto) que o féton
absorvido, assim retornando para um estado de energia inferior. Neste caso, o foton espalhado
(emitido) tem um comprimento de onda diferente do foton incidente (absorvido), este processo
€ chamado despalhamento inelasticdEm outras palavras, o espalhamento inelastico ocorre
quando o féton sofre mudanga no comprimento de onda durante o processo de espalhamento.

Portanto, toda ou parte da energia do féton absorvida pode ser convertida em energia
térmica ou quimica. A conversao da energia de um féton em uma forma néo-radiante é chamado
detrue absorptionou algo como, na traducéo livrebsorcao verdadeiraO processo reverso
também é possivel, quando a energia quimica é convertida em luz, este processo é chamado de

true emissionou na traducao livreemissao verdadeira
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Equacao de Transferéncia Radiativa

“A Matematica pura é, a sua

maneira, a poesia das idéias logicas.

(Albert Einstein)

2.1 Um Breve Historico da Equacao de Transferéncia Radiativa

A equacdo de transporte € uma equacao integro-diferencial, que foi originalmente de-
senvolvida por Boltzmann, em 1872, para a teoria cinética dos gases. Essa equacao representa
o balanco de particulas num elemento de volume no espaco de fase. O estudo de transporte de
radiacdo em atmosferas estelares conduziu a varias solugdes analiticas para problemas de trans-
porte, por volta de 1930. Porém, as fisicas desses problemas limitaram interesse a geometrias
uni-dimensionais em meios semi-infinitos. Com o advento dos reatores de cadeia nuclear por
volta de 1940, surgiu entdo o interesse de resolver problemas de transporte envolvendo particu-
las neutras numa grande quantidade de configuragdes geométricas em reatores ri2€jleares [
Assim, varios métodos “elegantes” de solucdo para problemas de transporte foram propostos
no inicio de 1940. Dentre pode-se citar a técnica\déner-Hopf expansao em auto-funcdes
singulares12?], entre outros métodos especificos, como o problema de Milne. No entanto, esses
meétodos s6 podem ser aplicados em problemas muito idealizados, isto €, onde alguns termos da
equacdao sao desconsiderados e mediante hipoteses sobre a geometria e do problema fisico.

Com o advento dos computadores e com a enorme aplicabilidade da teoria de transporte

em algumas areas de engenharia e fisica, surgiu o interesse em desenvolver técnicas computaci-

17
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onais eficientes para a sua resolucdo. Dentre os varios métodos deterministicos, propostos para
essa finalidade, encontram-se os seguintes: Método Ordenadas Disg@tiS(52], Méto-

dos dos Harmoénicos EsféricoBx) [4€], invariant imbeddind36, 49], F [21,19], Método

Monte CarloB6], . T'Sy [53,145,110,[11, 23,18,42,19,43,47], ASy [14].

2.2 Algumas AplicacOes

Antes de comentar sobre algumas aplicacdes, alguns comentarios a respeito de espectro
eletromagnético e de como este é dividido em funcéo da frequiéncia ou do seu comprimento de
onda.

Chama-se de espectro eletromagnético o intervalo completo da radiacdo eletromagné-
tica. Esse intervalo contém desde as ondas de radio, as microondas, o infravermelho, a luz
visivel (radiacdo solar), os raios ultravioleta, os raios X, até a radiacdo gama. O que diferencia
uma onda eletromagnética de outra é sua freqiéncia ou, equivalentemente, seu comprimento de
onda.

Aradiacéo visivel é constituida por uma estreita faixa do espectro eletromagnético, apre-
sentando frequiéncias compreendidas ehti€ Hz e 6.7 Hz, ou entdo, segund@§], entre
400nm e 700nm. Essas sao capazes de excitar as células fotosensiveis da retina do olho, cau-
sando a sensacéao de viséo.

Cabe salientar aqui que a transmissao da radiacdo solar na atmosfera € um processo
complexo e de dificil descricdo devido ao grande numero de propriedades fisicas da atmosfera
gue a influenciam.

Muitos processos radiativos ocorrem no nosso dia a dia e como exemplo basico, po-
demos citar a radiacao solar que serve para iluminar e aquecer nosso planeta. Estamos tdo
acostumados com tal fendbmeno que, raramente nos questionamos sobre tal fendbmeno. Vocé ja
parou para pensar: Por que o céu € azul? Por que o arco-iris é colorido? Por que as nuvens
sdo brancas? Por que a agua do mar apresenta diferentes colora¢cées? Ou entdo, por que rou-
pas escuras aguecem mais quando expostas ao sol? Por que acontece o efeito estufa? Por que
um carro, exposto ao sol, aquece gquando esta com as janelas fechadas? Estas e muitas outras

guestdes podem ser enumeradas envolvendo problemas diarios de transferéncia de calor por

1Todas as ondas eletromagnéticas propagam-se, aproximadamente, no ar e no vacuo, com a mesma velocidade.
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radiacdo. A resposta para essas perguntas esta ligada a absorcdo da energia radiativa emitida
pelo sol. Roupas escuras aquecem mais quando expostas ao sol, pois absorvem mais a energie
radiativa do que as roupas claras. O fenbmeno que ocorre no interior do carro € o mesmo que
ocorre em estufas, onde as plantas devem ficar mais aquecidas que o ambiente.

O arco-iris ndo esta ligado diretamente a transferéncia de calor, mas sim a capacidade
gue uma gota d’agua tem de separar a luz visivel em todas as faixas de frequiéncias, ou seja, em
cada uma das cores. Nessa situacao a gota d’agua age como um prisma. Explicacdo para esse
fenbmeno € encontrado com facilidade em livros de Ensino Médio.

Seguindo a idéia de transferéncia de calor, uma aplicacdo da Equacéo de Transferéncia
Radiativa se da na agricultura, em que o estudo dessa equacao procura melhorar a eficiéncia de
estufas determinando as curvas de transmitancia de vidros e plasticos usados na sua confecc¢ao.
Na industria, o dominio sobre a Equacao de Transporte visa a obter maneiras de oferecer a
reducao de consumo de energia em fornos e processos de secagem.

As aguas naturais caracterizam-se por apresentar diversos constituintes, embora na mo-
delagem possa se supor um unico constituinte. Nessa situacdo, o campo luminoso deve-se a
iluminacédo atmosférica e a eventuais fontes submersas, como por exemplo, aquelas de Biolu-
minescéncia.

A luz, ao percorrer um meio qualquer, sofre absorcéo e espalhamento. Este comporta-
mento é modelado pela Equacédo de Transferéncia Radiativa, a qual descreve o campo luminoso
no interior do meio, desde que conhecidas as suas caracteristicas Opticas e, no caso de aguas na
turais, dado o campo luminoso incidente na superficie e as fontes subr@@fsasdetermina-
cao destas propriedades épticas do meio € de grande importancia no estudo de comportamentos

bioldgicos, quimicos e geoldgicos de aguas naturais e sua conexao com o meio ambiente.

2.3 Deducéao da Equacao de Transferéncia Radiativa

Segundo48], a Equacéo de Transferéncia Radiativa busca modelar a interacéo da radi-
acao no meio, governada principalmente pelos processos de absor¢cao e espalhamento aos quais
€ submetida. Dessa interacédo, resulta um balanco da quantidade de energia radiante, chamada
também deadiancia espectralrepresentada pela Ed.2). Outra medida radiométrica de in-

teresse é aradiancia, representada pela EQ..4). Essa radiacdo, ndo € apenas uma medida de
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feixes isolados e sim uma medida do fluxo em todas as dire¢des de propagacao.

2.3.1 Coeficientes de Absor¢éo e Emissédo de Radiacao

Um feixe de radiacdo atravessando um meio sera enfraquecido pela interacdo com a
matéria. Se a energia radiandk), tornar-sed() + 0 (0Q), apos atravessar uma espessiya

na direcdo desta propagacéao, pode-se escrever que
2(0Q), = —c,0Q 0s.
Usando a Eq.1.3), pode-se escrever a equacdo acima como
8 (0Q), = —cx L(Z; 1, X) Ot DA QO B, (2.1)

a quantidade, introduzida desse modo, define@eficiente de atenuac@o® meio. De maneira
analoga a atenuagéo, existem os respectioadiciente de absorcao(\) e o coeficiente de
espalhamenté(\), somando esses coeficientes, resultagm c(\) = a(A) + b(A), conforme
descritos na Secédb4.1.

Além da atenuacao, ha também a energia emitida pelo meio num elemento de volume

(0V') que, para as dire¢des confinadas a um elemento de angulo @dliga® dada por
9(0Q); = jx 0t OV 9Q 0N = j; 0t 0s A OO, (2.2)

ondej, € ocoeficiente de emissd@lm meio. Assim, a variacao liquida de energia resulta em um

balanco entre a energia atenuada e a emitida no meio, portanto
9(0Q)jq =09 (0Q). + 0(9Q); - (2.3)
Usando novamente a EA.B), pode-se expressar a variacao liquida por

0 (0Q)1q = OL(T;1;€: ) DN DAL, (2.4)
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Agora, substituindo as Eq.0), (2.2) e (2.4) em 2.3), obtém-se

— - L _)'t' _’)\ - ]
OL(Z; 16 A) = —ex L(T5 ;65 0) s + ja 0s - = La’f’) = —L@HEA) + ‘?
C)\O0S A

O termoi—i € uma razao entre os coeficientes de emissédo e de atenuacéo, o qual chama-
mos defuncado fonterepresentada pof,. Assim escreve-se a equacao anterior como

OL(T;1; € \)

005 —L(Z; ;& N) + Fa, (2.5)

gue é chamada dmjuacao de transferéncia radiativa.
Feitas essas consideracgOes, é de interesse também saber qual a energia radiante que
inside na segéo de aréaA) e é espalhada na direcgo= (0',¢"), num elemento de angulo

solido (0€Y'), com intervalo de temp@Jt), numa faixa de comprimento de on@a\), assim
Q' = L(:t: € \) DAt ON LY.
Essa energia € espalhada em todas as dire¢cfes, assim
by 0s Q' = by Os L(Z; t; & ) DA 9t O OSY. (2.6)

Além disso, deseja-se mostrar a fragcdo dessa energia que é espalhada dentro de um angulo
solido (02), com direcact = (6, ¢). Essa fracdo é proporcional a probabilidade da radiacao
que se propaga na direc&l ao ser espalhada ira se propagar na diréca®al funcdo que

representa esta situacdo é dada por L
BEHM 27
ondej(¢’; €) é chamada diingao fase de espalhamento
Ao multiplicar a Eq. R.6) por esta fracdo, e integrar para todas as dire¢gdes incidentes,
tem-se a equacéo para o total de energia que emerge de um determinado elemento de volume,
0V = 0s0A, dessa forma

—

(0Q); = by 9V 9t X aQ/ (1. 0 25

fes dm

oY, (2.8)

onde¢’ € o conjunto de todas as direcOes na esfera uniaria
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Segundo/15], ndo se pode de maneira geral, explicar a emissdo em um meio exclusi-
vamente pelo espalhamento. Onde isso ocorre, tem-se 0 que na literatura se denomina como

scattering mediupou na traducao livraneio espalhanteNeste caso, tem-se

Jx ngs)-

Considere agora que seja um meio espalhante, usando a2BEjq2(€) e a igualdade

acima, tem-se

jis)sz/ L(f;t;g;A)ﬁ(& Lo

ges dm

Usando agora a definicao de funcéo fonte para a Equacao de Transferéncia Radiativa, obtém-se

() 50 &

Cy ey Jee= 47

%Y,

onde a expressé@, é chamado dalbedo de espalhamento simples,), conforme definido
na Sec¢ad.4.l
Pode-se escrever a equacao anterior em funcéa,fde dos angulos pola@ e azimutal

¢, no lugar de’ e de?’, sabendo quésY = sen® d¢’ dy', encontra-se

2 pw
FOE, ) = =22 38,00, ) L(Z:t;6',¢'; A) sen' do’ dy'.
0

0/
Assim, Eq.2.5) toma a formé

L(Z: ;0,0 \ T
OLELO. 0N 4 1z b6, A):?/ B0, ;0" @) L(T5 1,0, s \) sen 6’ df' dyg'.
T Jo Jo

c\0s

Fazendq: = cos # e omitindo a dependéncia do comprimento de onda, por conveniéncia, pode-
se reescrever a equagao anterior como

OL(Z;t; b, )

27 prl
o o Pt ro - ’ / /
L(Z:t: = — : L(Z:t: du' d 2.9
0 + L(Z;t; 1, ) 47T/0 _16(%90,#,90) (@t 1,0 dp' dy',  (2.9)

20 vetorZ representa as coordenadag, z, de um ponto no espaco.



2.4 — Simetrias da Funcao Fase de Espalhamento 23

sujeita as condi¢des de contorno

L(dﬂa ©) = Fo(p — po)d(p — @o)

L(fm —H, 90) = 07

(2.10)

ondeu € (0,1] e € (0, 27).

2.4 Simetrias da Funcao Fase de Espalhamento

Conforme definido do Apéndio&, p'96, o anguloO, formado entre a dire¢ao incidente

¢ e espalhadg, pode ser representado por
cos © = cos b’ cos 6 + sen§ senf cos(¢’ — )

Fazendqu = cos 6, i/ = cos§’, escreve-se a equacao anterior como

cos© = (i + /1 — p2\/1 — 2 cos(yp' — ') (2.11)

A Eq. (2.1]) possui varias relacdes de simetria para a funcao fase de espalhamento em

—

aguas naturais3g], 3(57; ) = B, ¢'; 1, ), @s quais sdo enumeradas abaixo.

1. Invariancia segundo a troca gee p

B sy 0) = B, @5 1, )

2. Invariancia segundo a troca gée

B, s iy ) =BG, 51, ¢)

3. Invariancia segundo a mudanca simultanea de singis ele

B, s pm@) = B(=i', s —, 0)
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4. Invariancia segundo aumento simultaneogna ¢

B, @' 11, 0) = B, @' + @o; 1, @ + ©0)

5. Um caso especial da propriedade anterior, tomande —’, com ajuda da propriedade

2, escreve-se

Bl s ) = B, 05,0 — @) = B, 03, — (0 — &)



Capitulo3

Problema Direto

“Nao se pode ensinar tudo a
alguém, apenas ajuda-lo a encontrar

por si mesmo.” (Galileu Galilei )

O problema direto da Optica Hidrolégica consiste na resolucdo da Equacéo de Transfe-
réncia Radiativa sendo conhecida a distribuicdo espectral de radiancias na atmosfera, no fundo
(condicdes de contorno), as IOP’s (absorcéo e funcao de fase) e as fontes internas de luz como
por exemplo: bioluminescéncia e fluorescéncia.

Outra hipotese béasica na transferéncia radiativepénzipio da linearidadeo qual €
valido para fétons de baixa energia. Baseado nisso, a energia radiante incidente provoca no
meio uma resposta diretamente proporcional a intensidade radiante associada a essa radiacao.
Isso pode ser aplicado perfeitamente & Optica Hidrol6d@igh [

Solucdes analiticas exatas para a Equacao de Transferéncia Radiativa séo dificeis, ou até
mesmo impossiveis de serem encontradas por métodos elementares. Entretanto, pode-se obtelr
uma transformacéo da Equacdo de Transferéncia Radiativa em outras onde, o tratamento é
menos complexo, havendo, assim, meios de solug&o analitica ou numérica, através de métodos
amplamente conhecidos. Um desses meétodos consiste em discretizar a variavel angular no
termo integral da Equacgéo de Transferéncia Radiativa, com isso transforma-se tal equagéo em
um sistema de equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem, cujos métodos de solugéo
séo bastante consolidados.

No problema aqui considerado, assume-se que o problema seja estacionario, ou seja,

25
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sem dependéncia do tempo e unidimensional, variando unicamente na profur{didade-
figurando umageometria plano-paralela Esta geometria implica em supor que a 4gua tem
uma extensao horizontal infinita, sem variacdes horizontais das IOP’s, hip6tese aceitavel para a

maioria das aplicacdes em Oceanografia.

3.1 Equacéo de Transferéncia Radiativa

Como citado anteriormente, considera-se aqui que as propriedades do meio, tais como
absorcéo e espalhamento, variam predominantemente com a diregéo yeytieah relacdo
as direcdes horizontais ey). Com isso pode-se adotar uma geometria onde o dominio €
estratificado em planos paralelos, conhecida como geometria plano-paralela. Sabénds que
cosf 0s = p0s, e omitindo a dependéncia do tempo, podemos escrever @.Ex.como

OL(z, 11, )

2w prl
wWo ) ro A, / /
L =— ; L di! dp'+ S 3.1
O (2, 1, 0) 47r/0 /16(/1,907/1,90) (2, 1t @) dpt’ dep' +5 (2, 11, ), (3.1)

ondeS(z, i, p), € chamado déermo fonte Nesta equacéo, vemos claramente a dependéncia
vertical emz do coeficiente de atenuacéo

Muitas vezes, representamos adimensionalmente a dependéncia dos valores da Equacao
de Transferéncia Radiativa com a profundidade por meiadavel 6tical. A relacdo entre a
variacdo ent e z, é dada por

0¢ = ¢(z) 0z.
Assim, para uma dadarofundidade geométrica®, a correspondenterofundidade oticar é

obtida pela expresséo

*

T:g*:/oz o(2) 0=

Com isso escrevemos a EB.1) em termos da variavel 6ticg assim

a 27 1~
Ma—CL(Qu,wHL(C,M, @) = T—;/O /_lﬁ(mo;ﬂ’,so’)L(C,u’,sO’) dp' de'+S(¢ 1, ), (3.2)
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sujeita as condi¢des de contorno

LO,u @) = fr(ps o)
L(Go, =) = f-(1,9),

(3.3)

ondeyp € (0,1 ey € (0,27). Com isso a Eq/3.2) configura um problema de transferéncia
radiativa monocromatica em geometria plano-paralela e sujeita as condi¢cdes de c@gprno (

A Figura3.1lilustra a interacdo da luz com uma camada d’agua.

Y X
—' Sol |—
/\-T ¢
e
\\ i N
\, | Lo T0-0) ar
=0 \‘j‘l .
[S] ""-,‘ a
SR | fontes %T%
b T internas
. radiancia: L agua
. (o) irradiancia: E
=0
L(t,u“s@) L(C-*H-‘P) fundo

Figura 3.1:Representacao grafica de um corpo d’agua e interacéo deste com a luz. FONTE: adaptddp de [

3.2 Aproximacgao para a Funcao de Fase

O termof(u, ¢; 4/, ¢') é chamado fungéo de fase, conforme definido no Cap2iyto
21. Indica-se o argumento da funcéo de fase, ou $gjas; 1/, ©') por cos ©. O &ngulocos ©
é definido pela Eq/A.43) e indica o cosseno do angulo formado por vetores com extremidade

sobre uma esfera unitaria. A representacdo geométrica pode ser vista naE3yassim
B, 3 1!, ¢) = B(cos ©).
Segundol5], pode-se expandir a funcéo de fase em Polinbmios de Legendre, e portanto

(B(cos O) Z wn Py (cos ©), (3.4)

ondew,, sdo constantes a serem determinadaswgomm 1, Py(cos ©) = 1, e na pratica trunca-se
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a seérie em um namero finito de termd's
Conforme apresentamos o terrig(cos ©) depende das variave(s, ¢; 1/, ¢’) e destas
1’ e’ sdo as variaveis de integracdo no termo integral neXEz)..(Para separar essas variaveis

usa-se deorema da Adicdo dos Harmonicos EsféricbsoremaA.13. Assim,

Pu(eos®) = PR ) +2 3 (o PR GO ) cosmalip = ), (35)

onde,u = cosf ey’ = cosf'. Veja FigureA.3. Substituindo Eq.3.5) na Eq. B.4), obtém-se

Bleos ©) = L Y- | P Puo) 423 (b P P2 o cos e = )|
= (3.6)

n=1

Feita a decomposi¢éo do terni)(cos ©), nos Harmonicos Esféricos € preciso deter-

minar quem séo os coeficientes presentes na Eg3(€).

3.3 Funcéo de Fase de Henyey-Greenstein

E conveniente ter uma formula analitica para expressar a funcéo de fase, por exemplo a

funcido de Henyey-Greensteldq], p. 114, definida pér

39.0) =
9 V(1 —2gcos© + g2)3’

(3.7)

ondeg € um parametro que indica a média dos cossenos dos angulos de espalhamento.
Deseja-se encontrar a expansado em série de Legendre para a funcéo de fase definida na
Eq. (3.7). Para isso observe que,

1-¢? 1 L g d 1
V(1 —2gcos© + ¢2)3 /1 —2gcosO + g2 dg \/1—2gcos© + g2

(3.8)

Usando as EqsA(5) e (A.6), reescrevemos a E@.6) como

1—g? = d &
= "P,(cos©) + 2g— "P,(cos ©).
T g gy o 020, 2 0 Tu(e0s)

Admitindo que a ultima série presente no lado direito seja uniformemente convergente, pode-se

1A fracéo ﬁ ndo esta sendo levada em conta, conforme referéncia, pois na aproximagao feita no 2apgu®.7) este valor ja foi
considerado na Equacao de Transferéncia Radiativa.
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diferenciar termo a termo tal série, e assim

d oo oo d [e.e]
0 ; g" P, (cos ©) go d_ (cos ©) Z ng" ' P,(cos ©)

n=1

portanto,

1-¢° i . -1
=) ¢"P,(cosO)+2g Z ng" " P,(cos ©).
V(1 —2gcos© + ¢g%)3 = —

Agora observe que

Zg”Pn(cos ©) =1+ gPi(cosO) + g*Py(cos O) + - - - (3.9)
n=0
e
2g Z ng" *Pn(cos©) = 2gP;(cos O) + 4¢G> Py(cos ©) + - - - (3.10)
n=1

Somando3.9) e (3.10), termo a termo, tem-se

1+ 3gP,(cos ©) + 5g* Py(cos ©) +

Z 9" P,(cos©) + 2 Z 9" P,(cos ©)

n=0 n=1

= 1+ Z(Qn +1)g" P, (cos ©),

n=1
assim,

1—92
1+ (2n+1 0). 3.11
V(1 —2cos© + ¢2)3 Z ! (c0s©) 8.11)

Finalmente comparando E@.L1) com Eq. [8.6), conclui-se que os coeficientes des-

conhecidos para a expansao da funcao de fase em Série de Legendre, sdo dados por
=(2n+1)g", n=123,... (3.12)

Substituindo tais coeficientes e\ ), obtém-se

Blcos®) = 1+ (2n+1)g" | Pu(u) Pali) +2 5

n=1 m=1

o (B (1) cosm(p —¢')
(3.13)



3.4 — Decomposicdo da Radiancia e do Termo Fonte 30

3.4 Decomposicéo da Radiancia e do Termo Fonte

Feita a expanséao para a funcdo de fase, faz-se a decomposicéo da radiancia e do termo
fonte, usando a Decomposicao de Chandrasektgir, [

A radiancia, como foi mostrado tem dependéncidde:, ¢). Para separar a variavel
azimutaly das demais, usa-se a Decomposi¢cdo de Chandrasekhar em relagdo a um angulo de
referénciapy. Dessa forma, € considerada a expansab(deu, ¢) em sua Série de Fourier em

cossenos truncada, a saber

R
L(C, 1ty 0) = Lo(C 1) + > Li(C, 1) cos k(spo — ), (3.14)

k=1

onde L, (¢, 1) sdo os coeficientes da decomposicdo da radiancia. O mesmo método pode ser

aplicado nas condi¢des de contorBc&j, assim

i
L0, p,0) = > Li(0,p) cosk(po — ) = fi(n) se p>0
=0 (3.15)

i
L(Co, s 0) = l;)Lk(Co,u)cosk<¢o—w> =f-(n) se p<0

O termo fonte também é decomposto em sua Série de Fourier em cossenos truncada, portanto
&

S(Co ) = So(C, 1) + Y Skl(C, 1) cos k(po — ). (3.16)

k=1

Substituindo as Eqs3(16), (3.14 e (3.139 na Eq. B.2), obtém-se

9 9 i I
i Lo(C )+ i > Li(Cp)cosk(po — @) + Lo(C. i) + Y Li(C, ) cos k(o — ) =
k=1

k=1
27 pl N
ol
— 1+ Wn,
EWREDS
I

i
{Lo(é w)+ Y Li(C, ) cos k(o — 90’)} dp' dg’ + So(C, ) + > Sk(C, 1) cos k(o — @),

Po(p) Pu(p) +2> kB () Py (1) cos m(ep — 90’)] } X

k=1 k=1
onde
(n—m)!
= (2 1) g™ m_ 7 A7
wn ( n + )g e Hn (n + m), (3 )

Efetuando o produto dos termos a direita da igualdade na equacgéo acima e integrando
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na variavely’ € (0, 27), obtém-se

R

I
ua%Lo(C, 1) + “a% > Lk m)cosk(po — @) + Lo(C 1) + Y Li(C, ) cos k(o — ) =
k=1 k=1

1 N 1 N .
%[2%/ L™(¢, 1) d,w—|—27rzwnpn(u)/ P(u) L™ (¢, i) dﬂl‘f‘QWanZK?X
- n=1 -1 n=1 m=1

1 R
P (p) cosm(po — ) /1 P ()L™ (Copl) dpt' | + So(Com) + Y Skl ) cosk(ipo — ).
- k=1

Para “eliminar” os termosos k(¢g — ) € cosm(py — ) presentes na equagao acima
multiplica-se toda a equagéo pass j(po — ¢) e integra-se enp € (0,27). Fazendo isto

obtém-se

27 R 2 27
M%Lo(gaﬂ)/odSO‘i‘M%;Lk(Q#)/o cos k(po—) cos j(wo—p) ds0+Lo(C,u)/0 dp+-

Wo

1
ZLk G / cos k(o — ) cos j(po — ) d = 7[/_1Lm(<,u’)dﬂ’><

2 2
/COSJ wo— ¢ d<p+zwn n / w (1)L (¢, u)/ cos j (o — @) dp dp'+
0 — 0

2w

N
S S R / PI()L™ (¢, i) / cosm{go — ) cos j(po — @) dp dif
n=1 m=1 -1 0

27 Wi 27
So(¢, u)/o dp+ ) Sk(éu)/o cos k(o — ) cos j(po — ) dp.
k=1

Resolvendo as integrais acima e levando em conta as relagdes de ortogonalidade das funcdes

trigonométricas, obtém-se

HSE L) + LG an Z K P / LT (C i) i+ S™(C ),
(3.18)

ondew, e k], sao dados pela Eq.3.7). As equagles resultantes sdo equacdes integro-

diferenciais nos coeficientes™((, ). Seré descrito agora como transformar cada uma das

equacdes integro-diferenciais em um sistema de equacfes diferenciais ordinérias de primeira

ordem, mediante uma aproximacao do termo integral presente em cada equacao. Essa aproxi-

macao é conhecida como Método das Ordenadas Discatasugerido por15].
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3.5 Meétodo das Ordenadas Discretas

A Equacao de Transferéncia Radiativa € uma equacéo do tipo integro-diferencial e, por-
tanto, de dificil solucéo. Existem técnicas semi-analiticas e numéricas para a solu¢do da mesma.
Técnicas semi-analiticas, como pdde-se ver pelas paginas anteriores, muitas vezes continuam a
ser solucdes aproximadas, devido a simplificacdes e aproximagdes que sao feitas. Dessa forma,
nesses ultimos anos, com o avango da informatica, técnicas numéricas de solu¢des foram oti-
mizadas, obtendo-se excelentes resultados com tempos de computagdo reduzidos. Um método
muito utilizado na literatura, é Método das Ordenadas Discretasomumente chamado de
Método Sy, que consiste em subdividir o dominio da variavel angular em um numero finito
de direcdes. Dessa forma, podemos transformar a Equacao de Transferéncia Radiativa em um
sistema de equac0bes diferenciais ordinarias de primeira ordem, possivel de ser resolvido por
métodos analiticos ou numericos.

O Método das Ordenadas Discretas € um meio eficiente de solucéo da equacao de trans-
porte. Para problemas de transporte em geometria plana, tal método é fundamentalmente uma
substituicdo da integral referente a transferéncia angular por uma férmula de quadratura.

Baseado nisso, aproximamos o termo integral associando a variavel angular, na

Eqg. 3.19, por quadratura de Gauss-Legendre, e assim

=

/1Pm( VLG H) dpl =Yy P () L™ (G, ) @, (3.19)

k=1

onde{ } representa o conjunto das dire¢Bes discretés, os pesos de quadratura, definidos

o Hy
/ H,uk_ﬂjd

J#k

por (6],

A férmula de quadratura gaussiana, amplamente usada em integracdo numérica, é bas-
tante apropriada para o método das ordenadas discretas porque satisfaz o critério de simetria de
direcdes e pesos em relacap a 0, e 0S pesos, por serem sempre positivos, também satisfa-
zem a condicao da integral do fluxo angular ser positiva. Substituindo a aproxirBatge(

(3.18), e aplicando o método da colocagéo damizes:, do N-ésimo Polindbmio de Legendre,
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obtém-se
N
d 1 wo
— L")+ — L") = 2n+ 1) g"x
L O O = g Gt )
S0 O ) S PG Q) 2+ 50
P (n+m>‘ n M £ Pk ) Loy k 1L;
comi = 1,2,..., N, e as diregcdeg; sdo ordenadas de forma decrescenté: < uy <

PN-1 <o < py g < 0< py <ees < < 1. Invertendo a ordem de som4Fg], nesta
tltima equacao obtém-se,

N N

Z(Zn—i—l) (ntm) ' g P (u; kz (1) Ly (€ Wk+MiSi (©),
(3.20)

d 1 Wo
Z0meY = ——
IO =~ L@ S

ondem =0,1,2,..., Nek,i=1,2,..., N. A expressac3.20) representa um conjunto dé
equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem pgi@), uma para cada ponto ou n6 de

gquadratura. Pode-se escrever a BiR@) de forma matricial, para isso faz-se

20 = [L7(©. L8Q, D3] B0 = [18,(0 B0 IRO)]

o [SP© spo SEQYT L [58,00 SELO spo]”
S+<<)_[ ,ul ) ’u2 ge ey ,U/% _ ) Sf(C)_ ,lLN+1 ) M%+2 g ey IMN )
dessa forma tem-se

Lm S
Lwo[*@], Swo[*@], (3.21)
L™(¢) 5™(C)

onde o sob-escrito,” representa as dire¢céeg > 0 (ou u, € =;) e 0 sob-escrito “” repre-

senta as direcdgs, < 0 (ou uy, € =,). Dessa forma escreve-s22(0) como,

%mmzmmm+ww, (3.22)
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onde
( 1 N (n B m)|
T 2n + 1)————% g" P (1) P (1) @y s
Hi + 2,ul Z( n+ )<n+m)| g Iy (:uz) n (M])W] se 1 9
o= ) (3.23)
N -m)! - B o
\ 2;“17;12”_‘_1 mg P" (MI)PTL (:uj)wj se 27&]
comi =1,2,..., N. As condi¢gbes de contorno associadas ao probl8ma)( sdo dadas por
L7(0 m
e B e : (3.24)

L™(¢) f(w)

Esta exposicao, sera restrita ao case- 0, assim as Eqsi3(22) e (3.23 séo escritas,

respectivamente, como

d
d—CL(O = AL(¢) + 8(¢), (3.25)
e
( N
2# Z (2n+1 nPO(Mz)PO(/LJ) se iz
" n=0
Ay = |
N
24 Z (2n+1) g" P (1) Py (1) s€ i # j
\ ("

ondeP? representa a Funcéo de Legendre Associada de ordem zerore graentéo, Polind-

mio de Legendre de grat?.

3.6 Propriedades da MatriZ\

As raizesu; dos Polinémios de Legendre apresentam a propriedade de serem simétricas

em relacdo a origem, ou sej@, = —puny1-i, @ = 1,2,..., % Os pesos de quadraturg,

também apresentam simetria em relacao a origem, no entanto, séo todos positivos; assim

Oypni=1,2,..., %

2A partir daqui, sera omitido o sobre-escritopor simplicidade de notacéo.
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Definicéo 3.1.A funcéo delta de Kronecked; ;, € definida por

1 se 1=y
6i,j: jv
0 se 1#y

ondei, j € IN.
Usando a definicdo acima, pode-se escrever a matizmo

1

Aij=—Bi;—diy), (3.26)
onde
@0 N
= 5 D20+ 1) g" Pulue) Papy)2y
n=0

Segundo36], B, ; sdo valores conhecidos e que dependem somente das IOP’s, direta-
mente através da, e indiretamente dos coeficientes @e dos pesos de quadratura. Assim
guem muda o sinal nas entradas da maira expressé%, presente na Eq3(26). Levando
em conta 0 exposto no inicio desta Se¢do, pode-se concluiigue —Ax.q1_; y+1—;, Para
i,j=1,2,..., 5. Defina agora duas matrizBeF, ambas com dimenséésx £, da seguinte
forma

Ei,j = — (]Bi,j — 61‘,]') e F@j = _Bi,j , Z,j = 1, 2, cee

% %

1 1 N
5
Desta forma pode-se escrever a matriem forma de matriz de blocos, ou seja,

E —F
A= . (3.27)
F —KE
Finalmente, usando a Eg3.2]) e esta Ultima representacédo para a mairipode-se

escrever a EqQi3(22) como

i L. () E —F L.(Q) S+(Q)
1L F —E || L (¢ S_(¢)

A referéncia/B6] afirma que a matria, resultante da aplicacdo do Método de Ordenadas

Discretas, possui um conjuntompletc® de autovalores, sendo assim possivel de diagonalizar

3Quando houver referéncia a um conjunto completo de autovalores, diz-smigses autovalores s&o distintos.
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a matrizA. Tal propriedade € usada para desenvolvimento deste trabalho. Na proxima Secéo

sera feito o detalhamento desse método.

Observacéo 3.1.A medida quew, — 1, a matrizA tem dois autovalores que tendem a zero.

Quandow, = 1, a matriz apresenta dois autovalores complexos.

Observacéo 3.2.A medida que a ordem de quadratura aumenta, a matriz apresenta dois auto-

valores que tendem ao infinito.

Observacéao 3.3.As observacdes anteriores foram baseadas em testes numéricos. Nao foi feita
nenhuma demonstracdo matematica comprovando que tal fato ocorre sempre. Detalhes mate-

méticos sobre as observacgdes feitas acima podem ser encontrad&}.em [

Segundo36], as simetrias da funcao fase de espalhamento, apresentadas no @apitulo
p. 23, sdo responsaveis pelos blocos anti-simétricos apresentados BaX)y.Essa estrutura
da matriz, por sua vez, leva a certas simetrias nos autovalores e nos autovetores. Mobley, afirma

gue argumentos fisicos simples convencem que esta afirmacao é verdadeira.

3.7 Diagonalizacao

O sistema de EDO'’s, apresentado na BR%), apresenta dificuldade de ser resolvido,
pois as equacao estdoopladasou seja, as equacao envolvem mais de uma incégnita, com isso
€ necessario que tais equacgdes sejam resolvidas simultaneamente. Por outro lado se pudéssemo
escrever cada equacgéo dependendo de uma Unica varidvel, entdo cada uma poderia ser resolvide
independentemente de todas as outras, o que € uma tarefa muito mais facil. Seguindo essa
idéia, uma maneira interessante de resolver tal problema seria poder transformar o sistema num
sistema de equacdeesacopladpno qual cada equacdo contém apenas uma incégnita. Para
gue isso ocorra, é necessario transformar a matam uma matrizliagonal

Admita quezV, ..., 7Y) sejam os autovetores)g, ..., \y Sejam os autovalores as-
sociados a matriA. Forma-se, assim, uma matifzcujas colunas sdo os autovetores, como
tais vetores séo linearmente independentes, conclui-se glteA16t portantoP é inversivel e

assimP~! existe. Baseado nisso, pode-se concluir que

AP = PD, (3.28)
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ondeD é uma matriz diagonal contendo apenas os autovaloras kieltiplicando, a esquerda,

aEq. B.29 porP~!, obtém-se
PIAP =P 'PD = P !AP=D,

ou entao

A =PDP .
Usando a igualdadé = PDP~!, pode-se escrever o sister8a2) como

d

d—CL(C) = PDP'L(C) + S(C). (3.29)

Admita agora a transformacda¢) = Py((), entaodi(L(g) = IPd% y(¢), substituindo estas

igualdades na Eg3(29, obtém-se

d
]Pd_g y(¢) = PDP'Py(¢) + S(0),
multiplicando, a esquerda, ambos os lados da equacéo acir?a pabtém-se

p—lpdicy@ = P~'PDP'Py(¢) + P~1S((),

e assim

d
ac ¥1©) = Dy (C) +4(0), (3.30)

ondeq é o produto da matriz inversa dos autovetores pelo termo fonte. A3R{) (€ um
sistema deV equacdes diferenciais ordinérias de primeira ordesacopladaparay;, . . ., yy.

A solucao para esse problema é dada através do método do fator intedjastegrh a forma

¢
y(¢) = ePCc + / L q(7) dr. (3.31)

0

Aplicando a mesma transformagcéo, ou sé&jd,) = Py(¢), nas condi¢gdes de contorno,

tem-se

[L+(C) ] _ [Pu Pyo ] {%(C) ] _ {@11 Pi ] [L+(C) ] _ [ZA(Q ]
L(Q) Pa Pa | | y-(O) B Ba | | L_(O) () |
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ondeP; ; € a representacédo de cada bloco da matriz de autovet@tgséea representacéo de
cada bloco da matriz inversa de autovetores. Efetuando a multiplicacdo matricial acima, sera

obtido

y+(¢Q) = PuLi(¢)+PwL_(() (3.32)

y (¢) = p21L+(C)JF[P>22L—(O (3.33)

Seguindo a natureza do problema, fazrs€)) na Eq. 8.32), ey_({y) naEqg. B.39 e

assim obtém-se

y+(0) = PyuLy(0)+Py,L (0)

y_ (&) = PoiLi((o) + PaaL_(Co)

Agora observe das condicbes de contoi®@4), em( = 0, que se conhece apenas as
radiancias para as direcOes descendentes, ou seja, para as direcdesxujoRara os valores
de u; < 0, conhece-se os valores das radianciasiem (,. Dessa forma, os valords (0)
séo desconhecidos e os valores pard(,) também séo desconhecidos. A partir disso néo &
possivel determinar os valores ge(0) ey_({y)! No entanto, admita temporariamente que

p11L+(O) + HElgL_ (O) = kl e que]:@glL_F(C()) + H’S)QQL_ (Co) = kg, assim

y+(0) = ki (3.34)

Y- (G) = ko (3.35)

A matrizD, que aparece na E@.81), € uma matriz diagonal contendo apenas os auto-
valores da matriZ\. Admita que tais autovalores estejam organizados em ordem decrescente,
ousejat < Ay < --- <Ay <0 <Ay <Axy, <-o0 < Avog < Ay, € que ama-
triz de autovetores tenha sido organizada na mesma ordem de tais autovalores. Representa-se
por D~ uma matriz diagonal que contém apenas 0s autovat@gativos e porD*, uma ma-
triz diagonal que contém apenas os autovalpestivos Dessa forma, a solucas.81) pode

ser separada em duas partes, uma contendo apenas 0s autovalores negativos e outra contendt
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apenas os autovalores positivos, assim

¢
Y. (¢) =€ Se + / P g(r) dr (3.36)
0

¢
y_(¢) =P ey + / P Cg(7) dr. (3.37)
0

Agora aplicando a condicao de contori3034) na Eq. 8.36), e a condi¢ao de contorno

(3.39 na Eq. 18.37) tem-se, respectivamente

0
y.(0) = €% % + / 2 g (r) dr = ky
0

o
y(G) = " Cer+ / P g () dr = k.
0

Da primeira equagao tira-se que

¢ =k, (3.38)

e da segunda equacéo temos,
D+ « D+ D+ D+ 0 D+
ky =€ ¢y + / LT Ng(r)dr = ey =e 0k, — D70 / P C©-Tg(7) dr,
0 0
portanto

o 0
ey =e D0k, — / e P () dr = e Oky + / e 2 7q(r) dr. (3.39)
0 o

Substituindo'8.38) em 3.36) e (3.39 em 3.3%), tem-se

Y, (C) = €P Sky + / ‘ 2 g(r) dr (3.40)

0

0 ¢
y_(Q) = e |:6_D+<Ok2 +/ e_qu(T) dT:| +/ 6D+(<_T)q(7') dr.
o

0

Essa ultima equacédo pode ser escrita apds efetuar as devidas multiplicagfes

0 ¢
y (¢) = PO, / g (7) dr + / 2 ¢ g(r) dr. (3.41)
o 0
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Teorema 3.1.Sejaf uma funcéo integravel nos intervalos fechafla$), [a, c| e [c, b], ent&o

/acf(:c)der/be(x)dx:/abf(:c)dx

ondea < ¢ < b.

Aplicando o resultado do Teorema anterior na [3041), obtém-se

¢
y_(¢) = P70k, + / 2 g(r) dr. (3.42)
o

Portanto, a solucéo para as equacfes desacopladas, resultantes do sistema de EDO'’s,
(3.22) é dada pelas Eqsi340 e (3.42). A solugdoy(¢), se referem as dire¢des positivas,
(n > 0) avaliadas nos autovalores negativd3; ), e as solu¢deg_(¢) se referem as diregbes
negativas{u < 0), avaliadas nos autovalores positiv@B;"). As solugdes encontradas ainda
ndo podem ser avaliadas em funcao dos comentérios feitos na @&giRara contornar este
problema, é necessério voltar as variaveis originais, oulsgjg) e L_((), para isso usa-se a

transformacad.(¢) = Py((). Escrevendo a matriz2 em forma de matrizes de blocos, tem-se

L.(¢) - Pii Pro y+(¢)
L_(¢) Py Poo y-(¢)
Donde tira-se que
b=¢ ‘ D~ (¢—7) (1)
L Py P e’ “ky +/ e’ “g(r)dr
+Q) | _ | Pu Pu 0 | 043
L_(¢) Par Py eD+(<‘<0)k2+/ P () dr
o
ou entad
L. () B P P el ¢ 0 k, N
L—(C) IP)Ql PQQ O 6D+(C—CO) k2
¢
D= (¢—7)
Py, P / e q(r)dr 0
LN I N ¢ Pl (a4
Por Pa 0 /eDJr(C_T)Q(T)dT B2
o

“Na Eq. 8.44), considera-se o termo fongér) como um funcéo escalar. A multiplicagio da matriz inversa dos autovetores pelo vetor de
direcdesy, a qual foi comentada na E(B.80), esta associados aos vetofase B2.
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Para determinar os valores do vetor de constaitesplica-se a condi¢do de contorno
(3.29, L. (0), em B.44), assim tem-se

Li(0) | |Pu Py 10 k, .
L_(O) Py Py 0 €_D+§O ko
P, P 0 0
I 11 12 0 o ,81 (345)
Poy1 Poo 0 /6_ "q(r)dr B2
¢o
Agora, aplica-se a condigdo de contorBd?d), L_((y) em 3.44 obtém-se
L, (¢o) | Pu P el 0 k, N
L_(Co) Pgl ]P)QQ 0 ]_ kg
© o)
Py P / e’ 7 q(r)dr 0
n 11 2 . (1) B (3.46)

Py Py 0 0 ,32

Como sao conhecidos apenas os valoreb d@®) e L_((,), pega-se a primeira linha do
sistema8.45) e a segunda linha do sisten#46), efetuando as devidas multiplicacées matrici-

ais, obtém-se um novo sistema, o qual é possivel ser resolvido por algum método iterativo. Tal
sistema tem a forma

L+(0) ]PH ]P)126_D+CO kl
L_(¢) PyreP <0 P2y k,
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onde pode-se escrever

0
_Dtr
L.(0) 0 2P /go e q(t)dr 8, -
_ G =
L_(Go) IP’Q]_/ P (7) dr 0 B2
0
| B Pee R (3.47)
Pyye? Po k-

Nesse ponto, quando se define a fung@g, as Unicas variaveis desconhecidas no sis-
tema acima sdo exatamente os valores do vetor de conskantddeterminando tais valores,

volta-se ao sistem&(44), e aplica-se os valores encontrados na solucao do sistema acima.



Capitulo4

Problema Inverso

“A imaginacdo € mais
importante que a ciéncia, porque a
ciéncia é limitada, ao passo que a
imaginagéo abrange o mundo

inteiro.” (Albert Einstein)

Como comentado na introdug&o, um problema inverso consiste em determinar as cau-
sas baseado na observagéo de efeitos de certo fendbmeno. Essa relacdo causa-efeito pode se
representada matematicamente $oi) = ¢, ondeu € U representando as causgss Y 0s
efeitos, eF representa um operador matematico.

Segundo48], no problema direto, aplicam-se as leis conhecidas da fisicas, utilizando
parametros conhecidos (causas) para calcular a solucéo (efeitos). No problema inverso, faz-se
exatamente o contrario, ou seja, a partir dos efeitos conhecidos tenta-se estimar os parametros
ou funcdes que provocaram esses efeitos.

Segundob1], um problema inverso € definido matematicamente como mal-pitisto (
posed, se ndo assegura a existéncia, unicidade ou estabilidade da solugédo. Isso faz com que
problemas inversos sejam de dificil tratamento matematico. Na Fdgliréoi mostrado uma
representacao gréafica de problema diretproblema inverso.

Quando se trabalha com problemas lineares, discretos e finitos, o opéradaeduz
a uma matrizn x n, ondem € a quantidade de valores observados/medidos armazenados

num vetory = [y1,¥s,...,Ym)’, €n € 0 nimero de parametros a serem estimados no vetor

43
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Problema
Direto
/\
Togametos Dados

de Contorno Observados

Causas -
e Y Efeitos

Problema
Inverso

Figura 4.1:Representacao Gréfica. Problema Direto e Problema Inverso. FONTE: adaptad@|de [

i@ = [uy,us, ..., u,)T. Quandom = n, basta resolver o sisterdai = . Sem > n, entdo o

sistema é sobredeterminado, ou seja, ha mais dados que parametros a serem estimados. Ness:
caso, a solucdo pode ser encontrada via minimos quadrados, que consiste em estimar uma
solugéou, de forma que o quadrado da norma euclidiana do resigluo Au) seja minimo

[48]. Ou seja,

@ = min |if — A3 = min J (@),

ondeJ (i) é a fungéo objetivo.
Se o problema foexplicitq pode-se derivar a fungédo objetivo em relacdg.ak =

1,2,...,n eigualar a zero, assim obtém-se:

ATAT = AT,

A solucao desse sistema lineaé o minimante da funcao objetivo.

Neste trabalho, o operadsré ndo-linear discreto, representando a solucao do problema
direto da equacdo integro-diferencial descrita pela E212),(por algum método numérico.
Dessa forma, por ndo haver uma expressao analitica para achar a solu¢do, devemos adotar um
meétodoimplicito para a resolucéo do problema inverso, no qual buscamos encontrar a solugcéo
do problema de modo iterativo, caracterizando, assim um, problema de otimizacéo da fungéo
objetivo.

Admitindo quey = Yexp € AT = Ymog, dOIS Vetores com o mesmo nimero de entradas, a
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funcdo objetivo pode ser escrita como

J (&) = min Y |Fexp — Gimod3: (4.1)

=1

ondeyex, representa os dados experimentaig.gs representa o resultado numerico do “modelo
direto” para alguma solucao candidata

Sabendo que problemas inversos sdo mal-postos, a safugadduncao objetivo, Eq.
(4.1), na grande maioria das vezes, € instavel, onde pequenas variacdgg sraultam em
grande variacdo emi. Apesar de obtermos diferentes solucdes patadas elas ajustam os
dados observacionais, dentro de uma precisdo numérica adequada. Para contornar esse pro-
blema, sédo buscadas solu¢gées com maior suavidade, ou regularidade, ou estabilidade que ajuste

os dados. Serdo feitos mais comentarios sobre tais técnicas nadSegao

4.1 Formulacdo do Problema Inverso

Estabelecido o problema direto da Optica Hidroldgica, isto €, a distribuicdo do campo
luminoso a partir do conhecimento das propriedades oOticas do meio, bem como das condi¢des
de contorno, as quais esta sujeito o meio sob o0 qual a luz se propaga, o correspondente problema
inverso surge quando queremos determinar propriedades fisicas, fontes internas e/ou condi¢gbes
de contorno precisam ser estimadas a partir do conhecimento de medidas radiométricas tomadas
no interior da camada de agua.

Segundo42], em aguas oceanicas, a ndo-unicidade do problema inverso pode ser abor-
dada da seguinte forma: em uma determinada regido, a porcdo de agua até uma determinada
profundidade apresenta um conjunto de propriedades 6ticas (IOP’s) e uma distribuicéo de radi-
ancial, conhecida sob a agua. Quando mudamos as condi¢cdes de fronteira, como a dire¢éo dos
ventos ou a posicdo do sol sobre a superficie da agua, ocorre alguma mudanca na distribuicao
de radiancia que passara a ser£ L, embora as IOP’s continuem as mesmas. A partir disso,
podemos formular um problema inverso da seguinte forma: é possivel recuperar estas IOP’s
conhecendo essa variacao na distribuicdo do campo de luz? Admitindo que tivesse ocorrido
alguma alteracdo nas IOP’s, pode-se determinar se a variacdo no campo de luz foi provocada

pela mudanca nas condic¢des de fronteira ou nas préprias propriedades do meio?
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A nao estabilidade desse tipo de problema inverso mostra que pequenos erros nas me-
didas radiométricas podem levar a enormes erros nas propriedades do meio, ou até mesmo a
resultados sem significado fisic&g].

Nos ultimos anos, varias metodologias de inversao para problemas inversos em trans-
feréncia radiativa tem sido importante topico de pesquisa em muitos campos da ciéncia e da
engenharia3?).

Nestes Gltimos anos, varios estudos voltados a Optica Hidrolégica tém sido publicados.
A determinacao de fontes de bioluminescéncia emitidas por organismos marinhos foi assunto
de 49]. Estimacgéo de fontes de bioluminescéncia e condi¢cdes de contorno, foi trabalho de
[42,143,18,19,(7]. Estimacao de IOP’s, encontra-Z&].

Baseado no trabalho ddZ], onde o problema direto foi resolvido através do método
£ TSy, 0 qual estimou fontes internas e condi¢des de contorno, o presente trabalho segue a
mesma linha, ou seja, estimar fontes internas de bioluminescéncia e condi¢cdes de contorno,
no entanto utilizando o Método das Ordenadas Discretas, e apés a diagonalizacdo da matriz
resultante da aplicacao de tal método.

A formulagdo apresentada na E8.44) é valida para qualquer fontér) € C*[0, (ol
ondeC" representa o conjunto de todas as funcdes que tém pelo menos a primeira derivada
continua. Quando resolve-se um problema direto, o teffnpé conhecido, e como comen-
tado no Capitul@®, basta resolver as integrais que aparecem no sisteédd € determinar as
constantes usando as condig¢des de iniciais/contorno.

No problema inverso, o termg7), chamaddermo fonte pode ser substituido por al-
guma outra fungéo, onde tentamos determinar algum parametro que represente g(funcéo
utilizada no problema direto. Neste trabalho, sera substituido o termo fonte por uma Série de

Fourier do tipo

q(r) = = + ) arcos —, (4.2)

onde{a;}i—0.1.2.. - representa os coeficientes de Fourief’r,representa o periodo na série. Na

pratica, trunca-se a série em um numero finito de termos
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Usando tal fungéo no sistem@44), obtém-se as seguintes equacoes:

¢
L.(¢) = P11€D_<k1 + IP)12€]DJ+(<7<0)"?2 + Py / P Gy
0

a d kmT
50 + ; ay, cos T] drB+

¢ n
—+ Plg / €D+(€7T)
o

knT
+ ay cos — | d1fs,
k=1 L

ao
2

¢
L_(C) Z]P’zleD<k1+IP>22@D+(C‘<°)k2+IP12/ oD (¢=7)
0

¢
+P22/ D (¢~
¢o

Aplicando as condic8es de contori®24) nas equacdes acima, sera obtido

- k
% + ; ay, cos %] 1+

a
“o + Z aj, COS T] dTﬁQ

]P)lg/ DT + Ay COb — | dt ﬁl

o
L_(Co) PQl/ D (Go=7) [% + Zak cos k%] dr B,
0 k=1

_ Py el 0 k, (@43)
Py el <0 P2y k,

Héa o surgimento do seguinte problema: os coeficiefiigs_; » . S&o desconhecidos,
pois se estéa tentando estimar o termo fonte, e o vetor de constamrebéem € desconhecido!

Entéo, torna-se impossivel resolver o sistema acima por qualquer método numérico que nao
seja baseado em otimizag&o.

De fronte desse problema, resolve-se o problema inverso de duas maneiras. Uma de-
las consiste em deixar a encargo da rotina de otimizacao a determinacao do valor de todas as
constantes, e a outra consiste em usar os valores dos coeficientes de contorno que retornaram
do problema direto, e assim, as Unicas constantes que a rotina determinaria seriam as referentes

aos coeficientes da série. Em ambos 0s casos, a solugéo é baseada na minimizacéo do funcional

J (&) = min Y |fexp — AZ[3, (4.4)

i=1
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ondex € um vetor de constantes que contém as constantes coeficientes da expansao

em série, no primeiro caso. Observe que isso € possivel, pois a segunda expressédo do lado

esquerdo da Eg.4(3) representa uma soma, portanto, ndo ha nenhum problema quanto as

dimensdes dos vetores apresentados no funciddl (Portanto, atribui-se uma estimativa

inicial para tais valores desconhecidos, e entédo resolve-se o sistema. Caso a estimativa inicial

nao seja adequada, a rotina de otimizacdo se encarrega de determinar uma nova estimativa. Para

0 segundo caso, procede-se da mesma forma, ou seja, dando um chute inicial para as constantes

da série. O processo, em ambos 0s casos, para quando o valor minimo do funcional for atingido.
No primeiro caso, 0 sistema sempre apresentara solucéo para qualquer estimativa inicial,

pois quem determina se existe ou ndo solucao para o sistema é a matriz de autovetores que

aparece no lado direito da E@.®)! Para mais detalhes, com exemplos, ver Capfiulo

4.2 Técnicas de Regularizacéo

Seria bom se fossem conhecidos os valores exatak,gle Mas isto na pratica néo
acorre, devido a erros de medicéo, imprecisdo dos aparelhos utilizados, etc. Entdo o que se
conhece, na realidade, séo os valoreg.ggoerturbados com algum nivel de ruidoconforme
comentado na introdugéo. Assim, séo conhecidos, na realidade, os valores aproxinjagps de
gue chamaremos c@p. Essa pequena perturbacdo nos dados experimentais torna sensivel o
problema inverso, e com isto, o calculo de uma solucéo aproximada significativa e estavel desse
sistema geralmente requer que seja substituido por outro sistema préximo e que seja muito
menos sensivel as perturbacdes. A essa substituicdo da-se o nome de regularizacao.

Baseado nisso, em vez de minimizar o funcional definido€1d),(minimiza-se o se-

guinte funcional

T (&) = min Y & — Gimedl3 + 7UE), (4.5)

=1
onde~ é um escalar positivo, chamado parametro de regularizacdce 2 € um operador
matematico, chamaduperador de regularizacao.
Como comentado no inicio deste capitulo, o acréscimo do tefnid) ao funcional
tem a finalidade de ajustar os dados com maior suavidade, ou regularidade, ou estabilidade. A

referéncia 48] afirma que existem trés maneiras de obter um bom resultado para a solu¢éo do
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problema com tal/tais caracteristicas.
A primeira é impor uma restricdo as solu¢des candidatas, de modo que se admitam
somente aquelas que atendam a um critério de suavidade. Logo, pode-se minimizar o funcional

(4.1), que pode ser escrito como

J (%) = min ) |fap— Gimedll3 stjeitoa |23 < o7, (4.6)

=1
ondep é o grau de tendenciosidade maximo, ou suavidade maxima. Esse é o caso onde h&
maximo ajuste dos dados, isto é, ajuste quase exato para uma determinada suavidade, onde se
escolher de modo a solucionar o problema dado pela &c)(
De forma andloga, uma outra abordagem, pode-se escolher uma solu¢do que minimize
|QUD)]2 para|gsy, — Umodlz < €, ondes é o erro maximo permitido no ajuste dos dados.
Neste caso existe uma maxima suavidade da solucéo, sujeito aos dados experimentais a serem

ajustados dentro de uma precisdo menor ou igual aos erros.

J(#) = min [Q7)[3 sujeito a [Fep — dimodl3 < €.
E, por fim, uma terceira abordagem que encofirde modo que ambas as restricdes sejam

satisfeitas, isto €,

|76 = Gmodl2 < & € QD)2 < p, (4.7)

gue é equivalente a resolver o proble@d)
O valor de v deve ser escolhido de forma que atenda ao compromisso entre
suavidade ajuste dos dados, isto é, ndo pode ser tdo alto que suavize demais, nem tédo baixo

gue pouco regularize a solugéo.

4.2.1 Regularizagéo de Tikhonov

A regularizacdo de Tikhonov € um dos mais populares métodos de regularizacdo para
problemas mal-postos. O inicio desse estudo deu-se por volta da década de 40 a 50, por
A. N. Tikhonov. Segundo42], Tikhonov iniciou suas investigacdes a respeito do mal-
condicionamento de um problema inverso associado ao problema de Cauchy para a equagéo

de Laplace, formulando o problema inverso como um problema de otimizacdo. Detalhes dessa
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regularizacdo podem ser encontradas/&8n28, 38, 37, 51].

Existem trés tipos de regularizacdo de Tikhonov, as quais séo:

1. Regularizacédo de ordem zero, a qual é definida matematicamente por

EE
=1
Esta leva em conta a magnitude dos elementog de

2. Regularizacéo de Tikhonov de primeira ordem, ou ordem um, a qual considera uma apro-

ximacdao da primeira derivada deee é definida por
Q&) =) (2 — 2im1)?,

=2

3. Regularizacao de Tikhonov de segunda ordem, ou ordem dois, definida por

i
L

QD) =Y (Tip1 — 2z +x01)%, (4.8)

i

[|
I\

a qual considera uma aproximacao da segunda derivada de

A constantey representa o numero total de parametros/variaveis a serem regularizadas.

4.3 Escolha do Parametro de Regularizacao

A escolha do parametro de regularizacdo ndo segue critérios analiticos exatos, pode-se,
assim, qualificar tal escolha como um procedimento de tentativa e erro. Em geral procede-se
a inversao do problema para varios valoresydeavalia-se qual € o valor mais adequado em
funcdo da suavidade da solucéo inversa. De um modo geral, valores muito altp$quascem
curvas muito suaves (excessivamente lisas), tendendo a perder consisténcia com os dados do
problema. Por outro lado, valores muito baixos pagiminam a influéncia da regularizacéo,
levando a distribui¢cdes irregulares na solucédo do problema. Dentre os métodos de escolha de
tal parametro citaremos dois: R¥incipio da Discrepancia de Moroza/o Método de Hansen

Os valores dey a serem testados aumentam com um passo logaritmico, da seguinte

forma:
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1. Minimiza o funcional 4.5) com~, = 0, e salva o valor d@(fxp — Ymod|3;

2. Inicia um contador; = 1, e atribui-se um valor para — 0 e um valor final parg = ~;;
3. Minimiza o funcional 4.5) parav;;

4. Salva os valores de, ngﬁxp — Umod|5 € 2(T);

5. Faz-sep; 1 = - 101, testa sey11 < 7y. Se sim, volta ao item 3, caso contrario,

6. Fim.

O termo] 4/3,,— Jimod|3 € chamado dfidelidade e o termd(Z) é chamado dsuavidade

O grafico resultante, em escala log-log, de tal algoritmo é mostrado na Bigura

A

o QX

\

€ Ivasval

Figura 4.2:Gréfico da curvgQ ()| x | *eéxp — mod|3. FONTE: adaptado de48).

O passo logaritmico para a buscayde) se justifica através da FigudaZ, que recebe o
nome decurvaL. Observe que em intervalos da curva-L mais préximos ao eixo vertical, uma
pequena variagdo deresulta em grande varia¢cdo no valor|§¥z)|. O mesmo ocorre com
relacao aqggxp — Jmod|3, Para os intervalos da curva-L mais préximos do eixo horizontal. Por-
tanto, o passo logaritmico ameniza o efeito dessas variacdes bruscas nesses intervalos criticos,
tornando a busca dgc) mais eficiente. O valor de,,; € encontrado através do Principio da

Discrepancia de Morozov e o valor dg é pelo método de Hansen.

4.3.1 Principio da Discrepancia de Morozov

O Principio da Discrepancia de Morozac8;/[ 48], € baseado na busca de uifz), tal

que||37,§xp — Ymod|2 = €. Parte-se do pressuposto de que o etrparay = v(e), conseqliente
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de ruido nos dados observados, é corretamente estimado. Para o caso em que os dados experi
mentais estdo contaminandos por ruido aditivo, independente e gaussiano, o valor esperado do

residuo é dado por

E(€2) = E(“y_gxp_ gmod”g) - Z (52 = m52,
=1

onded representa o ruido nos dadosyieo niumero de dados observados/medidos. Portanto,
tendo uma estimativa pard, pode-se fazer a busca da solucéo utilizando o critério de Moro-
zov. Um algoritmo para busca do parametro de regularizacao, utilizando tal método, pode ser
encontrado enég].

A aplicacdo desse método produz a curva apresentada da Eigume entanto, o valor

otimode~ é determinado pela Ec4.(7).

4.3.2 Meétodo de Hansen

O valor devyy, mostrado na Figurd.2, corresponde a um método de busca decali-
zado no ponto da curva onde sua curvatura € maxima. A escolha recai nesse ponto, pois € onde
se d4 a relacao mais equilibrada de suavidageiste dos dados (fidelidade), e onde a variagéo
de~ € reduzido. Tal método € denominaiétodo de Hanserou método da curva-L, o qual
ndo requer nenhuma informagéo prévia da solutaser estimada, nem qualquer informacao
da discrepancia dos valores obtidos com a solugdacontrada.
Apesar de ndo existirem resultados tedricos rigorosos que provem a eficiéncia dessa

metodologia, as experiéncias mostradas/28hdemonstram a robustez de tal método.



Capitulo5

Simulacdes Numeéricas

“Os numeros governam o

mundo.” (Platao)

O problema trabalho aqui é formulado como apresentado né@8Eg) para o problema

direto, onde o termo fontg () usado é dado pela seguinte expressao

K ) (5.1)

) :“( e

onde(, representa a profundidade maxima; um escalar com a finalidade de “dosar” a inten-
sidade da funcédo fonte. A representacdo grafica para tal funcdo € mostrada n&Higra

valor dex que aparece na Edb.Q) foi adotadox = 0.25 para todos os casos de teste, fazendo
assim com que em todos os casos a intensidade da fonte n&o ultrapasse tal valor. O valor para o
albedo de espalhamento simples, adotado fokwy = 0.9, e o0 termag, presente na fungéo de

fase de Henyey-Greenstein, foi adotado com sendd).9.

5.1 Parametros Utilizados no Problema Direto e no Problema Inverso

Para resolucéo de tal trabalho, foram feitos varios modelos. Dentre esses, foram esco-
Ihidos alguns casos para estudo. A Taltela apresenta os valores dos parametros utilizados.
De posse dessas informacgdes, foram selecionados os casos de estudo conforme mostrado na
Tabeleb.2.

As condicfes de contorno foram consideradas constantes, para as direcdes conhecidas,

53
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Representagao Grafica do Termo Fonte do Problema Direto
T T T - T T T

0.25

0.2 —

0.05 b

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 5.1:Representacao grafica do termo fonte utilizado no Problema Direto.

Tabela 5.1Parédmetros utilizados no Problema Direto e Problema Inverso, para a geracao do banco de dados de
estudo.

Ordem de quadratur® | Profundidade (m)| Pontos de ObservacdoTermos na Série Ruido nos Dados
5 6ell
20 10 1l1e21 3als 5% e 10%
15 16e31
5 6ell
40 10 1l1e21 3als 5% e 10%
15 16e31

Tabela 5.2:Casos de estudo para o Problema Direto e o Problema Inverso.

Ordem de quadratur® | Profundidade (m)| Pontos de ObservacdoTermos na Série Ruido nos Dados
5 6ell
20 10 l1e21 8 10%
15 16e31
ou seja,
(5.2)
L () = 0.0

A minimizacdo do funcional apresentado na Ed.1) deu-se através das radiancias

como dado de inversdo. Na Tab&l&, sdo apresentadas as abreviaturas da legenda nas figuras.

Tabela 5.3 Abreviaturas na legenda das figuras.
Exa Valor Exato
Est Valor Estimado
EsfRY | Valores Estimados Sem Ruido nos Dados
EsfRY | valores Estimados Com Ruido nos Dados
Estre | Valores Estimados Com Regularizacéo
Eskre Valores Estimados Sem Regularizacdo
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5.2 Resultados do Problema Direto

No problema direto, o Unico termo que afeta a solucao para cada caso é a profundidade
e 0s pontos de observacao, para cada ordem de quadratura escolhida. Nao serdo apresentada
aqui, todas as figuras dos casos testes. Serdo apresentadas apenas quatro graficos para ilustrar

solucéo obtida.

05

Profundidade Ordem de Quadratura Profundidade Ordem de Quadratura

(@ (b)

Figura 5.2:Radiancias calculadas pelo modelo direto, usando a fonte parabélica, com 10 m de profundidade e 21
observagdes. (a) com ordem de quadratia= 20. (b) com ordem de quadraturs = 40.

Ordem de Quadratura

Profundidade Ordem de Quadratura Profundidade

(@ (b)

Figura 5.3:Radiancias calculadas pelo modelo direto, usando a fonte parabdlica, com 5 m de profundidade e 6
observagdes. (a) com ordem de quadratia= 20. (b) com ordem de quadratus = 40.

Como podemos observar, para mesma ordem de quadratura e mesma profundidade,
mesmo com diferentes pontos de observacao, os graficos sdo “praticamente” idénticos. A in-

fluéncia dos pontos de observacéo afeta o problema inverso, que sera comentado mais adiante.
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5.3 Problema Inverso sem Ruido nos Dados

O primeiro passo ao se resolver um problema inverso, é resolve-lo usando os dados
exatos. Isso so € possivel quando se trabalha com dados sintéticos, ou seja, dados obtidos por
meio de computador, que € o caso do presente trabalho. Os dados (radiancias) utilizadas como
dados de inversao foram obtidos através da solucdo da Equacao de Transferéncia Radiativa em
computador, simulando, assim, possiveis medidas radiométricas dbsitasForam adotados
dois métodos de estimativa: estimativa simultanea de fronteira e fonte, e estimativa somente da

fonte.

5.3.1 Estimativa de Fronteira e da Fonte

Em todos os casos testados, fazendo estimativa de fronteira e fonte, com dados de in-
versdosemruido, as inversées ocorreram, isto é, a fronteira e a fonte foram reconstruidas. A
reconstrugcao nao foi “boa”, da fonte, apenas nos casos em que foram utilizados poucos termos
na série (3 ou 4) e poucos pontos de observacao (6 observacdes para 5 metros), mesmo assim
o funcional7 (¥) — 0. Nas Figura%.4, 5.5 e5.€ é apresentada a reconstrucéo da fonte, e nas

Figurash.7,5.8 e5.€ sao apresentadas as fronteiras recuperadas.

Fonte Exata e Estimada

1 1 1 1 1
0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
Profundidade

Figura 5.4: Fonte recuperada com ordem de quadratwa= 20, (;, = 5, 6 observacdes e 3 termos na série.
Dados de inversédo sem ruido.

Observe que as Figur&st e5.6 apresentam a mesma reconstrucdo, mesmo para pro-
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Fonte Exata e Estimada
0

L L L L L
0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5
Profundidade

Figura 5.5:Fonte recuperada com ordem de quadrativa= 20, ¢, = 5, 11 observacdes e 3 termos na série.
Dados de inversao sem ruido.

Fonte Exata e Estimada
0

Profundidade

Figura 5.6:Fonte recuperada com ordem de quadratwa= 20, (, = 10, 11 observacdes e 3 termos na série.
Dados de inverséo sem ruido.

fundidades distintas. O que esta influenciando € o nimero de observacdes que foram feitas. Ja
nas Figura%.7,5.8 e5.S, sdo apresentadas as respectivas fronteiras recuperadas para as fontes
apresentadas nas Figutad, 5.5e5.6.

Nas Figura$.1(0 5.11e5.12 sdo apresentados 0s mesmos casos mostrados nas Figu-
ras5.4,5.5e5.6, no entanto, com 8 termos na série.

Nas Figura®.13 5.14e5.15sao apresentadas as fronteiras recuperadas para os casos
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Fronteira
35 T

© Exa
% Bslsr

25F

15r-

0.5

L L L L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Direcdes

Figura 5.7:Fronteira recuperada com ordem de quadratu¥a= 20, {; = 5, 6 observacdes e 3 termos na série.
Dados de inversao sem ruido.

1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Direcbes

Figura 5.8:Fronteira recuperada com ordem de quadratuva= 20, (, = 5, 11 observacdes e 3 termos na série.
Dados de inversédo sem ruido.

de fonte, respectivamente, mostrados nas FighuE$ 5.11e5.12 Como se pode observar,
aparentemente, o numero de termos na série néo influencia a reconstrucao das fronteiras.
Como falado anteriormente, os casos aqui mostrados tratam-se dos “piores” casos, (Fi-
gurash.4,'5.5e5.6), onde a reconstru¢ao nao foi boa, comparada com os demais casos (Figu-
ras5.1(05.11e5.12) e, mesmo assim, temos uma “boa” aproximacao para a fonte e a fronteira.

Deve-se observar também que o nimero de termos na série afeta a reconstrucdo das fontes.
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Fronteira
G o)

25F

151

0.5

L L L L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Direcdes

Figura 5.9:Fronteira recuperada com ordem de quadratuva= 20, (, = 10, 11 observacdes e 3 termos na série.
Dados de inversao sem ruido.

Fonte Exata e Estimada

1
0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
Profundidade

Figura 5.10:Fonte recuperada com ordem de quadratuva= 20, {, = 5, 6 observacdes e 8 termos na série.
Dados de inverséo sem ruido.

Sabe-se que, na pratica, ndo se tem disponiveis os valores exatos das radiancias, e sim,
valores aproximados. Para simular tal situacdo, adiciona-se uma pequena perturbacao nos dados
resultantes da solucdo da Equacao de Transferéncia Radiativa. Na proxima Secao, sera tratado

disso e serdo apresentados os resultados de inversdo obtidos com esses dados perturbados.
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Fonte Exata e Estimada
0.35 T T T

0.3 q

L L L L L
0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5
Profundidade

Figura 5.11:Fonte recuperada com ordem de quadratwa= 20, (, = 5, 11 observagdes e 8 termos na série.
Dados de inversdo sem ruido.

Fonte Exata e Estimada
0.35 T T T

© Esa
=¥ Est

0.3

Profundidade

Figura 5.12:Fonte recuperada com ordem de quadratwa= 20, (, = 10, 11 observac8es e 8 termos na série.
Dados de inverséo sem ruido.

5.4 Problema Inverso com Ruido nos Dados e a Técnica de Regularizacéo

Como citado anteriormente, todos os problemas foram resolvidos usando as radiancias
como dados de inversdo. Tais valores foram obtidos através de computador (sinteticamente) e
acrescidos de um nivel de ruido gaussiano de 10%. A otimiza¢éo do problema inverso foi feita
de modo iterativo, usando como rotinas de otimizacédo a Biblioteca NAG, a qual resolve tais

problemas de otimizacdo baseado na minimizacao do funcional definido rid. Bgsyjeito a
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L L L L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Direcdes

Figura 5.13:Fronteira recuperada com ordem de quadratuva= 20, {, = 5, 6 observaces e 8 termos na série.
Dados de inversado sem ruido.

Fronteira
35 T

© Exa
* Else

25F

15F

1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Direcbes

Figura 5.14Fronteira recuperada com ordem de quadratu¥a= 20, {, = 5, 11 observacdes e 8 termos na série.
Dados de inverséo sem ruido.

restricbes para os valores do vefaa ser encontrado.

A técnica de regularizagéo adotada foi a de Tikhonov de ordem 2, e a busca do par&dmetro
de regularizacgao foi baseada no principio da curva-L, ou Método de Hansen, conforme definido
na Secaal.3.2 Primeiramente buscou-se minimizar o funcional definido pela &d), (para
dados de entrada sem ruido (resultados mostrados anteriormente), e posteriormente o funcional

definido da Eq.4.5), para dados de entrada com ruido.
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Fronteira
35 T
© Exa
% Bslsr
3
25
2
15
1
0.5
ok
_05 L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Direcdes

Figura 5.15:Fronteira recuperada com ordem de quadratuva= 20, {, = 10, 11 observacdes e 8 termos na
série. Dados de inversao sem ruido.

Seguindo a idéia anterior, ou seja, fazendo a reconstrucéo simultanea de fronteira e fonte,

e aplicando a regularizagéo diretamente nos coeficientes de contornak(vetesente na Eq.

(4.9) e nos coeficientes da sérigy; }i—o12,..7, tem-se como resultados para fronteira e fonte

os graficos mostrado na Figusdl&

Fontes Estimadas
¥* T

Fornteiras Recuperadas
35 T T T T

+ Est ., Gamma=0.005
e 4 - Est,, Gamma=0.5
' - - Est ., Gamma=2.518

+ Est.,, Gamma=0.005
- ES[CR' Gamma=0.5
- ES[CR' Gamma=2.518

05 AR
.
WMot
WV
¢ O 0 v
\
~0.05 I I I I I —05 I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Profundidade

Ordem de Quadratura

(@ (b)

Figura 5.16:Fonte e fronteira recuperadas, aplicando a regularizagéo diretamente em todas as variaveis a serem
estimadas, usando vérios valores para Ordem de quadraturaV = 20, 8 termos na sériej, = 10 com 11

observacdes. (a) Fonte. (b) Fronteira.
Observa-se que os resultados ndo séao bons, pois quando utilizamos um valor muito

pequeno parg, a regularizacdo ndo afeta os resultados e, a medida que sdo aumentados 0s

valores paray, este também néo traz bons resultados.
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Uma outra idéia que testada foi a de se utilizar dois parametros de regularizagdo, um para
os coeficientes do contorno e outro para os coeficientes da série. Nessa tentativa foi montado

um funcional de otimizag&o conforme mostrado na equagao abaixo,
T(@) = |15 — Feael|5 + 72E) + 52(a),

ondek representa os coeficientes do contornf) eepresenta os coeficientes da série, e
sao parametros de regularizacao.

Novamente ndo se obteve bons resultados, pois além de ter dois caminhos de busca para
tais parametros, o que seria responsavel pela regularizacdo dos coeficientes da série possuia
ordem de grandeza muito elevada, ndo que isso ndo fosse permitido, mas dificultaria muito
a determinacao de tal valor. E, ainda, os métodos de regularizacdo para os coeficientes do
contorno seria diferente do método de regularizacdo para os coeficientes da série.

Outra idéia testada foi aplicar a regularizacéo diretamente nos valores funcionais da

fonte e nos valores de fronteira. Tais resultados sdo mostrados nas Bidur&omo se pode

Fontes Estimadas Fronteiras Recuperadas
T T

+ Est g, Gamma=0.005
Est g, Gamma=0.5  [|
o Gamma=2.518

e
e Gamma=0.005
o Gamma=0.5
Gamma=2.518

I I I I I I I I I I I I
5 6 7 8 9 10 [ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Profundidade Ordem de Quadratura

Figura 5.17:Fonte e fronteira recuperadas, aplicando a regularizacéo nos valores funcionais da fonte e nos valores
de fronteira, usando varios valores pata Ordem de quadraturay = 20, 8 termos na sérigj; = 10 com 11
observacdes. (a) Fonte. (b) Fronteira.
observar, ndo se obteve sucesso novamente na reconstrucdo simultanea de fronteira e fonte. O
problema aqui exposto é 0 mesmo mostrado nas Figuiés

Em funcgéo de tal problema, entdo, buscou-se regularizar somente os valores funcionais

da fonte em cada ponto de observagéo, assim, ndo havendo preocupac¢édo mais com os valores

do vetor de constanté&se nem com os valores dos coeficientes da série.
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Nas proximas paginas, serdo apresentados os resultados de cada problema teste, bem
como 0s comentarios necessarios. Os valores aqui mostrados para o parametro de regularizacgéo,
apresentarao apenas quatro casas decimais, no entanto o codigo que resolveu todos 0s casos aqt

expostos rodou com precisédo dupd@ble precisioh

5.4.1 Estimativa de Fonte

Nesta Secédo serdo expostos resultados aplicando a técnica de regularizacdo nos casos
onde é feita a estimativa somente do termo fonte.

Problema 1:

Nesse problema consideremos o caso conforme descricdo nas legendas. Pode-se ob-
servar que houve a reconstrucdo da fonte para dados de inversdo sem ruido, mas para dados
com ruido ndo ha uma boa representacdo. Inserindo a regularizacédo, pode-se observar pela

Figura5.20que esta ndo apresenta o formato de L, como desejado.

Termo Fonte
0.25 T T T

T
© Exa
+ |9 e
co + Est™R

0.2

0.15

0.1

0.054‘

1
0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
Profundidade

Figura 5.18:Fontes recuperadas com ordem de quadratiira= 20, (, = 5, 6 observacdes e 8 termos na série.
Dados de inversao com e sem ruido.

Nesta situacdo ndo ha um valor pargue suavize as variacfes apresentadas na inversao
com dados perturbados com ruido. Apesar da curva-L ndo se formar, mesmo assim foram tes-
tados alguns valores dealeatorios para uma possivel reconstru¢cdo, mas nada foi conseguido.

Problema 2:

Este problema, Figurds2l,5.22e5.23trata-se do mesmo considerado na Figufd.
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Radiancias
35 T

T
-6- Est®
% Esieg
+ Est™R

25F

15r- q

0.5

L L L L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Ordem de Quadratura

05 1 1 1 1
0

Figura 5.19:Fronteiras recuperadas. Ordem de quadratu¥a= 20, (, = 5, 6 observacdes e 8 termos na série.

10

10 F E

10°F E

10°F 3

10F E

10 ‘0 2 ‘c 3 ‘0 4
10~ 10 10

Figura 5.20:Curva-L obtida com varios valores detestados. Limites para = 1.0 - 10~%...1000.0

Para este caso foram obtidos os seguintes resultados. Apesar da oscilacdo presente na fonte re-
construida sem a regularizacao, com a aplicacdo da regulariza¢éo foi obtido um 6timo resultado.
Pode-se observar que o formato do grafico de testesapeesenta um formato bem acentuado,
representando a influéncia do termo de regularizacéo no problema. Fazendo uma comparacéo
desse caso com o problema 1, tem-se a mesma profundidade para ambos os problemas, no en-
tanto, no primeiro temos muito pouca informacgéo do meio, ao contrario do segundo problema.

Isso nos diz que o nimero de pontos de observacgao esta influenciando na reconstrucéo do termo
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Termo Fonte
0.35 T T T

T
© Exa
+ + % BSlcre
0.3} B S 4 Est®RU H

L L L L L
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Profundidade

Figura 5.21:Fontes recuperadas com ordem de quadratiyfra= 20, {; = 5, 11 observagfes e 8 termos na série.
Dados de inversdo com e sem ruido.

Radiancias
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© EstR
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25F
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Ordem de Quadratura
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0

Figura 5.22:Fronteiras recuperadas. Ordem de quadratuva= 20, (, = 5, 11 observacdes e 8 termos na série.

fonte.

Problema 3:

O problema aqui considerado, Figutag4, 5.25e5.26¢€ o apresentado na Figusala
Nessa figura, pode-se observar que a idéia de regularizacao la aplicada néo resultou em bons
resultado. Porém, aplicando a idéia dos dois problemas anteriores obtém-se os seguintes resul-
tados. Observou-se que a técnica de regularizacédo bem aplicada, ao contrario da apresentada na

Figurab5.16 nos da bons resultados. Comparando esse problema com o problema 1, observa-se
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10

10°F E

107k B

10~ I I I I I I

Figura 5.23:Curva-L obtida com varios valores detestados. Valor utilizado de = 63.09573.

Termo Fonte
0.3

4
e

T
© Exa
- Esloge
4 EstCRY

-0.05 1 1 1 1 1 1 I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Profundidade

Figura 5.24:Fontes recuperadas com ordem de quadratiira= 20, (, = 10, 11 observacdes e 8 termos na série.
Dados de inversao com e sem ruido.

gue o espacamento entre 0s pontos de observacdo € o mesmo, no entanto, s&o em maior nimero
0 que nos fornece mais informacdes sobre o problema.

Problema 4:

Nas Figura®.27,5.28e5.29considerou-se um caso que néo foi comentado nos exem-
plos anteriores. Os valores para 0s parametro sdo mostrados na legenda de cada figura.

A determinacao do parametro de regularizacao para esse problema apresentou grande

dificuldade, devido a curva-L ndo apresentar um formato tdo acentuado como nos problemas
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Radiancias
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Figura 5.25:Fronteiras recuperadas. Ordem de quadratu¥a= 20, {, = 10, 11 observacdes e 8 termos na série.

10

10 | 1

10" ‘0 5 ‘07
10~ 10~

Figura 5.26:Curva-L obtida com vérios valores detestados. Valor utilizado de = 25.11886.

anteriores. Para se conseguir isso, foi necessario testar valores para tal parametro entre 1 e
12.000! A escolha foi feita baseada nos casos anteriores, porém, nesse caso € necessario tomat
cuidado na escolha de tal parametro, conforme citad4€mg. 69.

Problema 5:

Nas Figurass.3Q 5.31 e 5.32 considerou-se 15 metros de profundidade. Este caso
€ semelhante ao exposto nos problemas 1 e 3, onde tem-se 0 mesmo espagamento entre as

observacoes.
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Termo Fonte
0.35 T

T
© Exa
* BSler
e

+ Est®R
03f 8

5
Profundidade

Figura 5.27:Fontes recuperadas com ordem de quadratiyra= 20, {; = 10, 21 observacdes e 8 termos na série.
Dados de inversdo com e sem ruido.
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Figura 5.28:Fronteiras recuperadas. Ordem de quadratuva= 20, {; = 10, 21 observacdes e 8 termos na série.

Porém, se pensarmos no problema como sendo um sistemadifiean, no problema
1 temos variaveis livres, pois estamos com 8 incégnitas (termos na série) e 6 observacdes.
Isso faz com que o sistema apresente mais de uma solucdo. Como é visto em tal problema, a
regularizacdo nao traz os resultados desejados. Ja no problema 3, pensando da mesma forma,
temos 8 incognitas e 11 observacdes, isso faz com que ndo se tenha variaveis livres, fazendo

assim gue o sistema apresente solucdo quando a regulariza¢éo é inserida.
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Figura 5.29:Curva-L obtida com varios valores detestados. Valor utilizado de = 39.81071.

Termo Fonte
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0.3 q

Profundidade

Figura 5.30:Fontes recuperadas com ordem de quadratiira= 20, (, = 15, 16 observacdes e 8 termos na série.
Dados de inversao com e sem ruido.

O problema 5, apresenta-se na mesma situagédo do problema 3, mas no problema 5, o
namero de observagfes € muito maior que o numero de incégnitas. Baseado nisto, e observando
a Figurab.3Q o ruido nos dados néo influenciou muito na solucéo do problema inverso, o que
permite afirmar que, em funcéo desta diferenca entre termos na série e observacdes, a solu¢cédo do
problema torna-se de “facil” obtencéo. Por outro lado, a escolha do parametro de regularizacéo
tornou-se mais dificil, pois foi necessario testar valores panatre1.0 - 105 e 3.000.

Problema 6:
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Radiancias
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Ordem de Quadratura

Figura 5.31:Fronteiras recuperadas. Ordem de quadratu¥a= 20, {, = 15, 16 observacdes e 8 termos na série.
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Figura 5.32:Curva-L obtida com vérios valores detestados. Valor utilizado de = 63.09573.

Nesse problema, mesmo com a insercao de ruido nos dados, a fonte reconstruida € muito
préxima da fonte verdadeira, dessa forma, torna-se desnecessario a regularizacdo. O motivo
pelo qual a fonte foi bem reconstruida, deve-se ao fato de que temos muita informacgéao do meio.

Atribuimos tal resultado ao fato de haver muito mais observac¢des do que termos na série,

0 que faz com que a solucao do problema se torne estavel e de facil obtencéo.
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Termo Fonte Radiancias
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Figura 5.33:Estimativa de fonte e fronteira. Ordem de quadrati¥va= 20, ¢, = 15, 31 observacdes e 8 termos
na série. (a) Fonte. (b) Fronteira.



Capitulo6

Conclusoes e Sugestoes

O Problema Inverso aqui trabalhado € de estimacgéo de funcdo, no entanto, a funcao
incégnita a ser estimada foi parametrizada por uma série de Fouried.B)j.e(a estimativa
recaiu sobre os coeficientes da série. Dessa forma, passou-se de um problema de estimativa
de funcdo para um problema de estimativa de parametros (coeficientes da expansao). Uma
dificuldade maior recai sobre o problema aqui tratado, porque sao dois tipos diferentes de para-
metros/funcdes a serem estimados. Coeficientes da série para a fonte e os proprios valores das
condic¢des de contorno.

O numero de termos que foi utilizado para a reconstrucdo da fonte no exemplos mos-
trados foi escolhido baseado em observacdes de todos 0s casos testes, nao foi feita por algum
critério mais especifico. Uma estratégia para tal estimativa seria a TSVD (Decomposi¢cdo em
Valores Singulares Truncada), onde o numero de termos (ordem de truncamento) € o operador
de regularizagéo, e este nimero poderia ser determinado por algum critério: discrepancia ou
entdo a curva-L.

Além dos 6 problemas apresentados aqui, foram feitos outros testes com outro nimero

de termos na série. As conclusdes obtidas foram as seguintes:

1. em todos os casos apresentados na T&bgla fonte e a fronteira foram recuperadas para

dados de inversao sem ruido.

2. Como visto pelo problema 6, quando se trabalha com muitos pontos de observacéo, o
ruido nos dados praticamente ndo afeta a reconstrucéo do problema. Isso foi verificado

para qualquer numero de termos utilizados na série, a partir de 21 pontos de observacéo.

73
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3.

10.

Aplicando a técnica de regularizagdo em todas as as variaveis do problema, conforme
Figura5.16 em nenhum caso, foram obtidos bons resultados. O mesmo € valido para o

caso apresentado nas Figusak7

. Para os casos onde estimou-se a fonte, os problemas onde nao ocorria a reconstrugcéo da

fonte eram 0s que apresentavam poucos termos na série e poucos pontos de observagodes.
Tal fato é apresentado nas FiguEatg 5.19e5.2Q Se colocados mais termos na série,

a reconstrucao se tornava cada vez “pior”, diminuindo o nimero de termos, entdo a re-
construcdo apresentava menos oscilacdes, mas mesmo assim nao era possivel obter bons

resultados.

. Foram feitos também alguns casos de estimativa apenas de fronteira, mas néo foi possi-

vel encontrar um valor para o parametro de regularizacdo que diminuisse as oscilacdes

presentes em fungéo da insergéo do ruido.

. Um possivel idéia a ser testada seria trabalhar com dois parametros de regularizacao, con-

forme comentado anteriormente.

. Utilizar fungBes ortogonais para a estimativa de fonte e fronteira.
. Investigar o efeito da regularizacdo na variavel espacial versus coeficientes da expanséo.

. Acredita-se que o fato de ndo obter-se bons resultados nos exemplos mostrados nas Figu-

rasb5.16e 5.17 deve-se a técnica de regularizacdo aplicada, pois foram construidos, em
alguns casos, os graficos dos coeficientes da fronteira e da fonte. Baseado nesses graficos,
uma concluséo é de que seria mais eficiente uma regularizacdo do tipo minima entropia, e
ndo Tikhonov como foi aplicado. No entanto, ndo foi feito nenhum teste com tal técnica

de regularizagéo.

Acredita-se que utilizando fung¢des ortogonais para reconstrucao simultanea de fronteira e

fonte pode-se obter bons resultados. Para essa situacéo, haveria quatro Problemas Inver-
sos: determinar o niUmero de termos para a expansao da fonte; determinar os coeficientes
para a expanséao da fonte; determinar o nimero de termos para as condi¢cdes de contorno;

determinar os coeficientes para a expansao das condi¢cées de contorno.
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11. Uma outra estratégia seria a inversdo em dois passos: Passo-1: Resolve o Problema Inverso
para condi¢bes de contorno; Passo-2: resolve o Problema Inverso para a fonte, com as

condicdes de contorno fixas. Entéo fixa-se a fonte e retorna ao Passo-1.



ApéndiceA

PolinOmios de Legendre, Funcoes de
Legendre Associadas, Harmonicos
Esféericos e Teorema da Adicao dos

Harmonicos Esféricos

A tentativa de determinarmos causas e conseqiéncias de determinados fenémenos fisi-
cos, com mais detalhes, nos obriga a encontrarmos um modelo matematico, ou seja, um con-
junto de equacdes que os descreva. Nesta tentativa, surgem as equacdes diferenciais parciais
EDP’s.

Ao estudar fendmenos estacionarios, oscilacées, conducéo de calor, difusdo, entre ou-
tros, as equacdes que surgem muitas vezes para descrever tais fendmenos, sédo as EDP’s do tipc
eliptico. Uma equacéo que aparece com bastante freqiiéncia neste tipo de probdeuagia
de Laplace A solucéo desta equacéo, nos leva aos chamados Polindbmios de Legendre .

Neste apéndice serd dada uma descricdo das principais propriedades, férmulas de recor-
réncia, etc, para os Polindbmios de Legendre, Funcdes de Legendre Associadas e Harmonicos
Esféricos. Iniciaremos com um estudo dos Polinémios de Legendre, em seguida as Fung¢des de
Legendre Associadas e apds os Harmonicos Esféricos e a conclusdo se dara com a demonstracac

do Teorema da Adicdo dos Harmonicos Esféricas

76
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A equacao de Laplace em coordenadas cartesianas tém a forma

0*u  0%u 82u_

2 - = Al

a qual quando escrita em termos de coordenadas esfgricas ) se transforma em

o = L0 () L0y o
Vu(p,@,@)—p28p pap +p2sen080 send +p23en268g02_0’ (A-2)

ondep € o raio da esfera; o angulo azimutal) < ¢ < 27 ef o angulo polar) < 0 < .
Aplicando o método de separacao das variavesp fiesta uUltima equacdo, uma das

equacdes que aparece é

2
(1 — cos? )y” — 2 cos Oy + {n(n +1) — #] y=0.
Fazendar = cos 6, encontra-se
m2
(1=} + [nl+ 1) = 2| =0 (13)

gue é chamada dequacéo de Legendre Associadrara o casar = 0
(1—2*)y" —2zy +n(n+1)y =0 (A.4)

gue recebe o nome dguacao de Legendre

Em [16] é sugerido uma solucao representada por uma série de poténcias do tipo

o]
_ E n
y - anX 9
n=0

gue é substituida erd\(4) e entdo é verificado que a suposta série € solucdo para a equacédo de

Legendre e a solucao encontrada recebe o nome de Polinbmios de Legendre.

A.1 Funcao geratriz

Nesta secao construiremos uma funcao geratriz para os Polindmios de Legendre partindo

da solucdo da EqA(1) no espaco euclidiano tridimensional, a func,%,oondeR representa
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7z

a distancia entre dois pontos no espaco, ou gej&; /(z — z0)2 + (y — yo)2 + (2 — 20)% €
solucdo da Eq/A.1).
Considerando o caso Y, escrevendd’?u = 0 nas coordenadas polares ¢ tem-se,
10 ([ Ou 1 0%u
V2 =——\|r— —— =0.
u(r, ¢) ror (r 8r) * r2 0p?
Considere como sendo a distancia entre os pontos I, conforme figura abaixo, e

sejar’ e r; 0S vetores que representam os segmenids O F, e sejap 0 angulo formado entre

T er.

)

Figura A.1:Distancia entre dois pontos no plano.

As coordenadas para 0s pont@e P, sdoP = (rcosp,rsenp) e Py = (r9,0). Pela

formula da distancia tem-se

distP,P)) = R =+/(rcosy —1ry)2 + (rseng — 0)2

R = \/r2 — 2rrgcos @ + 12,

e portanto,
1 1

R V2= 2rrgcosp + 18

Tomandar = cosp ep = = < 1, ser < ro, obtém-se

1 1 1 1

R \/r2 —2pr2x + p?rd _7“_0\/1—2px+p2

esep =" < 1parar > rytem-se

1 1 1 1

R /12 — 2pr2z + p2r2 _;\/1—2px—|—p2

Em ambos oscasgs< 1e,—1 <z < 1.
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A funcao

1

w(p7x):\/m7

€ chamadduncéao geratrizlos Polinbmios de Legendre.

0<p<l, —-1<x<1 (A.5)

Fazendo um desenvolvimento em série de poténcia, em torme-dg para a Eq.A.5)

resulta em
1 322\ , 3v 5%\ , = .
vip,x)=14+ap+|—zs+—|p+|—FF+—F ,O—i----:ZPn(:U)p (A.6)
n=0

ondeP, () sdo os polindmios de-ésima poténcia e denominadosRi#indmios de Legendre

A.2 Foérmula de Recorréncia dos Polinbmios de Legendre

Pode-se encontrar facilmente uma férmula de recorréncia para os Polinémios de Legen-
dre a partir da Eq/A.5). Para isto deriva-se a fungéo geratriz dos Polinbmios de Legendre em

relacédo g, assim

0 (p, ) z—p < 1
= E nPp, L
Op V(1= 2pz + p?)?

Multiplicando ambos os lados pdr— 2pz + p?, tem-se

= (1 =2pz + p*)nP,(z)p" ",

rT—p
V1-=2px+p* ‘=
Usando as Eqgs.A5) e (A.6) pode-se escrever o0 membro a esquerda da equacgéo acima da

seguinte forma

Z@ —p)Pu(2)p" = Z(l — 2px + pP)nP,(z)p"

ZxPn_l (z)p™ ! —ZPn_l (x)p" = ZnPn(x)p”_l —Z 2naz P, (z)p" +Z nP,(z)p"
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

2P, (x)p" —Pu_1(x)p" = (n+1)Pu1(x)p" —2nzBy(x)p"+(n — 1) Py_q(x)p".
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Cancelando o termg@" que aparece em ambos os lados da igualdade, encontra-se
zP,(z) — P,_1(x) = (n+ 1) Ppy1(z) — 2naPy(x) + (n — 1) Py (2)

€ portanto

(n+1)Foa(x) = 20+ 1)xPy(x) — nP, o (2), (A7)
gue é chamada de formula de recorréncia dos Polinbmios de Legendre.

Definicdo A.1. Os Polinbmios de Legendre de grau 0 e grau 1 sao definidos, respectivamente,
por

Py(x) =1 e P(x)=u.

A.3 Ortogonalidade

Teorema A.1. Os Polinbmios de Legendre sdo ortogonais entre si, ou seja,

(Pp(x), Pp(z)) = /_ P.(x)Py(x)dr =0, se m#£n (A.8)

(Py(2), Pp(2)) = | Pu(z)Pp(z)dr = [ [P,(2)]*dr = 2 se m=n. (A.9)
1 1 2n+1

Demonstracdo:De fato, seP,,(z) e P,(x) satisfazem a equagéo diferencial de Legendre, entdo

(1—a2*)Pl(x) —22P.(z) + m(m + 1) P, (x) =0

(1 —2®)P)(x) — 2zP,(x) + n(n + 1) P,(x) = 0.

Agora, multiplicando a primeira equacgéo py(x), a segunda pakP,,(x) e subtraindo obtém-

se,

(1 = a*)[Pa(2) Py () = Pou() Py ()] = 22 [Py (2) P (2)—

m

+ Po(2) P (2)] = [(n(n + 1) = m(m + 1)] B (2) Po ()
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a qual pode ser escrita

% (1= 2®)(Pu(2) Py, (2) — Pn(2) Py ()] = [n(n + 1) — m(m + 1)] Py () Pa(2).

Integrando a equagédo acima eng (—1,1), tem-se

1 =1

[n(n+1) —m(m +1)] / P () Po(x) dz = (1 — 2°) [Pa(2) Ppy(2) — Pon(2) Py ()]

—1 rz=-—1

O lado direito desta Ultima expressao e nulo e cargom segue quéi(n+1)—m(m+1)] # 0

€ portanto

/1Pm(x)Pn(x) dx =0, se m #n.

1
Quandom = n é possivel encontrar a EGA.Q) através da funcéo geratriz dos Polinb-

mios de Legendre

1 o
= P.(x)p".
V1 =2px+ p? nZ:O ( )p

Elevando ambos os membros desta Gltima equacao tem-se

Integrando a equacgéo acima em relagédoa (—1, 1), e admitindo convergéncia uniforme da

série a direita, e comm = n resulta,

/1 dz B
L 1—=2px4+p2

1 1
~ 3 In(1 — 2pz + p?)

{ / 1 [Pn(x)]de} " (A.10)

() - S{fperar

1

Expandindo em série de poténcias em tornp ée0, o lado esquerdo da ultima equagéo acima,

obtém-se

1 1+p 207 2pt 28 = 2p*"
21 =9 - -~ - R
pn(l—p) Tty T T 2 3t

n=0
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€ portanto

[e.o] o0

NZ; Qipinl =2 {/_ll[Pn(w)]z dm} e

n=0

Cancelando o termp’?, tem-se a igualdade desejada

1
2
/ [Py (2))*dx = : se m=n.
-1 2n + 1
|
Da ortogonalidade dos Polinbmios de Legendre e daA§) 6egue que:
Teorema A.2. O conjunto de fun¢del,,(x)}
2n+1
oule) = \| 75— Pula), (A.12)
forma um sistema ortonormal e completo sobre o interyald, 1).
Demonstracdo:Veja [44], Cap. Ill, Sec. 9 p. 190-191. n

A.4 Série de Legendre

Suponha que se deseja encontrar uma aproximacao em Série de Legendre para uma fun-
caof(x). Sef(x) e f'(x) séo seccionalmente continuas, entdo em todo ponto de continuidade
de f(z) no intervalo(—1, 1) existira um desenvolvimento em Série de Legendre. As constan-
tes de Fourier para este desenvolvimento em relagéo as furdde?) fara uma funcag(x)

definida sobre o intervalp-1, 1) séo dadas por

=t =\ 25 [ str

Assim a série de Fourier generalizada correspondefite jaé

[e. 9]

chwn@) _ 2n—|—1 / f(e

n=0 n= 0

e assim pode-se expandir a fungde) através da série

zZAnPn(a:), —l<z<l1
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onde

An:2n

1 1
; /f(:c)Pn(x)dx, n=012,...
-1

A.5 Funcdes de Legendre Associadas

A equacdo de Laplace em coordenadas esféricas € da fArR)a$eu e suas derivadas
sdo continuas no interior de uma esfera; o, estas funcdes devem ser peridédicaseencom

periodo der. Entdo a separacdo de variaveis nos leva as solucdes particires [
p" (Ap cosmp + B, senmp) P (x), m,n=0,1,2,...

Definicdo A.2. Sejarm um namero inteiro e positivoe € (—1, 1), entdo as fun¢des

P,T(x):(l—ﬁ)zTnEx), m=1,2...,n

m
2

onde(1—2?%)? indicam as raizes, sédo chamada&decdes de Legendre Associadas:elesimo

grau e dem-ésima ordern

Observe que o simbolB{™ (x) denota an-ésima derivada d€, (z), assim

m

P™z) = (1—22)% P™(z). (A.13)

Da formula de Rodrigues, tem-se

. (1 _ xQ)% dn+m(m2 - 1)n
P (z) = S ppe— , m=1,2,...,n,

onde as fungbeB(x) satisfazem a EQA.3).

10Observe queP* (£1) = 0, sem # 0
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A.6 Fodrmula de Recorréncia para Funcdes de Legendre Associadas

Para obter uma férmula de recorréncia para as funcfes de Legendre associadas, inicia-se

através da EqA.7). DerivandoA.7) em relacdo a, tem-sé

(n+1)P, 1 (z) — (2n+ 1)P,(z) — 2n + 1)zP,(z) + nP,_,(z) =0

(n+1)[P,.,(z) — aP.(x)] — n[zP(z) — P\ ()] — 2n+ 1)P,(z) =0.  (A.15)
Da Eq. A.14) tem-se
Pl (z)—zP)(z) = (n+ 1)P,(x) e aP.z)=P, (x)—(n+1)P(z) (A.16)
e portanto substituindo as igualdadasl) em (A.15) tem-se
(n+1)*Py(x) — n[P,1(x) — (n+ 1)P(z) — P,_i(z)] — (2n + 1) P, (z) = 0

2n* P, (z) + nP,(z) = nP (x) —nP _(z),

e assim,

(2n+1)P,(z) = P, 4(z) — P,_,(x). (A.17)
Diferenciandan vezes a EqQ.A.17) tem-se

dm ar ar
(2n + 1>d:B_m Pn<17) = m Pn+1(55> s Pn—l(x)

ou,
m dm+1 dm+1

Multiplicando essa Ultima equagédo far— a:2)mT“, obtém-se

m oy mt1 dm+1 o\ metl
g In(@) = (1 =a%)7 27 g P () = (1= 27) 2 g Paca (@),
2Usando o Teorema de Cauchy pode-se chegar em uma férmula de recorréncia para os Polinémios de Legendre dada pela seguinte expresséo
P y1(z) — 2P (z) = (n +1)Pa(z). (A.14)

Para detalhes de como obter tal expresséao, conddlte [

N

(2n +1)(1 — 2?)




A.7 — Ortogonalidade das Funcdes de Legendre Associadas 85

usando a Defini¢cdA.2, tem-se
(2n+ 1)(1 - 2%)2 P (x) = PIi (a) = By (o)

=(n+m)n+m—-1)P"z)—(n—m+1)(n—m+ 2)Pfﬁr_11(x)

A.7 Ortogonalidade das Funcbes de Legendre Associadas

Tal como no caso dos Polindmios de Legendre , para eadi&xado, o conjunto

P™(z),n=0,1,2,..., &ortogonal sobre o intervale-1, 1), ou seja:

Teorema A.3. Sejamm, n e k nUmeros inteiros e positivos, entao

1

(P™(x), P () = / PP @) =0, se

(@), Y @) = |

-1

, se n=k.

(A.18)

Demonstracdo: De fato, seP."(z) e P;*(z) satisfazem a equacéo diferencial associada de

Legendre, entdo

d*P™(z) dP™(x) m?
2 n o n 1) — pm —
(1—2%) 7 2x o + [n(n +1) 2| D ()=0
d> P (z) dP™(z) m?
2 k . k o m —
(1 —2a%) 002 2x I + [k‘(k’ +1) T P"(z) =0.

Multiplicando a primeira equagédo pé}*(z) e a segunda pa?P”(x) e subtraindo obtém-se

o [PV () . PP () dP(x)
(1—$){ka()—wpn(x)]—2xl . P (x)—
dP"(z)

I P;Z"(x)] +[nn+1)=k(k+1)] P (x)P"(x) =0

a qual pode ser escrita como

o= {pr@ ) e T

: FO it + 1) o+ 1) PP @) PP ) =
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Integrando a equagédo acima com respeitosa(1, 1), obtém-se

1

[n(n—i—l)—k(k—i—l)]/ P (z) P (x)dx = {(1 — 2P (z)

-1

AP @) p gy P @]
dx " dx

r=—1

O termo a direita dessa Ultima equacé&o € nulo e co#dk segue quén(n+1)—k(k+1)] # 0,

portanto
1
/ P (z)P"(z)dx =0 se n#k.
-1

Quandon = k observe que da Definicd?2 tem-se

Pri(z) = (1-2%)%(1-a%):

Elevando ambos os membros ao quadrado na ultima expressédo e integrando com respeito a

x € (—1,1), tem-se

/I[P,Z"Jrl(x)f de = /1(1 22 [dP’T(x)rdx +om /}B’Z‘(m)wdx

1 1 dx dx

m2a?

1
—+

[P™(2)]* dw. (A.19)

2
41—z

Abrindo a primeira integral do lado direito tem-se

[ SO g, [P [ I

1 x _, dzx dz 1 dx dx

Aplicando a técnica de integracao por partes na E2Q) , tem-se

dP™(x) du  d*P™(z) dv  dP™(x)
— n ke n b n — pm
dx ~ dx dx? © dx dx - v v (7)

u

na primeira integral do lado direito da EGA.R0) e para a segunda integral da E@.20),

tem-se
dP"(x) du d>P™(z) dP"(x)
— 2 n o7 2 n 9 n
R jdxxdaﬂ—i_xd:c
e
dv  dP) ()

o T = v=P"(z).
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Assim aplicando a férmula de integracéo por partes e desconsiderando os termos que sao nulos

encontra-se,

/_11(1—12) {dpg;(x)rdx = /_lpm( )%dag—

[ oo [ R g 1)

1 dz? dx
d dP"(x)
= m 1 —2?)—2""2| du. A.21
- [ - a2y
A segunda integral do lado direito da E&.19) também é resolvida por partes. To-
mando
du Py (z) dv  dP™(x)
= m _ = m I — n — Pm
u=xP"(z) T [ Ir + P (a:)] e, T o = v " (x),

assim

/ le,T(x)dP:lLﬁ o= (o (PP}, - | 1:1:Pgl(x)dr%x<x> o~ [ (Pr(@)P e

0

Desta forma resulta que

/IxPﬁ(x)Cu'sz(m) dx = —% /[P,T(x)]2 dzx. (A.22)

ComoP*(x) é solucdo da EqA.3) , tem-se

2

Multiplicado esta ultima equagéo p#Y*(x) e integrando em relacaarac (—1, 1), obtém-se

/_1[13,2”(3:)]2 [n(n+1) - 1?‘;1 dx = —/1Pm( )dci [(1 —xQ)dP:lLﬁl dr. (A.23)

1

Substituindo/A.21) em (A.23) encontra-se

/_1(1_1:2) {”@Lﬁrm:/_lwy(@]? {n(nﬂ) - 1@;} dx (A.24)

1 1
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Substituindo/A.24) e (A.22) em (A.19) obtém-se

/_1[P;”+1(:c)]2 dr = /_l[an(a:)]Q [n(n—i—l) _m 1 dx—mf_ll[P7’?<x)]2dx+

1 1 1—a?
1,2 2
mizt
+ 1 [P (z)])" dx
1 2 2.2
B 12 m mex
= /1[Pn(x)] {n(n—i—l)—l_xQ—m—i—l_Iz}dm

B /_1[P[L”(x)]2 {(1 —2)n(n+1) —m? —m(l — 2?) + msz] .

1 1 — a2

Simplificando a expressao entre parénteses obtemos a féormula de recorréncia

/_[Pfl'”rl(x)]2 dr =[n(n+1) —m(m+1)] /_[P:"L(x)]Q dz.

1

Desta formula obtém-se

Teorema A.4. Da Eq. (A.18) segue que para qualquer nimero inteiroo conjunto de funcdes

{en'(2)}

ort(x) = \/271;152;;3: P(x), n=m,m-+1,... (A.25)

forma um sistema ortonormal e completo eni, 1).

DemonstracdoVeja |[44], Cap lll, Sec. 17, p. 248-249. u
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A.8 Polindbmios Harmoénicos e Harmonicos Esféricos

Definicdo A.3. Um polinbmio homogéned’ den-ésimo grau nas variaveisy, z que satisfaz

a equacéo

o*V. 9V 9*V
J— + —

2
\ V(I,y,Z) - axg + ayg 822

0
€ denominado dBolinbmio de Laplace de-ésimo grau.

Teorema A.5. Existe somentén + 1 Polinbmios de Laplace de-ésimo grau linearmente

independentes.

DemonstracéoVeja |[44], Cap. lll, Sec. 18, p. 253-255. |
ConsidereV/ (z,y, z) um Polinémio de Laplace de-ésimo grau qualquer e considere
x,y, z as coordenadas cartesianas de um péhtwom respeito a um conjunto de eixos ortogo-
nais com origem erfi.
SejaOM = p e sejaP o ponto de intersec¢do do segmetd/ com a esfera unitaria

w com centro enfl. Denote pok (P), n(P), ((P) as coordenadas d&, entdo

n(P) Vi(z,y,2) = p"V ((P),n(P),¢(P))

Figura A.2:Representacdo de um ponto no espaco.

Em termos das coordenadas esféricas, pode-se escrever dpdateeguinte forma

&(P) = pcospsenb, n(P) = psen @ sen p, C(P) = pcosh

ondel < ¢ < 2r e < 0 < 7, portanto

V(z,y,z) = p"V(cospsenf, senfsen p,cosb).
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Definicdo A.4. A fungéo

Y(P)=Y(0,¢) = V(cospsend, senf sen p,cosb) (A.26)

€ chamada func¢éo de Laplacelmrmoénico esférico de-ésima ordem

A fung@oY (6, ») é um polinbmio nas variaveiss p sen , sen f sen ¢, cos § e da De-
finicAoA.4 segue que os harmdnicos esféritdsd’) den-ésima ordem séo aquelas fung¢des do
ponto P = (6, ) da esfera unitaria tal que a fun¢de™Y (P) do pontoM = (p, P) é um

polindmio de Laplace de-ésimo grau.

Teorema A.6. Denota-se pol,™ (6, ¢) 0s2n + 1 harmdnicos esféricos

Y0, p) = Viu(cos psen @, senf sen g, cosh), m=20,1,2,...,2n
ondeV,,(z,y, z) s&o2n + 1 polindmios harmonicos de-ésimo grau, veja44] 18.1b, entdo os
harménicos esféricos séo linearmente independentes.

Demonstracdo: Veja [44], Cap. lll, Sec. 18, p. 256-257. n

Teorema A.7. Para um polinbmiadY” (¢, ¢) nas variaveis:os ¢ sen , sen  sen ¢, cos§ ser um
harmonico esférico de-ésimo grau é necessario e suficiente que ele satisfaca a equacao dife-

rencial parcial de segunda ordem

1 Y 1 2y
0 [sen 98—} 0 +n(n+1)Y =0. (A.27)

sen 0 90 00 + Sen298_cp2

DemonstracaoVeja [44], Cap. lll, Sec. 18, p. 257-261. m

Definicdo A.5. Todo sistema dén + 1 harménicos esféricos deésima ordem linearmente

independentes é chamadogsistema fundamental de harménicos esféricos-ésima ordem

Corolario A.1. SeP,(x) é um Polinémio de Legendre deésimo grau, a&n + 1 fungbes do

pontoP = (0, v) na esferav

U'(P) = P,(cosh)
UrP) = P{™ (cos §) sen™f cos mp, m=12....n (A.28)
Vim(P) = pm™ (cos 6) sen™f sen myp
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formam um sistema fundamental de harmonicos esféricasésma ordem.

Demonstracdo:Pelo Teoremd.7, veja 44] Cap Ill, Sec 18.3, as funcdes definidas ¢\P@)

sdo harménicos esféricos deésima ordem, assim é necessario provar que sao linearmente

independentes.
Suponha que existam constankgsh., . . ., hy, k1, ko, . . ., k,, tal que obtém-se a identi-
dade
hoP,(cosf) + Z P (cos 0) sen™8 [hy, cos mep + kp, sen me] = 0. (A.29)

m=1
Multiplicando ambos os lados pass my e integrando em relagéaac (0, 27) tem-se,

p=2m
=0

2m
h
/ ho P, (cos 0) cos me dp = — P, (cos §) sen mp
0 m =0

2

2 n n
/ Z i P™ (cos ) sen™6 cos® mp dp = Z o P\™ (cos 0) sen™d / cos® mp dy
0 m=1

m=1 0

n 2 p=2m
= Z B P™ (cos ) sen™f {f + Sen Ay mgp]
— 2 4m

=0

= hpmP™(cos f) sen™.

A expresséao abaixo € nula devido as propriedades de ortogonalidade das fun¢des trigonometri-
cas, portanto

n

2w N
/ Z ke P™ (cos 0) sen™ sen m cos me dp = 0.
0

Finalmente segue que

B P\™ (cos 0) sen™6 = 0. (A.30)

Da mesma forma, multiplicand@A(29) por senmep e integrando enp € (0, 27),

encontra-se

Ky P™ (cos 6) sen™g = 0. (A.31)

Donde concluimos d&\(30) e (A.31) queh,, ek, sdo todos nulos para =0,1,2,...,n. m

As duas ultimas equacfes do sisterAa28) envolvem os termosj,gm)(cos ¢). Da
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Eq. (A.13) tem-se que
P (z) = (1-2?)

Tomandar = cos 6, obtém-se

P™(cos0)
sen™f

P (cos f) = (A.32)

Substituindo'/A.32) no (A.28), tem-se que o sistema de + 1 harménicos esféricos do

pontoP = (0, ¢) na esferas é dado por

UY(P) = Py(cosb)
UMP) = P(cosf)cosmy m=12....n (A.33)
V(P) = PM(cosf)senmep

A.9 Teorema da Adicao dos Harmonicos Esféricos

Definicdo A.6. SeY (0, ¢) € um harménico esférico, conforme Teorefd, entdo ele admite

a seguinte decomposicdo em Série de Foudidlr [

Y(0,p) = AgP,(cosf) + Z[AmP;”(cos 6) cosmy + B,,, P"*(cos 0) sen my)]

m=1

ondeA,, A,, e B,,, sdo constantes a serem determinadas.

Teorema A.8. Dois harmonicos esféricos de ordem diferentes séo ortogonais sobre aesfera
ou seja,

/Yn(P)Ym(P) dw(P) =0 se n#m,
ondedw(P) = senf df dy denota o elemento de area na superficie da esfera

Demonstracdo:SeY, (P) eY,,(P) satisfazem a equagéo diferencial parcial de segunda ordem
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(A.27), entad

1 0 Y, 1 0%,
- = — 1)Y,
sen ¢ 00 [sen& 00 } sen 20 0p? n(n+ DY,
1 0 Yo 1 0%V,
- = - 1)Y,.
sen 6 00 {sen@ 00 } sen 20 Op? m(m +1)¥om

Multiplicando a primeira destas equagdes pgf P) sen 6 e a segunda pdr,,(P) sen 6,

2
Ymg {sen ann] Yin 0 Y2" = —n(n+1)Y,Y,, send
00 ol senf Oy A34
Ya anm Yo 82Ym——(+1)YY (9. a3
"a0 | """ o0 senf 0p? A metm SCH

Subtraindo as EqsA(34), tem-se

v O [ng®a] @[], Yo &Ya Vi 0%
ma0 | " o9 "a0 | """ o0 senf 0p2  senf Op?

—nn+1)Y,Y,,senf + m(m + 1)Y,,Y,, sen6. (A.35)

Re-agrupando os obtém-se dessa Ultima equacao

Y, d oY,] 0 Y, Y,
Y, — [sen@ } -Y,— [sen@—] =5 {sen@ (me - YnW)] (A.36)

2 2
Y,, 0°Y, Y, 0°Y,, 1 0 [ maYn %} (A.37)

senf 0p2  senf O " sen6 o0 Do "o

Substituindo/A.37) e (A.36) em (A.35) encontra-se
0 Y, Y, 1 0 Y, Yl
20 {Sen@ (Ym% - YHWH T send 9p {Ym% B Yn%} =

[m(m + 1) —n(n+1)]Y,,Y, sen 6.

3Aqui omitiremos o argument®, para simplificar a notacao.
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Agora, integrando com respeit@a (0,7) ep € (0,27), obtém-se

T Y, oY,
/0/0% [sen&(Ym 50 -Y, 89 )] sen 6 df dyp+

T L2
// — Ym% —Yn% senf df dp =
0Jo senf Oy 0y Oy

m(m +1) — n(n + 1)] / Y, (P)Y.(P) dw(P). (A.38)

Resolvendo a primeira integral na variagetem-se

T oY, 8Y
//89 {sen@( 8 T )] senfdf dp =

2 oY, . ,\1""
v, Zn _y, Lom -0 (A
/0 [sen@( m 5 "5 )h:o dp =0 (A.39)

e a segunda em relacag@aobtém-se

2m g w2
// 9 { Ny, } i de /{Ym%_yn%l Q=0 (A40)
D D o L0 9% |,

Portanto, substituind@X(40) e (A.39) em (A.38) e comom # n segue quén(m+1) —n(n +
1)] # 0 e assim

/Ym(P)Yn(P)dw(P) =0 se m#n.

Teorema A.9. Os harmonicos esféricos fundamentaisrdésima ordem definidos erA.G3),

sdo0 mutuamente ortogonais sobre a esfera

Demonstracéo:De fato, tomando a integral do produto de duas das funcdes do siFe38a (

sobre a esfera, tem-se

/US(P)UZL”(P)dw(P) = // P, (cos )P (cos 8) cosmypsen 6 df dy
w 0 J0

™ =27
= / P, (cos@)P(cosb) [sen mgpr send df = 0.
0

m ©=0
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/US(P)Vnm(P)dw(P) = // . (cos 0) P (cos 0) sen mep sen 6 df dp

=27
= / P, (cos@)P*(cos ) COSTPI™™™ senf df = 0,

0 m p=0

e finalmente

T 2T
/ UMP)VHP)dw(P) = / / P (cos ) cos mpP" (cos ) sen mesen 0 db dy
w 0 J0

p=27

T 2
= P™(cost 2 S P senf df = 0.
O n

2m |,

Teorema A.10. O produto de dois harmdnicos esféricos idénticos definidosfeB¥)(é dado

por
47
2n+1

JRE R (A41)

27 (n+m)!

Jwneraor) = [Wrepaar) - 22

, m=12,....,n (A.42)
—m)!

Demonstragdo:Da primeira equacgdo tem-se que

/w UY(P)2 du(P) = / / (cos 0)]% sen 6.d6 dip / dp /OTPH(COSQ)]QsenQdQ
_ on /0 [P, (cos 0)]2 sen 0 dO

1 47

- / P (@) d =

1 2n +1

Para demonstrar a féormula parg’ (P) veja que

/w VI (P)?dw(P) = / dp / ™ (cos 0) sen m]® sen 0 df

= / sen m<pdgo/ [P™(cos §)]* sen 6 d6)

0 0
1
2t (n+m)!
— P () dx =
A
Para mostrar pard*(P), o calculo é semelhante. ]

Considere dois pontoB e ) na esferav e indique por©O(P, Q) o angulo entrd) e

formado pelos vetore9P e OZQ, conforme Figur&A.3. TomandoP fixo, e ) variando sobre
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w, P,[cos O(P, Q)] € um harménico esférico deésima ordem nas coordenadas esféricas de
Q. Sel, p el o sdo as coordenadas esféricaste (), respectivamente, em relacdo a um
ponto estacionari®, emw, € se nos referirmos os pontoswidpara um sistema cartesiano, com
0 eixo positivoz coincidindo comO F,, e o planozz coincidindo com o primeiro meridiano, e

sejaP = (z,y,z)e@ = («',y/, 7), entdo

z
Q r = cosypsent
o' o ‘P y = senpsenf
0 z = cosf
J
______________ ' = cosy sent
__________________ 04 y = sen¢ senf
¢ Z = cost
X

Figura A.3:Representacéo e dois pontos no espaco em coorde-

nadas esféricas.
e portanto

B (OP,0Q) xx’ gy 4 22
IOP[loQ]  [OP]lOQ]

As normas|OP| = |OQ| = 1, pois é o raio da esfera, assim

cos® = cospsenfcosy send + sen psenfseny send + cos b cos b’
= cosfcosf + senfsenf[cospcosp + senpsen ]

= cosfcosf + senfsenb cos(p — ) (A.43)

Teorema A.11. O polinémio P,(cos ©) é um polinbmio nas variavei®s ', send’ cos ¢’ e
sen ' e satisfaz

1 0 ,OP,(cos ©) 1 9*°P,(cos©)

o9’ P, = 0.
sen @ 06 sen BY% + o0’ 0 —l—n(n+ ) n(COS@) 0
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DemonstracdoVeja |[44] Cap. Ill, Sec. 19, p. 265-266. n

Teorema A.12. SejaY,,(P) um harmonico esférico de-ésima ordem &,,[cos O(P, Q)] um

polinémio, entao

2n4:1 /YH(Q)Pm[cos O(P, Q)] dw(Q) =0, se m#n
2n4: 1 / Yo (Q)Prlcos O(P, Q)] dw(Q) = Yo (P), se m=n. (A.44)

Demonstracdo: A primeira férmula é consequiéncia da ortogonalidade de dois harménicos
esféricos de ordem diferente.

Para mostrar a segunda formula observe que as fupfdgguntamente com suas deri-
vadas parciais de segunda ordem s&o fungdes continuas nas coordepadas ponto(p, P)
ambos dentro da esfera unitatiae p"Y,, satisfaz a equac@a?p"Y,, = 0, temos pelo teorema

de Gauss/Stokes que o poifo, P) dentro da esfera, 0 < p' < 1,

:E i r dn

P = 1 [ [pnyn@)di—lw 1(Q) (A.45)

onde: é o inverso da distanciado ponto(y’, P) e do ponto variavelp, Q) emw, efi é o vetor
normal interior a superficie de.
Emw tem-se

dp"Y,(Q)

~ di
e entdo deve-se calcultf;ue -5 haw.

Sejapy’ = OP ep = 0Q, comp < pe©O é o angulo formado paP e (). Usando a

férmula de recorréncia dos Polinbmios de Legendre, &d&)(, tem-se que

_1
1 1 1 / I\ 2 2 o0 m
- = =~ (1-220cosO+ (E) = g P =P (cos ©).
r \/p/2 — 2pp’ cos © + p2 p p P Pt

m=0
(A.47)
Calculando a derivada direcional, na dire¢0, obtém-se
dl o p/m
% = (m+ 1)WPm(cos@) (A.48)

m=0
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e parap = 1, isto é, sobre a superficie da esferatem-se das equactel.47) e (A.48),

respectivamente

(%)w - ip’mpm[cos@(PaQ)],

(%) = 3 (m+ 1) Pulcos (P, Q)].
w m=0

Substituindo/A.46) e (A.49) em (A.45) obtém-se

pY(P) =

i (m+1)p"™P,,[cos O(P, Q)]

+n Z " Prcos O(P, Q)]

m=0

dw(Q)

Z (n+m+1)p™P,[cos O(P, Q)] | dw(Q).

Agora integrando termo a termo o lado direito e lavando em conta que a série é unifor-
memente convergente, tem-se pela ortogonalidadé ee?,,, m # n, que

(2n+1)p™

my (P
p"Yo(P) = ym

/ Y,.(Q)Pylcos O(P, Q)] d(Q).

Cancelando o termg@™ em ambos os lados, obtém-se

Y 2n + 1 /Y 2 [cos O(P, Q)] dw(Q)

e o teorema esta demonstrado. ]

Teorema A.13 (Teorema da Adicao dos Harmonicos EsféricospejaP = (6, ) um ponto

fixo sobre a esfera@ = (¢, ¢’), entdo usandaoA.43 e o sistemaA.33 encontra-se

P,[cosfcos ' + senfsend cos(p — )] =

P,(cos )P, (cosf") + &—nmng(cos 0)P" (cos ") cosm(p — ¢).

m=1

Demonstracdo: Como P é fixo, entdo a fungéd, [cos O(P, )] € um harmonico esférico em

@ de n-ésima ordem, pelo Teorenfll, e portanto pela DefinicdA.6 admite a seguinte
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decomposicao

n

P,[cos O(P, Q)] = AgP,(cos ') + Z [A,, P (cos8') cosmy’ + B, P (cos @) sen my']
" (A.50)
ondeA,, A,, e B,, sao constantes a serem determinadas.
Multiplicando ambos os lados da E&.50) por P, (cos #’) e integrando sobre, obtém-

se

/ P,(cos ") P,[cos O(P, Q)] dw(Q) = / AP, (cos )P, (cosb') dw(Q)+

w

+ / Z P (cos0')[A,, Pl (cos 0') cosmep’ + B, P (cos 8') senmy'] dw(Q).
“ m=1

Tendo em vista que a ultima integral na equacao acima é zero, pois envolve funcées

trigonométricas, tem-se entéo

/ Py (cos 6') Py fcos ©(P, Q)] dw(Q) = Ao / (P, (cos ) duw(Q).

w

Usando a Eq.A.41) do TeoremaA.10 e usando a Eq/A.44) do TeoremaA.12 obtém-se,

respectivamente,
4T A
A P /\12 — 0
O/w[ ) (cos0")]° dw(Q) o 11
e
47 P, 0
[ Patcost)Peos 0(P.Q)) (@) — T2
Portanto
Ay = P,(cos8) (A.51)

Agora multiplicando a Eq/A.50) por P (cos ") cos my’ e integrando sobre tem-se

/ P (cos ') cosme' P,[cos O(P, Q)] dw(Q) = / AP (cos 8') cosmey' Py (cos8') dw(Q)+

w

+ / Z P (cos @) cosmy'[A,, P (cos §') cosme’ + B, P (cos 0') sen my'] dw(Q)

m=1

(A.52)
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Dessa ultima equacéo tem-se que

/ AgP(cos )P, (cos ') cosmy’ dw(Q) = / AgP"(cos )P, (cos ') sen 0 df’ x

0

2m
/ cosmey’ dp’ =0
0

/ Z P (cos @) cosmy'[A,, P (cos€') cosmg’ + B, P (cos 0') sen mg'] dw(Q) =
“ m=1

Z / AP (cos ') cos mp']? dw(Q)+

n T 2w
+ Z / B[P (cos 0'))* sen ¢ d@'/ cosmy’ senmyp’ dy’
0

0

Assim a Eq./A.52) fica

/ P (cos ") cosmep' P,[cos O(P, Q)] dw(Q) = A, /[Pff(cos 0') cos my'? dw(Q)

w

Da Eq. A.42) do Teorem@&.10, tem-se

Am/[PT:”(cos 0") cos my']* dw(Q)

e pela Eq.A.44) do Teorem@.12, obtém-se

4
2n+1

/ P (cos ') cosmy' P,[cos O(P, Q)] dw(Q) = P (cos 0) cos mep.

Portanto
A, = 2n = m)t P (cos @) cosm (A.53)

De maneira analoga, multiplicando a EA.50) por P (cosf’)senmy' e integrando

sobrew, iremos obter

2n=m)t P (cos ) senm (A.54)
g my p. :

m:
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Substituindo/A.54), (A.53) e (A.51) em (A.50), obtém-se

P,[cos©(P, Q)] = P,(cosh)P, (cos o)+

Z [ Pm(cos 0)P" (cos 0") cos mp cosme’ +

m=1
2(n - ) m /
ey L P (cos ) P (cos ') sen mep sen mep

€ portanto
P,[cos O(P, Q)] = P,(cos0)P,(cos ') + Y % P (cos )P (cos0') cosm(p — ¢)
m=1 '

e assim o teorema esta demonstrado. ]



Referéncias Bibliograficas

[1] G. B. Arfken. MathematicaMethodsfor Physicists.

[2] L. B. Barichello, R. D. Garcia, and C. E. Siewert. On inverse boundary-condition problems

in radiative transferJ. Quant.SpectroscRadiat.Transfer., 57(3):405 — 410, 1997.

[3] L. B. Barichello and M. T. M. B. Vilhena. An analytical solution for the one-dimensional

discrete problem using laplace transformXlV CNMAC - CongressoNacional de

MatematicaAplicadae Computacional NovaFriburgo,RJ, 1991.

[4] L. B. Barichello and M. T. M. B. Vilhena. A general approach to the one group one
dimensional transport equatioderntechnick, 58(3):182 — 184, 1993.

[5] W. E. Boyce and R. C. DiPrima.EquacfedDiferenciaisElementaree Problemasde

Valoresde Contorno. LTC, Rio De Janeiro?@&dition, 2002.

[6] R. L. Burden and J. D. FaireanaliseNumérica. Thomson, Séo Paulo, 2003.

[7] H. F. Campos Velho, M. R. Retamoso, and M. T. M. B. Vilhena. Several experimental ar-
ray and different radiometric measuraments for estimating boundary conditions in natural

waters.Internationallournalfor NumericalMethodsin Engineering, 2001.

[8] H. F. Campos Velho, M. R. Retamoso, M. T. M. B Vilhena, and F. M. Ramos. Estimation of
boundary conditions in hydrologic optic&pplied NumericalMathematics, 1/2(40):87—
100, 2000.

[9] H. F. Campos Velho, S. Stephany, E. S. Chalhoub, F. M. Ramos, M. R. Retamoso,
and M. T. M. B. Vilhena. New approaches on inverse hydrologic opti€angresso

Brasileirode MatematicaAplicadae Computacional Minisyposiumon InverseProblems

on Medicine,EngeneeringindGeophysics, 2000.

102



Referéncias Bibliograficas 103

[10] A. V. Cardona and M. T. Vilhena. A solution of linear transport equation using chebyshev

polynomials and laplace transforiderntechik, 59:278, 1994.

[11] A. V. Cardona and M. T. Vilhena. A solution of linear transport equation using walsh

function and laplace transforrAnnalsof NuclearEnergy, 21:495, 1994.

[12] K. M. Case and P. F. ZweifeLinearTransporiTheory. Addison-Wesley, New York, 1967.

[13] Smithsonian Environmental Research Center. Phytoplankton lab: Hydrologic op-
tics primer. |http://www.serc.si.edu/labs/phytoplankton/primer/

hydrops.jsp
[14] E. S. CHALHOUB and R. D. M. GARCIA.

[15] S. ChandrasekhaRadiativeTransfer. Dover, New York, 1960.

[16] R. V. Churchill. Sériesde Fouriere Problemagie Valoresde Contorno. Guanabara Dolis,

Rio de Janeiro, Zedition, 1978.

[17] B. Davison.NeutronTransporiTheory. Oxford University Press, Oxford, 1957.

[18] J. W. Dettman Applied ComplexVariables. Dover, New York, 1984.

[19] C. Devaux and C. E. Siewert. The, Fnethod fro radiative transfer problems without
azimutal symmetryJournalof Applied MathematicsandPhysicSZAMP), 31:592 — 604,
1980.

[20] H. Fritzsche.Programacadao-Linear;Analisee Métodos. Edgard Bliicher LTDA, Séao
Paulo, 1990.

[21] R. D. M. Garcia. A review of the facilefrmethod in particle transport theoryransport
TheoryandStatisticalPhysics, 14(4):391 — 435, 1985.

[22] M. G Godinho.Reconstrucéde Perfisde Fontesde BioluminecéncidsandoAlgoritmo

Genético. Tese doutorado, ITA, Campo Montenegro - Sdo José dos Campos, SP, Brasil,

2000.

[23] G. A. Gongalves.Solucdo.¥ TSy da EquacdcAdjuntade Transportede Néutronscom

Fonte Arbitraria paraElevadaOrdemde QuadraturaNuma PlacaHomogénea. Disser-



http://www.serc.si.edu/labs/phytoplankton/primer/hydrops.jsp�
http://www.serc.si.edu/labs/phytoplankton/primer/hydrops.jsp�

Referéncias Bibliograficas 104

tacdo de mestrado, Programa de Pos-Graduacdo em Engenharia Mecanica (PROMEC),

Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, RS, Brasil, 1999.

[24] C. Gordon, D. L. Webb, and S. Wolpert. One cannot hear the shape of a Brulietin of
the AmericanMathematicaSociety, 27(1):134-138, 1992.

[25] C. W. GroetschlnverseProblems. The Mathematical Association of America, Washing-

ton, 1999.

[26] P. C. Hansen. Analysis of discrete ill-posed problems by means of the |-c@iveM
Review, 34(4):561-580, 1992.

[27] M. Kac. Can one hear the shape of a drusaPericanMathematicaMonthly, 73(4, part

2):1-23, 1966.

[28] A. Kirsch. An Introductionto the Mathematicall heoryof InverseProblems, volume AMS

120. Springer - Verlag, New York, 1996.

[29] E. E. Lewis and W. F. Miller.ComputationaMethodsof NeutronTransport. American

Nuclear Society, Inc, lllinois, 1993.

[30] N. J. McCormick. A critique of inverse solutions to slab geometry transport problems.

Progressn NuclearEnergy, 8:235 — 245, 1981.

[31] N. J. McCormick. Methods for solving inverse problems for radiation transport: An up-

date.TransporfTheoryandStatisticalPhysics, 15(6&7):759 — 772, 1986.

[32] N. J. McCormick. Inverse radiative transfer problems: A revieMuclearScienceand

Engineering, 112:185 — 198, 1992.

[33] N. J. McCormick. Analytical transport theory application in optical oceanographwp.
Nucl. Energy, 23(4/5):381 — 395, 1996.

[34] N. J. McCormick. Analytic inverse radiative transfer equations for atmospheric and hy-

drologic optics.J. Opt. Soc.Am., 21(6):1009 — 1017, 2004.

[35] M. Metcalf. Fortran90/95Explained. Oxford, New York, Zedition, 1999.

[36] C. D. Mobley. Light andWater: RadiativeTransferin NaturalWaters. Academic Press,

Inc, California, 1994.



Referéncias Bibliograficas 105

[37] V. A. Morozov. RegularizatiorMethodsfor lll-PosedProblems. CRC Press. Inc., Florida,

1993.

[38] A. J. S. Neto and F. D. M. Neto. Problemaslinversos: ConceitosFundamentaise

Aplicacdes. EUERJ, Rio de Janeiro, 2005.

[39] A. R. Peirro. Fundamentos matematicos da tomografia computadorizada: Métodos de

transformacgaoRevistaMateméaticaJniversitaria, (11):53-65, 1990.

[40] A.R. Peirro and A. N. lussem. Fundamentos mateméaticos da tomografia computadorizada:

Métodos de expansao em séfievistaMatematicaJniversitaria, (12):57-85, 1990.

[41] M. H. Protter. Can one hear the shape of a drum? revis8g&M Review, 2(29):185-197,
1987.

[42] M. R. Retamoso. Estimativade Condi¢cdesde Contornoe Termo Fonte em Optica

Hidrologica. Tese de doutorado, Programa de Pos-Graduacdo em Engenharia Mecénica

(PROMEC), Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, RS, Brasil, 2000.

[43] M. R. Retamoso, H. F. Campos Velho, and M. T. M. B. Vilhena. Estimation of boundary
conditions from different experimental data using’ TSy method and tikhonov regula-

riation. pages 209-214, 2002.

[44] G. SansoneOrthogonalFunctions, volume IX. Interscience Publishers, Inc, New York,

1959.

[45] C. F. Segatto and M. T. Vilhena. Extension of tt TSy formulation for discrete ordi-

nates problem without azimutal symmetAnnalsof NuclearEnergy, 21(11):701 — 710,

1994.

[46] C. E. Siewert and Jr. J. R. Thomas. A patrticular solution for tihe nfethod in spherical
geometry.J. Quant.SpectroscRadiant.Transfer, 46(5):459-462, 1991.

[47] M. R. R. Simch. Formulacdo.Z TSy paraProblemasm TransferéncidRadiaticacom

Polarizacdcem GeometriaPlana. Tese de doutorado, Programa de Pds-Graduagdo em

Engenharia Mecéanica (PROMEC), Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto
Alegre, RS, Brasil, 2004.



Referéncias Bibliograficas 106

[48] R. P. Souto. Recuperacéale Perfis Verticais de Propriedadelticas Inerentesa Partir

da RadiacdoEmergenteda Agua. Tese de doutorado, Instituto Nacional de Pesquisas

Espaciais - INPE, S&o José dos Campos, SP, Brasil, 2006.

[49] S. Stephany.Reconstrucéale Propriedade®ticase de Fontesde Bioluminescénciam

AguasNaturais. Tese de doutorado, Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE, S&o

José dos Campos, SP, Brasil, 1997.

[50] A. Tijonov and A. SamarskyEcuacioneslela FisicaMatematica. Editorial Mir, Moscou,

22 edition, 1980.

[51] A. N. Tikhonov and V. S. Arsenin.Solutionsof lll-posed problems. V.H. Winston and

Sons, Washington, 1997.

[52] M. T. Vilhena, C. F. Segatto, and L. B. Barichello. A particular solution for theg8liative
transfer problems]. Quant.SpectroscRadiat.Transfer., 53(4):467 — 469, 1995.

[53] M. T. M. B. Vilhena and L. B. Barichello. TheZ TSy method: A new analytical approach
to solve the neutron transport equatiéterntechnick, 56(5):334 — 336, 1991.

[54] C. R. Vogel.ComputationaMethodsfor InverseProblems. SIAM, Philadelphia, 2002.

[55] Groetsch. C. W.InverseProblemsin the MathematicalSciences. Vieweg, Cincinnati,

1993.

[56] H. C. Yi, R. Snachez, and N. J. McCormick. Bioluminescence estimation from aaean

situirradiances Applied Optics, 31(6):822 — 830, 1992.

[57] T. Zheng, N. J. McCormick, and R. Sanchez. Ocean source and optical property estimation

from explicit and implicit algorithmsApplied Optics, 33(15):3265 — 3275, 1994.




Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

