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Resumo 

 

MODELAGEM DA ESTRUTURA DE SUSTENTAÇÃO DE UM GRUPO GERADOR COM 

APLICAÇÃO OFFSHORE 

 

 O desenvolvimento da modelagem da estrutura de sustentação de um grupo gerador, tema 

desta pesquisa, sob condições de contorno definidas como carregamentos e freqüência de 

operação do conjunto a ser protegido, envolvem a determinação de um sistema de isoladores 

específico para este fim. O trabalho é desenvolvido não só para compreensão do fenômeno 

físico, mas também para se adquirir sensibilidade quanto aos fatores que influenciam o projeto 

em sistemas similares. Os principais objetivos do trabalho são: o desenvolvimento dimensional 

de uma estrutura metálica, robusta e eficiente, que sirva de sustentação a um grupo gerador, o 

desenvolvimento computacional de um sistema ótimo de isoladores de vibração para o conjunto 

formado pelo grupo gerador e a estrutura de sustentação, e a avaliação da estrutura de 

sustentação numa aplicação offshore, considerando a análise modal e a análise de tensões da 

estrutura, quando sujeita a carregamentos estáticos e dinâmicos. A metodologia do trabalho 

envolve o projeto de uma estrutura de sustentação sujeita ao carregamento provocado por 

máquinas teoricamente rígidas, entregando-se ao final as seções transversais dos membros 

principais da estrutura; seguidamente se apresenta um modelo onde a massa distribuída do 

conjunto, formado pelo gerador e pela estrutura de sustentação, é concentrado como um corpo 

rígido sobre um sistema de isoladores, a partir do qual se seleciona um sistema ótimo de 

isoladores em função da minimização da máxima freqüência natural do conjunto; e finalmente a 

análise modal e de tensões garante a adequação estrutural do projeto. Como resultados deste 

desenvolvimento, são obtidas as seções transversais dos membros longitudinais e transversais da 

estrutura, evitando uma excessiva deflexão, a definição de uma combinação de isoladores de 

vibração que possibilitem à estrutura de sustentação operar de forma segura, e a possibilidade de 

aplicação da estrutura de sustentação sob carregamentos offshore.  
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Abstract 

 

MODELING OF THE SUPPORTING STRUCTURE OF A POWER GENERATOR WITH 

OFFSHORE APPLICATION 

  

 The modeling of the supporting structure of a power generator, subject of this research, 

under predefined boundary conditions relative to loadings and frequency of operation of the set 

to be protected, involves getting a specific system of isolators for this end. This work is 

developed not only for understanding the physical phenomenon, but also to acquire sensitivity of 

the factors that influences similar designs. The main objectives of the work are: the dimensional 

development of a metallic, robust and efficient structure, that serves as support to a power 

generator, the computational development of an optimal system of vibration isolators for the set 

constituted by the power generator and the supporting, and the evaluation of the structure in an 

offshore application, considering the modal analysis and the stress analysis of the structure, for 

static and dynamic loadings. The methodology of the work includes the design of a supporting 

structure under loadings originated by rigid machines, in order to obtain the cross sections of the 

main structural members; next the complete set is concentrated as a rigid body over a isolators 

system, from which it is selected an optimal system of isolators minimizing the maximum 

natural frequency of the set; and finally the modal analysis and the stress evaluation guarantees 

the structural capability of the design. Some results of this development includes the 

development of cross sections relative to the longitudinal and transversal members of the 

structure preventing an extreme deflection, the definition of a combination of vibration isolators 

for safe operation of the set, and the possibility for application of the supporting structure for 

offshore loadings. 
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Nomenclaturas 

 

Letras Latinas 
 
A : matriz de estado para o caso amortecido 
ai : constante determinada por condição inicial 
b : largura de uma seção transversal em I  (m) 
brh     : largura da seção retangular horizontal                         (m) 
bti : largura da parte inferior do membro transversal (m) 
bts : largura da parte superior do membro transversal (m) 
c : coeficiente de amortecimento do isolador (N/(m/s)) 
cij : elemento da matriz constante de amortecimento com {i=1,...,6 ; j=1,...,6} (N/(m/s)) 
c : matriz dos coeficientes de amortecimento (N/(m/s))  
cm : unidade de distância, 10-2m 
cc :amortecimento crítico(N/(m/s)) 
cxi : coeficiente de amortecimento do amortecedor i no eixo x (N/(m/s)) 
cyi : coeficiente de amortecimento do amortecedor i no eixo y (N/(m/s)) 
czi : coeficiente de amortecimento do amortecedor i no eixo z (N/(m/s)) 
d : altura de uma seção transversal em I (m) 
drv        : altura da seção retangular vertical                          (m) 
dts : altura de uma seção superior transversal em I (m) 
e : altura livre do membro transversal (m) 
gdl : graus de liberdade 
h : seção horizontal da seção do membro longitudinal 
HZ : unidade de freqüência 
ka : constante de rigidez mola presente no absorvedor de vibrações (N/m) 
k : constante de rigidez do isolador (N/m) 
kg : unidade de massa, quilo - grama 
kij : elemento da matriz simétrica de rigidez com {i=1,...,6 ; j=1,...,6} (N/m) 
k  : matriz dos coeficientes de rigidez (N/m) 
kxi : constante de rigidez da mola i no eixo x (N/m) 
kyi : constante de rigidez da mola i no eixo y (N/m) 
kzi : constante de rigidez da mola i no eixo z (N/m) 
keq

Me : constante de rigidez equivalente do lado do motor com carregamento estático (N/m) 
keq

Ge : constante de rigidez equivalente do lado do gerador com carregamento estático (N/m) 
lo : altura livre do isolador sem pré-tensão (m) 
l : altura livre do isolador sob carga estática (m) 
lxi : distância entre o centro da mola e o centro de gravidade no eixo x no ponto i do modelo 
de bloco rígido (m) 
lyi : distância entre o centro da mola e o centro de gravidade no eixo y no ponto i do modelo 
de bloco rígido (m) 
lzi : distância entre o centro da mola e o centro de gravidade no eixo z no ponto i do modelo 
de bloco rígido (m) 
lmáx

d : altura máxima sob carga dinâmica (m) 
lmin

d : altura mínima sob carga dinâmica (m) 
l-lo : deflexão estática (m) 
lmáx

d-l: deflexão dinâmica sob tração (m) 
l- lmin

d: deflexão dinâmica sob compressão (m) 
ma : valor massa existente no interior de um absorvedor de vibrações 
m : massa total do corpo (conjunto)  (kg) 
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m : matriz de massa (kg) 
m : unidade de media a distância, metro 
mm : unidade de distância, 10-3m  
m/s : unidade de velocidade, metros por segundo 
m/s2 : unidade de aceleração, metros por segundo elevado a segunda potência 
nMe : quantidade necessária de isoladores do lado do motor sob carregamento estático 
nGe : quantidade necessária de isoladores do lado do gerador sob carregamento estático 
rad/s : unidade de freqüência  
rms : valor médio da raiz quadrada 
rpm : rotações por minuto 
t : espessura da alma de uma seção transversal em I (m) 
tr           : espessura da seção retangular                 (m) 
tti : espessura da parte inferior do membro transversal (m) 
u : vetor forma do modo 
v : seção vertical da seção do membro longitudinal 
x  : deslocamento do corpo no eixo x (m) 
y  : deslocamento do corpo no eixo y (m) 
z  : deslocamento do corpo no eixo z (m) 
x : vetor de deslocamento (m) 
x&  : velocidade do corpo no eixo x  (m/s) 
y&   : velocidade do corpo no eixo y  (m/s) 
z&   : velocidade do corpo no eixo z  (m/s) 
x&&   : aceleração do corpo no eixo x  (m/s2) 
y&&   : aceleração do corpo no eixo y  (m/s2) 
z&&   : aceleração do corpo no eixo z (m/s2) 
x&&  : vetor de acelerações (m/s2) 

CM : centro de massa do grupo gerador (m) 
E : módulo de elasticidade do material (Pa) 
Ft

Gp : força de torque do gerador sob tração em regime permanente (N) 
Ft

Gc : força de torque do gerador sob tração em curto circuito (N) 
Fc

Gp : força de torque do gerador sob compressão em regime permanente (N) 
Fc2

Gc : força de torque do gerador sob compressão em curto circuito no ponto de fixação 2 (N) 
Fc3

Gc : força de torque do gerador sob compressão em curto circuito no ponto de fixação 3 (N) 
Fc2

Gp : força de torque do gerador sob compressão em regime permanente no ponto de fixação 2 
  (N) 
Fc3

Gp : força de torque do gerador sob compressão em regime permanente no ponto de fixação 3 
  (N) 
Ft1

Gc : força de torque do gerador sob tração em curto circuito no ponto de fixação 1 (N) 
Ft4

Gc : força de torque do gerador sob tração em curto circuito no ponto de fixação 4 (N) 
Ft1

Gp : força de torque do gerador sob tração em regime permanente no ponto de fixação 1 (N) 
Ft4

Gp : força de torque do gerador sob tração em regime permanente no ponto de fixação 4 (N) 
Fc

Mc : força de torque do motor em compressão em curto circuito (N) 
Fci

Mc : força de torque do motor em compressão em curto circuito {i=1,...,9} (N) 
Ft

Mc : força de torque do motor em tração em curto circuito (N) 
Fti

Mc : força de torque do motor em tração em curto circuito {i=1,...,5} (N) 
Ft

Mp : força de torque do motor em tração e em regime permanente (N) 
Fti

Mp : força de torque do motor em tração e em regime permanente {i=1,...,5} (N) 
Fc

Mp : força de torque do motor em compressão e em regime permanente (N) 
Fci

Mp : força de torque do motor em compressão e em regime permanente {i=1,...,9} (N) 
Fi

Gp : força do gerador em regime permanente no ponto de fixação {i=1,...,4} (N) 
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Fi
Gc : força do gerador em curto circuito no ponto de fixação {i=1,...,4} (N) 

Fy máx: força de inércia máxima do motor no eixo y (N) 
Fz máx: força de inércia máxima do motor no eixo z (N) 
G : módulo de rigidez à torção do aço  (Pa) 
Gc : gerador em curto circuito  
Gp : gerador em regime permanente 
I : momento de inércia  (m4) 
I u : momento de inércia unitário  (m4) 
I uts : momento de inércia unitário da parte superior do membro transversal  (m4) 
kWb : potência de frenagem do motor (.k W) 
I : perfil na forma da letra “I” maiúscula 
Ixx : momento principal de inércia entorno do eixo x (m4) 
Iyy : momento principal de inércia entorno do eixo y (m4) 
Izz : momento principal de inércia entorno do eixo z (m4) 
I1 : seção transversal 1 
Iti : momento de inércia da parte inferior da seção do membro transversal  (m4) 
Its : momento de inércia da parte superior do membro transversal  (m4) 
Iuti : momento de inércia unitário da seção do membro transversal da parte inferior  (m4) 
L : comprimento de uma viga bi-apoiada 
Lmg : distância entre o centro de massa do motor e o centro de massa do gerador (m) 
Lti : comprimento da parte inferior do membro transversal (m) 
Lts : comprimento da parte superior do membro transversal (m) 
MPa : unidade de pressão  (MPa) 
My : momento de inércia do motor  (m4) 
My máx: momento de inércia máxima do motor no eixo y  (m4) 
Mz máx: momento de inércia máxima do motor no eixo z  (m4) 
MW : unidade de potência megaWatt 
N : unidade Newton de peso (N) 
P-51 : plataforma Petrobras P-51 
Pt : carga horizontal aplicada a um membro transversal individualmente (N) 
PT : carga horizontal aplicada na lateral da estrutura de sustentação (N) 
Rh : resistência à torção da seção retangular horizontal  (m4) 
Rv : resistência à torção da seção retangular vertical  (m4) 
RT : resistência total ao giro dos dois membros longitudinais  (m4) 
T : torque gerado pelo motor  (N m) 
TMp : torque do motor na estrutura de sustentação em regime permanente (N m) 
TGc : torque do gerador na estrutura de sustentação em curto circuito (N m) 
TGp : torque do gerador na estrutura de sustentação em regime permanente (N m) 
W : carregamento uniformemente distribuído (N) 
Wi

G : peso do gerador nos pontos de fixação {i=1,...,4} (N) 
Wi

M : peso do motor nos pontos de fixação {i=1,...,18} (N) 
 
 
Letras Gregas 
 
β : constante de amortecimento do dispositivo isolador (kg rad/s) 
∆ : deflexão permissível (m) 
∆ti : deflexão da parte inferior do membro transversal (m) 
∆ts : deflexão da parte superior do membro transversal (m) 
 
∆ u : deflexão unitária, será dada por ( )L/∆  
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δ e : deflexão estática dos isoladores em paralelo 
ζ : razão de amortecimento  (%) 
θ : deslocamento angular do corpo em torno do eixo z  (rad) 
θ&  : velocidade angular do corpo, em torno do eixo z (rad/s) 
θ&&  : aceleração angular do corpo, em torno do eixo z (rad/s2) 
λ : autovalor, do problema de autovalor generalizado 
λi : autovalor complexo, do problema de autovalor generalizado 
µ : relação entre a massa do absorvedor e a massa do elemento primário (%) 

iφ  : constante determinada pelas condições iniciais 

xψ  : deslocamento angular do corpo em torno do eixo x  (rad) 

yψ  : deslocamento angular do corpo em torno do eixo y  (rad) 

xψ&  : velocidade angular do corpo, em torno do eixo x  (rad/s) 

yψ&  : velocidade angular do corpo, em torno do eixo y (rad/s) 

xψ&&  : aceleração angular do corpo, em torno do eixo x  (rad/s2) 

yψ&&  : aceleração angular do corpo, em torno do eixo y  (rad/s2) 

zψ&&  : aceleração angular entorna do eixo z  (rad/s2) 
ωn : freqüência natural  (Hz) 
 
 
Abreviações 
 
AMSM  Amortecedores de massas sintonizadas múltiplas. 
ASME American Society for Mechanical Engineering 
FPSO Plataforma de produção e estocagem de óleo 
G8P Gerador de energia elétrica 
I S O Organização internacional de padrões 
I S O /A & B  Isolador tipo A e/ou tipo B 
M16V Motor a gás 
NLPSolve  Programa de solução de não linearidades 
MIL SPEC Especificação militar 
Skid É a estrutura de sustentação 
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1. Introdução 

 

1.1 Generalidades 

 
A Sociedade de Classificação Det Norske Veritas (DNV, 2004) da Noruega tem 

publicado a recomendação – DNV-RP-F205 sob o título Analise Global da Performance de 

Estruturas Flutuantes em Águas Profundas. Nesta recomendação, um sistema flutuante de 

processamento e produção de óleo situado em águas profundas caracteriza-se como um sistema 

dinâmico integrado por um navio, amarrações e unidades do tipo seco. O sistema flutuante está 

sujeito ao vento, às ondas do mar e as correntes oceânicas, compondo um ambiente dinâmico e 

agressivo para as diferentes estruturas mecânicas. 

 

Um sistema flutuante oceânico envolve múltiplas estruturas, projetadas e instaladas para 

trabalhar em conjunto. Uma arquitetura típica desse sistema, como se observa na Figura 1.1, é 

composta por uma unidade de produção e estocagem de óleo – Floating Production Storage and 

Offloading FPSO, uma unidade do tipo árvore seca – Dry Tree Unit DTU e linhas de amarração 

para transferência de fluido – Fluid Transfer Lines FTL. 

 

A DNV descreve que o movimento de um sistema flutuante em águas rasas (pouco 

profundas) é excitado e amortecido pelas forças da água do mar na estrutura. Com o aumento da 

profundidade, a interação entre o sistema e o volume de água torna-se mais complexa. Uma 

análise deste sistema acoplado ao volume de água é necessária para avaliar a resposta individual 

do FPSO, DTU e FTL, onde se considera a disposição das estruturas no oceano, as excitações, o 

amortecimento das estruturas às cargas e as forças de inércia envolvidas. 

 

A função de uma FPSO é determinada pelo tipo e quantidade de fluido que deve ser 

processado, assim como pelas necessidades de estocagem do fluido. As dimensões do 

reservatório do produto processado, definida em termos do volume de estocagem e da sua 

produtividade, influenciarão no tamanho dos equipamentos de produção e o tempo que a FPSO 

estará em operação offshore. O dimensionamento do casco, por exemplo, deve provir suficiente 

lastro para assegurar o desempenho e estabilidade ao navio. O casco, por não ser largo, não 

propicia espaço adequado à instalação de equipamentos e outras facilidades, tornando-se 

necessária a sua otimização dimensional. 
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a)    b)    

 

c)  

Figura 1.1 Sistema flutuante oceânico: a) DTU, b) FPSO em destaque, c) FTL 

 

As restrições dimensionais consideradas durante o projeto do casco de uma FPSO são 

devidas aos processos de separação de óleo cru, desidratação e compressão de gás, produção e 

tratamento de água, tratamento e uso da água do mar, exportação de óleo cru para outras 

unidades e geração de energia elétrica. 

 

O conjunto de equipamentos dentro de uma FPSO necessita de um sistema de 

abastecimento elétrico eficiente. Estas unidades possuem sistemas elétricos mais extensos que as 

plataformas fixas, onde a demanda elétrica é de aproximadamente 40–50 MW. Para um projeto 

típico assume-se que os motores acionadores são elétricos, com uma carga total conectada de 

70MW e de operação igual a 40MW (Torres et al., 2005). 
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Figura 1.2 Formação de uma FPSO, no destaque 

 

A análise dinâmica de uma estrutura do tipo FPSO encontra-se, por exemplo, embasada 

nas equações de Laplace, como se observa no manual teórico do programa OTTO. O objetivo 

deste programa é fazer uma analise das tensões existentes em um navio, submetido às ações do 

mar com envolvimento da interação fluida-estrutura existente, Otto (1986). 

 

As restrições matemáticas do programa consideram três aspectos principais: 1) o 

movimento de cada elemento discretizado é pequeno, 2) o fluido é incompressível e 3) o fluxo 

não possui rotação. Estes aspectos são padrões no estudo do movimento de navios e possibilita 

reduzir o problema para uma abordagem linear. Os resultados são obtidos no domínio da 

freqüência, contudo o uso da transformada inversa de Fourier pode trazer a resposta para o 

domínio no tempo. Embora os problemas estruturais se encontrem no domínio do tempo, é mais 

conveniente estudar a resposta estrutural no domínio da freqüência. 

 

O programa OTTO é o precursor do MOSES, que é uma ferramenta computacional 

especialmente desenvolvida para a engenharia offshore. Este programa oferece flexibilidade para 

criar modelos de estruturas, habilidades específicas de simulação e análise de tensões em 

estruturas sob forças hidrodinâmicas. 

 

Em 1999, o Dr. Chang-Ho Lee e o Prof. J.Nicholas Neeman fundaram a WAMIT, Inc., 

sob concordância do MIT. A contribuição do WAMIT (Wave Analysis MIT) está relacionada 

com a analise da interação da superfície das ondas com as estruturas offshore. As estruturas 

podem estar localizadas na superfície, submersos ou montados no convés do navio; viabilizando 

informações do carregamento existente acima das estruturas oceânicas. 
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Geralmente os programas, MOSES e WAMIT, entre outros, são aceitos como padrões 

pela indústria (Torres et al., 2005), para análises hidrodinâmicas e avaliação de carregamentos 

durante o deslocamento de estruturas offshore. 

 

1.2 Definição do problema 

 

A exposição dos equipamentos aos carregamentos dinâmicos desenvolve o fenômeno da 

vibração. Ela, como parte da dinâmica associada ao movimento repetitivo, pode ser encontrada 

no movimento permanente do mar, cuja energia é transmitida aos navios e subsistemas do seu 

interior e no convés. Em geral, os navios e subsistemas, também estão sujeitos a forças 

relativamente grandes e aplicadas repentinamente, durante um período de tempo pequeno, 

ocasionando um dano local ou podendo excitar vibrações na estrutura. A esta forca com as 

características de impacto, denomina-se de choque, e a severidade é medida em termos do valor 

máximo da resposta. Após o impacto, a vibração pode gerar ciclos de tensões elevadas na 

estrutura. Para avaliação da resposta se pode considerar o problema, por exemplo, como se fosse 

um sistema massa-mola com um grau de liberdade não amortecido, cuja plotagem do pico da 

resposta para um dado choque é conhecida como espectro do choque ou resposta espectral. 

 

Particularmente, diversos casos podem ser citados a fim de considerar os benefícios ou 

não da vibração ou mesmo do choque. No caso da vibração, por exemplo, o som que atua em 

nosso sistema auditivo é transformado em sinais a serem processados pelo cérebro, 

desenvolvendo o sentido da audição. Por outro lado, a vibração desenvolvida em diversos 

sistemas mecânicos e estruturas pode ser um evento indesejável e destrutivo. Como exemplo, a 

vibração nas asas de uma aeronave, provocada pelo fluxo de vento sobre a mesma, pode 

desenvolver a fadiga do material. O mesmo pode ser observado em estruturas da construção civil 

sujeitas ao carregamento provocado por diversas fontes. Já os eventos sísmicos podem induzir 

vibrações levando à destruição das estruturas civis. 

 

Podem-se argumentar três formas básicas, a fim de dissertar sobre vibrações em sistemas 

mecânicos. 

 

Dependendo do nível de exposição dos equipamentos, o que corresponde a um primeiro 

argumento, os mesmos podem vir a falhar principalmente pelas diferenças em termos da 
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concepção do projeto, da forma de construção e da sua operação, bem como pela utilização de 

itens não certificados. 

 

Uma correta compreensão dos caminhos de transmissão, o que corresponde a um segundo 

argumento, possibilita diminuir a propagação da energia de vibração, através da utilização de 

elementos isoladores ou até mesmo procurando evitar a colocação de fontes de vibração 

próximas uma das outras e coibir o uso de locais críticos. Os caminhos de transmissão são do 

tipo estrutural, onde a vibração se transmite através dos componentes mecânicos e normalmente 

sofre amplificação associada ao material de construção dos equipamentos. 

 

As vibrações relativas entre partes de um equipamento podem ser causadas por uma fonte 

externa, pelo próprio equipamento ou devido à ação de forças geradas durante a operação do 

equipamento Neste último argumento, enquadram-se as vibrações forçadas e as geradas por 

mecanismos de auto-excitacão. Em geral, a auto-excitacão atinge uma ou outra freqüência 

natural do equipamento, o que pode causar vibrações excessivas comprometendo a 

funcionalidade do equipamento e provocando uma parada prematura.  

 

Prevendo a necessidade de proteger os equipamentos, assim como reduzir o custo de 

manutenção e de hora parada, a indústria de isoladores e absorvedores desenvolveu elementos 

mecânicos dedicados ao isolamento e absorção parcial da energia de vibração gerada nos 

equipamentos. Tais elementos possuem características operacionais combinadas de forma a 

melhor atender as solicitações encontradas no ambiente industrial. 

 

Em muitas situações, o fabricante de determinado equipamento deverá se sujeitar a certa 

faixa de vibração na qual o equipamento poderá ser aceito. Prevendo esta necessidade, os órgãos 

normatizadores da indústria, a exemplo da ISO (International Organization of Standards), 

propõem níveis de parâmetros aceitos, normalmente associados ao conforto humano ou ao 

conforto de operação dos equipamentos. Para o caso de equipamentos militares existem as MIL 

SPEC (Militar Specifications). Finalmente, alguns fabricantes, quando possuem ferramentas e 

domínio suficientemente qualificado, definem as faixas de operação de seu produto. 

 

Inman (2007) faz uma divisão de possibilidades de elementos para atenuar ou isolar as 

vibrações geradas por um equipamento, desenvolvendo uma seqüência de tarefas necessárias que 

devem ser executadas até culminar com a definição do tipo de elemento a ser utilizado. O 
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assunto passa inicialmente pela utilização de técnicas e métodos para analisar a resposta de 

vibração do equipamento, que normalmente é objeto de uma ou várias entradas. Conhecidos os 

parâmetros vibracionais de projeto do equipamento, o próximo passo é ajustar estes parâmetros 

até que a resposta vibracional se aproxime dos valores especificados de projeto. 

 

Para dano estrutural, o melhor parâmetro é a amplitude da velocidade de deslocamento da 

estrutura. No homem, a melhor indicação é a aceleração do movimento, pois o corpo humano é 

mais sensível a esta variável. Outra questão que deve ser definida é com relação à faixa de 

freqüência de operação e a amplitude de deslocamento, expostas de forma geral na Tabela 1.1. 

 

Tabela 1.1 Faixa operacional em diversas situações 
Situação Freqüência (Hz) Amplitude do deslocamento (mm) 
Vibração atômica 1012 10-7 
Limiar da percepção humana 1-8 10-2 
Vibração de construções e maquinaria 10 - 100 10-2 - 1 
Oscilação em construções elevadas 1 - 5 10 - 1000 
Fonte: Inman (2007) 

 

Na Tabela 1.2 se observa a faixa operacional de problemas associados à engenharia 

mecânica em função da freqüência de operação e da amplitude de deslocamento. 

 

Tabela 1.2 Faixa operacional em problemas de engenharia. 
Equipamento Freqüência (Hz) Amplitude de Deslocamento (mm) 
Equipamento médico ou ótico 0,1 - 1 10-4 
Maquinaria 10 - 1000 Faixa (mm até cm) 
Fonte: Inman (2007) 

 

As análises de vibrações devem ser claras em três aspectos: o domínio analítico que esta 

sendo usado (tempo, freqüência), as variáveis que a descrevem (deslocamento, velocidade ou 

aceleração) e a forma estatística utilizada (amplitude instantânea, amplitude média calculada).  

 

Como o quadrado do deslocamento associa-se com a energia potencial de um sistema, a 

média do deslocamento quadrático resulta um parâmetro vibracional importante. O valor 

quadrático médio ou variança do deslocamento x(t), denotada por 2x , é definido por: 

 

∫∞→
=

T

T
dttx

T
x

0

22 )(1lim  (1.1)
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A raiz quadrada desse valor, chamada de root mean square (rms), é geralmente utilizada 

na especificação da vibração, a partir do qual é possível definir o valor rms para velocidade e 

aceleração. 

 

A ISO publicou um padrão de níveis aceitáveis de vibração em função dos valores rms, 

que podem ser utilizados para definir os níveis de vibração relacionados ao projeto em estudo. O 

passo seguinte é definir considerações com respeito à resposta do sistema, a qual pode ser 

detalhada em três itens, quais sejam: especificar a força de acionamento que dá origem a resposta 

do sistema, classificar a entrada como choque ou vibração e especificar a natureza da resposta.  

 

Diversas técnicas servem para limitar ou alterar o choque ou a vibração de um sistema, se 

utilizando normalmente dois dispositivos, quais sejam: isoladores ou absorvedores. A Figura 1.3 

mostra a diferença construtiva básica entre os dois.  

 

a)                            b)  

Figura 1.3 a) Isolador de vibração, b) Absorvedor de vibração 

 

  Diferente do isolador, um absorvedor consiste de uma segunda combinação de massa-

mola associada ao dispositivo primário para protegê-lo da vibração. O maior efeito de adicionar 

um segundo sistema de massa-mola é mudar de um sistema com um grau de liberdade, para um 

sistema com dois graus de liberdade. O valor da massa do absorvedor (ma) e o valor da rigidez 

(ka) do absorvedor é escolhido tal que, o movimento da massa primária (m) seja mínimo. 

 

  Um absorvedor é normalmente usado em máquinas que giram a velocidade constante, ou 

ainda em linhas de transmissão ou de telefonia, as quais normalmente são afetadas pela ação do 

vento. O sucesso na escolha do absorvedor depende dos seguintes fatores: a) conhecer a 

excitação harmônica; b) se a freqüência do excitador flutuar fora da faixa de freqüência do 
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absorvedor, a massa primária poderá sofrer oscilações; c) se há possibilidade de que a freqüência 

principal passe para um sistema combinado de freqüências ressonantes; d) se a rigidez da mola é 

capaz de suportar a forca total de excitação e possui uma deflexão correspondente; e, e) para 

evitar ressonância deve-se avaliar a relação da massa do absorvedor e da massa primária. 

 

Os absorvedores dinâmicos são dispositivos simples acoplados a sistemas mecânicos, ou 

a estruturas, chamadas de sistemas primários. Estes elementos têm por objetivo reduzir as 

vibrações quando estas estruturas estão trabalhando em uma faixa de freqüências na qual há uma 

ou várias freqüências naturais. Com o avanço tecnológico dos materiais viscoelásticos, os 

absorvedores de vibração se tornam viáveis para se produzir e aplicar a qualquer estrutura, por 

mais complexa que esta seja. 

 

Os sistemas de transmissão de vibração podem tanto amplificar como amortecer os 

estímulos que recebem das fontes. O amortecimento ocorre na maioria dos casos, pela utilização 

de materiais destinados especificamente a esse fim e/ou por peças de acabamento interno que 

possuem características favoráveis ao amortecimento, ambos capazes de dispersar parte da 

energia vibratória, em forma de calor, reduzindo os níveis que chegam até equipamentos mais 

sensíveis.  

 

Um projeto complexo, como é o caso do sistema de isoladores para um grupo gerador, 

exige conhecimento prévio do comportamento de todos os subsistemas que farão interação. 

Neste caso, torna-se indispensável que se estime quando menos o tipo, a magnitude e faixa de 

freqüências das fontes excitadoras, sob diferentes situações de operação, e que se considere a 

influência da interação entre os subsistemas. 

 

Na atualidade, o desenvolvimento de um projeto é auxiliado com ferramentas numéricas, 

a exemplo do método dos elementos finitos, elementos de contorno ou análise estatística 

energética. A fase final é a confirmação dos resultados numéricos com aqueles obtidos em 

protótipos ou através de experimentação em sistemas similares.  

 

Os fabricantes de estruturas mecânicas estabelecem nas etapas iniciais do projeto os 

limites de carregamento, os parâmetros modais a serem atingidos e os níveis de respostas 

permissíveis. Assim, se evidencia a necessidade do pleno domínio das ferramentas numéricas e 

técnicas experimentais, como qualificações essenciais para a obtenção de importantes 
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diferenciais tecnológicos dentro do cenário mundial, onde é exigida a constante evolução no 

controle de ruídos e vibrações. 

 

A atividade de prospecção e exploração de petróleo em alto mar requer investimentos 

elevados para a implantação dos meios navais necessários. Os efeitos da construção de 

plataformas, em nível de geração de emprego, desenvolvimento tecnológico e riqueza podem ser 

sentidos em meio à crise econômica mundial.  

 

As plataformas assim como os navios plataforma estão sujeitos às mais diferentes formas 

de carregamentos estáticos e dinâmicos, os quais podem ser provocados pelo deslocamento da 

unidade para o ponto de ancoragem, a ação de correntes marinhas e ventos, a operação em si, etc. 

 

A indústria do petróleo promove alternativas de projeto relacionadas com a tecnologia de 

desenvolvimento de plataformas, dos equipamentos internos responsáveis pela produção, 

manutenção e conforto da vida do homem na plataforma. 

 

O tratamento de problemas acoplados, considerando a interação fluido-estrutura, a 

exemplo dos sistemas ancorados no mar, vem com o passar dos anos, diante da maior 

disponibilidade de ferramentas analíticas, numéricas e experimentais, sendo um desafio plausível 

de solução e alvo constante de pesquisa em diversos segmentos tecnológicos da indústria.  

 

Etapa fundamental no projeto da estrutura de sustentação de um grupo gerador é sua 

concepção estrutural, a fim de definir o tipo, quantidade, posicionamento e geometria dos 

elementos estruturais. A análise estrutural serve para fazer uma avaliação do comportamento da 

estrutura, para o qual se considera um modelo analítico simplificado e fundamentado no 

propósito para o qual a estrutura esta sendo concebida.  

 

Em geral, a concepção de um modelo analítico deve considerar o comportamento real da 

estrutura, com base em resultados experimentais e estatísticos. Contudo, podem-se adotar uma 

série de hipóteses simplificadoras relativas ao comportamento físico dos componentes, da 

geometria do modelo, das condições de suporte com o meio externo, do comportamento dos 

materiais e das solicitações que agem sobre a estrutura. 
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O modelo analítico é utilizado para representar matematicamente a estrutura em análise, e 

incorpora as teorias e hipóteses necessárias para descrever o comportamento da estrutura sob 

diversas solicitações. Estas hipóteses são baseadas em leis físicas de equilíbrio entre forças e 

deslocamentos, em relações de compatibilidade entre deslocamentos/deformações e 

deformações/tensões, e em leis constitutivas dos materiais que compõem a estrutura. 

 

O desenvolvimento da modelagem da estrutura de sustentação de um grupo gerador, tema 

desta pesquisa, sob condições de contorno definidas como carregamentos e freqüência de 

operação do conjunto a ser protegido, envolve um sistema de isoladores específico para este fim. 

Contudo, o trabalho é desenvolvido não só para compreensão do fenômeno físico, mas também 

para se adquirir sensibilidade quanto aos fatores que influenciam o projeto de sistemas similares. 

 

1.3 Objetivos da pesquisa 

 

Os principais objetivos do trabalho são: 

 

O desenvolvimento dimensional de uma estrutura metálica, robusta e eficiente, que sirva 

de sustentação a um grupo gerador. A estrutura deve suportar o carregamento operacional 

provocado pelo grupo gerador, constituído por motor, acoplamento e gerador. Como resultados 

deste desenvolvimento são obtidos as seções transversais dos membros longitudinais e 

transversais da estrutura. 

 

Desenvolver computacionalmente um sistema ótimo de isoladores de vibração para o 

conjunto formado pelo grupo gerador e a estrutura de sustentação. Como resultados deste 

desenvolvimento são definidos as freqüências naturais do conjunto, assim como os parâmetros 

de rigidez e de amortecimento dos isoladores. 

 

Avaliar a estrutura de sustentação numa aplicação offshore, considerando a análise modal 

e a análise de tensões da estrutura, quando sujeita a carregamentos estáticos e dinâmicos. 

 

1.4 Organização do trabalho 

 

O trabalho encontra-se dividido em sete capítulos. 
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 O Capítulo 1 define e justifica o problema a ser abordado neste trabalho, os principais 

objetivos que se pretendem alcançar, e a organização da metodologia adotada. 

  

 O Capítulo 2 disponibiliza a pesquisa bibliográfica, envolvendo diferentes 

desdobramentos de estudos, técnicas e aplicações correlatas às empregadas neste trabalho. 

 

 O Capítulo 3 apresenta o embasamento teórico requerido para a modelagem e análise 

estrutural da estrutura de sustentação de um grupo gerador. 

 

O Capítulo 4 têm por finalidade desenvolver a modelagem da estrutura de sustentação de 

um grupo gerador, onde a estrutura estará sujeita ao carregamento provocado por máquinas 

teoricamente rígidas, entregando-se ao final uma possibilidade de perfis para a estrutura. 

 

 No Capítulo 5 se desenvolve um modelo onde a massa distribuída do conjunto, formado 

pelo gerador e pela estrutura de sustentação, é concentrado como um corpo rígido sobre um 

sistema de isoladores. Tal modelo possibilita selecionar um sistema ótimo de isoladores em 

função da minimização da máxima freqüência natural do conjunto. 

 

O Capítulo 6 apresenta resultados de aproximação numérica, relativos á análise modal, 

análise de deflexões e de tensões da estrutura de sustentação de um grupo gerador, considerando 

cargas dinâmicas offshore. 

 

 O Capítulo 7 apresenta as conclusões gerais obtidas, bem como as perspectivas para o 

desenvolvimento de futuros trabalhos na área. 

 

O Capítulo 8 lista as referências bibliográficas utilizadas no trabalho. 
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2. Pesquisa Bibliográfica 

 

Neste capítulo se apresenta uma revisão da literatura com o objetivo de conhecer as 

diferentes contribuições científicas relacionadas ao tema da pesquisa, inclusive com a finalidade 

de auxiliar na justificativa do tema e definição do problema, na determinação dos objetivos e na 

construção de hipóteses de solução. 

 

Estudos foram realizados no sentido de generalizar a teoria dos absorvedores de vibração 

aplicados a estruturas complexas. Nos trabalhos de Espíndola e Silva (1992), uma metodologia 

geral foi derivada para o projeto ótimo de um sistema de absorvedores, quando acoplados a uma 

estrutura com geometria complexa. Essa teoria foi aplicada para absorvedores de diversos tipos 

(Espíndola e Silva, 1992). 

 

Bavastri (1997), utilizando técnicas de otimização, e Bavastri et al (1998), usando um 

algoritmo híbrido (AG e TONL), propõem uma técnica geral para o projeto ótimo de 

neutralizadores dinâmicos. Com essa metodologia, o controle deixou de ser projetado modo a 

modo, como em Espíndola e Silva(1992), para ser concebido em banda larga de freqüência, onde 

um ou vários neutralizadores podem ser projetados, simultaneamente, para controlar um ou 

vários modos na faixa de freqüência de interesse. 

 

O assunto neutralizadores dinâmicos foi explorado por Freitas e Steffen Jr (2004). 

Neutralizadores adaptativos são aqueles cujos parâmetros físicos de massa, rigidez e 

amortecimento podem ser ajustados, possibilitando a estes dispositivos uma sintonia com uma 

banda de freqüência maior. Steffen Jr. et al (2007) realizou pesquisas em controle ativo de 

vibração de máquinas rotativas em regime transitório e em regime permanente através da 

utilização de materiais piezolétricos nos mancais. Resultados experimentais e simulação 

numérica por elementos finitos mostraram que esta estratégia para o controle de vibração de 

rotores é válida. 

 

 Marcotte (2004) propôs um estudo sobre um dispositivo para a atenuação de ruídos e 

vibração, através de uma combinação das técnicas clássicas. O dispositivo chamado de DAVA 

(Distributed Active Vibration Absorber – Absorvedor ativo de vibração distribuído) é a 

combinação das técnicas de absorção passiva, reativa e ativa. O DAVA é distribuído sobre a área 

da estrutura que se deseja atenuar o som e atenuar a vibração. O dispositivo é feito de camadas 
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retas e em forma de onda, as quais estarão em contato com a estrutura flexível. O método de 

atuação do dispositivo é semelhante a um absorvedor de vibração, com uma massa fixa na 

estrutura, agindo como um sistema massa mola, com um grau de liberdade, distribuído sobre a 

área da estrutura. A freqüência de ressonância do DAVA, pode ser ajustada através da variação 

da espessura do elemento elástico, ou ainda através da variação da espessura do absorvedor. 

 

 Os absorvedores de vibração, conforme definição de Bavastri et al. (2007), são sistemas 

ressonantes que ao serem fixados a uma estrutura mecânica, chamada de primária, reduzem os 

níveis de vibração a valores aceitáveis pela estrutura. Através da modelagem do absorvedor, é 

possível representar a dinâmica do sistema composto, qual seja; sistema primário mais 

absorvedor, em função das coordenadas generalizadas do sistema primário. Isto permite trabalhar 

com um número reduzido de equações em um subespaço modal do sistema a controlar. Este 

trabalho apresenta a definição de parâmetros equivalentes para diferentes tipos de absorvedores 

(viscosos, viscoelásticos, eletromecânicos e hidráulicos) e a utilização de simulações numéricas. 

Com relação à quantidade de absorvedores que podem ser utilizados, dependerá da banda de 

freqüência de interesse; sendo que para um controle em banda, o amortecimento é fundamental. 

 

Os absorvedores, aplicados em controle de vibrações, são eficazes para reduzir vibração 

em máquinas, edifícios, pontes e outros sistemas mecânicos e eletro mecânicos, apresentando um 

custo que se pode considerar baixo, em se tratando de atenuação de vibração em máquinas 

rotativas. Como escrito anteriormente, a vantagem destes dispositivos esta na manipulação das 

características físicas, quais sejam: massa, rigidez e amortecimento. Permitindo desta forma que 

o nível de vibração da estrutura (sistema primário) seja reduzida a valores aceitáveis ou a 

amplitude da sua resposta seja minimizada (Cruz, 2004). 

 

A busca da atenuação ou do isolamento das vibrações presentes nos equipamentos, 

durante seu período de operação, pode ser verificada através das observações de Dodd (2007), 

que menciona que desenvolvimentos nessa área já ocorriam há 100 anos. O autor destaca a 

utilização da teoria das equações diferencias lineares de segunda ordem com coeficientes 

constantes, possibilitando uma estratégia para a solução, analise e controle das vibrações. 

 

Dodd (2007) considera um motor de automóvel vibrando em operação e montado na 

estrutura de base do veículo. Se o motor for montado rigidamente na estrutura de sustentacão, a 

vibração será transmitida entre as mesmas, o que pode causar danos à sustentação do motor, ou 
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ainda um inaceitável desconforto dentro do automóvel. Uma opção natural para minimizar tal 

efeito é inserir um dispositivo entre o motor e a estrutura de sustentacão, por exemplo, um 

isolador de vibração, que consiste de um ou mais pads de um material elástico, que pode ser uma 

borracha ou um conjunto de molas, uma câmara contendo ar sob pressão ou ainda uma 

combinação destes elementos. A relação da forca máxima transmitida à estrutura de sustentacão 

através do isolador de vibração, com a forca máxima exercida na estrutura de sustentacão pelo 

motor sem isolador, representa a transmissibilidade. 

 

 No caso das vibrações, os parâmetros de controle, podem ser: a amplitude da vibração, as 

freqüências de vibração e as derivadas de deslocamento e velocidade. Explorando as possíveis 

fontes de vibração, o caminho percorrido pelo fenômeno, as conseqüências e as soluções 

disponíveis, Lamancusa (2002) apresenta o controle inteligente dos níveis de vibração, através 

do uso das facilidades propostas pela mecatrônica, culminando com a combinação de 

dispositivos isoladores e absorvedores de vibração. 

 

Como se observa na Figura 2.1, uma das ferramentas desenvolvidas para tratar as 

equações diferencias é a programação em blocos, passando-se a interagir com o sistema de 

maneira virtual, até atingir a solução desejada pela modificação dos parâmetros envolvidos. 

Neste caso, observam-se diversos sinais para excitação da equação diferencial, chamados de F1, 

F2, F3, F4 e F5; selecionados independentemente a partir da chave de múltiplas posições. A 

conexão ao corpo da programação é feita via equação diferencial ordinária ou através da função 

de transferência, a qual trata o sinal no domínio da freqüência, que representa a relação entre a 

entrada e a saída do sinal. Uma vez determinada a resposta no domínio da freqüência, se realiza a 

transformada inversa para ter a resposta no domínio do tempo.  
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Figura 2.1 Resposta de um sistema de 1GDL sob diversas excitações, (Sek, 2006) 

 

 Hoque (2006) propôs o desenvolvimento de um sistema ativo de controle de vibração, 

utilizando isoladores de vibração. O sistema desenvolvido é capaz de suprimir distúrbios diretos 

e isolar o sistema de vibrações associadas a translação vertical e a modos rotacionais. Duas 

categorias de controle estratégico para os atuadores foram propostas, quais sejam de controle 

local e controle modal. O controle modal, segundo o autor, permite superar limitações de 

desempenho para os modos rotacionais, as quais não eram contempladas no método de controle 

proposto anteriormente. Um modelo matemático do sistema é proposto e cada grau de liberdade 

é tratado separadamente para controlar o sistema. Segundo Hoque, os resultados têm atingido 

uma boa isolação da vibração e um bom desempenho de atenuação. 

 

 As facilidades dos novos materiais e o avanço tecnológico têm possibilitado a construção 

de estruturas mais elevadas e flexíveis, contudo mais propensas a vibrações de natureza diversa. 

Com a finalidade de reduzir o nível de vibração, usa-se o controle passivo através de dispositivos 

projetados para esse fim, dentre os quais o amortecedor de massa múltiplo (AMSM) tem-se 

mostrado eficiente, Figura 2.2. Este dispositivo consiste em vários sistemas massa, mola e 

amortecedor, sintonizados em torno da freqüência do sistema principal. Ospina (2008) compara 

as respostas de um edifício de vinte andares reduzido a um grau de liberdade através da 

superposição modal. Os resultados obtidos sugerem uma busca numérica Min.Max. com a 

finalidade de encontrar parâmetros que permitam uma melhor eficiência do AMSM para dois, 

três, quatro e cinco massas, apresentando as equações que governam o sistema AMSM. 
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Figura 2.2 Absorvedor de massa sintonizado: a) principal b) passivo c) ativo 
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3. Fundamentação Teórica 

 

3.1 Generalidades 

 

 A finalidade deste capítulo é apresentar o embasamento teórico necessário para o 

desenvolvimento do projeto, modelagem e análise da estrutura de sustentação de um grupo 

gerador, sujeita a carregamentos operacionais, quer dizer estáticos e dinâmicos. 

 

3.2 Deflexão da estrutura de sustentação 

 

As estruturas de apoio das máquinas, como por exemplo, a estrutura de sustentação de 

um grupo gerador torna-se fundamental para a adequada performance dinâmica do grupo. As 

variáveis consideradas no desempenho do grupo aparentam estar relacionadas com a 

configuração de rigidez da estrutura de sustentação. Esses carregamentos são transmitidos, 

através dos pontos de fixação à estrutura; por outro lado, as seções transversais dos membros da 

estrutura devem ter momentos de inércia apropriados, não permitindo deflexões excessivas e 

garantindo que as tensões se encontrem abaixo do limite de fadiga da estrutura carregada. O 

sistema de coordenadas adotado no trabalho é mostrado na Figura 3.1. 

 

 
Figura 3.1 Sistema de coordenadas adotado para o projeto 

 

Os componentes da estrutura de sustentação são os membros laterais longitudinais e os 

membros transversais. Como uma primeira aproximação, considera-se os membros da estrutura 

de sustentação separadamente, conforme se observa, por exemplo, no esquema do membro 
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lateral longitudinal da Figura 3.2, a fim de avaliar a sua contribuição para a resistência total à 

deflexão da estrutura de sustentação. 

 

 

                
Figura 3.2 Membro lateral longitudinal com indicação da seção transversal  

 

O calculo da máxima deflexão devido a carregamentos de flexão necessita que o ponto de 

máxima deflexão deva primeiramente ser encontrado. Normalmente, a estrutura de sustentação 

possui mais de duas cargas e a máxima deflexão, usualmente não ocorre no meio do 

comprimento da estrutura. Contudo, duas medidas podem simplificar esta questão, a primeira, 

considerar somente a deflexão no meio do comprimento do membro ao invés da deflexão 

máxima num ponto de difícil obtenção visto que elas não diferem em mais de 2%, a segunda, um 

simples método de adição dos momentos de inércia requerido para cada carga individual pode 

ser utilizado, (Blodgett, 1976). 

 

Para cada membro encontra-se que cada carga causará certa deflexão. Logo, utilizando o 

princípio da superposição, a deflexão total será igual à soma das deflexões individuais 

produzidas pelas cargas individuais. 

 

Este princípio de adição das deflexões pode ser usado de modo reverso, para encontrar a 

seção requerida do membro com perfil I suposto. Para uma dada deflexão permissível ∆ no meio 

do comprimento, cada carga solicitará que o membro tenha uma secção especifica (I1, I2,...). 

 

O momento de inércia I do membro, necessário para suportar todas as cargas verticais 

dentro da deflexão permissível ∆, será igual à soma dos momentos de inércia individuais (In). 
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Uma forma gráfica para obtenção do momento de inércia individual (In) requerido, 

associado a carregamento e condição de apóio específico, é realizado através da utilização de 

nomogramas, como apresentado para uma carga concentrada na Figura 3.3, Blodgett (1976). 

 

 
Figura 3.3 Momento de inércia requerido para carga concentrada 

 

Ao projetar a estrutura de sustentação consideram-se algumas medidas para o incremento 

da resistência à torção: seções fechadas, reforços diagonais, e conexões rígidas nos extremos dos 

membros longitudinais.  

 

3.2.1 Deflexão por flexão dos membros longitudinais 

 

 Blodgett (1976) apresenta um procedimento para obter o momento de inércia através do 

método das propriedades unitárias; para o qual se determinam as relações da largura b à altura d 

da seção e também o percentual da espessura da alma t à altura d da seção. Logo, em tabelas com 

propriedades unitárias apropriadas para seções de configuração similar, encontra-se o momento 

de inércia unitário Iu para uma seção que satisfaça essas relações.  

 

Para o caso de seções em I, utiliza-se as relações da Tabela 3.1, extraída de Blodgett 

(1976). 
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Tabela 3.1 Momentos de inércia unitários Iu de uma seção transversal em I, C e caixão 

 

 

Relação 
espessura/altura,  

t/d (%)  

Relação largura/altura, b/d 

1/2 3/4 1 2 3 

2 0,0067 0,0091 0,0120 0,0205 0,030 
3 0,0095 0,0129 0,0167 0,0305 0,044 
4 0,012 0,0165 0,0212 0,040 0,0570 
5 0,01425 0,01985 0,02562 0,0482 0,07080 
10 0,02457 0,034735 0,04493 0,0856 0,12486 
15 0,0315 0,0457 0,0583 0,1115 0,1645 
20 0,03627 0,0526 0,06763 0,1317 0,1957 
25 0,0390 0,0568 0,0739 0,1455 0,2180 
30 0,0407 0,06013 0,0796 0,1576 0,2355 

 

Visto que o valor de Iu é válido para uma seção com altura de 1 pol, a fim de se obter o 

momento de inércia da seção de interesse, multiplica-se dito valor Iu pela altura da seção elevada 

à quarta potência. 

 
4dII u=  (3.1)

  

 A máxima deflexão ∆ em vigas uniformemente carregadas e apoiadas nos extremos, que 

é a condição assumida para os membros longitudinais, é obtida através da expressão, 

 

IE
LW

384
5 3

=∆ , (3.2)

 

onde 

L : comprimento da viga 

I : momento de inércia da seção 

E : módulo de elasticidade do material 

W : carregamento total (uniformemente distribuído) 

 

3.2.2 Deflexão por flexão dos membros transversais 

 

O próximo passo é definir as características da seção transversal dos membros 

transversais da estrutura de sustentação. Embora não exista carga horizontal aplicada na estrutura 

de sustentação, ela deve ser capaz de suportar uma carga horizontal PT, assumida neste caso 
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igual a 1/5 do carregamento uniformemente distribuído da carga vertical total W, (Blodgett, 

1976), 

 

WPT 5
1

=  (3.3)

 

 A deflexão da parte inferior do membro transversal ∆ti, segundo modelo da Figura 3.4 e 

conforme Blodgett (1976), é calculada da seguinte forma, , 

 

ti

tiit
ti IE

LeP
2

2

=∆  (3.4)

 

onde 

Lti : comprimento da parte inferior do membro transversal (metade da largura da estrutura) 

Iti : momento de inércia da parte inferior da seção do membro transversal 

ei : altura livre do membro transversal inferior 

 

 
Figura 3.4 Parte inferior do membro transversal sujeito a carga horizontal 

 

O passo seguinte é verificar o momento de inércia necessário da parte superior do 

membro transversal, aproximado segundo o modelo de viga da Figura 3.5, cuja seção transversal 

horizontal assemelha-se a uma viga I, conforme Figura 4.10. O flange externo é parte da alma do 

membro longitudinal, sua alma é a alma do membro transversal, e o flange interno é uma 

prolongação do flange superior do membro transversal. 
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Figura 3.5 Parte superior do membro transversal sujeito a carga horizontal 

 

A deflexão da parte superior do membro transversal é calculada com a expressão, 

 

ts

tst
ts IE

LP
3

3

=∆ , (3.5)

 

onde 

Lts : comprimento da parte superior do membro transversal 

Its : momento de inércia da parte superior do membro transversal 

Pt : carregamento do membro transversal 

 

3.2.3 Resistência à torção de seções abertas de parede fina 

 

A obtenção do ângulo de torção aplicável ao trabalho requer o entendimento da estrutura 

à torção, para o qual se considera que seus membros possam ser considerados como seções 

abertas de parede fina. Por definição, se considera que uma seção de parede fina seja dita aberta 

quando a união dos pontos que definem a linha central das paredes não é uma curva fechada. 

Segundo Oden e Ripperger (1981), as vigas com perfil em I estão dentro das formas estruturais 

caracterizadas pelas combinações de elementos retangulares de parede fina. 

 

 Uma característica básica destas seções é que a espessura t dos componentes da seção é 

muito pequena se comparada às outras dimensões. O método para a analise torcional deste tipo 

de estrutura passa pelo estudo da seção aberta correspondente a um retângulo fino. Para o 

trabalho, o perfil da seção retangular é simétrico com relação aos eixos locais y e z. Assumindo 
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que a superfície Φ  da seção seja constante na direção de y, ela será uma função de z sem 

apresentar variação em y, Figura 3.6. 

  

 
Figura 3.6 Superfície Φ  de uma seção retangular fina, Fonte: Oden e Ripperger (1981) 

  

 Considerando θ como o ângulo de torção, a equação de compatibilidade para o problema 

de torção em barras prismáticas é, 

 

θG
zy

22

2

2

2

−=
∂

Φ∂
+

∂
Φ∂  (3.6)

 

que para uma seção transversal retangular fina, se reduz a seguinte equação diferencial ordinária, 

 

θG
dz
d 22

2

−=
Φ  (3.7)

 

 Integrando-se a equação duas vezes tem-se, 

 

21
2 CzCzG ++−=Φ θ  (3.8)

 

onde C1 e C2 são constantes de integração. Como 0=Φ  em 2/tz ±= , temos assim C1=0 e 

4/2
2 tGC θ= , logo, 

 

)
4

(
2

2 tzG −−=Φ θ  (3.9)

 

 Em 1855, Saint-Venant apresenta a teoria da torção; quase meio século depois, Ludwig 

Prandtl define que o problema torcional pode ser conduzido pela função diferenciável ),( zyΦ , 
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chamada de função tensão ou stress function, onde as tensões de cisalhamento τxy e τxz, 

mostradas na Figura 3.7, são dadas por, 

 

zG
zxy θτ 2−=

∂
Φ∂

=  (3.10)

0=
∂
Φ∂

−=
yxzτ  (3.11)

 

 
Figura 3.7 Resultantes de tensão de uma seção de uma barra, Fonte: Oden e Ripperger (1981) 

 

Assim, a tensão cisalhamento varia linearmente sobre a espessura e é zero ao longo da 

linha de centro do retângulo. Definida a constante torcional J de uma barra de seção arbitrária 

por, 

 

∫ ∫ Φ=
A

dydx
G

J
θ

2  (3.12)

 

e substituindo nesta expressão a Equação (3.9), obtém-se a constante torcional de uma barra com 

seção retangular, 

 

∫ ∫− −
−−=

2/

2/

2/

2/

2
2 )

2
2(

b

b

t

t
dydztzJ  (3.13)

3

3btJ =  (3.14)

 

 As constantes torcionais e a máxima tensão de cisalhamento podem ser encontradas para 

muitas seções complexas abertas de parede fina, usando os resultados obtidos para um perfil 

retangular, o qual é possível por ambos serem diretamente proporcionais ao volume sob a 

superfície Φ . Este volume, para uma seção composta por diversos membros retangulares, é 
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claramente igual à soma dos volumes elementares. Por exemplo, a constante torcional da seção I, 

mostrada na Figura 3.8, é exposta na Equação (3.15), 

 

 
Figura 3.8 Perfil em I, para calculo da constante torcional 

 

3
4 3

22
3

11 tbtbJ +
=  (3.15)

 

 De forma geral, uma seção com n elementos retangulares será dada por, 

 

∑
=

=
n

i
ii tbJ

1

3

3
1  (3.16)

 

Conforme Oden e Ripperger (1981) o momento de torção total T em qualquer seção de 

uma barra não circular é igual a duas vezes o volume baixo a superfície Φ, 

 

∫∫=
A

dzdyT Φ2  (3.17)

 

Já o ângulo de torção θ  ainda pode ser expresso através da teoria elementar de torção, 

 

JG
LT

=θ  (3.18)

 

onde 

L : comprimento da barra  

G : módulo de rigidez à torção do material 
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J  : constante torcional da barra 

 

3.3 Dinâmica de corpo rígido do conjunto 

 

Esta seção apresenta a dinâmica de corpo rígido na modelagem da estrutura de 

sustentação, de forma a obter um conjunto ótimo de isoladores de vibração. 

 

3.3.1 Vibração de corpo rígido 

 

Em sistemas com massa distribuída, um modelo que admita que a massa esteja 

concentrada em um único ponto ou em certo número de pontos pode, em alguns casos, prover 

uma aproximação adequada do comportamento do sistema. Um modelo relevante do conjunto 

sujeita a vibração seria considerá-lo um corpo rígido com massa distribuída restrito por 

isoladores. Neste caso, o equilíbrio de forças e momentos deve ser satisfeito no movimento do 

corpo. 

 

Considera-se o conjunto como um corpo rígido com centro de massa CM, suportado 

diretamente no solo, como mostrado na Figura 3.9. Sob a ação de forças aplicadas, o corpo pode 

vibrar em qualquer uma das coordenadas translacionais (longitudinal x, transversal y, vertical z) 

ou rotacionais (rolagem/roll ψx, balanço/pitch ψy e guinada/yaw θ). 

 

Na maioria dos casos, a translação vertical e a rotação torsional são desacopladas. A 

translação longitudinal e o balanço, a translação transversal e a rolagem são acopladas. 
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Figura 3.9 Origem do sistema de coordenadas SC e centro de massa CM 

 

Para o sistema de coordenadas indicado na Figura 3.1, as coordenadas do CM do 

conjunto são calculadas através das expressões, 
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onde 

x  : posição do CM do conjunto com relação ao eixo x, em mm 

y  : posição do CM do conjunto com relação ao eixo y, em mm 

z  : posição do CM do conjunto com relação ao eixo z, em mm 

 

3.3.2 Equações de movimento de vibração livre 

 



 - 28 - 

 

O suporte do corpo rígido é idealizado com um número discreto de isoladores. Para o 

corpo, as equações de movimento de vibração livre são desenvolvidas separadamente sem e com 

amortecimento. 

 

O conjunto assumido como um corpo em três dimensões pode vibrar com até seis graus 

de liberdade. Para simplificar a analise um número de condições deverão ser impostas tal que: 

 

1) Os eixos de referência para o corpo serão escolhidos de forma que os produtos de inércia, 

Ixy=Iyz=Izx=0. A origem dos eixos de referencia passam através do CM do corpo e os 

momentos de inércia Ixx, Iyy, Izz tornam-se os momentos principais de inércia. 

 

2) As molas de sustentação são alinhadas tal que os eixos de carregamento são paralelos aos 

eixos de referência. 

 

3) Para as molas de sustentação, considera-se kxy=kyz=kzx=0, onde, por exemplo, kxy é a rigidez 

lateral da mola com eixo longitudinal na direção de x. 

 

4) A fundação é rígida. 

 

As equações de movimento para vibração livre não amortecida, considerando a Figura 

3.10, são expressas da seguinte forma, 

 

∑ ∑∑ =−++ 0)()( θψ yixiyzixixi lklkxkxm &&  (3.20)
 

∑ ∑∑ =−++ 0)()()( θψ xiyixziyiyi lklkykym &&  (3.21)

 

∑ ∑∑ =−++ 0)()( yxizixyizizi lklkzkzm ψψ&&  (3.22)
 

∑ ∑
∑∑ ∑∑

=−−

++++

0)()(

))()(()()( 22

θψ

ψψ

zixiyiyyixizi

xziziziyiyiziziyixxx

llkllk

lklkzlkylkI &&
 (3.23)

 

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

=−++

−−+

0)())()((

)()()(
22 θψ

ψψ

ziyixiyxizizixi

xyixizixizizixiyyy

llklklk

llkzlkxlkI &&
 (3.24)
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∑∑ ∑
∑ ∑∑

=++−

−+−

0))()(()(

)()()(
22 θψ

ψθ

xiyiyixiyziyixi

xzixiyixiyiyixizz

lklkllk

llkylkxlkI &&
 (3.25)

 

 As equações de movimento para vibração livre amortecida, considerando a Figura 3.10, 

são expressas da seguinte forma, 

 

∑ ∑ ∑∑∑∑ =−++−++ 0)()()()( θψθψ yixiyzixixiyixiyzixixi lklkxklclcxcxm &&&&&  (3.26)
 

∑ ∑ ∑∑∑∑ =−++−++ 0)()()()( θψθψ xiyixziyiyixiyixziyiyi lklkyklclcycym &&&&&  (3.27)
 

∑ ∑ ∑∑∑∑ =−++−++ 0)()()()( yxizixyiziziyxizixyizizi lklkzklclczczm ψψψψ &&&&&  (3.28)
 

0)()(

))()(()()()()(

))()(()()(
22

22

=−−

++++−−

++++

∑ ∑
∑∑∑∑∑ ∑

∑∑∑∑

θψ

ψθψ

ψψ

zixiyiyyixizi

xziziziyiyiziziyizixiyiyyixizi

xziziziyiyiziziyixxx

llkllk

lklkzlkylkllcllc

lclczlcylcI
&&

&&&&&

 (3.29)

 

( )∑∑∑
∑ ∑ ∑∑∑∑

∑∑∑

=−++

−−+−++

−−+

0))()((

)()()()())()((

)()()(

22

22

θψ

ψθψ

ψψ

ziyixiyxizizixi

xyixizixizizixiziyixiyxizizixi

xyixizixizizixiyyy

llklclk

llkzlkxlkllclclc

llczlcxlcI

&
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&&&&&

 (3.30)

 

0))()(()(

)()()())()(()(

)()()(

22

22

=++−

−+−++−

−+−

∑∑∑
∑∑∑∑∑∑

∑∑∑

θψ

ψθψ

ψθ

xiyiyixiyzyixi

xzixiyixiyiyixixiyiyixiyziyixi

xzixiyixiyiyixizz

lklkllk

llkylkxlklclcllc

llcylcxlcI
&&

&&&&&

 (3.31)

 

onde 

m : massa total do corpo (conjunto) 

xil  : distância entre o ponto de fixação do corpo até o CM, no eixo x 

yil  : distância entre o ponto de fixação do corpo até o CM, no eixo y 

zil  : distância entre o ponto de fixação do corpo até o CM, no eixo z 

x : deslocamento do corpo no eixo x 

y   : deslocamento do corpo no eixo y 

z : deslocamento do corpo no eixo z 

x&  : velocidade do corpo no eixo x 

y&  : velocidade do corpo no eixo y 
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z&  : velocidade do corpo no eixo z 

x&&  : aceleração do corpo no eixo x 

y&&  : aceleração do corpo no eixo y 

z&&  : aceleração do corpo no eixo z 

xik  : constante de rigidez da mola i no eixo x 

yik  : constante de rigidez da mola i no eixo y 

zik  : constante de rigidez da mola i no eixo z 

xic  : coeficiente de amortecimento do amortecedor i no eixo x 

yic  : coeficiente de amortecimento do amortecedor i no eixo y 

zic  : coeficiente de amortecimento do amortecedor i no eixo z 

xψ  : deslocamento angular do corpo em torno do eixo x 

yψ : deslocamento angular do corpo em torno do eixo y 

θ : deslocamento angular do corpo em torno do eixo z 

xψ&  : velocidade angular do corpo, em torno do eixo x 

yψ&  : velocidade angular do corpo, em torno do eixo y 

θ&  : velocidade angular do corpo, em torno do eixo z 

xψ&&  : aceleração angular do corpo, em torno do eixo x 

yψ&&  : aceleração angular do corpo, em torno do eixo y 

θ&&  : aceleração angular do corpo, em torno do eixo z 

xxI  : momento de inércia principal em relação ao eixo x 

yyI : momento de inércia principal, em relação ao eixo y 

zzI  : momento de inércia principal, em relação ao eixo z 
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Figura 3.10 Sistema de suporte tri-dimensional do corpo 
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 Para resolver as equações de movimento de vibração livre não amortecida, dada pelas 

Equações (3.20) até (3.25), o sistema de equações é exposto de forma matricial, 

 

0xkxm =+&&  (3.32)
 

onde  

m  : matriz de massa 

k : matriz de rigidez 

x  : vetor de deslocamentos 

x&&  : vetor de acelerações 

 

 As matrizes da Equação (3.32) são apresentadas na forma, 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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⎡
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I
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I
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m
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m  (3.33)

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

666564636261

565554535251

464544434241

363534333231

262524232221

161514131211

kkkkkk
kkkkkk
kkkkkk
kkkkkk
kkkkkk
kkkkkk

k  (3.34)

  

 Os termos da matriz de rigidez da Equação (3.34) são originados pelos coeficientes 

relativos aos deslocamentos das Equações (3.20) a (3.25) e expressos nas Equações (3.35) a 

(3.40). 

 

∑ ∑∑
= ==

−======
16

1

16

1
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i i
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 Para resolver as equações de movimento de vibração livre amortecida, dada pelas 

Equações (3.26) a (3.31), o sistema de equações é exposto de forma matricial, 

 

0xkxcxm =++ &&&  (3.41)
 

onde  

c : matriz de amortecimento 

x& : vetor de velocidades 

 

 A matriz c da Equação (3.41) é expressa na forma, 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

666564636261

565554535251

464544434241

363534333231

262524232221

161514131211

cccccc
cccccc
cccccc
cccccc
cccccc
cccccc

c  (3.42)

 

 Os termos da matriz de amortecimento da Equação (3.42) são originados pelos 

coeficientes relativos às velocidades das Equações (3.26) a (3.31) e expressos nas Equações 

(3.43) a (3.48). 
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3.3.3 Freqüências naturais de vibração 

 

Considere-se novamente o problema de vibração livre não amortecida da Equação (3.32) 

para n graus de liberdade, repetido como,  

 

0xkxm =+&&  (3.49)
 

onde, a ordem do vetor x é n × 1, e as matrizes m e k são de ordem n × n e simétricas. Existem 

diversas formas para relacionar o problema de vibração ao problema de autovalores. 

 

 A forma mais simples e direta é a mais exigente em termos de esforço computacional. 

Neste caso se utiliza o problema de autovalor generalizado, formado a partir da Equação (3.49), 

pela substituição de ux tje ω= , que resulta em, 

 

umuk λ=  (3.50)
 

onde o autovalor λ e a freqüência natural ω se relacionam por 

 

λω =2  (3.51)
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e u é a forma do modo. Assim, a solução da Equação (3.49) é, 

 

( )∑
=

+=
n

1i
sin)( ux iii tat φω  (3.52)

 

onde, ia  e iφ  são constantes determinadas pelas condições iniciais. 

 

 Na forma padrão de um problema de autovalor algébrico, multiplica-se a Equação (3.50) 

pela inversa  da matriz de massa m-1 obtendo, 

 

02 =+− ukmu -1ω   ou  uukm-1 λ=)(  (3.53)
 

 A matriz )( km-1  não é simétrica nem em banda. Se observar novamente que existem n 

autovalores λi, que são os quadrados das freqüências naturais 2
iω e n autovetores ui. De novo, a 

solução da Equação (3.49) é idêntica à Equação (3.52). 

 

Considere-se agora o problema de vibração livre amortecida da Equação (3.41) para n 

graus de liberdade, repetido como,  

 

0xkxcxm =++ &&&  (3.54)
 

onde a matriz c de amortecimento viscoso do sistema é assumida simétrica e semidefinida 

positiva. Multiplicando a Equação (3.54) pela inversa da matriz de massa m-1 obtém-se, 

 

0=++ xkmxcmx -1-1 &&&  (3.55)
 

Reescrevendo a expressão na forma de espaço estado pela definição de dois vetores n × 1 

y1 e y2 equivalentes ao deslocamento x e a velocidade x&  respectivamente, configura-se, 

 

xcm-xk-mxy
yxy

1-1-
2

21

&&&&

&&

==

==
 (3.56)

 

Renomeando 1yx =  e 2yx =&  na Equação (3.56) e utilizando notação matricial, 
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&  (3.57)

 

obtém-se a equação vetorial diferencial de primeira ordem 

 

yAy =&  (3.58)
 

onde o vetor de estado y é definido como, 
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 (3.59)

 

e a matriz de estado A para o caso amortecido é definido na forma particionada como, 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

c-1m-km-
I

A 1-

0
 (3.60)

 

A solução da Equação (3.59) é assumida na forma exponencial  y = zeλt onde z é um vetor 

de constantes diferentes de zero e λ é um escalar, a qual ao ser substituída na Equação (3.59) gera 

o problema de autovalores 

 

0zzAz ≠= λ  (3.61)
 

Isto define novamente um problema padrão de autovalores algébrico, de dimensão 2n × 

2n. Pode-se mostrar que os 2n autovalores λi se correspondem as n freqüências naturais ωi 

através da relação λi=ωi j, onde 1−=j . Os n extra autovalores são λi=-ωi j, de forma que só 

existem n freqüências naturais ωi. Os 2n autovetores, z da matriz A, não entanto, são da forma: 

 

⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡
=

ii

i
i u

u
z

λ
 (3.62)

 

onde ui representa a forma dos modos correspondentes ao problema de vibração. A matriz A é 

não simétrica e os autovalores λi e autovetores zi seriam, portanto, números complexos. Isto, na 

realidade, causa que a forma do modo físico ui seja um valor complexo assim como o vetor de 

resposta livre x(t). 
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Felizmente, existe uma interpretação física racional do autovalor complexo, modos e a 

solução resultante determinada pela formulação de espaço estado do problema de autovalores, 

dado pela Equação (3.58). A resposta física no tempo, dada por x(t), é tomada como a parte real 

das primeiras n coordenadas do vetor z(t), calculada a partir da expressão,  

 

∑
=

=
n

i

t
ii

iect
2

1
)( λux  (3.63)

 

A interpretação física do autovalor complexo λi,é tomado diretamente dos números 

complexos da solução de um sistema de um grau de liberdade subamortecido. Em particular, os 

autovalores complexos λi, aparecerão em pares conjugados complexos, com a forma, 

 

j

j

iiii

iiii

2
11

2

1

1

ζωωζλ

ζωωζλ

−+−=

−−−=

+

i  (3.64)

 

onde 

ωi : freqüência natural não amortecida do i-ésimo modo 

ζi : razão de amortecimento modal associada ao i-ésimo modo 

 

 A solução do problema de autovalor para a matriz de estado A, dada na Equação (3.60), 

produz um conjunto de números complexos da forma λi=αi+βi j onde Re(λi)=αi e Im(λi)=βi. 

Comparando estas expressões com a Equação (3.64), têm-se as expressões, 

 

2
i

2
i

22 )Im()Re( λλβαω +=+= iii  (3.65)
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22 )Im()Re(
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−
= i

ii

i
i  (3.66)

 

 Tais expressões viabilizam uma conexão para as notações físicas da freqüência natural e 

razões de amortecimento para o caso de vibração subamortecida. A formulação de equações de 

espaço de estado do problema de autovalores para a matriz A, dada pela Equação (3.60), é 

relacionada ao problema geral de vibração linear.  
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3.3.4 Problema de otimização numérica 

 

A otimização é usada com o objetivo de calcular os valores mais apropriados para um 

determinado conjunto de parâmetros de um o projeto, os quais podem ser definidos de forma 

geral por um vetor x=[x1, x2,..., xn]T, finalmente pertencentes ao conjunto ótimo.  

 

A função objetivo a ser otimizada (maximizada ou minimizada), f(x), encontra-se sujeita 

a restrições de desigualdade, gj(x)≤0 (j=1,2,...,l), restrições de igualdade gk(x)≤0 (k=1,2,...,m), e 

restrições de contorno de limite inferior {x}L≤{x} e de limite superior {x}≤{x}U. O problema de 

otimização restrito pode ser apresentado como, 

 

- Parâmetros do projeto: Encontrar x=[x1, x2,..., xn]T 

 

- Função objetivo  
n

f
ℜ∈x

x)(Minimizar
 

 

- Sujeito a:   Restrições de desigualdade 

mjg j ,...,2,1,0)( =≤x  

    Restrições de igualdade 

lkhk ,...,2,1,0)( ==x  

    Restrições de contorno 

    nixxx U
ii

L
i ,...,1=≤≤  

 

onde nx ℜ∈  é o vetor de parâmetros do projeto, ):( ℜ⇒ℜnff  é a função objetivo, 

)( mn ℜ⇒ℜ:gg  é o vetor de restrições de desigualdade, e )( ln ℜ⇒ℜ:hh  é o vetor de 

restrições de igualdade. O problema de maximização equivale a minimizar -f(x). Neste trabalho, 

a função objetivo e as restrições são funções não lineares das variáveis de projeto, requerendo, 

por exemplo, a utilização da programação não linear. 

 

Para resolver um problema não linear necessita-se de um procedimento iterativo para a 

direção de procura, a ser realizado mediante a solução de um subproblema irrestrito, de 

programação linear ou de programação quadrática QP (Quadratic Programming). O problema 

QP dita a minimização ou maximização de uma função objetivo quadrática linearmente restrita. 
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No método de programação quadrática seqüencial SQP (Sequential Quadratic 

Programming), constrói-se uma aproximação quadrática para a função objetivo e uma 

aproximação linear para as funções de restrição.  

 

Primeiramente, o subproblema seguinte é resolvido usando o Método Modificado de 

Direções Factíveis a fim de calcular a direção de procura s. 

 

Minimizar sBssffs TTQ 5,0)( 0 +∇+=  

sujeita a: mjj
T
j ,...,100 =≤+∇ gsg  

 

lembrando que a matriz B é uma matriz definida positiva, igual em princípio à matriz identidade. 

Para chegar ao ótimo no problema, B é atualizada através da sua aproximação à matriz Hessiana 

das funções Lagrangeanas. 

 

 Para obter o ponto ótimo do problema, os multiplicadores de Lagrange λj (j=1,...,m) 

precisam ser avaliados. Finalmente, uma aproximação da função Lagrangeana pode ser 

construída para uma procura unidimensional. Assim, o trabalho visa calcular α para, 

 

Minimizar )](,0[max({
1

xx}) j

m

j
j guf ∑

=

+=Φ  

onde:  sxx α+= −1q  

  mju jj ,...,1== λ    primeira iteração 

  ( ) mjuu jjj ,...,1
2
1,max j =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ += λλ  próximas iterações 

 e  uj=uj  da iteração prévia 

 

Na procura unidimensional, algumas aproximações são feitas para os componentes de Φ, 

devido a que esta função apresenta derivadas descontínuas nas restrições de contorno. Após a 

procura unidimensional tornar-se completa, a matriz B é atualizada utilizando a fórmula 

Broydon-Fletcher-Goldfarb-Shanno BFGS 

 



 - 40 - 

 

3.4 Elementos finitos estruturais 

 

Esta seção caracteriza alguns tipos de elementos finitos disponibilizados pelo programa 

MSC,Nastran©, os quais são utilizados na análise estrutural da estrutura de sustentação.  

 

3.4.1 Elementos de casca 

 

O MSC.Nastran possui duas formas diferentes de elementos de casca isoparamétricos 

(triangular e quadrilateral) com dois sistemas de tensões (membrana e flexão). Existe um total de 

seis formas diferentes de elementos de casca que são definidas pela sua conectividade: 

 

• CTRIA3 – Elemento isoparamétrico triangular com acoplamento opcional para rigidez de 

membrana e flexão. 

• CTRIA6 – Elemento isoparamétrico triangular com acoplamento opcional para rigidez de 

membrana e flexão, e opcionalmente nós para meia aresta. 

• CTRIAR – Elemento isoparamétrico triangular sem acoplamento para rigidez de membrana e 

flexão; onde a formulação da rigidez da membrana inclui a rotação sobre a normal ao plano do 

elemento. 

• CQUAD4 – Elemento isoparamétrico quadrilateral com acoplamento opcional de rigidez para 

membrana e flexão. 

• CQUAD8 – Elemento isoparamétrico quadrilateral com acoplamento opcional para rigidez de 

membrana e flexão, e opcionalmente nós para meia aresta. 

• CQUADR – Elemento isoparamétrico quadrilateral sem acoplamento para rigidez de 

membrana e flexão; onde a formulação de rigidez para membrana inclui a rotação sobre a normal 

ao plano do elemento.  

 

As propriedades para os elementos acima descritos são definidas na entrada PSHELL. 

Um material anisotrópico pode ser especificado para todos os elementos de casca. A 

flexibilidade de cisalhamento transversal pode ser considerada para todos os elementos de flexão 

de forma opcional. A massa estrutural é calculada a partir da densidade e da espessura da 

membrana. As massas do tipo não estrutural podem ser especificadas para todos os elementos de 

casca. Os procedimentos para massa concentrada são usados caso não se solicite massa acoplada. 

As matrizes de rigidez são geradas para todos os elementos de casca. A analise de deformação 

plana podem ser solicitadas para todos os elementos de casca. 
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O sistema de coordenadas do elemento de casca triangular é mostrado na Figura 3.11. Os 

interos 1 até 3 referem-se a ordem da conectividade do nó que define o elemento. O ângulo 

THETA, é o ângulo de orientação para as propriedades do material. 

 

 
Figura 3.11 Sistema de Coordenadas CTRIA3 e CTRIAR 

 

Para os elementos CQUAD4 e CTRIA3, as forcas são avaliadas no centróide do 

elemento. As direções positivas para as forças dos elementos de casca, no sistema de 

coordenadas do elemento, são mostradas na Figura 3.12 e Figura 3.13. As forças do elemento por 

unidade de comprimento, na forma real ou complexa, são obtidas quando solicitado: 

• Momentos de flexão nas faces x e y. 

• Momento de torcão. 

• Forças cortantes nas faces x e y. 

• Forças normais nas faces x e y. 

 

 
Figura 3.12 Forcas nos elementos de casca 
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Figura 3.13 Momentos nos elementos de casca 

 

Para os elementos CQUAD4 e CTRIA3, as tensões são avaliadas no centróide do 

elemento. As direções positivas para as tensões são mostradas na Figura 3.14. As tensões são 

calculadas sobre o sistema de coordenada do elemento. As tensões reais seguintes são obtidas 

quando solicitado: 

• Tensões normais nas direções x e y. 

• Tensões de cisalhamento sobre a face x na direção y. 

• Tensões principais maiores e menores. 

• Tensão equivalente de von Mises, ou tensão de cisalhamento máxima. 

 

 
Figura 3.14 Tensões no elemento de casca 
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3.4.2 Restrições multipontos e elementos rígidos 

 

A restrição multiponto, ou entrada MPC, capacita os modelos de corpo rígido e 

representa outras relações, as quais podem ser tratadas como restrições rígidas. A entrada MPC 

proporciona generalidade considerável. Especificamente, o usuário deve suprir todos os 

coeficientes das equações de restrição definidos através da entrada MPC. 

 

Para melhorar a conveniência para o usuário, o MSC,Nastran© possui nove tipos de 

elementos de corpo rígido, do tipo R, segundo a Tabela 3.2. Estes elementos requerem somente a 

especificação dos graus de liberdade que estão envolvidos nas equações de restrição. Todos os 

coeficientes nestas equações de restrição são calculados internamente pelo MSC,Nastran©. 

 

Tabela 3.2 Entradas do MPC e dos elementos rígidos 
Nome Descrição Rotação 

finita 
m= graus de liberdade 

dependentes 
MPC Restrições rígidas que envolvem graus de liberdade 

selecionados pelo usuário, em nós.  
N m =1 

RROD Barra rígida na sua extensão. Y m = 1 
RBAR Barra rígida com seis graus de liberdade em cada 

extremidade. 
Y 1< = m < = 6 

RJOINT Junta rígida com seis graus de liberdade em cada 
extremidade. 

Y 1< = m < = 6 

RTRPLT Placa triangular rigida com seis graus de liberdade 
em cada vértice. 

Y 1< = m < = 12 

RBE2 Corpo rígido conectado a um número arbitrário de 
nós. Os graus de liberdade independente são os seis 
componentes de movimento em um único nó. Os 
graus de liberdade dependentes nos outros nós 
apresentam os mesmos números de componentes 
selecionados pelo usuário. 

Y  m >=1 

RBE1 Corpo rígido conectado a um número arbitrário de 
nós. Os graus de liberdade independente e 
dependente podem ser arbitrariamente selecionados 
pelo usuário. 

Y m >=1 

RBE3 Define uma relação de restricão na qual o 
movimento é em um nó de referencia  é a média dos 
mínimos quadrados dos movimentos dos outros nós. 

Y 1< = m < = 6 

RSPLINE Define uma relação de restrição cujos coeficientes 
são derivados a partir das deflexões e inclinações de 
uma viga tubular flexível conectada em nós de 
referencia.  

N N >=1 

RSSCON Define uma relação de rigidez de multi ponto, a qual 
modela uma conexão de engaste entre casca e 
sólidos. 

N m >=1 

 

3.4.3 Elementos de massa concentrada 
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Os elementos de massa concentrada são usados para definir uma massa concentrada em 

um nó. São utilizadas duas formas para ingressar com a massa concentrada, os elementos 

CONM1 e CONM2. 

 

O elemento CONM1 permite uma matriz de massas simétrica 6 × 6, em um sistema de 

coordenadas específico, e assignado a um nó. Adicionalmente, uma forma menos geral, o 

elemento CONM2 permite uma massa concentrada em torno do seu centro de gravidade, que 

deve ser especificada. O CONM2 permite a especificação da excentricidade do centro de 

gravidade da massa concentrada relativa à localização do nó, um sistema de coordenadas de 

referência, a massa e uma matriz simétrica 3 × 3 dos momentos de inércia, medidos desde o seu 

centro de gravidade. 

  

3.4.4 Elemento generalizado mola-amortecedor 

 
O elemento generalizado mola – amortecedor CBUSH é um elemento escalar estrutural 

que conecta dois nós não coincidentes, ou dois nó coincidentes, ou ainda um nó com uma 

entrada associada PBUSH. Esta combinação é válida para qualquer solução estrutural. 

 

Na resposta modal em freqüência, os vetores base (modos do sistemas) [Ф] serão 

computados somente uma vez durante a analise e estarão baseados em valores nominais das 

freqüência das molas. Em geral, qualquer mudança em sua rigidez devido a freqüência terá um 

pequeno impacto na contribuição geral nos modos estruturais. 

 

A matriz de rigidez K para um elemento CBUSH toma a forma diagonal no sistema do 

elemento, 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

z

y

x

k
k

k
k

k
k

w

v

u

θ

θ

θ
K  

 

Para a matriz de amortecimento B os termos k são substituídos por b. 
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4. Projeto Dimensional da Estrutura de Sustentação 

 

4.1 Generalidades 

 

A finalidade deste capítulo é apresentar o projeto dimensional dos membros principais 

que constituem a estrutura de sustentação de um grupo gerador, sujeita a carregamentos 

operacionais, quer dizer estáticos e dinâmicos. 

 

4.2 Parâmetros do projeto da estrutura de sustentação 

 

Nesta seção serão especificados os parâmetros constituintes do conjunto, tomando-se 

como referência as especificações técnicas do motor, do gerador, do acoplamento e dos membros 

da estrutura de sustentação. A estrutura, Figura 4.1, a ser fabricada em aço, deve suportar um 

grupo gerador, Figura 4.2, constituído por um motor de 16 cilindros M16V, acoplado a um 

gerador de 8 pólos G8P, através de um acoplamento flexível AF.  

 

 
Figura 4.1 Estrutura de sustentação do grupo gerador 
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a)      b)  

Figura 4.2 a) Motor M16V, b) Gerador G8P 

 

 O grupo gerador estará fixado na estrutura de sustentação, a qual, por exemplo, pode estar 

localizada num navio plataforma, Figura 4.3, sob um conjunto de isoladores, Figura 4.4. 

 

     
Figura 4.3 Navio plataforma com destaque do grupo gerador 

 

 

 
Figura 4.4 Isolador de vibração 

 
Considerando as massas envolvidas do grupo gerador apresentadas na Tabela 4.1, e 

visando uma deflexão permissível da estrutura de sustentação, considera-se a estrutura com as 
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dimensões assumidas na Tabela 4.2, onde o comprimento expõe uma distância aproximada entre 

os isoladores extremos. 

 

Tabela 4.1 Massa dos componentes do grupo gerador 

Componente Massa (kg) 
Motor 29832  
Acoplamento 648,9  
Gerador 21500  
Estrutura de sustentação* 20740  
Massa total do conjunto 72720,9  
* Ajustado conforme desenvolvimento do projeto 

 

Tabela 4.2 Dimensionamento geral da estrutura de sustentação 

Variável  Dimensão (m) 
Altura 0,942 m 
Largura 1,298 m 
Comprimento 6,772 m 
 

 As características mecânicas do material da estrutura são apresentadas na Tabela 4.3. A 

deflexão unitária admissível dos elementos longitudinais e transversais da estrutura é definida 

através da Figura 4.5, que expõe detalhe da Figura 3.3, a partir da qual se escolhe uma deflexão 

unitária ( L/∆ ) igual a 0,0001 m/m (0,0001 pol/pol), semelhante à solicitada em máquinas 

ferramentas e ainda usada em alguns exemplos de estruturas de sustentação, Blodgett (1976). 

 

Tabela 4.3 Características mecânicas do material da estrutura de sustentação 

Característica Valor 
Material  Aço ASTM A 36 
Densidade 7712,55 kg/m3 
Módulo de elasticidade 200 GPa 
Resistência ao escoamento 250 MPa 
Resistência à tração 400 a 550 MPa 
Coeficiente de Poisson  0,26 
Fonte: ASTM (2003) 
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Figura 4.5 Deflexão unitária admissível dos membros da estrutura 

 

4.3 Projeto da seção transversal dos membros longitudinais 

 

Os parâmetros dimensionais a serem considerados para a determinação da seção 

transversal do membro longitudinal da estrutura de sustentação são extraídos da Tabela 4.1 e da 

Tabela 4.2, sendo o somatório da massa dos componentes e da estrutura de sustentação igual a 

72720,9 kg; a altura da estrutura de sustentação igual a 0,942 m, e o comprimento da estrutura de 

sustentação é aproximada para 6,8 m. 

 

A estrutura de sustentação não deve ter só suficiente resistência, a ser verificada no 

Capítulo 6, mas também deve ser suficientemente rígida. Neste caso se considera que a deflexão 

unitária ( )L/∆ , ou seja, a relação da deflexão dividida pelo comprimento, não deve exceder 

0,0001 m/m (0,0001 pol/pol). 

 

 Assume-se que o membro está suportado nas extremidades, com carregamento uniforme 

e que a seção transversal da viga deva ter suficiente momento de inércia para manter a deflexão 

inferior a 0,0001 m/m (0,0001 pol/pol). 
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 A partir da Equação (3.2) se desenvolve à Equação (4.1) e calcula-se o momento de 

inércia necessário, que possui uma relação inversamente proporcional à deflexão unitária 
L
∆ , 

conforme se observa na Equação (4.1), 

 

)(384

5 2

L
E

LWI
∆

= , (4.1)

 

 Para uma viga longitudinal em aço, o momento de inércia resulta, 
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 O momento de inércia calculado I é válido para as duas vigas longitudinais da estrutura 

de sustentação, assim para cada um dos dois membros longitudinais resulta, 

 

I = 0,0106 m4 

 

 Neste caso, opta-se por escolher uma seção transversal com perfil I de altura d igual a 

0,942 m (37,07 pol.). Considerando o momento de inércia calculado para um dos membros 

longitudinais igual a 0,0106 m4 (25571,11 pol4), o momento de inércia unitário conforme a 

Equação (3.1) resulta, 

 

0135,0
)07,37(
11,25571

4

=

=uI
 

 

 A partir do valor calculado de uI , selecionam-se as relações de largura por altura 

b/d=0,75 e espessura por altura t/d=0,03 da Tabela 3.1. Dessa maneira, tem-se, 
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m706,0
)942,0(75,075,0

m028,0
)942,0(03,003,0

=
==

=
==

db

dt

 

 

onde 

t : espessura da seção do perfil  

b : largura da seção do perfil  

d : altura adotada para a seção do perfil 

  

 A partir dos resultados obtidos apresenta-se na Figura 4.6 a seção transversal dos dois 

membros longitudinais que irão proporcionar o momento de inércia requerido de I=0,0106 m4 

individualmente.  

 
Figura 4.6 Seção transversal dos elementos longitudinais 

 
 Para otimizar o espaço de trabalho pode-se diminuir a largura da seção, por exemplo, o 

valor calculado de 0,706 m pode ser reduzido para um valor médio de 0,492 m, considerado 

suficiente para fixação dos equipamentos na estrutura de sustentação. Outra possibilidade de 

alteração pode ser realizada na espessura da seção, cujo valor de 0,028 m pode aumentar para 

0,0317 m. Nesse caso, as relações de largura por altura e espessura por altura podem ser 

recalculadas para, 
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4.4 Projeto da seção transversal dos membros transversais 

 

 Para o cálculo da carga horizontal PT nos membros transversais utiliza-se a Equação (3.3) 

com as dimensões da largura e altura da Tabela 4.2,  
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N41,142678
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=
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 Ainda na questão da escolha dos membros transversais, se decidiu utilizar 10 membros, 

desta forma, o carregamento do membro transversal Pt individualmente é igual a 14267,84 N. 

 

 Considerando a parte principal e inferior do membro transversal, destacada na Figura 4.7, 

ela é avaliada como uma viga bi-engastada nos membros longitudinais. Para a modelagem, 

considera-se metade dessa viga sujeita a uma carga horizontal, como se observa na Figura 3.4, 

 

 A partir da Equação (3.4) se desenvolve à Equação (4.2) e calcula-se o momento de 

inércia Iti necessário, que possui uma relação inversamente proporcional à deflexão unitária da 

parte inferior do membro transversal 
ti

ti

L
∆ , conforme se verifica na Equação (4.2),  
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 Para uma viga transversal em aço, o momento de inércia Iti necessário é calculado a partir 

dos seguintes dados Pt=14267,84 N, e=0,752 m, Lti=0,649 m, E=200x109 N/m2
, ∆ti/Lti=0,0001; 
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 A fim de utilizar novamente o método das propriedades unitárias, neste caso opta-se por 

escolher uma seção transversal com perfil I de altura dti igual a 0,381 m (15 pol). Considerando-

se o momento de inércia Iti necessário e calculado para um dos membros transversais igual a 

0,000174 m4 (418,03 pol4), o momento de inércia unitário Iuti para a parte inferior do membro 

transversal, conforme a Equação (3.1), resulta, 

 

0082,0
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=

=
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II

 

 

 A partir do valor calculado de Iuti, selecionam-se as relações de largura por altura bti/dti= 

0,75 e espessura por altura tti/dti= 0,02 da Tabela 3.1. Dessa maneira, tem-se segundo a Figura 

4.7, 

 

m286,0
)381,0()75,0(75,0

=
== titi db

 

m007,0
)381,0()02,0(02,0

=
== titi dt

 

 

onde 

tti : espessura da parte inferior da seção do membro transversal 

bti : largura da parte inferior do membro transversal 

 

                                a)                                               b)                                              
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Figura 4.7 a) Destaque da parte inferior do membro transversal, b) Isométrica 

 

A partir dos resultados obtidos apresenta-se na Figura 4.8 a seção transversal da parte 

inferior dos membros transversais que irão proporcionar o momento de inércia necessário de 

I=0,000174 m4 individualmente. 

 

 

                                                                          
Figura 4.8 Detalhes da seção transversal da parte inferior do membro transversal 

 
 Ao invés de se utilizar uma viga em I, pode ser considerada uma viga caixão, por 

exemplo, de 0,0217 m de espessura e de 0,250 m de largura, com os quais se garante ainda um 

momento de inércia apropriado. Nesse caso, as relações de largura por altura e espessura por 

altura são recalculadas para,  
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 A partir da Equação (3.5) se desenvolve à Equação (4.3) e calcula-se o momento de 

inércia da parte superior do membro transversal, que possui uma relação inversamente 

proporcional com a deflexão unitária da parte superior do membro transversal
ts

ts

L
∆ , conforme se 

verifica na Equação (4.3), 
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 Para uma viga em aço, o momento de inércia Its necessário é calculado com os seguintes 

dados: carga do membro transversal Pt=14267,84 N, comprimento da parte superior do membro 

transversal Lts=0,562 m, módulo de elasticidade E=200x109 N/m2
, relação 0001,0=

∆

ts

ts

L
 

 

)pol428,180(m1051,7
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5

9

2

44−×=

×
=tsI

 

 

A fim de utilizar novamente o método das propriedades unitárias, opta-se por escolher 

uma seção transversal com perfil I de altura dts=dti/2, com valor igual a 0,191 m (7,52 pol), valor 

assumido semelhante à largura bts. Considera-se ainda a espessura tts=tti, o que corresponde a 

0,0076 m. Dessa maneira, as relações de largura por altura é bts/dts =1 e de espessura por altura 

tts/dts= 0,04. Com base nas relações encontradas, encontra-se na Tabela 3.1 que o momento de 

inércia unitário da parte superior do membro transversal é Iuts = 0,0212. 

 

 A partir do valor encontrado de Iuts = 0,0212 e da altura da parte superior do membro 

transversal dts=0,191 m (7,52 pol), determina-se com a equação (3.1) que o momento de inércia 

da parte superior do membro transversal é, 
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 Conclui-se que a seção possa estar conforme, Figura 4.9 e Figura 4.10, pois o momento 

de inércia calculado de 2,82x10-5 m4 considera unicamente parte da alma do membro 

longitudinal como a flange externa da parte superior do membro transversal. 
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Figura 4.9 Parte superior do membro transversal 

 

 
Figura 4.10 Seção transversal horizontal da parte superior do membro transversal 

 

4.5 Resistência à torção da estrutura de sustentação 

 
Visto a definição das Equaçãos (3.15) e (3.16), o passo seguinte é verificar a resistência à 

torção da estrutura de sustentação. Para este calculo se considera o somatório da resistência à 

torção das seções retangulares formadoras dos membros longitudinais da estrutura de 

sustentação, constituída por quatro seções horizontais (h) e duas seções verticais (v) como se 

observa na Figura 4.11. 
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Figura 4.11 Seções retangulares dos membros longitudinais 

 

Para o calculo da resistência à torção da estrutura de sustentação, considera-se a distância 

entre o centro de massa do motor e o centro de massa do gerador como sendo Lmg=4,3 m, 

conforme representado na Figura 4.12.  

 

 
Figura 4.12 Distância entre o centro de massa do motor e o centro de massa do gerador. 

 

Por conveniência de notação nesta seção, a constante torcional definida pela variável J na 

seção 3.2.3 é substituída pela variável R, lembrando sua condição de resistência à torção. Assim, 

para as relações largura/espessura das seções consideradas, as resistências à torção são, 

 
3333,0 rrhh tbR =  (4.4)

 
3333,0 rrvv tdR =  (4.5)

 

onde 

Rh : resistência à torção da seção retangular horizontal 

Rv : resistência à torção da seção retangular vertical 



 - 57 - 

 

brh : largura da seção retangular horizontal 

drv : altura da seção retangular vertical 

tr : espessura da seção retangular 

 

A resistência total ao giro dos dois membros longitudinais RT é calculada através do 

somatório das resistências a torção das seções, 

 

vhT RRR 24 +=  (4.6)
 

Para as seções indicadas na Figura 4.11 obtém-se, 
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Para determinar o ângulo de torção θ da estrutura de sustentação, definida pela Equação 

(4.7) a partir da Equação (3.18), consideram-se os parâmetros de operação do grupo gerador, 

constantes na Tabela 4.4. 

 

T

mg

RG
LT

=θ  (4.7)

 

onde 

Lmg: distância entre o centro de massa do motor e o centro de massa do gerador  

G : módulo de rigidez à torção do aço, igual a 79,3 GPa 

RT : resistência total à torção dos dois membros longitudinais 

 

Tabela 4.4 Parâmetros de operação do grupo gerador 

Parâmetro  Variável Valor 
Potência transmitida HP 3920 
Rotação nominal do motor rpm 900 
Torque transmitido T 31014,85 N m (274504,5 lb pol) 
 

 Assim, o ângulo de giro dos dois membros longitudinais resulta, 
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 Como o ângulo de giro aparenta ser excessivo para a aplicação, para melhorar essa 

condição será necessário colocar braços diagonais, encaixotar os dois membros longitudinais, 

aumentar a espessura de seção e escolher um material mais resistente. Por exemplo, se a 

espessura da seção for alterada para 0,0317 m, o valor de RT aumenta para 4,88x10-5 m4 e o 

ângulo de giro diminui para 1,96º. 
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5. Dinâmica de Corpo Rígido na Modelagem da Estrutura de Sustentação 

 

5.1 Generalidades 

 

A finalidade deste capítulo é utilizar a dinâmica de corpo rígido na análise da estrutura de 

sustentação, de forma a obter um conjunto ótimo de isoladores de vibração. 

 

5.2 Centro de massa do conjunto 

 

 O conjunto está constituído basicamente por um motor de acionamento, um gerador e 

uma estrutura de sustentação, conforme Figura 5.1, a qual também serve como meio de fixação 

dos isoladores. 

 

 
Figura 5.1 Equipamentos constituintes do conjunto 

 

 O CM  do conjunto é obtido através da Equação (3.19) considerando dois corpos, um 

equivalente ao das máquinas e outro correspondente a estrutura de sustentação. 
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 Os valores obtidos para o CM do conjunto são ilustrados na Figura 5.2. 

 

 
Figura 5.2 Localização do centro de massa do conjunto 

 

5.3 Otimização numérica de freqüências naturais 

 

 O trabalho trata da aplicação da otimização numérica para obter os parâmetros ótimos dos 

isoladores, com a finalidade de diminuir a maior freqüência natural do conjunto, de forma que o 

sistema opere longe da freqüência de excitação. A função NLPSolve do programa Maple 10 é 

usado no contexto da otimização numérica do trabalho. As constantes de rigidez e os coeficientes 

de amortecimento dos isoladores são escolhidos para serem as variáveis do problema de 

otimização não linear com restrições. 

 

Considerando-se o equacionamento definido nas Equações (3.51) e (3.65) na 

determinação das freqüências naturais do sistema amortecido e não amortecido, estuda-se o 

problema da  minimização da maior freqüência natural do conjunto, para o qual se variam os 

parâmetros dos isoladores, embora outras escolhas também sejam possíveis relativas às 

propriedades dos materiais e às propriedades dimensionais do conjunto. 

 

 Observando que as freqüências naturais são classificadas em ordem crescente; o 

problema da minimização da sexta freqüência natural é colocado de maneira que sejam 

satisfeitas duas restrições. A primeira diz respeito aos limites da constante de rigidez das molas k 

em N/m, e a segunda diz respeito aos limites de contorno mínimo e máximo dos coeficientes de 

amortecimento c dos amortecedores, respeitando as características tecnológicas de fabricação. 
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 O problema de otimização, é estabelecido como, 

 

rr

f

ℜ∈ℜ∈

=

ck

ck,c)k,

,

)(-(Otimizar 6ω
 

sujeito a:  máxmin kkk ≤≤  
máxmin ccc ≤≤  

(5.1)

 

sendo r o número isoladores igual a 16, maxmine kk  os vetores das constantes de rigidez mínimo e 

máximo das molas, e maxmine cc  os vetores dos coeficientes de amortecimento mínimo e máximo 

dos amortecedores respectivamente. 

 

 Uma otimização sem restrições dos parâmetros dos isoladores pode conduzir a pontos 

singulares de valor zero. Por outro lado, as restrições max max cckk ≤≤ e  podem ser ignoradas 

escolhendo valores suficientemente grandes de max max ck e  de forma que a desigualdade seja 

sempre verificada. Observa-se que durante o processo de otimização não existe controle explícito 

sobre o possível cruzamento das freqüências naturais. 

 

Considera-se um bloco único representativo do conjunto de massa igual a 72720,9 kg; 

com dimensões aproximadas de 8,66 m de comprimento, 2,83 de largura e 3,95 de altura; e 

centro de massa posicionada segundo Figura 5.2. Esses dados mais o teorema dos eixos paralelos 

permitem a determinação dos momentos de inércia de massa Ixx, Iyy e Izz. Esses valores junto com 

a massa m possibilitam a construção da matriz de massa m do conjunto. 

 



 - 62 - 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

493000000000
05400000000
00142000000
0009,7272000
00009,727200
000009,72720

00000
00000
00000
00000
00000
00000

zz

yy

xx

I
I

I
m

m
m

m

 

 

 O próximo passo é a construção das matrizes contendo os termos relativos às constantes 

de rigidez e coeficientes de amortecimento. Para esta finalidade é necessário identificar a posição 

dos 16 isoladores adotados segundo a Tabela 5.1, através das coordenadas de posição de cada 

isolador dadas pelas variáveis lxi, lyi, lzi (i =1…16) medidas em relação ao centro de massa CM do 

conjunto, de acordo com o esquema da Figura 5.3, onde se convenciona numerar os isoladores 

em sentido horário a partir da vista superior da estrutura de sustentacão. 

 

Tabela 5.1 Coordenadas de posição dos isoladores 

Isolador (i =1... 16) Coordenada em relação ao CM (m) 
lxi lyi lzi 

1 2,999 1,464 1,440 
2 2,299 1,464 1,440 
3 1,599 1,464 1,440 
5 0,226 1,464 1,440 
5 -0,693 1,464 1,440 
6 -1,613 1,464 1,440 
7 -2,533 1,464 1,440 
8 -3,453 1,464 1,440 
9 -3,453 -1,364 1,440 

10 -2,533 -1,364 1,440 
11 -1,613 -1,364 1,440 
12 -0,693 -1,364 1,440 
13 0,226 -1,364 1,440 
14 1,599 -1,364 1,440 
15 2,299 -1,364 1,440 
16 2,999 -1,364 1,440 
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Figura 5.3 Identificação da posição dos isoladores em relação ao CM 

 

A construção da matriz de rigidez k do conjunto deve ser realizada a partir da definição 

dos termos desenvolvidos nas Equações (3.35) a (3.40), para o qual é necessário conhecer 

previamente as constantes de rigidez das molas. Igualmente, a construção da matriz de 

amortecimento c do conjunto deve ser realizada a partir da definição dos termos desenvolvidos 

nas Equações (3.43) a (3.48), para o qual é necessário conhecer previamente os coeficientes de 

amortecimento dos isoladores. 

 

 Para encontrar as constantes de rigidez e os coeficientes de amortecimento dos r=16 

isoladores, executa-se o problema de otimização da Equação (5.1) na forma seguinte,  

 

rr

f

ℜ∈ℜ∈

=

ck

ck,c)k,

,

)(-(Otimizar 6ω
 

sujeito a:  máxmin kkk ≤≤  

  máxmin ccc ≤≤  

 

onde são adotados 12 isoladores do tipo ISO/A para os quais N/m10x52,3 6mín =k  e 

N/m10x30,4 6máx =k , enquanto os outros 4 isoladores são do tipo ISO/B para os quais 

N/m10x95,3 6mín =k  e N/m10x83,4 6máx =k . Por sua vez, o coeficiente de amortecimento dos 

16 elementos deve apresentar valores mínimos rad/skg10x7,2 4mín =c  e máximos de 

rad/skg10x15,4 4máx =c . 

 

 O algoritmo de otimização fornece as respostas ótimas dos parâmetros dos isoladores, na 

Tabela 5.2 para a situação sem amortecimento e na Tabela 5.3 para a situação com 
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amortecimento; onde não se observa diferença nas constantes de rigidez para as precisões 

numéricas assumidas; sendo assim adotam-se os valores das constantes de rigidez e coeficientes 

de amortecimento indicados na Tabela 5.3 neste trabalho. Destaca-se a adoção da constante de 

rigidez e coeficiente de amortecimento nas direções longitudinal e transversal, iguais a 20% do 

valor correspondente na direção vertical, de acordo ao exposto por Rivin (2006) para 

equipamentos de precisão. 

 

Tabela 5.2 Parâmetros otimizados das molas 

Isolador (i =1... 16) Tipo Constante de rigidez (N/m) 
kzi kxi = 0,2kzi kyi = 0,2kzi 

1 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105

2 ISO/B 4,39 x106 8,78 x105 8,78 x105

3 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 
5 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 
5 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 
6 ISO/B 4,39 x106 8,78 x105 8,78 x105 
7 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 
8 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 
9 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 

10 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 
11 ISO/B 4,39 x106 8,78 x105 8,78 x105 
12 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 
13 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 
14 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 
15 ISO/B 4,39 x106 8,78 x105 8,78 x105 
16 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 

 

Tabela 5.3 Parâmetros otimizados dos isoladores  

Isolador (i =1...16) Tipo Constante de rigidez (N/m) Coeficiente de amortecimento (kg rad/s) 
kzi kxi = 0,2kzi kyi = 0,2kzi czi cxi = 0,2 czi cyi = 0,2 czi 

1 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 3,43 x104 6,85 x103 6,85 x103

2 ISO/B 4,39 x106 8,78 x105 8,78 x105 3,68 x104 7,35 x103 7,35 x103

3 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 3,43 x104 6,85 x103 6,85 x103

5 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 3,43 x104 6,85 x103 6,85 x103

5 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 3,43 x104 6,85 x103 6,85 x103

6 ISO/B 4,39 x106 8,78 x105 8,78 x105 3,68 x104 7,35 x103 7,35 x103

7 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 3,43 x104 6,85 x103 6,85 x103

8 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 3,43 x104 6,85 x103 6,85 x103

9 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 3,43 x104 6,85 x103 6,85 x103

10 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 3,43 x104 6,85 x103 6,85 x103

11 ISO/B 4,39 x106 8,78 x105 8,78 x105 3,68 x104 7,35 x103 7,35 x103

12 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 3,43 x104 6,85 x103 6,85 x103

13 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 3,43 x104 6,85 x103 6,85 x103

14 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 3,43 x104 6,85 x103 6,85 x103

15 ISO/B 4,39 x106 8,78 x105 8,78 x105 3,68 x104 7,35 x103 7,35 x103

16 ISO/A 3,91 x106 7,82 x105 7,82 x105 3,43 x104 6,85 x103 6,85 x103

 

 As freqüências naturais para as condições não amortecida e amortecida são praticamente 

as mesmas como se observa na Tabela 5.4, o qual condiz com os desenvolvimentos das 

constantes de rigidez obtidas e a teoria relativa à vibrações. 
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Tabela 5.4 Freqüências naturais após otimização 
Freqüência natural Não amortecida (Hz) Amortecida (Hz) 

1 1,929350335 1,929350831 
2 1,997717543 1,997717435 
3 2,081165117 2,081164684 
4 4,075077933 4,075081383 
5 4,711364358 4,711360370 
6 5,803769752 5,803769784 

 

 Como referência, de posse dos parâmetros dos isoladores, mostram-se as matrizes de 

rigidez e de amortecimento do conjunto. 
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5.4 Seleção de isoladores 

 

 O objetivo desta seção é dimensionar o sistema de isoladores do conjunto. Para o projeto 

dos isoladores assume-se que o conjunto da Figura 5.1, constituído pelo grupo e a estrutura de 

sustentação, formam um corpo rígido único de 1 gdl na direção vertical, apoiado sobre uma mola 

equivalente e um amortecedor equivalente, conforme a Figura 5.4. 

 

 
Figura 5.4 Modelo do conjunto de 1 gdl 

 

Para o dimensionamento do conjunto de isoladores, é necessário realizar previamente o 

calculo dos esforços localizados na região de fixação do motor e do gerador na parte superior da 

estrutura de sustentação. 

 

5.4.1 Carregamento do motor e do gerador 

 

Condição básica para seleção dos isoladores é o entendimento dos esforços exercidos 

pelo motor e pelo gerador na estrutura de sustentação, segundo o regime de operação do 

conjunto, conforme definição da Tabela 5.5. Durante o entendimento de cada esforço atuante na 

estrutura de sustentação, se considera o sistema de coordenadas adotado na Figura 3.1 

 

Tabela 5.5 Esforços exercidos pelo motor e pelo gerador na estrutura 
Condição de operação Esforços do motor na estrutura + esforços dinâmicos 

do motor aplicados no seu centro de massa 
Esforços do gerador na 
estrutura 

Regime contínuo a 900 rpm Peso motor + torque + forças e momentos de inércia Peso gerador + torque 
Em curto circuito fase a fase Peso motor + torque + forças e momentos de inércia* Peso gerador + torque 
* Na falta de informação, as forças e momentos de inércia em curto consideram-se iguais às do regime permanente 
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 As forcas exercidas pelo motor na estrutura de sustentação resultam da composição do 

peso do motor, do torque do motor, e das forças e momentos de inércia do motor. 

 

 O peso do motor sobre a estrutura de sustentação é 292651,92 N, o qual é dividido 

aproximadamente na mesma proporção em cada um dos 18 pontos de fixação, resultando igual a 

16258,44 N independente da condição de operação, em conformidade à Tabela 5.6. 

 

Tabela 5.6 Distribuição do peso do motor na estrutura de sustentação 
Condição de operação Peso do motor nos pontos de fixação (N) 

Regime permanente a 900 rpm 
M

iW    i=1,...,18 

16258,44 

Em curto circuito fase a fase 
M

iW    i=1,...,18 

16258,44 
 

Por causa do par ação/reação, o torque gerado pelo motor em regime permanente MpT  na 

estrutura de sustentação pode ser considerado de forma aproximada similar ao valor do torque 

calculado no eixo do motor conforme a expressão, 

 

( )
rpm

kWT bMp 9550
=  (5.2)

 

onde 

kWb : potência de frenagem do motor igual a 2923,38 kW 

rpm : rotações por minuto do regime permanente igual a 900 rpm 

 

 Assim, o torque gerado pelo motor em regime permanente é, 

 

mN76,31017
)900(

14,2923()9550(

=

=MpT
 

 

 Conhecido o valor do torque gerador pelo motor em regime permanente MpT , o próximo 

passo consiste em transformar o torque em forças nos pontos de fixação do motor na parte 

superior da estrutura de sustentação. Para esse fim, adota-se um binário de braço igual a 1,103 m, 

equivalente à separação dos pontos de fixação. Consideram-se 5 pontos de fixação quando a 
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força do binário estiver em tração, prevendo eventuais folgas em 4 pontos de fixação de acordo à 

Figura 5.5. Por sua vez, adotam-se 9 pontos de fixação quando a força do binário estiver em 

compressão de acordo à Figura 5.5. 

 

 As forças do torque do motor nos pontos de fixação em tração e em regime permanente, 
Mp

tF , são iguais a, 

 

( )
N25,5624
)103,1)5(

76,31017

−=

−=Mp
tF

 

 

 As forças do torque do motor nos pontos de fixação em compressão e em regime 

permanente, Mp
cF , são iguais a, 

 

N58,3124
)103,1()9(

76,31017

=

=Mp
cF

 

 

 

Figura 5.5 Forças do torque do motor na estrutura de sustentação, Mp
cF  em compressão, Mp

tF  em 

tração 
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 O gerador especifica como torque máximo o torque de curto circuito GcT  entre duas fases, 

igual a 3,098x105 N m. Um valor similar atua no motor, que é usado na determinação das forças 

do torque do motor nos pontos de fixação sob tração em curto circuito, Mc
tF , e são iguais a, 

 

N07,56174
)103,1()5(

10098,3 5

−=

×
−=Mc

tF
 

 

 As forças do torque do motor nos pontos de fixação sob compressão em curto circuito, 
Mc

cF , são iguais a, 

 

N82,31207
)103,1()9(

10098,3 5

=

×
=Mc

cF
 

 

 O resumo das forças do torque do motor nos pontos de fixação mostra-se na Tabela 5.7, 

 

Tabela 5.7 Forças do torque do motor na estrutura segundo condição de operação 
Condição de operação Forças do torque do motor nos 9 pontos de 

fixação sob compressão (N) 
Forças do torque do motor em 5 pontos de 

fixação sob tração  (N) 
Regime permanente a 
900 rpm 

Mp
ciF    i=1,...,9 Mp

tiF    i=1,...,5 
3124,58 -5624,25 

Em curto circuito fase 
a fase 

Mc
ciF     i=1,...,9 Mc

tF     i=1,...,5 
31207,82 -56174,07 

 

 As forças e momentos de inércia máximos de desbalanceamento do motor estão 

apresentados na Tabela 5.8. 

 
Tabela 5.8 Forca de inércia e momento de inércia do motor 

Forca de inércia máxima Momento de inércia máximo 
Fy máx (N) = ±  5680 My máx (N m) = ±  6350 
Fz máx (N) = ±  9016 Mz máx (N m) = ±  9664 
Freqüência (Hz) 15 Freqüência (Hz) 30 
Fonte: Literatura de fabricantes 
 

 As forcas exercidas pelo gerador na estrutura de sustentação resultam da composição do 

peso do gerador e do torque do gerador. 
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 O peso do gerador sobre a estrutura de sustentação é de 210915 N, o qual é dividido na 

mesma proporção em cada um dos 4 pontos de fixação, resultando igual a 52728,75 N 

independente da condição de operação, em conformidade à Tabela 5.9 e Figura 5.6. 

 

Tabela 5.9 Distribuição do peso do gerador na estrutura 
Condição de operação Peso do gerador nos pontos de fixação (N) 

Regime permanente a 900 rpm 
GW1  GW2  

GW3  GW4  

52729 52729 52729 52729 

Em curto circuito fase a fase 
GW1  GW2  

GW3  GW4  

52729 52729 52729 52729 
 

 O torque que o gerador exerce na estrutura de sustentação em regime permanente GpT é 

considerado semelhante ao torque gerado pelo motor em regime permanente MpT ,cujo valor 

previamente calculado foi de 31017,76 N m. Por outro lado, encontra-se em manuais de 

fabricantes do gerador que o torque máximo de curto circuito GcT  entre duas fases, é igual a 

3,098x105 N m. Para transformar torque em força nos pontos de fixação do gerador na parte 

superior da estrutura de sustentação, adota-se um binário de braço igual a 1,4 m. Consideram-se 

os 2 pontos de fixação existentes quando a força do binário estiver em tração ou compressão, 

Figura 5.6. 

 

a).   

b) c).  
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Figura 5.6 Forças (N) do gerador sobre a estrutura: a) Peso, b) Regime permanente, c) Curto 

circuito 

 

 Nos pontos de fixação 1 e 4, as forças do torque do gerador sob tração em regime 

permanente, PG
tF , são iguais a, 
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 Nos pontos de fixação 2 e 3, as forças do torque do gerador sob compressão em regime 

permanente, PG
cF , são iguais a, 
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 Nos pontos de fixação 1 e 4, as forças do torque do gerador sob tração em curto circuito, 
Gc

tF , são iguais a, 
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 Nos pontos de fixação 2 e 3, as forças do torque do gerador sob compressão em curto 

circuito, cG
cF , são iguais a, 
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 O resumo das forças do torque que o gerador exerce nos pontos de fixação é mostrado na 

Tabela 5.10, 

 

Tabela 5.10 Forças do torque do gerador na estrutura segundo condição de operação 
Condição de operação Forças do torque do gerador nos pontos de fixação (N) 

Regime permanente a 900 rpm 
Gp

tF 1  Gp
cF 2  Gp

cF 3  Gp
tF 4  

-11077,77 11077,77 11077,77 -11077,77 

Em curto circuito fase a fase 
Gc

tF 1  Gc
cF 2  Gc

cF 3  Gc
tF 4  

-110642,86 110642,86 110642,86 -110642,86 
 

 Assim, as forcas resultantes exercidas pelo gerador na estrutura, segundo Tabela 5.11 e 

Figura 5.7, são obtidas pelo somatório do peso do gerador e das forças do torque do gerador nos 

pontos de fixação, expostas respectivamente na Tabela 5.9 e na Tabela 5.10. 

 

a) b)  

Figura 5.7 Forças resultantes do gerador na estrutura: a) GpF regime permanente, b) GcF  curto 

circuito 

 

Tabela 5.11 Forças resultantes do gerador na estrutura segundo condição de operação 
Condição de operação Forças do gerador nos pontos de fixação (N) 
Regime permanente a 
900 rpm 

Gp
t

GGp FWF 111 +=  Gp
c

GGP FWF 222 +=  Gp
c

GGP FWF 333 +=  Gp
t

GGp FWF 444 +=  
41651,23 63806,77 63806,77 41651,23 

Em curto circuito fase 
a fase 

Gc
t

GGc FWF 111 +=  Gc
c

GGc FWF 222 +=  Gc
c

GGc FWF 333 +=  Gc
t

GGc FWF 444 +=  
-57913,86 163371,86 163371,86 -57913,86 

Fonte: Confirmado a partir de informações de fabricante 
 

5.4.2 Configuração do conjunto de isoladores 

 

Uma das maneiras para definir as características do isolador que se deseja utilizar é 

através das especificações e recomendações constantes nos manuais dos dispositivos. 
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A definição da quantidade de isoladores está associada à deflexão admissível nas 

condições de carregamento estático e dinâmico do conjunto. 

 

 Para a condição de carregamento estático, considera-se que a massa total do conjunto, 

igual a 72720,9 kg conforme definição da Tabela 4.1, será dividida proporcionalmente nos 

isoladores de forma a garantir uma deflexão estática máxima permissível de 0,011 m, valor 

comumente encontrado na literatura para esse tipo de aplicações. 

 

 Para essa finalidade, se considera que o peso do motor, o peso do acoplamento e a parte 

do peso da estrutura de sustentação situado abaixo do motor (aproximado por 120188,10 N, e 

incluída a junção com o gerador) contribuem na deflexão estática δe dos isoladores em paralelo 

localizados na região abaixo do motor, de forma que a constante de rigidez equivalente dos 

isoladores no lado do motor sob carregamento estático Me
eqk  é obtida na forma, 

 

N/m1011,38
011,0
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 A quantidade necessária de isoladores na parte inferior da estrutura de sustentacão na 

região do motor sob carregamento estático, Men , é obtida ao dividir a constante de rigidez 

equivalente Me
eqk  pela média da constante de rigidez de 2 isoladores ISO/B e 8 isoladores ISO/A 

conforme a Tabela 5.12, 
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1072,40

6

6

=

=

=

x
x

k
k

n
Me
eqMe
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 Também, se considera que o peso do gerador e a parte do peso da estrutura de sustentação 

situado abaixo do gerador (aproximado por 83354,88 N) contribuem na deflexão estática δe dos 

isoladores em paralelo localizados na região abaixo do gerador, de forma que a constante de 

rigidez equivalente dos isoladores no lado do gerador sob carregamento estático Ge
eqk  é obtida na 

forma, 
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 A quantidade necessária de isoladores na parte inferior da estrutura de sustentação na 

região do gerador sob carregamento estático, Gen , é obtida ao dividir a constante de rigidez 

equivalente Ge
eqk  pela média da constante de rigidez de 2 isoladores ISO/B e 4 isoladores ISO/A 

conforme a Tabela 5.12, 

 

6,6
x1007,4
x1080,26

6

6

=
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n
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eqGe

 

 

 A quantidade dos isoladores selecionados deve ser em número par e seu posicionamento 

segue uma distribuição relativa ao centro de gravidade dos equipamentos. O afastamento 

transversal dos isoladores contribui para melhorar a estabilidade do grupo e a distribuição 

longitudinal visa evitar a ocorrência de momentos dinâmicos. No caso do motor se consideram 8 

isoladores ISO/A alinhados intercaladamente com os pontos de fixação em função da 

disponibilidade de espaço, e 2 isoladores ISO/B sob sua linha de centro para aumentar a sua 

rigidez. Para o caso do gerador se considera 4 isoladores ISO/A alinhados com os pontos de 

fixação e 2 isoladores ISO/B sob sua linha de centro, de forma a manter uma distribuição 

longitudinal próxima para todo o conjunto. 
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Tabela 5.12 Parâmetros dos isoladores 
Isolador  ISO/B ISO/A 
Constante de rigidez vertical * k (N/m) 4,39x106 3,91x106 
Altura  livre (sem pré-tensão) l0 (m) 117x10-3 116x10-3 
 sob carga estática l (m) 106x10-3 106 x10-3 
 máxima sob carga dinâmica d

máxl  (m) 114,7x10-3 114,7x10-3 

 mínima sob carga dinâmica d
mínl  (m) 95,1x10-3 95,1x10-3 

Deflexão estática (l-l0) δ e (m) 11x10-3 11x10-3 
 dinâmica sob tração ( d

máxl -l) d
tδ  (m) 8,7 x10-3 8,7 x10-3 

 dinâmica sob compressão (l- d
mínl ) d

cδ  (m) 10,9x10-3 10,9x10-3 

Limite de carga estática nominal N 47,0 x103 47,0 x103 
Limite de carregamento dinâmico em tração N 38,0x103 33,8x103 
Limite de carregamento dinâmico em compressão N 82,5 x103 73,3x103 
Limite de deslocamento dinâmico - horizontal m ±12x10-3 ±12x10-3 
Peso unitário N 385,40 368,73 
Fonte: Extraído de manuais de fabricantes de isoladores. * Valores obtidos. 
 

 Para a condição de carregamento dinâmico, os limites de carregamento dinâmico à tração 

e à compressão dos isoladores selecionados, fornecidos na Tabela 5.12, devem ser respeitados. 

As cargas máximas dinâmicas correspondem às diferenças entre os limites de carregamento 

dinâmico e a carga estática aplicada. 

 

 Para essa finalidade, se considera que a rigidez da estrutura de sustentação impõe uma 

compatibilidade de deformações, mobilizando os 8 isoladores da aresta da estrutura de 

sustentação em consideração. Quer dizer, os 3 isoladores na região do gerador não se deformam 

de forma independente, obrigando que os outros 5 isoladores na região do motor igualmente 

sejam deformados. Essa é uma característica de uma estrutura rígida apoiada elasticamente, 

porquanto a rigidez dos isoladores é menor que a do grupo. 

 

 Na Tabela 5.13 e na Tabela 5.14 apresentam-se as cargas dinâmicas do grupo em regime 

permanente e em curto circuito fase a fase. Consideram-se duas possibilidades para a força de 

inércia do motor enquanto o momento de inércia My do motor é desconsiderado, visto que as 

forças envolvidas se cancelam na direção z. As forças dinâmicas indicadas na Tabela 5.13 e na 

Tabela 5.14, negativo quando em tração e positivo quando em compressão, que atuam nos 

isoladores posicionados nas arestas frontal e posterior da estrutura de sustentação, apresentam 

valores menores que os limites de carregamento dinâmico em tração e compressão da Tabela 

5.12. 
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Tabela 5.13 Carregamento dinâmico na estrutura de sustentação, regime permanente a 900 rpm 
Força (N)  Aresta frontal 

da estrutura de 
sustentação 

Aresta posterior 
da estrutura de 

sustentação 
Forças do torque do motor nos 9 pontos de 
fixação sob compressão 583124,F Mp

ci =     i=1,...,9  28121,22 

Forças do torque do motor em 5 pontos de 
fixação sob tração 1104 −== Gp

t
Gp

ti FF   i =1,...,5 -28121,25  

Força de inércia do motor Fz máx = ± 9016 -4508,00 
4508,00 

-4508,00 
4508,00 

Força do torque do gerador 771107741 ,FF Gp
t

Gp
t −==   -22155,54 

Força do torque do gerador  771107732 ,FF Gp
c

Gp
c ==  22155,54  

Força resultante na aresta (8 isoladores por aresta) -10473,71 
-1457,71 

1457,68 
10473,68 

Força em cada isolador  -1309,21 
-182,21 

182,21 
1309,21 

 

Tabela 5.14 Carregamento dinâmico na estrutura de sustentação em curto circuito fase a fase 
Força (N)  Aresta frontal 

da estrutura de 
sustentação 

Aresta posterior 
da estrutura de 

sustentação 
Forças do torque do motor nos 9 pontos de 
fixação sob compressão 8231207,F Mc

ci =   i=1,..,9  280870,38 

Forças do torque do motor em 5 pontos de 
fixação sob tração 0756174,F Mc

ti −=  i=1,..,5 -280870,35  

Força de inércia do motor Fz máx = ± 9016 -4508,00 
4508,00 

-4508,00 
4508,00 

Força do torque do gerador 8611064241 ,FF Gc
t

Gc
t −==   -221285,72 

Força do torque do gerador  86,11064232 == Gc
c

Gc
c FF  221285,72  

Força resultante na aresta (8 isoladores por aresta) -64092,63 
-55076,63 

55076,66 
64092,66 

Força em cada isolador  -8011,58 
-6884,58 

6884,58 
8011,58 

 

Os isoladores normalmente dispõem de limitadores de curso para eventos que provoquem 

deslocamentos verticais e horizontais, estáticos ou dinâmicos, acima de seus limites 

operacionais. 

 

Na seqüência são expostas as considerações referentes à determinação do coeficiente de 

amortecimento c do isolador, através da razão de amortecimento ζ e do amortecimento crítico cc 

mediante a expressão, 

 

cc
c

=ζ  (5.3)

 

onde 

c: coeficiente de amortecimento  
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cc: coeficiente de amortecimento crítico 

ζ: razão de amortecimento, aproximada neste caso igual a 0,13 

 

  O coeficiente de amortecimento crítico é expresso através de, 

 

nm ωζ 2=  (5.4)
 

  Assim, a equação que define o coeficiente de amortecimento é dada por, 

 

ζωnmc 2=  (5.5)
 

onde 

m: massa total do corpo (conjunto) 

ωn : freqüência natural do conjunto 

 

 A freqüência natural do conjunto em Hz é expressa por, 

 

m
k

n
∑=

π
ω

2
1  (5.6)

 

onde 

k: constante de rigidez do isolador 
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9,72720
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 Dessa maneira, obtém-se o coeficiente de amortecimento para cada um dos 16 isoladores 

igual a, 

 

rad/skg18,35194
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 A partir do somatório dos valores absolutos das forças resultantes do carregamento 

dinâmico nas duas arestas da estrutura de sustentação, constante na Tabela 5.14 e igual a 

119169,29 N, obtém-se uma massa equivalente dinâmica igual a 12147,74 kg, com o qual pode 

ser recalculado o coeficiente de amortecimento requerido dos isoladores na forma seguinte, 

 

Hz

n

39,4
74,121479,72720

)1091,3(12)1039,4(4
2
1 66

=
+

×+×
=

π
ω  

rad/s kg39,38040

)}13,0()]2()39,4)[(74,121479,72720()2{(
16
1

=

+= πc
 

 

Embora os valores calculados de c são aproximados daqueles obtidos pela otimização na 

Tabela 5.3, para a análise estrutural opta-se pela segurança em considerar um coeficiente de 

amortecimento idêntico para todos os isoladores e igual a c = 38040,39 kg rad/s. 
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6. Análise Estrutural da Estrutura de Sustentação 

 

6.1 Generalidades 

PROTEGIDO POR SIGILO INDUSTRIAL 

Este capítulo apresenta resultados de aproximação numérica, relativos à análise modal e 

análise estrutural da estrutura de sustentação de um grupo gerador, se adicionando cargas 

dinâmicas offshore provocadas pelo movimento do mar num navio plataforma de petróleo do 

tipo FPSO (Floating, Production, Storage and Offloading), onde o conjunto poderá ser utilizado. 

O grupo está constituído por um motor de 16 cilindros em V denominado por M16V que conduz 

um gerador de 8 pólos denominado G8P através de um acoplamento flexível AF. O grupo está 

fixado na estrutura de sustentação, que por sua vez se engasta na fundação através dos seus 

isoladores, sendo 12 do modelo ISO/A e 4 do modelo ISO/B. Neste caso, a geometria da 

estrutura de sustentação aproxima-se das dimensões definidas no capítulo 4. 

 

Apresentam-se as freqüências naturais e os modos de vibração da estrutura de sustentação 

flexível: livre sem massas concentradas das máquinas e apoiada nos isoladores com massas 

concentradas das máquinas. Na seqüência avaliam-se as deflexões e tensões na estrutura de 

sustentação. Os resultados numéricos são obtidos através do método dos elementos finitos 

(MEF) com o programa MSC,Nastran©, enquanto para o pré e pós-processamento utiliza-se o 

programa MSC,Patran©. 

 

6.2 Modelagem MEF da estrutura de sustentação 

PROTEGIDO POR SIGILO INDUSTRIAL 

A estrutura de sustentação é considerada como um elemento flexível no modelo MEF, 

Figura 6.1. As chapas da estrutura de sustentação são modeladas através de uma malha 

estruturada de elementos de casca triangular de três nós CTRIA3, constituída por 18531 

elementos e 37490 nós.  

 

O motor, o acoplamento o e gerador são considerados como massas concentradas através 

de elementos CONM2 cada, observando que cada elemento precisa de um nó. Por outro lado, os 

16 isoladores e o acoplamento são modelados como elementos mola-amortecedor através de 17 

elementos CBUSH, observando que cada elemento precisa de dois nós. 
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A conexão do nó da massa do motor com 18 nós da estrutura de sustentação mais 1 nó  

do acoplamento; a conexão do nó da massa do gerador com 4 nós da estrutura de sustentação 

mais o nó da massa do acoplamento; e, as conexões do nó superior dos 16 isoladores com a 

estrutura de sustentação são modeladas através de ao todo 18 elementos rígidos RBE2; com os 

cuidados necessários para não enrijecer excessivamente a estrutura. As características do 

material da estrutura de sustentação são aquelas indicadas na Tabela 4.3. 

 

 
Figura 6.1 Malha da estrutura de sustentação  

 

6.3 Condições de contorno e carregamentos 

PROTEGIDO POR SIGILO INDUSTRIAL 

 Com relação às condições de contorno, a estrutura de sustentação se encontra fixada nos 

isoladores sem restrições de deslocamentos e rotações, contudo os isoladores se encontram 

engastados na fundação. Observa-se que os parâmetros dos isoladores a serem utilizados são 

aqueles definidos na Tabela 5.3. Já os parâmetros relativos ao acoplamento são aproximados 

com valores obtidos da literatura: kaxial igual a 5800x103 N/m, kradial igual a 12800x103 N/m, 

ktorção igual a 1,363x106 N m/rad e ctorção igual a 2410 N m s/rad2. 

 

Observa-se que para o cálculo de deflexões, a vinculação do conjunto é modificada para 

se aproximar às condições da Equação (3.2); quer dizer, sem isoladores e vínculos na posição 

dos nós superiores dos isoladores das extremidades, onde o vinculo no extremo do motor é um 

engaste (x=y=z=rx=ry=rz=0) é o vínculo no extremo do gerador é um apoio (y=z=rx=rz=0). 
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 Nas condições de carregamento do navio descritas na seção 6.5, a estrutura de 

sustentação estará sujeita aos carregamentos indicados na Tabela 6.1, onde se consideram os 

valores máximos associados à condição de operação em curto circuito. 

 

Tabela 6.1 Carregamentos na estrutura de sustentação 
Carregamento Referência 
Forca dos pesos do motor, gerador, estrutura de sustentação e acoplamento Tabela 5.6 e Tabela 4.1 
Força de inércia associado ao movimento do navio  
Forças de torque do motor na estrutura de sustentação Tabela 5.7 e Figura 5.5 
Força e momento de inércia do motor Tabela 5.8 
Forças de torque do gerador na estrutura de sustentação  Tabela 5.10 e Figura 5.7b 
Reações dos isoladores  
 

 No modelo MEFs; as massas do motor, acoplamento e gerador são alocados no centro de 

massa de cada componente, Figura 6.1. A força de inércia devida ao movimento do mar no navio 

é adicionada na forma de aceleração ao valor da aceleração da gravidade nos eixos pertinentes. 

 

As forças dos pesos dos equipamentos e a força de inércia associada ao movimento do 

navio definem-se no sistema de eixos global, associadas às inclinações da Figura 6.2. As reações 

dos isoladores são definidas também no sistema de eixos global do modelo. Já os outros 

carregamentos da Tabela 6.1 são definidos no sistema de eixos local da estrutura de sustentação. 

                

            

 
Figura 6.2 Inclinações atribuídas ao movimento de um navio 

 

6.4 Analise modal 

PROTEGIDO POR SIGILO INDUSTRIAL 
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Na seqüência, mostram-se os resultados da análise modal da estrutura de sustentação livre 

e do conjunto. Em ambos os casos a estrutura é considerada flexível. 

 

Na Tabela 6.2 se observa de forma referencial os valores das freqüências naturais da 

estrutura de sustentação livre; sem vínculos e sem as massas dos equipamentos. Destaca-se que 

esses valores se encontram longe da freqüência para máquinas em operação no intervalo de 10 a 

100 Hz, como observado na Tabela 1.2. Por exemplo, para o caso do grupo gerador, a freqüência 

de operação é de 15 Hz (900 rpm) segundo Tabela 4.4, valor que se encontra nesse intervalo. 

 

Tabela 6.2 Freqüências naturais da estrutura de sustentação livre 
Modo Freqüência (Hz) 
1 25,6 
2 49,5 
3 51,2 
4 66,8 
 

Na Tabela 6.3 se observa de forma referencial os valores das freqüências naturais do 

conjunto; vinculada à fundação através do engaste dos nós inferiores dos isoladores e com as 

massas dos equipamentos. Importante mencionar que esses valores se encontram longe da 

freqüência de operação do grupo gerador de 15 Hz (900 rpm) da Tabela 4.4. 

 

Tabela 6.3 Freqüências naturais do conjunto 
Modo Freqüência (Hz) 
1 1,92 
3 2,45 
6 9,41 
7 27,17 
 

 Os primeiros modos de vibração correspondentes ao conjunto apresentam-se na Figura 

6.3 a Figura 6.5, se destacando que neste caso as massas dos equipamentos.não são mostradas. 
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Figura 6.3 Modo 1, do conjunto, freqüência natural 1,92 Hz 

 

 
Figura 6.4 Modo 6, do conjunto, freqüência natural 9,40 Hz 
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Figura 6.5 Modo 7, do conjunto, freqüência natural 27,17 Hz 

 

 A partir dos resultados obtidos, observa-se que as seis primeiras freqüências naturais são 

inferiores ao valor de excitação do conjunto, ou seja, 15 Hz, ficando o conjunto sujeito à 

ressonância nesses valores só na fase de transição do equipamento. Observando-se os seis 

primeiros modos, estes estão próximos a faixa de freqüência natural do conjunto de isoladores, 

cujo valor é 4,74 Hz segundo a Equação (5.6). 

 

6.5 Análise de deflexões e tensões na estrutura de sustentação 

PROTEGIDO POR SIGILO INDUSTRIAL 

 Observa-se que os equipamentos foram concentrados em nós utilizando elementos de 

massa CONM2, e na seqüência foram vinculados sobre a estrutura de sustentação através de 

elementos RBE2 ao invés de serem distribuídos. Essa condição pode elevar localmente os 

valores de tensão encontrados na vinculação, situação que também pode ser observada no 

vinculo dos elementos RBE2 dos isoladores com a estrutura de sustentação. Logo, os valores 

supostamente máximos de tensão encontrados nos vínculos dos elementos RBE2 com a estrutura 

de sustentação poderiam ser desconsiderados, visto que o objetivo é ter uma aproximação não 

necessariamente local da distribuição de tensões, em virtude de que procedimentos de fabricação 

como soldagem não foi contemplada pelo modelo. 

 

6.5.1 Carregamento estático 

PROTEGIDO POR SIGILO INDUSTRIAL 
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 Neste caso, consideram-se os ângulos de inclinação que o navio pode adotar numa 

condição de avaria. Para o ângulo de trim considera-se um ângulo de 10º, enquanto para o ângulo 

de heel 22,5º; a partir dos quais podem ser obtidas as componentes de aceleração gravitacional, 

segundo a Tabela 6.4. Este carregamento não considera forças de inércia associadas ao 

movimento do navio. 

 

Tabela 6.4 Componentes de aceleração – carregamento estático 
Aceleração m/s2 
Ax (longitudinal) -g*sen(trim) = -1,70 
Ay (transversal) g*cos(trim)*sen(heel) = 3,70 
Az (vertical) g*cos(trim)*cos(heel) = 8,93 
g = 9,81 m/s2 
 

A Figura 6.6 mostra os resultados de deflexão por flexão em z, e a Figura 6.7 mostra os 

resultados de deflexão por torção em x na face mais extrema da estrutura de sustentação próxima 

ao apoio do gerador. 

 

 
Figura 6.6 Distribuição de deflexões no eixo z em m do carregamento estático 
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Figura 6.7 Distribuição de deflexões por torção em graus do carregamento estático 

 

 A Figura 6.8 mostra o resultado de tensões de Von Mises com valor máximo de 

aproximadamente 125 MPa, inferior ao valor de resistência ao escoamento do material de 250 

MPa. 

 

 
Figura 6.8 Distribuição de tensões em MPa do carregamento estático 

 

6.5.2 Carregamento dinâmico 

PROTEGIDO POR SIGILO INDUSTRIAL 
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 Os movimentos e acelerações associam-se às condições críticas de projeto; por exemplo, 

existem valores na literatura relativas à FPSOs que definem uma aceleração mínima transversal 

de 4,0 m/s2 e uma aceleração mínima vertical de 3,5 m/s2. 

 

 Para determinar as acelerações do conjunto devido ao movimento do navio, determinados 

fatores dinâmicos devem ser conhecidos. Os ângulos θ  e períodos T dos movimentos de roll e de 

pitch, assim como precisam ser definidos as acelerações do centro de massa do navio para o 

movimento de heave; por exemplo neste caso se consideram os valores indicados na Tabela 6.5. 

 

Tabela 6.5 Ângulos e períodos do movimento de um navio 
Movimento Parâmetro 
Roll θroll = 25,3º Troll = 13,5 s 
Pitch θpitch = 4,3º Tpitch = 13,1 s 
Heave Aheave = 1,64 m/2 (CM do navio) 
 

 As componentes de aceleração ao qual um navio está sujeito encontram-se associadas aos 

movimentos hidrodinâmicos das ondas do mar, descritos como beam sea, head sea e crossed 

sea: 

 

• Beam sea: onda do mar que forma ângulo reto com o curso do navio 

Aceleração transversal 

Aceleração vertical 

 

• Head sea: onda do mar indo diretamente contra o curso do navio 

Aceleração longitudinal 

Aceleração vertical 

 

• Crossed sea: onda do mar formando ângulo obliquo com o curso do navio 

Aceleração longitudinal 

Aceleração transversal 

Aceleração vertical 

 

 Os valores encontrados das componentes de aceleração para os movimentos de beam sea, 

head sea e crossed sea são apresentados na Tabela 6.6. 

 

Tabela 6.6 Componentes de aceleração incluindo carregamentos dinâmicos 
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Movimento Componente 
(m/s2) 

Termo Dinâmico Correção 
dinâmica* Gravitacional Total Normal Heave Normal + 

Heave 
Beam sea - 

θROLL 
Transversal 1,22 0,70 1,92 4,0 4,20 8,20 

Vertical 0,71 1,50 2,20 3,5 8,90 12,4 
Head sea - 

θPITCH 
Longitudinal 0,22 --- 0,22 --- 0,74 0,96 

Vertical 0,40 --- 0,40 3,5 9,90 13,4 

Crossed sea -  
θPITCH e θROLL 

Longitudinal 0,16 --- 0,16 --- 0,52 0,68 
Transversal 0,90 0,50 1,40 4,0 3,00 7,00 

Vertical 0,60 0,74 1,34 3,5 9,33 12,83 
* A aceleração dinâmica é corrigida para valores mínimos, transversal de 4,0 m/s2 e vertical de 3,5 m/s2. 

 

 Na Tabela 6.6, se indica o ângulo de inclinação do navio na determinação dos 

componentes de aceleração a partir das equações de movimento. Nessas equações, além da 

utilização dos períodos dos movimentos indicados na Tabela 6.5, considera-se as distâncias do 

CM do conjunto ao CG do navio através das variáveis distância vertical RV igual a 12,74 m, 

distância longitudinal RL igual a 22 m, e distância transversal RT igual a 7,45 m. 

 

Para o movimento beam sea, a Figura 6.9 mostra os resultados de deflexão por flexão em 

z, e a Figura 6.10 mostra os resultados de deflexão por torção em x na face mais extrema da 

estrutura de sustentação próxima ao apoio do gerador, 

 

 
Figura 6.9 Distribuição de deflexões no eixo z em m do movimento beam sea 
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Figura 6.10 Distribuição de deflexões por torção em graus do movimento beam sea 

 

 Para o movimento beam sea, a Figura 6.11 mostra o resultado de tensões de Von Mises 

com valor máximo de aproximadamente 85 MPa, inferior ao valor de resistência ao escoamento 

do material de 250 MPa. 

 

 
Figura 6.11 Distribuição de tensões em MPa do movimento beam sea 

 

Para o movimento head sea, a Figura 6.12 mostra os resultados de deflexão por flexão em 

z, e a Figura 6.13 mostra os resultados de deflexão por torção em x na face mais extrema da 

estrutura de sustentação próxima ao apoio do gerador, 
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Figura 6.12 Distribuição de deflexões no eixo z em m do movimento head sea 

 

 
Figura 6.13 Distribuição de deflexões por torção em graus do movimento head sea 

 

 Para o movimento head sea, a Figura 6.14 mostra o resultado de tensões de Von Mises 

com valor máximo de aproximadamente 111 MPa, inferior ao valor de resistência ao escoamento 

do material de 250 MPa. 
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Figura 6.14 Distribuição de tensões em MPa do movimento head sea 

 

Para o movimento crossed sea, a Figura 6.15 mostra os resultados de deflexão por flexão 

em z, e a Figura 6.16 mostra os resultados de deflexão por torção em x na face mais extrema da 

estrutura de sustentação próxima ao apoio do gerador, 

 

 
Figura 6.15 Distribuição de deflexões no eixo z em m do movimento crossed sea 
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Figura 6.16 Distribuição de deflexões por torção em graus do movimento crossed sea 

 

 Para o movimento crossed sea, a Figura 6.17 mostra o resultado de tensões de Von Mises 

com valor máximo de aproximadamente 137 MPa, inferior ao valor de resistência ao escoamento 

do material de 250 MPa. 

 

 

 
Figura 6.17 Distribuição de tensões em MPa do movimento crossed sea 

 

6.5.3 Carregamento em transito 

PROTEGIDO POR SIGILO INDUSTRIAL 

 As componentes de aceleração são apresentadas na Tabela 6.7, a partir de dados 

referenciais da literatura sobre FPSO. 
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Tabela 6.7 Componentes de aceleração – carregamento em tránsito 
Aceleração m/s2 
Ax (longitudinal) -0,5 g = -4,91 
Ay (transversal) -0,75 g = -7,36 
Az (vertical) 1,5 g = 14,72 
g = 9,81 m/s2 
 

A Figura 6.18 mostra os resultados de deflexão por flexão em z, e a Figura 6.19 mostra os 

resultados de deflexão por torção em x na face mais extrema da estrutura de sustentação próxima 

ao apoio do gerador, 

 

  
Figura 6.18 Distribuição de deflexões no eixo z em m carregamento em transito 
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Figura 6.19 Distribuição de deflexões por torção em graus carregamento em transito 

 

 A Figura 6.20 mostra o resultado de tensões de Von Mises com valor máximo de 

aproximadamente 92 MPa, inferior ao valor de resistência ao escoamento do material de 250 

MPa. 

 

 
Figura 6.20 Distribuição de tensões em MPa, carregamento em transito 

 

6.5.4 Avaliação de resultados 

PROTEGIDO POR SIGILO INDUSTRIAL 

 A deflexão máxima admissível da estrutura de sustentação é encontrada considerando os 

dados da seção 4.2, através da multiplicação da deflexão unitária ( L/∆ ) de 0,0001 m/m pela 

distância de 6,772 m entre os apoios, a partir do qual se obtém o valor de 0,00067 m. A Tabela 

6.8 apresenta as deflexões do modelo MEF em z na região de transição do suporte dos 
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equipamentos para diferentes condições de carregamento, se observando que os valores maiores 

encontrados podem estar associados aos carregamentos dinâmicos não apreciados na seção 4.3.  

 

Tabela 6.8 Deflexões por flexão em z 

Condição 
Deflexão (m) 

Deflexão admissível sob carregamento estático (m) 
Modelo MEF  Referência 

Estático 0,00046 Figura 6.6 0,00067 

Movimento beam sea 0,00077 Figura 6.9 0,00067 

Movimento head sea 0,00064 Figura 6.12 0,00067 

Movimento crossed sea 0,00065 Figura 6.15 0,00067 

Tránsito 0,00082 Figura 6.18 0,00067 

 

 A deflexão por torção dos dois membros longitudinais da estrutura de sustentação sob 

torque do motor foi calculada na seção 4.5, se obtendo um valor de 2,846º. A Tabela 6.9 

apresenta a maior deflexão por torção em x da estrutura sob diferentes condições de 

carregamento, se reiterando que os resultados correspondem à face mais extrema da estrutura de 

sustentação, próxima ao apoio do gerador. Observa-se que mesmo com a consideração dos 

carregamentos dinâmicos, as deflexões por torção calculadas através do modelo MEF são 

menores devido à participação dos membros transversais, os quais não foram considerados na 

seção 4.5. 

 

Tabela 6.9 Deflexões por torção em x 

Condição 
Deflexão por torção 

Deflexão por torção sob torque do motor 
Modelo MEF  Referência 

Estático 0,00181° Figura 6.7 2,846° 

Movimento beam sea 0,00025° Figura 6.10 2,846° 

Movimento head sea 0,00143° Figura 6.13 2,846° 

Movimento crossed sea 0,00241° Figura 6.16 2,846° 

Tránsito 0,0281° Figura 6.19 2,846° 

 

 A Tabela 6.10 apresenta os coeficientes de segurança das diversas condições de 

carregamento para as tensões máximas encontradas no modelo MEF, as quais se encontram 

abaixo da resistência ao escoamento do material da estrutura de sustentação. 

 

Tabela 6.10 Coeficiente de segurança do projeto da estrutura de sustentação 

Condição 
Tensão de von Mises σ (MPa) Escoamento Sy 

(MPa) 
Coeficiente de segurança  

Modelo MEF Referência 
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Estático 125 Figura 6.8 250 2 

Movimento beam sea 85 Figura 6.11 250 2,94 

Movimento head sea 111 Figura 6.14 250 2,25 

Movimento crossed sea 137 Figura 6.17 250 1,82 

Tránsito 92 Figura 6.20 250 2,72 

 

6.6 Estudo de fadiga 

PROTEGIDO POR SIGILO INDUSTRIAL 

 Para este trabalho se considera a necessidade da estrutura permanecer no domínio da 

fadiga de alto ciclo, quer dizer superior aos 103 ciclos, sendo desta forma importante numa 

primeira abordagem entender a curva σ–N, tensão σ  versus número de ciclos N,  do aço ASTM 

A 36 da estrutura de sustentação. 

 

 O número de ciclos correspondente ao limite de fadiga é aproximado para 106 ciclos.  

Aproxima-se o limite de fadiga do material, σfcp, pela simplificação em aços de baixo teor de 

carbono, caso do ASTM A 36, 

 

 (6.1)
 

onde 

σfcp  : limite de fadiga do material 

σr : tensão de ruptura do material 

 

 A tensão de ruptura do aço ASTM A 36 é definida como 412 MPa, dentro do limite 

mínimo da resistência à tração, conforme se verifica na Tabela 4.3. Desta forma, o calculo do 

limite de fadiga do material é; 

 

MPa206

)412(5,0

=

=fcpσ
 

 

O domínio da fadiga de alto ciclo começa em aproximadamente 103 ciclos, sendo 

necessário determinar a sua resistência à fadiga, 310
σ , através da relação de Manson, 

 

 (6.2)
 

onde 
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310
σ  : resistência à fadiga a 103 ciclos 

σr : tensão de ruptura do material 

 

 A resistência à fadiga a  103 ciclos do aço ASTM A 36 resulta, 

 

Pa M370,8

(412)0,9310

=

=σ
 

  

 Para desenvolver uma abordagem analítica, a equação da curva σ–N  é definida por, 

 

  

 (6.3)
 

Escreve-se a Equação (6.3) como,  

 

 (6.4)
 

Essa reta corta N=106 ciclos em σfcp e N=103 ciclos em 310
σ . Ao substituir estes valores 

na Equação (6.3), os coeficientes a e b são determinados como (Shigley e Mischke, 1989), 

 

 (6.5)
 

44,667
206

)8,370( 2

=

=a  

 

 (6.6)
 

085,0
206

8,370log
3
1

−=

−=b
 

 

Com os valores calculados é possível obter uma aproximação da curva σ–N  do material, 

inicialmente sem correções que modifiquem o limite de resistência à fadiga do aço ASTM A 36, 

como se observa na Figura 6.21. Destaca-se que os valores de tensão de projeto, Tabela 6.10, do 
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modelo MEF da estrutura de sustentação são inferiores ao valor de limite de resistência à fadiga 

do material. 

 

Relação Curva do Material vs a Tensão do Projeto
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Figura 6.21 Curva σ–N do material e tensões de projeto sob diversos carregamentos 
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7. Conclusões e Sugestões 

 
 O desenvolvimento da estrutura de sustentação de um grupo gerador foi possível, através 

da definição de uma deflexão unitária (∆/L=0,0001 m/m), compatível com os membros 

longitudinais e transversais da estrutura e com o grupo gerador. Esta deflexão baliza o momento 

de inércia unitário (Iu ) para o calculo da seção transversal de cada membro, através de tabelas 

que relacionam altura (d), largura (b) e espessura (t), proporcionando a escolha de seções em I, 

condizente às deflexões longitudinais e de torção permissíveis. 

 

Em sistemas com massa distribuída, um modelo que admita que a massa esteja 

concentrada em um único ponto ou em certo número de pontos pode, em alguns casos, prover 

uma aproximação adequada do comportamento do sistema. Um modelo relevante do conjunto 

sujeito à vibração foi considerá-lo como um corpo rígido restrito por isoladores. Neste caso, o 

equilíbrio de forças e momentos deve ser satisfeito no movimento do corpo, possibilitando a 

determinação de um conjunto de equações, a partir do qual obtém-se o equacionamento 

necessário para determinar os parâmetros ótimos dos isoladores. 

 

O trabalho aplica a otimização numérica para obter os parâmetros ótimos dos isoladores, 

com a finalidade de diminuir a maior freqüência natural do conjunto, de forma que o sistema 

opere longe da freqüência de operação. A função NLPSolve do programa Maple 10 é usada no 

contexto da otimização numérica do trabalho. As constantes de rigidez e os coeficientes de 

amortecimento dos isoladores são escolhidos para serem as variáveis do problema de otimização 

não linear com restrições. 

 

Considerando-se o equacionamento definido na determinação das freqüências naturais do 

sistema amortecido e não amortecido, estuda-se o problema da minimização da maior freqüência 

natural do conjunto, para o qual se variam os parâmetros dos isoladores, embora outras escolhas 

também sejam possíveis relativas às propriedades dos materiais e às propriedades dimensionais 

do conjunto. 

 

O algoritmo de otimização fornece as respostas ótimas dos parâmetros dos isoladores, na 

situação sem amortecimento e com amortecimento; onde não se observa diferença nas constantes 

de rigidez para as precisões numéricas assumidas; se obtendo os valores das constantes de 

rigidez igual 3,91x106 N/m para 12 isoladores ISO/A e 4,39x106 N/m para 4 isoladores ISO/B, 

enquanto o coeficiente de amortecimento resulta 3,43 kg rad/s para os 16 isoladores. 
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As freqüências naturais para as condições não amortecida e amortecida do conjunto 

rígido são praticamente as mesmas, entre 1,92 e 5,80 Hz, o qual condiz com os 

desenvolvimentos das constantes de rigidez obtidas e a teoria relativa de vibrações. 

 

Foram obtidos de forma referencial os valores das freqüências naturais da estrutura de 

sustentação livre, num modelo MEF sem vínculos e sem equipamentos, entre 25,6 e 66,8 Hz para 

as quatro primeiras freqüências. Importante mencionar que esses valores se encontram longe da 

freqüência para máquinas em operação entre 10–100 Hz. Por exemplo, para o caso do grupo 

gerador, a freqüência de operação é de 15 Hz, valor que se encontra nesse intervalo. 

 .  

As freqüências naturais do conjunto do modelo MEF forma obtidas entre 1,92 e 9,91 Hz 

para as seis primeiras freqüências e 27,17 Hz a sétima. Neste caso vincula-se a estrutura através 

dos isoladores e consideram-se as massas dos equipamentos. Importante mencionar que esses 

valores se encontram longe da freqüência de operação do grupo gerador de 15 Hz, ficando o 

conjunto sob ressonância só na fase de transição do grupo. Observa-se que as seis primeiras 

freqüências naturais do conjunto do modelo MEF se aproximam das freqüências naturais do 

conjunto rígido, entre 1,92 e 5,80 Hz, validando-se os resultados obtidos.  

 

As deflexões por flexão do modelo MEF da estrutura de sustentação sob carregamentos 

dinâmicos são condizentes com a deflexão unitária assumida sob carregamento estático. 

Igualmente as deflexões por torção do modelo MEF da estrutura de sustentação são inferiores às 

deflexões dos membros longitudinais pelo torque do motor, por causa da presença dos membros 

transversais no modelo MEF. As tensões máximas encontradas para os diversos tipos de 

carregamento encontram-se abaixo da tensão de escoamento do material da estrutura de 

sustentação, e ainda inferiores ao limite de fadiga do material da estrutura. 

 

Algumas sugestões para continuidade da pesquisa são esboçadas na seqüência: 

 

 Desenvolver uma estrutura de sustentação parametrizada, onde ainda as freqüências 

naturais do conjunto se mantenham afastadas das freqüências de operação do grupo gerador, de 

forma a diminuir a massa da estrutura e reduzindo custos de fabricação e de transporte.  

 

 Verificar experimentalmente os resultados obtidos. 
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 Definir novas variáveis e outras funções objetivas, relacionadas ao projeto da estrutura de 

sustentação, visando a otimização do sistema isolador. 

 

 Testar novos algoritmos de otimização. 

 

Explorar outros carregamentos dinâmicos. 

 

 Estudar a resposta em freqüência do conjunto. 
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