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Resumo

O objetivo desta dissertacdo € o desenvolvimento, implementagdo e teste de modelos
tridimensionais para simulacdo de pdrticos espaciais de aco, concreto € mistos, através
do Método dos Elementos Finitos. As estruturas analisadas sdo os reticulados espaciais
compostos por elementos estruturais mistos de aco e concreto. A ndo-linearidade fisica
e geométrica € considerada na formulacdo dos elementos finitos e contemplam os
efeitos de grandes rotacdes e deslocamentos de forma rigorosa. No nivel da secdo
transversal, sdo utilizadas técnicas analiticas de integracdo de esforcos e moddulos
materiais tangentes, em cada ponto de integracdo, caracterizando um modelo de
inelasticidade distribuida. Os elementos estudados neste trabalho s@o os corrotacionais
tridimensionais, adaptados para o emprego de ndo-linearidade fisica nos pontos de
integracdo. Para a validacdo das formulacdes implementadas sdo feitas comparacdes

com outras andlises constantes da literatura, bem como com resultados experimentais

disponiveis.



Abstract

The purpose of this dissertation is the development, implementation and test of
numerical models for the Finite Element simulation of plain steel, reinforced concrete
and composite steel-concrete three-dimensional frames. Physical (material) and
geometrical nonlinearities are taken into account in the Finite Element formulation. At
the cross section level, analytical integration of resultant forces and tangent moduli are
employed within a distributed plasticity approach. The 3D corotational formulation,
with rigorous treatment of large rotations and adapted for material nonlinearity, is
employed for the geometrically nonlinear analysis. The formulation correctness and

robustness is assessed by comparison with available numerical and experimental results.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

O avanco na tecnologia de fabricagdo dos materiais, associado a maior rigor na
qualidade, vem permitindo ao engenheiro trabalhar com materiais mais resistentes, o
que se reflete na reducdo das dimensdes das pecgas estruturais, tornando as estruturas
mais esbeltas, implicando afirmar que os critérios de resisténcia do material podem ser

menos determinantes que os critérios de estabilidade.

Andlises computacionais capazes de simular os efeitos de segunda ordem e o
comportamento de estruturas além do regime eldstico tém se tornado cada vez mais
importantes. Para tanto a utilizacdo de técnicas numéricas ndo-lineares se tornou uma

necessidade.

A busca por melhores resultados passa pela associacdo de diferentes materiais na
confec¢cdo de uma determinada peca estrutural, o que faz muito sentido ao se pensar que
determinadas caracteristicas de um dado material podem compensar propriedades
indesejaveis de um outro, de forma que na associagdo se tenha um melhor
aproveitamento do que os materiais t€m de melhor. Um exemplo cldssico do sucesso
que pode representar a associacdo de diferentes materiais na confeccdo de pecas
estruturais € a associacdo de aco e concreto na composicdo das que se denominam

estruturas mistas de aco e concreto ou simplesmente estruturas mistas.

Atualmente observa-se em todo o mundo uma crescente utilizacdo de estruturas mistas,
dadas as grandes vantagens que esta oferece. No Brasil, esse tipo de estrutura tem
experimentado uma grande aceitacdo nos ultimos anos, de forma que a utilizagdo de

lajes mistas e vigas mistas ja s2o comuns.



A associacdo do aco ao concreto traz grandes vantagens do ponto de vista estrutural
(como maior resisténcia final devido a redu¢do da flambagem local de perfis metalicos,
maior resisténcia ao fogo e a corrosao, etc.), econdmico (economia com foérmas, por
exemplo) e arquitetonico (reducdo na dimensdo de pecas estruturais, reducao de altura

de vigas, etc.).

A utilizacdo conjunta de aco e concreto nao € recente. Segundo De Nardim (1999), o
inicio dos estudos dos elementos estruturais mistos data de 1914 na Inglaterra. Em
meados de 1930 ja se haviam estabelecido métodos de dimensionamento para vigas
mistas que foram, em 1944, introduzidos na norma da American Association of State

Highway AASHTO, e em 1952 no American Institute of Steel Construction, AISC.

No Brasil os sistemas estruturais formados por elementos mistos foram introduzidos na
década de 50 e ainda sdo restritos a poucas obras. Alguns marcos importantes sdo a
constru¢do dos edificios: Garagem América (1957), Palicio do Comércio (1959),
Avenida Central (1961), Santa Cruz (1963) e Sede do IPERJ (1965) os quais tém

projeto estrutural do engenheiro Paulo R. Fragoso (Figueiredo, 1998).

Grandes obras da engenharia moderna sdao concebidas em estrutura mista ou hibrida
(associagdo de elementos estruturais mistos com elementos de aco e elementos de

concreto).

A modelagem numérica de estruturas mistas requer uma formulagdo adequada para a
representacdo do comportamento conjunto dos materiais que compdem um determinado
componente estrutural, o que ndo € tdo simples, tendo em vista os vdrios fatores
relativos as diferentes caracteristicas fisicas dos materiais e a aderéncia nas interfaces.
Uma técnica muito eficaz ¢ a modelagem em malhas de elementos finitos
tridimensionais com diferentes relagdes constitutivas e elementos de interface, porém
esta consiste em uma andlise computacionalmente cara, dada a alta demanda por
processamento computacional e consumo de memoria, sendo muito aplicavel a estudos

de pecas especificas e comportamentos especificos, porém invidvel na modelagem de

grandes estruturas.
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Figura 1.1 Taipei 101, com suas super colunas de ago e concreto (Shieh et al., 2003).




BPRY STV AR NS 17~ o

Figura 1.2 Millenium Tower, Viena (Muniz,2005).

A formulacdo de elementos unidimensionais capazes de simular o comportamento de
uma secdo formada por diversos materiais consiste em uma boa op¢do para modelagem
de grandes estruturas, apresentando um tempo de processamento e consumo de
memoria plausiveis, além de eliminar o processo de geracdo de malha de elementos
tridimensionais para compor cada peca. Técnicas de integracdo a nivel de secdo
transversal permitem a obten¢do das rigidezes generalizadas e esforcos resistentes em
cada passo do processo de solu¢do ndo linear, onde sdo consideradas as diferentes

relacdes constitutivas dos materiais.

As novas tecnologias construtivas, associadas ao avangco computacional que se tem
verificado nos udltimos anos, impulsionam o desenvolvimento de ferramentas mais
avanc¢adas que permitem a simulacdo dos mais diversos comportamentos estruturais, por
meio de algoritmos cada vez mais complexos, visando uma representacao mais fiel do

que € observado em ensaios e estruturas reais.



A consideracdo das ndo-linearidades fisicas e geométricas, associada a algoritmos de
resolucdo de sistemas ndo-lineares e estratégias de iteracdo, permite uma andlise
avancada capaz de representar os diversos caminhos de equilibrio da estrutura,

viabilizando uma avaliacao mais precisa do comportamento das mesmas.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo principal dessa pesquisa é o estudo, desenvolvimento e implementa¢do na
plataforma FEMOOP (Finite Element Method Oriented Object Program) de um
elemento finito que permita a andlise de poérticos espaciais de aco, concreto e mistos,
dando seqiiéncia aos trabalhos desenvolvidos por Caldas (2004), Muniz (2005) e Silva
(2006), expandindo os estudos e implementagdes relativas a formulagdes nao lineares de

elementos mistos para estruturas reticuladas tridimensionais.

1.3 JUSTIFICATIVA

As vantagens apresentadas pelas estruturas mistas de aco e concreto t€ém impulsionado
engenheiros e pesquisadores a buscarem formas de melhorar as técnicas construtivas
bem como as ferramentas de andlise estrutural. Nesse sentido, o desenvolvimento de
técnicas numéricas que permitam uma andlise mais fiel do comportamento desse tipo de
estrutura se faz muito 1til, permitindo uma significativa economia com a garantia de

seguranga.

Observa-se que ainda € necessdrio desenvolver ferramentas de andlise que permitam
uma andlise estrutural mais realista. Dessa forma, a disponibilizacdo de uma ferramenta
computacional que permita uma andlise avancada e represente bem o comportamento

real da estrutura certamente serd de grande valia.



1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O presente trabalho se estrutura conforme o descrito a seguir: No Capitulo 2 apresenta-
se um panorama sobre estruturas mistas e hibridas, um breve histérico e os

componentes mistos mais comuns (vigas, pilares, lajes).

O Capitulo 3 apresenta as técnicas de integracdao da se¢do mista em estudo por diversos

pesquisadores e o desenvolvimento da formulagdo aplicada no presente estudo.

O Capitulo 4 deste trabalho apresenta a formulacdo do elemento finito de pdrtico

tridimensional estudado e implementado.

Vérios modelos sdo avaliados e comparados com a literatura e os resultados sdo

apresentados no Capitulo 5.
Ao final sdo apresentadas as conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.

Em anexo, apresenta-se o programa de elementos finitos utilizado nesse trabalho
(FEMOOP) além de alguns dos aplicativos desenvolvidos pelo autor para auxiliar nos

trabalhos pertinentes a pesquisa.



CAPITULO 2

Elementos estruturais
mistos

2.1 INTRODUCAO

Elementos estruturais mistos sao cada vez mais freqiientes em edificios modernos, o que
¢ perfeitamente plausivel, uma vez que a atuag¢do conjunta do aco e concreto promove
um melhor comportamento da estrutura, comparado com o comportamento de uma
estrutura formada pelos materiais separadamente. Essa realidade vem estimulando
vérios pesquisadores no desenvolvimento de modelos numéricos que representem bem
o comportamento desse tipo de estrutura, permitindo uma simulagdo computacional

confidvel e segura.

Atualmente, denomina-se elemento estrutural misto de aco e concreto aquele no qual
um perfil de aco (laminado, soldado ou formado a frio) trabalha de forma solidaria com
o concreto, geralmente armado. A interagdo entre o concreto e o perfil de ago pode se
dar por meios mecanicos (conectores, mossas, ressaltos, etc), por atrito, ou em alguns
casos, por simples aderéncia e reparticio de cargas, como em pilares mistos sujeitos
apenas a forca normal de compressao. Uma estrutura mista é formada por um conjunto

de elementos estruturais mistos (Paula, 2005).

A utilizacdo de elementos estruturais mistos amplia consideravelmente a gama de
solu¢des em concreto armado e em ago. Para exemplificar, em um pilar de concreto ndo
cintado, a taxa de armadura permitida fica entre 0,8% a 6% (NBR 6118, 2003). Isto
corresponde a uma contribuicdo do aco entre 17% a 61%, na resisténcia de calculo de
um pilar puramente comprimido, para um concreto com resisténcia caracteristica a

compressao de 30MPa e armadura com limite de escoamento de S00MPa. Nos pilares



mistos, essa contribui¢do pode ficar entre 20% e 90%, com a possibilidade de se usarem
diferentes tipos de perfil de aco e do aco estrutural, bem como diferentes disposi¢cdes
construtivas. Outro exemplo € o das vigas mistas, onde perfis metalicos de alma cheia
podem ser interligados a uma laje apoiada sobre eles ou em sua parte inferior (neste
caso formando pisos de baixa altura — slim floors). Também para vigas mistas,
diferentes tipos de perfil de aco e de aco estrutural podem ser usados. As vigas mistas

podem ser executadas com ou sem escoramento na fase de concretagem da laje.

Além da variedade de opg¢des disponiveis, possibilitando a obtencdo de beneficios
arquitetonicos e econdmicos, 0s sistemas mistos apresentam outras vantagens, listadas a

seguir:

e possibilidade de dispensa de formas e escoramentos;

¢ reducdo do peso proprio e do volume da estrutura;

e aumento da precisd@o dimensional da construcao;

¢ reducdo consideravel do consumo de aco estrutural.

Em geral, uma estrutura pode conter elementos de concreto armado, elementos de aco e
elementos mistos; quando isto acontece, ela € denominada estrutura hibrida. Como

exemplos usuais de estruturas hibridas, pode-se citar:

e estruturas de edificacdoes, como pilares de aco e vigas mistas, estabilizadas

horizontalmente por meio de nicleos ou paredes de concreto armado;

e estruturas de edificagdes com pilares de concreto armado, vigas mistas nos pisos

e treligas de aco na cobertura;

e estruturas de pontes com pilares de concreto armado e vigas principais de aco ou

mistas, etc.



A atuagdo conjunta do ago e do concreto, no entanto, envolve uma série de implicagdes
tais como a aderéncia, diferenca de propriedades fisico-quimicas, incompatibilidade de
deformacdes, etc. Além desses aspectos, as diferentes formas e tipos de secdes mistas
apresentam implicacdes especificas. Como exemplo, observa-se que pilares tubulares
retangulares preenchidos com concreto ndo apresentam as mesmas propriedades de
confinamento que pilares tubulares circulares de forma que é extremamente complexo o
desenvolvimento de uma formulacdo que consiga representar, a0 mesmo tempo, todos
0s aspectos e que seja universal (no sentido de abranger todos os tipos de secdes

mistas).

Modelos numéricos para a modelagem de estruturas mistas vém sendo desenvolvidos
em todo o mundo para possibilitar a andlise computacional de estruturas mistas ou
hibridas. O Método dos Elementos Finitos associado a métodos de andlise das
propriedades das se¢des compostas por diversos materiais € objeto de estudo de vérios
pesquisadores. Nos ultimos anos, alguns trabalhos de pesquisa sobre este assunto tém
sido desenvolvidos no Programa de Pés-Graduacdo em Engenharia Civil da UFOP
nessa linha. O presente trabalho tem por finalidade dar continuidade as pesquisas
anteriores, contribuindo com o desenvolvimento de um elemento finito de barra visando
a contribuicdo na andlise de reticulados tridimensionais formados por elementos

estruturais mistos.

Este capitulo apresenta um breve historico da utilizagdo de elementos estruturais mistos
em edificacdes. Em seguida apresenta-se uma descri¢do dos componentes mistos mais

usuais.

2.2 ELEMENTOS ESTRUTURAIS MISTOS

Os elementos mistos sdo de grande interesse para engenheiros e construtores, uma vez
que envolve caracteristicas peculiares devido a unido de materiais diferentes que,
trabalhando em conjunto, apresentam um comportamento melhorado na comparagao

com o comportamento de cada um separadamente.



No caso especifico deste estudo, a unido do aco com o concreto visa o aproveitamento
das caracteristicas mais desejaveis desses materiais, surgindo assim as lajes mistas, as
vigas mistas, os pilares mistos e as ligagdes mistas. Os perfis constituintes das pecas
estruturais mistas podem ser parcialmente envolvidos, totalmente envolvidos,
preenchidos ou simplesmente terem uma face em contato com o concreto. O concreto

que trabalha em conjunto com o a¢o pode ser armado ou ndo.

Algumas vantagens das estruturas mistas de aco e concreto sao (Muniz, 2005):

Em relacdo as estruturas de concreto:

e Aumento da ductilidade da estrutura em relacdo aos elementos de concreto
armado, pois o perfil metdlico ajuda a melhorar o comportamento fragil do

concreto, principalmente em carregamentos repetitivos ou alternados;

e Aumento da resisténcia e rigidez para uma dada sec¢do transversal com

conseqiiente reducao de consumo de material;

e Reducdo do peso préprio da estrutura e conseqiiente reducdo dos esfor¢os nas

fundacdes;

* Aumento da altura util dos pavimentos e maior vao livre entre pilares;

e Reducdo da fluéncia do concreto em secdes preenchidas devido ao

confinamento;

Reducao de formas e escoramentos.

Em relacdo as estruturas de aco:

* Aumento da resisténcia ao fogo;

¢ Protecdo contra a corrosao do perfil;
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¢ Reducio ou eliminagdo da flambagem local nos perfis metalicos;

Existe uma grande variedade de se¢Oes mistas, e a medida que avancam os estudos, vao
se ampliando a gama de possibilidades, além de se verificar a melhoria das

caracteristicas das secdes existentes.

2.2.1 Historico

A utilizagdo do ago juntamente com o concreto nio € recente. Segundo Varella (2000),
no século XVII o concreto ja era empregado em associacdo com o aco na Inglaterra. No
entanto, ndo se tirava proveito da sua resisténcia, apenas servia como material de
protecdo térmica e quimica dos perfis metalicos empregados. Com o advento do
concreto armado e consagracdo deste como material estrutural, iniciou-se um
questionamento sobre a possibilidade de se considerar a resisténcia mecanica do

concreto quando em associagdo com o aco.

Visando verificar a contribuicdo do concreto em elementos estruturais metdlicas, ainda
na década de 1920, alguns testes foram realizados na Inglaterra e Canadd, surgindo
algumas propostas de equacdes para o dimensionamento de pecas compostas de aco e

concreto.

Em 1930, os testes iniciais que estabeleciam a resisténcia de vigas mistas estavam
completos. Métodos de célculo eldstico baseados na teoria convencional das vigas ja
tinham sido desenvolvidos e o sistema composto comegava a ser atrativo aos olhos dos
projetistas e construtores. Os pesquisadores também estavam interessados em investigar
os problemas da acdo composta, até entdo sem solucdo; por isso, muitos trabalhos
fundamentais foram desenvolvidos em centros de pesquisa em varios paises do mundo

nessa época. (Varella, 2000).

As primeiras normas a tratar do assunto surgiram nos Estados Unidos (1944) e na

Alemanha (por volta de 1945).
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Atualmente a estrutura mista vem sendo largamente utilizada no mundo, pressionando a
comunidade cientifica e construtores a buscarem técnicas construtivas € modelos de
calculo que permitam ao projetista ter em maos métodos de andlise e dimensionamento

mais precisos.

2.2.2 Lajes Mistas

As lajes mistas sdo consagradas pela sua praticidade. As lajes tipo “steel deck” sdo as
mais comuns no Brasil e consistem na unido de uma férma metdlica com uma espessura
definida de concreto. Desta forma tem-se uma economia significativa, uma vez que a
forma fica incorporada a estrutura. A fOorma metdlica tem a fungdo de resistir aos
esforcos de tracdo, ficando na borda inferior da laje, enquanto o concreto fica

responsdvel por resistir aos esfor¢os de compressao (Figura 2.1,Figura 2.2 eFigura 2.3).

(a)

(b)

Figura 2.1 Laje mista tipo “steel deck”.

(a) Secdo transversal de laje mista, (b) Laje mista em execugdo (Queiroz,2001 ).
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Figura 2.2 Sistema misto do tipo “slim floor” utilizando “Slim Deck” (Corus).

Figura 2.3  Diferentes tipos de formas para lajes “steel deck” (Queiroz, 2001 ).
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2.2.3 Vigas Mistas

Comumente as vigas mistas sdo concebidas como uma viga metdlica ligada a laje de
concreto, trabalhando conjuntamente com esta de modo a aproveitar a resisténcia a
compressao do concreto. A unido da viga metalica com o concreto da laje se d4 por

meio de conectores de cisalhamento.

Fropgnt b

Figura 2.4 Secoes transversais de vigas mistas (Muniz, 2005).

1] ()

Figura 2.5 Comparagdo entre viga mista convencional e viga mista sistema “slim

floor” (Borgogno, 1997).

Os sistemas “slim floor”, popular na Europa, vem surgindo no mercado brasileiro como
excelente alternativa, oferecendo grande versatilidade com respeito as possibilidades de
composi¢do de estruturas mistas (Paes, 2003) e apresentam vantagens tais como o
aumento da altura util do pavimento de edificio além de permitirem uma maior
resisténcia ao fogo. Vdrios pesquisadores como Paes (2003) e Borgogno (1997)

apresentam estudos numéricos e experimentais de vigas mistas com este sistema.
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Figura 2.7 Colocagdo de stud bolts (www.metalica.com.br)

2.2.4 Pilares Mistos

H4 uma gama de configuracdes possiveis de pilares mistos: podem ser totalmente
revestidos ou envolvidos (Figura 2.8 a), parcialmente revestidos (Figura 2.8 b) ou

preenchidos (Figura 2.8 c,d,e.f,g).
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Figura 2.8 Segoes transversais para pilares mistos

As desvantagens dos pilares totalmente revestidos sdo a necessidade de formas para a
concretagem e a necessidade de utilizacdo de armaduras para garantir o monolitismo da
peca estrutural. Em contrapartida, apresentam excelente resisténcia ao fogo além de
oferecer uma maior protecdo quimica ao perfil contra a corrosdo. Os pilares
parcialmente revestidos podem evitar a utilizacdo de formas desde que concretados na
posicdo horizontal. Uma outra grande vantagem desse tipo de pilar misto é a reducao

(ou até mesmo eliminagd@o) do risco de flambagem local da peca estrutural.

Figura 2.9 Pilar misto parcialmente revestido (Queiroz, 2001).
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Os pilares preenchidos t€m a seu favor a dispensa de formas para concretagem, além do
efeito de confinamento do concreto aumentar consideravelmente sua resisténcia. No

entanto, nao t€m a mesma resisténcia ao fogo e a corrosao.

2.2.5 Ligacoes Mistas

Uma liga¢do mista é conseqii€éncia natural da utilizacdo de pecas mistas. A presenca do
concreto influi de forma significativa na relacio momento rotacdo de ligacdes viga
pilar, por exemplo. Na Figura 2.10 ilustra-se uma liga¢do mista onde o momento

negativo € em parte absorvido por barras dispostas na laje mista.

Figura 2.10 Ligacdo Mista (Queiroz, 2001).
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CAPITULO 3

Estudo da secao transversal

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, apresenta-se uma revisao da literatura no que diz respeito aos métodos
de andlise empregados por varios pesquisadores no estudo de se¢des mistas. Destaca-se
o método de integracdo por discretizacdo da secdo em fibras, largamente utilizado por
diversos pesquisadores e com grande poder de simular diferentes se¢des. Em seguida
faz-se uma explanacdo da técnica de discretizagdo da se¢do em poligonais e integracao
por meio do Teorema de Green, com a respectiva deducdo de formulagcdes. Essa

metodologia € utilizada na linha de pesquisa na qual o presente trabalho esté inserido.

3.2 ANALISE DA SECAO

3.2.1 Modelo de fibras

Com grande capacidade de simular o comportamento de secdes compostas por varios
materiais, essa metodologia € largamente utilizada por diversos pesquisadores em todo

o mundo.

O método do modelo de fibras consiste na modelagem da secdo transversal
subdividindo-a em pequenas regides. Cada regido representa uma fibra de material ao

longo do comprimento e pode assumir diferentes relacdes constitutivas.
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Figura 3.1 Distribuicdo de deformagoes e forcas no método das fibras.

Em trabalhos como o de Uy (2001) e Lakshmi e Shanmugam (2002), foi empregado um
modelo baseado em uma série de faixas discretas ao longo da altura da secdo. Obtém-se
a deformacdo na faixa em fung¢do da deformada da secdo, e as relacdes tensdo-
deformacdo dos respectivos materiais sdo adotadas na obtencao da forca axial na faixa
em questdo. Estas forcas sao utilizadas na determinagcdao do equilibrio da secdo e

conseqiiente determinacdo dos esforcos resistentes.

Chen et al. (2001) apresentam expressdes para a integracdo das tensdes no concreto,
utilizando para as tensdes resultantes no aco um modelo de fibras (Mirza e Skrabek,
1991). Sfakianakis (2002) apresenta uma técnica para a obtencdo de superficies de
interacdo (N, Mx, My) para qualquer tipo de secd@o transversal baseada no método das

fibras empregando computacgao gréfica (Figura 3.2).

Uma das vantagens do método das fibras € a possibilidade de incorporar no modelo a
flambagem local assumindo-se uma largura efetiva ou reduzindo-se a resisténcia dos
elementos de aco que atinjam a tensdo critica (Liang e Uy. 2000). A ndo consideragcao
da flambagem local na andlise de pilares mistos tubulares retangulares preenchidos de

concreto pode superestimar a resisténcia ultima em cerca de 10% (Liang et al. 2007).
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(a) (b) (c) Pixel “ribbon”

Moment .

Axial Load v

0.8

Moment K,

Figura 3.2 Determinacdo de superficies de interacdo N, Mx, My utilizando-se do
método de fibras (Sfakianakis 2002).

Liang et al. (2007) apresentam um método de analise ndo linear com elementos de fibra
para obtencdo da resisténcia ultima e comportamento de pilares de aco tubulares
retangulares preenchidos com concreto levando em consideragdo os efeitos da
flambagem local. A flambagem local do tubo de aco em pilares mistos € influenciada
pela razdo largura-espessura das paredes do tubo, condicdes de contorno, imperfeicoes
geométricas iniciais e tensdes residuais causadas pelo processo de soldagem ou de

fabricacdo do perfil formado a frio.

O esfor¢o em cada fibra é calculado de acordo com sua deformacdo, assim as fibras de
aco e concreto apresentam cada uma sua tensdo conforme a relacdo constitutiva
adequadamente definida. A flambagem local € considerada pela definicao de faixas de
fibras ndo-efetivas, cujo esforco resistente torna-se zero a partir de um determinado

estdgio de carregamento (carga critica de flambagem).
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Figura 3.3 Modelo de fibras considerando flambagem local (Liang et al. 2007 ).

O método da discretizacdo da secdo em fibras representa de maneira efetiva as
caracteristicas da secdo transversal, permitindo uma andlise préxima do comportamento

real do componente estrutural. No entanto, ¢ uma metodologia computacionalmente

cara, pois demanda alta capacidade de memoria e tempo de processamento.

3.2.2 Método de Integracao via Teorema de Green

Este método consiste na discretizacdo da secdo em poligonais que representem 0s
diferentes materiais que compdem o elemento. As relagdes constitutivas dos materiais
sao definidas para cada poligonal, e os esforcos resistentes sao calculados com o auxilio
do Teorema de Green, que relaciona integrais de drea com integrais de linha (Muniz,

2005).

Esse procedimento foi sugerido por Werner (1974) e vem sendo utilizado por diversos
pesquisadores como Ferreira (1986) e Melo (2000), mais recentemente Caldas (2004) e
Muniz (2005) realizaram trabalhos computacionais envolvendo uma andlise avangada

de pilares mistos utilizando-se desse método em associacao com o MEF.

Silva (2006) apresenta duas técnicas para tratar o problema da interacdo parcial do ago e

concreto para vigas mistas utilizando o Teorema de Green para a discretizagdo das
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secdes. Em um modelo, desenvolve-se um elemento unidimensional de viga capaz de
simular o deslizamento na interface de contato entre os materiais da secdo mista,
considerando a nao-linearidade fisica destes materiais e a possibilidade de secdes
transversais genéricas para os dois componentes. Em uma segunda estratégia de soluc¢ao
do problema, desenvolve-se um elemento de interface retangular de espessura nula,
capaz de simular o deslizamento ao longo da interface, sendo o comportamento das
secOes acima e abaixo da interface de deslizamento simulado por dois elementos de

viga.

Em seu trabalho de dissertagdo, Caldas (2004) propde uma andlise da se¢do mista
composta por concreto, perfis metdlicos e barras de aco. As relacdes constitutivas
adotadas neste trabalho foram a pardbola retangulo para o concreto e as indicadas na
Figura 3.5 (a) e (b) para o ago. Muniz (2005) amplia as possibilidades de andlise
permitindo ao usudrio utilizar qualquer relacdo constitutiva que possa ser representada
por um diagrama de n faixas que possam ser interpoladas por polindmios de até terceiro

grau.

oy 1
GC
pardbola

Figura 3.4 Relacoes constitutivas para o concreto:

(a) Eurocode 2 (2003) (b) NBR 6118 (2003).
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Figura 3.5 Relacoes tensdo deformacdo adotadas para o aco por Caldas (2004).
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Figura 3.6 Divisdo do diagrama tensdo deformagdo em faixas (Muniz, 2005).

3.3 MODELO NUMERICO

3.3.1 Discretizacao da secao

O método utilizado neste trabalho serd o da integracdo via Teorema de Green. Assim, a
secdo em andlise deve ser representada por poligonais fechadas onde sdo indicadas as
coordenadas dos vértices no sistema local (seccional) de eixos xyz localizado em
qualquer ponto do plano que compde a secdo. Os vértices das poligonais devem ser
numerados no sentido anti-hordrio para integracdo positiva e no sentido horario para
integracdo negativa. As barras sao representadas de forma pontual concentrando suas

areas em seus respectivos centros de gravidade (Muniz, 2005).

A origem do sistema local deve estar localizada no centréide plédstico da secdo para
evitar problemas de convergéncia (Roik e Bergmann, 1989; Chen et al., 2001;

Sfakianakis, 2002; Caldas, 2004).
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Figura 3.7 Secdo transversal discretizada por poligonos.

Sdo adotadas as seguintes hipdteses e definigdes:

Secdes planas permanecem planas ap6s a deformacao;

e Perfeita aderéncia dos materiais;

¢ Tensdes e deformagdes de tragao sdo positivas;

¢ Tensdes e deformagdes de compressao sao negativas;

o & ¢ adeformacgdo na origem do sistema de coordenadas;

® k. e k, sdo as curvaturas da secdo em torno dos eixos x e y respectivamente,

obedecendo a regra da mao direita.

A tensdo é dada pela equacao (3.1), conforme a curva tensdo deformacio dada (Figura

3.6):

o(e)=a+be+ce’ +de’ (3.1).

A deformacdo em qualquer ponto da se¢do € dada pela equacao:

e(x,y) =& +k,y—kx (3.2).

3.3.2 Esforcos resistentes e rigidezes generalizadas

Para um elemento infinitesimal de drea dA com a atuacdo da tensdo normal O, tém-se

as seguintes expressoes:
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N, = ”0sz (3.3).

My, = [[o.ydA (3.4).

My, =~[[o.xdA (3.5).

Sendo Nk, a forca normal na direcdo perpendicular ao plano da secdo (eixo z) e Mg, e

Mp, os momentos fletores em torno dos eixos x e y, respectivamente.

As rigidezes generalizadas da se¢do sao dadas por:

EA:jAjETdA (3.6).
ES, = jA [E, yaa (3.7).
ES, = { [ E,xdA (3.8).
El = IA j E,y*dA (3.9).
EI = {j E,x’dA (3.10).
ES, = IA j E, xydA (3.11).

onde E, é o modulo de elasticidade tangente dado por:
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_9do. (3.12).

E =22
Y

Considerando que a se¢do € composta por n materiais € por m barras de armaduras, as

expressoes (3.3) a (3.5) e (3.6) a (3.11) podem ser reescritas da seguinte forma:

Ny = [[oda+ [[oda +...+ [[o,d0 +3 A0, (3.13).
4 4 A, i=1
My = [[ouvdas [[orydas ..+ [[o,vda+ Y 40,5, (3.14)
A A A, i=1
M, =-[[oxdA-[[oxda-...~ [[o,xdA -3 A,0,x, (3.15).
EA=[[E dA+[[E dA+.. .+ [[E, dA S, A, (3.16).
A A A, i=1
ES, = [[E;ydA+[[E, ydA+...+[[ E, ydA +i“ E, yA, (3.17).
A 4 A, i=1
ES, = [[E,xdA+ [ E, xdA+...+ [ E, xdA+ E, xA, (3.18).
A 4 A, i=1
el =[[E, ysz+”Esz2dA+...+IJ-ETny2dA+iETYiy2Asi (3.19).
4 4 A, i=1
(3.20).

El, =[|E, X’dA+[[E, dA+..+ [[ E, x'dA +iETﬂx2Aﬂ.
A Ay A, i=l
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ES = ”ET]xydA+”ET2xydA+...+”ETuxydA+iETﬂ XYA,, (3.21).
- A A, i=1

[ —
[N ——
armaduras

material 1 material 2 n-ésimo material

3.3.3 Teorema de Green

Para que as integrais possam ser calculadas de forma analitica utiliza-se o Teorema de
Green. Considerando P(x,y) e Q(x,y) fungdes continuas com derivadas de primeira
ordem continuas, e C uma curva fechada simples no plano xy, sendo A a 4rea

delimitada por esta curva, o Teorema de Green estabelece que:

J(%%“%jW@E§@ﬁ%Q@0 (3.22).

O simbolo :f denota integrag@o de linha no contorno da curva C no sentido anti-horario.
C

Desta forma, transforma-se a integral de drea (dxdy) na integral de linha ao longo do
perimetro da curva C. Para a aplicacdo do Teorema deve-se, primeiro, descrever os
pontos de um segmento genérico (aresta) da poligonal, em funcdo de seus pontos

extremos, através das seguintes equagdes paramétricas: (ver Figura 3.8).

x=x+o(x, —x,) (3.23).
y=y +a(y, =y)

dx=da(x, - x,) (3.24).
dy=da(y, —y,)
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y A

2 (x:, yz)
o

1 (.X'l, yz)

>
X

Figura 3.8 Parametrizacdo de um segmento genérico da poligonal.

Muniz (2005) em sua dissertagdo apresenta de forma detalhada o procedimento de

andlise das rigidezes e dos esfor¢os por meio do Teorema de Green.

Manipulando-se P e Q e utilizando as equacgdes paramétricas pode-se avaliar as

integrais desejadas. Para ilustrar, desenvolve-se aqui o cédlculo de j dA:

P(x,y)=0 (3.25).
O(x,y)=x

tem-se,

W_, o P_, (3.26).
ox dy

A equacdo (3.22) pode ser escrita da seguinte forma:

[[—0)axdy=§(0dx—+xdy)= | [dxdy= [[dA=§xdy (3.27).

A C

Substituindo (3.23) e (3.24) em (3.27) e desenvolvendo os termos, tem-se:
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JJasdy=[fan=faa = Z[I [xl+a(x2—xl>1(y2—yl>d“} > [Ln]

0 aresta=1

jAdA: Z [;(xl+x2)Ay}

aresta=1

Assim, ” dA pode ser avaliada pela expressdo (3.16) através de um somatério da

contribuicao de cada aresta do poligono que compde a drea A.

A equacdo (3.28) pode também ser determinada com o auxilio da seguinte expressao de

avaliacdo de integrais:

I, = J.Ix“ybdxdy , com a e b inteiros. (3.29).

Fazendo a e b iguais a zero tem-se:

W " T (3.30).
I, :ij()y()dXdy —§Xdy= Z |:j [xl +0((x2 X )](yz - yl)da:|: Z |:2 (xl +x, )Ay:|
aresta=1| ( aresta=1
5|1
Iy _[ dA = Z |:2 (xl +x, )AY:|
aresta=1
De maneira anédloga, obt€ém-se as demais expressoes:
X, x Ax sz (3.31).
Iy = [[xda= ZA ( T J
Axy, +A AxA 3.32).
Iy, _”ydA— z A){xlyl Y B yXI 3 y] ( )
(3.33).

”xydA Z > [xl v, + ;(xley+2xlyle)+;(leAxAy+Ax2yl)+iAx2Ay)

aresta=1
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“Ax Ax’ 3.34).
ZU "dA = Z [ s 2N +x,Ax + J (3.34)
A 2 4

aresta=1

XAy Ax 2 1 (3.35).
Io, Hysz Z IAY{ Xy +xy Ay + - st 12 +§y1AxAy+ZAxAy2
1 (3.36).
I, ”xysz Z (xl v, +x ylAy+3x1 Ay +x,Axy,” +
aresta=1
4 1 2 1 2.2 1 2 1 ) 2
+—xAxy, Ay + —x, AxAy” + —Ax"y,” + —Ax"y, Ay + —Ax"Ay
’ 3.37).
Iy, _Ux ydA = Z (9613))1 +%x12yle+xle2yl +Ax Ny ( )
aresta=1
3
P A +x12AxAy+ixle2Ay+;Ax3AyJ
(3.38).
1,, = ” sz Z 180(4)’1)’2)62 +4x1 Y, +6x1x2 y2 +3x1x2 y1 +3x2x1 y22
aresta=1
+x 9 +10x5y, + x5y, +6x,x7y, +10x) y. +6x,xy,y, +6x1x22y1y2)
3.39).
Iy, = II dA = z (Xl +2x, Ax+2x1 *Ax? -i—)CA)C3 +5Ax4j ( )
3 xAy’ (3.40).
Loy ”y3dA Z Ay[ lyl +2)clyl AY+X1y1Ay + 14)’ += Axyl
aresta=1
3
+y12AxAy +§y1AxAy2 +ﬂ
4 5
(3.41).

I =[[¥yaa= 3 120(4’“’“”2 + 27 Yy #1047y, + 63,5,y 5 433,57y,

aresta=1

+6Y1xz)’z +3y2x2y1 +6x1 )’1 y, +6x xz)’z)’l +4x, xzyl +10x1 )’1 +xz)’1 )
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(3.42).

A
Iy =[[xylda="y %(%yﬂf + 5y #2200y, + 3570y, 39,0 %

aresta=1

3 4 4 4 3
+4y,x,x +5x,y, X,y + ¥, x| +4x, xzyz)

(3.43).
Iy, .[J-y4dA z (sz)’z + X, +3x5,53 30 22,9, 430,51y,

aresta= 1

+dx,y, 24Xy, v 42X, 3,3 450 v+ x, )

40 J‘J. 4dA Z xl +x2 ( xlxz +x22 Xx22 +x1x2 +x12) (344)

aresta= l

3.3.4 Integracao Analitica

Apresenta-se a seguir desenvolvimento das integrais das equacdes (3.3) a (3.11), sendo
demonstrado para o primeiro material componente da se¢do. O procedimento para os
demais materiais € andlogo, bastando realizar o somatdrio da contribui¢do individual de

cada um ao final do processo.
3.3.4.1 Esforcos Resistentes

Considerando o esforco resistente axial, reescreve-se a equagao (3.3) como :

Np=(Ng ), +(Ne ), oo+ (Ng), +(Ng), (3.45).
H—/
material 1 material 2 n-ésimo material ~ armaduras
na qual (N Re )1 € a contribui¢do do primeiro material sendo dada por:
(NRz )1 = ”0-1‘1‘4 (3.46).
A
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Esta expressdo deverd ser reescrita considerando cada faixa da relagdo tensdo

deformacdo do material (Figura 3.6), Assim:

(Ne), = [[oda=([o,dA+[[o,dA+...+ [[o,,dA
A A A A

\Q/—J
faixa 1 faixa 2 n—ésima faixa

(3.47).

A contribuicdo de cada faixa, representada de forma genérica pela equacdo (3.48) é

calculada com o auxilio das equagdes (3.1) e (3.2).

I j 0dA = contribui¢do de uma faixa de um material para o esfor¢o axial.

Substituindo (3.1) em (3.48) tem-se:

HadAzﬂ(a +bhe+ce? + d83)dA:”adA+ ”bsdA+ ”cesz+I de’dA

e substituindo (3.2) em (3.49) chega-se a:

[[oda=[[ada+[[bie, +k,y =k, 0da+ [[cle +k,y—k,x)* dA+

+ [[ate, +k,y—k,x)da
Desenvolvendo os termos e reorganizando,

” odA= (a+be, +cel +de] )” dA + (bk, +2ce,k, +3delk, )” ydA —
- (bk, +2c8,k, +3degk,)|[ xdA - (2ck k, +6de k k)| [ xyda +
+(ck? +3de k> )”ysz +(ck? + Sde‘okf)”xsz — (3dk 2k, )”xysz +

+ Gk ) [ x> yaa+ (k) [[ v da— k) [[ x*aa

Lembrando das expressdes (3.30) a (3.44) pode-se escrever:

(3.48).

(3.49).

(3.50).

(3.51).
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” OdA= (a+be, +cel +de),y + bk, +2ce,k, +3delk )y, — (3.52).
- (bk, +2ceok , +3degk ), — (2ck k, +6deok k )1, +
+(cky +3degk; ), + (k) +3degk:)],, — (Bdk k), +
+(3dk k), + (dk )y — (dk ),

A expressdo (3.52) apresenta de forma analitica a contribui¢do de uma faixa de um
material. O somatério das contribui¢des das n faixas que compdem o diagrama de um
material determina a contribuicdo do mesmo. Somando-se a contribuicdo de cada
material e das barras que compdem a se¢do determina-se o esfor¢o resistente axial da

se¢do em funcdo das varidveis de deformacao &y, k, € k,.

A resisténcia das barras € dada por:

m n; 1y n, 353 .
(NRz )b = Z Asio-si = Z Asil O-Sil + Z Asi2 O-siz +...+ Z Asino-si" ( )
i=1 i=1 i=1

i=1

barras na faixa 1  barras na faixa 2 barras n—ésima faixa

Sendo as barras representadas de forma pontual. A tensdo de cada barra serd calculada

diretamente pelas expressoes (3.1) e (3.2).

Para o cédlculo dos momentos fletores parte-se das expressoes (3.54) e (3.55) .

(M), = [[orydA= [[o,ydA+[[o,,ydA+...+ [, ydA (3.54).
A A A Py
faixa l faixa 2 W
(M) =- [[oxdA =~ [[0,,xdA~ [[ 0,,xdA ...~ [[ 5, xdA (3.55).
A A A Py
faixal faixa2 n—ésima faixa

A contribuicdo de uma faixa é dada por:
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[[ovaa=[[ayaa+[[b(g, +k,y—k,x)yda+ [[ee, + k,y—k,x)* yaa + (3.56).

(MRx)
+ [[ate, +k,y=k,x) yaa
€
[[oran=[[axda+ [[ble, +k,y =k, x0xda+ [[cle, +k,y—k,x)* xdA+ (3.57).
(MRy)
+ [[dte, +k,y—k,2)° xda
Desenvolvendo-se (3.56) e (3.57) chega-se a:
jj’ OydA = (a+be, +cel +de]) j j YdA—(bk, +2ce,k, +3delk, )jj’ xydA+ (3.58).

+(bk, +2ce,k, +3d8§kx)“.y2dA+(ckf +3de, k> )IJ.y3dA—
—(2ck k

y

+(3dkxk§)”xzysz—(:sdkykﬁ )”xy3dA—(dk§ )”x3ydA+(dk§ )Uy“dA

+6deyk k) [[ 17 dA+(ck} +3dek))|[ < yaa+

” oxdA=(a+be, +ce’ +de]) j j xdA+ (bk, + 2ce,k, +3delk.) j j xydA - (3.59).
— (bk, +2cg5k, +3degk,)|[x*dA+ (k] +3de e[ x'dA+
+(ck? +3de k> )” xy2dA - (2ck k, +6degk k, )” X2 ydA -

— (3dkk, )”xzysz + (3dkk, )”x3ydA +(dk> )”xy3dA — (dk’ )j_[x“dA

Pelas expressoes (3.30) a (3.44) pode-se escrever:

j j OydA = (a+be, +cel +ded)ly, —(bk, +2ceok, +3detk I, + (3.60).
+(bk, +2ce k, +3degk My, +(ck? +3de k), —

—(2ck k, +6deyk k)1, +(ck; +3de k), +
+ (3dkxky2 ) 5, —(3dkyk§)113 —(d/<§)131 +(dk)),,

34



[[oxda =(a+be, +ce] +ded)to + bk, +2ce ke, +3degk ), - (3.61).
—(bk, +2ceok, +3degk, ), +(ck} +3degk; )5, +
+(ck +3deok; ), —(2ck k, +6deok k), —
= Bdk;k )y, +Bdk k)5 +(dk)I ;= (dk) 4,

As equacdes (3.58) e (3.59) determinam as contribui¢des de uma faixa de um material

para os momentos fletores em torno dos eixos x e y, respectivamente.

A contribuicao das barras € calculada diretamente pelas equacdes (3.62) e (3.63).

m my m, n, (3 62)
(M Rx )b = z Axi 63‘1‘ ys‘i = Z Asil O-xi] ys‘i, + z Asizasiz ysiz +.t Z Axin Gsi” ysi"
i=1 i=1 i=1 i=1
barras na faixa 1 barras na faixa 2 barras n—ésima faixa
m m i Iy (3.63).
(MRy )b = _z A‘&'iasixxi = _Z AA'i] Gsil xsi, _z As'izo-siz xsi2 T T z Asi" Gsi" xs‘in
i=1 i=1 i=1 i=1
barras na faixa 1 barras na faixa 2 barras n—ésima faixa

3.3.4.2 Rigidezes Generalizadas

Para o célculo analitico da rigidez axial da se¢do ( EA), reescreve-se a expressao (3.6)

de forma andloga a realizada na determinacdo dos esfor¢os resistentes:

EA= (EA), + (EA), +...+ (EA), + (EA), (3.64).
—— = — —
material 1~ material 2 n—ésimo material ~ armaduras
€m que:
(EA), = [[EqaA= [[E, dA+ [[E, dA+...+ [[ E, dA (3.65).
A A A A
faixa 1 faixa 2 n—ésima faixa
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Utilizando a equacdo (3.12) tem-se que a contribui¢do de uma faixa de um material.

JJEva = ]2 an

Substituindo (3.1) em (3.66):

HETdA - Ha(“ +b‘9+a;€2 tde’) ”(b+2c8+3d82)dA

e substituindo (3.2) em (3.67):

[[Erda=[[b+2ce, +k,y—k,0)+3d(e, +k,y—k,x)")dA

Desenvolvendo os termos e reorganizando a equagao chega-se a:

[[Eraa=b+2ce,+3de})[[da+ ek, +6dek,)[[ vaa—(2ck, +6dek ) [ xda-

—(6dk k, )nydA+ (3dk§)jjx2dA+ (3dk> )Hysz
ou,

[[Eraa = b+2ce,+3de gy + 20k, +6dzgk )y, —(2ck, +6degk, )y~

—(6dk k), +(3dk2) 0 + Gk )

(3.60).

(3.67).

(3.68).

(3.69).

(3.70).

A equacgdo (3.70) representa a contribuicdo de uma faixa de um material. O somatdério

das contribui¢cOes das n faixas de um material leva a contribui¢do deste material.

Somando-se a contribui¢do de todos os materiais componentes da secao t€m-se a rigidez

7z

generalizada da se¢do. A contribui¢cdo das barras € calculada de forma direta pela

equacdo (3.71).
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A, =3 b+ 2ce+3de?), 4,

i=1

o [a(a +be+ced + d83)J

S S aO-Z —
(EA)b = ; Er Ay —; [agj ; A, = Z o

i=1

(EA)y =D (b+2c(ey +k .y —k,x)+3d(g, +k,y—k,x)7); A,

i=1

( A) " {(b +2c€, +3del),, + (2ck, +6deyk )y~ (2ck, +6deyk ), x— (6dk k), xy +}A
EA), = ’ ’ ’ si

+(dk?);x* +(3dk})

i=1

(3.71).

As demais rigidezes s@o calculadas de forma andloga, diferenciando-se pela presenca

dos termos x, y, x°, y* e xy, influenciando apenas as expressdes de avaliacio de

integrais I, . Assim a contribui¢do de uma faixa € dada por:
Para ES,:

[[Eryda=(b+2cg, +3ded) 1y, +(2ck, +6dggk )y, = (2ck, +6denk ), ~

—(6dk k), +Bdk2)]y, +(Bdk?)
Para ES,:

” EpxdA = (b+2c€, +3de2),y +(2ck, +6de,k ), —(2ck, +6degk, ), -

—(6dk k)15, +3dk ) +(3dk )1,
Para EI:

” E;y2dA=(b+2ce, +3del )y, +(2ck, +6deok, )y, —(2ck, +6deok, ),

—(6dk K, ),y +(3dk} )y, +(3dk} ),

Para EI,:

(3.72).

(3.73).

(3.74).
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” E,x*dA = (b +2ce, +3del ) +(2ck, +6degk ), —(2ck, +6degk )y, —

—(6dk k)15, +(3dk; )4 +(3dk])I,,
Para ES,,:

” EpxydA= (b+2ce, +3de})],, +(2ck, +6degk, )1, —(2ck, +6deok ), ~

—(6dk k)5, +(3dk )15, +(3dk ;)]

A contribuic@o das armaduras nas demais rigidezes generalizadas é dada por:

(55.) . ((b +2c, +3ded ),y +(2ck, +6deok, ), y? —(2ck,, +6deyk, )Xy _}‘
ESX b = » ) T si

—(6dk k, )yxy® +(3dk; ),x>y +(3dk} )y

i=1

n ((b+2ce, +3deg ) x+( 2ck, +6degk, );xy —( 2ck +6degk, ), x* —
—(6dk.k, ), x>y +(3dk? ), x* +(3dk? ) xy’ !

i=1

&) <% {(b +2¢80 +3deg )y y* +(2ck, +6degk, );y* —(2ck, +6dzok, ), xy* _}‘
x/b = si

—(6dk k, );xy® +(3dk; ;x> y? +(3dk; ) y*

i=1

1

(b+2cgy+3dey) ; x° +(2ck, +6degk ) x°y —(2ck, +6degk ) x° — .,
—(6dk k)’ y+(Bdk?) ,x* + (k) x2 g

2

i=1

(£s.) Z (b+2ce, +3deg );xy+( 2ck, +6degk, )yxy® —(2ck, +6degk , ) x*y —
PTG 6k k, ) 2y +(3dk2 )y +(3dK ), xy i

i=l

3.4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

(3.75).

(3.76).

(3.77).

(3.78).

(3.79).

(3.80).

(3.81).

Nesta Linha de Pesquisa, as implementacdes numéricas vém sendo feitas no programa

FEMOOP, que consiste em um amplo programa de andlise numérica pelo Método dos

Elementos Finitos. Utilizou-se o paradigma de Programacdo Orientada a Objetos sendo
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a linguagem utilizada C++, uma linguagem de alto nivel que evoluiu a partir da

linguagem C por Bjarne Stroustrup no inicio dos anos 80 (Deitel e Deitel 2001).

Uma breve explanagdo sobre o paradigma de Programacdao Orientada a Objetos, bem

como do programa FEMOOP ¢ apresentada no anexo A ao final deste volume.

As equacdes desenvolvidas, conforme apresentado, foram implementadas por Muniz
(2005) como uma classe derivada da classe cCrossSection (ver Figura A.5 do ANEXO
A) denominada entdo cMultiMatSection. Trata-se de uma ampliacio da classe
cCompSteelConcSection anteriormente implementada por Caldas(2004), permitindo
ndo apenas a andlise de se¢des compostas de aco e concreto, mas sim a andlise de
qualquer secdo composta por materiais cujas relacdes constitutivas possam ser
representadas por meio de diagramas descritos por equagdes de até terceiro grau em um
nimero qualquer de faixas (Figura 3.6). As relacdes constitutivas dos materiais sao

analisadas por meio da classe cStressStrain (ver Figura A.3).

As viérias classes derivadas da classe cMultiMatSection foram criadas para tipos

especificos de secoes mistas com o intuito de facilitar a anélise.
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CAPITULO 4

Analise Numérica de
Porticos Espaciais

4.1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, diversos trabalhos a respeito de formula¢des tridimensionais nao
lineares para poérticos vém sendo desenvolvidos (Argyris et Al 1979; Bathe e Bolourchi
1979; Simo e Vu-Quoc 1986; Cardona e Geraldin 1988; Crisfield 1990; Ibrahimbegovic
1995; Pacoste e Eriksson 1997; Souza 2000; Nukala e White 2004 e muitos outros).
Uma das grandes dificuldades nesse tipo de formulagdo € o tratamento das grandes
rotacdes, pois estas ndo tém natureza comutativa implicando na necessidade de
utilizacdo de técnicas adequadas para sua consideracdo. Na parte inicial deste capitulo,
apresenta-se, de forma resumida, uma técnica para a solucao desse problema baseada na

formula de Rodrigues (1840) e na utiliza¢do de quaternions unitérios.

Em seguida é mostrada a formulacdo ndo linear do elemento finito implementado por
Caldas (2004), o qual serd utilizado neste trabalho. Trata-se de um elemento finito
desenvolvido para o tratamento de pilares mistos adotando-se a teoria de Kirchhoff. As
equacgdes de equilibrio sdo derivadas a partir do Principio dos Trabalhos Virtuais com
formulacdo Lagrangiana Total. Esse elemento finito possui originalmente duas rotagdes
e trés deslocamentos por nd, o que o torna muito proximo de uma formulagao para um
elemento de portico tridimensional, bastando para tanto, inserir a rotacdo em torno do

eixo do elemento.

Apesar de o elemento utilizado apresentar originalmente formula¢ido Lagrangeana Total,

o elemento finito de barra tridimensional, foco deste trabalho, sera concebido com
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formulacao corrotacional. Serd adotada a formulagdo apresentada por Crisfield (1997) e

por Souza (2000), por ser uma técnica consolidada.
4.2 O PROBLEMA DAS GRANDES ROTAC()ES

A natureza ndo comutativa das rotacdes ndo permite que estas sejam tratadas como
grandezas vetoriais em casos tridimensionais onde se deseja analisar problemas com
grandes rotacdes. Isso tem grande implicagdo no desenvolvimento de uma formulagao
de elementos de barra tridimensionais e elementos de casca e placa. Para obtencdo das
matrizes de rotacdo para estes casos, pode-se utilizar a chamada férmula de Rodrigues

(1840).

A seguir apresentam-se, de forma sintética, os procedimentos necessdrios para a
implementagdo da formulag@o corrotacional tridimensional, como matrizes de rotagcdo e

composi¢do das rotagdes, parametros de Euler e quaternions unitérios.
4.2.1 Matriz de Rotacio — Formula de Rodrigues

Considera-se um vetor v, definindo a posi¢do de um ponto P, em relagdo a um sistema
de coordenadas fixo x,y,z. Sabendo-se que o vetor v, deve ser rotacionado em torno de
um vetor unitdrio t, por um angulo @, para um novo vetor v,, que define a posi¢do do

ponto P, tem-se
V, =V, +Av , (4.1).
onde Avé o vetor que conecta o ponto F, ao ponto P, .

Como o ponto P, gira em torno do vetor t, isto descreve um circulo de raio r com

centro no ponto C (Figura 4.1 a). O vetor Av pode ser mais facilmente determinado pela

soma de vetores ortogonais a e b.
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Av=a+b (4.2).

Figura 4.1 Rotacdo de um vetor no espaco

Pela Figura 4.1 b, observa-se que b é um vetor perpendicular a t e v,, dessa forma,

pode-se afirmar que:

bp Ve (4.3).
||t>< Vo

com norma

b=|j|=rsin(§). (4.4).

Considerando que t é um vetor unitdrio, tem-se:

[tx V| =v, sin(e) =r. (4.5).
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Dessa forma, pode-se escrever o vetor b como sendo:

b=(txv,)senf. (4.6).
O vetor a, uma vez que € ortogonal a b e a v, pode ser escrito da seguinte forma:

txb (4.7).
a=a——,
txb

sedo a norma de a dada por
a=a|=r(l-cos). (4.8).
Fazendo (4.6) em (4.7), tem-se:

tx(txv,)  tx(txv,) (4.9).

a= = .
ety )] exvd]

Substituindo (4.8) em (4.9):
a=(1-cosO)tx(txv,)). (4.10).
Pode-se, agora, escrever v, em fungdo de v,,te 6.

V,=V,+Av=v,+a+b (4.11).
=v, +(1—cos0)(t><(t><v0))+(txvo)senﬁ

Tem-se, dessa forma, a rotacdo de um vetor v, de um angulo € em torno de um vetor

unitario t para um novo vetor v,. Essa rotagdo pode ser representada por um “pseudo

vetor” 0 (Argyris, 1982), também conhecido como “vetor rotacional” definido por:
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0=[6, 6, 6, =&, (4.12).

que € paralelo ao vetor t e cuja norma € igual a rotacdo €.

||9|| =0 (4.13).

Tomando a equacdo (4.11), a equagdo (4.12) pode ser reescrita da seguinte forma:

- 4.14).
vl:vo+Sen0(9><vo)+1;#(ﬂx(ﬂxvo)) (4.14)
ou

- 4.15).
v, =v, +3 @)y, +12%‘95(9)S(e)v0, (4.05)

utilizando-se das propriedades da matriz skew que permite substituir o procedimento de

produto vetorial por produto de matrizes simples.

0 -x; x, (4.16).
Sx)=| x 0 -x
-X, X 0
Finalmente pode-se obter uma forma mais compacta
v, =R@)v,, (4.17).
onde
sen @ 1—cos@ (4.18).

R(0)=I+ ) S(0)+ S(0)*

02
=T+sen&5(t)+1—cos&B(t)’

44



que € a matriz de rotacdo, também chamada de Férmula de Rodrigues.

Usando a expansdo das fungdes trigonométricas em séries e fazendo os rearranjos

adequados
4.19).
sin9:9—193+105—197+-~+(—1)";9<2"+”+-.- (4.19)
3! S! 7! 2n+1)!
c:osé?:l—ié?2 +l04 —106 +---+(—1)”L02” 4.
2! 4 6! (2n)!
pode-se expressar a matriz de rota¢do da seguinte forma:
(4.20).

R(0) = exp(S(0)) = 5.

Uma outra forma alternativa de se obter a matriz de rotacdo é utilizando a forma

modificada do pseudo-vetor 0 dada pela seguinte expressao:

2
tan E
0,

O=ut= 2tan(—jt =2
2 o

(4.21).

onde ® € chamado pseudo-vetor tangente escalado. De posse dessa expressdo e

sabendo-se que

sin@chos(gjsin(gj e

2 2

cos @ = cos’ 9 — sin? 9 =1-2sin’ 9 ,
2 2 2

pode-se obter a seguinte forma da matriz de rotacao:

(4.22).

(4.23)
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R(w):I+;{s(m)+ls(w)s(m)] (4.24).

1
1+—0 o
4

4.2.2 Parametros de Euler e Quaternions Normalizados

A melhor maneira de se extrair as rotagdes de uma matriz de rotacdo € pela utilizacao

dos parametros de Euler, os chamados guaternions unitarios.

O quaternion normalizado pode representar um pseudo-vetor seno-escalado na mesma

S . . (8 )
direcdo de t, mas com norma igual a sin 2 ) ou seja

. (ajt (4.25).
=sin| — |t.
a 2
Somando-se um parametro adicional

COS(Q) (4.26).
90 = >y
2

que pode ser usado como informacdo extra na determinacdo do angulo &, tem-se os

chamados pardmetros de Euler

o (4.27).
_Ja | [a0] [cos(6r2)] 008(9/22)
1= ¢ laJ |sin(672)t] sin(e/z)g :

q;

Procedendo-se o rearranjo da equagdo (4.18) e substituindo nesta (4.27) obtém-se a

matriz de rotagdo.
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902 + 912 -1/2 919, — 4043 995 + 909> (4.28).

R=| ¢,9,+94; %2 + 922 -1/2 9,95 — 4,4,
939, — 904> 9:9, + 4,4, %2 + 932 —-1/2

4.2.3 Composicao de Rotacoes

O resultado de sucessivas rotacdes aplicadas em um corpo depende da ordem em que
estas sdo aplicadas, consequentemente estas ndo seguem as regras estabelecidas para

vetores. Ou seja:

v, =R(0,)v, (4.29).
v,=R(@®,)v,

A expressao de v, partindo de v, serd

v, =R(0,)R(0))v, (4.30).
#R@O,+0,)v,

Esse problema pode ser resolvido de maneira mais eficiente utilizando os parametros de

Euler

v, =R(q,)R(q v, (4.31).
- R(glz)vo

sendo

T
90,9, —4: 42

(4.32).
9092 + 90,9, —4; X4,

q, =q,q, == {

chamado de produto de quaternions unitarios. Observa-se que a operagdo acima € nao

comutativa devido a existéncia do produto vetorial.
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4.2.4 Extracao do quaternion unitario da matriz de rotacao

Analisando a equacdo (4.28), verifica-se que é possivel extrair os quaternions unitarios

da matriz de rotagao.

O termo ¢, pode ser obtido a partir do trago da matriz de rotacdo, conforme segue,

4.33).
tr(R)=2{3q02+q12+q22+q32 _%}:2[2(]02 _%}:4%2_1 ( )

logo:

o :%1/tr(R)+1. (4.34).

Os outros termos sdo obtidos computando-se a parte anti-simétrica da matriz de rotacao.

1 0 -q, q, (4.35).
E(R—RT):ZqOS(q)=2qO q; 0 -gq
-4, 4 0
que leva a
q, R, — R, (4.36).
g (=R =Ry ¢,
44,
q; R, —R,
ou ainda
4.37).
q;, = % (R,q. -R, ), onde i, j, kK formam uma permutagao ciclica. (437)
9o
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Esse procedimento tem uma grave limita¢do, quando g, =0 leva a denominador 0 em

(4.37), ou seja, para angulo igual a 180°, além disso, para angulos proximos a 180° a

formulacdo torna-se muito imprecisa.

Para solucionar esse problema, Spurrier (1978) apresenta um algoritmo que sempre leva

a boa precisdo (Figura 4.2).

@goritmo de Spurn’@

m=max(tr(R),R, ,R,,,R;;)

*g, = %m+%[l —tr(R)] | Comital que R;=m

1
qo = E (Rkj RJ" )
1 Com i,j,k uma l
q,= 4— (Rkj —R Jk ) permutacdo ciclica 1
0 del12e3 q[:E(R”_RH) (para ¢ =j, k)

Figura 4.2 Algoritmo de Spurrier (1978)

Ap6s a obtencdo do guaternion unitario correspondente aos parametros de Euler, pode-
se obter o vetor tangente-escalado e conseqiientemente o pseudo vetor através das

expressoes (4.21) e (4.25), que podem ser reescritas como

tan(j
(oza)t=2tan(gjt=2 2 0= 2 qziq. (4.38).
2 ) (ﬁj 4
cos 5

Utilizando-se da equacdo (4.27) para a extracdo do pseudo vetor @ depara-se com um

problema de ndo unicidade da resposta. Para tentar solucionar esse problema, Jelenic e
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Crisfield (1998) propuseram um procedimento para a extracdo de um unico pseudo

vetor, por meio do algoritmo seguinte:

Algoritmo de Jelenic
E Crisfield

v
4, <0 9=-q

F

).

ld

F

).

HqH <q, 0= 23 arcseanH

)/

F

v

0= 2iarccoquH
Jal

FIM

Figura 4.3 Algoritmo de Jelenic e Crisfield (1998)

Esse procedimento € aplicavel a rotacdes no intervalo [— 7£,+7z] .

4.3 FORMULACAO DO ELEMENTO FINITO

Apresenta-se a seguir a formulacdo do elemento finito implementado por Caldas (2004)

que € utilizado neste trabalho.

Conforme citado na introducdo deste capitulo, trata-se de uma formulacdo lagrangeana
total baseada na teoria de Kirchhoff para rotacdes moderadas e € apresentado na Figura

4.4.
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Figura 4.4 Elemento finito desenvolvido por Caldas (2004)

4.3.2 Obtencao do vetor de forcas internas e da matriz de rigidez

tangente

A componente de deformacdo axial (Tensor de Green-Lagrange) pode ser obtida pelos

deslocamentos u, v e w nas direcdes principais X, y € Z.

2 )
*ox o 2|\ox ox (4.39)
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onde

=l

Figura 4.5

Substituindo-se (4.40), (4.41) e (4.42) em (4.39) tem-se:

T
2\ ox yaxz

Ju 1(%)2
£ =—+—| —
Yoox 2\ ox
_ u%(vv)z +%

ou ainda
£, =€, —yk, +zky,

onde

=]

(4.40).

(4.41).

(4.42).

Deformacdo da secdo transversal no plano xz e no plano xy

(‘/‘}I)2 _ yVV V_ZWV A\l

(4.43).

(4.44).

(4.45).
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k,=-w" e (4.46).

Kk =v", (4.47).

sendo ¢, a deformagdo axial, k, e k,  as curvaturas em torno dos eixos y e z

respectivamente.

A consideragdo de rotacdes moderadas permite fazer as seguintes aproximagoes:
0. =v
e

(4.48).
0 =—w.

y
Uma vez obtidas as deformacgdes, pode-se partir para o desenvolvimento das

formulac¢des para obtengdo da matriz de rigidez tangente e do vetor de esforcos internos.

O principio dos trabalhos virtuais estabelece que o trabalho das forcas internas seja
igual ao trabalho das forcas externas para um campo de deslocamentos virtuais

arbitrario e compativel, logo

W, =W, =0, (4.49).

sendo

Mm = .”-'[O'xé‘gxdv c (450)
1%

W, =&q'f, (4.51).

onde
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OE. = U +V W +wdw'—yd —zow”” (4.52).
¢ a variagcdo na deformacao axial produzida pela variacdo nos deslocamentos,

T _
q —[”1 u, us v 0, v, 6, w eyl

wy 6, (4.53).

o vetor de deslocamentos nodais generalizados do elemento e f, o vetor de

carregamentos nodais.

Fazendo-se (4.52) em (4.50), tem-se

W, = [[[o.6e.dV = [[[o(d+vSr+wn—yd —z8v)dAdx
\%4 |4

= I J. I o (o +v' S +wdw')dAdx — J.” o, yov dAdx —”j o 20w dAdx 49
\%4 \4 |4

Sabendo-se que:
N, = [[o.da

Am
M, = { j o zdA (4.55).
M, =-|[o,ydA

Am
tem-se de (4.54) que
W, = j[zvx (v &+ ) M Sw+M 6 Jdx . (4.56).

0

As variagdes nas derivadas dos deslocamentos, mostradas na equacao (4.52) podem ser

escritas da seguinte forma:
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5‘}/: &ITE
dq
Sv= sy 2 (4.57).
dq
5‘; -
=" aq
S §qT ow’
aq

Assim, fazendo-se (4.57) em (4.56), tem-se

oV’ ow’ ow’” o’
’ ’ -M M dx . .58).
5‘1]{ ( aq+Wan "oq zaq}x (4.58)

De posse de (4.58) e (4.51), a equacdo (4.49) pode ser escrita como se segue:

u” v ow ow’ v
éT/th exz‘ &l |: [ tv—+w j MV MZ _:|dx f } 0 . (459)
{! dq 9 dq dq dq

Uma vez que &q" pode assumir qualquer valor arbitrdrio, para garantir o equilibrio,

necessariamente o termo entre chaves deve ser nulo, ou seja:
f.—f,=0. (4.60).

Dessa forma, conclui-se que

I - - .~ . .

fi:J'[N{a” +v’a_v+w’awj—My ow +M, o dx, (4.61).
q dq¢ dq  dq aq aq

€ o vetor de forcas internas.
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Obtido o vetor de forcas internas, obtém-se a matriz de rigidez tangente derivando-se

este em ralacdo aos deslocamentos nodais.
l - - , .. ..
k, = a—f :i j N, a_u+v,av+w,aw —M,al+MZaL dx
dq | dqly| \da  dq  dq "dq " oq
. . . T . A\ , AT
a_u+v’a_v+ W,a_W aNY +NX a_v a_V +NX % a_W — (462)
dqg  dq  dq )| dq daq\ dq dq \ dq J
X
_awrfom, 1" avfom |
aq | dq aq [ dq

4.3.3 Funcoes de interpolacao

!

Sao definidas aqui as funcdes de interpolacio de deslocamentos para que as
formulagdes apresentadas possam ser implementadas num modelo de elementos finitos.
Adota-se neste trabalho interpolacdo quadritica para os deslocamentos axiais e

interpolacdo cubica para os deslocamentos transversais.

O vetor de deslocamentos mostrado na equacao (4.53), pode ser reescrito como sendo

=l o o, (4.63).

onde

QZ:[% U, ”3]
qf=[vl 6, v, ezz] (4.64).

qﬂ=[wl 6

oWy O,

Tendo-se &= % x—1 como coordenada generalizada, sdo definidas as seguintes fungdes

de interpolagdo:
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I 3 1m | 13, 1
LAY ERVT AVt
1 1 1, 1 1
—&(E-1) S (1 1, 1. 1
2 e 204 4% 47 T4 Tala T e e
(pu = 1_5 (Pv = 1 3 1 (pw = (4.65).
! S8 L3 1p
55(5“) 7 4% 4 > 1%
L L N e (1t 1213j
2(445 it 4§j_ _2(44"‘8 i° 4"‘8_
2( 3 3.,)] (2 3 3.,,)]
—_ - _ —_ _i+i
2(5 1)' ﬁ( 4 4§j f( 4 498)
S e e
9.= ?(—25) =153 3 , =l 503 3 , (4.66).
2] a9 i)
L 2 1 1 3., 1 1 3.,
- - ——4+=E+=& === f-=
4 25 45 L 4 24: 44:_
C4(3,) ] [ 43 ]
72° w(zf)
2( 1 3] 2( 1 3)
“-o+2e = -
o=y o= 00 (4.67).
-3¢ -3¢
ﬁ( 2 ) fz[ 2 )
2(1 3 2(1 3
_£(2+2§)_ __£(2+25]_
Dessa forma, os deslocamentos podem ser reescritos conforme (4.68):
u=9,q,
v=9,q, (4.68).
w=9.q,
As derivadas dos deslocamentos sdo dadas, entdo, por:
u/:q)/i'qu
, (4.69).
V=94,
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. T

w= (P wqw
o AT

14 _(P qu

AT
w=¢.q,

Dessa forma, as derivadas em relagdo a q podem se escritas como:

9,
ou 0
a - v
q 0,
o !
oq !
0M
ow’
M _lo (4.70).
dq ,
o,
OM
v’ 0
a - v
q 0,
a s 0”
W _ |y
dq .
o,

Finalmente, o vetor de forcas internas e a matriz de rigidez tangente sdo reescritos

conforme equagdes (4.71) e (4.72):

N.¢",
NV, +M.@7 |dx (4.71).
Nwe', —M ¢

f =

1

O —
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(pu aq

T aM T
: } +N,[0, ¢, 0, ]J +¢7 {—} dx
T aM T
(P/W W’ aNX + NX [OM ()V (p’W ] - (p,\/l/’ ‘
Jaq Jq

4.3.4 Derivacao dos esforcos internos

=
~
Il
o — ~
)
< N\
VR
<
Q)
=

Partindo-se de (4.55), obtem-se

oON, 0 (90, ,, _[(fd0,0& , o€,
el e S e

o s o= [ [ Gean.
aq °; ) A

Jq Jq dq
o 0 0 0
s

e de (4.43), chega-se a

% _ a_u N v,av’ N W,aw’ B av”_ . ow’”’
o oq oq = oq ° '

(4.72).

(4.73).

(4.74).

Dessa forma, e sabendo-se que E7 € o modulo de elasticidade tangente uniaxial do

material, obtém-se as derivadas dos esforcos internos conforme equacdes (4.75), (4.76)

e (4.77).
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an,
Jq

X —

oM

Jq

¢, [[Eraa
A

vy, [[Eda-o) [[E,ydA
A A

wo', [[E,dA-¢7 [[E, zda
A A

0, ” E, zdA
A

Ve, j j E,zdA—¢ j j E, zydA
A A

wo', [[E zda-¢; [[E,2%dA
A A

¢, [[Eyaa
A
—vo, [[Eryda+ ¢ [[ E, y*dA

-we', TI E, ydA+¢; AH E;yzdA
A A

(4.75).

(4.76).

(4.77).

As expressdes ”ETdA, ”ETydA, J.J.ETsz, IJETysz, ”ETzsz e JIETysz
A A A A A A

representam as rigidezes generalizadas da secdo transversal do elemento e sdo

calculadas conforme apresentado no capitulo anterior.

Conhecendo-se os valores das varidveis de deformacao ¢y, k. € k, , que sdo func¢des dos

deslocamentos nodais, a matriz de rigidez tangente e o vetor de forcas internas sdao

avaliadas numericamente através de métodos de integracdo numérica.

44 FORMULACAO CORROTACIONAL

A transformacio entre os sistemas local e global é feita de acordo com a formulacao

corrotacional. No caso de estruturas planas esta transformagdo € exata. Em trés

dimensdes, todavia, diferentes formulagdes sdo propostas baseadas em diferentes
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definicdes do sistema local e diferentes consideracdes relacionadas ao tamanho das
rotacdes locais (Souza, 2000). Neste trabalho serd adotado o procedimento proposto por
Crisfield (1990 e 1997) com algumas modificagdes propostas por Souza (2000), visando

uma maior consisténcia do modelo numérico.

xX,u

Figura 4.6 Graus de liberdade locais do elemento corrotacional
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Figura 4.7 Elemento em sua posigdo inicial e deslocada no espaco

Considerando a posigao inicial indeformada do elemento (Figura 4.7) determina-se €,

como sendo

. X

e = ; . (4.78).
onde

X, =X, -X, (4.79).

€ a diferenca entre as coordenadas globais dosndésJel, e
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/2
L=|x,[|=(x,"x, (4.80).
€ o comprimento inicial indeformado do elemento.

Para definir os outros vetores €, ¢ €, serd utilizado um vetor v, dado de entrada. Este

vetor indica a dire¢do na qual a barra estd girada em relagdo ao eixo axial, ou seja,

definindo o eixo z local do elemento em sua posi¢ao indeformada.

6, = X4 4.81
vl i
&, =—(& xe,). (4.82).

Esta triad corresponde a matriz de rotagdo que transforma vetores do sistema de

coordenadas global para o local.
E=[¢, & & (4.83).

Uma vez deformado, as extremidades do elemento terdo sofrido rotagdo no espaco.

Essas rotacdes podem ser representadas pelas triads

N, = [nll n,, n13] S
(4.84).
N, = [nJI n,, n13]

conforme Figura 4.8.
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Figura 4.8 Triads nodais nas extremidades deformadas

As triads N, e N, na posi¢do indeformada, ou seja N,, e N, sdo iguais a triad Ee
da mesma forma que €, define o eixo do elemento, n,, e n,, tangenciam o eixo do

elemento depois da deformacgdo. As componentes 2 € 3 de N, e N, definem os eixos

locais y e z da secdo do elemento com suas rotagdes.

As triads N, e N, sdo obtidas rotacionando a triad E com os vetores rotacionais y, e

Y

N, =R(y,)N,,=R(¥))E e

N (4.85).
NJ = R(YJ)NJO = R(YJ)E

4.4.2 Referencial local
O referencial x,y,z local na configuracdo deformada pode ser representado pela triad

E-= [el €, e3], (486)
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localizada ao centro do elemento em sua posi¢do deformada (Figura 4.7). O vetor e, é

facilmente computado, pois trata-se do vetor unitdrio na direcdo do eixo definido pelos

pontos [ e J.

- Xutlu s,
onde

U,=U, -1, (4.88).

¢ a diferenca entre os deslocamentos globais dos nés Je I e
I=]X, +U,| (4.89).
€ o comprimento do segmento que conecta os dois nos.

Para a obtencdo dos vetores e, e e,, Crisfield (1990) propde a utilizacdo da ‘matriz de

rotacdo média’ R que consiste em uma rotacdo intermedidria entre as triads N, e N,

e sugere que esta matriz seja definida por:

R= R(WTYJJ . (4.90).

No entanto, o mesmo Crisfield apresenta uma forma simplificada de se definir a matriz

de rotacdo média como sendo:
R- R[IJN (4.91)
5 N> 91).

justificando que, como
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N, =R(Y)N,, (4.92).
ao se multiplicar cada lado da equacdo por N ,T chega-se a
R(y)=N,N,’, (4.93).

onde y é o vetor de rotacdo. Crisfield argumenta que, embora os vetores ndo sejam
aditivos, essa formulagdo permite a rotacdo da triad N, para a matriz de rotacdo média

com razodvel precisdo, considerando que y seja razoavelmente pequeno.

A obtencdo de y /2 envolve a extra¢do do quaternion unitaria da matriz R(y) e o uso da

forma tangente escalada e ndo-escalada do vetor rotacional.

Obtida a matriz de rotagdo média
R=frn 1 1, (4.94).
os termos e, € e, da triad E podem ser computados pelas equagdes

T

¢, zfz_rz - (f1+e1) €
(4.95).
_ F3Tel _
€3 =13 — (F +e)) .

cujo desenvolvimento e consideracdes sdo apresentados de forma detalhada em Souza

(2000) e Crisfield (1997).

66



4.4.3 Obtencao dos deslocamentos locais

A partir das definicdes apresentadas, as rotagdes locais podem ser obtidas a partir das

expressoes:

11
O =arcs1n[2 e3 np — e2 nB

|1
01, = arcsin 5 el ny; — e3 nn

|1
013 =arcsin 2(62 np—e 1112)}

(4.36)

0;, = arcsin 2(e3 nyp, —e, nJ3)}

|1
0, = arcsm[a elTnJ3 —e3TnJ1 e

!
9]3 = a.rCSln|:E (eZTnn —elTnJ2 )j| ,

que sdo seis dos sete graus de liberdade locais do elemento corrotacional, ou seja, as
seis rotacdes locais. O sétimo graus de liberdade, o deslocamento ao longo do eixo do
elemento, é dado pela diferenga entre 0 comprimento inicial € 0 comprimento atual, ou

seja:

1
uzl—Lz;:ZQXH+UHYUU. (4.96).

4.4.4 Obtencao da matriz de transformacao

A relagdo de deslocamentos incrementais entre os sistemas local du e global ot é dada

pela expressao
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ou

oun=—ai, (4.97).
ou

onde :

8_1A1 =T. (4.98).

ou

Sento T a chamada matriz de transformacao.

De acordo com o principio dos deslocamentos virtuais, a transposta da matriz de

transformacao transforma o vetor de forcas do sistema local para o sistema global

P=TTpP. (4.99).

Para computar a matriz de transformacdo, as variagdes das triads que definem os
deslocamentos tais como ON,, IN,, R e JE, bem como outros pardmetros, precisam

ser computados.

De forma resumida, apresenta-se entdo a matriz de transformagao como sendo

TT = ltlT t, .. tlZTJ, (4.100).
onde

pois se tem apenas sete graus de liberdade locais. Os demais vetores da expressao

(4.100) sao
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ty = > [L(t5)np, —L(& )ngs —hy]',
coseu
ts = [-L@®)ny, —hp,]",
2c05612
t. = L +h
6= 2cosel3[ (1’2)1111 13]
t7T=l—elT 07 ¢ OT], (4.102).
typ= eo [L(& )ny, —L(® nys —hy |,
CcO eJl
t), = — hy,['
1n= ZCOSGJZ[ I'3)“J1 Jz]
tp= > [L(E, ny, +hys]",
cos 03
onde
LE) =L,&) L,EY -LE) L,E) | parak=2e3, (4.103).
com

Ll(Fk )T :%FkTelA'i'%Afk(el +F1)T €

(4.104).
_ | 1_ _ 1 ., _
LZ(rk )T :Es(rk)_zrkTels(rl)_ZS(rk )el(el +r )T )

sendo S(.) o tensor spin, expressdo (4.16). Nas expressoes também aparecem 0s termos

A= ! (I —ee, ), onde / € o comprimento deformado do elemento, e,
! (4.105).

hn —lﬂ nIZ)e3 (n13)ez)T 0" OTJ,
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h" =[Ang)T (Slapes ~StasJe)T —(Angs)T 0],
by =[(An)T (Sl es ~S(ap)e )T ~(Anp)T 07,
hy, " =T 0T 0T (S(ny,es—S(ngs)e,)" |

hyo” =[(An;5)" 07 —(Any)" (S(nyes ~Stnysler)T]

hys' = l(Ang)T 0" —(Any,)" (Sny )es —S(ny, e, )TJ
4.4.5 Obtencao da matriz de rigidez

A matriz de rigidez do elemento, no sistema local relaciona incrementos de

deslocamento aos incrementos de forca
oP=Kdu. (4.100).

A partir da expressao (4.106) e da linearizacdo da expressao (4.99), utilizando-se das

expressoes (4.97) e (4.98), a matriz de rigidez global pode ser obtida, entdo, por
oP = S(TTP): TSP +8T'P=T ' Kdu+d8T'P= (TTK T+K, )6ﬁ =K&i, (4.107).

4.4.5.2 A matriz de rigidez local

A matriz de rigidez local € obtida pela formulagdo apresentada no item 4.3, onde se
apresenta a formulacdo do elemento finito desenvolvido por Caldas (2004). Uma vez
que o elemento ndo contempla a torcdo, esta serd inserida na matriz de rigidez como

dado de entrada utilizando-se de curvas momento x rotacdo devida a tor¢do (Figura 4.9).

Considerando que o elemento foi concebido com treze graus de liberdade, sejam eles
trés deslocamentos axiais (nos nds e no centro do elemento), quatro translacdes e seis

rotacdes (Figura 4.10), tem-se entdo uma matriz local conforme mostrado a seguir.
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I L1 1,2 1.3 0 15 1,6 o ks 1,9 0 o ki 112—
21 22 23 0 ky; 2,6 27 28 29 0 i kap 2,13
31 32 33 0 35 3,6 LT 3,9 0 kyyy ks ks
0 0 0 kg 0 0 0 0 0 -k, O 0 0

ks ksy  ksy 0 kss  kse ks;  ksg o ks 0 ksiy o ksin o ks
kei koo kes 0 kes koo kes ks keo 0 kein ke Keys
K=k, kiy ko 0 kis koo kip kgg o kg 0 ki ko ko (4.108).
kgy  ksy o kgy 0 kys  kse ksy o kgy o kg 0 ks kgpy o kg
koy  kop  kos 0 kos koo koy keg o kog 0 koyy  kopy Koy
0 0 0 -k, O 0 0 kg 0 0 0
m Ko ks 0 s Kue Kug o Kog o K 0 i Kz K
21 Koo kpy 0 s ke Kos kpg kpe 0 211 K K
131 Kizp o Kiss 0 135 Kize Kizz Rizg Kisg 0 B Kz Kizas |

Os coeficientes k, ,;, ;; sdo obtidos através da expressao (4.72). O coeficiente k, € a

rigidez a tor¢do generalizada, ou seja, a tangente da curva momento-rotagao devido a

torcdo (Figura 4.9), associada aos graus de liberdade Oy e 0; na formulacdo

corrotacional.

Rigidez a torgéo
generalizada (tangente)

Momento torsor
(forga interna)

Rotagéo relativa

d

Figura4.9 Curva momento x rotagdo devida a tor¢cdo
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Figura 4.10 Graus de liberdade locais do elemento finito

4.4.5.3 A matriz de rigidez geométrica

Na expresséo (4.107), K, € definida como sendo a matriz de rigidez geométrica, que €

dada por
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_aTT .

K,=——:
£ oa

P, (4.109).

@,

onde o simbolo “:” representa um contragio, tal que

3
oT"P=> 5P =K,3i, (4.110).

r=1
onde t, sdo as linhas da matriz de transformacdo T, expressdo (4.100).
A obtencdo da matriz de rigidez geométrica envolve longas manipulagdes algébricas
(Crisfield 1997; Souza 2000) que ndo serdo apresentadas aqui. A expressao final da
matriz pode ser apresentada como uma soma de varias matrizes, ou seja,

K, =K, +K, +K +K +K +K;. (4.111).

As matrizes que aparecem na expressdo (4.111) podem ser obtidas a partir das

expressoes
A 0 -A 0
K = 00 00 4.112
T1l-A 0 A o (4.112).
o 0 0 o0
_ T T T
Kb —P2t6 t6 tanGB +P3t12 t12 tan9J3 +P4t5 t5 tan912 (4 ]]3)
K. =m,G(F,,ny )+ m;G(,.ny ) - myG(rs.ny ) -msG(s,ny,) (4.114)
+mg;(G(F5,n},) - G(F,,n53))—mg; (G(F5,np,) - G(T,,n3))’ T
K,=[0 K;, 0 K], onde (4.115).
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Kiir Kip =Ky

K, = Ko Kip —Kppp'
-Kip —Kep Ky
Kiy' 0 —K¢yy

K¢y, =—m,M(n,)-m;M(nj, )+ m,;Mn;)+msM(nys3),
K¢ = _mZAS(nIZ )+ m4AS(n13 )
K14 =-m3AS(ny,)+msAS(ny;3),

K =m;(S(e; )S(ny; )-S(e; )S(ny, ) —my (S(es)S(ny; )-S(e; )S(ny3))

Kty
0
—Kypg

Kty

—mg; (S(e3)S(ny,)-S(e; )S(ny3))

K4, =m;(S(e;)S(ny; )-S(e; Sy, ))—ms(S(es )S(ny, )-S(e; )S(ny;3 ))

+mg; (S(e; )S(ny,)-S(e; S(ny3))

Nas expressoes acima,

M(z)= —%[AzelT + (AzelT )T + A(elz)} e

811 812 -8
T T
812 g2 ~812

—811 — 812 811
T T
812 g2 ~812

G(Fk’z)f =

g = —%(AszTA+AszTA 7 TeM(2)+ (e, +7) 2M(R ).

212
22
—812
22

, onde

onde

(4.116).

(4.117).

(4.118).

(4.119).
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U me
12 = Aze TS0 )+ (e +7 ) AS(E )+ AR TS R,

22 = 6 e B+ S(5 s S 7 )+ 250805,

+S(r; )ze, "S(r ) - (e, +7;)" zS(e; )S(r)

Também aparecem nas expressoes as forcas escaladas

P, Py P,
m2:—’ m3:—,m4:—,
2c0s03 2¢c0s053 2c0s0p,
(4.120).
5 :—PS » Mgy :—P6 € Mg, :—P6
2¢cosS 912 2cos 911 2cos 9J1

onde as forcas P sdo as forgas internas associadas aos respectivos graus de liberdade,

conforme as expressdes acima, sendo Pg associada a rotagdo 0y;.

Observa-se que a matriz geométrica é ndo simétrica. Para evitar uma mudanca nos
algoritmos de solu¢do de equacdes do FEMOQOP, baseado em matrizes simétricas, a

matriz geométrica € tornada simétrica segundo a transformacao
+K T) (4.121)
¢ ) . .

Esta consideracdo ndo trard prejuizos uma vez que segundo Crisfield (1997) a matriz
geométrica se torna simétrica quando se estd proximo do ponto de equilibrio no

processo iterativo de Newton Raphson.
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CAPITULO 5

Analise e Discussao dos
Resultados

5.1 INTRODUCAO

Com a finalidade de validar as formulacdes implementadas, apresentam-se neste
capitulo alguns modelos numéricos analisados pelo programa FEMOOP com a
formulacdo tridimensional implementada, os quais sdo comparados com exemplos da

literatura.

O primeiro exemplo analisado € o pdrtico rebatido chamado Poértico de Williams que
consiste em um exemplo bastante comum para validar formulagdes capazes de simular o
comportamento ndo linear geométrico de estruturas, ilustrando o salto dindmico que
ocorre por ocasido da inversdao do arco ao se atingir um nivel critico de carregamento.
Além do modelo elastico usual, duas outras variacdes do Portico de Williams sdo
testadas, considerando um material eldstico perfeitamente plastico, onde a plastificacao

da secdo passa a influir de forma marcante na resisténcia final da estrutura.

Trés modelos classicos da literatura, largamente utilizados para testar a capacidade de
elementos finitos em representar grandes rotacdes e deformacgdes sdo avaliados na
seqiiéncia, sendo eles a viga engastada com momento aplicado na extremidade e os dois
porticos em 90° propostos por Argyris. A viga engastada consiste em um exemplo
plano, porém representa a capacidade do elemento em questdo de simular situagdes
planas envolvendo grandes rotacdes. Os pérticos de Argyris sdo, a priori, problemas
planos, uma vez que o carregamento € aplicado no mesmo plano da estrutura, no
entanto, devido a esbeltez da se¢do considerada nesse modelo, ao atingir uma carga

critica, esses dois exemplos apresentam grandes deslocamentos fora do plano,
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consistindo esses severos testes para uma formulacao tridimensional. Nesses trés casos,

considera-se um material elastico.

Os porticos tridimensionais sdo as estruturas comumente encontradas na prética. Dois
modelos sdo avaliados neste trabalho. O primeiro deles é o portico de dois pavimentos
proposto por Argyris (1982) considerando um material elastico perfeitamente plastico,
que permite avaliar a influéncia da plastificacdo nas regides proximas as ligacoes
viga/coluna e as implicag¢des relacionadas ao método de andlise e a discretizacdo da
estrutura em malhas de elementos finitos. Na seqiiéncia um grande pértico metdlico de
seis pavimentos e ndo-simétrico € avaliado, permitindo verificar a forte influéncia da

tor¢ao no resultado final.

Os exemplos envolvendo secdes compostas por diversos materiais nao sao tdo comuns
para estruturas tridimensionais, no entanto a presente formulacao € testada comparando
resultados experimentais de ensaios em um pilar de concreto armado e um pdrtico plano
de concreto armado. Por fim, um pilar misto composto por dois tubos metdlicos
concéntricos tendo a regido intermedidria entre os tubos preenchida de concreto é

avaliado comparando os resultados numéricos com resultados de ensaios experimentais.

As propriedades dos materiais, bem como o tipo de secdo mista sdo consideradas
através das implementacdes realizadas por Caldas (2004) e Muniz (2005) referentes a
andlise de secdo mista (conforme descrito no capitulo pertinente). As relacdes

constitutivas do aco e do concreto sdo as apresentadas nos graficos da Figura 5.1.

parabola
—GCc A S £50MPa — &,=-0.0035
folo | | 50< f., <80MPa — ¢, =—0.003f(50]
ck

| |
| |
| |
| I

-0.002 Ecu -Ec

(a)
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777777 4

(b)

Figura 5.1 Relacoes constitutivas utilizadas: (a) Concreto. (b) Ago.

5.2 EXEMPLOS NUMERICOS

5.2.1 Portico de Williams

Resolvido analiticamente e testado experimentalmente por Williams (1964) o pdrtico
apresentado na Figura 5.2 vem sendo utilizado por diversos autores para a validagcdo de
formulacdes geometricamente ndo-lineares, podendo-se citar Jennings (1968), Wood e
Zienkiewicz (1977), Meek e Tan (1984), Kondoh et al. (1985), Nedergaard e Pedersen
(1985), White (1985), Chan (1988), Teh and Clarke (1998), Souza (2000), e Battini e
Pascote (2002b).

Chan (1988) e Battini e Pascote (2002b) analisaram o pértico considerando a
plastificacdo. O resultado do modelo eldstico perfeitamente pléastico estudado por Chan
(Figura 5.2) é comparado aqui com os resultados obtidos pela presente formulacdo

utilizando-se 5 elementos por barra (Figura 5.3).
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Chan utiliza em seu trabalho uma formulagdo lagrangeana atualizada e considera a
plastificacdo ao longo da secdo. As tesdes de escoamento do material considerado sdo

respectivamente f, = 165.47MPa e f, = 124.10MPa.

P, v

F————

| 65,7 15 cm ‘
! ! E=199714MPa

Figura 5.2 Portico de Williams (1964) com se¢do analisada por Chan (1998).

400

O Chan (1988)

.
350 | Souza (2000)

Presente trabalho
fffff Williams (Analitico)

300 1 " Analise Elastica
250 +

Carga (N)
N
8

—_

[6)]

o
|

b H

100 -

50 4

0 0.5 1 1.5 2
Deslocamento vertical (cm)

Figura 5.3 Portico de Williams.
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5.2.2 Viga engastada com momento aplicado na extremidade livre

Trata-se de um exemplo cldssico utilizado por varios pesquisadores a fim de validar
formulacdes em situacdes bidimensionais, dentre estes Bathe e Bolourchi (1979), Simo
e Vu-Quoc (1986), Crisfield (1990), Gummadi e Palazotto (1998), Waszczyszyn e
Janus-Michalska (1998), Schulz e Filippou (2000), Souza (2000) e Battini e Pascote
(2002a).

Figura 5.4 Viga engastada submetida a momento aplicado na extremidade

Embora o objetivo seja a andlise de estruturas tridimensionais envolvendo a nido
linearidade fisica e geométrica, esse problema eldstico é de grande valia para a

validacdo da formulagdo corrotacional, pois envolve grandes rotagdes (acima de 720°).

Apresenta-se em seguida o grafico obtido pela modelagem da viga utilizando-se 5
elementos e levando a rotagdo a 720°, ou seja, duas voltas em torno do apoio (Figura
5.6). Observa-se que a formulacdo foi capaz de representar bem o comportamento da
viga, uma vez que a solucdo dada pelo programa computacional é muito proxima a

solugdo analitica.

Para ilustrar o comportamento da viga, apresenta-se na Figura 5.5 a evolucdo da
deformada até uma rotagdo préxima aos 360°. Esta figura foi obtida a partir dos
resultados gerados pelo FEMOQOP, com o elemento finito implementado, por meio de
um aplicativo complementar desenvolvido neste trabalho o qual € apresentado no

Anexo B.
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m  Analitico

—— Presente Trabalho
(5 elementos)

Carregamento Relativo

0 0.2 0.4

0.6 0.8 1 1.2
Deslocamento Relativo u/L e v/L

1.4

1.6

1.8

Figura 5.6 Deslocamentos relativos para a viga engastada com momento aplicado na

extremidade
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5.2.3 Portico 90° engastado na extremidade

Utilizado por diversos pesquisadores, tais como Simo e Vu-Quoc (1986), Crisfield
(1990), Teh e Clarke (1998), Smolénski (1999), Souza (2000), Nukala e White (2004) e
Teh (2004), € sem duvida, uma das principais benchmarks ao se tratar de validacdo de
formulagdes ndo-lineares tridimensionais, pois este modelo, analisado pela primeira vez
por Argyris (1979), apresenta inicialmente um comportamento plano e a partir de um
nivel critico, ocorre a flambagem lateral devido ao alto grau de esbeltez da sec¢do (b/h =

1/50), levando a uma resposta tridimensional.

Usualmente utiliza-se uma pequena carga desestabilizante aplicada na ponta do pértico
na direcdo Z. No entanto, uma vez que o aplicativo ndo permite manter esta carga
constante, no presente trabalho optou-se por utilizar uma pequena imperfeicao
geométrica inicial, o que levou a um resultado proximo aos obtidos pelos diversos

autores conforme ilustra o grafico da Figura 5.9.

240mm

E=71240MPa
v=0.31

30mm
240mm

240

0.6mm

Figura 5.7 Portico 90° engastado na extremidade
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Figura 5.8 Portico 90° engastado — deformagdo

1.8
+ Crisfield (1990) o
1.6 1 o Souza (2000) o
o Teh (2004) o
1.4 1 —— Presente Trabalho

Carga (N)

0 T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70

Deslocamento Lateral (mm)

Figura 5.9 Deslocamento lateral na extremidade de aplicacdo da carga
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5.2.4 Portico 90° simplesmente apoiado e com momento aplicado nas

extremidades

Assim como o modelo apresentado no item anterior, o portico mostrado na Figura 5.10
foi proposto e analisado pela primeira vez por Argyris (1979) e desde entdo € uma das
principais benchmarks utilizadas por varios pesquisadores, tais como Simo e Vu Quoc
(1986), Nour-Omid e Rankin (1991), Pacoste e Eriksson (1997), Gruttmann et al.
(1998), Teh e Clarke (1998), Hsiao e Lin (2000), Souza (2000), Battini ¢ Pascote
(2002a) e Yang et al. (2002).

A estrutura apresenta comportamento plano até alcancar um nivel critico de
carregamento, quando flamba lateralmente apresentando comportamento altamente ndo-
linear com rotacdes extremamente grandes, consistindo em um severo teste para o
elemento. Atingido o momento critico, a estrutura apresenta um modo de flambagem
lateral girando em torno do eixo X. Procedendo-se o controle de deslocamento, o
momento decresce apds atingir o valor critico de tal forma que ao chegar ao valor
critico com sinal invertido a estrutura estd na posi¢do original (ou seja, giro de 360°).
Procede-se um novo ciclo com incremento positivo de momento, voltando a carga
critica positiva inicial e posicdo original novamente (giro de 720°) e assim
idefinidamente. A presente formulacdo apresenta limitacdes com relacdo a essa
magnitude de giro, uma vez que ndo permite angulos de giro maiores que 360°, de
modo que a estrutura apresenta comportamento ciclico, porém ligeiramente diferente,
conforme ilustrado na Figura 5.11. O comportamento observado no presente trabalho é

similar ao observado por Yang et al. (2002).

Uma vez que se trata de uma estrutura simétrica, basta realizar a andlise em metade do
portico. No presente trabalho utilizou-se vinte elementos por membro e estratégia de

solucdo baseada no controle de deslocamento.
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E=71240MPa

Figura 5.10 Pdrtico 90° apoiado com momento nas extremidades

800 1

- — - -Simo e Vu-Quoc (1986)
< Souza (2000)
® Yang etal. (2002)
Presente Trabalho

Momento (Nmm)

-800 -
Deslocamento Lateral (mm)

Figura 5.11 Pdértico 90° com momentos aplicados nas extremidades
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5.2.5 Portico tridimensional de dois pavimentos

O pértico tridimensional de dois pavimentos mostrado na Figura 5.12 (a) foi analisado
por Argyris (1982) e Abbasnia e Kassimali (1995). Assume-se um material eldstico
perfeitamente plastico sendo o mddulo de elasticidade adotado E=19613MPa, tensdo de

escoamento 6,=98MPa e coeficiente de Poisson v=0.17.

400cmn

400cm

z (b)

40
20

B
<20, Pilar

viga

(a)

(©

Figura 5.12 Portico tridimensional de dois pavimentos:

(a) Geometria, carregamento e se¢oes analisadas. (b) Malha 1. (c)Malha 2.

Abbasnia e Kassimali (1995) utilizaram o método da rétula pléstica para a consideragao
da ndo-linearidade fisica ao passo que a presente andlise considera a plastificagdo da
secdo avaliada nos pontos de integracdo. No presente trabalho utilizaram-se dois pontos
de integracdo por membro e para ilustrar a influéncia da discretizagdo dos elementos
(principalmente na regido préxima ao encontro das vigas com os pilares, onde ocorre a

plastificacdo), duas malhas sdo avaliadas (Figura 5.12 (b) e (c)). Os resultados sdo
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apresentados no gréafico P versus Ax no ponto de coordenadas x=0, y=0 e z=800 (Figura

5.14).

No presente trabalho utilizou-se a estratégia do controle de deslocamentos para a
solucdo do sistema ndo-linear e os resultados apresentados s@ao muito proximos dos

observados por Abbasnia.

Figura 5.13 Deformada do pértico a partir dos resultados obtidos pelo FEMOOP

(ampliada em 2x).
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140 -
Malha 1

120 A Malha 2

100 -

80 -

P (kN)

60 -

40 4

®  Abbasnia (1995)

20 A
—— Presente Trabalho

0 T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

AX (mm)

Figura 5.14 Grdfico carga x deslocamento.

5.2.6 Portico tridimensional metalico de seis pavimentos

O pértico de seis pavimentos mostrado na Figura 5.15 foi analisado por Liew et al.
(2000) utilizando um método de rétula plastica de segunda ordem. Souza (2000)
também efetuou a andlise deste poértico utilizando uma formulacdo corrotacional
associada ao método das fibras para discretizagdo da secdo e conseqiiente consideragao
da ndo-linearidade fisica do material. Este portico constitui um interessante exemplo

pois apresenta grande influéncia da torc¢ao.

O material considerado na analise € o aco A36 e os perfis metédlicos sdao do tipo H cujas

especificacdes sdo mostradas na Figura 5.15.

Considerou-se nesta andlise uma carga horizontal pontual de 53.376kN aplicada em
cada n6 da fachada frontal e um carregamento vertical correspondente a uma carga
distribuida de 9.6kN/m? em cada pavimento, sendo sua resultante aplicada diretamente
no né. A exemplo de Souza (2000), a estrutura foi modelada com um elemento por

barra e os resultados s@o apresentados no grafico da Figura 5.16.
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Figura 5.15 Portico de seis pavimentos analisado por Liew et al.(2000).
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Apesar do comportamento apresentado ser bastante similar aos observados nas analises
realizadas por Liew e Souza, verifica-se que ndo ha um perfeito ajuste. Isso pode ser
atribuido a dois fatores principais: a diferenca no método utilizado, no caso da
comparacdo com os resultados obtidos por Liew (uma vez que este utiliza o0 método da
rétula pléstica) e pelo fato de que considera-se no presente trabalho uma rigidez a tor¢ao
constante além da nio consideracdo da flambagem local, tornando a estrutura mais

rigida.

5.2.7 Coluna de Foure

Analisado por Muniz (2005) utilizando elemento de pilar misto e comparado com 0s
resultados experimentais documentados por Espion (1993), a coluna de Foure vem

sendo utilizada como exemplo por diversos pesquisadores, como Bratina et al. (2004).

A coluna de Foure consiste em um pilar de concreto armado engastado na base com
secdo transversal retangular de 15x20cm e drea de armadura igual a 4,52cm?, submetido
a um carregamento excéntrico na extremidade livre (Figura 5.17). O concreto
considerado tem resisténcia a compressao de 38,3 MPa e o aco, tensdo de escoamento

de 465 MPa.

Este exemplo tem por finalidade demonstrar a robustez da formula¢do com relagdo a
capacidade de simular o comportamento de secdes compostas por varios materiais

diferentes.

A carga critica do ensaio experimental foi 454kN, ligeiramente maior que a carga obtida
na andlise feita pelo FEMOOP com os elementos implementados por Muniz e o
apresentado no presente trabalho (422kN e 420kN respectivamente). O deslocamento

correspondente observado (26,2mm), foi muito préximo ao obtido no ensaio (26,1mm).

Com relag@o a comparagdo dos resultados da analise numérica obtidos com a utiliza¢do
do elemento finito proposto no presente trabalho e os resultados experimentais

mostrados por Espion, o ensaio apresentou uma carga critica maior, o que ¢é aceitavel,
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levando em consideragcdo o fato de que o comportamento real dos materiais difere do
modelo numérico, principalmente com relacio a dificuldade de representar fielmente o
comportamento do concreto e a aproximagdo da relacdo constitutiva do acgo

desconsiderando o enrijecimento pds-escoamento.

Por fim, observa-se que o presente trabalho obteve um comportamento muito préximo
ao observado por Muniz (2005), o que era esperado, uma vez que o presente trabalho
utiliza as mesmas formulacdes implementadas por Caldas (2004) e Muniz (2005),
acrescentado apenas a rotacdo em Z, o que nao influi significativamente no exemplo

presente.
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Figura 5.17 Coluna de Foure: Geometria e carregamento

91



500 ~

450 DRI B

400 - L)

350 -

300 -

P(kN)
X

200

150 -

®  Ensaio (Espion, 1993)
100 ©  Muniz (2005)

— Presente Trabalho

50 -

0 10 20 30 40 50
Deslocamento Ax (mm)
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5.2.8 Portico em Concreto Armado

Utilizado por Bratina et al. (2004) e Muniz (2005), consiste em uma importante

referéncia na validacdo de andlises de estruturas de concreto armado.

O portico, apresentado na Figura 5.19, consiste em um quadro fechado simplesmente
apoiado submetido a um carregamento vertical nos encontros das vigas superiores com
os pilares e uma pequena carga horizontal que promove um deslocamento na mesma
direcdo, provocando o chamado efeito de segunda ordem, permitindo a verificacdo da
capacidade da formulacdo de simular a ndo-linearidade geométrica apresentada pelo

modelo.

De forma semelhante ao observado no pilar mostrado no exemplo anterior, o ensaio
atingiu uma carga critica maior (141kN), porém o comportamento global € bastante
semelhante, o que qualifica positivamente a formulacdo. Os resultados obtidos no
presente trabalho, comparados com os obtidos por Muniz (2005), reforcam o comentado

anteriormente.
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A geometria dos componentes estruturais € mostrada na Figura 5.19. A drea de aco
considerada foi 3,04cm? para as vigas e 10,0cm? para os pilares, a resisténcia a
compressao do concreto foi considerada igual a 22,1MPa e a tensdo de escoamento do

aco considerada igual a 388,9MPa para as vigas e 403,4MPa para os pilares.

Os resultados sdo apresentados no grafico da Figura 5.20.
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Figura 5.19 Pdértico em concreto armado: Geometria, carregamento e secoes

transversais.
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Figura 5.21 Deformagdo (ampliada em 10x).

5.2.9 Pilar Misto

Tao et al. (2004) ensaiaram varios pilares mistos com perfil formado por dois perfis
tubulares circulares concéntricos preenchidos de concreto conforme ilustra a Figura

5.22. Os ensaios foram executados variando-se a excentricidade de aplicacdo da carga.
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Para ilustrar o bom desempenho do elemento finito proposto no presente trabalho,

escolheu-se um desses ensaios e compararam-se ao final os resultados obtidos.

>

Figura 5.22 Secdo mista dos pilares analisados por Tao et al. (2004).

Muniz (2005) em sua dissertacdo apresenta os resultados dos seis modelos ensaiados

por Tao, sendo que, para cada modelo, sdo ensaiados dois protétipos.

Optou-se por comparar os resultados do ensaio 5, o qual foi realizado com a carga
aplicada com uma excentricidade de 1,0 cm. Os resultados obtidos sdo mostrados no

grafico da Figura 5.23.

A altura total do pilar ensaiado é 1770mm, a resisténcia a compressdo do concreto foi
considerada igual a 36MPa. O limite de escoamento do a¢o do tubo interno € igual a
374,5MPa e o do tubo externo 294,5MPa.O mddulo de elasticidade do aco foi
considerado igual a 200000MPa.
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5.3 AVALIACAO GERAL DOS RESULTADOS

Os modelos avaliados permitem verificar que a formulacdo ora estudada representa de
forma bastante satisfatéria o comportamento esperado em diversos aspectos. A
formulacdo corrotacional tridimensional se comportou bem nos exemplos

tridimensionais envolvendo grandes rotacdes e deslocamentos.

Os exemplos envolvendo a consideragdo da se¢do mista apresentaram comportamento

adequado.

Uma deficiéncia seria o fato de se considerar a rigidez a torcdo constante, o que
compromete o modelo nos casos onde a tor¢ao € relevante. No entanto, a complexidade
de se determinar de forma adequada uma relacdo constitutiva envolvendo esse
parametro para secOes multi-material permite deixar esse assunto pendente para estudos

futuros, de forma a complementar o presente estudo.
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CAPITULO 6

Conclusoes

6.1 CONCLUSOES

As estruturas mistas e hibridas vém sendo utilizadas em vérios paises do mundo, haja
vista as vantagens que estas apresentam em comparacdo com estruturas puramente
metélicas ou de concreto armado, ditando a tendéncia para os proximos anos. No Brasil,
porém, a utilizacdo de elementos estruturais mistos ainda € pequena e
predominantemente reduzida a utilizag¢do de lajes mistas e vigas mistas, sendo os pilares

mistos ainda pouco utilizados.

A utilizagdo da metodologia de integracdo da secdo pelo método das poligonais
estudado neste trabalho considera uma avaliacdo das rigidezes generalizadas e dos
esfor¢os resistentes com uma boa precisdo, permitindo a utilizacdo desses dados em
elementos finitos de barra para andlise de estruturas mistas. Essa metodologia permite
uma andlise rapida, porém apresenta ainda limitagdes com relacdo a interag@o entre os
materiais e flambagem local de perfis metdlicos constituintes da se¢dao, bem como
problemas de representacdo da ndo-linearidade fisica (plasticidade) quando ha reversao

de carregamento.

O elemento finito de poértico espacial estudado no Capitulo 4 e testado no Capitulo 5 se
comportou de forma esperada nos exemplos envolvendo grandes rotacdes em problemas
planos e tridimensionais eldsticos. A inclusao da nao-linearidade fisica levou a respostas
satisfatoriamente precisas em problemas planos, porém em problemas tridimensionais
com grande influéncia da tor¢do, a consideracdo de uma rigidez a tor¢do constante

provavelmente torna o modelo mais rigido.
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Os exemplos numéricos de estruturas mistas e de concreto armado testados

apresentaram resultados muito proximos aos obtidos em ensaios.

A boa qualidade das respostas obtidas com diversos tipos de sec¢do transversal mostra a

versatilidade das formulagdes na representacdo de secdes mistas e de concreto armado.

A utilizacdo de pré e pods-processadores (ver anexo B), possibilitam uma melhora
significativa na produtividade e um maior dominio na modelagem e verificacdo de erros
nos modelos analisados, de tal forma que sdao de relevancia em trabalhos cientificos,
permitindo ao analista concentrar maior tempo em estudos especificos e valida¢do de

resultados.

6.2 SUGESTOES

Diante do estudo apresentado no presente trabalho, observa-se que ha um vasto campo a
ser explorado em pesquisas futuras nesta linha. No sentido de aprimorar as formulacdes

e acrescentar novas contribui¢des, algumas sugestdes sdo apresentadas:

e Aprimoramento do elemento finito tridimensional ora estudado, visando a
incorporacdo de formulacdes para uma adequada consideracdo da rigidez a

tor¢ao.

® Uniformizacdo do programa FEMOOP, visando uma padronizagdo nas

estruturas de entrada e saida de dados.

e Estudo e implementagdo de um método de fibras para andlise de secdes mistas

com a devida consideracdo da flambagem local.

e Ampliar os estudos de efeito de interagdo parcial para avaliacdo de pilares e

outras secodes transversais mistas.
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Implementacdo de um elemento de mola tridimensional para simular o

comportamento de ligacdes mistas semi-rigidas.

Implementacdo de novos elementos finitos tridimensionais considerando o efeito

do cisalhamento.

Consideracao dos carregamentos de longa duragao (fluéncia).

Implementa¢do de modelos de plasticidade ou dano que permitam a avaliagdo do

comportamento deste tipo de estrutura sob acdes ciclicas.

Incorporacao da andlise dinamica no programa FEMOQOP.

Incorporacdo da consideracao do efeito de altas temperaturas no programa

FEMOOP visando sua utilizagdo em engenharia de incéndio.

Desenvolvimento de um pré-processador grafico em linguagem de alto nivel,
visando uma interface mais amigdvel e permitindo constru¢do de modelos para

andlise de forma mais ripida e precisa.

Desenvolvimento de um pés-processador grafico em linguagem de alto nivel
que permita a visualiza¢do de resultados de forma mais amigavel, possibilitando
uma verificacdo mais rdpida e global do comportamento de estruturas

analisadas.
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ANEXO A

O programa FEMOOP

Historico

O programa FEMOOQOP (Finite Element Method - Object Oriented Program) tem sua
origem em trabalhos desenvolvidos na PUC-Rio desde 1990 (Guimerdes, 1992 apud.
Muniz, 2005). Originalmente o FEMOOP foi desenvolvido em linguagem C e visava
analise linear de estruturas. Com o tempo o programa foi adquirindo novas classes e
adaptado para analise ndo-linear, a0 mesmo tempo a popularizacio da Programacao
Orientada a Objetos com suas vantagens, associada a robustez dos compiladores C++,

conduziu a migracdo do c6digo original para o novo paradigma.

Atualmente o programa goza de uma grande estrutura € uma gama de elementos finitos
e vem sendo utilizado por diversos pesquisadores em muitas universidades. O programa
foi introduzido no Programa de P6s Graduacdo em Engenharia Civil da UFOP por
Souza Jr., e desde entdo trabalhos de excelente qualidade vém sendo desenvolvidos no

estudo de elementos finitos para analise ndo-linear de estruturas mistas.

A programacao orientada a objetos

A programacdo orientada a objetos (POO) vem ganhando a atencdo de muitos
pesquisadores nos ultimos anos devido a grandes vantagens que esta apresenta com
relacdo a programacao estruturada comumente utilizada. Dentre as grandes vantagens
observadas nesse paradigma de programacao estd a forma natural de se fazer a expansao
do programa com o minimo impacto no c6digo existente e na grande capacidade de
reaproveitamento de cdédigo. Esses aspectos serdo determinantes quando se trabalha

com programas grandes e complexos, que manipulam diversos tipos de elementos,
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relagcdes constitutivas, tipos de materiais, técnicas de integracdo, estratégias de solucao,

etc.

Martha e Parente Jr. (2002) apresentam uma explanacdo bastante clara e didatica dos
conceitos de POO presentes no FEMOOP. De forma resumida, em um programa
estruturado, o algoritmo global é responsdvel por escolher as funcdes que vai utilizar
para manipular os proprios dados, ou seja, fazendo uma analogia a uma empresa, é
como se o patrdo dominasse e controlasse todo o processo, todos os dados e todas as
funcdes desempenhadas pelos seus funciondrios (subrotinas). Assim sendo, qualquer
atitude do empregado passa pelo conhecimento e intervencao do patrdo e este regula
todo o processo. No paradigma orientado a objeto, as fung¢des do patrdo sdo
descentralizadas e diluidas com os empregados, que t€m autonomia sobre os servicos

que prestam.

Os empregados prestam seu servico (por meio de suas fungdes) ao patrdo sem
disponibilizar a este todas as informacdes para executd-lo, ou seja, o patrdo precisa da
matriz de rigidez local, do vetor de deslocamentos nodais e do vetor de esforcos
internos, mas nao tem acesso a como o empregado o fard, quais os dados que ele
manipula no processo, das funcdes auxiliares que ele utiliza ou mesmo de outros
empregados que ele aciona para prestar outros servicos especificos. Dentro deste
contexto, o patrdo tem acesso ao que € chamado interface, ou seja, os servigos prestados
pelo empregado (chamado neste contexto de objeto), as outras informacdes que nio diz

respeito ao patrdo lhe sdo ocultas, esse conceito é chamado Encapsulamento.

Em POO, as fun¢des desempenhadas pelos objetos sdo denominadas fungcoes-membro

ou métodos.

Define-se classe (class) como sendo uma gama de métodos e gabarito de dados. Um
objeto € uma instdncia de uma classe, assim sendo, este possui todos os métodos

implementados na classe € uma gama de atributos armazenados em seus dados.
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Uma classe pode ser derivada de outra classe, chamada de classe base. Associado a esse
conceito vem também o conceito de heranga, que consiste no mecanismo pelo qual se
da o reaproveitamento de codigo. Através da heranca, uma classe pode disponibilizar a
outras uma selecao de atributos ou métodos, ou seja, uma classe derivada de uma classe
base qualquer recebe desta aquilo que nela foi implementado e que seja disponivel.
Dessa forma as implementagdes feitas em classes base ndo precisardo ser copiadas em

classes derivadas e qualquer modificacao afetard cada classe.

Outro conceito fundamental da POO € o polimorfismo. Por meio desta propriedade um
objeto de uma classe derivada pode ser tratado (manipulado pelo patrdo) como sendo
um objeto de uma classe base. Desta forma, o patrdo pode obter uma matriz de rigidez
de um elemento de barra tridimensional simplesmente acionando um objeto de uma
classe mais geral denominado, por exemplo, ElementoFinito, pois internamente a

hierarquia, se saberd exatamente qual servigo se deseja e qual classe o disponibilizaré.

Estrutura basica do programa FEMOOP

Apresenta-se de forma resumida a estrutura de classes basica do programa FEMOOP,
no entanto, no entanto, é preciso esclarecer que o processamento em um programa de
elementos finitos para andlise ndo-linear ocorre em trés diferentes niveis: Nivel de
Estrutura, nivel de elemento finito e nivel de ponto de integracao (Martha e Parente Jr.,

2002).

A estrutura consiste no conjunto de algoritmos responsdveis por analisar o problema e
nao dependem do tipo de elemento e do tipo de material utilizado na analise. No
programa FEMOOP, as classes responsaveis pela estrutura sdo Control e Finite Element

Model.
As principais tarefas realizadas a nivel de elemento sdo computar os vetores e matrizes

para a montagem da matriz de rigidez global e para o algoritmo de solucdo do sistema

ndo-linear. Essas tarefas sao independente das realizadas a nivel de estrutura.
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Por fim, a nivel de ponto de integracdo sdo computados os vetores de esforcos e as
matrizes constitutivas. Os valores obtidos por esses cdlculos sdo utilizados pelos
elementos para a construcdo das matrizes de rigidez e vetor de deslocamentos, porém

esse processo € independente.

FEM

l | l | |

~

[ Error J {Smoothing} ‘Element} [Material} { Node } LLoad ElementJ [ DSA }

LShape } tAnalysis Modcl] [IntPoint} LShape } [Analysis Modcl} [IntPoint}

Constitutive Model J

Figura A.1 Organizacdo geral das classes no programa FEMOOP (Martha, 2002)
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Figura A.2 Diagrama de hierarquia da classe control (cCtrl)
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Figura A.3 Diagrama da hierarquia da classe cStressStrain
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Figura A.5 Diagrama da hierarquia da classe cCrossSection
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ANEXO B

Aplicativos Auxiliares

Visando uma maior otimiza¢do nos trabalhos associados a pesquisa, vdrios aplicativos
auxiliares foram desenvolvidos em linguagem C e VisualLISP/DCL para os mais
diversos fins. Apresenta-se em seguir uma relagdo dos aplicativos desenvolvidos e suas

aplicacoes.

Aplicativo para captura de coordenadas de pontos no espaco

Aplicativo desenvolvido em linguagem LISP para utilizacdo em programas CAD com
suporte a linguagem e que permite capturar pontos no espaco tridimensional da area de

trabalho do programa e exportd-los para planilhas eletronicas ou arquivos de texto.

Este aplicativo foi desenvolvido ainda durante a graduacdo do autor e adaptado para o
presente trabalho, teve como principais aplica¢des a geracao de matrizes de coordenadas
nodais de estruturas para andlise e geracdo de coordenadas a partir de imagens
digitalizadas de graficos da literatura para plotagem e comparacdo com resultados

obtidos das andlises apresentadas no capitulo 5.

Apresentou grande praticidade e possibilitou a obtencdo de dados da literatura com

precisao e rapidez.

Pré-processador LISP para o programa FEMOOQOP

Trata-se de um estudo na tentativa de desenvolvimento de um pré-processador utilizado
para a geracdo de arquivos de entrada para andlise posterior no FEMOOP. O aplicativo
foi desenvolvido em linguagem de programacdo LISP com interface interativa

desenvolvida em linguagem DCL. Permite a modelagem da estrutura em andlise no
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aplicativo CAD e a partir desta € capaz de identificar as condi¢cdes de contorno impostas
pelo usudrio, subdividir as barras em nimero de elementos definido pelo usudrio. O
programa ainda é capaz de classificar as barras por tipo de sec@o e retornar o relatério

de informagdes geométricas e fisicas basicas para o processamento posterior.

Figura B.1 Malha gerada pelo pré-processador a partir de geometria desenhada pelo

usudrio

O aplicativo, porém, € limitado a gerar dados de entrada para andlises com o elemento
finito estudado e nao faz o relatdrio relativo a discretizacdo da secdo transversal, sendo
estes dados inseridos posteriormente. Os carregamentos nodais também ndo sdo

contemplados ainda.
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STRUCT - Application
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Figura B.2 Interface principal do pré-processador
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Figura B.3 Interfaces Secunddrias do pré-processador

O aplicativo permite gerar dados de entrada com boa eficiéncia, reduzindo muito o
tempo da andlise ao permitir uma geracdao de dados da geometria da estrutura de forma
rdpida e precisa, possibilitando testar mais modelos e diferentes arranjos e

discretizagdes com menos tempo.
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Como o programa trabalha com manipulacdo de entidades dxf, a coleta de dados é
precisa. Mesmo barras muito pequenas, proximas ou mesmo superpostas tém seu dados

extraidos sem interferéncias ou distorcoes.

Filtro de dados de saida

O programa FEMOOP retorna um relatério amplo, sendo muito trabalhoso recolher as
informacdes importantes para avaliacdo e comparagdo com a literatura, dessa forma,
com o intuito de agilizar o processo, um aplicativo ja utilizado por Muniz (2005) e
melhorado no presente trabalho foi aplicado. Trata-se de um programa desenvolvido em
linguagem C capaz de filtrar as informacgdes referentes ao fator de carregamento e as
respectivas deformagdes no ponto definido pelo usudrio, imprimindo esse valor em
arquivo de texto e planilha eletronica. A utilizagdo desse aplicativo em associagdo com
o aplicativo para captura de coordenadas possibilitou uma grande produtividade na

avaliacdo de resultados e comparacido com dados da literatura.

Pos-processador grafico

Com a inten¢do de verificar o comportamento global da estrutura ao longo da sua
deformacdo, um aplicativo foi desenvolvido em linguagem C capaz de recolher do
arquivo de saida do FEMOOP os dados relativos as deformagdes em todos os nds da
estrutura e gerar um arquivo dxf contendo a figura representativa da estrutura em sua
posicdo original, sua posicao final na andlise e as posi¢Oes intermedidrias apresentadas
ao longo do caminho de equilibrio descrito entre as posicdes inicial e final. Além da
possibilidade de verificar o comportamento da estrutura de forma global, o aplicativo
foi util na detec¢ao de erros de conectividade, condi¢des de contorno ou geometria de

secOes transversais.
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Figura B.4 Deformada da estrutura (ampliagcdo em 2x).

IS

Figura B.5 Caminhamento dos deslocamentos (Ampliado em 4x).
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:
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Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral
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Baixar livros de Defesa civil
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Baixar livros de Direitos humanos
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Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica
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Baixar livros de Fisica
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