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Resumo

Em 2003, Jack Wisdom desvendou um novo efeito de relatividade geral, um feno-
meno de fases geométricas no qual, ao contrario do resultado tradicional da mecani-
ca newtoniana em espacos euclidianos, sistemas de particulas em espacos ambientes
curvos podem deslocar-se rigidamente sem auxilio de forcas externas ou ejecao de
matéria. Mais precisamente, sistemas vinculados formando corpos quase-rigidos po-
dem transladar-se sobre variedades com curvatura intrinseca, incluindo espagos-tempos
relativisticos, pela realizacao de deformagoes ciclicas geradas por forcas puramente in-
ternas, como num processo usual de natacao. Esse efeito, a parte seu inegavel préprio
mérito conceitual, parece abrir um novo filao no intrincado estudo de corpos rigidos
em relatividade geral, além de representar um mecanismo incomum de auto-propulsao.
Nesta dissertacao, realizamos uma revisao exaustiva da literatura sobre esse tema e,
ademais, damos uma contribuicao original pela extensao dos resultados de Wisdom,
obtidos para a geometria de Schwarzschild, para solu¢oes cosmologicas de Friedmann-
Robertson-Walker, em cujo contexto o efeito pode, a principio, manifestar-se de forma

mais significativa.

Palavras Chaves: natacao no espaco-tempo; fases geométricas; auto-propulsao;

mecanica em espacos curvos.

Area do conhecimento: Relatividade e Gravitacio
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Abstract

In 2003, Jack Wisdom unveiled a new general relativity effect, a geometric phase
phenomenon in which, contrary to the tradicional result for newtonian mechanics in
euclidian spaces, particle systems in curved ambient spaces are able to rigidly move
themselves without neither external thrust nor matter ejection. Stating it in a more pre-
cise fashion, constrained systems which compose quasi-rigid bodies can achieve trans-
lation on curved manifolds with intrinsic curvature, including relativistic spacetimes,
by means of cyclic changes in their shape provided by exclusively internal strains,
much like in an usual swimming process. Such an effect, besides its undeniable own
conceptual merit, seems to open a new vein in the intricate study of rigid bodies
in general relativity, in addition to representing an uncommon mechanism for self-
propulsion. In this dissertation, we carry through an exhaustive review of the litera-
ture on that matter and, furthermore, present an original contribution by means of the
extension of Wisdom’s results on Schwarzschild geometry to the cosmological solutions
of Friedmann-Robertson-Walker, in whose context the effect may, at first, turn out to

be more significative.
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Capitulo 1

Introducao

Entre os temas mais instigantes que permeiam toda a fisica tedrica estao os chamados
efeitos de fase geométrica (as referéncias [1| e [2] trazem revisdes exaustivas sobre o
tema). Considerando-se sistemas quanto-mecanicos, destacamos a chamada fase de
Berry. Para um sistema quantico descrito por um operador hamiltoniano que depende
de parametros que variam adiabaticamente e de forma ciclica (isto é, de modo que o
hamiltoniano final é igual ao inicial), M. Berry mostrou (veja referéncia [3]), em 1984,
que os auto-estados de energia associados variam, ao término do ciclo, nao apenas pela

fase dinamica

exp—%/E(t) dt, (1.1)

que claramente depende da duragao do processo, mas também por uma fase geométrica
adicional que depende apenas do circuito percorrido no espago de parametros (ou seja,
da seqiiéncia de valores que os parametros assumem), e nao de quao rapidamente
a variagao ¢ realizada. Esse resultado permitiu que diversos fenémenos conhecidos
fossem explicados e outros, novos, fossem previstos. Um exemplo é o efeito Aharonov-
Bohm (referéncias [4] e [5]), descoberto em 1959, que pode ser interpretado como um
fator de fase geométrico. De acordo com ele, uma particula carregada é afetada por
campos eletromagnéticos de regioes que ela mesma nao pode acessar, mostrando que
a acao local dos campos sobre as particulas nao é suficiente para determinar o seu
comportamento na descrigdo prescrita pela mecanica quantica (o caso mais comum é
aquele em que a funcao de onda de uma particula carregada movendo-se em torno de um
solenodide sofre um deslocamento de fase como resultado do campo magnético interno
ao aparelho, apesar de ele ser nulo na regiao externa, onde a particula pode ser de fato
encontrada). De maneira geral, fenomenos de fase geométrica estao associados efeitos
de anolonomia, isto é, a integracao num circuito fechado no espaco de parametros de
uma forma diferencial nio-exata, que pode, entdo, dar uma contribuicdo nio-nula. E

uma condig¢ao necessaria para haver fase geométrica, entao, que o espago de parametros



seja pelo menos bidimensional (na medida em que qualquer integral unidimensional
fechada é zero).

No contexto classico, exemplos de fases geométricas também sao conhecidos. Nesse
caso, de modo geral, a chamada fase de Hannay (geométrica) esta associada a efeitos
de anolonomia na variavel de angulo de um sistema hamiltoniano integravel descrito
por variaveis de angulo e agdo (veja referéncia [6]). Um caso cléassico especialmente
interessante é a translacao ligiiida de corpos deformaveis em fluidos com baixo niimero
de Reynolds (veja as referéncias [7], [8] e [9]) - isto é, caracterizado pelo predominio
das forcas viscosas sobre os efeitos inerciais - promovida apenas por variacoes ciclicas
de formato. Uma aplicacao desse efeito permitiu um melhor entendimento do meca-
nismo de locomogao (ou, em outras palavras, de natagao) de microorganismos como
protozoarios. O resultado contundente é que a distancia nadada num ciclo completo
de deformacoes depende apenas da seqiiéncia de formatos assumidos pelo corpo, e nao
da rapidez com que as deformacoes sao realizadas.

De maneira geral, o problema de fases geométricas em mecanica dos fluidos esté rela-
cionado com o ambiente onde se d4 o0 movimento do corpo em questao. Pensando nesse
ambiente como o proprio espaco-tempo, podemos nos perguntar se movimentos ciclicos
em variedades com curvatura nao-nula poderiam levar a efeitos onde fases geométricas
desempenhariam algum papel relevante - tendo em vista o resultado em fluidos, em
especial, a uma translacao ou, pelo menos, a uma reorientagao rigida de corpos defor-
maveis. A principio, uma resposta afirmativa poderia causar alguma surpresa, uma vez
que um teorema bem conhecido de mecanica classica garante que sistemas de particulas
no espaco euclidiano sdo incapazes de transladar-se rigidamente (isto é¢, mover o seu
centro de massa) na auséncia de forgas externas (veja referéncia [10]). O que impede a
natacao nesse caso, contudo, é a auséncia de curvatura no espago ambiente. De fato, J.
Wisdom mostrou (referéncia [11] - veja também [12] e [13]), em 2003, que corpos livres
que realizam movimentos ciclicos em espacos com curvatura espacial nao-nula podem
conseguir algum tipo de deslocamento, seja de translacao ou uma simples reorientagao.
Esse efeito é geométrico, isto é, depende apenas da geometria de formatos assumidos
pelo corpo, e nao da rapidez com que as deformacoes sao realizados, e é intrinsecamente
de relatividade geral, na medida em que se anula quando G — 0 e ¢ — oco. Chamamo-lo
de natacao no espaco-tempo. Ao contrario da natacao usual, nele o sistema nao forca
nenhum meio massivo a fluir na direcao contraria, aproveitando-se de forcas de reagao
para se locomover - ele tira proveito apenas das leis de conservacao inerentes a natureza
do espaco ambiente para se deslocar, sem nenhum auxilio de forcas externas. No caso
espaco-temporal tratado especificamente por Wisdom, foi considerado um tripé caindo
livremente no campo gravitacional de um corpo estatico esfericamente simétrico des-
crito pela métrica de Schwarzchild (veja referéncia [14]). O tripé é projetado para

abrir/fechar e contrair/estender os seus bragos ciclicamente, isto é, recuperando o seu



formato original depois de um certo intervalo de tempo. Ao final, dependendo da or-
dem de deformagao, o tripé pode retardar ou apressar a sua queda. Vale notar que
isso é conseguido gracgas ao trabalho realizado pelo proprio tripé, mas que, ao contrario
de deslocamentos a jato (ou seja, por ejecdo de matéria ou radia¢do), onde parte da
energia do combustivel é perdida por ejecao, usando o efeito proposto por Wisdom
para propulsao, em principio, toda a energia do combustivel seria aproveitada para a
locomogao. Esse efeito causou alguma perplexidade na comunidade cientifica (veja as
referéncias [15] e [16]), pois hé& anos ja se conhecia um efeito de gravitagao newtoniana
em que corpos extensos deforméveis eram capazes de alterar a sua Orbita por meio
de deformagbes nao-locais (consulte as referéncias [17] e [18]). No entanto, em 2006,
E. Guéron, C. Maia e G. Matsas esclareceram (referéncia [19]) de forma definitiva a
distincao entre os dois efeitos. Enquanto o efeito Wisdom, ou efeito de natac¢ao, é um
fenomeno local, de fases geométricas e dependente da existéncia de curvatura nao-nula
na variedade ambiente, o efeito newtoniano a ele comparado é nao-local e depende
fortemente da rapidez com que as variagoes de formato sao realizadas. Ele nao se deve
a curvatura ambiente, mas ao fato de as diferentes fases do processo de deformacao se
darem em regioes distantes do espago, com campo gravitacional de valores significati-
vamente diferentes, de modo que ha um trabalho ligiiido do sistema contra as forcas de
maré quando o ciclo se fecha (ou seja, quando o corpo retoma o seu formato original),
o que altera a sua energia total e, conseqiientemente, a sua orbita. A sua manifestacao
mais prosaica ocorre nos balangos, brinquedos de parques de diversao (veja a referéncia
[20]).

Ainda em 2006, J. Avron e O. Kenneth estudaram (referéncia [21]|) o efeito de
natacao para o caso de espacos homogéneos e isotropicos e nadadores nao-relativisticos,
isto é, a baixas velocidades. Os autores consideraram corpos suficientemente pequenos
realizando deformacoes ciclicas sobre tais variedades, e mostraram que uma condi¢ao
necessaria para que haja rotacao ou deslocamento rigido liqiiido é que a 1-forma de
Killing que gera movimento rigido nao seja uma forma diferencial fechada, isto é, seja
uma anolonomia. Como aplicacao desse resultado, eles mostraram, por exemplo, que
um sistema nao pode se transladar em um espaco de fundo euclidiano, mas pode rodar
em torno de seus eixos principais (consulte a referéncia [22] para uma revisao sobre o
assunto), o exemplo mais cotidiano disso sendo a capacidade dos gatos de cairem sobre
suas patas quando abandonados, de certa altura, com as suas costas voltadas para
baixo (referéncia [23]). Ademais, mostraram que magnitude da natagao é proporcional
ao tensor de Riemann associado a métrica espacial.

Além de a natacao no espago-tempo inserir a relatividade geral no elenco de teorias
fisicas com efeitos de fase geométrica, ela abre novas possibilidades no intrincado estudo
de corpos rigidos em relatividade geral (as referéncias [24] e [25] apresentam o forma-

lismo canonico para esse problema), introduzindo a possibilidade de auto-propulsao



sem ejecdo de matéria nem de radiacdo. De acordo com F. Wilczek (referéncia [13]),
o efeito Wisdom levanta questionamentos sobre o proprio significado de movimento no
tecido espago-temporal no caso de nao haver estrelas ou galaxias como referéncias para
julgar deslocamentos relativos, um problema discutido na comunidade cientifica desde
que foi mencionado pela primeira vez, por E. Mach.

A despeito de ser conceitualmente importante, a natacdo no espaco-tempo de
Schwarzschild leva a deslocamentos despreziveis, se pensarmos em sistemas astrofisicos
realistas. Por exemplo, um corpo com comprimento da ordem de 1 metro, realizando
deformagoes da mesma ordem de grandeza nas proximidades da superficies da Terra,
seria capaz de atingir apenas deslocamentos da ordem de 10727 metro por ciclo. Re-
alizando um ciclo de deformagoes por segundo, um tal nadador levaria centenas de
milhares de anos para transladar uma distancia igual somente & largura de um atomo.
Em solugoes cosmologicas das equagoes de Einstein (veja referéncias [26] e |27]), no en-
tanto, a natagao pode eventualmente ser um meio eficiente de navegagao, uma vez que
o efeito é cumulativo e nesse caso nao ha, em principio, um tempo limite restringindo o
numero de repeticoes do ciclo. Além disso, como tais soluc¢oes sao isotropicas, a natacao
seria igualmente viavel em qualquer direcao. No Capitulo 5, estudamos o fendmeno de
natacao em espacos-tempos de Friedmann-Robertson-Walker.

Além de estudar a natacao cosmologica, nos demais capitulos realizamos uma re-
visao da literatura relativa ao efeito de natacao no espago-tempo. Na Conclusao,
apresentamos um resumo do trabalho e apontamos possibilidades e perspectivas para

estudos futuros do efeito.



Capitulo 2

Movimento de um corpo extenso por

variacoes ciclicas de formato

A experiéncia cotidiana nos fornece varios exemplos de corpos extensos que, em se
deformando, sao capazes de alterar a sua orientacao espacial sem o auxilio de forcas
externas. Por exemplo, quando se segura um gato com as patas viradas para cima
e se solta o animal do repouso, contanto que a altura inicial a que ele se localiza do
solo seja suficientemente elevada, ele é capaz de girar sobre o seu proprio corpo e
cair sobre as suas patas. Um outro exemplo tradicional é o de atletas que praticam
salto ornamental, modalidade esportiva na qual um mergulhador, depois de saltar do
trampolim sem momento angular, e antes de cair na agua, realiza diversas manobras
com o seu corpo livre no ar. Em ambos os casos, a reorientacao dos corpos em questao
¢ obtida sem momento angular ligiiido ou forcas externas, mas exclusivamente pela
aplicagao de tensoes internas que geram uma seqiiéncia de deformacoes que comeca e
termina no mesmo formato. Isso ilustra o fato de que, a despeito da impossibilidade de
um sistema de particulas no espago euclidiano poder transladar-se rigidamente (isto é,
mover o seu centro de massa) exclusivamente por meio de interagoes internas, ele pode
ainda realizar rotacoes rigidas, desde que se deforme apropriadamente, retomando o
formato original ao término do processo!.

Neste capitulo, inicialmente, estudamos um formalismo geral, desenvolvido por Al-
fred Shapere e Frank Wilczek (veja a referéncia [18]), que fornece, se a variacdo de
formatos é uma funcao dada, de quanto se da a reorientacao de um corpo deformaével,
mostrando que se trata de um efeito geométrico, e exemplificamos a aplicagao desse
método com um exemplo simples?. Em seguida, passamos a estudar problemas mais

complicados, resolvidos por Jack Wisdom (veja a referéncia [11]), de corpos deforméaveis

'E importante que o corpo retome o seu formato original para que possamos comparar as suas
localizacOes e orientacOes iniciais e finais, calculando precisamente de quanto foi o seu movimento
rigido.

2N balh bé ¢ ivel f 1 bl i

esse trabalho, os autores também mostram que é possivel formular o problema como uma teoria
de gauge. Nao obstante, aqui vamos omitir esse tratamento, que foge ao escopo de nossas intencoes.



sobre subvariedades curvas do espaco euclidiano, e mostramos que esse fend6meno esta
essencialmente ligado a curvatura do espaco, e nao propriamente ao fato de os corpos
serem extensos. Em particular, um resultado surpreendente que emerge do trabalho
de Wisdom é que, em variedades de base curvas, os corpos deforméaveis podem nao
apenas modificar a sua orientagao, mas até mesmo se transladar rigidamente. A esse
fendmeno damos o nome de efeito de natacao.

Essa conclusao motiva a extensao da idéia para espagos-tempos curvos relativisticos,
que é o foco principal desta dissertacao, e que passaremos a estudar minuciosamente

no Capitulo 3.

2.1 Cinematica de corpos deforméaveis

Consideremos um corpo extenso, no espaco euclidiano tridimensional, capaz de alterar o
seu formato. Vamos calcular, dada a seqiiéncia de formatos assumidos como uma fungao
do tempo, de quanto ele roda ligiiidamente (ou seja, como a sua orientagao se altera)
como uma conseqiiéncia exclusiva de tais deformacoes, isto é, assumindo que nao haja
forcas ou torques externos atuando, de modo que o seu momento angular inicial seja
conservado. Uma das propriedades mais interessantes desse fenomeno é que, conforme
vamos mostrar, a rotacao obtida nao depende da rapidez com que as deformacoes
sao realizadas, uma vez que as equacoes de movimento se mostram invariantes sob
reparametrizacao temporal - apenas a geometria das deformacoes é relevante.

O espaco de configuragoes de um corpo deformével é o espaco de todos os seus
possiveis formatos, providos de orientacio e localizacio. E ttil definir, porém, um
espaco de formatos delocalizados, que considera apenas os formatos propriamente di-
tos, independentemente da orientacao e da localizacao do corpo. Em outras palavras,
nesse espaco, duas configuracbes com mesmo formato, mas orientacao e localizacao
diferentes, sao consideradas equivalentes. Se nao ha forgas externas atuando sobre o
corpo, o seu centro de massa permanece em equilibrio (em repouso ou em movimento
retilineo e uniforme) e, entdo, é possivel e conveniente trabalhar no referencial do seu
centro de massa. Nesse caso, o espaco de configuracoes se reduz ao espaco de formatos
com orientagao, sempre centrado na origem. A questao que queremos resolver pode,
nesse contexto, ser colocada da seguinte forma: dado um caminho no espaco de for-
matos delocalizados, qual é o caminho correspondente no espaco de configuragoes? A
conservacao de momento angular é o ingrediente fundamental para responder a essa
pergunta. Em termos meramente descritivos, a reorientacao ocorre porque, quando o
corpo muda de formato, o movimento de suas partes constituintes envolvido tem, em
geral, um momento angular ligiiido, e entao o sistema como um todo precisa rodar
para compensar essa variacao, de forma a manter o seu momento angular inicial.

A dificuldade principal é como descrever a rotacao de um corpo que estd conti-



nuamente alterando o seu formato. Para descrever a rotacao de um corpo rigido, em
geral, usamos parametros, como angulos de Euler, que variam com o tempo a medida
que o corpo roda, e que sao definidos a partir de um conjunto de eixos fixos sobre o
corpo, COmo oS seus eixos principais, e uma orientacao de referéncia, que pode ser, por
exemplo, aquela em que os eixos principais estao alinhados com os eixos retangulares
do sistema de coordenadas. No caso de um corpo deforméavel arbitrario, por outro
lado, é preciso definir um conjunto de eixos de referéncia para cada formato possivel.
Uma escolha natural que pareceria eficiente a primeira vista é a dos proprios eixos
principais (variaveis), ordenados conforme a magnitude dos seus momentos de inércia
principais (também variaveis), mas uma tal escolha se torna singular quando dois ou
mais momentos de inércia se degeneram e, assim, ela nao se mostra especialmente
conveniente. No entanto, nao importa qual conjunto de eixos escolhamos para cada
formato possivel, o problema ainda deve ter solucao, e a escolha é, pois, totalmente
arbitréria. (E claro que cada problema especifico pode, eventualmente, permitir uma
escolha mais conveniente do que as outras, dependendo de suas simetrias. O formalismo
geral, contudo, é totalmente independente dessa particularidade.)

Assim, defrontamo-nos com uma degenerescéncia infinita de possiveis descrigoes
cinematicas do problema, todas elas, naturalmente, equivalentes. Em cada ponto do
espaco de formatos, que tem dimensao infinita, devemos escolher um conjunto de eixos
de referéncia de um espago que se parece com o grupo de rotagoes SO (3). Na proxi-
ma secao, vamos desenvolver um formalismo que funciona para qualquer uma dessas
infinitas possibilidades de escolha e, além disso, d4 uma prescricao simples de como

passar de uma dada descricao para outra qualquer.

2.1.1 Calculo da reorientacao de um corpo sob variacoes de

formato

Suponhamos que escolhemos um conjunto de eixos ortogonais de referéncia para cada
possivel formato desorientado® do corpo. Essa escolha de eixos fornece automati-
camente uma orientacao padrao, que denotaremos genericamente por Sy, para cada
formato possivel. Ou seja, dado um formato, temos automaticamente uma orientacao
associada a ele, pela escolha que fizemos do conjunto de eixos de referéncia. Essa ori-
entacao, contudo, nao passa de uma construcao arbitraria e nao corresponde, em geral,
a orientagao fisica real S do corpo quando ele assume um dado formato. Nao obstante,
para cada formato, a orientacao fisica real pode ser obtida da orientacao padrao por

uma rotagao em torno do centro de massa. Nosso objetivo ¢, dado um caminho no

3Como estamos trabalhando no referencial do centro de massa do corpo, a sua localizacio ndo se
altera. Dessa maneira, além do formato, o tnico dado necessério para a especificacdo completa da
configuracao do sistema é a sua orientacdo. Quando falamos em formato desorientado estamos nos
referindo, assim, ao formato do corpo independentemente da sua orientagao.



espaco desorientado de formatos, ou, equivalentemente, uma seqiiéncia de orientacoes
padrao Sy (t), obter a seqiiéncia de orientagoes fisicas S (t) correspondente. Como ja

comentamos, elas devem estar relacionadas por rotagoes R (),

S(t)=R(t) S, (t). (2.1)

Nessa equagao, para cada instante ¢, R (t) é uma matriz 3 X 3 ortogonal e com deter-
minante +1. Além disso, R (t) depende da escolha de eixos de referéncia para cada
formato. De fato, suponhamos que fazemos uma mudanca de eixos de referéncia para

cada formato,

So + Sy = Q[Sy] So. (2.2)

E claro que as orientacdes fisicas S () ndo devem ser alteradas por essa mudanca
de referéncias; sao as rotacoes que fazem a transicao da orientacao padrao para a
orientacao real que devem ser correspondentemente alteradas. Mantendo a forma da
equagao (2.1),

S(t) = R(t) So(t) = R () So (1),
e usando a equacao (2.2), obtemos

R(t) So (t) = R (£) 2[So (£)] So (¢) ,

de modo que a rotacao R (t) deve se transformar conforme

R(t)— R(t)=R({#) Q7 [Sy (1)]. (2.3)

Nosso problema reduziu-se, de acordo com a equagao (2.1), a determinar R (t). Va-
mos computéi-lo para uma deformacao infinitesimal e integrar o resultado para resolver

o caso de variacgoes finitas de formato. Definimos uma quantidade A por meio de

dR dR
T RIRTZ=)=RA 2.4
i () 24
ou seja,
dR
A=R1T—. 2.
R o (2.5)

Fica claro da definicio que A é uma matriz 3 x 3, e também que se trata de uma
quantidade local. Como veremos em seguida, A é univocamente determinada pelo
caminho de deformacao, representado por S (t), por meio dos vinculos impostos pela
conservacao de momento angular.

Uma vez que A é conhecida, a rotacdo completa R (t) associada a Sy () pode ser



expressa, resolvendo-se a equagio (2.4) com condigdo inicial* R(0) = 1 (onde 1 é a

matriz identidade), como uma exponencial ordenada®,

R(t) = P exp MA(t') dt’] , (2.6)

onde P indica que, em se expandindo a exponencial da integral, todas as matrizes A

sao ordenadas com tempos maiores a direita,

R(t)_1+/Otdt1A(t1)+/Otdt1/0tldt2A(t1)A(t2)
+ /Otdtl /Otl dtQ/OtQ dts A(t1) A(ta) A(ts) + - -+ (2.7)

com it <ty <tg<--- <t

Notemos, agora, que essa expressao ¢ invariante sob reparametrizagoes temporais
arbitrarias, ¢t — 7 (t). De fato, sob uma tal transformagao, a medida se reescala como
dt — dt = 7dt, ao passo que A (t) — A (1) = A(t) /7, uma vez que

A(t) = R\ (t) (dR/dt) = R™' (1) (dR/dr)+ = A(r) 7.

Isso mostra que a reorientacao do corpo é independente da rapidez com que as defor-
macoes sao realizadas; apenas a seqiiéncia de formatos assumidos importa. O fenomeno
é completamente geométrico, conforme ja haviamos adiantado.

Obtivemos, em suma, a solucao do problema de reorientacao a partir de variacoes de
formatos, expressa pelas equagoes (2.1) e (2.6), para um dado caminho de deformagoes
So (t) no espago de formatos. No entanto, essa solugao foi expressa em termos da matriz
A, que permanece indeterminada. Na proxima secao, fechamos a resolucao da questao

que nos propomos, calculando A explicitamente.

2.1.2 DinaAmica

A dinamica de um corpo deformavel livre é totalmente determinada pela conservacao
de momento angular. Vamos calcular A explicitamente usando essa lei de conservacao,
considerando, em particular, o caso em que o momento angular L é zero.
Consideremos que o corpo ¢ formado por particulas de massa m,) localizadas em
posicoes ) (). A i-ésima componente do momento angular total do corpo é, entao,

simplesmente

4 Assim escolhida por conveniéncia.

®A exponencial ordenada ¢ a solugdo da equagdo (2.4) para algebras ndo-comutativas, como a
algebra de matrizes, analoga & exponencial usual, relativa a dlgebras comutativas, como a dos ntimeros
reais.



Li = €ix Y mny Ty’ E )", (2.8)

onde indices repetidos sao somados de 1 até 3. Cada possivel configuracao das posigoes
T(ny determina um tnico formato (e uma tinica orientacgao fisica) para o corpo. Assim,
a cada configuragao dos vetores x () associa-se uma tnica orientagao padrao Sp, na qual
as particulas teriam, digamos, posi¢oes Z(,). Num instante ¢, essas duas configuragoes

sao relacionadas pela rotagao R (),

Ty (1) = R (t) Ty (t) - (2.9)

Dessa maneira, podemos reescrever a equacao (2.8), em termos de ¢,y e R (t), como
Li = eige 3 iy (BT B Fym + BTyt BTy ). (2.10)
Basta, entao, impor L; = 0 e resolver para A = R™'R. O resultado é

Ay (1) = <R1R)ij — e (7)) " L, (2.11)

onde I é o tensor de inércia do corpo na orientagao padrao Sy (t) no instante t e Léo

momento angular aparente correspondente, dados por
I” = Z mM(n) [ 5” )i (Z’(n)j] s (2.12)

_e”kZm n) x )k (2.13)

Em resumo, as equagoes (2.1), (2.6) e (2.11) fornecem uma solu¢ao completa para
o problema de se obterem as rotacoes de um corpo deformével realizando um dado

caminho de deformagoes Sy (t) no espaco de formatos desorientados.

2.1.3 Exemplo: duas esferas concéntricas

Consideremos duas esferas concéntricas rodando em torno do seu centro de massa co-
mum, pelo qual estao conectadas, formando um corpo articulado. As deformagoes desse
sistema correspondem as rotacoes relativas das esferas. Para cada uma das esferas in-
dividualmente, o espaco de possiveis orientagoes é SO (3), que pode ser parametrizado,
por exemplo, por angulos de Euler. Assim, o espaco de configuracoes do corpo articu-
lado como um todo & SO (3) x SO (3).

A cada possivel formato do sistema, isto é, a cada orientacao relativa das esferas,

precisamos associar uma orientacao padrao Sy, e é claro que o espaco de todas as
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orientagoes padrao também deve ser isomorfo a SO (3). Vamos escolher as orientagoes
padrao como aquelas em que a esfera de maior raio tem orientagao fixa, com o seu
polo norte sobre a parte positiva do eixo-z e o seu meridiano ¢ = 0 sobre o plano-zz.
Qualquer rotacao da esfera de raio menor relativa a de raio maior deve ser compensada
por uma rotacao em sentido contrario desta tultima, de modo a conservar o momento
angular total e, na base de orientagoes padrao que escolhemos, essa rotacao da esfera
exterior é igual a rotagao ligiiida do sistema (ou seja, a rotacao da esfera maior é igual
a rotagao que leva da orientagao padrao até a orientagao fisica real).

Suponhamos que o momento angular inicial do sistema seja nulo e que as rotagoes
relativas se déem todas num plano fixado. Se 6 e €' sdo as orientacgoes fisicas das duas
esferas nesse plano e se I e I’ sdo os momentos de inércia de cada uma delas (em relagao

a qualquer eixo que passe pelo centro de massa comum), temos entao

L=I0+T1¢=0. (2.14)

N

Consideremos que ¢’ e I’ referem-se a esfera exterior. Nesse caso, a especificacao de
uma seqiiéncia de formatos do sistema significa que as orientagoes relativas sao funcgoes
dadas, isto é, que sabemos a diferenca 6 — 6’ em todos os instantes de tempo. Usando
a equacao acima, podemos facilmente escrever 6’ em termos da derivada dessa funcao.
Somando e subtraindo I8’ a0 membro direito e fatorando, obtemos

§ = —% (9 - 9”) . (2.15)

Essa é a equacao diferencial que da a orientacao fisica da esfera exterior, que, conforme
comentamos, especifica a orientacao do sistema. Ela se aplica apenas, porém, no caso
em que a rotacao relativa dada se passa num plano fixado. Num caso mais geral, as
deformacoes do sistema podem envolver rotacoes em diversos planos. Vamos, entao,
generalizar esse resultado.

Sejam {J1, Jo, J3} os trés geradores de rotagoes relativas entre as duas esferas, com
[Ji, Jj] = € J*. Uma variagao infinitesimal de formato do corpo pode ser, pois, escrita

genericamente como

Q=uw'J; (2.16)

Num tempo finito ¢, a orientacao relativa entre as duas esferas é dada por

Ry (t) = Pexp Uot dt’ Q(t’)} : (2.17)

Reforcemos que, neste problema especifico, a orientacao relativa é equivalente ao for-
mato do sistema como um todo. A nossa escolha de orientacoes padrao considera a

esfera exterior parada. Logo, Ry representa, para um dado caminho de deformacoes

11



no espaco de formatos, rotacoes da esfera de menor raio. No entanto, nao sao rotacoes
reais do sistema fisico; elas se referem apenas as alteracoes de formato delocalizados
do sistema. Observemos, também, que a funcao 6 — 0’ da nossa formulacao inicial
corresponde & fungao dada Ry (t) do problema mais geral que agora abordamos.
Agora, dada a simetria esférica, os momentos de inércia das esferas sao, como ja
observamos, os mesmos em relacao a qualquer eixo que passe pelo centro do sistema,
de modo que a conservagao de momento angular implicaré, a exemplo do que acontecia
no caso de rotacoes num plano fixado, que a reorientacao infinitesimal do sistema sob
a deformacao infinitesimal €2 seré
A ! Q 2.18
e (2.18)

e, para um caminho € (t) de deformagoes no espago de formatos, temos da equagao

(2.6), num tempo finito,

R(t) = Pexp {—Hj_p /Ot dt’Q(t’)] : (2.19)

Vamos considerar um caso particular que, conquanto simples, mostra que, num
ciclo fechado de deformagoes, ou seja, tal que Ry (7') = 1, o sistema pode se reorientar,
isto é, podemos ter R(T) # 1, onde T' é o tempo total do ciclo. Suponhamos que
rodemos a esfera exterior de um angulo infinitesimal € em torno do eixo-z e do eixo-
y, sucessivamente; depois de —e em torno dos mesmos eixos; finalmente, de —e? em
torno do eixo-z. Suponhamos, também, que cada uma dessas rotacoes é feita com
velocidade angular constante. Esse ciclo de deformagoes é fechado (isto é, retorna
aproximadamente ao ponto inicial do espaco de formatos) até ordem de €3, pois, de

acordo com a equagao (2.17),
RO (T) — e—ie2jz e—ieJy e—ier 6ieJy eier =1+0 (63) ] (2.20)

Para tornar a notacao mais compacta, definimos

I
04—1_+[/.

De acordo com a equagao (2.19), a nova orientacao do sistema sera dada pela rotagao

(2.21)

rigida
R(T) _ eiaesz eiaeJy eiaEJx e—iaeJy e—iaEJ;x) — 6i(a*02)62a]z' (222)

Isso quer dizer que o sistema como um todo sofre uma rotagao de (o — a?) € em torno
do eixo-z.
Resumindo, embora o sistema sofra uma seqiiéncia de deformacoes que o leva de

volta ao seu formato original a menos de O (€%), ele realiza uma rotagao rigida de O (€?).
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O sistema poderia ser levado de volta ao seu formato original exato por uma nova
rotacao de O (€?), mas a rotagdo rigida total permaneceria de O (€?). Esse exemplo
ilustra bem como a reorientacao do sistema nao depende de quao rapidamente sao
realizadas as deformacoes, mas apenas do caminho percorrido no espaco de formatos.
A rotagao liqiiida do sistema é uma fase geométrica.

Esse fendbmeno pode se passar de forma a ser ainda mais instigante. Duas esferas
com momento angular total nulo realizam rotacao relativas de angulos da ordem de €
e sofrem uma rotacao rigida da ordem de €2. Agora, se essa seqiiéncia de deformacoes
é realizada repetidamente, obtemos uma taxa média de rotacao rigida por unidade de
tempo. O angulo € pode ser tomado tao pequeno quanto se queira, enquanto a taxa
média de rotacao rigida pode ser mantida, desde que as deformagoes sejam repetidas
suficientemente rapido. Se € é pequeno o suficiente para que o movimento relativo das
duas esferas seja microscopico, ele pode ser nao-observavel, ao passo que a taxa de
reorientacao do sistema como um todo o é. Dessa forma, seria, em principio, possivel
observar as duas esferas girando como um todo, sem rotagoes relativas entre si, e com

momento angular zero.

2.1.4 Natacgao de corpos rigidos conectados sobre espagos cur-

VOS

Nesta secao, vamos considerar, mais uma vez, um caso em que o corpo deformével é
constituido de dois corpos rigidos conectados, de modo que as deformagoes do sistema
como um todo correspondem a reorientacoes das duas partes rigidas. No entanto,
agora, vamos considerar que o sistema localiza-se sobre um espago curvo, e verificar
que, nesse caso, a natacao rigida do sistema ocorre mesmo no limite em que o tamanho
dos corpos constituintes é infinitesimal.

Consideremos duas calotas esféricas circulares de raio angular v e massa m uni-
formemente distribuida, ambas imersas numa superficie esférica de raio R. Suponhamos
que elas estejam conectadas entre si e que nao haja forcas externas, de modo que o
movimento de uma deve levar a um movimento da outra, para que as leis de conser-
vacao sejam respeitadas. Vamos mostrar que variagao ciclica da orientagao relativa das
duas calotas pode levar a uma rotacgao rigida do sistema completo sobre a esfera que
serve de espaco ambiente.

Seja {Z, 7, 2} uma base ortonormal dextrogira centrada no centro da esfera. As duas
calotas sao posicionadas simetricamente acima e abaixo do plano-zy de um angulo ¢,
e rodadas em sentidos contréarios em relacao ao seu proprio centro de um angulo 6. As
coordenadas 0 e ¢ sdao os parametros de deformacao do sistema. A medida que eles
variam, o sistema se ajusta dinamicamente, e as duas calotas se deslocam ao longo da
esfera; por causa da simetria, esse movimento serd uma rotagao em torno do eixo-z.

Seja 1 o angulo de longitude do sistema, de modo que rotagoes em torno do eixo-

13



z representam variacoes de 1 e vice-versa. Desse modo, ¢ é a variavel dinamica do
sistema, que mede a sua localizagao sobre a esfera. A Figura 2.1 ilustra a configuracao

do sistema e dos parametros 6, ¢ e ).

P

Figura 2.1: Duas calotas circulares sobre uma esfera. Os dois parametros de deformagao sdo os
angulos 0 e ¢, enquanto o angulo 1 mede a localizacao (longitude) do sistema como um todo sobre a
esfera. Os parametros de deformacio variam conforme um programa pré-estabelecido, e a coordenada
de localizacao se ajusta dinamicamente como resposta, de acordo com as leis de conservagao.

A éarea de cada calota esférica é dada, em coordenadas esféricas (p, ©,®), pela

2 ¥
S:/ dS = R2/ dcb/ dOsin O, (2.23)
calota 0 0

S =2rR* (1 — cos) . (2.24)

integral

o que resulta em

Assim, o momento de inércia C' de cada calota em relagao ao eixo radial que passa pelo

seu centro é dado por

m

J— 3 2
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2 2m 0l
- L/ d@/ dO sin® ©
27 (1 —cos7) J 0

mR? 2 1
= T —cosy) (§ + 3 cos® v — cos 7> , (2.25)
ou seja,
2 1 1
C =mR? (5 — 38y =3 cos® 7) : (2.26)

J& o momento de inércia A de cada calota em relacao a qualquer eixo que seja perpen-

dicular a esse eixo radial e passe pelo centro da esfera é dado por

m
A = 2 2 .92 Q(D
27 R? (1 — cos Py)R /Calota, (COS © + sin” O cos ) ds

mR2 2 v
= m/() d(I)/o dO sin © (cos2 O +sin* O cos? q)). (2.27)

Resolvendo a integral, obtemos

mR? 4 1
A=——"——¥——|-—=cos’y—cosy |,
2(1—cosvy) \3 3
ou, finalmente,
2 1 1
A =mR? (§ + A cos? v + g cos ’y) . (2.28)

Além disso, é possivel provar® que o momento de inércia de cada calota em relacio ao

eixo-z é

I, = Acos® ¢ + C'sin® ¢. (2.29)

E facil ver que, na medida em que as calotas giram em sentidos contrarios tanto para
uma deformacao 6 — 6+ df quanto para uma deformacao ¢ — ¢+d¢ e dada a simetria
do sistema em relacao ao plano-zy, os seus momentos angulares sao opostos para uma
rotagao d¢ em relagao ao equador, anulando-se na soma, ao passo que, para uma
rotacao dfl em torno dos eixos radiais que passam pelo seus centros, as componentes de
seus momentos angulares nas direcoes de & e § se anulam e as componentes na dire¢ao
de 2 sdo iguais (mesma magnitude e mesmo sentido), resultando numa resultante nao-
nula nessa direcao que é o dobro de cada uma delas individualmente. Logo, dado um
caminho (0 (t), ¢ (t)) no espago de formatos/orientagoes relativas, surge um momento
angular ligiiido na direcao-z, o que leva o sistema a rodar como um todo em torno

desse eixo, de modo a compensar essa variacao e manter o momento angular total

6Um caso inteiramente andlogo é estudado na referéncia [29)].
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conservado. Ou seja, o sistema realiza uma rotagao ¢ — 1 + diy. Notemos que, sob
um tal movimento, as duas calotas dao a mesma contribuicao de momento angular.
O momento angular de cada calota quando gira em torno do seu proprio centro tem
magnitude Co e aponta para o centro da esfera; a projecao sobre o eixo-z é, pois,
C'sin ¢ 6. Assumindo que o momento angular total seja zero, temos, entao, pela sua

conservacao,

21,10 —2Csing 0 =0,

ou seja, a equagao de movimento para 1 (t) é, usando a equagao (2.29),

S C'sin ¢ (t)
vit) = Acos? ¢ (t) + Csin® ¢ (t)

Vamos computar a rotagao rigida do sistema quando ele realiza um caminho fechado

0(t). (2.30)

no espaco de formatos, retornando & sua configuracao relativa original ao término do
processo de deformagao. Consideremos o seguinte ciclo: variamos 6 de Af mantendo
¢ fixado; variamos ¢ de A¢ mantendo 6 fixado; finalmente, retornamos ao valor inicial
de 0 sem alterar ¢ e, em seguida, ao valor inicial ¢ sem alterar 6. Nas partes do ciclo
em que 6 é constante, como ja observamos, o movimento relativo das calotas nao tem
momento angular ligiiido e, por conseguinte, o sistema nao roda. Reorientacoes do
corpo articulado ocorrem nas duas fases do ciclo em que 6 varia, e essas duas rotacoes
nao se cancelam porque cada uma delas ocorre a um valor diferente de ¢.

Notemos que podemos reescrever a equacao (2.30) como

C'sin¢
Acos? ¢ + Csin? ¢

vendo df como uma 1-forma no espaco de formatos. A rotacao rigida total do sistema

dip = (2.31)

pode ser escrita como uma integral de linha

Ap=¢ w, (2.32)
oIl

sobre o contorno OII da regiao I descrita pelo ciclo no espago de formatos coberto com
coordenadas {6, ¢} da 1-forma

B C'sin ¢
~ Acos? ¢+ C'sin’ ¢

Usando o teorema de Stokes, podemos reescrever Ay em termos da integral sobre a

w (0, 9) (2.33)

regiao II da diferencial exterior dw,

qu:/ndw, (2.34)

ou seja,
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B g C'sin ¢
Ay = /H 10L0) (ACOSQ¢+CSiH2¢) d¢ A db. (235)

Como a 1-forma w nao é fechada, Ay nao serd, em geral, zero. Para deformacoes
suficientemente pequenas, a integral acima é aproximadamente proporcional & area da

regiao 11,

0 C'sin ¢
A = 26 (ACOSQ¢+CSiD2¢

Se as calotas sao pequenas, ou seja, se v € pequeno, os momentos de inércia podem

) AOAS. (2.36)

ser aproximados por C'~ my?R?/2 e A ~ mR?. Suponhamos que, além disso, também
é pequeno o angulo de separacao ¢ entre cada uma das calotas e o plano-zy. Nesse

caso,

C'sin ¢ Co my R2¢ /2

~

Acos? ¢ + Csin? ¢ S A A2 +Co? ~ mR? — mR2p? + my2R2¢2/2’

Considerando o termo dominante em ¢, temos assim

C'sin¢ N V2P /2 1
Acos2¢+ Csin2¢  1—¢?+1202/2 2

Logo, a equagao (2.36) pode ser aproximada por

V.

0 (1
A ~ %9 <§72¢) AOAg,

e entao

1
At~ 2 7° A9 A, (2.37)

Essa é a rotacao em torno do eixo-z que o sistema articulado realiza rigidamente como
uma conseqiiéncia do ciclo de deformacao executado, no caso de calotas pequenas
e pequena separagao angular entre elas. Notemos, revendo na Figura 2.1 o sentido
definido como positivo para 6 e para v, que se Af > 0, a reorientagao se da no sentido
anti-horario, em que v cresce, pois o momento angular gerado pela deformagao aponta
na direcao de —Z e a rotacao liqiiida deve, pois, ter momento angular com sentido
oposto.

Enfatizemos que a rotacao ligiiida alcancada por reorientacoes relativas é indepen-
dente da rapidez com que se realizam estas ultimas. Novamente, estamos diante de um
fenomeno totalmente geométrico.

Tendo tomado todos os comprimentos do sistema pequenos frente ao raio da esfera

ambiente, podemos suspeitar que a esséncia do efeito liga-se ao fato de que o sistema
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articulado localiza-se sobre um espagco curvo, e nao ao fato de ser constituido por partes
extensas rigidas. Na proxima se¢ao, vamos confirmar essa suspeita ao estudar a natagao

de particulas pontuais ligadas por hastes deformaveis.

2.2 Nadando em espacos curvos

Na secao anterior, estudamos um exemplo de sistema que pode nadar - isto é, alterar
a sua localizacao ou orientacao rigidas por meio de ciclos fechados de deformacao
- sobre uma variedade de curvatura constante, uma esfera S?. Também é possivel
ocorrer natagao em variedades de curvatura nao-constante, mas, para isso, o conceito
de corpo rigido deve ser enfraquecido. Corpos rigidos sao definidos como sistemas de
particulas tais que a distancia de qualquer par permanece constante. Isso significa que
h& um grande niimero de vinculos redundantes entre os constituintes, no sentido de que
mais vinculos sao especificados do que seria necessario para estabelecer as suas loca-
lizagoes relativas. Corpos rigidos nao podem, em geral, mover-se sobre uma variedade
de curvatura variavel, porque os vinculos posicionais nao permaneceriam consistentes
a medida que ele se deslocasse, ja que distancias dependem da curvatura ambiente.

Consideremos trés particulas nos vértices de um triangulo, com geodésicas de com-
primento fixo conectando-as, e suponhamos que ha uma quarta particula no centro do
triangulo, ou seja, equidistante de cada particula nos vértices. Esse corpo nao pode
se mover para regidoes com curvatura diferente sem que alguma das distancias entre as
particulas constituintes se altere. Se, em vez de especificar que a particula central é
equidistante de cada uma das outras particulas, impuséssemos apenas que ela esta a
uma distancia constante de duas delas, o corpo poderia se deslocar sobre variedades
curvas sem desrespeitar nenhum vinculo. Damos a um corpo definido por vinculos
nao-redudantes o nome de corpo quase-rigido. Um tal corpo sempre possui uma con-
figuracao bem definida, muito embora as distancias de cada par de particulas nao seja
constante.

Uma classe particular de corpos quase-rigidos possui topologia de arvore. Cada
particula constituinte se localiza num vértice do qual se estende um niimero arbitrario
de ramos que a conectam a mais vértices, onde se localizam outras particulas. A con-
figuracao relativa de um tal sistema é determinada pela especificacao do comprimento
dos ramos e dos angulos que cada um deles forma com os ramos vizinhos. E importante
notar que os ramos nao precisam ser geodésicas do espaco ambiente.

Na pratica, corpos quase-rigidos podem ser construidos conectando particulas com
hastes aproximadamente rigidas. Se essas hastes sao pequenas em comparagao com a
curvatura intrinseca da variedade, entao elas podem manter os vinculos que definem o
corpo, sem que as tensoes sejam fortes o suficiente para deformé-las, ao mesmo tempo

em que se adaptam a variedade em larga escala.
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2.2.1 Contraste do movimento de corpos quase-rigidos defor-

maveis em espagos ambientes planos e curvos

Para um corpo quase-rigido nadar numa dada variedade ambiente sem o auxilio de
forgas externas, ele deve se deformar pela aplicagao de tensoes internas. Se as variagoes
de formato tiverem momentum ligiiido nao-nulo, a orientacao e a localizacao do corpo
se ajustam dinamicamente para compensi-lo, de acordo com as leis de conservacao.
Para isso, é preciso que o ciclo de deformacoes seja nao-trivial. Ao estudar o exemplo
das calotas circulares sobre uma esfera, vimos que a reorientagao do sistema se devia
ao fato de as suas rotagoes em torno do seu proprio centro se darem, em cada parte do
ciclo fechado, em latitudes diferentes. Uma condicao necessaria para haver natacao é,
pois, que o espaco de formatos seja, no minimo, bidimensional.

Estamos considerando que o espaco em que se localiza o sistema é uma subva-
riedade do espaco euclidiano E? e vamos utilizar a mecanica newtoniana para descre-
ver o seu movimento. A lagrangiana que descreve o movimento geodésico livre de uma
particula de massa m sobre um espago com métrica g ¢ dada pela sua energia cinética,
mg (v,v) /2, onde v é a sua velocidade. A lagrangiana para um corpo quase-rigido
livre pode ser escrita como a soma das lagrangianas de cada particula constituinte,
considerando-se coordenadas generalizadas que incorporem os vinculos dependentes do
tempo’. As orbitas do sistema podem ser obtidas resolvendo-se as equacoes de conser-
vacao de momenta para as taxas de variacdo das coordenadas dinamicas (que descrevem
a localizacao e a orientacao do sistema) em termos dos parametros de deformagao e
das suas taxas de variacao. No caso em que os momenta dependem linearmente das ve-
locidades generalizadas, esse processo envolve apenas a solucao de equacoes algébricas
lineares.

Consideremos, em particular, um corpo quase rigido com estrutura de arvore for-
mado por trés particulas, uma de massa mg no vértice central e duas de mesma massa
my conectadas a ela por duas hastes geodésicas de dado comprimento e formando um
dado angulo. As deformagoes do corpo consistem na variagao desse comprimento e
desse angulo, resultando num espaco de formatos bidimensional no qual podem ser re-
alizados ciclos de deformagao fechados nao-triviais, isto é, que definem uma regiao com
area nao-nula. Vamos analisar o comportamento de tal corpo sobre duas subvariedades
totalmente simétricas® do espaco euclidiano tridimensional, um plano e uma esfera, a
primeira sem curvatura, e a segunda de curvatura positiva constante’. Devido & sime-

tria da variedade e do corpo, em ambos os casos o sistema podera se mover apenas ao

"Naturalmente, os vinculos sio dependentes do tempo porque precisam descrever as alteraces de
formato do sistema.

8Estamos considerando que a métrica sobre a variedade é aquela induzida nela pela métrica eu-
clidiana tridimensional.

9Tanto o plano quanto a esfera tém curvatura constante, de modo que nio exigem a adocdo de
corpos quase-rigidos - corpos rigidos podem nadar sobre tais superficies.
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longo da direcao da bissetriz das suas duas hastes. E conveniente, pois, escolher uma

das coordenadas generalizadas coincidente com essa direcao.

Caso 1: plano

Comecemos analisando o que acontece com o nadador sobre o plano. Cobrimos a
variedade com coordenadas cartesianas {z,y}, com o eixo-z sobre a bissetriz das duas
hastes, que tém comprimento [ (¢) e formam com esse eixo um angulo « (t), ambas
funcoes dadas do tempo, expressando a programacao do corpo para variacoes de seu
formato. Sejam (x¢ (t),yo (t)) as coordenadas do vértice do corpo no instante ¢. Entao

as coordenadas das duas outras particulas, nesse instante, sao

21 (t) =2 (t) =20 (t) + 1 (t) cosa(t), (2.38)

yi (1) = —y (6) = L(¢) sina (t). (2.39)

de modo que seus momenta se escrevem como

Pre () = pow () = 1 [fo () +1(t) cosa(t) — 1 (t) sina (t)} ,

Pry (t) = =pay (8) = my [ (8) sina (t) + La (t) cosa (1))

Supondo que o momentum total inicial seja nulo, a sua conservacao implica que

mo Zo (t) + 2my [:to (t) +1(t) cosa(t) —la(t) sina (t)} =0,

mo Yo (t) = 0.
Portanto,
d M cosadi+ 1 sina da) (2.40)
XrTop— —— | — (6% 1mo ax .
‘ mo + 2my 7
dyo = 0, (2.41)

onde estamos vendo dl e da como 1-formas no espaco de formatos. Vemos imediata-
mente que, como haviamos adiantado por consideragoes de simetria, o corpo nao se
desloca na diregao-y.

Para um ciclo fechado de deformagoes, a translacao do corpo na direcao-z pode ser
escrito como a integral de linha
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Axy :7{ w, (2.42)
ot

sobre o caminho OII descrito no espago de parametros {/,a} da 1-forma

2
= (—cosadl+1 sinada). (2.43)
mo + 2my

Agora, como ela é fechada, na medida em que

— (—cosa) = — (I sina) =sinq,

O ol

o teorema de Stokes implica que ndao ocorre natagao do corpo quase-rigido no plano,
Axy = 0. (2.44)

Caso 2: esfera

Agora, vamos estudar o movimento do mesmo nadador localizado sobre uma esfera de
raio R. Tomamos sobre ela coordenadas esféricas com latitude € e longitude ¢, com a
bissetriz das hastes sobre o equador. O comprimento das hastes, que sao geodésicas,
ou seja, segmentos de grandes circulos, é especificado pelo angulo e (t) entre os eixos
radiais que interceptam as particulas no vértice central e em cada um dos extremos do
corpo. A separacao angular entre as hastes e a linha do equador é de « (t). A Figura
2.2 ilustra essa descrigao.

Os dois parametros de deformagao sao [ (t) = Re (t) e a (t). Essas duas quantidades
seguem um caminho fechado dado no espaco de formatos. As coordenadas do vértice
central num instante ¢ sdo (0g (t), 1o (t)). Pelas mesmas consideragoes de simetria do
caso anterior, vemos que a latitude do sistema nao se altera, ao contrario da longitude,
que pode, a principio, variar por natacao, ajustando-se dinamicamente para que se
respeitem as leis de conservacao vigentes. Assim, é nao-trivial apenas o movimento
longitudinal do corpo, no qual vamos, pois, focar nossa atencao. A conservacao de

momento angular determina o movimento do sistema a medida que ele se deforma,

do (1) = 2my sine (t) cose(t) sina (t) &)

mo + 2my cos? a (t) + 2my sin® a () cos? e (t)
2my cos « (t)

_ (1), 2.45
mo + 2m; cos? e (t) + 2m; cos? a (t) sine (t) ¢(®) (2.45)

ou, equivalentemente, mas vendo da e de como 1-formas no espaco de parametros de

deformagao {e, a},

dipy = Ade + Bda, (2.46)

21



L 1]

X

Figura 2.2: Um corpo quase-rigido sobre uma esfera de raio R. As hastes geodésicas subentendem
um angulo e = /R no centro da esfera. O angulo de separacdo o € medido entre as hastes e a linha
de simetria do sistema, que se localiza sobre o equador. O angulo ¢ d4 a longitude do sistema.

onde

A —cosa (2.47)

(mo/2my) + cos? a + sin® a cos?e’

B_ sine cose sin o (2.48)

(mo/2my) + cos? a + sin® o cos?e’

Para um ciclo fechado de deformacoes, a translagao rigida longitudinal do sistema

é dada pela integral

Aty = Ade + Bda, (2.49)
oIl

sobre o caminho OII descrito, ou, usando o teorema de Stokes, como
oB 0A
Ay = — — — | de Ada. 2.
o /H(ae 30z> e N do (2.50)

A natacgao é possivel porque a 1-forma A de+B da nao é fechada. Se o caminho fechado
OIl tem area nao-nula, o corpo se reorienta rigidamente apés retomar o seu formato.

Para deformacoes suficientemente pequenas, obtemos
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oB 0A

Ay~ [ — — — | Ae Aa. .
o <86 804) e A (2.51)

Se o corpo for pequeno em relacao a esfera, obtemos

dmomy )
AYpg ——m—— sin?

(o & 2 P e sina AeAa. (2.52)
mo mi

Em suma, vemos que a natacao no plano, que é uma variedade sem curvatura, nao
é possivel. Por outro lado, ela ocorre na esfera, que possui curvatura nao-nula. Isso
levanta a questao de ser possivel ou nao nadar no proprio espago-tempo curvo descrito

pela relatividade geral. No proximo capitulo, passaremos a estudar essa questao.
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Capitulo 3

Natacao de corpos quase-rigidos em
campos gravitacionais estaticos e
esfericamente simétricos. Estudo

relativistico e newtoniano

Como vimos no capitulo anterior, corpos quase-rigidos podem nadar em variedades
com curvatura intrinseca por meio de alteracoes ciclicas de seu formato. Considerando
que, em relatividade geral, o proprio espaco-tempo é retratado como uma variedade
quadridimensional curva, surge naturalmente a questao: é possivel que um corpo quasi-
rigido nade no espaco-tempo pela realizacao deformacoes periodicas, ou seja, que ele
possa desviar de sua trajetoria geodésica sem a aplicacao de forcas externas, mas
apenas alterando ciclicamente o seu formato? Neste capitulo, vamos verificar que a
resposta é afirmativa, considerando, em particular, um nadador em forma de tripé
no espaco-tempo de Schwarzschild. A natacio em espacos-tempos curvos damos o
nome de efeito Wisdom, em homenagem a Jack Wisdom, o primeiro a notar esse
fato, em 2003 (referéncia [11]). Também vamos mostrar que esse efeito nao tem um
limite newtoniano, isto é, que se trata de um fenomeno puramente relativistico, e
fazer uma andlise comparativa entre ele e um efeito de gravitacao newtoniana bastante
conhecido, no qual corpos deformaveis realizando deformacoes ciclicas nao-locais num
campo gravitacional nao-uniforme podem deslocar-se devido ao fato de que, pelas forcas

de maré, o trabalho liqiiido do processo é nao-nulo.
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3.1 Vinculos e sincronizacao das deformacoes no caso

relativistico

Como discutimos no capitulo anterior, o conceito de corpo quase-rigido é um rela-
xamento da nogao de corpo rigido que, por remover os vinculos redundantes, se mostra
util para contornar a dificuldade de se manterem os vinculos posicionais entre as
particulas constituintes do nadador a medida que ele se move, ao longo da variedade,
entre regioes com curvatura diferentes. Dentro do contexto relativistico, contudo, ou-
tras dificuldades emergem.

A primeira delas advém do fato de que, relativisticamente, as forcas de vinculo
sao transmitidas com velocidades finitas. Como conseqiiéncia, se uma forca é apli-
cada numa parte do sistema, necessariamente existe um atraso na resposta das suas
outras partes. Isso deixa claro que corpos reais nao podem ser descritos por vinculos
puramente posicionais. Por exemplo, consideremos uma barra unidimensional de com-
primento L, inicialmente em repouso. Se uma forca é aplicada num dos extremos da
barra, puxando-a, as particulas constituintes préoximas desse extremo respondem mais
prontamente a esse impulso, e as mais distantes s6 sao arrastadas a medida que essa
forca é transmitida, com velocidade finita, ao longo da extensao do corpo, por meio das
forcas de coesao. Desse modo, a barra sofre um estiramento e entao, naturalmente, as
distancias entre as particulas nao sao mantidas constantes. Nesse exemplo fica claro
como, relativisticamente, os vinculos de corpos naturais ndo podem ser posicionais’.
Por outro lado, do ponto de vista de engenharia, nao ha obstaculos em se projetar um
corpo quase-rigido que, para todos os fins praticos, efetivamente mantenha os vinculos
posicionais, contanto que se conheca antecipadamente qual é o programa de defor-
macoes do corpo. Forcas internas podem, nesse caso, ser aplicadas simultaneamente
para simular um efeito de transmissao instantanea das forcas de vinculo. Basta, para
tanto, acrescentar a cada parte do corpo um mecanismo que aplique forcas adicionais
que compensem o atraso da transmissao da forca de reacao e mantenham fixas as dis-
tancias que definem o corpo extenso. E claro que, idealmente, isso teria de ser feito
ponto a ponto, o que é impossivel na realidade. No entanto, para todos os fins praticos,
esses mecanismos podem apenas estar tao proximos quanto necessario para manter a
adequacao do modelo idealizado com os dados experimentais.

A segunda dificuldade esta relacionada a relatividade da nocao de simultaneidade.
Como comentamos no parédgrafo anterior, para que sejam mantidos os vinculos posi-
cionais que definem o corpo quase-rigido, forcas internas ao longo de toda a sua exten-
sao devem ser programadas para atuar simultaneamente. No entanto, em relatividade
geral, a nocao de simultaneidade ¢ dependente de observador. Assim, o programa de

deformagoes do nadador s6 pode, em geral, ser sincronizado para uma tunica classe

'E nesse sentido que, a rigor, nfo existem corpos rigidos em relatividade.
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de observadores, que definem a nocao de simultaneidade na natacao. Como aponta
Wisdom, uma danca, como um balé, nao é invariante de Lorentz. A sincronizacao dos
bailarinos é feita de acordo com a nogao de simultaneidade da platéia. Observadores em
movimento em relagdo ao palco veriam os dangarinos fora de sincronia (naturalmente,
o efeito so seria visualmente perceptivel se as velocidades envolvidas fossem suficien-
temente altas). A mesma idéia vale para o caso dos nadadores num espago-tempo
relativistico.

Essa idéia de corpo quase-rigido projetado para manter os vinculos posicionais num
dado referencial permite tratar o problema de natacao em espacos-tempos curvos de
maneira semelhante aquela que empregamos no capitulo anterior. No entanto, ela nao
parece ser essencial para que um corpo deformavel possa nadar no espago-tempo; trata-
se apenas de uma simplificagao ttil para desenvolver o formalismo e efetuar os calculos
de forma segura. Como se sabe, o problema completo de corpos rigidos em relatividade

geral é notoriamente complicado (vejas as referéncias [24] e [25]).

3.2 Espaco-tempo de Schwarzschild, construcao do

nadador e especificacao de sua dinamica

O espaco-tempo de Schwarzschild é a solucao das equacoes de Einstein que descreve o
campo gravitacional de um corpo simetricamente esférico e estatico, de massa M, sem
carga elétrica nem rotacao. Em coordenadas de Schwarzschild, = = {t,7,6, ¢}, onde
t é o tempo coordenado, r é a coordenada radial e 6 e ¢ sao coordenadas angulares

esféricas, o elemento de linha que descreve essa geometria é escrito como

ds? = —¢? (1 — QiM) dt* + (1 — 22M> 1 dr* 4+ r* (d6? + sin® 0d¢?) ,  (3.1)
cr cr
onde G é a constante gravitacional e ¢, a velocidade da luz no vacuo.

De acordo com a relatividade geral, particulas de teste massivas num dado espaco-
tempo (M, g), onde M é a variedade diferenciavel de base e g é a métrica lorentziana
(solugao das equagoes de Einstein), seguem curvas geodésicas. Se a linha de mundo de
uma tal particula é z# () = (£ (A),7(N),0(A), ¢ (N\)), onde A é um parametro afim ao

longo da trajetoria, as geodésicas sao solugoes das equagoes de Euler-Lagrange (veja a

d ([ OL oL
D (a?) “ om0 (3:2)

onde & = dz" /d\, para a lagrangiana livre

referéncia [14]),
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Se escolhermos como parametro afim o proprio tempo coordenado ¢ das coordenadas

L =g, () (3.3)

de Schwarzschild, o movimento de um sistema de varias particulas pode ser seguido
com essa mesma parametrizacao temporal para todas elas. Isso permitira que as defor-
macoes do nadador sejam sincronizadas no referencial dos observadores estaticos, isto
é, daqueles com quadrivelocidade u o< d;.

Para construir um nadador, isto é, um corpo quase-rigido deformével, com vinculos
posicionais dependentes do tempo, é mais natural utilizar o formalismo lagrangiano. O
funcional acao para uma particula de massa m que percorre uma curva 7y tipo-tempo

entre os pontos pi, ps € M é dada por

p2 2 dxt dxv
Sb)nopa) = me [ = me [ o) B g
p1 t1

se usamos o tempo coordenado para parametrizar® vy, t; e ty sdao, respectivamente, os
tempos coordenados dos eventos p; e po, e x* (t) sdo as coordenadas da particula. No

caso do espago-tempo de Schwarzschild, em particular, temos

S (p1,p2) = me

to -2 . .
x / dt (1 - zgiw) ¢ — LTW 12 (02 + sin?6 ¢2)] . (35)
t1 -

c2r

onde os pontos sobre as coordenadas indicam sua derivada com respeito ao tempo
coordenado t. Dai inferimos que a funcao lagrangiana para uma particula massiva em

Schwarzschild é

-2 . .
L(t,z% %) = mc <1 - 2GM> 2 — [T—QGM + 72 (92 + sin? 6 (b2>] . (3.6)

c2r

Nessa lagrangiana, a variavel independente é o tempo coordenado ¢; as coordenadas
generalizadas sdo as coordenadas espaciais de Schwarzschild, ' = (r,0,¢), e as ve-
locidades generelizadas sao as taxas de variagao dessas ultimas com respeito ao tempo
coordenado.

O corpo quase-rigido sera formado por particulas massivas ligadas por hastes defor-

maveis de massa desprezivel. Essas hastes sao construidas nas hipersuperficies espaciais

2E facil mostrar que essa integral é independente da escolha de parametrizacio.
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t = constante®, das quais elas sdo, por construcao, geodésicas de comprimento proprio
dado®. Os vinculos posicionais entre as particulas dependem, pois, dos comprimentos
e das orientacoes relativas das hastes, que variam de acordo com func¢oes dadas de ¢.
Por um arranjo apropriado dessas hastes, um corpo rigido de formato arbitrario pode
ser engendrado.

Como ja comentamos, as hastes tém de ser constantemente monitoradas para garan-
tir que os vinculos posicionais entre as particulas sejam mantidos. Esse monitoramento
pode ser realizado localmente, ao longo da haste, por dispositivos que aplicam forcas
internas, cada um responsivel por um segmento suficientemente pequeno da estru-
tura. Como também ja mencionamos, cada dispositivo local deve saber de antemao
que tensao aplicar para manter os requeridos vinculos posicionais globais.

Nosso objetivo é determinar se a natagao num espaco-tempo curvo é possivel, entao
nos ¢ suficiente considerar um nadador com formato e orientagao particulares. Como
corpo quase-rigido, vamos considerar um tripé com uma particula de massa my num
vértice central do qual se estendem trés hastes de mesmo comprimento proprio [ () e
que formam todas um mesmo angulo proprio « (t) com um eixo de simetria que passa
pelo vértice central, onde [ (t) e a (t) sao os valores de comprimento e angulo conforme
medidos pelos observadores estaticos nas coordenadas de Schwarzschild, com as hastes
igualmente distribuidas angularmente em torno desse eixo de simetria, e particulas de
mesma massa m; nos extremos. Os parametros de deformacao do corpo quase-rigido
sao [ (t) e a (t). Quanto a orientagao, consideramos que o eixo de simetria do nadador
é descrito por um segmento da curva integral do campo vetorial 9, que passa pelo
vértice central. Essa escolha particular de orientacao garante que, devido & simetria
da geometria de Schwarzschild e do formato do nadador, qualquer possivel translagao
do corpo originada por deformacoes ciclicas ocorrerd apenas na direcao radial, o que
simplifica sobremaneira o problema. Veja a Figura 3.1 para um desenho da geometria
e da orientagao do tripé.

E importante entender o porqué da requisicio de que as hastes sejam geodésicas
das secoes espaciais dos observadores estaticos. Como ja comentamos, o movimento
de deformacao do corpo quase-rigido deve ser sincronizado para uma familia especifica
de observadores, que aqui escolhemos, por simplicidade, como sendo os observadores
estaticos. A condi¢ao de que as hastes sejam geodésicas das secOes espaciais desses
observadores garante que [ e « sejam medidas proprias, de modo que as condigoes
[(t+T)=1(t)ea(t+T)=a(t) implicam, de fato, que o movimento de deformacao
é sincronizado e cada ciclo, fechado.

Assumimos que o nadador é programado para contrair e estender, fechar e abrir

3Essas hipersuperficies sdo as secdes espaciais dos observadores estaticos no sistema de coordenadas
de Schwarzschild, isto é, daqueles com quadrivelocidade u o 0.

4Notemos que as hastes tém comprimento fixado em cada hipersuperficie ¢ = constante, mas esse
comprimento varia ao longo das hipersuperficies, ou seja, é uma funcao do tempo coordenado.
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Figura 3.1: Geometria e orientagao do tripé.

suas hastes - de Al e Aq«, respectivamente - de forma ciclica, isto é, retomando o seu
formato original depois de um ciclo completo. O nosso objetivo é calcular a distancia
coordenada Ar pela qual o nadador, num periodo 7" de deformacoes, falha em seguir
a sua trajetoria geodésica, acelerando ou retardando a sua queda devido ao efeito de

natacao. O caso Ar # 0 indicara a existéncia do efeito em espagos-tempos curvos.

3.3 Manifestacao do efeito de natacao em espacos-

tempos curvos

Assumimos que o sistema vinculado segue trajetérias de acao estacionaria. A la-
grangiana do sistema é obtida somando-se as lagrangianas livres de cada uma das
particulas e, pelos vinculos posicionais do sistema, eliminando-se as variaveis redun-

dantes. Escrevemos, assim,

3
L= Z mac\/f (rq) c® — [f (ra) " 702 + 742 <9a2 + sin? 4, gﬁaz)} : (3.7)
a=0
onde

_2GM

c2r,

f(Ta) =1

, (3.8)

e a = 0,1,2,3 rotula as massas e coordenadas de cada uma das quatro particulas
constituintes do tripé (a = 0 refere-se a particula no vértice central, e a = 1,2,3 as
restantes). Pelas consideragdes de simetria que efetuamos, sabemos de antemao que

0p=0¢e q'ﬁa = 0, e, além disso, por construcao, que r; = r; e ; = 6 para i = 1,2, 3.
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Dessa forma, a lagrangiana se simplifica e assume a forma

L= moC\/f (ro) ¢ — f (ro) ™" 7?2
+3m10\/f (7"1)02 — f(?”l)_l 7’.’12 —T12¢912. (39)

Como mencionamos, os vinculos,

rr=g(ro,l,a), (3.10)

01 :h(To,l,O./), (311)

sao obtidos requerendo-se que as hastes do tripé sejam geodésicas das secoes espaci-
ais t = constante dos observadores estaticos em Schwarzschild. Temos, assim, como
coordenadas e velocidades independentes apenas rq (t) e 7 (t), respectivamente.

Essa lagrangiana nao é quadratica nas velocidades, de modo que os momenta tam-
bém nao serao quadréticos nas velocidades generalizadas. Nesse caso, se usarmos a
mesma estratégia utilizada nos problemas do capitulo anterior, a resolucao das veloci-
dades generalizadas em termos das taxas de variagdo dos parametros de deformacao
envolvera a solucao de equagoes nao-lineares. No entanto, no limite em que as veloci-
dades sao pequenas comparadas a velocidade da luz, podemos expandir a lagrangiana
até ordem de (v/c)z, tornando-a quadrética nas velocidades generalizadas. Vamos,
entao, por simplicidade, assumir que o tripé esta nesse regime. Reescrevendo a la-

grangiana na forma

L = moc® {2 (ro) \/ 1— f=2(ro) (%)2

. 2 . 2
F3me 2 )\ 1= 72 ) () = 1 ) (%)

obtemos facilmente

1 N
L~ m002f01/2 [1 — §f0_2 <@> ]
c

. 2
2 1/2 1, o, (1> 1, (rnbh
+ 3m10 fl 1-— §f1 — — _fl — y (312)

30



onde usamos a notagao f, = f (r,), a = 0, 1. Além disso, aqui e adiante, f~! representa
o reciproco da funcao f, e nao o seu inverso.

Neste problema, nao temos conserva¢ao do momentum p,, conjugado a coordenada
independente . Contudo, ainda podemos empregar a mesma estratégia que usamos
no Capitulo 2 para resolver os problemas iniciais, mais simples, de natagido (sobre
superficies curvas totalmente simétricas do R3) contanto que os parametros que definem
o formato do corpo quase-rigido variem de modo suficientemente rapido (regime de altas
freqiiéncias). Sendo esse o caso, um ciclo completo de deformagoes ocorre sem que o
corpo tenha se deslocado significativamente - em outras palavras, todo um ciclo se
da sobre uma hipersuperficie t ~ constante, e podemos considerar que o momentum

praticamente nao se altera num periodo 7, ou seja, que

) d (0L
Pry = % (8_7“0> ~ 07 (313)

no intervalo do movimento que nos interessa.
Precisamos, todavia, entender quantitativamente o que significa regime de altas

freqiiéncias no problema especifico que estamos estudando.

3.3.1 Regime de altas freqiiéncias de deformagao em Schwarz-
schild

Por regime de altas freqiiéncias queremos dizer que, num periodo 7" de deformagoes, o
tripé se move muito pouco em comparagao a magnitude Al da extensao/contragdo do
tripé. Essa condicao é equivalente a de que todo o ciclo se dé aproximadamente sobre
uma hipersuperficie de tempo coordenado constante.

Consideremos uma particula geodésica de massa m, com quadrivelocidade u, moven-
do-se no espaco-tempo de Schwarzschild. Suponhamos que ela se mova apenas radial-
mente, de modo que, na base coordenada de Schwarzschild,

ut = ;l—i (1,7,0,0), (3.14)
onde o ponto denota a derivada com respeito ao tempo coordenado .
Um observador estatico no infinito, isto é, com quadrivelocidade £ = 0, atribui a

essa particula uma energia

dt
dr’
que é uma quantidade conservada, pelo fato de £ ser um campo de Killing e de que
D,u=0.

Impondo a normalizagao da quadrivelocidade da particula, g (u,u) = —1, temos

E = —mg (&u) = —m gopu’ = mf (r) (3.15)
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9oo (UO)2 + g1 (U1)2 = -1,

e assim,

(%)2 [ () =) 7] = 1.

Se escrevemos dt/dr em termos de F, usando a equagao (3.15), essa tltima equagao

fica
Fr) -5y = L0,
o que leva diretamente a
F=—f ()1 - —mz;”, (3.16)

onde escolhemos a raiz negativa pelo fato de requeremos que o corpo esteja caindo
rumo a fonte, ou seja, que os valores de r sejam decrescentes.
Supondo, agora, que a particula seja abandonada em repouso, num instante £y, em

ro, temos, da ultima equacgao calculada nesse instante particular,

E=m+/f (ro), (3.17)

cuja interpretacao é imediata: o observador estatico no infinito mede, para a particula,
sua energia de repouso com um redshift dado pelo fator \/m. Como a energia
medida por esse observador é, conforme observamos, uma constante de movimento,
podemos substituir esse valor de E na expressio geral para 7 (t), dada pela equagao
(3.16):

f(r)
f(To)'

Consideremos que, num intervalo de tempo At suficientemente pequeno, a particula

P = )1

(3.18)

tenha sofrido um deslocamento coordenada Ar = r —ry < 0, com |Ar| < rg > 2M.

Sob essa condicao,

2M 2M
Fr) r ro+ Ar
2M 1 2M Ar
=1 ~l- (1-=),
To 1 + (AT/T’()) To To

isto é,
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2M Ar

f(r) =~ f(ro) + P (3.19)
Logo, num tal intervalo de tempo, usando a equagao (3.18), temos
Ar 2M Ar
E ~ _f (T(]) _7’02f (TO)
2M
~oT \/ fz(TO) \/M»
To
de modo que
2Mf (7’0)

Essa ultima equacao fornece uma estimativa de quanto uma particula livre ini-
cialmente em repouso cai num intervalo de tempo At. Para obter o regime de altas
freqiiéncias, impomos que, quando At = T (periodo de um ciclo de deformacoes),
|A7| < Al, onde A7 ¢é a distancia propria® correspondente ao deslocamento coorde-
nada Ar, medida pelos observadores estaticos. Como o movimento se da, por hipotese,

a t ~ constante, temos

ro+Ar ro+Arg dr
=~ ~o 2 JE—
AT & / Vds ’dt=d¢=d0=0 = /
T0 To

fir)
Uma vez que Ary < ro, obtemos
A
Aim — 20 (3.21)
f(ro)
Logo, a condigao que temos é |Ar|/+/f (ro) < Al. Usando a equagao (3.20), obtemos
A 2M ./
ar] f(m T? < Al (3.22)
f(ro) "o
donde decorre que
T? « ﬂ
M~/ f (ro)

ou, em termos da freqiiéncia w = 27 /T e usando unidades MKS,

5Precisamos usar a distancia propria A7 porque [ é, por hipdtese, um comprimento préprio, e nio
faz sentido comparar uma quantidade coordenada com uma proépria.
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GM~/ f (ro)

w > .
T02Al

(3.23)

Essa é, em suma, a condi¢ao sobre a freqiiéncia de deformacoes do nadador para

que um ciclo completo ocorra sem que o momentum p,, altere-se significativamente.

3.3.2 Distancia nadada pelo tripé em Schwarzschild devido a

deformacoes ciclicas

Consideremos o regime de altas freqiiéncias, no qual o momentum p,, conjugado a 7
¢ aproximadamente conservado num periodo 7', e suponhamos que ele seja arbitra-
riamente pequeno®. Calculando-o explicitamente em termos das coordenadas e veloci-

dades generalizadas, obtemos

oL _3/9.
Pro = (9_7'“0 = —my fo 3/27“0
_3/0 OT1 | 19 00 :
—3m1 <f1 3/2 8—7,17”1 + fl 1/2 8—7017'12(91) ~ 0. (324)
0 0

Notemos que p,, é, gracas a condicao de baixas velocidades, linear nas velocidades

generalizadas. Segue-se da igualdade acima que

3/2 3N\ 1/2
dro ~ —3 m [(@) % dry + <ffl> 7“12% d91] .
1

Como 71 e 61 sao, pelos vinculos posicionais do nadador, funcoes de rg, [ e a, podemos
escrever as expressoes explicitas das diferenciais dri e df; em termos das derivadas
parciais dessas funcoes,

87’1 (97“1 67“1

dr = e+ g 9y
TR s

06, 06, 06,
a—rodTo + Wdl =+ %da,

e substituir na equacao anterior, obtendo o deslocamento infinitesimal drg = rodt do

do, =

tripé em termos das deformagodes infinitesimais dl e da:

dro = X (ro,l,a)dl +Y (ro,1, @) da, (3.25)

onde

6Uma, condicdo suficiente para isso é que o tripé esteja inicialmente em repouso.
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(Orq/0r) (Or1/0L) + fir1? (061/0ro) (061/01)

X (ro,l,a) = — > B 20
( ) (m0/3m1)(f1/f0)3/ +(8T1/37‘0) +f17"12((991/37“0)

(3.26)

(87“1 /87”0) (87”1 /80&) + f17’12 (801/87“0) (891 /80&)

Y(ro,l,) = — 3/2 2 27
( ) (mo/3m1) (fi/ fo)** + (91 /0ro)” + firi2 (904 /dro)

(3.27)

e podemos tratar dl e da como 1-formas no espaco de formatos coberto com coordenadas
{l, a}.

Um ciclo de deformagoes particularmente simples consiste em aumentar o compri-
mento [ de Al, mantendo o angulo « fixo, entdo aumentar o de A«, mantendo [ fixo,
depois retornar [ ao valor original sem alterar o valor de « e, finalmente, retornar a ao
valor original sem alterar [. Um tal ciclo forma uma curva orientada fechada OII no
espago de formatos (parametrizado por [ e ) - nesse caso, simplesmente um retangulo
- que define, por sua vez, uma regiao II nesse espaco. Se o processo fosse realizado
na ordem contraria, a curva descrita seria a mesma, mas com orientacao oposta. O
deslocamento total Arg do tripé devido a esse ciclo de deformacoes pode ser escrito

como uma integral de linha,

ATO :% Q, (328)
oIl

sobre a fronteira JII da regiao II do espago de parametros de deformagao, (I, «), da

1-forma

Q= Xdl + Ydo. (3.29)

Dai é facil concluir que o sentido com que o retangulo é percorrido no espago de
formatos (isto é, a ordem em que as deformagoes sdo executadas - primeiro extensao,
depois abertura das hastes, ou o contrario) determina o sinal de Ary. Fisicamente, se
o tripé acelera ou retarda a sua queda devido & natacao.

E importante reparar que estamos usando a coordenada 7 da particula no vértice
central para monitorar o deslocamento do tripé como um todo, o que é legitimo porque
os vinculos determinam as localizacoes de todas as outras particulas e, por construcao,
ap6s um ciclo completo, o tripé retoma seu formato original.

Usando o teorema de Stokes, a variagao de ry pode ser reescrita como uma integral

de df) sobre a regiao II do espaco de deformacoes,

Arg = / qo. (3.30)
11

Como 2 nao é fechada, Ary nao seré, em geral, zero. Vemos, entao, o efeito de natacao
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manifestando-se em espagos-tempos curvos.

A ultima equacao pode ser reescrita, de forma mais explicita, como

oy 0X

A partir dai, podemos adiantar que, para deformacoes Al e Aa pequenas, Arg sera
proporcional a area AlA« de II, o retangulo descrito no espago de parametros. Dessa
forma, se a deformagao é tal que define uma regiao de area nula no espaco de formatos
(por exemplo, se o tripé estende e contrai suas hastes, mantendo o angulo fixo, e depois
abre e fecha as hastes, mantendo o comprimento fixo), nao ocorrera natagdo. Em suma,

se as magnitudes Al e A« das deformacoes sao pequenas, temos

@ —} Al Aa. (3.32)
(ro,l,@)

Para calcular a expressao analitica de Arg em termos dos parametros do nadador e
da geometria do espago-tempo, é preciso, antes, conhecer as equagoes de vinculo, r =
g (ro,l,a) e 6y = h(rg,l,a), obter as expressoes explicitas de X e Y, e calcular 0Y /0l
e 0X/Oa. Para isso, precisamos, em principio, resolver as equagbes das geodésicas
espaciais sobre as hipersuperficies ¢ = constante, a fim de obter as funcoes g e h. Esse
¢ um problema pesado de equacoes diferenciais, que, no entanto, pode ser contornado,
como veremos ha proxima secao, no caso em que o comprimento do tripé é muito
menor do que a sua distancia (a rigor, do vértice central) ao centro da fonte de campo

gravitacional”.

Equacoes das geodésicas das secoes espaciais dos observadores estaticos

Consideremos o caso newtoniano em que o mesmo tripé deforméavel, sob as mesmas
condicgoes, interage com o campo gravitacional de um corpo simetricamente esférico
de massa M. Na gravitacao newtoniana, o espago e o tempo nao sao alterados pelo
campo gravitacional - o tempo é um parametro absoluto de evolucao dos sistemas
fisicos, e o espaco tridimensional é euclidiano. Nesse caso, portanto, as hastes que
constituem o tripé sdo simplesmente segmentos de reta do R?, e os vinculos posicionais

entre particulas constituintes do nadador sao geometricamente triviais:

% =ro> +1* — 2rgl cos (3.33)

l
sinf; = - sin av. (3.34)
1

"Em termos praticos, essa hipotese é, obviamente, realista.
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O primeiro é simplesmente uma aplicacao da lei dos cossenos; o segundo, a igualdade
entre os catetos opostos aos angulos a e 6 nos triangulos VoV, P e FV) P, respectiva-
mente, onde V denota o vértice central do tripé, V; denota o outro ponto extremo de
uma das hastes, F' denota o centro da fonte simetricamente esférica e P é o ponto de
interseccao do eixo de simetria do tripé com o plano ortogonal a ele que intercepta os
extremos das trés hastes.

Diante disso, podemos dizer que, no caso relativistico de nosso interesse, precisamos
obter os andalogos das equacgoes de vinculo acima, devidamente modificadas para as
secOes espaciais ¢ = constante da geometria de Schwarzschild. Mais especificamente,

precisamos das geodésicas das hipersuperficies com elemento de linha®

ds ® = 1 (r)dr®* + r?d6*. (3.35)

Quando f = 1, obtemos as secoes espaciais ¢ = constante do espaco-tempo de
Minkowski, que sao euclidianas. Logo, as equagoes de vinculo euclidianas, dadas pelas
equagoes (3.33) e (3.34), devem ser recuperadas a partir das relativisticas quando
tomarmos f — 1. Esse fato serd utilizado, logo mais, para ajustar apropriada-
mente as constantes arbitrarias advindas da integracao das equacoes das geodésicas
em Schwarzschild.

Seja h a métrica espacial associada ao elemento de linha acima. Como antes, as

equagoes das geodésicas, com parametrizagao afim, podem ser obtidas da lagrangiana

- dzt dx?

YaC de (3.36)

onde {z'} = {r,0} e ¢ é o parametro afim, por meio das equagoes de Euler-Lagrange,

d (oL oL
d¢ \ 0’ ox?

— 0, (3.37)

onde o ponto denota a derivada com respeito a (. Por conveniéncia, vamos utilizar o
comprimento proprio das geodésicas como parametro afim, ( = [. A forma explicita

da lagrangiana é

L (l, r, 0,7, 9) = [~ (r) 7 + 120 (3.38)

E importante notar, neste ponto, que L nio varia com [, df}/dl = 0, na medida em
que nao depende explicitamente dessa variavel e se trata de uma lagrangiana livre?,

isto é, sem termo de energia potencial.

8Notemos que ¢ = constante para todas as particulas do tripé.

9Relembrando um resultado classico de mecanica analitica, se uma lagrangiana livre, isto &, pura-
mente cinética, nao depende explicitamente do parametro de evolucao, entdo ela é uma constante de
movimento.
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Considerando a variacao da lagrangiana em relacao a 6, temos
d (oL) oL _
dl \ 96 o0

£ (9)=0

de modo que

20 = A, (3.39)

onde A é independente de [, dA/dl = 0. Essa é a primeira equagao das geodésicas,
relativa a coordenada 6. Notemos que se trata de uma equacao de primeira ordem, ou
seja, essa é uma primeira integral'® da equaciao da geodésica para . Vamos usar essa
equacao e o fato de que L & constante para obter uma primeira integral da equagao da

geodésica para 7:

e entao

2= f(r) (L - —> . (3.40)

Essa é a segunda equacao das geodésicas, relativa a coordenada 7.

Podemos ver L e A simplesmente como constantes arbitrarias de integracao. Para o
nosso problema de natacao, em especifico, vamos ajustar LeA para obter os vinculos
(hastes) que definem o tripé. Como ja discutimos, vamos fazer isso impondo que as
equagdes de vinculo do caso euclidiano sejam solugoes das equagoes diferenciais (3.39)
e (3.40) quando f — 1.

Os vinculos euclidianos sao dados pelas equagoes (3.33) e (3.34). Vamos, entao,

derivéa-los em relacao a [ e impor que satisfacam!!

A2
n=L-o (3.41)
%0, = A. (3.42)

Derivando a segunda, obtemos prontamente

10F um fato elementar de geometria diferencial que as equacdes da geodésica sio, em geral, de
segunda ordem nas coordenadas.

T Aqui devemos tomar o cuidado de considerar derivadas parciais em relacdo a [, isto é, tratar rg, [
e a como varidveis independentes.
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r260, = rosina,

o que, comparando com a equagio (3.42), fixa A em termos de 7y e a,

A =rgsina. (3.43)
Agora derivando a primeira, chegamos a

o2 sin? o

2 2
(&1 =1- 5 s

(8]

e, entao, quanto a I~/, fica claro que devemos ter, comparando com a equacao (3.41) e

usando a equagao (3.43),

L=1 (3.44)

Portanto, as equacoes diferenciais que os vinculos posicionais do tripé em Schwarzschild

() (),

a0 :
7"12a—ll = rosina, (3.46)

obtidas substituindo-se os valores de A e L dados pelas equagoes (3.43) e (3.44) nas
equacoes (3.39) e (3.40).

devem satisfazer sao

Calculo da distancia nadada

Vamos, agora, discutir o procedimento'? que, conforme haviamos adiantado, torna
desnecessario resolver completamente as equacoes da geodésica e determinar r; =
g (ro,l,a), 01 = h(ro,l,a) - somente primeiras integrais serdo necessarias, integrais
essas que ja deduzimos na secao anterior.

Notemos que X (19,l,c) e Y (ro,l,«) envolvem as derivadas parciais - 0ry/0ro,
Ory/0l, Ory/0a, 001/0ry, 001/0l e 00;/0a - das fungoes coordenadas vinculadas.
Como conseqiiéncia, ao calcularmos Arg = (Y /0l — 0X/0a) Al Aa, teremos, além
das derivadas citadas acima, derivadas de ordem superior.

Suponhamos, agora, que o comprimento proprio [ das hastes, conforme medido pelos
observadores estaticos, ¢ muito pequeno frente a alguma escala de comprimento préprio
caracteristica do problema. Como ja comentamos, o espaco-tempo de Schwarzschild

é esfericamente simétrico, o que quer dizer que o seu grupo de isometrias possui um

120 procedimento a ser utilizado foi concebido por Eduardo Guéron.
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subgrupo isomorfo ao SO (3). Como conseqiiéncia, todo espago-tempo esfericamente
simétrico tem meétrica invariante sob rotacoes, como fica claro, para Schwarzschild em
especial, pelo elemento de linha dado pela equagao (3.1). As orbitas desse subgrupo
sao esferas bidimensionais, correspondentes as secoes ¢t = constante, r = constante do
espaco-tempo de Schwarzschild, no sistema de coordenadas que estamos empregando.
A métrica de cada uma dessas esferas, induzida pela métrica espaco-temporal, é comple-
tamente caracterizada pela area da superficie, e a coordenada radial » de Schwarzschild
é definida como

r= A (3.47)
A7’
para que o elemento de linha das secoes ¢ = constante, » = constante tenha a forma
r? (d6? + sin® 6 d¢?), conforme ocorre na equacdo (3.1). Num espago euclidiano tridi-
mensional, r corresponderia ao raio da esfera, mas, num espaco curvo mais geral, como
temos aqui, ele nao corresponde necessariamente a nenhuma distancia fisica medida
por algum observador - trata-se apenas de uma coordenada. Apesar disso, como 7 s6
depende da area A de cada esfera, que é uma quantidade geométrica com significado
intrinseco, fisicamente mensuravel, podemos escolher 7y (a coordenada radial do vértice
central do tripé) como a escala de comprimento proprio do problema a ser comparada
com [. A hipotese que fazemos é, pois, | < \/m Equivalentemente, podemos
escrever
l
— < 1 (3.48)
To
Naturalmente, qualquer outra escolha poderia ser feita sem alterar os resultados pro-
prios que obteremos. Sob tal condigao, a distancia Arg (1o, [, @) nadada num ciclo de
deformagoes pode ser bem aproximada por uma série de poténcias de [/rq, truncada
em alguma ordem conveniente!3. Considerando Ary como funcdo apenas de [, para

nao carregar a notagao, temos

. 0Ar0 1 82A’T‘Q 2
AT’O (l) = AT‘Q (O) + ( ol )lzol + 5 < 6[2 >l:0l + - (349)

Os coeficientes dessa expansao envolvem, pois, derivadas adicionais de X e Y em

relacao a [. A grande vantagem desse procedimento é que ele exige que se conhecam
as derivadas de r; e #; em relacao a rg, [ e o apenas calculadas em [ = 0 e, conforme
veremos em seguida, é facil obter tais valores.

Com efeito, é evidente que

13Como viremos a mostrar, o efeito é nulo até primeira ordem de [/rg, a primeira contribuicio vindo
do termo de segunda ordem.
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r1 (10,0, ) = 719, (3.50)
01 (’I"(), 0, Oz) = (9(), (351)

ou seja, quando o comprimento da haste vai a zero, todas as particulas ocupam a

TO =0 ’
r =0 ’

e todas as derivadas de ordem superior de r; e #; em relacao a ry se anulam quando

[ = 0. Do mesmo modo, concluimos que, em [ = 0, as derivadas de r; e 6; em relacao

oy (Y,
O l:O_ O l:O_ ’

e, por conseguinte, também se anulam as derivadas de ordem superior dessas fungoes

a « se anulam,

em relacao a «, calculadas em [ = 0.
Quanto as derivadas de r; e #; em relacao a [, para obté-las usamos as equacoes da

geodésica (3.45) e (3.46), deduzidas na segao anterior,

or\? B 702 sin® a
(W) = f(r) (1_7 ’

2601 .
N — = TosSlnc.

ol

Em primeiro lugar, vemos imediatamente que, para [ = 0,

<%) = t+cosar/ f (o),
ol )

% _ sina
8[ =0 N To '

Além disso, o uso dessas equagoes diferenciais torna possivel deixar as derivadas

de ordem superior dos vinculos que envolvem 0/0l em termos de suas derivadas em

relagao a 7y e «, cujos valores em [ = 0 ja obtivemos. Por exemplo,

0 (891) _rgcosa 2rgsina Or

% W 7"12 B 7’13 %7
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%6, _ cosa
0adl), _, 1o

Assim, podemos calcular todas as derivadas parciais de r; e 6; em [ = 0, obtendo,
dessa maneira, os coeficientes da expansao de Ary em série de poténcias de [. Isso
determina a distancia coordenada Ary nadada pelo tripé executando um ciclo de de-
formacgoes retangular no espaco de formatos, dentro do regime de altas freqiiéncias e
para l/ro < 1.

Em resumo, para obter a distancia nadada, primeiramente calculamos Ary, 0Ar /0L,
0?Ary/0I%, etc., onde Arg = (0Y/0l — 0X/da) Al Aw, substituindo, por meio das
equagoes das geodésicas, dry/0l e 00,/0l por derivadas parciais em relagao a ry e .
Em seguida, calculamos os valores de todas as derivadas em [ = 0, fazendo r = r¢ e
6, = 0y. Por fim, substituimos Arg (I = 0), (0Are/dl),_,, (0*°Arg/0l*),_,, etc. na série
de poténcias de [, obtendo Arq (19, [, a) até a ordem desejada de I.

Finalmente, colecionando termos de até terceira ordem em [/r(, obtemos por esse
método,

f (ro)

I? 3 -3 GM A
X [— + (ﬂ f(ro) + To — 2 ) — cos a]
mo

mo + 3m1 c2ror/f (o) | 7o

7'04

4
x sinaw AaAl 4+ O ( l ) (3.52)

Esse resultado mostra que, de fato, é possivel nadar no espaco-tempo: translagoes
espaciais podem ser alcancadas por meio de alteracoes ciclicas de formato, sem o auxilio
de forcas externas. Essa é a distancia nadada em cada ciclo, de modo que, pela repeticao
continuada do processo de deformacao, o efeito torna-se cumulativo'®.

Notemos que ndo hé natacdo em ordem zero (o que é natural, ji que essa é a
aproximacao que considera o nadador como pontual e, portanto, sem estrutura para se
deformar), nem em primeira ordem. O termo dominante é, pois, o de segunda ordem.
Percebamos que esse termo guarda uma semelhanca interessante com as solugoes dos
problemas de natacao do capitulo anterior. Nestes, a distancia nadada era proporcional
ao quadrado da razao entre o tamanho do corpo e o raio de curvatura da variedade.
Para a geometria de Schwarzschild, as componentes da curvatura riemanniana sao
proporcionais a GM /c*r®, quantidade que pode ser vista, nesse espirito, como o inverso
do quadrado de um raio efetivo de curvatura. Assim, é natural que o termo dominante
23,

da distancia nadada em Schwarzschild seja proporcional a I2GM/c Diante dessa

MTodavia, a distancia nadada em cada ciclo ndo é a mesma, uma vez que ro muda, tanto pelo efeito
de natacao quanto pelo deslocamento natural do tripé sendo atraido pela fonte massiva.
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semelhanca, podemos especular se a proporcionalidade da distancia nadada com o
quadrado da razao entre o comprimento caracteristico do nadador e o raio de curvatura
do espaco ambiente seria, em ordem dominante, uma propriedade geral do fenomeno
de natacao. Quanto ao termo de proxima ordem, notemos que ele pode ser positivo ou
negativo, dependendo das massas das particulas constituintes e da distancia a que o
tripé se localiza da fonte, de modo que ele pode tanto aumentar a magnitude do efeito
quanto diminui-la. Além disso, o resultado é proporcional as magnitudes Al e A«
caracteristicas da deformacao do nadador, donde concluimos que, quanto mais ampla
a alteracao de formato, maior a distancia nadada. Com relacao a dependéncia com
as massas, focando no termo dominante, vemos que, para mg fixada, Ary é méxima
quando my = mg/3, ou seja, quando a massa total das particulas nas pontas inferiores
das hastes é igual a massa da particula no vértice central (é facil concluir que, nesse
caso 3momy / (mg + 3my)” = 1/4); ademais, novamente como nos exemplos do capitulo
anterior, a dependéncia com as massas aparece como um fator homogéneo.

A equacio (3.52) fornece a distancia coordenada nadada. E interessante obter a
distancia propria Ay correspondente, conforme medida pelos observadores estaticos.
Se Arg < g, ela é dada por

Ay =~ norm (IT*,¢") ,

onde u = 0;/+/f (r) é a quadrivelocidade desses observadores, I1#, = §*, + utu,,
¢ = (T,Ary,0,0) e norm (a*) = \/|gua*a’|, para um dado quadrivetor a. E facil

obter, entao,

AX - ATO
VI (ro)

Portanto, usando a equagdo (3.52), temos, considerando apenas o termo dominante

(3.53)

(que foi o resultado obtido por Wisdom),

3m0m1 GM l2
2

Ay ~ —
X (m0+3m1)2 crg 1o

3
sina Aa Al + O <l—> . (3.54)

T03
Levando em conta a igualdade (3.47) e lembrando que o raio de Schwarzschild é rg =

2GM/c?, a equagao acima pode ser reescrita como

—6 [Ag 12
Ax ~ W—moml2 25 2 sina Aa Al (3.55)
(mo + 3m1) AO AO

onde Ay é a area (conforme medida pelos observadores estéticos) da esfera definida pela
secao t = constante, r = rg do espago-tempo e Ag, a da secdo t = constante, r = rg.

Todas as quantidades na equacao acima sao proprias, o que confirma o carater escalar
de Ay.
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Consideremos, agora, 0 < o < /2, de modo que 0 < sina < 1 e Aa < 7/2.
Além disso, como ja comentamos, 3m0m1/(m0+3m1)2 < 1/4. Por conseguinte,

3momy/ (mg + 3my)” x sinaAa < 7/8 < 1, e entéo

|Ax| < (GM/cro) (P /ro”) AL (3.56)

Agora, na medida em que ry > 2M, temos GM/c*ry < G/2¢*> < 1; além disso, por
hipotese, | < rg. Assim, assumindo que o termo de segunda ordem é efetivamente

dominante!®, concluimos que

Ax < Al (3.57)

E interessante notar que, devido ao fator multiplicativo \/f (ro), o termo dominante
da distancia coordenada nadada Arg tende a zero quando rg — 2M, isto é, quando
o tripé se aproxima do horizonte de eventos, ao passo que a distancia propria nadada
Ay, ao contrario, aumenta nesse mesmo limite. Podemos entender que a distancia
propria nadada aumenta perto do horizonte como uma conseqiiéncia do fato de que a
curvatura do espago-tempo fica maior nessa regiao. Vamos, agora, tentar interpretar
por que a distancia coordenada nadada, por outro lado, diminui nessa regiao. Perto
do horizonte, o elemento de linha da secao 6,¢ = constantes de Schwarzschild pode
ser aproximado por'® (veja a referéncia [28]) ds® ~ (pc2/AGM) 2dt*> — dp?, onde
p=(4GM/c?) /\/ f (7")71 — 1, que tem curvatura nula. Assim, podemos entender que,
do mesmo modo como Arg se anula em espacos-tempos planos, essa quantidade seréa
limitada nas proximidades do horizonte.

Uma questao interessante ¢ se o tripé poderia, dentro de alguma circunstancia,
evitar a sua queda por natacao, afastando-se da fonte. A resposta a essa pergunta
é negativa, dentro das hipoteses que colocamos para estudar o fendémeno. Seja v a
velocidade propria média dos movimentos de deformacao. O periodo coordenado do
movimento é T'; o periodo proprio T é, entao, dado por

T~ guu'q”,

onde u = 9;/\/f(r) e ¢ = (T,Ary,0,0), como antes. Calculando explicitamente,
obtemos sem dificuldade

T~ Ty f(ro). (3.58)

Assim, se estimamos que v ~ /T, obtemos T ~ l/v\/f (ry). Ademais, como ja

mostramos, no regime de altas freqiiéncias de deformacao, a distancia coordenada que

5 Esse pode ndo ser o caso. Por exemplo, se 7o — 2M, dependendo dos valores das massas, por

causa do fator 1/+/fo.
16Fssa é uma chamada cunha de Rindler.
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o tripé rigido cai, num periodo T, é ’AT0R| ~ GMf (ro) T?/r?, conforme a equagio

(3.20). Combinando esses dois resultados, obtemos

TQR ~ vTo,
|Aro™| ~ GMI? [v*ry?

e entao, como necessariamente v < c,

|Ar"| > GMP? /Pro” (3.59)

Das equagoes (3.53) e (3.56), temos

|Aro| < (GM/cro) (IP/ro®) v/ f (ro) Al (3.60)

Essas duas tultimas desigualdades implicam que

Al
|Arg| < ’AT0R| Vf(rO)r_o

Agora, na medida em que +/f (rg) < 1 (porque ry > 2M) e Al/ro < 1, concluimos

que

’ATO’ < |AT0R| . (361)

Ou seja, a distancia que o tripé cai, em cada ciclo, devido a atracao gravitacional é
muito maior do que a distancia que ele pode subir devido a natagao.

Considerando apenas a primeira ordem nao-nula da distancia nadada, a equacao
(3.52) permite estimar que, para um tripé com tamanho e deformagoes com magnitude
da ordem de 1 metro, nadando proximo da superficie terrestre, a distancia nadada num
ciclo seria da ordem de 10727 metros. Conseqiientemente, é de se esperar que nio haja
aplicabilidade pratica para o efeito de natacao, a despeito de possiveis melhorias da
engenharia do nadador. De qualquer forma, o efeito tem bastante mérito conceitual, por
mostrar que um corpo pode efetivamente se deslocar sem o auxilio de forcas externas.
Nas palavras do astrofisico Edmund Bertschinger do MIT: "E uma linda idéia, que
abre um novo filao dentro da dinamica de corpos rigidos em relatividade geral."

Existe um outro aspecto nessa forma de propulsao que a torna tnica: a natagao é
obtida pelo trabalho realizado exclusivamente pelo proprio corpo quase-rigido e, dife-
rentemente do que ocorre em deslocamentos por ejecao de matéria, toda a energia do
combustivel é aproveitada para a locomocao. Além disso, existe, a principio, a possibi-
lidade de que o efeito tenha maior relevancia pratica num contexto cosmologico, por seu
carater cumulativo, assumindo-se que o movimento ciclico se repita por, possivelmente,
bilhdes de anos (veja o Capitulo 5).

Por fim, notemos que esse efeito é puramente relativistico, na medida em que

Arg — 0 quando ¢ — oo. Como observou Wisdom, isso indica a inezisténcia de um
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limite newtoniano para o efeito de natagdao no espaco-tempo, um resultado bastante
contundente. No entando, Geoffrey Landis questionou essa afirmacao de Wisdom, ar-
gumentando que o efeito ja era conhecido pelos engenheiros astronauticos, que haviam
mostrado (veja a referéncia |17]) que corpos deforméveis podiam modificar sua orbita
pela alteracao do seu formato num gradiente gravitacional newtoniano, como uma con-
seqiiéncia das forcas de maré. Na proxima se¢ao, vamos mostrar que esse efeito, embora
realmente existente, é diferente da natacao no espaco-tempo descoberta por Wisdom.
Enquanto esta é um efeito puramente local, de fases geométricas - a distancia nadada
nao depende da rapidez com que os ciclos de deformacao sao executados - e totalmente
dependente da presenca de curvatura intrinseca no espago ambiente, o efeito apontado
por Landis é nao-local, dependente da rapidez com que as deformacoes sao realizadas,
e é suprimido no regime de altas freqiiéncias de deformacoes, diferentemente do efeito

Wisdom, como vimos.

3.4 Estudo do movimento de corpos deforméveis num

campo gravitacional newtoniano

Vamos estudar o movimento de corpos quase-rigidos deforméveis num campo gra-
vitacional newtoniano simetricamente esférico e estatico, mostrando que, de fato, eles
podem alterar sua trajetoria, devido a forcas de maré, se as alteracoes de formato
sao nao-locais, aproveitando o gradiente de campo gravitacional, que faz com que o
trabalho ligiiido num ciclo completo de deformacoes seja nao-nulo. Nosso objetivo é
esclarecer a diferenca essencial entre esse fendmeno e o efeito Wisdom. Em primeiro
lugar, como uma ilustracao do efeito newtoniano, vamos estudar o caso de um corpo
deforméavel em formato de haltere, com uma particula em cada extremidade e compri-
mento nao-desprezivel, em 6rbita ao redor de uma fonte massiva simetricamente es-
férica, mostrando que ele pode, efetivamente, alterar os parametros de sua orbita pela
variacao ciclica do seu comprimento. Em seguida, vamos estudar o comportamento,
num campo gravitacional newtoniano, do mesmo tripé que evocamos para estudar o
caso relativistico, e mostrar que, pelo efeito de maré, ele pode alterar sua trajetoria de
queda, mas que esse fenomeno é nao-local e nao tem caracteristicas de fase geométrica,
sendo, portanto, distinto do efeito Wisdom. Por fim, demonstramos de maneira bas-
tante geral que o fend6meno de natacao, enquanto um efeito local de fases geométricas,
nao pode se manifestar para potenciais newtonianos, e mesmo pos-newtonianos, sobre

um espaco ambiente plano.
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3.4.1 Alteracao da orbita de um haltere ciclicamente defor-
mavel em um campo gravitacional newtoniano simetri-

camente esférico e estatico

Consideremos um corpo em formato de haltere em orbita circular nas proximidades
da superficie da Terra. O haltere consiste de duas particulas de mesma massa m
conectadas por uma haste de comprimento 2L e massa desprezivel. O corpo é equipado
com dois motores suficientemente pequenos: um reponsavel por aproximar e afastar
as particulas ao longo do haltere (fazendo assim, com que o corpo se estenda e se
contraia), e outro encarregado de rodar o corpo ao redor do seu centro de massa, a
fim de controlar a sua orientacao. Assumimos que o corpo esta orientado radialmente
com respeito a Terra, e cada uma das particulas esta a distancias R+ L e R — L do
centro gravitacional, onde R é, entao, a distancia entre esse ponto, que escolhemos
como a origem do sistema de coordenadas, e o centro de massa do corpo. Suponhamos
que a velocidade angular orbital inicial do centro de massa seja w, com rotacao no
sentido anti-horario, e que o corpo gire em torno do seu centro de massa com a mesma
velocidade angular inicial e no mesmo sentido, de modo a se manter sempre apontando
para o centro da Terra. E possivel provar que uma tal orbita circular é estavel.

A idéia é, usando os motores, contrair e estender o haltere em pontos diferentes
da trajetoria, sem alterar a sua orientacao, de modo que o trabalho realizado contra
as forcas de maré, advindas do gradiente de campo gravitacional, seja diferente em
cada parte do processo, o que altera a energia orbital total do sistema, modificando,
conseqiientemente, a sua Orbita.

Dentro desse espirito, suponhamos que, usando o motor de translacao, as particulas
sejam simetricamente aproximadas até chegarem ao centro de massa (que nao se altera
no decorrer de todo o deslocamento), e que o processo seja rapido o suficiente para
que o corpo ndo se desloque significativamente ao longo de sua o6rbita (ou seja, que o
intervalo de tempo que a contragao leva seja muito menor do que o periodo orbital).
Além disso, assumimos que o motor de rotacao é usado para manter a orientacao radial
do haltere durante todo o processo.

Quando cada particula encontra-se a uma distancia z do centro de massa, a forga
total sobre a particula exterior ¢ —GMm/ (R+ x)*> — T (), onde T (z) é a tracio

exercida pela haste. Essa forca é igual a forca centripeta da érbita circular,
GMm
——— +T(2) =mw? (R+1). 3.62

Do mesmo modo, a for¢a sobre a particula interior ¢ —GMm/ (R — z)*+T (z), e temos

—— —T(z) = mw? (R — ). (3.63)
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Subtraindo essas duas equacoes, obtemos

—2GMm(R2}j—xxz>2 + T (z) = mw?. (3.64)

Agora as somando, temos
R? + 22
(R? = a2)°

Isso mostra que a forca total sobre o sistema, que é a soma das forgas sobre as particulas

= w’R. (3.65)

individuais, deve ser igual a forca centripeta sobre o centro de massa em movimento

circular. Desprezando termos da ordem de x?/R?, essa tiltima equagao é reescrita como

GM
Agora, substituimos a equagao (3.66) na equagao (3.64), o que da
T (&) = GMm-% 1 2GMm—" 3.67
Novamente desprezando termos da ordem de x?/R?  chegamos a
x
T (z)~3GMm— (3.68)

R3

Lembremos que a forca T (z) é a tracao aplicada pelo motor de translagao sobre
cada uma das particulas (naturalmente, em sentidos opostos para cada uma delas),
através da haste, para leva-las até o centro do haltere, quando elas distam x do centro
de massa. Notemos que, nessa equagao T (x) representa a magnitude da tragao, sem
incluir o sentido. Para a particula mais externa, a tragao é T, = —7T (z); para a mais
interna, é T; = T (x). Cada particula desloca-se, nesse processo, uma distancia L. Para
provocar esse movimento, o motor de translacao realiza, entao, um trabalho total que
altera a energia total do sistema, e que vamos agora calcular. Para levar a particula

mais externa de R + L até R, ele realiza um trabalho

. R 3G Mm R+L
Wr :/ T (r—R)dr = 7 / (r — R)dr,
R+L R

que da

. 3GMmL?
Wp® = IR

E facil ver que o trabalho realizado para levar a particula mais interna de R — L até R

tem o mesmo valor, de modo que o trabalho translacional total é

2

L
Wr = 3GMm. (3.69)
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Adicionalmente, o motor de rotacao deve realizar trabalho para evitar que o haltere
perca a sua orientagao radial & medida que as particulas sao puxadas até o seu centro.
Como a energia rotacional é zero quando as particulas estao no centro de massa do
haltere, esse trabalho é, por conservacao de energia, igual a energia cinética de rotagao
em torno do centro de massa na configuracao inicial do sistema,

1

W%:ﬁhﬂ (3.70)

onde I = 2mL? & o momento de inércia do haltere distendido em rotacao em torno do
seu centro de massa. Usando a equagao (3.66), obtemos
L2
Wg = GMmﬁ. (3.71)
Logo, o trabalho total realizado pelo sistema de motores do sistema é
L2
W =Wr+Wg= 4GMmE (372)
Esse trabalho representa uma transformacao de energia combustivel dos motores em
energia mecanica do movimento orbital'” do haltere, aumentando-a. Como conseqiién-
cia, a orbita também se altera, e vamos calcular, em seguida, de quanto.
E possivel mostrar (veja a referéncia [30]) que a energia total de uma particula de
massa i em Orbita eliptica de semi-eixo maior a no campo gravitacional conservativo

de uma fonte simetricamente esférica de massa M é

GMp
2a

Em particular, para um movimento circular, o semi-eixo maior é igual ao raio da orbita.

5:

Para o nosso problema, entao, a energia total inicial do sistema é simplesmente!®

GMm 1 1
By =—=5 (R+L+R_L). (3.73)

A menos de termos da ordem de L?/R? isso equivale a

GMm
Depois que as massas sao levadas até o centro do haltere, o problema se reduz
aquele de uma particula de massa 2m numa 6rbita eliptica!® de semi-eixo maior R'.

Dessa maneira, a energia mecanica final do sistema é

17 Apenas orbital, porque, apés esse processo de contracio, como ji comentamos, o corpo nao esté
rodando - ele se reduz, por assim dizer, a Gnica particula de massa 2m.

18 Aqui estamos considerando apenas a energia orbital, cinética e potencial, pois a energia de rotacio
do haltere em torno do seu centro de massa é, dentro da precisao que nos interessa, desprezivel frente
a ela.

Y Depois da deformacao, a érbita eliptica que o corpo descreve nao precisa ser circular.
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_GM(2m)  GMm

Er = =— . .
" 2R R (3.75)
A variacao de energia mecanica no processo é, portanto,
AF =F E GM L ! (3.76)
F 1 R/ R )
ou seja,
R —R
AE =GM . 3.77
""RER (3.77)
Definindo
dR, = R — R, (3.78)
e considerando que R’ ~ R, podemos escrever
OR,y

A variagao de energia AF é igual ao trabalho W realizado pelos motores, AE = W,

de modo que, usando as equagoes (3.72) e (3.79), chegamos a
GM m& =4GM mL—2
R? R3’
de onde tiramos a variacao do semi-eixo maior da 6rbita do sistema depois de as massas
serem levadas ao centro do haltere:
412
0R, ~ = (3.80)

A equagao (3.80) mostra que, sendo 0R; positivo, temos R = R + dR; > R, ou
seja, quando o haltere se fecha totalmente, o semi-eixo maior da nova érbita é maior
do que o da antiga. E o semi-eixo menor da nova orbita eliptica que se encontra na
posicao da manobra e, portanto, o centro de massa move-se ligeiramente para dentro
nesse processo. A velocidade inicial, completamente tangencial, adquire uma pequena
componente radial, apontando para dentro. Com isso, a energia potencial gravita-
cional torna-se mais negativa; como a energia total aumenta, dado o trabalho positivo
realizado pelos motores, concluimos que a energia cinética também tem de aumentar,
e o centro de massa adquire, assim, maior velocidade. De fato, suponhamos que ini-
cialmente temos E; = T; + Uy, onde T é a energia cinética inicial e Uy, a potencial.
Podemos escrever, diante do fato de que a energia total aumenta e a energia potencial
diminui, Fr = E; + € e Upr = Uy — K, onde € e Kk sao reais positivos e Tr e Up sao
as energias cinética e potencial finais, respectivamente. Desse modo, no estado final,
Ei+e=U—k+Tp,eentaoTpr=E —Ur+e+ =T+ (e+r) > TJ.
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Precisamos ainda, porém, calcular de quanto é a variacao d Ry do semi-eixo maior
quando o haltere volta a se estender até o seu comprimento original de 2L, completando
um ciclo fechado de deformacoes. Isso pode ser feito prontamente usando a equagao
(3.80) com R’ = R+6R; no lugar de R, notando-se apenas que, no processo de abertura
do haltere, o trabalho realizado é negativo, de modo que a nova variacao do semi-eixo

maior também o sera. Por esse procedimento, obtemos

AL? AL? AL?
SRy ~ - (1— > (3.81)

"R+42/RT TR R
ou seja,
412  16L*
Ry =~ —— . .82
2 0 + JrE (3.82)

Logo, num ciclo completo de fechamento e reabertura do haltere, a variacao ligiiida

do semi-eixo maior da Orbita é

16L*
R3

Vemos que, quando o ciclo completo é executado, o centro de massa nao retorna a

R~ O0R; + 0Rsy =~ (3.83)

sua orbita original: o semi-eixo maior da trajetoria eliptica aumenta. Isso quer dizer que
a energia total fica menos negativa, e que a excentricidade da orbita, por conseguinte,
também aumenta. Mostramos, assim, que deformacoes de um corpo extenso num
campo gravitacional newtoniano pode induzir a alteracao dos parametros de sua orbita.
A principio, esse efeito parece ser, entao, candidato a analogo newtoniano do efeito
Wisdom. Como discutiremos adiante, embora esse efeito seja genuino, é de natureza
distinta da natacao em espacos-tempos curvos.

Esse efeito se deve a um trabalho ligiiido nao-nulo, obtido quando somamos as con-
tribui¢oes devidas a abertura (trabalho positivo) e ao fechamento (trabalho negativo)
do haltere, que se dao em posicoes orbitais diferentes - considerando, por exemplo, a
equagao (3.69), vemos que, substituindo R por R—J Ry, obtemos um trabalho (negativo)
levemente maior (em valor absoluto) na abertura do haltere do que aquele (positivo)
realizado no seu fechamento, e esse trabalho total nao-nulo altera a energia orbital,
acarretando a modificacao da orbita. Ocorre, dessa maneira, que o fato de a abertura
e o fechamento se darem em posicoes orbitais diferentes é fundamental para o efeito
ser nao-nulo no ciclo completo. Portanto, é essencial para a manifestacao do efeito a
existéncia de um gradiente de campo gravitacional entre as regioes distintas em que se
dao as diversas etapas do processo ciclico de deformacao.

Para um haltere com L ~ 1 metro, com orbita proxima a superficie da Terra,
R ~ 1072° metros. Embora seja um resultado bastante inexpressivo para todos os fins
praticos, é varias ordens de grandeza maior do que o efeito relativistico que calculamos

para o caso do tripé em Schwarzschild. Apesar disso, como veremos adiante, num dado
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limite, o efeito newtoniano é suprimido e o relativistico pode predominar.

Nosso célculo foi feito com a hipotese de que as deformacoes sao realizadas num
intervalo de tempo pequeno frente ao periodo orbital do corpo. Deixando essa hipotese
de lado, todavia, h4 meios muito mais eficiente de o corpo atingir um deslocamento
mais expressivo: deformando-se em pontos distantes da érbita, ele pode absorver mais
energia, pois o trabalho liqliido pode, nesse caso, ser significativamente maior. Por
exemplo, se o haltere tem inicialmente uma o6rbita eliptica com excentricidade acen-
tuada, é conveniente realizar a manobra de fechamento no periélio, para maximizar o
ganho de trabalho, de acordo com a equacao (3.72), e a de abertura no afélio, onde o
campo gravitacional é significativamente menor e o trabalho cedido, quase desprezivel.
A variacao de energia orbital, nesse caso, é muito mais significativa.

Em suma, o feito de um corpo deforméavel de alterar os parametros de sua orbita
num campo gravitacional newtoniano é alcancado porque o trabalho ligiiido de um
ciclo completo de deformagoes é nao-nulo, provocando variagao da sua energia orbital,
gragas ao fato de haver um gradiente de campo gravitacional entre as diferentes regioes
do espaco em que ocorrem as diversas etapas do processo. Trata-se, pois, de um efeito
de forcas de maré. Esse efeito é, assim, claramente nao-local: depende do gradiente de
campo. O efeito Wisdom, por outro lado, é local, dependendo apenas, no que tange ao
espaco ambiente, da sua curvatura local. Além disso, esse nao é um fendémeno de fases
geométricas, ao contrario do efeito Wisdom?’, na medida em que depende da rapidez
com que as deformacoes sao executadas: se o haltere se abre e fecha muito rapidamente,
o trabalho total tende a zero e o efeito é, assim, suprimido. Para otimizar o efeito,
como ja comentamos, cada etapa do ciclo de deformagoes deve ser realizado em pontos
especificos (em geral, distantes) da trajetoria, de forma muito parecida com o que ocorre
com um individuo brincando num balanco de parques de recreacao, que modifica a
amplitude da oscilacao contraindo e estendendo suas pernas em pontos particulares da
trajetoria, sincronizadamente. Se ele aumenta ou diminui a freqiiéncia do movimento
de suas pernas, saindo de sincronia, o efeito de aumento da amplitude é minimizado,
podendo inclusive ser suprimido, como efetivamente ocorre quando a freqiiéncia é muito
alta. O efeito newtoniano é, pois, um efeito de ressondancia, ji que depende do ajuste
entre a freqiiéncia orbital do corpo e a sua freqiiéncia de deformacoes; o efeito Wisdom,
por sua vez, é de fases geométricas, completamente independente de quao rapidamente
as deformagoes sao realizadas (importa apenas a seqiiéncia de formatos assumidos, ou

seja, o circuito descrito no espago de formatos).

20Pode parecer, num primeiro momento, que a natacdo em Schwarzschild depende da rapidez com
que sao realizadas as deformacbes, uma vez que tomamos o limite de altas freqiiéncias. No entanto,
fizemos essa escolha apenas para simplificar os céalculos, pois ela fornece uma lei de conservacio
aproximada, e ela nao é essencial para que haja natacao. De fato, no Capitulo 4, vamos ver que a
natagao em espacos-tempos com secao espacial totalmente simétrica, onde as leis de conservagao se
associam 3s isometrias da métrica espacial, ndo depende da rapidez com que se realizam as variagoes
de formato.
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Para marcar a diferenca entre esses dois efeitos - quais sejam, o de translacao
em espagos ambientes curvos por deformacoes ciclicas e o de alteracao da orbita por
deformacoes nao-locais num campo gravitacional newtoniano nao-uniforme -, vamos
chamar, doravante, o primeiro de efeito de natagao, ou efeito Wisdom, e o segundo de
efeito de balango®', a exemplo do que fizeram Eduardo Guéron, Clovis Maia e George
Matsas (referéncia [19]).

Por fim, notemos que o efeito de natacao depende de uma area nao-nula associada
ao interior da curva fechada descrita pelas deformacoes do corpo no espago de for-
matos. Em particular, se a area é nula - por exemplo, se h4 apenas um parametro de
deformacao, ou seja, se o espago de formatos é unidimensional - o efeito de nata¢ao nao
se manifesta. O efeito de balango, por outro lado, pode se manifestar mesmo quando
essa area é zero, como verificamos no caso do haltere estudado, cujo tinico parametro
de deformacao era o seu comprimento. Essa diferenca entre os dois efeitos é ilustrada

na Figura 3.2.

Shape space diagram
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Figura 3.2: No grafico superior, vemos um diagrama tipico do espago de formatos de um corpo
deformével capaz de nadar no espaco-tempo: a area do interior da curva descrita por um ciclo fechado
de deformacoes é ndo-nula. Se o corpo se deformasse segundo apenas um parametro, como no grifico
inferior, o efeito Wisdom ndo se manifestaria; o efeito de balanco, todavia, poderia ainda assim estar
presente.

Para liquidar essa discussao, vamos, na préxima secao, estudar o movimento do

2lEsse nome é motivado tanto pela analogia com os balancos de parques de recreacdo quanto pelo
fato de esse efeito depende de um balanco de trabalho ndo-nulo num ciclo completo.
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mesmo tripé que adotamos para o estudo da natacdo em Schwarzschild, mas agora
inserido no espaco euclidiano com um campo gravitacional newtoniano simetricamente
esférico e estatico. Teremos, assim, como comparar os casos relativistico e newtoniano

em situacoes perfeitamente correspondentes.

3.4.2 Efeito de balango de um tripé num campo gravitacional
newtoniano: estudo comparativo com o efeito de natacgao

relativistico de Wisdom

Consideremos um corpo simetricamente esférico e estatico de massa M no espago eu-
clidiano. Ele é fonte de um campo gravitacional que pode ser descrito pelo potencial
Uy = -S4 (3.84)
r
em coordenadas polares esféricas com origem no centro do corpo.

Consideremos como corpo quase-rigido deformével o mesmo tripé que adotamos
quando estudamos a natacao relativistica. Revisando, trata-se de uma particula de
massa mg posicionada num vértice central do qual se estendem trés hastes retas de
mesmo comprimento [ e com igual espagamento angular azimutal 27 /3; na extremidade
de cada uma dessas hastes estao conectadas particulas de mesma massa m;. O tripé é
orientado radialmente com o corpo fonte, isto é, de modo que as trés hastes, voltadas
para baixo, formem um mesmo angulo a com o raio vetor que liga a origem do sistema
de coordenadas ao vértice central do tripé. Ademais, o tripé é projetado para contrair e
estender as suas hastes, | = [ (t), assim como abri-las e feché-las, « = a/(t), de Al e Aay,
respectivamente, retomando o seu formato original a cada intervalo de tempo 7', que é,
pois, o periodo de cada ciclo completo de deformacoes. Notemos uma diferenca crucial
entre esse caso e o relativistico: enquanto neste tltimo as hastes eram construidas como
geodésicas das secoes espaciais curvas dos observadores estaticos de Schwarzschild,
aqui elas sao tomadas simplesmente como segmentos de reta, que sao geodésicas do
espaco euclidiano. Como ja discutimos, os vinculos posicionais que definem o tripé,
e que permitem escrever as coordenadas das particulas nas extremidades das hastes
em termos das coordenadas da particula central, sao dados, considerado coordenadas
{ra,04,ba}, com a = 0,1,2,3, para as particulas, onde a = 0 discrimina a particula
central das demais, pelas equagoes (3.33) e (3.34),

2 =ry>+ 1% —2rglcosa,

sinf); = — sin a,
™

com ry =19 =13 e 0 = 0y = 5. Além disso, pela simetria do problema, sabemos que
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0y = (;5@ =0, para a = 0,1, 2,3, onde os pontos denotam derivadas temporais totais.
A lagrangiana do tripé é dada pela soma das lagrangianas individuais de cada

particula constituinte,

L—i%—i—ilm (ﬂ+r29’2+r2sm29¢2) (3.85)
- Ta 2 a a a a a a a . .

a=0 a=0
Dados os vinculos, podemos considerar ry e p,, = 0L/0fy como as unicas variaveis
dinamicas independentes. Integrando numericamente as equacoes de Euler-Lagrange
correspondentes a 79, com os vinculos devidamente implementados, Guéron, Maia e
Matsas obtiveram a evolu¢ao 1y = 79 () completa do sistema para o ciclo de defor-

magcoes retratado na Figura 3.3.

‘/L\ ‘
|

©

¢

A~

Figura 3.3: Um ciclo completo de deformagoes do tripé em queda usado na integragao numérica das
equagoes de movimento de natacao, ao lado de um tripé idéntico, mas rigido, com mesmas condigoes
iniciais. A idéia é comparar o movimento de ambos num periodo 7" do ciclo de deformacoes, deter-
minando a diferenga entre os seus deslocamentos, o que da a distancia nadada via efeito Wisdom.
Podemos ver que o ciclo de deformacoes considerado consiste em estender a haste de Al, mantendo
« fixado; fechar as hastes de Aa, mantendo [ fixado; contrair até reobter o comprimento original das
hastes, sem alterar o angulo; e, finalmente, abrir as hastes até chegar ao 4ngulo original, sem alterar o
comprimento. Na simulagdo assumiu-se que cada uma dessas quatro etapas leva 1/4 do periodo total.

A quantidade que interessa determinar é a diferenca

A’l“o _ ‘roquase—rigido _ rorigido| ’ (386)

entre o deslocamento do tripé que se deforma ciclicamente e o delocamento de um tripé
idéntico, com mesmas condic¢oes iniciais, mas rigido, num intervalo de tempo 7' - ou

seja, o quanto o tripé deformavel falha em seguir sua trajetoria natural num periodo
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de ciclo completo. Essa é a distancia nadada devido ao efeito Wisdom.

O resultado, A%rg, onde o indice C' destaca que se trata do caso classico (newto-
niano), para valores fixados dos parametros do problema (M, ro, mg, mq, I, o, Al e
Aay), é exibido na Figura 3.4, em linha cheia, como fun¢do da freqiiéncia w do movi-
mento periddico de deformacoes. Vemos claramente que, quanto mais rapidamente
sao realizadas as alteragoes de formato, menor é o deslocamento Arg obtido; recipro-
camente, o efeito aumenta a medida que a freqiiéncia de deformagoes diminui. Isso
estd de acordo com o fato de que esse é um efeito nao-local que depende de forcas de
maré significativas entre os pontos da orbita em que cada parte do ciclo é efetuada,
conforme ja discutimos. Na mesma figura, em linha tracejada, temos o resultado para
o mesmo problema tratado relativisticamente, Afiry, isto é, considerando o tripé no
espaco-tempo de Schwarzschild, conforme estudamos no inicio deste capitulo. Esse re-
sultado pode, pois, ser obtido diretamente usando-se a equacao (3.52), para o regime
de altas freqiiéncias, no qual A®ry ndo depende de w. Vemos que, para freqiiéncias
suficientemente altas??, o efeito de natacao pode predominar sobre o de balanco - que
é suprimido, nesse limite, como conseqiiéncia de sua nao-localidade - por varias ordens
de magnitude. Naturalmente, esperamos que uma simula¢gao numérica completa no
contexto de relatividade geral aproxime-se suavemente dos resultados de balanco e de
natacao para baixas e altas freqiiéncias, respectivamente.

O fato de que A%y — 0 no limite de altas freqiiéncias indica, ndo apenas que
o efeito de balanco é suprimido nesse regime, como também que o efeito de natagao
ndo se manifesta no espaco euclidiano com um campo gravitacional. De fato, se A7
incluisse ambos os efeitos, eles deveriam aparecer na simulacao numérica completa
efetuada e, quando a contribui¢ao de balanco evanescesse, restaria ainda o de natagao.
O resultado obtido mostra que esse nao é o caso. Isso confirma que o efeito de natacao,
conforme esperavamos, nao tem um limite newtoniano.

Para entender melhor o regime de altas freqiiéncias do tripé no campo gravitacional
newtoniano, vamos fazer, na proxima secao, um estudo analitico desse caso, seguindo

a mesma estratégia empregada no caso relativistico.

Limite de altas freqiiéncias do tripé no campo gravitacional newtoniano

Por regime de altas freqiiéncias entendemos, como no caso relativistico, aquele em que
as deformagoes sao realizadas rapido o suficiente para que o tripé, no periodo 7" de um
ciclo completo, nao caia significativamente em relacao a Al. O tripé livre cai, num tal

intervalo de tempo, de aproximadamente

~ EGMT?

2 T02

Ar

(3.87)

225} importante mencionar que, nas simulacdes realizadas, tomou-se o cuidado de manter sempre
velocidades estritamente menores do que a da luz.
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Figura 3.4: As linhas cheia e pontilhada mostram, respectivamente, A®r, =
Ttozuasefrigido _ rgigido) e AR’I’O - (rguasefrigido _ Tgigido 7 isto é, de quanto o tI‘lpé
newton

deformavel em queda livre falha em seguir um tripé rigido (ou seja, Tdee formato fixo) do mesmo tipo
depois de um ciclo completo de deformagbes, nos casos newtoniano (campo gravitacional central
do tipo —1/7) e relativistico (espago-tempo de Schwarzschild), como fung¢do da freqiiéncia w (aqui,
em particular, estamos usando w = 1/7T) de cada ciclo. Para essa simulagdo, consideraram-se
deformacoes conforme retratadas na Figura 3.3, uma massa fonte de GM = 1, massas Gm, = 0.1,
com a = 0,1, 2,3, para as particulas constituintes, e se agsumiu que os tripés sao soltos do repouso
de rog = 100; inicialmente, temos [ = 1 e a = 1, e as variagdes de parametros sdo de Al = 0.01 e
Aa = —0.01 (o sinal negativo indica que a haste se fecha). Também se assumiu que cada quarto do
ciclo leva um intervalo de tempo T'/4, e se tomou ¢ = 1.

Impondo Ar < Al, obtemos entao

| GM

Para um tripé realizando deformacoes da ordem de 1 metro nas proximidades da super-
ficie da Terra, isso significa w > 3s7!. Considerando que cada etapa do ciclo completo
leva um quarto do periodo total, temos uma velocidade média v = 4Al/T = 2wAl/7 de
movimento das particulas. Portanto, precisamos ter apenas v > 2m/s, o que significa
que o regime de altas freqiiéncias pode ser facilmente obtido sem que as particulas pre-
cisem ter velocidades proximas a da luz. Notemos que a equagao (3.23), que quantifica
a idéia de altas freqiiéncias no caso relativistico, se reduz a equagao (3.88) quando
f (ro) — 1, conforme o esperado.

Novamente, consideremos que, nesse regime, o momentum p,, seja aproximada-
mente conservado num periodo 7" e, supondo que o tripé esteja inicialmente em repouso,

que ele seja arbitrariamente pequeno. Temos, entao,
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A lagrangiana dada pela equagdo (3.85) pode ser escrita de forma mais explicita,

Pro 0. (3.89)

incorporando-se as simetrias do sistema, como

1 GM 1 . GM
L= =mpio? + —% 43 |=m, (hQ +r12912) e (3.90)
Usando essa lagrangiana, obtemos
. . 37’1 . 891
DPro = MoTo + 3m1 (Tla—ro -+ 7’12 912 8_1”0) ~ 0, (391)

e entao
my [ Or 00
dro ~ —3 — ( =L dry + == db; | .
mo 8r0 87“0
Como, pelas equacgoes de vinculo, r; e 6; sao funcoes de rg, [ e a, entao podemos usar

a regra da cadeia para reescrever as diferenciais totais dry e dfl; em termos de drg, dl

e da, exatamente como fizemos no caso relativistico. Isso nos leva a

dro = U (ro,l,a) dl +V (19,1, @) de, (3.92)
onde

(87’1/87"0) (67”1/8[> -+ 7’12 (891/87"0) (301/5%)
(mo/3mq) + (9r1/0ro)? + 112 (861 /o)’

U(re,l,a) = — : (3.93)

<8T1/8T0> ((97"1/3@) —+ T12 (8‘91/87’0) (801/8()() '
(mo/3ma) + (Or1/0ro)* + 112 (861 /o)

E interessante notar que as equacdes (3.92) e (3.25), que dio dry nos tratamentos

V(TO,Z,CO = -

(3.94)

newtoniano e relativistico, respectivamente, tém exatamente a mesma forma, e que as
equagoes (3.26) e (3.27) reduzem-se exatamente as equagoes (3.93) e (3.94), respecti-
vamente, quando f — 1.

Considerando um ciclo de deformacoes que descreva um retangulo IT no espaco
de formatos coberto com coordenadas {l/,a} (isto é, variando um dos parametros en-
quanto se mantém o outro fixo, depois variando este sem alterar o primeiro, e por
fim retornando ao ponto inicial a comecar pelo primeiro, sempre mantendo o outro fi-
xado), podemos escrever, para variagoes suficientemente pequenas de [ e «, a distancia

percorrida exclusivamente devido as deformacoes como

oV oU
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pelas mesmas consideragoes que fizemos no caso relativistico. O grande diferencial,
aqui, é dispormos de antemao das equagoes de vinculos, (3.33) e (3.34), enquanto
precisavamos integrar as equacoes da geodésica para obté-las, quando faziamos o estudo
da natagdo em Schwarzschild. Assim sendo, usamos as equacoes (3.33) e (3.34) para
calcular explicitamente Ory/0rg, Or1/0l, Or1/0a, 061 /0ry, 001/0l e 001/, e dessa

maneira obtemos as formas explicitas de U e V,

— COS

U [ = 3.96

(7’0, ,Oé) <m0/3m1) + 17 ( )
[sin «

V l = 3.97

(7”0, ,CY) (m()/?)ml) +1 ( )
E facil verificar, de posse dessas duas equacdes, que
ov.  oU i
g% e (3.98)

al — da (mo/3my)+ 1’

e entdo o integrando da equacao (3.95) anula-se, resultando imediatamente em

Arg = 0. (3.99)

Isso quer dizer que, no caso newtoniano, dentro do limite de altas freqiiéncias, qual-
quer deslocamento provocado por deformacoes é suprimido, conforme antecipado pela
simulagao numérica efetuada. Deslocamentos ligado ao efeito de balango nao ocor-
rem nesse regime porque os trabalhos (de sinais contrarios) realizados contra as forgas
gravitacionais de maré durante a expansao e a contragao do tripé, nesse caso, sao
aproximadamente iguais, porque todo o ciclo se da praticamente no mesmo ponto da
trajetoria, e assim se anulam. Agora, nosso estudo analitico nos permite ir além e
entender por que deslocamentos do tipo natacao (efeito Wisdom) também sdo suprimi-
dos. De acordo com a equagao (3.92), o desvio infinitesimal da trajetoria rigida natural
do tripé é uma 1-forma, ¥ = U (rg,l, ) dl + V (rg,l, ) da, e o desvio total num ciclo

é dado pela integral

Arg :]4 \I/:/d\lf, (3.100)
o1l II

onde usamos o teorema de Stokes para passar da integral de linha (sobre a curva fechada
descrita pelas deformagoes do corpo no espaco de formatos) de ¥ para a integral de
superficie (sobre o interior dessa mesma regiao) da diferencial exterior d¥. Para o
efeito de natagao ser nao-nulo, entao, é uma condigao necessdaria que a 1-forma ¥ (que
déa dry em termos das 1-formas de deformacao dl e do) nao seja fechada. Essa é uma
caracteristica geral do efeito de natacao. Ocorre, porém, que ela € fechada no caso

newtoniano, como mostra a equagao (3.98). Nesta se¢ao, demonstramos esse fato para
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um caso bastante particular, de um dado tripé num potencial gravitacional do tipo
1/r; mais adiante, contudo, vamos fornecer uma demonstragao geral de que nao existe
efeito Wisdom newtoniano, mostrando que essa 1-forma é fechada em todos os casos.

Antes, porém, vamos tentar estimar a dependéncia com a freqiiéncia da distancia
nadada por efeito de balango. Para isso, usaremos um modelo simples: um corpo de
massa m em queda livre no campo gravitacional newtoniano de uma fonte esfericamente
simétrica de massa M, considerando que ele se deforma na direcao do gradiente do
campo gravitacional. Suponhamos que o corpo tem comprimento [ e densidade de
massa uniforme. Assim, se o seu centro de massa localiza-se a uma distancia ry do

centro de forgas, a forga gravitacional sobre o extremo inferior do corpo sera

~ GM
F=——" 5 (3.101)
(ro —1/2)
Considerando [ < rg, temos aproximadamente
~ GM l
F~——20 (1 + —) 3 (3.102)
To To

De forma inteira similar, podemos mostrar que a for¢a gravitacional sobre o extremo

superior do corpo é

ﬁ M
Fy o - GMm <1 - i) 7. (3.103)

Comparando as equagoes (3.102) e (3.103), constatamos que, conforme o esperado, a
magnitude da forca gravitacional sobre o extremo superior do corpo é menor do que
aquela sobre o extremo inferior, o que é natural pelo fato de a intensidade da interagao
gravitacional diminuir com a distancia. A forca diferencial resultante é o que chamamos
de forca de maré. Temos, assim, sobre o corpo uma tensao F que podemos estimar
tomando a diferenca entre ﬁg e ﬁl,

GMm 1

T (3.104)

F[%Fl—F2%—2
To

Supondo, agora, que o corpo deforma-se de Al na direcao radial, podemos aproximar

o trabalho realizado por essa forca diferencial por

W, = |Fy| Al (3.105)
positivo porque a tensao F & favoravel a deformagao. Isso da, usando a equagao (3.104),

GMm
7’03

W~ 2 LAl (3.106)

Suponhamos que esse estiramento ocorra num intervalo de tempo 7/2. Nesse in-

terim, o corpo cai de aproximadamente (1/2) (GM/r¢?) (T?/4). Assim, imediatamente
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apo6s essa deformacao, a forca diferencial de maré torna-se

B} GMml
Fpy o~ —2 ™ (3.107)

3
ro — LGM T2
07 27,2 4

supondo Al < [. Podemos aproximar a expressao acima por

q GMm 1 3GM
Frpm 2220 (1 + = T2) : (3.108)

7”02 To 8 T03

Considerando que, num intervalo de tempo igual ao anterior, o corpo agora se estende

na direcao radial até atingir o tamanho original, o trabalho realizado por Fré

M M
Wiy~ —2EMm A (1+2G T2>, (3.109)

7”03 7”03

negativo porque, desta vez, a deformacgao se da no sentido contrario aquele induzido
pela forca diferencial. Vemos que W, é, em valor absoluto, ligeiramente maior do que
W7, isso porque a segunda deformagao ocorre numa regiao de campo gravitacional mais
intenso, dada a maior proximidade da fonte.

O trabalho total das forcas de maré, num ciclo completo, é entao

GM
3

To

2
W:W1+WH%—Z< ) milAIT?. (3.110)

Se a variacao de energia causada pelo trabalho W provoca um deslocamento Arg sobre
a trajetoria de queda que o corpo teria se permanecesse rigido, podemos associar esse
trabalho aquele realizado pela forca gravitacional sobre o centro de massa do corpo

quando ele se desloca de Ary,

( GMm GMm>
W=—(- + ,
7’0—|-A’I"0 To

dai

GMm

2

W= —

Arg, (3.111)
To

supondo Ary < 9. Igualando as equagoes (3.110) e (3.111), obtemos

3GM
Arg ~ ——

IAIT? (3.112)

To
e concluimos que Ary > 0, ou seja, que o corpo atrasa sua queda devido a esse processo
de deformacao contra as forcas de maré gravitacionais. Além disso, vemos que esse
deslocamento é proporcional ao quadrado do periodo de um ciclo completo, o que
confirma mais uma vez a nao-localidade do efeito de balanco.

Podemos abstrair esse resultado particular e escrever, para o efeito de balango sobre

61



um corpo deformavel em queda num potencial gravitacional do tipo 1/r,

GM [ Al

)
4 w2

Arg = a (3.113)

T'o
onde w é a freqiiéncia angular das deformacgoes e a é uma constante que depende da

geometria detalhada do corpo.

3.4.3 Demonstracao da inexisténcia do efeito de natacao em
espacos euclidianos com potenciais newtonianos e pos-

newtonianos

Consideremos, dentro do contexto de mecanica newtoniana, um corpo quase-rigido
deformével no espaco euclidiano tridimensional, formado por N+1 particulas de massas
m, e com posicoes T,, para a = 0,---, N, e definido por 3N equagdes de vinculo que
permitam escrever as posicoes das particulas de massas mq,---,my em termos da

posicao da particula de massa my,

xai:xoi"i_Fai(Oél?'”?an); a:17”'7N; (3114)

onde oy, - - -, oy, sao parametros, fungoes dadas do tempo, que determinam a estrutura
do corpo e as suas deformagoes. Suponhamos, também, a presenca de um potencial
newtoniano de interagao arbitrario, V (), relativo a uma for¢a externa que atua sobre
as particulas constituintes do nadador. Nosso objetivo é verificar se um tal corpo pode
nadar, isto ¢, se um ciclo fechado de deformacoes realizadas localmente?® pode levar a
um deslocamento do corpo quase-rigido.

A lagrangiana que descreve a dinamica do sistema pode ser genericamente escrita

como
1, RN T ;
L= 5Moth” — V (Zo) + ; [ﬁmava -V (xa)}, (3.115)
onde v, = fa, para a = 0,---, N. O momentum canénico po’ conjugado & i-ésima

coordenada da particula de referéncia, x’, é entao

onde devemos notar que v,/ depende de vy, devido aos vinculos entre as coordenadas.
Temos entao

23 importante que as deformacoes sejam locais para isolar o efeito Wisdom do efeito de balanco,
que é suprimido nesse caso.
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N 3

po’ = movy’ + Z un Z ZZZ

a=1 j=1

Agora notemos que dv,? /vy’ = dx,? |0z’ = &;5, onde a dltima igualdade segue-se da

equagao (3.114). Logo,

N
o’ = movy’ + Z MaVa". (3.116)

a=1

Da equagao (3.114) vem a relagao entre as velocidades generalizadas,

8F dOél
=1.---.N. .
Z o @t =L (3.117)

Substituindo a equagdo (3.117) na (3.116), obtemos

OF,' do
pg —mgvo +Zma (Uo —|—Z aal dtl>

Se M é a massa total do corpo quase-rigido, essa equacao pode ser reescrita como

OF, da
P’ = Moy’ +Zmaz 70, — (3.118)

Estamos considerando deformagoes locais, isto é, suficientemente rapidas para que,
no periodo T" de um ciclo completo, o corpo praticamente nao se desloque. Assim, pode-
mos considerar que o momentum py’ é aproximadamente conservado nesse intervalo de

tempo. Se o corpo esté inicialmente em repouso, temos

po’ &0, (3.119)

donde se segue que

Muy' —l—ZmaZaaFal d;:l ~0

Podemos eliminar a parametrizagao temporal e escrever, para variagoes infinitesimais

das coordenadas e dos parametros aq, - - -, Qp,

day’ =~ — Z Ma Z OF, Zdal (3.120)

O
=1 t

E facil ver que o membro direito pode ser escrito como uma diferencial exata,
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dry' ~ d [— Z %F (aq,- - ,al)] = do, (3.121)

a=1
onde @ é uma 0-forma, a fungao entre colchetes na equacao. Para um ciclo de defor-
magoes no espago de parametros {a;, -+, a;}, o deslocamento total Axy’ na dire¢ao é

pode ser escrito, assim como nos casos que estudamos anteriormente, como a integral

Axg’ z}{ dd = / d’® =0, (3.122)
o1l II

pois d? = 0. Portanto, nao ha deslocamento ligiiido nessa direcao. Como ela é arbi-
traria, concluimos que nao ha efetivamente natacao. Visto que a tnica hipotese que
fizemos sobre o potencial é que ele dependa apenas da posi¢ao, demonstramos, assim,
que nao ha efeito Wisdom para corpos quase-rigidos newtonianos mesmo se agregamos
termos extras ao potencial gravitacional para simular, localmente, efeitos de relativi-

dade geral.
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Capitulo 4

Natacao de corpos deformaveis
nao-relativisticos em espacos-tempos
estaticos e espacialmente homogéneos

e 1sotropicos

No capitulo anterior, estudamos um exemplo, dentro de um contexto de relatividade
geral, de um corpo deformével desviando-se de sua trajetoria de queda sem o auxilio
de forcas externas nem ejecao de matéria, por meio de mudancas periodicas do seu
formato, atingidas exclusivamente pela aplicacao de forcas internas. E um caso do que
chamamos de efeito Wisdom ou de natacao. Em particular, analisamos um tripé livre
num espago-tempo de Schwarzschild, programado para abrir /fechar e estender/contrair
simetricamente (em relagdo a coordenada radial) seus bragos, e mostramos como ele
pode retardar ou acelerar a sua queda, dependendo da ordem de realizacao dessas
deformacoes, mas independentemente da velocidade com que elas sdo realizadas® -
uma caracteristica de efeitos de fase geométrica.

Agora, vamos estudar com bastante generalidade o caso de corpos deformaéveis
nao-relativisticos em espacos-tempos estaticos e com secoes espaciais maximalmente
simétricas (veja a referéncia [21]). Vamos mostrar que o efeito Wisdom manifesta-se
e, considerando nadadores suficientemente pequenos, determinar a distancia nadada
em cada ciclo de deformagoes em termos de propriedades intrinsecas do corpo, da sua

engenharia de deformacoes e de propriedades geométricas do espaco ambiente.

Vale lembrar que o método que utilizamos para resolver analiticamente o problema exigiu a
restricdo ao regime de altas freqiiéncias de deformacao. No entanto, desde que o movimento seja
suficientemente rapido, o quao veloz ele é realizado nao altera o resultado.
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4.1 Consideracoes sobre o espaco ambiente, sobre o

sistema e definicao de movimento rigido

Vamos considerar espacos-tempos estdticos e espacialmente homogéneos e isotropicos.
Isso quer dizer, em termos menos técnicos, que a curvatura do espaco nao se altera
com o passar do tempo e que todos os seus pontos e diregoes sao equivalentes (como
ocorre, por exemplo, em geometrias esféricas e hiperbolicas). Além disso, restringimo-
nos a nadadores nao-relativisticos, isto €, a baixas velocidades. Como conseqiiéncia, o
sistema de particulas obedece, com boa aproximacao, as leis dinamicas da mecanica
newtoniana. Por defini¢ao, o sistema que constitui o nadador sera tal que suas particu-
las formem um corpo extenso articulado que realiza movimentos ciclicos, alterando o
seu formato, devido exclusivamente a forcas internas®. O que nos propomos a analisar
sao as conseqiiéncias desse movimento interno sobre o movimento global do sistema.
Além disso, vamos precisar assumir que o corpo deformduvel € pequeno, onde a escala
de comprimento propria do problema ¢ dada pela curvatura do espaco ambiente. Essa
hip6tese é importante para que a definicao de movimento global do sistema que usare-
mos faca sentido, como ficara claro adiante.

A primeira questao relevante é como definir precisamente o que entendemos por
mouvimento global do nadador. No efeito Wisdom, depois de um ciclo completo de
deformacgoes, o corpo retoma seu formato original, mas encontra-se numa configuracgao
diferente da inicial, isto é, rodado ou transladado rigidamente. Nosso objetivo é for-
malizar essa nogao de deslocamento rigido. No Capitulo 3, monitoramos o movimento
do tripé por meio da posicao da particula no vértice central do tripé, mas, num sistema
geral, pode nao haver uma particula a ser destacada para cumprir esse papel.

A nogao de deslocamento rigido - isto é, do corpo como um todo - é bem formalizada,
quando o espaco fisico é euclidiano, como ocorre nas aplicacoes usuais da mecanica new-
toniana, pelo conceito de centro de massa. De fato, como comentamos no Capitulo 1,
h& um teorema bem conhecido, valido para esse caso, que associa a alteracao do estado
de movimento do sistema, representado pela posicao do centro de massa, a resultante
das forcas externas nele aplicadas. Dai vem que forcas exclusivamente internas nao
podem gerar movimentos rigidos. Num contexto mais amplo, em que o espago fisico
é modelado por variedades e métricas mais gerais, porém, nao se conhece uma forma
natural de se generalizar o conceito de centro de massa. For¢cando uma generalizagao
imediata do caso euclidiano, por exemplo, é impossivel mesmo garantir a sua unicidade
até em casos simples como o uma esfera S? onde se localizam duas particulas de mesma
massa. Essa proposta de generalizagao consistiria em considerar, por exemplo, que o

centro de massa de um sistema de duas particulas de mesma massa fosse definido como

2 Aqui, consideraremos que tais forcas sdo aplicadas por um potencial de interaciio entre as particu-
las, mas, em termos mais praticos, podem ser aplicadas, por exemplo, por um motor e um mecanismo
de méquina, como consideramos nos capitulos anteriores
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o ponto que equidista de ambas e estd localizado sobre a geodésica que as conecta.
Considerando, por exemplo, que as duas particulas estao em pontos diametralmente
opostos da esfera, é facil ver que existem, sobre o grande circulo® que passa por elas,
dois pontos equidistantes de ambas. Portanto, essa generalizacao direta nao se mostra,
pela caréncia de unicidade, aplicAvel mesmo para esse problema simples.

Vamos contornar essa dificuldade definindo movimento rigido sem fazer mencao ao
conceito de centro de massa, mas mantendo o contetido fisico que ele encerra. Um
deslocamento serd dito rigido se, ap6s um ciclo completo de deformacoes, nao deixar
nenhum ponto do nadador fixo, apesar de o formato original ser retomado. Vejamos
como formalizar essa idéia.

Uma nogao natural de deslocamento rigido de um sistema de particulas esta associ-
ada a campos de Killing que se reduzam a deslocamentos euclidianos em um dado ponto
do nadador, que chamaremos de ponto fiducial. Isso porque o espaco euclidiano consti-
tui o modelo mais simples do espaco fisico real e, nele, os tipos bésicos de movimento
rigido - translacoes e rotacoes - sao gerados por campos de Killing. Num espaco mais
geral, se o corpo é pequeno o suficiente, relativamente a escala de comprimento dada
pela curvatura do espaco ambiente, os campos de Killing associados a tais translacoes®
nao se anulardo em nenhum ponto do nadador (colocando em termos mais precisos, o
campo nao serd nulo no ponto fiducial e numa vizinhanca dele na qual o sistema estaréa
contido). Isso quer dizer que nenhum ponto do sistema permanece fixo sob o deslo-
camento gerado por tais campos de Killing, que é exatamente o requerido pela nossa
definicao de movimento rigido. Dessa forma, vamos assumir, no nosso tratamento, que
um deslocamento rigido do sistema ¢ gerado pelas isometrias do espaco. Fica clara,
dessa forma, a necessidade de os corpos deformaveis serem pequenos®. Quantificando o
significado de pequenez, se R é a curvatura do espaco ambiente e L é a maior distancia
entre particulas constituintes do corpo, o que precisamos ter é RI? < 1.

Resumindo, enfim, nosso cendrio consiste de um espago-tempo (curvo, em geral)
estatico e totalmente simétrico espacialmente, sobre o qual se encontram corpos ci-
clicamente deforméaveis, nao-relativisticos e pequenos, sendo os deslocamentos rigidos

gerados pelas isometrias do espaco ambiente.

3 As geodésicas de S? sdo grandes circulos, isto é, curvas formadas pela interseccio de planos com
a esfera, interceptando necessariamente o centro desta.

4Isto ¢, que se reduzem a um campo de Killing euclidiano num dado ponto do nadador.

5Para adiantar a importancia que essa hip6tese terd para o formalismo que vamos desenvolver,
notamos que, além de ser imprescindivel para dar sentido & nossa definicdo de movimento rigido, ela
nos permitird usar referenciais localmente euclidianos, nos quais as relagbes da geometria euclidiana
valem até O (Ra?).
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4.2 Leis de conservacao oriundas das isometrias espa-
ciais

Seja (M, g) o espago-tempo em que esta imerso o nadador, onde M é a variedade dife-
renciavel quadridimensional de base e g é a métrica lorentziana dada. Nossas suposigoes
de simetria impoem restricoes relevantes sobre g.

Supor que o espaco-tempo é estdtico quer dizer que existe nele um campo vetorial
de Killing ¢ tipo-tempo global, e que ele pode ser foliado em hipersuperficies a um
parametro Y; tipo-espaco ortogonais as orbitas dessas isometrias. Nesse caso, sempre
¢ possivel encontrar um sistema de coordenadas {z*} tal que 0;g,, = 0 e g, = 0 em
todos os pontos do espago-tempo, se escolhemos a base coordenada {0,} do espago
tangente a cada ponto da variedade tal que 0; = £ (ou seja, se as curvas coordenadas
r' = constante forem as o6rbitas de £). Colocando em palavras, num tal sistema de
coordenadas, as componentes métricas sao independentes da coordenada temporal e
ndo ha termos proporcionais a dtdz® no elemento de linha ds?. As hipersuperficies ¥,
representam a secao espacial dos observadores estaticos nesse sistema de coordenadas,
isto é, cujas linhas de mundo sao as curvas integrais de &.

Também supomos que as secoes espaciais segundo esses observadores, isto é, as

" em todo ponto. Devemos observar

hipersuperficies ¥;, sio homogéneas® e isotrépicas
que apenas os observadores seguindo as isometrias temporais véem o espago como
isotropico, pois, em todo ponto, qualquer observador com velocidade relativa a eles ne-
cessariamente vé uma distribuicao de velocidades anisotropica para a matéria presente
no espago (se houver alguma).

Pelas consideragoes efetuadas, podemos sintetizar que os observadores que seguem
as isometrias tipo-tempo, cujas secoes ortogonais foliam o espago-tempo, experimen-
tam um espaco ambiente maximalmente simétrico que nao se altera com o tempo.
No sistema de coordenadas em que eles sao estaticos, o elemento de linha assume, a

principio, a forma

ds®> = — f? (2¥) dt® + hyj (%) da'da, (4.1)
onde f? (xk) = —g(£8).

Como os observadores isotropicos (aqueles que seguem as isometrias temporais, isto

é, as curvas integrais de &) tém linha de mundo ortogonal as hipersuperficies espaciais

6Formalmente, homogeneidade espacial que dizer que, para quaisquer pontos p,q € Xy, para todo
instante ¢, existe uma isometria da métrica g que leva p a q. Por conseguinte, é impossivel distinguir
geometricamente qualquer ponto de X;.

"Em termos técnicos, isotropia espacial significa que, para todo instante ¢, dados arbitrariamente
um ponto p € ¥; e dois vetores unitarios si, so € T, M ortogonais a £, onde T, M é o espaco tangente
de p, existe uma isometria da métrica g que deixa p e £ (p) fixos, mas roda s; em sy. Desse modo, é
impossivel construir um vetor tangente ortogonal a & - ou seja, espacial - que seja geometricamente
privilegiado.
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homogénas >;, podemos expressar a métrica g, na base natural de 7, M associada a

esse sistema de coordenadas, como

Juv = h,uzx — UpyUy, (42)

onde u é a quadrivelocidade dos observadores isotropicos,

3 __o (4.3)

98 V@)

e h é a métrica riemanniana induzida por h em cada secao ;. Vemos que h*, é

justamente o projetor sobre ;. Ou seja, é o operador Py : T, M — T, M idempotente
tal que P*,u” =0 e P, 0" = 1" se, e somente se, g, u'v” = 0, para todo v € T, M.

As particulas que constituem o nadador, naturalmente, nao seguem as isometrias
temporais® e, portanto, ndo experimentam secoes espaciais homogéneas e isotrépicas.
No entanto, como elas estao a baixas velocidades, suas quadrivelocidades sao aproxi-
madamente iguais as dos observadores isotropicos. Por conta disso, com boa aproxi-
macao, podemos considerar que suas secoes espaciais também sao as hipersuperficies
Y4, totalmente simétricas.

Vamos desenvolver formalmente esse argumento. Suponhamos que a [-ésima particula
constituinte do nadador tenha linha de mundo (ndo-inercial) (¢, z@)’ (t)) e que seu

tempo proprio seja 7). Sua quadrivelocidade, entao, tem componentes

d dl‘(l)‘“ dt dIL‘(l)i
P= — | ¥ = = 1 4.4
' (dm) > droy  drgy 7 dt )’ (44)

ou ainda, equivalentemente,

dr dt dl’(l)i
= d , 45
' dray (dT’ dr (4.5)
onde 7 é o tempo proprio dos observadores isotropicos (isto é, u = d/dr). Impondo
Juwvnve” = —1, obtemos
) — — hy; k : 4.6
o =\ @ok) = hi (z0*) — = (4.6)
que é equivalente, por sua vez, a
dT(l) \/ dx(l)i dx(l)j
= /1 — hy; k At 4.7
dr J (1’(1) ) dr dr ( )

Por baizas velocidades, vamos entender, quantitativamente, que

8Porque sao desviadas de suas trajetorias geodésicas pelas tensdes internas, responsaveis pela de-
formacao, e, adicionalmente, pela propria natacdo que dai pode decorrer.
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dl‘(l)i di(l)j d$(l)i
hij (S(Z(l)k) 77 <1 e dr < 1, (48)

o que significa que a trivelocidade das particulas, conforme medida pelos observadores

isotropicos, é muito menor do que a velocidade da luz. Dai vem que

dT(l) dl‘(l)i
—L 1 ~ 0. 4.
dr ¢ dr (4.9)
Logo, da equacao (4.5),
dt 1
vt = —(1,0) = —— (1,0),
! 2 (")
vy R U, (4.10)

que é o resultado que esperavamos. Dentro desse espirito, podemos entender o tempo
coordenado ¢ como um parametro universal que parametriza a evolugao dos sistemas
fisicos.

Consideremos, agora, que o nadador ¢ formado por N particulas de massas m; e
coordenadas espaciais {x(l)i}, com![ =1,--- ;N ei = 1,---,3. Tais coordenadas,
como fungoes do tempo coordenado t, dao as trajetorias das partes constituintes do
corpo deformével. Seja L(t,z, &), onde o ponto sobre a fun¢ao denota a sua derivada
com respeito ao tempo coordenado ¢, a lagrangiana nao-relativistica® que descreve a
dinamica do sistema. Na medida em que a secao espacial é tridimensional, o fato de ela
ser maximalmente simétrica significa que existem necessariamente K =3(3+1) /2=6
isometrias da métrica espacial h. Sejam {(g), com § = 1,---, K os elementos de um
conjunto maximal de campos de Killing linearmente independentes que geram essas

isometrias, e que podemos escrever como

i (o k
o =5&p' (2%) 0 (4.11)
o que é equivalente a dizer que os campos {3 sao ortogonais ao campo de Killing
tipo-tempo &, ou seja, sao espaciais.
A lagrangiana do sistema admite, entao, uma simetria associada a cada campo de
Killing &), no sentido de que ela ¢ invariante sob as translacoes

i /1

oy =gy = ZL‘(l)i + ef(g)i (x(l)) o p=1,--- K; 1=1,---,n; (4.12)

onde € € R é uma constante. Isso quer dizer que, se movermos cada particula consti-

tuinte ao longo das isometrias espaciais, vamos obter um estado fisico equivalente. Isso

9Podemos usar uma lagrangiana nao-relativistica pelo fato de as particulas estarem a baixas ve-
locidades.
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faz todo sentido, ji que, ao longo dessas curvas, a métrica espacial h é invariante e,
por conseguinte, as propriedades do espaco ambiente se mantém.
Pelo teorema de Noether, essa simetria continua da lagrangiana implica a existéncia

de K momenta conservados dados por

Zax( &o' (z0): B=1 K (4.13)

onde indices repetidos devem ser somados no sentido de contracao com as componentes
métricas, a'b; = a;b' = h;;a't’. De fato, se L' (t,2',4') = L (t, T+ e, T+ ef) é a

lagrangiana obtida sob essa transformagao, entao

oL’ - N oL’ 83:/(1)i n oL &i"(l)i _0
de 8x’(l)i Oe 0y’ Oe 7

pois L' nao depende explicitamente de €, mas apenas por meio de x’(l)i e de i”(l)i. Assim,

Usando as equa(;()es de Euler—Lagrange, obtemos

al oL oL .
> [ <8x’ ) i)' (zay) + ErRG) (ffm)] =0,

=1 0

oL’ ¢ ) + oL
oty ®' (20

a:i"(l)l

{(5)’ (ﬁf(l))] =0.

=1 =1
pois
oL oL
i’ Oi
Logo,
dPgs
— =0 4.14
2=, (4.14)

conforme quisemos demonstrar.

A lagrangiana nao-relativistica tem a forma explicita

N
1
L(t,x,&) = Z§ml Z-j x(l Z sz t, dlst T(ky, T )), (4.15)
=1

pares
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que é a diferenca entre a energia cinética newtoniana (sobre um espago curvo, isto é,
com o produto interno entre as 3-velocidades dado segundo a métrica h das segoes
espaciais homogéneas) e a energia potencial, possivelmente dependente do tempo, de
uma interacao instantanea entre os pares de particulas. A distancia entre a k-ésima e

a [-ésima particulas sobre uma superficie de simultaneidade 3, é

dlSt (x(k) / v dS |t const

/t)\/ dx’” ddi<>dA. (4.16)

De posse da forma explicita da lagrangiana, dada pela equacao (4.15), podemos

calcular o momentum conservado Pj associado ao campo de Killing {3y, usando a
equacao (4.13):

N '
ngk Forsit ()" >5)] o' (z0)
=1

1=1
N |
—_ ZZI al’(l)l L;S ‘/Pq (t, dist (Jl(p), x(q)))] £(ﬁ)l (x(l)) :
de maneira que
Py =Y mihi (z) 20 &e’ () B=1,---,K (4.17)

Vemos, imediatamente, que nenhum dos momenta P depende da energia potencial do
sistema.
Vamos assumir, agora, que todas as particulas constituintes do corpo estejam ini-

cialmente em repouso, isto é, que

#ay(0)=0; I=1,--- N. (4.18)

Por conseguinte, em todos os instantes de tempo ¢, devemos ter

Pg—Zml iy (zw) i0' €p’ (vg) =0; B=1,---,K. (4.19)

Além disso, suponhamos, que o corpo possa controlar o seu formato por meio da
interacao representada pela sua energia potencial, de modo a realizar as deformacoes
ciclicas que nos interessam. O movimento rigido que possivelmente resulta disso tem

de satisfazer os vinculos impostos pelas leis de conservagao, isto é, pela equagao (4.19).
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Podemos escrever esses vinculos de conservagao como

N
Z my hij ({L’(l)) f(g)i (37(0) dx(l)j = 0; ﬂ = 1, ety K. (4.20)

=1
Aqui, dx(;) deve ser entendido como um deslocamento infinitesimal da /-ésima particula,
dxgy = xy (t +dt) — x@ (). Nesse ponto, ja fica claro que a natacdo é geométrica,
no sentido de que a parametrizacao temporal da trajetéria das particulas desapareceu.
Isso quer dizer que o movimento rigido obtido a partir da deformagao do corpo nao
depende da velocidade com que elas sao efetuadas, uma caracteristica tipica de efeitos

de fase geométrica.

4.3 Deformacoes e movimentos rigidos

Vamos descrever o movimento do corpo como uma combinagao de deformagaes e deslo-
camentos rigidos. Como ja definimos, movimentos rigidos sao aqueles que deixam o
formato do nadador inalterado, mas alteram as posi¢oes de todas as particulas consti-
tuintes. Conforme também ja discutimos, vamos considerar que esse tipo de movimento
é gerado por campos de Killing que se reduzam a um deslocamento euclidiano num dado
ponto do nadador. Qualquer outro tipo de movimento das particulas seré considerado
uma deformacao, ja que altera o formato do corpo. No nosso problema, porém, este
ultimo tipo de movimento é controlado, por meio do potencial de interacao, para que
as deformagoes sejam periodicas, e vamos considera-las como geradas por L campos

vetoriais 7)),

Ny = 1w’ (z%) 0; (4.21)

linearmente independentes que necessariamente nao sejam campos de Killing das hiper-
superficies espaciais (X, h). Chamé-los-emos campos vetoriais de deformag¢ao. Todo
campo vetorial de X; que nao satisfaca a equacao de Killing para h pode ser um campo
de deformagao de um nadador. Uma conseqiiéncia imediata dessa defini¢ao é que cam-
pos de deformagao e campos de Killing de (3, h) sdo linearmente independentes (pois,
se nao o fossem, poderiamos escrever campos de deformacao como combinacoes lineares
de campos de Killing, as quais também sao campos de Killing, o que contrariaria a
definigao de campo de deformagao). Enquanto os campos de Killing sdo determina-
dos pela geometria do espaco, os de deformacao sao determinados pela constituicao do
nadador. Por exemplo, se ele for um robo, eles representam o conjunto de movimentos
que a sua engenharia permite-lhe executar.

Dentro desse espirito, vamos adotar coordenadas que descrevam dissociadamente
os movimentos rigidos e as deformagoes, e definimos um espaco de localizagoes rigidas

K-dimensional (porque ha K campos de Killing independentes gerando esse tipo de
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movimento), coberto com coordenadas xk € R¥, e um espaco de formatos L-dimensional
(pelo fato de haver L campos de deformagoes linearmente independentes), coberto com
coordenadas ¢ € RY. Chamamos, assim, « de coordenadas de localizacdo do nadador
e o de coordenadas de formato do nadador. Um dado formato do corpo é, desse
modo, representado por um ponto de RY, e uma deformagao (variacio de formato)
é representada por uma curva nesse espago; em particular, uma deformagao ciclica
corresponde a uma curva fechada. Como estamos considerando as deformagoes como
pré-determinadas, também podemos pensar no espaco de formatos como um espaco de
controle do nadador, no sentido de que a curva descrita em R” & alterada se o corpo
estd programado para realizar deformacoes diferentes, e vice-versa.

Consideremos que a localizacao inicial do corpo corresponde a x = 0. Realizado
um deslocamento rigido puro (isto é, desacompanhado de deformacao) infinitesimal
0k (onde o J significa que, a principio, ndo se trata de uma diferencial exata - essa
questao seré respondida mais & frente!?), o deslocamento infinitesimal correspondente

da [-ésima particula constituinte no espago-tempo sera dada por

K

dray =) &y (20 (0)) 65D =) (20 (0) 661 j=1,2,3. (4.22)
[B=1

Como a notacao da equacao acima indica, indices repetidos que nao estao associados
a componentes espago-temporais sao somados trivialmente. A equagao (4.22) deve ser
entendida, em tltima instancia, como a definicao das coordenadas x em termos dos
campos de Killing e dos deslocamentos infinitesimais nas coordenadas das particulas
sob o movimento gerado por esses campos. Essa equacao quer dizer que o desloca-
mento das particulas, no caso de um movimento rigido infinitesimal, se d& ao longo das
isometrias espaciais geradas pelos campos de Killing ). Para ver isso, consideremos,
por simplicidade, o caso em que o movimento rigido infinitesimal é gerado por um
tnico campo de Killing da familia {ﬁ(g)}gzl, que denotaremos por §). Isso significa,
na linguagem da equacdo acima, que 6% = 0 se B # a e 6k = k. Nesse caso, o

deslocamento da [-ésima particula é

dry =&y (v (0)) o5 j=1,2,3. (4.23)

Nessa equacao, vemos claramente que dz) tem a direcao de §(q).

De forma anéloga, consideremos que o formato inicial do nadador corresponde a o =
0, e que a uma deformagao infinitesimal pura (isto é, desacompanhada de movimento
rigido) do do corpo corresponde um deslocamento infinitesimal da [-ésima particula

dado por

10Mais precisamente, vamos determinar apenas se essa forma é fechada ou nao.
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L

drqy =Y ey’ (2 (0) do® =gy (zq)(0)) do®; j=1,2,3. (4.24)
b=1

Assim como no caso de deslocamentos rigidos, essa equacao deve ser entendida como
definindo as coordenadas de formato 0. Lembremo-nos que os campos 7 sao dados de
entrada do problema, definidos de acordo com a deformacao ciclica cujo deslocamento
rigido resultante queremos calcular. Mais uma vez de forma inteiramente analoga ao
caso anterior, essa equagao significa que as particulas constituites do nadador, no caso
de uma deformagao infinitesimal, seguem as 6rbitas dos campos de deformagao 7).

Por fim, notemos que estamos assumindo que uma deformagao infinitesimal do é
uma diferencial exata. No nosso problema, R” (coberto com coordenadas {01, cee UL})
define o espaco de pardmetros do sistema, no qual a sua evolucao é descrita como uma
curva continua. Se a localizacdo rigida x € R¥ entre dois pontos nesse espaco nao
depende do caminho percorrido entre eles, dizemos que o sistema é holonémico, e a 1-
forma 0k (definida num subconjunto desse espago que assumimos simplesmente conexo)
é, entao, exata; caso contrario, dizemos que ele é nao-holonémico e, correspondente-
mente, 0k nao é exata. Como estamos interessados em deformagoes o (t) que levam
o corpo de volta ao seu formato original, a curva em R* & fechada e, assim, o fato de
0k ser ou nao uma forma diferencial exata determina que o fenomeno de natacao nao
pode ou pode ocorrer, respectivamente, como veremos adiante.

Assim como fizemos acima, vamos sempre assumir que a configuracao inicial do
nadador corresponde a coordenadas de localizacao x = 0 e de formato o = 0.

Fizemos referéncia, na nossa exposicao, a deslocamentos rigidos puros e a defor-
magoes puras, isto é, isolados um do outro. O efeito Wisdom mostra justamente que,
dependendo das propriedades geométricas do espaco ambiente e das caracteristicas do
nadador (a saber, seu formato e sua maneira de se deformar), esses dois tipos de movi-
mentos estdo acoplados, no sentido de que deformacées (promovidas exclusivamente
por tensoes internas) podem gerar espontaneamente movimentos rigidos. Assim, a
mencao a deformacoes puras pode parecer artificial. No entanto, é possivel isolar esses
dois tipos de movimento pela aplicacao de forcas externas, o que déa sentido a nossa
formulacao. Para ocorrer apenas uma deformacao do corpo, mesmo quando o espago
ambiente permite o fenomeno de natacao, basta haver uma forca externa atuando so-
bre as particulas constituintes de modo a deixar as posicoes de todas elas inalteradas
ap6s um ciclo completo de deformagoes (essa idéia é de facil apreensdo se pensamos,
por exemplo, num nadador restrito a uma localizacao fixa por meio de uma forca de
vinculo, como a que seria exercida por um cabo incompressivel, inextensivel e incapaz
de rodar). Ja um deslocamento rigido exclusivo ocorre, prosaicamente, quando o corpo

é tal que suas forgas de coesdo nao permitem que se deforme (em sintonia com a nogao
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ordinaria de corpo rigido), mas atua sobre ele uma for¢a externa que promove a al-
teragao de sua localizacao, ou, ainda, ele se move por inércia. Naturalmente, nenhum
desses dois casos corresponde efetivamente ao problema que estamos estudando, no
qual nao ha forcas externas e, como vamos mostrar, os movimentos internos podem
gerar um deslocamento rigido ligiiido.

Temos, pois, de considerar concomitantemente movimentos gerados por campos de
deformacao e de Killing. Se, num instante ¢, a [-éstima particula constituinte tem co-
ordenadas z(; (t) e o corpo realiza uma deformagao infinitesimal do e um deslocamento
rigido infinitesimal dx, num intervalo de tempo infinitesimal dt, as novas coordenadas
dessa particula serdo z(y (t + dt) = x() (t) + dz), onde a j-ésima componente de dz )

sera, pela combinacao das equagoes (4.22) e (4.24),

dzwy’ = &y’ (@) (1) 56+ () (1)) do®. (4.25)

Substituindo essa expressao na equagao (4.20), o vinculo que retrata a conservagao dos

momenta, obtemos

N
> mihi (20) @' (20)
=1

x (€5 (z@) 05 +ny? (z) do®] =0; a=1,-- K. (4.26)

Estas sao K relacoes lineares entre dx e do, em termos das componentes h;; da métrica
espacial, dos campos §(g) € 1)), calculados sobre as posicoes das particulas constituintes,
e da distribuicao de massa do corpo. Chamamo-las equacoes de natacao. Mais adiante,
voltaremos a trabalhar essas equacoes, simplificando-as com base na liberdade de gauge
dos campos de deformacao, que vamos deduzir, e as utilizando para calcular a distancia

nadada Ak quando ocorre um ciclo infinitesimal de deformacoes.

4.3.1 Expansao, shear e twist

Os campos {(g) sao geradores de simetrias da métrica g do espaco-tempo (M, g), isto
é, de difeomorfismos da variedade de base nela mesma que deixam a métrica invariante
sob as aplicacoes do tipo pull back induzidas. Uma condicao necessaria e suficiente
para que uma transformacao gerada por um campo £ seja uma isometria de g é que a

derivada de Lie dessa métrica de com respeito a tal campo seja identicamente nula,

Leg=0. (4.27)

Em termos de componentes numa base coordenada {0, }, essa equacao se escreve como
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YVl + V&, = 0. (4.28)

Esta é a chama equacao de Killing. Ela garante que esses campos geram movimentos
que mantém o formato do corpo inalterado, como requeremos. Vamos estudar com
mais detalhes esse fato, demonstrando-o.

Uma congruéncia de curvas num aberto U C M é definida como uma familia de
curvas tal que por cada p € U passa uma e apenas uma curva dessa familia. Os
vetores tangentes & congruéncia definem um campo vetorial sobre U, assim como todo
campo vetorial continuo em U gera uma congruéncia de curvas nesse aberto. Dizemos
que a congruéncia é suave se, e somente se, o campo vetorial correspondente é suave.
Consideremos uma congruéncia suave de geodésicas tipo-tempo parametrizadas pelo
tempo proprio 7, de modo que o campo de vetores tangentes v é normalizado, g (v, v) =
v, v* = —1. Assim, o campo tensorial B definido, por meio de suas componentes numa

base, como

By, = Vv, (4.29)

¢ puramente espacial, ou seja, é ortogonal as quadrivelocidades v,

B, v = B, v" = 0. (4.30)

A primeira igualdade segue-se simplesmente da equacao da geodésica,

12 1%
B! v" = 0"V, 0t =0,

enquanto a segunda pode ser deduzida sem dificuldade. De fato,

UABaﬁ = v’\nga = Vg (v’\va) — vav/gv’\.

Contraindo com g%y e lembrando que V, g, = V,, ¢** = V,, g“» = 0, obtemos

ga)\v)\vﬁvoc = vﬁ (ga)\UAUa) - 'Uavﬂ <go¢>\,U)\) )
v*Vgv, = 03 (—1) — v, Vv = =g v, Vgu,,

V4V, = =07V,

e, portanto,

V'V, = v*Bag = 0,
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como pretendiamos demonstrar.

Vamos agora interpretar fisicamente o significado do tensor puramente espacial B.
Consideremos uma subfamilia suave a um parametro, 75 (7), com s € R, de geodésicas
da congruéncia. Nessa notagao, o tempo proprio 7 é o parametro afim das curvas sobre
M, enquanto o parametro s especifica cada curva da subcongruéncia densa conside-
rada. Se S é a subvariedade bidimensional de M gerada pelas curvas 7, (7), podemos
escolher coordenadas {7, s} sobre S. O campo vetorial v = 9/07 de quadrivelocidades
é tangente a familia de geodésicas, ao passo que o campo vetorial « = J/0s representa
o deslocamento entre duas geodésicas infinitamente proximas, sendo por isso chamado
de vetor desvio. E possivel provar que sempre se pode escolher ¢+ ortogonal a v, por
um reescalamento de s. Nesse caso, ¢ representa o desvio espacial infinitesimal dessa
familia a partir de 7o (7), isto é, quantifica a tendéncia dessas curvas de se desviarem
ou se aproximarem umas das outras.

E facil provar que v = d/dr e « comutam. De fato, usando o sistema de coordenadas

em que {7, s} cobrem S, temos

[v, " =00, — YOV = v DM — 12O,

[v,]" =0,

pois v e ¢ sao constantes nesse sistema de coordenadas. Como essa expressao é covari-

ante, vale em qualquer sistema de coordenadas, e concluimos que

[v,] =L, =0. (4.31)

Dai decorre que

V'V = 1PV 0,

isto é,

vV = B 1P (4.32)

Isso quer dizer que B mede o quanto ¢ falha em ser transportado paralelamente ao longo
das geodésicas 7, (7). Um observador com linha de mundo 7, (7) veria, de acordo com
o valor de B, as geodésicas proximas se afastando ou se aproximando, se distorcendo e
rodando.

A métrica da se¢ao espacial segundo os observadores que seguem as geodésicas s (7)
é hyy = gy + v,v,. Definimos a expansao 0, o shear o, e o twist w,, da congruéncia

de geodésicas pelas expressoes
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6 = h,,B", (4.33)

1
O = B(/J,I/) - gghlﬂ/’ (434)
Wy = B[uy]y (435)

onde os indices entre paréntesis indicam que o tensor esta simetrizado e, entre colchetes,

anti-simetrizados. Assim, B, pode ser decomposto como

1
B,, = g@hw + 0 + Wi (4.36)
Vamos dar significado fisico a cada uma dessas trés quantidades, o que justificara os
nomes dados a elas. Em primeiro lugar, notemos que, em virtude de v’ Bys = v*Bys =
0, o € wy,, também sao puramente espaciais,

V2005 = V%005 = 0, (4.37)

VPwag = 1%wag = 0. (4.38)

De ufV 5% = B®5.°, vemos que, (i) para cada geodésica da congruéncia, 6 efetivamente
mede a expansao média das geodésicas infinitesimalmente distantes ao seu redor; (ii)
w,, mede a sua rotacao média, por ser a parte anti-simétrica de B,,,; e (iii) 0,, mede
a tendéncia de a congruéncia sofrer uma deformacao do tipo shear'!.

Se essas geodésicas representam as linhas de mundo de particulas que constituem
um corpo, ¢, w,, e 0y, dao, portanto, como ele se expande, roda e deforma. A condi¢ao

de corpo rigido em relatividade geral pode, pois, ser escrita como

1
O+ 500 = 0, (4.39)

pois nesse caso nao ha expansao nem deformacao, mas apenas rotacao, que nao altera
o formato do corpo. Essa equacao garante que as distancias proprias entre os pontos
constituintes do corpo permanecem inalteradas.

Passemos agora ao caso que nos interessa, que é o das particulas constituintes do
nadador nao-relativistico que realiza movimentos ciclicos num espaco-tempo estatico
com secao espacial maximalmente simétrica. Vamos verificar que os movimentos gera-
dos pelos campos de Killing sao de fato rigidos, isto é, preservam o formato do corpo.

Como ja discutimos, a quadrivelocidade da [-ésima particula, nesse caso, tem compo-

g possivel mostrar que uma esfera no espaco tangente que é transportada paralelamente, segundo a
derivada de Lie, ao longo de v, é distorcida num elipsbéide com eixos principais dados pelos autovetores
de o#, e taxa de expansdo dada pelos autovalores desse operador.
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nentes

dt dl’(l)i
“ = —-— 1
U(l) dT(l) ( ’ dt ’

onde 7y é o tempo proprio dessa particula. Consideremos, por simplicidade, que o
movimento rigido infinitesimal dx é gerado por um tnico campo de Killing tipo-espaco

&(o)- Entao, a quadrivelocidade v(y* assume, de acordo com a equagao (4.22) a forma'?

dt ~ oK

F=—uo 1, &of 0)) —|.

"= g ( &' (T (0) dt)

Para um deslocamento infinitesimal, podemos levar em consideracao a aproximacao

linear 7(;) (t) ~ 71y (0) + 7,y (0) ¢, e, dessa maneira,
i1
dT(l) T(/l) (0)

Além disso, podemos considerar que a velocidade no espaco de deformagoes nao varia

apreciavelmente nesse intervalo, ou seja, que

0K )
— = constante = b.
dt
Logo, v" se torna
v =a(1,b&w") . (4.40)

Agora, é facil ver que, se §n) = )" 0; € um campo de Killing, vy conforme dada na

expressao anterior também o é. De fato, a equagao de Killing para {(,) é

(‘Cﬁ(a)g> o = ga O Y + Gra au ga + Gua Oy fa =0, (4.41)

que pode ser reescrita, nesse caso, como

Calculando a derivada de Lie de g com respeito a v, obtemos

(»Cv(z)g> o = U(l)a Oq Y + Gva aﬂ U(l)a + Gua 0, U(l)a,

o que leva a

<£v(l)g>wj =a [815 Guv +0 (51 81 Guv + g 8M 51 + Gui a’/ 51)} .

12 Aqui vamos tomar a liberdade de escrever 5—’;, que nao deve ser visto como a derivada de uma

funcdo, mas como a razao de duas variacOes infinitesimais.
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Como as componentes métricas sao independentes do tempo, concluimos que

<£”<l)g) uw = ab (gl 0i Guv + Gui Oy &+ Gui Oy 5Z) :

Mas o termo entre paréntesis é nulo, pela equacao de Killing para ), de modo que

(LV<1>9> w Vv + Vi vay, = 0, (4.43)

e, portanto, v(;) realmente ¢, nessa aproximacao, um campo de Killing.
Lembremo-nos também de que, a baixas velocidades, v ~ u, de forma que as
particulas constituintes sao aproximadamente geodésicas.
Podemos, enfim, calcular a expansao 0, o shear o, € 0 twist w,z associados ao
movimento infinitesimal gerado por {(,). As expressoes calculadas valem apenas apro-
ximadamente, de acordo com as hipoteses colocadas, mas vamos tomar a liberdade de

usar o simbolo de igualdade para simplificar a notacao. Comegamos por 6:

0 = Bhag = V00" (gus + V0av()s)
= gasV00)* + (Bagvy”) vy™-

Lembrando que Bag’l}(l)ﬁ = 0 e usando a simetria da métrica, obtemos

1
0 = 90sV700)" = 5 (925V"00)" + 950V 00)")
1
= 5 Jop3 (Vﬁv(l)a + Vav(l)ﬂ) .
Logo,
=0, (4.44)

em virtude da equagao de Killing. Agora passamos a o,g:

(Vs vaa + Vavays)

DO | —

1
Oap = Biap) — 50 Bap =

Oap = 07 (445)

novamente como conseqiiéncia da equagao de Killing. Por fim, calculamos wqg:

1
Wap = Biap) = 5 (Vavwa = Vavws) -

Dada a equacao de Killing, temos Vgvgo = —Vav()g, € assim
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Wap = Bap = Vgv()a, (4.46)

ou seja, w nao é identicamente nulo.

Concluimos, portanto, que os movimentos gerados pelos campos de Killing tipo-
espaco sobre as hipersuperficies >; nao induzem deformagao do nadador, ja que a
expansao 0 e o shear 0,3 sao nulos, acarretando o5 + %Hhag =0, que é a condicao de
corpo rigido em relatividade geral, isto é, que garante que as distancias proprias entre as
particulas constituintes sejam mantidas. Os campos de Killing podem apenas provocar
rotagoes, na medida em que w,s nao ¢ identicamente nulo, e translagoes rigidas do
corpo. Vemos claramente que essa propriedade se deve ao fato de as quadrivelocidades
dos constituintes obedecerem, num deslocamento infinitesimal, a equacao de Killing.
Como os campos de deformacao 74y nao satisfazem, por definicao, essa propriedade,
os movimentos gerados por eles deformam o corpo, conforme desejamos que o fagam.
Essa deformacao pode ser mensurada, conseguintemente, por quanto os campos 7))

falham em satisfazer a equacao de Killing,

dU;; = (Vm(b)j + an(b)i) do(y). (4.47)

Chamaremos a quantidade acima de tensor de deforma¢ao (em contraste com os

vetores de deformagao 1)).

4.3.2 Liberdade de gauge dos campos de deformacao

As equagdes de natacao podem ser escritas de forma sugestiva se introduzirmos um pro-
duto interno entre campos vetoriais para corpos extensos. Dados dois campos vetoriais
T e S, definimo-lo como

(T|S) = i T (zq)) 87 (zq), (4.48)

onde

=> m (4.49)

é a massa total do corpo. E facil ver que essa operacao efetivamente define um produto
interno (real) entre 7" e S: é simétrica ((T'|S) = (S|T)), linear ((T' + W|S) = (T'|S) +
(W1S) e (N\T'|S) = XN(T'|S)) e positiva definida ((T'|T) > 0 e (T'|T) = 0 se, e somente
se, T'=0). Notemos ainda que (.|.) € uma func¢ao do tempo, pois depende de ¢ por
meio das trajetorias das particulas, ) (t), sobre as quais as componentes da métrica

e dos campos sao calculadas.
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Podemos, diante disso, reescrever as equagOes de natagdo (4.26) de forma mais

concisa,

(&l&@) 05 + (Eaylne) do® =0; a=1,--- K. (4.50)

Como o produto interno definido s6 depende do tempo, podemos usar o processo de
Gram-Schmidt para tomar os campos de Killing mutuamente ortogonais segundo essa
operacao, na medida em que combinagoes lineares de campos de Killing com fungoes
dependentes apenas do tempo também sao campos de Killing de cada hipersuperficie
espacial (X, h). De fato, a equagao de Killing em qualquer uma dessas se¢oes escreve-se

como

(Leh)y; = CFophij + hin0;C* + hjro,CF = 0. (4.51)

Seja {§(a)}i{:1 uma base do espaco de solucdes da equacio de Killing de (3, h). E facil

verificar que

K

X = ) &y = () &) (4.52)

a=1

também é um campo de Killing:

(Lxh)yy = F© (1) € Ouhij + hads [ () &™] + hjnd; [ (1) €*]

e entao

(Lyh); = [ ) () Onhis + hirdiE ) + Pirdi€()*) = 0, (4.53)

pois a quantidade entre paréntesis é nula, ja que ) €, por hipdtese, um campo de

Killing. Agora, se tomarmos

)
§n) = 1> (4.54)
Y o]
@) — <£(2>\€El)> £
€2y = p T (4.55)
‘ ‘5(2) - <€(2)|€(1)> 5(1) ‘ ‘
e assim por diante, isto é, para a = 3,---, K, devemos ter

(o) — <§(a)|§'1 >§'1 — = <£(a)|€/a_1 >§’a_1
(o) - f ) f ) f ) f ) i (456)

Hg(a) - <§(a)|f(1)> 5(1) - <§(a)‘€(o¢—1)> f(a—1)
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=1
K

(e
o=

K
entao o conjunto {{’Ea)} de campos de Killing ¢ ortonormal. Podemos, entao, tomar
)}

desde o principio {f(a , ortonormal,

(& &) = das- (4.57)

Vamos agora argumentar a favor do fato de que os campos de deformagao 7. tam-
bém podem ser escolhidos de forma a serem ortogonais aos campos de Killing &),
sem que isso, porém, imponha qualquer restricao sobre as deformacdes fisicas execu-
tadas pelo nadador. Para isso, por um lado, é importante notar que a quantidade que
tem correspondéncia direta com uma dada deformacao fisica é o tensor de deformacao
U = Uj; da' ® da?, dado pela integragio da equagio (4.47),

dUy; = (Vi + V0 ®;) do,

ao longo de um dado caminho no espago de formatos. Essa quantidade mede, conforme
j& observamos, o quanto as particulas constituintes falham em seguir 6rbitas de isome-
trias do espaco-tempo, que nao induzem deformacao do corpo, como ja demonstramos.
Por outro lado, nao ha um modo candnio de integrar essa equagao para estabelecer uma
relacao biunivoca entre um campo tensorial de deformagao U e um conjunto {n(b)};l
de campos vetoriais de deformacao linearmente independentes (fixados um conjunto
{n(b)}bLzl e um caminho no espago de formatos, é claro que a equagao (4.47) determina
univocamente a deformacao U do nadador, mas, dada uma deformacgao U, nao existe
um tnico conjunto {ﬂ(b)}bLzl que a induza, pela equagao (4.47), ao longo de um dado
caminho no espaco de formatos). Em suma, um nadador pode controlar as suas forgas
internas e, como conseqiiéncia, a sua deformacao fisica, mas isso nao determina os
campos vetoriais de deformacao.

Para fixar um tinico conjunto {U(b) }::1, é preciso colocar condi¢oes adicionais sobre
esses campos, mas essa adicao so faz sentido se a deformacao fisica dada pelo tensor
de deformacgao U nao for alterada por elas. Em outras palavras, é preciso que exista
uma liberdade de gauge de U com respeito aos campos vetoriais de deformacao nw). E,

com efeito, ela existe. Se fizermos a transformacao

M) = 0w =10+t Xe; b=1,L; (4.58)

onde x(;) ¢ um campo de Killing arbitrario da secao espacial, nao alteramos a defor-

macao fisica induzida. Calculando explicitamente, temos

av'y; = (Vi/®; + V'™, dog,
= [Vm(b)j +Vn®; + (Vz’X(b)j + VjX(b)i)} do),
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onde o termo entre paréntesis se anula, pelo fato de x ser um campo de Killing, de

modo que

dU'; = dUy; = (Vin®; + V;n®,) do. (4.59)

Logo, a equagao (4.58) define uma transformagao de gauge sobre os campos vetoriais

n® . Essa liberdade nos permite escolher 77217)’ comb=1,---, L, ortogonal a cada campo
de Killing do conjunto {é(a)}K

a=1’

()lé@) =0, a=1,---, K. (4.60)

Essa condi¢do, pela equagao (4.58), é equivalente a

(&) = = (xwlé@); a=1,---,K (4.61)

Basta, portanto, somar a cada 73y um campo de Killing x(;) que satisfaga a equagao
(4.61). Vamos verificar que tal equagao sempre tem solucao. Como x () € um campo
de Killing, pode ser escrito como uma combinac¢ao linear dos campos do conjunto

{f(a) }le, que é uma base do espaco de solugoes da equacao de Killing da secao espacial.

Temos, assim,

K
Xty = D V60 = ¢, (4.62)
v=1

Podemos, entao, reescrever a equacao (4.61) como

<77(b)|§(a)> =-b <€('y)|§(a)> oa=1,--- ’K.

. K . .
Como escolhemos os elementos do conjunto {é(g)} 5, Ortogonais, concluimos que

<n(b)|€(a)> = —bV(S,ya; a=1--- K;

bo =~ ()l€@); a=1K. (4.63)

Conseqiientemente, basta escolhermos

X = — (1w €m) €7 (4.64)

para que a equagao (4.58) defina um conjunto de campos de deformagao {U’(b)}bL:p a
partir de um outro conjunto {77(1))}571 dado, que gere as mesmas deformagoes fisicas
.. . N K .

e, adicionalmente, seja ortogonal a cada elemento de {5(a)}a:1 (notemos que, mais do
que isso, cada ') é ortogonal a qualquer campo de Killing da secao espacial, uma vez

que eles sao gerados pelos campos £(4)).
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Podemos, pois, tomar os campos vetoriais 7)) ortogonais a cada campo de Killing

§(a)s

(Mpléay) =0; b=1,---,L; a=1,--K (4.65)

Essa escolha fixa o gauge e determina um tinico conjunto {U(b)}le de campos vetoriais
de deformacao. Além disso, essa escolha em particular nos ajudara a obter equagoes
mais simples para o fenomeno de natagao.

Como uma ultima observacao desta se¢ao, notemos que essa escolha de gauge vem
a realcar o significado dos campos vetoriais de deformacao. Definimo-los como campos
vetoriais de X; que nao sao tangentes a familias de isometrias dessas subvariedades do
espaco-tempo, ou seja, nao sao campos de Killing, e, como conseqiiéncia, sao linear-
mente independentes dos campos de Killing de (X, k). Pois bem, a condigao de gauge
dada pela equagao (4.65) torna esse tltimo fato explicito, uma vez que ortogonalidade

implica independéncia linear.

4.4 Descricao da evolucao do sistema sob deformacoes

e deslocamentos rigidos dados

Vamos, nesta secao, estudar como evoluem temporalmente as coordenadas das particu-
las constituintes do nadador quando ele executa um dado deslocamento rigido £ € RE
e uma dada deformacdo o € RE.

Suponhamos que, no instante inicial, ¢ = 0, no qual a [-ésima particula constituinte
tem coordenadas m(l)j (0), com j =1,2,3, a configuracdo do sistema seja representada
pela origem das coordenadas de localizacao rigida, k = 0, e de formatos, o = 0, e que,
num intervalo de tempo t, o sistema realize exclusivamente um dado movimento rigido
k. Podemos, entao, escrever o mapeamento entre as coordenadas iniciais e finais das

particulas constituintes, nesse processo, como uma série de Taylor:

. o . > K&, e .
zwy’ (0) % gy () = Z{ [ §(a) (p(l))} x(l)J} 7 (4.66)

q=0 q!

onde p(; € o ponto da variedade em que se localiza a [-ésima particula (assim, &(q) (p(l)) =

&a)i (x(l)) 0;). Desenvolvendo explicitamente o somatorio, obtemos
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zay (t) =z (0) + %" (z) (0)) Bizgy’
1 |
+ 558w (20 (0)) 0 [Ep" (20) Fray] o + -

zay (t) = 20y (0) + %0’ (zq) (0)) 6
RO (20 0) 0 [0 (50) BTy + oo

Portanto,

0 (t)zx() (0) + £V (20) (0))
+;f<& D@’ (20 (0)) By’ (2 (0)) + -+ - (4.67)

Podemos fazer um raciocinio anélogo no caso em que, sob condigoes iniciais idénti-

cas, ocorre exclusivamente uma deformacao o num intervalo de tempo ¢, obtendo

. . > O'(b) b l 1 .
zy (0) =z () = Z{ 70 () ﬂi(z)j} : (4.68)

q=0 ¢

Colecionando os primeiros termos da série, obtemos, de forma inteiramente similar a

do caso anterior,

zay’ (t) = 2@’ (0) + oy’ (xe) (0))
1 . ,
+§U(b)0(c)n(b)l (l‘(l) (O)) 31-77(0)] (l‘(l) (O)) + e (4.69)

Assim, com respeito as equagoes (4.66) e (4.68), ou (4.67) e (4.69), equivalente-
mente, obtivemos as coordenadas das particulas como funcoes de um deslocamento
rigido e de uma deformacao, quando considerados separadamente.

Notemos que as equagoes (4.66) e (4.68) sdo simplesmente as séries de Taylor das
fungoes Ty’ (k) e Zgy? (0), em termos da derivada direcional, para um incremento no

argumento. Evocando um caso mais usual, o de uma funcio F' : R® — R, escrevemos

i

F(f)ﬁ»p(ﬂa):f:m :i (4.70)

l
q=0 q q=0 T

Essa equacdo tem a mesma forma que as equagoes (4.66) e (4.68) (com a diferenca
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de que, nestas duas tltimas, o incremento se da a partir da origem), s6 que que os
operadores diferenciais, por assim dizer, naturalmente associados aos espagos de loca-
lizagoes rigidas e de formatos'? sdo, respectivamente, os campos vetoriais &) € 7(3),
que sao os geradores dos translagoes nesses espagos, assim como 0; é o gerador de
translacoes no espaco euclidiano.

Ressaltemos também que, quando o deslocamento rigido e a deformacgao o sao in-
finitesimais, no sentido de |x|, |o| < 1, podemos truncar as séries dadas pelas equagoes
(4.67) e (4.69) até uma dada ordem conveniente e obter restos de ordem inferior. Esse
procedimento serd evocado posteriormente, quando formos calcular a distancia nadada
quando o corpo realiza uma deformacao ciclica infinitesimal.

E interessante reescrever as equacoes (4.66) e (4.68) de forma mais sucinta, o que
pode ser feito notando-se que

e V) = i —(“(a)g(a))q

e 1 (63
3 = L+ KO + SOy + -,

q=0

1
= 14 0O + 20Do@ngmg + -,

|
s q! 2
de maneira que
. . , (@) :
oy’ (0) = xgy’ (1) =e %)x{z)’t:m (4.71)
; o ; (0 ;
zwy’ (0) =z’ (1) =e mb)xzz)h:o- (4.72)

O formato e a localizagdo do nadador sdo parametrizados por um par (o,k) €
RE x RE . E claro, por outro lado, que a configuracao do sistema pode ser descrita pelas
coordenadas x(l)j das particulas constituintes. Conforme ja comentamos, as equacoes
(4.66) e (4.68), ou, equivalentemente, as equagoes (4.71) e (4.72), dao a evolugao das
coordenadas das particulas constituintes no caso em que o nadador realiza exclusiva-
mente um dado deslocamento rigido x ou uma dada deformacao o, respectivamente.
Temos, dessa maneira, mapeamentos entre os espacos de localizacao rigida e de for-
matos e o espaco de coordenadas das particulas. Podemos pensar em "€ como o
operador de evolugao temporal do sistema quando h& apenas um deslocamento rigido
K, € 0 mesmo para e 10) no caso em que ha apenas uma deformagao o. No entanto,
nenhum dos dois corresponde, na realidade, & evolucao fisica do sistema, que deve in-
cluir, concomitantemente, uma deformagao dada e um movimento rigido obtido como
conseqiiéncia dela (e das propriedades geométricas do espago ambiente). Em outras

palavras, precisamos de um operador de evolucao para as coordenadas das particulas

13Notemos que, no nosso caso, temos funcdes de o e K, ou seja, sA0 esses 0s espacos em que as
funcées consideradas estao definidas.
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que leve em conta o par (0, k) no caso em que ambas as componentes dele sao nao-nulas
ao mesmo tempo, que é o caso realista no fenémeno de natacao.

. . (@) ®)
Todavia, na medida em que e "8 e 7

» nao comutam, encontramos uma séria
dificuldade em combinar esses dois operadores para obter a evolucao das coordenadas
das particulas quando hé simultaneamente variacoes de formato e de localizacao rigida
do nadador (se eles comutassem, bastaria aplicar um deles e, em seguida, o outro, em
qualquer ordem). Uma escolha natural de ordem, no sentido de que incorpora a inter-
pretacao de que, no efeito Wisdom, o movimento rigido é conseqiiéncia da deformacao,

,

e

)

a:(l)j (O) e :L‘(l)j (t) = 65((1)5(0‘)60@ n<b>$(l)j‘t:0. (4.73)

Nessa equacao, e 1) leva o sistema da sua configuragao inicial ao novo formato,
sem alterar a sua localizacao, enquanto " V@ o leva, em seguida, a localizacao
fisica correta, sem provocar nova alteragao de formato. Estamos, portanto, adotando
€@ e7M0) como o operador de evolucao temporal completa do nosso problema.
Claramente, ele nao é uma funcao explicita do tempo, mas sim de x e o, que cor-
respondem a configuracao do sistema no instante ¢.

Apesar da interpretagao natural de que a deformacao do corpo é a causa do seu
deslocamento rigido, na medida em que, na auséncia de deformacao, o efeito nao ocorre
e 0 corpo permanece em repouso na sua localizacao inicial, é claro que os dois tipos
de movimentos acontecem ao mesmo tempo e, por conseguinte, a forma V8@ 7"y
que escolhemos para o operador de evolugao temporal nao é estritamente correta.
Todavia, ela sera util para o nosso propoésito principal, que é o de calcular a distancia
(infinitesimal) nadada como decorréncia de um dado ciclo infinitesimal de deformagoes,
e, nesse caso, como provaremos adiante, a equagao (4.73) mostra-se correta, pois e E@)
e ¢ comutam até a menor ordem que contribui para o efeito.

Para calcular qualquer funcao das trajetorias das particulas constituintes no ins-
tante t em que a configuragao do nadador é (o, k), basta aplicar o operador de evolugao
temporal sobre ela, calculando o resultado em ¢ = 0, em completa semelhanca com a
equagao (4.73). Com esse procedimento, obtemos o valor da fun¢ido em t em termos
de o e K, assim como o fizemos para as coordenadas das partitulas com a equagao
(4.73). Por exemplo, a j-ésima componente do campo de Killing §(g), calculada sobre

a trajetoria da [-ésima particula, no instante ¢, é dada por

; oK @ o) :
&y (2@ (0)) ¥ &y (2 (1) = [6 o7 M) € 5] (iv(z))]tzo- (4.74)

Um fato interessante é que o mapeamento que obtivemos para realizar a evolucao
do sistema sob deformagoes puras acaba por ser uma ferramenta que permite ver os

campos vetoriais de deformacao sob um angulo diferente, auxiliando a esclarecer o
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seu significado. Consideremos que a deformacao o realizada no intervalo de tempo
t é infinitesimal, isto é, |o| < 1, e tomemos a aproximagao linear do mapeamento

Zay (0) ¥ ) (o) dado pela equagao (4.71),

zo’ (o) = 2! (0) + oPney? (2@ (0)) + 0 (62). (4.75)

Essa expressao nos incita a pensar que n(b)j corresponde & componente 7 — b da matriz
jacobiana da transformacao o — z =z (0). Se F': R® — R™ é uma fungao diferenciavel
que associa a cada n-upla (uq,---,u,) uma m-upla (vq,---,v,), entdo a aproximagao

linear tem a forma

F(z)=F(0)+ Jr(0)u+ O (v?),
onde Jr (u) é a matriz jacobiana da transformacao, dada por

o’

T oW

i
(Jr)';
Assim, em termos de componentes,

i

i () = v (0) + (gzj)to W+ 0 (u2).

Uma comparacao imediata entre esta altima equacao e a (4.75) sugere que

Oz
77(b)] = 8a(b) s

(4.76)
ou seja, que n(b)j = (Ji)j (v)» como haviamos antecipado. Sendo assim, podemos escrever

-0z ,
dz gy = W%d"(b) =y do®, (4.77)

que é a diferencial da funcao f(l)j (0). Essa ultima equagao guarda estreita semelhanga
com a equacao (4.24).

Por fim, é esclarecedor explicitar que o deslocamento rigido x que aparece nas
equacgoes de evolucao do sistema é uma incognita do problema, a ser calculada como
funcao da deformacao o dada. Portanto, apesar de k aparecer no argumento das coor-
denadas das particulas e de suas funcoes, essa quantidade ainda nao estia determinada
e, mais do que isso, é uma funcao de o. Na verdade, x é justamente a quantidade que
queremos calcular, pois tem ligacao direta com a distancia nadada no efeito Wisdom.
Para fazer isso, grosso modo, nossa estratégia sera usar as equacoes de vinculo oriundas
das leis de conservagao, equagao (4.20), em combinagdo com as equagbes de evolugao
das coordenadas das particulas, equagoes (4.67) e (4.69), para isolar x em termos de o
e demais quantidades caracteristicas do problema, a saber, a distribuicao de massa do

nadador e as propriedades geométricas do espaco ambiente.
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4.4.1 Equagoes de natacao para ciclos infinitesimais de defor-
macoes

Nesta se¢ao, vamos calcular o deslocamento rigido Ax do nadador associado a um ciclo
infinitesimal fechado o (t) de deformagoes nas proximidades da origem do espaco de
formatos. Lembreme-nos de que o = 0 representa o formato original do corpo. Assim,
estamos considerando pequenas variagoes do formato original do corpo que, depois de
um intervalo de tempo fixado, o periodo T de um ciclo, levam de volta a ele.

A aplicacao de forcas internas faz com que as particulas constituintes do corpo
movam-se ao longo de trajetorias x) (), com | = 1,---, N, de modo a ser descrito
um Joop infinitesimal o () no espago de formatos, com o (T') = o (0) = 0. Esse ciclo
de deformagoes resulta num movimento rigido & (t) que, no caso de o efeito Wisdom
manifestar-se, é nao-nulo no término de um ciclo, Ax = x(T) — k(0) = & (T) #
0. Vamos usar as equacoes de vinculo dadas pelas leis de conservacao associadas as
isometrias espaciais para relacionar esse deslocamento rigido com o ciclo de deformacoes

dado, ou seja, a equacao (4.20),

N
Zml hij () &' (x) dog? =0; B=1,--- K.
=1

Queremos calcular explicitamente essa equacao para deformacoes infinitesimais.

Consideremos, entao, a equacao de evolucao das trajetorias das particulas consti-
tuintes quando o nadador realiza, num intervalo de tempo ¢, comecando de ¢ = 0, uma
deformacao o e um deslocamento rigido , a partir de seu formato e de sua localizacao
originais, equagao (4.73),

)

; o,k ; K@) o(b .
zwy? (0) 75 gy (1) = " S@e” T, .

Como estamos tomando o infinitesimal, é natural supor que x também o seja, e entao

podemos escrever a equacao anterior, em primeira ordem de o, como

zay (1) = [1+ 6 + O (K°)] [1+ 0y + 0 (0%)] 20y’|,—p»

isto é,

zo (1) = 2@’ (0) + £’ (2@ (0)) + 0Pney? (z0) (0)) + 0 (o). (4.78)

. . () (b) ~
Notemos que, em primeira ordem, e &) e ¢ comutam, de modo que nio temos,
até este ponto, nenhum problema oriundo da ordenacgao que escolhemos para formar o

operador completo de evolucao. Dai obtemos
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d{E(l)j = 5/% f(a ( ( )) + dO Ule) ( T (O)) + 0 (Ud(f). (4.79)

A evolugao dos campos de Killing, &) (x(l) (O)) S £3) (x(l) (t)), ¢ obtida da mesma
maneira. No entanto, como dz() dado pela equagao (4.79) ji é da ordem de o, e é
nessa ordem que queremos escrever a lei de conservagao, podemos tomar &g (:L'(l) (t))

em ordem zero,

Ep)' (za) (1) = €@’ (za) (0)) + O (0). (4.80)

O mesmo vale para as componentes da métrica h. Substituindo as equagoes (4.79) e
(4.80) na equacao (4.20), obtemos

Z my hij (20 (0)) &)' (za) (0))
x (651 () (0)) + do®ngy? (z) (0))] = O (odo).

Usando a notacao de produto interno para corpos extensos que definimos, podemos

reescrever essa equagéo como

(E@)|€@) 1y 05 + (&) Inw) ),y do® = O (ado) .

Agora, pela nossa escolha de gauge, expressa pela equagio (4.65), o segundo termo da
equacao acima se anula. Se, além disso, os campos de Killing da familia {f(g)}gzl sao
ortonormais, conforme ja provamos que eles sempre podem ser tomados, concluimos
que

ok = O (odo) , (4.81)

ou seja,

k=0 (7). (4.82)

Portanto, dado um deslocamento infinitesimal da ordem de o, o deslocamento rigido
associado serd necessariamente, pelas leis de conservacao, da ordem de o2.
Passemos, agora, ao célculo da equagao (4.20) considerando termos da ordem de

o?. Colecionando termos dessa ordem, a equagdo (4.73) dé

: o 1 . ;
) (8) = (14 5¢w) (1 + o) + 5000t )ﬁ(bV?(c)) 2’ li=o:
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zay’ (0) + K0y (z@) (0)) +0Pngy? (g (0))
+5000 nw’ (20 (0)) I’ (2 (0))

Dai obtemos

dzy = 660y (za) (0)) + done?’ (zq) (0))

+§77(b)i (ZL‘(Z) (0)) 8in(c)j (ZL‘([) (0)) d (O'(b)O'(C)) + O (0‘2d0') . (483)

—_

Quanto aos campos de Killing, precisamos calculé-los até ordem de o. Temos, assim

&y (2o () = (1+ ") &6 (20) lizos

ou seja,

o (z@ () = &@’ (@ (0))
+0 " (z0) (0)) afw)j (z (0)) + 0O (o). (4.84)

Pela substitui¢ao das equacgoes (4.83)

e (4.84) na equagao (4.20), e usando a equacao
(4.81), obtemos

> muhig (20 (0) (&0 + 090" REa)'], o)
=1

1
X [5/1(0‘5 + do®ng? + 37 ) ey’ d (e a'))

z 1y (0)
=0 (02d0) )

Novamente usando a condicao de gauge escolhida e a notacao de produto interno
obtemos prontamente

(€@ €@))_o IK Y + (O ) nie ny ), o' do
1
+5 Eow" ),y d (0¥0") = O (o*do) ; 8

1, K. (4.85)

Notemos que, nesta equacao, todos os produtos internos sao calculados no estado inicial
e, portanto, sao constantes, independentes de o e de k.
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Aplicando o operador d de diferenciacao exterior na equacao acima, o termo pro-
porcional a d( (C)) se anula, uma vez que esta é uma forma fechada. Ja §x(® nao
se anula necessariamente. No caso em que d (5/4‘”) #£ 0, dizemos que dx(®) é uma

anolonomia; caso contrario, dizemos que é uma holonomia'*. Temos, entdo,

(€3)1€@)),_g AR + (O s) N0 1) ),y o' Ado® =0, B=1,--- K. (4.86)

onde definimos

AR = d (55)). (4.87)

Vemos, assim, que 6x(® sera holonoémica ou anolonomica dependendo, respectiva-
mente, de <5k§(g)|77(c)k77(b)>t:0 anular-se ou nao. Caso ela seja anolonomica, o efeito
de natacao manifesta-se, ou seja, um deslocamento rigido do corpo livre ocorre como
conseqiiéncia da sua deformacdo. A quantidade Ax(® & o deslocamento rigido, me-
dido no espaco de localizacoes rigidas, associado a deformacao infinitesimal do; ela é
determinada resolvendo-se o sistema de equagoes lineares dado por (4.86).

O segundo termo da equagao (4.86) pode ser reescrito de forma sugestiva. Usando
a anti-simetria do produto exterior e permutando os indices mudos j e k, podemos

escrever

K = {0k&s)i 1m0 ey’ ) do'@ A do® = —{0,¢5)kIn ' nw*) do® A do',

onde fica subentendido, para economia de notacao, que os produtos internos sao cal-

culados em ¢ = 0. Agora trocando os indices mudos b e ¢, obtemos

K = = (9i¢@rlne’ne") do' A do

Dando continuidade, separamos o segundo membro na forma a = a/2 + a/2 e usamos
novamente, no segundo termo dessa soma, a anti-simetria do produto exterior e a

liberdade de renomear os indices b e ¢, obtendo

1 .
K=-5 (Di€@kInw’ ") do'@ A do®

1 | .
+5 (0 @rlne’ne*) do' A do®. (4.88)

4 Anolonomia ¢ a propriedade de uma forma que néo é a diferencial de nenhuma outra quantidade.
Uma condigdo suficiente para que uma forma seja holénoma é que a sua derivada exterior seja nula,
uma vez que formas fechadas sao localmente exatas.
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Trabalhando no segundo termo da equagao (4.88), cambiamos os indices j e k, e entdo

podemos escrever

K= <3[k (&) P 70 ey’ > do'@ A do®.

Agora notemos que, se A = A; dz’ é uma 1-forma, entdo dA = d;A; d’ A da?. Logo,

podemos reescrever a ultima equagao como

K= <(d5(6>)kj !77<c)’“77(b)j> do' A do®,

onde dg ¢ a derivada exterior da 1-forma de Killing §g) = (5(5))1. dz’. Chamaremos
essa quantidade de 2-forma de Killing. Dessa forma, podemos reescrever a equacao

(4.86) de natagdo como

(E@)l&@)) g DK + (ds) Ny, M)y do® Ndo' =0; B=1,--- K. (4.89)

4.5 A 2-forma de Killing

Seja ) o campo de Killing associado a um certo movimento rigido, como uma
translacao ou rotacao. A questao de ser ou nao possivel, para o corpo deformével,
nadar nessa dire¢ao depende apenas, como vamos verificar, das propriedades geométri-
cas do ambiente, a saber, das suas isometrias. A resposta fica especialmente simples

quando escolhemos os campos de Killing mutuamente ortonormais,

(& &) = das- (4.90)

Nessas condicoes, as equagoes (4.89) de nata¢ao tornam-se

AP = — <d§(ﬁ)|n(b)n(0)> do® Ndo9; B=1,--- K. (4.91)

Dessa equacio, vemos prontamente que um movimento rigido Ax® gerado por §a) €
possivel apenas se a 2-forma d¢(® correspondente néo for identicamente nula no espaco
de formatos (em outras palavras, ¢ uma condicdo necessaria para que &) engendre
natagao que a 1-forma correspondente a ele nao seja fechada).

Vamos, agora, fazer uso desse resultado para estudar o caso simples de um corpo
deformével no espaco euclidiano, recuperando, de maneira elegante, alguns resultados

classicos da mecanica newtoniana.
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4.5.1 Campos de Killing em espacos euclidianos

Consideremos como ambiente o espago euclidiano E? = (R3, §) coberto globalmente com
coordenadas cartesianas. O gerador de translacdes na k-ésima diregao nesse espaco é

o vetor tangente O, que é um campo de Killing da métrica J. Escrevemos, entao,

Eky = Ok, (4.92)

e a 1-forma correspondente é o seu dual algébrico, o covetor

Epy)" = dat. (4.93)

As coordenadas z* sdo 0-formas, funcoes da variedade, o R3, em R. Logo, dz* é uma

forma diferencial exata, e a 2-forma de Killing d§@,* ¢ fechada,

d&* = d (dz*) = 0. (4.94)

Consideremos, agora, rotacoes no plano j — k, em torno da origem. O campo de

Killing que gera esse movimento é

EGky = €12 O, (4.95)

onde ¢, é o simbolo de Levi-Civita e i ¢ a diregao ortogonal ao plano j — k. (E impor-
tante ressaltar, neste ponto, que indices entre paréntesis nao sao indices de tensores do
espaco-tempo; eles apenas rotulam e especificam os elementos de familias de objetos
com certas propriedades.) Assim, por exemplo, para um rota¢do em torno da origem

no plano =z — y, temos

m,.l ms l
g(xy) = €3 T am =9 €31sT ama

m2 1 ml 2 1 2
S(ay) = 0" €3120 Opy + 0" €3010°0p, = €310 Oy + €3212701.

Logo,

f(xy) = SL’@y - y@m. (496)

Vamos obter a 1-forma (covetor) associada a esse campo vetorial. A m-ésima compo-
nente do campo vetorial {(;r), na base coordenada, é {(i)™ = ex™x!. Como a métrica §
define um mapeamento bijetor entre o espaco tangente e o espaco cotangente de cada
ponto do espago, por meio de T,E* > v — v* = 4 (.,v) € T,*E3, para todo p € E*, a
m-ésima componente da 1-forma correspondente a esse campo vetorial de Killing é, na

base dual natural,
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g(jk)m = 5mn€(]k)n = mneilnxl = Eilmxl- (497)

Podemos, dessa forma, escrever a 1-forma de Killing como
§gr)" = €ma’da™. (4.98)

Agora, podemos calcular, prontamente, a 2-forma de Killing associada, pela aplicagao

da diferencial exterior,

df(jk)* = dﬁ(jk)*pq dz? N dx?, (4.99)
onde
* 1 * *
dg(jk) pg = 9 (ap g(jk) q aq 5(jk) p)
1 1
= 5 (Eilq 3pxl — €ilp 8qxl) = 5 (€ipg — €igp) »

2 2

ou seja,

d€(jk) " pg = €ipq- (4.100)

Portanto, a 2-forma de Killing associada a rotac¢oes no plano j —k, em torno da origem,
é

d§(jrk)" = €ipg dx” N daf, (4.101)

que nao é identicamente nula.

Vamos, agora, interpretar esses dois resultados usando a equagao (4.89). Essa
equagao s6 é valida quando os campos de Killing estao ortonormalizados (segundo o
produto interno para corpos extensos que definimos). Vamos comegar mostrando que
os campos de Killing associados a translacoes em direcoes perpendiculares, no espaco
euclidiano, sao ortogonais segundo o produto interno para corpos rigidos que definimos.

De fato, calculando-o explicitamente, temos

{(&wléo)) Zmz Jar £ (20)) €00 ()

(Enl€)) = 0andi®s;",

onde usamos o fato de que {;)* = 9;*. Logo,
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(Ewléwm) = 9 (4.102)

conforme quisemos demonstrar. Agora vamos provar que translagoes sao ortogonais a

rotacoes, desde que estas sejam realizadas em torno do centro de massa, isto é, se

§uk) = €ip” (27 — XP) Oy, (4.103)

onde {X’}?Z1 sao as coordenadas do centro de massa (que fica perfeitamente bem

definido no espago euclidiano, como ja comentamos), dadas por

N
1
Xr = > my gy (4.104)
=1

Temos, assim,

N
1 a
{omléw) = 77 > mu b e (20) o' (za)),
=1

1 & 1 &
(Eomléw) = 37 2 mida e (@) = X7) 8, = 22 > mu eipg (2" = X7),
=1 =1

N N
1 1
(€uml€@) = €iva (M > i’ = X7y :ml> = €ipg (XP — X7),
=1 =1

e entao

(&umléw) =0. (4.105)

Por fim, vamos demonstrar que, se as rotacoes se dao em torno dos eixos principais
do corpo (que passam sempre pelo centro de massa e sdo ortogonais entre si), entao
elas sao ortogonais. Suponhamos, sem perda de generalidade, com o fim de simplificar
os calculos, que escolhemos o centro de massa do nadador como origem do sistema de
coordenadas e os eixos cartesianos coincidindo com os eixos principais do sistema. Por
definicao, no sistema de coordenadas retangulares que coincide com os eixos princi-
pais, o tensor de inércia do corpo, definido (no caso em que a origem do sistema de

coordenadas coincide com o centro de massa) como

N
[ij = Zml (f(l)zéij — x(l)ix(l)j), (4.106)
=1

¢ diagonal, ou seja, I = 0 se i # j. Dessa propriedade e da definicao, obtemos
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N
> mpgrey’ =0, i # j. (4.107)
=1

Calculando explicitamente o produto interno entre os campos de Killing associados a

rotacoes em torno dos eixos principais, e usando esse ultimo resultado, temos

1 N
(Eumléan) = MZmz Sab £ (2) Ean” ()
=1

N
1
- M Zml dab €im T Epnbx(l)n
=1

m n

N
1
— M Zml EimbEpnb Ty )
=1

N
1
= M Zml (5ip5mn - 517167"1:0) x(l)mx(l)n
=1

N
1 . I; 4
= M E my (@p ZE(l)Z — i(l)i [B(l)p) = Mp = 0, 7 7§ D, (4.108)
=1

pela diagonalidade do tensor de inércia nesse sistema de coordenadas. Nas equagoes
acima, denotamos por ¢ o eixo principal ortogonal ao plano j—k, e por p o eixo principal

ortogonal ao plano ¢ — r. Desse modo, podemos escrever

(Eom&an) = 0, (jk) # (qr). (4.100)

Provamos, assim, que campos de Killing geradores de translagoes em dire¢oes per-
pendiculares e de rotagoes em torno dos eixos principais do corpo sao todos mutu-
amente ortogonais, de modo que vale a equagiao (4.89). Como a 2-forma de Killing
para translagoes é nula, conforme demonstramos, reobtemos, pela equagao (4.91), um
resultado classico da mecanica analitica de espacos planos: sistemas de particulas nao
podem se transladar somente pela aplicacao de forcas internas. Por outro lado, como
a 2-forma de Killing associada a rotacdes nao é identicamente nula, concluimos que,
mesmo em espagos euclidianos, que sao planos, sistemas de particulas podem girar
(em torno dos seus eixos principais) sem a aplicagao de forcas externas. Com efeito,
¢ bem conhecido o caso de gatos que, soltos em repouso, a uma certa altura do solo,
com as costas viradas para baixo, conseguem girar sem auxilio externo e cair sobre as
suas patas. Esse processo esta plenamente de acordo com as leis de conservagao, que
utilizamos para obter a equagao (4.89); em particular, nao héa violagao da conservagao

de momentum angular, como poderia parecer sob um primeiro olhar.
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4.6 Translacoes em espacos curvos

A natagdo em espagos curvos é possivel porque, como vamos demonstrar, os campos de
covetores de Killing correspondentes a translagoes nao sao fechados, d{;) # 0. Nesta
secao, vamos definir o que vém a ser campos de Killing translacionais em espagos curvos
e calcular, em ordem dominante, a 2-forma associada. Para isso, precisamos antes
introduzir a nocao de referencial localmente euclidiano, que seré largamente utilizada

no que se segue.

4.6.1 Referenciais localmente euclidianos

Chamamos de referencial localmente inercial centrado num ponto p € M um sistema de
3 3 .
“w
coordenadas {z"},_, tal que, na base coordenada {d,},_, associada, as componentes
métricas, calculadas em z,/ (coordenadas do ponto p) sao iguais as de Minkowski num
sistema de coordenadas cartesiano, e as suas primeiras derivadas, calculadas nesse

mesmo ponto, se anulam,

G (2,%) = ny, = diag (—1,1,1,1), (4.110)

DG (2,%) = 0. (4.111)

Do fato de que as derivadas primeiras da métrica sao nulas em z,/, concluimos ime-

diatamente que os simbolos de Christoffel também se anulam nesse ponto,

¥, (2,%) = 0. (4.112)

Por conseguinte, as equacoes da geodésica em z,/ assumem a mesma forma que as
de uma particula livre em Minkowski. Numa vizinhanca suficientemente pequena de
M em torno de p, as propriedades geométricas do espaco-tempo, expressas nesse sis-
tema de coordenadas particular, sao descritas por equacoes que tém aproximadamente
a mesma forma daquelas de um espacgo-tempo plano. Esse é um sentido em que a
relatividade geral incorpora o principio de equivaléncia (experimentos insensiveis a
curvatura intrinseca realizados dentro de um espaco e num intervalo de tempo suficien-
temente pequenos, num laboratério em queda livre, fornecem resultados indistinguiveis
daqueles obtidos para os mesmos experimentos realizados num referencial inercial na
auséncia de gravidade).

E possivel provar que sempre existe um tal sistema de coordenadas (uma prescricio
simples para obté-lo faz uso das chamadas coordenadas riemannianas normais), embora
ele ndo seja tnico (é facil verificar que transformagoes ortogonais, z* — z'* = A", 2",
com A*, A"y = 6"y, e transformagoes da forma x# — 2/ = x* + O (23) sdo tais que

g:w (37;;&) = G (1,%) € 3/’) g;w (x;;a) = 0p G (2p))-
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No nosso problema, em particular, pensando especificamente nas secoes espaciais

homogéneas (3, h), um referencial localmente inercial sera tal que

Orgij (0) = 0= I (0) = 0, (4.114)

se escolhemos z, = 0, como de fato faremos doravante.

Como, dada a nossa hipotese de baixas velocidades, temos uma nocgao de tempo
aproximadamente universal, que atua apenas como um parametro das equacoes de
movimento (a exemplo do que ocorre em mecanica newtoniana), podemos ignorar o
carater quadridimensional do espaco-tempo e pensar apenas em coordenadas {mi}?zl SO-
bre as se¢oes espaciais. Chamamos de referencial localmente euclidiano um sistema de
coordenadas {xi}?zl de X; com as duas propriedades acima, isto é, tal que as equagoes
(4.113) e (4.114) sejam satisfeitas. A razao de tal nome é evidente: numa vizinhanca
suficientemente pequena em torno da origem de um tal sistema de coordenadas, a
equagoes que expressam as propriedades geométricas do espago sao aproximadamente
iguais as correspondentes euclidianas. Colocando mais precisamente, é possivel provar
que relagoes da geometria euclidiana, nesse sistema de coordenadas, levarao correcoes
da ordem de Rz?, onde R é o escalar de curvatura do espaco e x é a escala de compri-
mento do problema. A adocao de um tal referencial nos permite, assim, estender para
a secao espacial curva de nosso interesse nogoes aproximadas de centro de massa e de

translagoes.

4.6.2 A 2-forma de Killing para translagoes em espacgos curvos

Seja {xi}?zl um sistema de coordenadas sobre X, localmente euclidiano em torno da
origem. Um campo de Killing &;, numa vizinhanca da origem, é unicamente deter-
minado (veja a referéncia [14]) por seu valor nesse ponto, & (0), e pelo valor da sua
derivada covariante (que é necessariamente anti-simétrica, pela equacao de Killing)
nesse mesmo ponto, V;&; (0) = V€ (0). Fixados esses dados iniciais, os valores de &;
numa vizinhanca da origem sao determinamos, em ordem dominante, pela curvatura

riemanniana, por meio da equagao

ViVi& = —Ri"€, (4.115)

que, se pode demonstrar, é satisfeita por todo campo de Killing.
Para inferir os valores assumidos na origem pelos campos de Killing geradores de
translagoes em espacgos curvos, assim como os de suas derivadas, basta tomar os valores

das quantidades euclidianas correspondentes, pois, em se tratando de um sistema de co-
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ordenadas localmente euclidiano, elas devem coincidir nesse ponto; em seguida, usamos
a equacao (4.115) para obter o seu comportamento em ordem dominante nas redondezas
desse ponto. Como ja discutimos, o campo de Killing que gera translagoes na direcao
k do espaco euclidiano é 0. Esse campo satisfaz (8k)l =L eV, (8k)j = 0,07, =0
em todos os pontos (em particular, na origem). E natural, diante disso, impor que,
na origem do referencial localmente euclidiano, onde essas propriedades devem ser re-
cuperadas, o campo de Killing £¢*), gerador de translacoes na direcdo k em espacos

curvos, satisfaca

¢®;(0) = 0%, (4.116)

V€™ (0) = 0. (4.117)
Tomemos, agora, a equacio (4.115), para & = £ calculada na origem,
ViVi€®1(0) = =Ry (0) €%, (0) .
Na medida em que £*); (0) = 6*;, obtemos

ViV;£W,(0) = —Ryi* (0) .

Como Fijk (0) = 0, segue-se que, na origem, V; = 0;, de modo que podemos reescrever

a equacao acima como

Mas notemos que, para r < 1,

0,V ;€W (2) = 9;V;6™,(0) + O (2),

entao, como conseqiiéncia, para x pequeno o suficiente, temos

Integrando essa tultima equagao,

/ aa/i (V;6®1) da’* = —Ryi* (0)/ da" + 0 (2%),
o O 0

e usando o fato de que V;¢€® 4 (0) = 0, finalmente obtemos
[ Jl

V,;¢W) () = —2"Ry™ (0) + O (2?) . (4.118)

Notemos que, devido a propriedade de anti-simetria das componentes do tensor de
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curvatura de Riemann nos dois primeiros indices, a equacao de Killing é satisfeita em
ordem dominante, V;{x); + V& = O (2?).
Agora, devido & anti-simetria de Vif(k)j, que é uma conseqiiéncia das equacgoes de

Killing, temos

2Vi& = V& — V&,

1 1
Vigj =5 (Vi&; — V&) = 5 (0 = 9;&) -

Lembrando que, dada uma 1-forma A = A;dz’, temos dA = (dA),; da' A da’, com
(dA)ij = (1/2) (0;A; — 0;A;), concluimos da equagao acima que

(déw));; = Vibwy- (4.119)

A luz desse resultado, podemos afirmar, portanto, que a equacio (4.118) da as compo-

nentes da 2-forma de Killing associada a translacao na dire¢ao k£ em ordem dominante,

(d€w),; = Vil = —2'Rijue (0) + O () , (4.120)

ou, equivalentemente,

Ay = [—2'Rijue (0) + O (2*)] da’ A da’. (4.121)

Com esse resultado, e de posse da equagao de natacao, podemos finalmente calcular
a distancia nadada por um corpo deformavel pequeno num espago-tempo estético e

espacialmente homogéneo e isotropico.

4.6.3 Translacao de nadadores pequenos em espacos curvos

Suponhamos que o corpo deformavel seja pequeno, no sentido de que RL? < 1, onde
R é o escalar de curvatura do espago ambiente e L é a maior distancia entre as suas
particulas constituintes, e consideremos um sistema de coordenadas localmente eucli-
diano {Ii}?zl com origem no centro de massa aproximado do nadador. Dessa forma, a
geometria espacial pode ser considerada aproximadamente euclidiana em toda a regiao
que abarca o nadador e, em particular, a no¢ao de campo de Killing translacional da
secao anterior ¢ aplicavel.

Além disso, o fato de que a origem do sistema de coordenadas localmente eucli-
diano é escolhida de modo a coincidir com o centro de massa aproximado do sistema

garante que, em ordem dominante de RL?, os campos de Killing associados a rotacoes e
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translagoes sdo mutuamente ortogonais (do mesmo modo como ocorre no caso euclidi-
ano, que ja estudamos), de forma que podemos estudar translag¢oes independentemente
de rotagoes. Em especial, nesse caso, o fato de que a 2-forma de Killing translacional,
dada pela equagao (4.121), nao é identicamente nula permite que ocorra o efeito Wis-
dom, isto é, que o nadador possa se transladar no espago sem o auxilio de forcas
externas.

Seja {U(b) }zle um conjunto de campos vetoriais de deformacao linearmente indepen-
dentes e satisfazendo a condigao de gauge, dada pela equagao (4.65), ou seja, ortogonais
a qualquer campo de Killing da secao espacial. Um ciclo infinitesimal de deformagoes
com area do® A do(® no espaco de formatos levara a uma distancia nadada Ax® dada

pela equacao de natacao (4.86),

N
a 1 % j b c
(€PN A = =23 i [Vi€ P ney’], o) do® Ao,
=1

Se tomamos £ como o campo de Killing associado a translacdes na k-ésima direcdo,
que denotamos por £*), levando em conta a ortogonalidade ja mencionada entre campos
de Killing de translagoes em direcoes perpendiculares e rotacoes em torno dos eixos

principais, obtemos

N
1 , .
k k b
Axt) = i g my [VZ{( )i nw)! n(C)J]w(l)(o) do® A do'.
I=1

Usando a equagao (4.118), podemos substituir a derivada covariante de f(k)j por um

fator proporcional & curvatura riemanniana calculada na origem,

N
1 o
AxF) = MRijhk (0) E my [z e’ n(c)J]m(l)(O) do® A do'®. (4.122)
=1

Nessa equacio, Ax®) ¢ a distancia nadada ao longo da curva integral de £*), campo de
Killing que gera translagoes ao longo do eixo k, para uma vizinhanca suficientemente
pequena ao redor da origem do sistema de coordenadas localmente euclidiano. Por-
tanto, nessa vizinhanca, Ax®) sera simplesmente a variacao da coordenada z* de cada
particula do corpo (essa variacao é aproximadamente a mesma para todas as particu-
las, uma vez que, completado o ciclo de deformagoes, o corpo reassume o seu formato
original, ou seja, as distancias de cada par de particulas retomam seu valor inicial), e

podemos escrever

Ar®) = Azk, (4.123)

Logo, a equagao (4.122) pode ser reescrita como
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N
MAzF = Rijhk (0) [Z mlx(l)h n(b)i n(c)j] do® A do'®. (4.124)
=1 95(1)(0)
Essa é, sumarizando, a distancia nadada por um corpo pequeno, nao-relativistico, ao
longo do eixo x*, quando ele realiza um ciclo de deformacdes infinitesimais, de area
do® A dol® no espaco de formatos, geradas por um conjunto de campos vetoriais
de deformacao {U(b)}bL:p num espaco-tempo estatico e espacialmente homogéneo e
isotropico. Trata-se do resultado principal deste capitulo.

Notemos que a distancia transladada depende apenas do tensor de Riemann, uma
propriedade geométrica do espaco ambiente, de uma quantidade caracteristica do na-
dador (entre colchetes na equagdo), relativa a sua distribuigdo de massa e as suas
deformacdes, e da amplitude das deformacées (representada pela area do® A do® no

espago de formatos).
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Capitulo 5

Natacao de corpos quase-rigidos
deformaveis no espaco-tempo
cosmologico de

Friedmann-Robertson-Walker

Muito embora o trabalho original de Wisdom sobre o fendmeno de natagao no espaco-
tempo tenha inegavel importancia, tanto por abrir um novo filao no estudo de cor-
pos extensos em relatividade geral, revelando um mecanismo de auto-propulsao para
corpos deformaveis, quanto pelos méritos inerentes ao efeito (como seu aspecto de
fases geomeétricas), o caso particular por ele abordado, que considera a geometria de
Schwarzchild, resulta num efeito pequeno demais para ser (i) verificado experimental-
mente, (ii) utilizado em aplicagoes tecnoldgicas (como o projeto de satélites capazes de
alterar a sua Orbita por variagoes de formato') ou (iii) explicar fenomenos observados
em astronomia e astrofisica?. Diante disso, é natural, como préximo passo no estudo
do efeito de natacao, procurar um contexto em que a sua ordem de grandeza seja mais
expressiva.

A possibilidade mais promissora, numa primeira anélise, é considerar espacos-
tempos cosmologicos, isto é, solucoes das equagoes de Einstein com segOes espaciais
homogéneas e isotropicas, em conformidade com as observacoes astronomicas de larga
escala do universo. Isso porque, nesse caso, em tese, nao ha um tempo limite para o de-
senvolvimento fenomeno, que pode entao acumular o seu efeito continuado (somando-se
os deslocamentos atingidos em cada ciclo de deformagao) até torna-se possivelmente

mensuravel ou, num caso otimista, mesmo importante para explicar a evolucao de es-

1O efeito newtoniano de balanco seria mais proveitoso para esse fim, por poder ser varias ordens
de grandeza maior, como vimos no Capitulo 3.

2Qs fenomenos de astrofisica e astronomia fornecem o cenério fisico no qual a solucdo de
Schwarzchild pode ser relavante para descrever a interacao gravitacional

106



truturas de grande porte, como talvez galdxias ou aglomerados delas. Apesar de esse
contexto ser motivamente, aventamos a priori que, mesmo nele, o efeito deva ainda
ser muito pequeno, na medida em que a distancia nadada deve ser escalada por I’R,
onde [ é a dimensao linear caracteristica do corpo e R é alguma medida da curvatura
espaco-temporal?, e, sendo curvatura observada no universo atual muito préxima de
zero, esperamos ter R =~ (0. Como alternativa, por outro lado, podemos nos pergun-
tar se uma natagao mais eficiente pode ter sido possivel em alguma fase passada da
evolucao do universo. De qualquer forma, deve ser possivel, a principio, construir em
laboratoério situagoes analogas as da natagao em Friedmann-Robertson-Walker, envol-
vendo, por exemplo, corpos deforméaveis sobre superficies homogéneas e isotrépicas.
Todas essas possibilidades amplificam o interesse de se estudar o efeito Wisdom no
caso da geometria de Friedmann-Robertson-Walker, tarefa a que nos propomos neste

capitulo.

5.1 Solucao de Friedmann-Robertson-Walker das e-

quacoes de Einstein

Os chamados universos de Friedmann-Robertson-Walker (que abreviaremos por FRW,
doravante) sdo as solugoes espacialmente homogéneas e isotropicas das equagoes de
Einstein, fornecendo os espagos-tempos que respeitam o principio cosmoldgico, segundo
o qual, em larga escala, o espago possui essas duas propriedades de simetria. Tal
principio é confirmado por observacoes experimentais e, por isso, as solugoes de FRW
sao amplamente utilizadas como modelos cosmologicos. Antes de estudar a natacgao
de corpos deformaveis em tais espagos-tempos, vamos fazer um breve resumo de suas
caracteristicas.

Demos, no Capitulo 4, as defini¢coes formais de homogeneidade e isotropia espaciais.
Revisando, esses conceitos, tomados simultaneamente, querem dizer que, segundo uma
dada congruéncia de observadores, todos os pontos e todas as diregoes do espago (isto
é, das hipersuperficies ortogonais as quadrivelocidades de tais observadores) sdo ge-
ometricamente equivalentes. Os observadores dessa congruéncia, que deve preencher
todo o espago-tempo, sao chamados de observadores isotropicos, e as suas secoes es-
paciais, que devem foliar todo o espaco-tempo, de hipersuperficies de homogeneidade.
Por conveniéncia, cobrimos o espaco-tempo com um sistema de coordenadas tal que o
tempo coordenado coincida com o tempo proprio 7 dos observadores isotropicos. Isso
garante que as hipersuperficies de homogeneidade sejam secoes de simultaneidade para
tais observadores, e nos permite rotula-las com esse parametro. Quanto as coordenadas

espaciais {x'}, escolhemo-las tais que os observadores isotropicos sejam estaticos, isto

3No caso da natacdo em Schwarzschild, por exemplo, vimos que essa quantidade é GM/c*r3, que
é um fator ao qual as componentes da curvatura riemanniana sao proporcionais.
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é, tais que dz'/dr = 0. Por conseguinte, u = d/dr = 9/07.

Também vimos no Capitulo 4 que, se (M, g) for um tal espago-tempo e u for a
quadrivelocidade dos seus observadores isotropicos, entao g induz sobre cada hiper-
superficie de homogeneidade, que denotaremos por Y,, uma métrica riemanniana
huw = g + wuu,, que nada mais é que a restricdo de g a X, (isto ¢, dados p € X, e
X,Y € T,M, vale g(X,Y) = h(X,Y)). E facil verificar que, no sistema de coorde-
nadas que adotamos, temos goo = —1, go; = 0 e g;; = h;;, de modo que o elemento de
linha pode ser escrito (em unidades naturais) simplesmente como ds* = —dr? + dI?,
onde dI? = h;;dz'dz? é o elemento de linha da se¢io espacial dos observadores isotropi-
cos. Agora, impondo sobre a métrica as propriedades de simetria das secoes espaciais,
obtemos restri¢oes ainda mais drésticas sobre a sua forma. A hipotese de isotropia im-
plica que o tensor de Riemann (3)RWX das hipersuperficies de homogeneidade munidas
da métrica h induzida - isto é, o tensor de Riemann calculado com a métria h - deve ser
um multiplo da identidade, ou seja, que (3)RW,\J = K hyhye, para evitar a distin¢ao
puramente geométrica de vetores tangentes nas hipersuperficies de homogeneidade. A
hipotese de homogeneidade, por sua vez, implica que K deve ser uma constante, do
contrarios poderiamos distingir pontos dessas hipersuperficies. Calculando o escalar de

curvatura R =@ Rr, =6) Riy A relativo a (3., h), obtemos entdo

®R = 6K, (5.1)

ou seja, as hipersuperficies de homogeneidade tém curvatura constante®. Agora, é pos-
sivel demonstrar que, dados dois espacos com mesma dimensao e munidos de métricas
com mesma assinatura, se eles possuem curvatura constante e de mesmo valor, entao
eles sao localmente isométricos®. No caso de (3, h), temos um espago tridimensional
com métrica riemanniana. Logo, a tarefa de determinar a geometria das hipersu-
perficies de homogeneidade é completada enumerando-se os espacos tridimensionais
riemannianos com todos os possiveis valores de curvatura constante. Acontece, porém,
que temos apenas trés casos, relativosa K =0, K >0e K < 0.

Quando a curvatura de (34, h) é estritamente positiva, ele é localmente isométrico

a uma 3-esfera, e o elemento de linha do espaco-tempo torna-se
ds? = —dr® +a (1)’ [dx® + sin® x (d§® + sin® 0 d¢*)] , (5.2)

onde 0 < xy <7, 0<0<7mel < ¢ <27 Quando a sua curvatura é estritamente

‘E importante ter em mente que sdo os observadores isotrépicos - e, em geral, somente eles -
que experimentam uma secao espacial de curvatura constante. O conceito de espago é dependente
de observador e, na relatividade geral, corresponde & secao tridimensional tipo-espaco ortogonal &
quadrivelocidade do observador em cada ponto da sua linha de mundo. Assim, observadores em
movimento relativo aos isotrépicos, em principio, observam segoes espaciais com curvatura espacial
varidvel, do mesmo modo como nao observam isotropia.

SEsse ¢ um importante teorema de geometria riemanniana.
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negativa, (X, h) é localmente isométrico a um hiperboldide tridimensional, de modo

que o elemento de linha espago-temporal tem a forma

ds® = —dr* + a () [dx® + sinh® x (d6? + sin? 0 d¢?)] (5.3)

com 0 <y <00, 0<6<7mel<¢p <27 Porfim, quando a sua curvatura é nula, a
secao espacial dos observadores isotropicos é localmente isométrica a do espaco plano

tridimensional, e entao

ds® = —dr® + a ()" [d® + X* (d6® + sin® 0 dg®) ] , (5-4)

onde usamos coordenadas polares esféricas, 0 < y < 00,0 <0 <7mel < ¢ <27, para
manter a semelhanga com as equagoes (5.2) e (5.3).

O fator a(7) que aparece nos trés possiveis elementos de linha é chamado fator
de escala. No caso de curvatura® positiva, temos um universo fechado (embora sem
fronteira), e a (7) pode ser visto como o raio da 3-esfera que representa a se¢ao espacial.
De modo mais geral, o fator de escala é responsavel por mensurar a taxa de movimento
relativo dos observadores isotropicos, isto é, o quanto eles se afastam, se aproximamm,
ou se as distancias proprias entre eles se mantém com o tempo. E importante notar
que estamos utilizando coordenadas comdveis, que mantém as posicoes coordenadas dos
observadores isotropicos fixas, mas isso nao implica que as distancias proprias entre eles
se mantenham. Suponhamos dois observadores isotropicos com coordenadas espaciais
(x1,01, ¢1) e (x2, 02, ¢2). Num dado instante 7, isto é, sobre uma dada hipersuperficie

Y-, a distancia propria entre eles sera

2 2
Ry = / v d82|7':const =a (7—)/ \/dX2 + f (X)2 dQQa (55)
1 1

onde f (x) = siny, sinhy ou x para K > 0, K < 0 ou K = 0, respectivamente, e
dS) = sinf dfd¢. Vemos que toda a dependéncia temporal da distancia estd no fator
de escala, e podemos escrever Ryy = a (1) D(z1%, z57), onde D(x1%, z5’) é uma fungao
exclusiva das coordenadas espaciais (fixas) dos dois observadores. Vemos, assim, que
dRi3/da = Rys/a, e a velocidade propria relativa dos dois observadores pode, entao,

ser escrita como

iy = dff = H (1) Rz (1), (5.6)
onde
H(r) = g (5.7)

6Quando usarmos o termo "curvatura", estaremos sempre fazendo referéncia a curvatura das secoes
espaciais dos observadores isotropicos, salvo mencao em contrério.
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é o chamado pardmetro de Hubble”, e o ponto denota a derivada em relacdo ao tempo
proprio. E facil ver que, se @ > 0, os dois observadores estdo se afastando; se @ < 0,
estao se aproximando; e, se a = 0, a distancia propria entre eles se mantém. Esses
dois observadores isotropicos sao completamente arbitrarios e, portanto, essa analise
vale para qualquer par de tais observadores. Vemos, dessa maneira, que a geometria
de FRW pode descrever tanto um universo se contraindo, quanto um universo em
expansao ou estatico. A equagao (5.7) é a chamada lei de Hubble, e diz que a taxa de
aproximacao ou afastamento das galaxias distantes é proporcional a sua distancia, no
caso de um universo nao-estatico.

Em resumo, as hipoteses de isotropia e homogeneidade determinam, sozinhas, a
métrica dos espacos-tempos de FRW a menos de trés possibilidades para a geometria
espacial e de uma funcao positiva a (7')2. Para fixar uma dessas trés geometrias espa-
ciais e determinar essa funcao, é preciso, finalmente, recorrer as equacoes de Einstein.
Antes, porém, notemos que é possivel reescrever esses trés elementos de linha distintos,
dados pelas equagoes (5.2), (5.3) e (5.4), de forma unificada, por meio de mudancas de
coordenadas apropriadas. Para K > 0, fazemos x — r = sin y; para K < 0, fazemos
X — r = sinh x; e para K = 0, usamos uma transformacao identidade, y — r = Y.
Sob tais transformacoes, obtemos

2
ds* = —dr? + a (1) <L +r? dQ2) ) (5.8)
1 — kr?
com k = 1 para o caso de curvatura positiva, kK = —1 para o de curvatura negativa e

k = 0 para o universo plano.

5.1.1 A dindmica do modelo de FRW

Para resolver as equagoes de Einstein para a geometria de FRW e obter solugoes que
possam descrever realisticamente o universo, precisamos introduzir o seu contetido de
energia e matéria, representado pelo tensor de energia-momentum 7,,,. E claro que
ele deve ser consistente com as simetrias que impusemos ao espago-tempo. Para evitar
a discriminacao de uma direcao privilegiada sobre Y., o que levaria a violacao da
hipotese de isotropia, devemos ter 7", u” oc u*, ou seja, qualquer projecao de T*,u”
sobre as secoes de homogeneidade deve ser nula. E possivel provar que o tensor energia-

momentum mais geral que goza essa propriedade é o de um fluido perfeito,

T,, = puyu, + Phy,, (5.9)

onde p e P sao, respectivamente, a densidade de matéria e energia e a pressao (numa

dire¢d@o qualquer) segundo medidas pelos observadores isotropicos (comodveis com o

"Comumente chamado de constante de Hubble na literatura, por razdes histéricas.
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fluido perfeito), e s6 podem depender de 7, para respeitar a hipotese de homogeneidade
das secoes .. E possivel mostrar que as componentes (i,0) e (7,7 # i) das equagdes
de Einstein sdo automaticamente satisfeitas, enquanto as componentes (0,0) e (7,1)

levam, respectivamente, a

(5.10)

3% = —4r (p+3P). (5.11)
a

que sao as chamadas equacoes de Friedmann. Para resolvé-las e determinar o fato de
escala a (1), precisamos de p e P como dados de entrada, os quais, em geral, estao
relacionados por uma equacao de estado, dependendo da natureza do tipo de matéria
considerada. Existem trés possibilidades basicas: (i) se a densidade de energia é do-
minada pela matéria ordinaria, concentrada nas galdxias homogeneamente distribuidas
no espaco e com velocidades aleatorias, podemos desprezar a pressao, P = 0; (ii) se é a
radiacdo que domina, da teoria eletromagnética temos P = p/3; se a energia do vacuo,
representada pela constante cosmologica® A ¢ dominante, temos P = —p = —A /8.

Uma condigao necesséria para o universo ser estatico, a (1) =0, é que @ (1) = 0. Da
equagao (5.11) vemos que isso ocorre se, e s6 se, p = —3P. E preciso haver, pois, um
ajuste finissimo entre a densidade de energia e a pressao do universo, incluindo sinais
diferentes para essas quantidades. Isso s6 ocorreria se nao houvesse qualquer densidade
de energia no universo. Para o caso em que os contetidos de matéria e energia dominam
a dindmica da evolugao do universo, temos necessariamente @ < 0. O que se observa
empiricamente é que o universo esta, atualmente, em expansao acelerada, isto é, a > 0,
o que indica uma constante cosmolégica positiva’, A > 0, e dominante!®, com uma
pressao resultante negativa.

Uma questao fundamental é determinar a geometria das hipersuperficies de homo-
geneidade, isto é, o valor de k na equacdo (5.8). Usando a equagao (5.7), podemos

reescrever a (5.10) como

k= (P = Perit) (5.12)

onde

8E comum considerar a constante cosmolégica por meio de um termo adicional nas equacdes de
Einstein. Aqui, mantemos a forma reduzida dessas equagoes e incluimos a constante cosmologica,
quando necessario, no tensor energia-momentum.

9Existem outras alternativas para explicar a expansio acelerada do universo observada, como a
quintesséncia, mas a constante cosmoldgica parece ser a mais econémica e, por isso, é que tem maior
crédito junto & comunidade cientifica no momento.

100s dados observacionais indicam, presentemente, que a contribuigao do vacuo corresponde a 3/4
do contetido total de energia do universo.
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Perit = g > 0 (513)

é a chamada densidade critica de energia. Vemos a secao espacial dos observadores
isotropicos é plana se p = pqit; € localmente isométrica a uma 3-esfera se p > perit,
e a um 3-hiperboloide se p < pqie. Os melhores dados observacionais disponiveis
atualmente indicam que o universo é aprorimadamente plano, mas nao sao conclusivos
o suficiente para concluirmos o sinal da sua curvatura e, por conseguinte, qual é a
geometria do universo.

As equagoes de Friedmann também permitem obter uma equacao diferencial para a
evolugao da densidade de energia do universo. Multiplicando a equagao (5.10) por a?,

em seguida derivando-a em relagdo a 7 e, por fim, usando a equacao (5.11), obtemos

p+3(p+P)H =0. (5.14)

Essa equacao nos permite, dada uma equacao de estado, relacionar a densidade de
energia com o fator de escala. Para o caso de universo preenchido com matéria, P = 0
implica pa® = constante; para o caso de radiacao, P = p/3 leva a pa = constante; para
o caso de constante cosmologica, P = —p conduz imediatamente a p = constante. Num
caso geral, conhecendo-se p = p(a), o trabalho de determinar a evolu¢ao dindmica do
universo reduz-se a resolver a equagio (5.10) na forma

a2 = 5T g2 pla) —k, (5.15)

3

com as condigoes iniciais apropriadas. Evidéncias como a expansao do universo e a
isotropia da radiacao cosmica de fundo indicam que o universo ja esteve num estado
singular, chamado de big bang, em que toda a matéria estava infinitamente proxima,

a = 0, com densidade de energia e curvatura espago-temporal infinitas.

5.2 Natacao no universo de FRW

De forma similar aquela empregada por Wisdom para estudar nata¢ao no espacgo-tempo
de Schwarzschild, consideraremos como nadador um corpo quase-rigido deformavel que
se constitui de particulas massivas ligadas por hastes de massa desprezivel, construidas
como geodésicas de comprimento coordenado | () dado das hipersuperficies de homo-
geneidade. Como antes, as hastes tém de ser constantemente monitoradas para garantir
que os vinculos posicionais se mantenham, e o modo como isso é feito é inteiramente
semelhante aquele empregado por Wisdom: usando-se dispositivos distribuidos ao longo
da extensao da haste, cada um respondendo por uma fragao suficientemente pequena da
sua totalidade, responsaveis pela aplicagao das tensoes internas necessarias, seguindo

uma programagcao previamente estabelecida. Em particular, eles devem garantir que
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[(r+T)=1(7), onde T é o periodo proprio (medido pelos observadores isotropicos)
de cada ciclo completo de deformacoes, isto é, que os comprimentos coordenados das
hastes sejam iguais em partes correspondentes de cada ciclo.

Nosso interesse consiste em tomar um nadador analogo aquele utilizado por Wis-
dom para analisar a natacao em Schwarzchild e inseri-lo num espago-tempo genérico
de FRW, a fim de podermos comparar o efeito nos dois casos. Temos, assim, uma
particula de massa mgy no vértice central do tripé, do qual se estendem trés hastes,
de comprimento coordenado [ (7) e igualmente espacadas angularmente em torno do
vértice central. Além disso, cada uma das hastes forma um dngulo coordenado o (T)
com o eixo de simetria do tripé. A Figura 1 do Capitulo 3 ilustra essa nossa descri¢ao.
Uma diferenca importante, contudo, é que, devido a isotropia das secoes espaciais de
homogeneidade, nenhuma orientacao particular do tripé é privilegiada. Apesar disso,
para simplificar os célculos, aproveitando a simetria do tripé, e manter a semelhanca
com o caso resolvido por Wisdom, vamos assumir que o tripé esteja, fixado o sistema
de coordenadas, posicionado de modo que o seu eixo de simetria coincida com uma
curva 6 = constante, ¢ = constante. Isso deve garantir alguma semelhanca entre as
lagrangianas e as equagoes de movimento, mas, sem ddvida, a distancia nadada em
FRW nao podera depender da distancia 7y a que o vértice central se localiza da origem
do sistema de coordenadas, ao contrario do que ocorria em Schwarzchild, em cujo caso
o centro da fonte simetricamente esférica constituia um ponto geometricamente priv-
ilegiado do espago-tempo (a saber, era o ponto ao redor do qual as se¢oes espaciais
dos observadores estéticos em relagao a fonte eram simetricamente esféricas). No nosso
problema, ry depende apenas da escolha totalmente arbitraria da origem do sistema de
coordenadas, e nenhuma delas é mais vantajosa em nenhum sentido.

Os parametros de deformagao sao {l, a} e, como ja mencionamos, dispositivos locais
sobre o nadador garantem a sincronia e a periodicidade do movimento, conforme me-
didos pelos observadores isotropicos, [ (7+T) =1(t) e a (7 +T) = « (t). Assim, apos
um ciclo completo, o corpo assume exatamente o seu formato original, mas deve estar
localizado numa regiao diferente do espaco-tempo devido ao efeito de natagao. Assu-
mimos que as deformacoes sao descritas por curvas retangulares fechadas no espaco de
formatos, coberto com os parametros {/, a}, isto é, enquanto um dos parametros varia,
o outro sempre permanece fixo, e a deformacao seguinte sempre é realizada sobre o
parametro que antes estivera fixado. As magnitudes de variacdo de cada um desses
parametros é de Al e Aa.

Num espac¢o homogéneo e isotropico coberto com coordenadas comoéveis, particulas
livres inicialmente estaticas permanecem estaticas. Assim, ap6s um ciclo completo de
deformacoes, num periodo proprio 7', quando o corpo retoma o seu formato original,
queremos medir o deslocamento Ary da particula no vértice central do tripé ao longo

da direcao do seu eixo de simetria, a unica em que ele pode nadar, dada a simetria
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do tripé e das deformacoes que ele executa. O deslocamento das demais particulas é
determinado automaticamente pelos vinculos posicionais que definem o tripé. Vamos
usar as coordenadas comoveis {7,7,0, ¢} que permitem escrever o elemento das trés

geometrias espaciais de forma unificada, segundo a equagao (5.8),

ds* = —dr?* + a (1)’ A + 72 dQ?
1 — kr2 ’
onde k = 1 corresponde ao caso de curvatura espacial positiva, £ = —1 ao de curvatura

espacial negativa e k = 0 ao espago plano. Como antes, tomamos por hipotese que o
sistema segue trajetérias de agao estacionaria. A lagrangiana que encerra a dinamica
de uma particula livre em FRW é, pelo mesmo raciocinio que empregamos no Capitulo

3, mas usando agora o elemento de linha acima,

L= m\/l —a(r)’ [F(T)fQ—i—rQ (92 +sin0gz.5>], (5.16)

em unidades naturais, onde o ponto denota a derivada total em relacao a 7 e

F(ry=1/(1-kr?). (5.17)

Notemos que essa nao é uma lagrangiana autonoma, na medida em que depende ex-
plicitamente do tempo e, conseqiientemente, os observadores isotropicos nao observarao
conservacao da energia para o tripé. Esse é um resultado natural em FRW, espaco-
tempo que nao admite um campo de Killing tipo-tempo, ao qual a conservacao de
energia esta associada em relatividade geral. Conforme efetuamos no Capitulo 3, a
lagrangiana do nadador serda tomada como a soma das lagrangianas livres de cada uma
de suas particulas constituintes, eliminando-se as variaveis redundantes pelos vinculos
(por ora, apenas por meio de fun¢des implicitas, na medida em que ainda nao resolve-
mos as equagoes das geodésicas sobre as hipersuperficies de homogeneidade). Temos,

pois,

3
L= Z mac\/c2 —a (7)2 [F (ra) 742 + 142 (9a2 +sin? 6, (b,ﬂ)]. (5.18)
a=0

Nessa equacao, a = 0 rotula a particula no vértice central, e as demais sao rotuladas
por a = 1,2, 3. Nessa lagrangiana, as tnicas varidveis dinamicas independentes sao rg
e 79, as outras coordenadas e velocidades sendo obtidas a partir dessas pelas equagoes
de vinculo, obtidas resolvendo-se as equacoes das geodésicas nas hipersuperficies 2.
Vamos resolver as equacoes de Euler-Lagrange correspondentes a essa lagrangiana, e
esperamos que um ciclo de deformagcoes nao leve a nenhuma natacao no caso k£ = 0
e a deslocamentos em sentidos contrarios para k = 1 e &k = —1, de acordo com a

conjectura de que, no efeito Wisdom, a distancia nadada deve ser proporcional a alguma
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medida da curvatura espacial, como vimos ocorrer nos casos estudados nos capitulos
anteriores. Pelas simetrias do problema, sabemos de antemao que 6y = 0, ¢5a =0,
para a = 0,1,2,3, e 0, = 01, r; = r1, para i« = 2,3. Além disso, pelos vinculos
posicionais que definem o corpo quase-rigido, temos r1 = f (19,1, @) e 61 = g (ro, [, @).
Essas caracteristicas do nadador que tomamos em FRW sao idénticas as do nadador
que Wisdom escolheu em Schwarzchild, as tnicas diferencas sendo as funcoes g e h que
dao os vinculos, dependentes de equacoes das geodésicas de secoes de espagos-tempos

diferentes. Diante de tais consideragoes, a lagrangiana acima se reduz a

L—nm3¢l—anF&@<%)2

L 3myc? |1—a(r)? F@ﬁ<%>?+(ﬂﬁ>2. (5.19)

C

Supondo que as velocidades das particulas constituintes, em todo o movimento,
sejam muito menores do que a da luz, podemos expandir essa equacao em série de
poténcias até ordem de (U/C)Q, tornando-a aproximadamente quadratica nas veloci-
dades,

Cc

+ 3 1_%auf F@Q(%)?—<E@>2 | (5.20)

L%mWQF—%anFU@<@)1

C

Agora, para que o momentum p,, = dL/0r, conjugado & coordenada ry seja apro-
ximadamente conservado num periodo préprio 7', suponhamos, como fizemos no caso
do espaco-tempo de Schwarzschild, que as deformacoes se déem no regime de altas
freqiiéncias, isto é, que cada ciclo completo de deformagoes ocorra sobre uma hiper-
superficie 7 &~ constante. Na proxima secao, obtemos uma expressao que quantifica o

significado de altas freqiiéncias para o tripé em FRW.

Regime de altas freqiiéncias do tripé em FRW

Vamos, nesta secao, obter uma expressao que dé um significado quantitativo para
o regime de deformacoes a altas freqiiéncias. Por altas freqiiéncias de deformacao

queremos dizer que um ciclo completo se da a 7 ~ constante. Isso é equivalente a dizer
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que, se o ciclo se inicia num instante 7y e termina num instante 7o + 7', temos'!

T < 7. (5.21)

Vamos mostrar que essa condicao implica que a expansao do espaco-tempo no periodo
T de um ciclo completo tem de ser desprezivel frente & magnitude propria AL (conforme
medida pelos observadores isotropicos) de deformacao do tripé.

Suponhamos que, num instante proprio 7y 0 comprimento proprio do tripé, sobre a
secao Y., seja L+ AL, e que cada uma das quatro partes de um ciclo completo de de-
formagoes leve aproximadamente 1/4 do periodo total T. Considerando a congruéncia
de observadores isotropicos que preenche o espaco-tempo de FRW, sejam o0, e oy dois
observadores dessa congruéncia que, em 7y, tém entre si uma distancia propria de AL.
Apo6s um intervalo de tempo proprio AT = T'/4, a distancia propria entre eles sera,

devido & expansao do universo,

D15 (10)

e AL 4T/, (5.22)

A
a (7o)

Como, por hipotese, AT < 7y, podemos usar a aproximacao linear para a (19 + A7), o

D12 (7'0 + AT) = a (7'(] + AT) =

que nos leva a

AL T,
D12 (T() + T/4) = a (7’0) |:CL (7'0) + ZCL (7’0):| s
ou seja,
Do (TO + T/4) = Dy (7’0) —+ TTALH (Tg) . (523)

O afastamento proprio de o; e 09 nesse intervalo de tempo é, pois,

AN = Dy (70 + T/4) — Dia () = TTALH (70). (5.24)

Agora, assumindo que 79 ~ 1/H (7p), podemos reescrever essa equagao como

T AL
AN ~ : (5.25)

To

e, na medida em que T < 7y, concluimos que

AN < AL, (5.26)

Portanto, chegamos a conclusao de que a condicao para o regime de altas freqiiéncias

1 Aqui, ndo podemos assumir que 7y seja tio pequeno quanto se queira, na medida em que exigimos
que T < 719. Isso quer dizer que o universo ndo pode ser tomado infinitamente jovem no nosso
tratamento. Kssa restricdo, porém, nao é fisicamente significativa, uma vez que, numa tal fase, o
universo nao admitia formacao de estrutura, ou seja, nao podia haver nadadores.
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em FRW pode ser reescrita da mesma forma que a condicao para altas freqiiéncias em
Schwarzschild: que cada ciclo seja rapido o suficiente para que o corpo nao sofra um
deslocamento natural - isto é, nao provocado por natagao - significativo nesse intervalo
de tempo. Em Schwarzschild, recordando, isso significa que o deslocamento livre A7
de queda do tripé é desprezivel frente & deformagdo Al no intervalo de tempo de 1/4
de um periodo. Aqui, é o deslocamento A\ devido & expansao do espago-tempo, que
ocorreria entre as particulas constituintes se nao houvesse as tensoes internas do tripé
mantendo a sua coesao, que deve ser desprezivel comparado a deformacao AL no
intervalo de tempo cosmologico T'/4. Em termos praticos, isso quer dizer que a se¢ao
espacial dos observadores isotrépicos modifica-se muito pouco num periodo proprio T’
de deformacoes.

O que estamos fazendo, em outras palavras, é desprezando a curvatura espaco-
temporal, mas supondo que o nadador seja ainda sensivel a curvatura espacial das

secoes (X, h).

Distancia nadada num ciclo de deformacoes

Restrigindo-nos ao regime de altas freqiiéncias de deformagoes, no qual o momentum p,,
é, no periodo proprio 17" de um ciclo completo, aproximadamente conservado, supondo
que o tripé esteja inicialmente em repouso - donde se segue que, nesse intervalo de
tempo, ele permanece arbitrariamente pequeno - e usando a lagrangiana dada pela

equacao (5.20), obtemos

oL

DPro = 8_7“0 = —MmMopa (7)2 F (7’0) 7"0
ory . . 00
—3m1a (T)2 |:F (7’1) 6_7“; ™ + T12018_T‘(1):| ~ 0. (527)
Dai vem que
3m1 87’1 2891
dro~ ——— | F —d —db,| . 5.28
"o myo F (7“0) |: (Tl) 67“0 e 87’0 1:| ( )

Como 7 = f (10,1, ) e 01 = g (rg,l, @), podemos reescrever as diferenciais totais dry e
df; em termos das derivadas parciais de f e g e das diferenciais totais dos parametros

de deformacao dl e da, de modo que obtemos, enfim,

drog =~ A(ro,l,a)dl + B (ro, [, @) da, (5.29)

onde
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F (r1) (Or1/0rg) (Or1/01) + r1? (001 /0rg) (06, /01)
(mo/3mq) F (ro) + F (1) (87“1/87’0)2 + 72 (891/07’0)2’

A(ro,l,a) = — (5.30)

F (r1) (Or1/dro) (Or1/0a) + 112 (961 /0r0) (061 /D)

B ) F (ra) + F (1) (O [0ro)® + 112 (961 /0o

(5.31)

Como antes, podemos ver dl e da como 1-formas no espago de formatos, coberto
com coordenadas {l,a}. Assim, dro é uma l-forma com componantes A e B, dados
pelas equacgoes (5.30) e (5.31). O deslocamento total do vértice central do tripé por
natacao ¢ dado pela integral

Arg = 7{ Adl 4+ Bda, (5.32)
oIl

onde OII é a curva orientada descrita pela deformacao do corpo no espaco gerado por
{l, a}, curva esta que supomos retangular e fechada. Como ja discutimos no Capitulo
3, a orientacao da curva determina o sentido em que se di a natacao, ou, em outras
palavras, o sinal de Ary. Usando o teorema de Stokes, podemos passar da integral de
Adl+ Bda sobre OII para a integral da diferencial exterior dessa 1-forma sobre a regiao
IT interior a essa curva. Como, em geral, Adl+ Bda nao é fechada, a natacao é possivel
em FRW. Explicitamente, temos,

oB 0A

Para deformagoes Al e Aa suficientemente pequenas, a equagdo (5.33) implica
que Arg serd proporcional & area AlAa do retangulo II que descreve um ciclo de

deformacoes no espaco de parametros,

0B 0A

AT’O = [W - a—a:| o) Al Aa. (534)

Nessa expressao, A e B, dados pelas equagoes (5.30) e (5.31), respectivamente, depen-
dem das derivadas parciais das fungoes de vinculo, r1 = f(ro,l, ) e 61 = g (ro, [, @).
Estas expressam o formato do tripé e suas variacoes - isto é, a orientacao e comprimento
das hastes, e suas deformacoes - e sao funcoes do tempo proprio 7 dos observadores
isotropicos, uma vez que | = [(7) e @ = (7). Como ja comentamos, as hastes sao
construidas como geodésicas das hipersuperficies de homogeneidade do espaco-tempo
de FRW. No entanto, empregando o método engendrado por Eduardo Guéron, con-
forme explicado no Capitulo 3, nao precisamos resolver completamente essas equacoes

diferenciais, mas apenas obter primeiras integrais. Dediquemo-nos a essa tarefa antes
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de calcular a distancia nadada.

Equacoes das geodésicas nas hipersuperficies de homogeneidade do espacgo-
tempo de FRW

Conforme estudamos no Capitulo 3, num espaco tridimensional euclidiano, considerando
0 tempo apenas como um parametro universal para a evolugao das trajetorias dos sis-
temas fisicos'?, os vinculos posicionais que definem o tripé sao dados por

2 =ry>+ 12— 2rglcosa, (5.35)

l
sinf; = - sin av. (5.36)
1

As equagoes de vinculo do problema de natacao do tripé em FRW consistem nos analo-
gos dessas equacoes para as hipersuperficies de homogeneidade > munidas da métrica
h induzida nelas pela métrica espago-temporal g. No entanto, como ja observamos,
precisamos apenas de primeiras integrais das equacgoes das geodésicas da se¢ao espaco-

temporal com elemento de linha dado, em coordenadas comoéveis, por

ds, ? = a(n)? [F (r)dr® +r* d6*] (5.37)

ou seja, para'® dr = d¢ = 0. Se h é a métrica associada ao elemento de linha expresso
na equacao (5.37), as equagoes da geodésica podem ser obtidas pela extremizacdo da

acao associada a lagrangiana
P dx® dz’
- Ydldl
onde tomamos o comprimento coordenado | das geodésicas sobre (X, h) como parame-

(5.38)

tro afim. Em outras palavras, as equagoes das geodésicas sao derivadas das equacgoes
de Euler-Lagrange,

d (oL) 0L
dl \ oz Oz’

— 0, (5.39)

onde {z'} = {r,0} e o ponto denota a derivada com respeito a I. A lagrangiana L &

dada explicitamente por

L=oa(n) |F(r)i*+r26*. (5.40)

12F dessa forma que a mecanica newtoniana retrata o que entendemos como espaco e tempo.

13Podemos nos restringir a uma secdo ¢ = constante porque ¢ = 0 para todas as particulas. O valor
¢ = constante assumido é completamente arbitrario, pois, como podemos ver na equacdo (5.37), ele
nao aparece no elemento de linha.
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Da equagao de Euler-Lagrange relativa a 6, obtemos

5 (4o

e portanto,

20 = ¢y, (5.41)

onde ¢; é independente de [. Essa é uma primeira integral da equacao da geodésica
para . Substituindo a equagao (5.41) na equacao (5.40), aproveitamos o fato de que
L também nao depende de [ para obter uma primeira integral da equacao da geodésica

para r,

ou seja, essa primeira integral é

F(r)r=cy— — (5.42)

onde ¢ = L/a(m)? é independente de [.

As constantes ¢; e ¢y sao determinadas impondo-se que as equacoes de vinculo do
tripé no espago euclidiano, dadas pelas equagoes (5.35) e (5.36), sejam solugoes das
equagoes das geodésicas (5.41) e (5.42) no limite em que elas se reduzem a equagoes
das geodésicas euclidianas. Isso garante que escolhemos, dentro todas as geodésicas
sobre a segdo dp = 0 de (X4, h), aquelas que efetivamente conectam as particulas
que constituem o tripé. Analisando a equacgao (5.37), vemos que isso ocorre quando
F (r) — 1, ou seja, quando k& = 0, o que nao representa nenhuma novidade. Assim, as

fungoes definidas pelas equagoes (5.35) e (5.36) devem satisfazer

7”1291 = (Cq, (543)

2=y — — (5.44)

obtidas de (5.41) e (5.42) para ' — 1. Temos, pois, exatamente as mesmas fungoes
e equacoes diferenciais que obtivemos no Capitulo 3, quando resolvemos o problema

correspondente em Schwarzschild. Devemos ter, assim sendo,

¢1 = rosinq, (5.45)
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Usando esses valores nas equagoes (5.42) e (5.41), concluimos que as fungoes de vinculo

do tripé devem satisfazer, em FRW,

or\ 2 _ . o2 sin? «
(i) —re (-0, 40

a0
r? =t = rgsina. (5.48)

ol
Distancia transladada

Para calcular a distancia de que o tripé se translada no espago-tempo de FRW num ciclo
completo de deformacoes, considerando o regime de altas freqiiéncias, vamos adotar a
mesma estratégia empregada no caso do estudo da natagao em Schwarzchild. Supondo
que o comprimento proprio das hastes seja muito pequeno frente & curvatura espacial
- por exemplo, ao fator de escala a(7) -, podemos expandir Arg (79,[, ), dado pela
equagao (5.34), numa série de poténcias truncada na ordem desejada. Escrevendo Arg

como funcao apenas de [, para simplificar a notacao, temos

AN 1 (9%Arg 2 3
A =A — . i

Os coeficientes dessa expansao dependem de derivadas de Ary com respeito a [; Ar,
por sua vez, depende de derivadas de A e B em relacdo a « e [, respectivamente,
onde A e B sao definidos - pelas equagoes (5.30) e (5.31), respectivamente - em termos
das derivadas parciais das fungoes de vinculos 1 = f (19,0, &) e 6 = g (ro,l, ). Os
coeficientes sao calculados em [ = 0. Portanto, no final, o que temos de saber sao os
valores de derivadas parciais de varias ordens de r e 6, em relacao a rg, [ e «, todas
calculadas em [ = 0.

E claro que 7y (r9,0,0a) = g e 61 (r0,0,a) = 6y, o que quer dizer, simplesmente,
que todas as particulas constituintes concentram-se no vértice central quando o com-
primento do tripé é zero. Dai podemos inferir todas as derivadas de 71 e #; em relagao
a [ e a calculadas em [ = 0. No que se refere as derivadas com respeito a [, basta
usarmos as primeiras integrais das equagoes da geodésicas, equagoes (5.47) e (5.48), a
exemplo do que fizemos no Capitulo 3, para reescrevé-las em termos de derivadas em
relagao a [ e a, cujos valores em [ = 0 ja teremos obtido.

Adotando esse procedimento, é possivel calcular os coeficientes da equacao (5.49).

Em ordem dominante, obtemos

Ary ~ bk———m— o > V1= kro?2 I? sina AlAa. (5.50)

(3m1 + mo
Essa é translacao coordenada do tripé. Para entender o efeito, precisamos, porém,

reescrever a resposta em termos de observdveis fisicos, isto é, obter a distancia propria,
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conforme medida pelos observadores isotropicos de FRW, de que o tripé se translada.

Como as se¢oes (2, h) sao homogéneas e estamos usando um sistema de coorde-
nadas que sao curvas integrais de vetores tangentes a essas hipersuperficies, podemos
escolher arbitrariamente a origem de {z'} = {r,0,¢}. Para facilitar o célculo da
distancia propria nadada, colocamo-la, entao, sobre o vértice central do tripé, ou seja,
escolhemos (19, 00) = (0,0) e, ademais, orientamos o tripé de modo que (r1,60;) = (I, ),
onde « é o angulo de abertura do tripé nao-deformado. Assim, o comprimento proprio

L do tripé, segundo os observadores isotropicos, é dado por

l ! dr
— 2 = S — 12
L_/O \/gbrzdezdas:o N a(m)/o V1I—kr?

Para [ pequeno, isso leva a

L=a(mn)l+0(P). (5.51)

De forma similar, a distensao propria do tripé, se realizada rapidamente, isto é, sobre

a hupersuperficie 7 ~ 79, sera

I+Al dr

1+Al
—_— 2 ~ —_—
AL—/l Vds?| g9 as—o~ar = @ (70) l T Jm2

Da mesma maneira, entao, se Al for suficientemente pequeno, obtemos

AL =a () Al+ O (AF). (5.52)

Agora, vamos mostrar que o angulo «a é efetivamente o angulo proprio medido
pelos observadores isotropicos. O angulo entre dois segmentos com um vértice comum
¢ aproxidamente igual & razao entre o comprimento do arco circular entre eles e o
seu proprio comprimento. Como a variagao do angulo caracteristico do tripé se da a
dr = d¢ = 0, o angulo proprio que caracteriza a deformacao de abertura abertura do
tripé serd AS/L, onde AS é o comprimento do arco descrito pela extremidade do tripé

quando « varia até a 4+ Aa,

90+Aa
AS%/ Vds?|y, _ gs—onar = 0 (70) L Ac.
0o

Recorrendo novamente a equagao (5.51), obtemos

AS
Ao~ —
an—,

e, portanto, A« é efetivamente um observavel.

(5.53)

Combinando esses resultados, podemos reescrever a equacao (5.50), em termos de

observaveis, como
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LQ
Ary =~ G—0

(3my + mo)? a (7o) ) B (5.54)

onde o fator /1 — krg?> — 1 pela nossa escolha conveniente da origem do sistema de
coordenadas, na qual tomamos rq = 0.

Com o mesmo raciocinio que empregamos para deduzir a equagao (5.51), podemos
mostrar que a distancia propria ARy nadada pelo tripé se relaciona com a distancia

coordenada Ary por meio de

ARO ~ a (7’0) A’f‘o. (555)

Desse modo, a distancia propria nadada pelo tripé, no regime de altas freqiiéncias num

espaco-tempo de FRW, num ciclo completo de deformacoes, é

motny L2

(37711 + TTL())2 a (7'0)

L3
ARy ~ 6k 5 sina AL Aa+ O < 3> : (5.56)

a (7o)

Essa equacao deixa claro que a escala de comprimento em relacao a qual o tamanho do

tripé deve ser pequeno para o nosso resultado fazer sentido é o fator de escala a (7).
Alternativamente, é possivel reescrever a equagao (5.56) em termos do escalar de

curvatura das hipersuperficies (2., h), notando-se que

®R (1) = 5. (5.57)
a(r)
Logo,
ARy ~ Lle (PRL?) sina AL Aa. (5.58)
(3m1 + m())

Algumas caracteristicas da equagao (5.56) mostram-se bastante interessantes. Note-
mos, em primeiro lugar, que a distancia propria nadada é proporcional a k£, o que mostra
que a natacao nao acontece em espacos homogéneos e isotropicos planos, conforme o
esperado; mais do que isso, mostra que o sentido em que se da a translacao do tripé é,
para o mesmo ciclo de deformacgoes, diferente para um universo com curvatura negativa
ou positiva. Também podemos ver que, em ordem dominante, a magnitude nadada,
para o caso k # 0, nao depende do sinal da curvatura espacial, ou seja, de o universo
ser fechado ou aberto. A dependéncia com a massa das particulas constituintes é exa-
tamente a mesma do caso em Schwarszchild, assim como a dependéncia com o angulo
a, 0 que é uma conseqiiéncia de termos empregado o mesmo nadador em ambos os
espacos-tempos. Por fim, notemos que a distancia propria transladada nao depende da
distancia a nenhum ponto do espaco-tempo nem da direcao considerada, como esperado

para um espaco-tempo espacialmente homogéneo e isotropico'*.

14No caso de Schwarzschild, ela dependia da distancia do tripé ao buraco negro e era radial.
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Por fim, vamos comparar o nosso resultado com aquele obtido por Wisdom (refe-
réncia [11]) para um bipé realizando deformagoes simétricas sobre uma esfera bidimen-
sional imersa no espago euclidiano tridimensional, derivado utilizando-se apenas as leis
de conservacao da mecanica newtoniana. Os dois casos guardam semelhancas funda-
mentais: tratam da natacao de n-pés em espacos totalmente simétricos n-dimensionais.
O resultado para o bipé sobre a esfera, que deduzimos no Capitulo 2, é

4m0m1

Apy % ——————— sin’e sina AeAa, 5.59
° (mo + 2my)” (5:59)

onde e = [/R, sendo | o comprimento das hastes geodésicas e R o raio da esfera

ambiente. Se [ < R, a distancia transladada pelo bipé sobre a esfera ambiente pode

ser aproximada por

4m0m1

RAYy " ———
Yo (mo + 2m1)2

1N\ 2
(E) sina Al Aa. (5.60)

A comparagao entre esta equagao e a (5.56) mostra que os resultados guardam estreita
semelhanga, conforme esperavamos (notemos que a equacao (5.56), para k = 1, descreve
a natacao do tripé sobre se¢oes espaciais que sdo, localmente, 3-esferas de raio a (79)).
Isso vem ao encontro da confirmacgao da natacao em espacos-tempos curvos, e dé solidez

ao nosso resultado para a natacao em FRW.
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Capitulo 6

Conclusoes e consideracoes finais

Um teorema bem conhecido de mecanica newtoniana garante que sistemas de particulas
em espacos euclidianos nao sao capazes de se mover rigidamente, isto ¢, de deslocar o
seu centro de massa, na auséncia de forcas externas. Por outro lado, eles sao capazes
de realizar rotacoes em torno de seus eixos principais, mesmo sem torque externo, pela
realizacao de alteracoes de formato, promovidas exclusivamente por forcas internas.
Um exemplo cotidiano é o de gatos que, abandonados com as costas voltadas para o solo,
sao capazes de girar e cair sobre suas patas. No Capitulo 2, estudamos um formalismo
geral, desenvolvido por A. Shapere e F. Wilczek, para esse fendmeno. Nesse mesmo
capitulo, vimos que, conforme mostrou J. Wisdom, em espacos curvos, sistemas de
particulas conectadas podem nao apenas girar, mas mesmo transladar-se rigidamente,
se realizarem deformagoes ciclicas. Esse é um efeito de fases geométricas, independente
da rapidez com que as alteracoes de formato sao realizadas; ele depende apenas da
geometria de formatos assumidos e da curvatura do espaco ambiente. Damos a esse
fenomeno o nome de efeito de nata¢ao, em analogia ao movimento de microorganismo
em fluidos com baixo niimero de Reynolds. Em especial, verificamos que corpos quase-
rigidos nao sao capazes de nadar em espagos planos.

Esse cenario leva naturalmente a questao de o efeito de natacao poder manifestar-se
em espacos-tempos curvos, conforme descritos pela relatividade geral. No Capitulo 3,
revisamos o trabalho pioneiro de Wisdom em que ele estuda um corpo quase-rigido
ciclicamente deforméavel no espaco-tempo de Schwazschild e mostra que ele pode al-
terar a sua trajetoria de queda, ou seja, pode nadar no espaco-tempo. Em seguida,
abordamos um efeito de gravitagao newtoniana que inicialmente causou controvérsia
na comunidade cientifica, sendo confundido com a nata¢ao no espago-tempo. Segundo
esse efeito, um corpo deformavel num campo gravitacional newtoniano pode alterar a
sua Orbita a partir da realizacao de deformacoes nao-locais. Seguindo um trabalho de
E. Guéron, C. Maia e G. Matsas, mostramos que esse efeito é essencialmente diferente
daquele estudado Wisdom. Ele ocorre porque cada parte do ciclo de deformacoes é

realizado em regioes suficientemente distantes do espaco, e o gradiente de campo gravi-
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tacional, entao, faz com que o trabalho total realizado pelo sistema contra as forcas
de maré seja nao-nulo, o que altera a sua energia total e engendra, naturalmente, uma
variagao da orbita inicial. Como ilustracao, estudamos o caso de um haltere defor-
mével em movimento circular em torno de uma fonte massiva simetricamente esférica,
e mostramos que ele pode alterar seus parametros de érbita (excentricidade e semi-eixo
maior) se contrair e distender os seus extremos. Como discutimos, esse efeito nao ¢é
geométrico nem local, dependendo da taxa com que as deformacoes sao realizadas, e
nao esta associado a curvatura do espaco ambiente. Mostramos que, embora ele seja
dominante para baixas freqiiéncias de alteracao de formato, é suprimido no regime de
altas freqiiéncias, tornando-se desprezivel frente ao efeito Wisdom. Uma simulacao
numérica completa de relatividade geral deve, pois, incluir ambas as contribuigoes,
ajustando-se a cada um desses efeitos distintos nos limites apropriados.

No Capitulo 4, revisamos um trabalho de J. Avron e O. Kenneth em que os au-
tores realizam um estudo bastante elegante de nadadores nao-relativisticos em espagos-
tempos espacialmente homogéneos e isotropicos. Algumas propriedades do efeito Wis-
dom aparecem de maneira bastante limpa nesse trabalho. Destacamos o fato de que
foi obtida uma condi¢do necessaria para que haja natagdo numa dada direcio (seja
de translagdo, seja de rotagdo em torno de um eixo): a 1-forma associada ao campo
vetorial de Killing que atua como gerador desse movimento nao pode ser fechada. Esse
resultado vai ao encontro da interpretacao usual de fases geométricas em mecanica clas-
sica, que a associa a anolonomais da variavel de acao do sistema hamiltoniano descrito
por varidveis de angulo e acao. Além disso, verificamos que o efeito é efetivamente
geométrico, independente da parametrizagao temporal, e que a magnitude da natagao
é proporcional ao tensor de Riemann associado a métrica da variedade ambiente.

Por fim, no Capitulo 5, estudamos a natacao em solucoes cosmolégicas de Friedmann-
Robertson-Walker (FRW). Consideramos o mesmo nadador que Wisdom tomou no
espaco-tempo de Schwazschild e mostramos que nao ocorre natacao no caso de as
secoes espaciais dos observadores isotropicos serem planas, conforme o esperado, e
que, para um mesmo caminho de deformacoes no espaco de formatos, ela se da em
sentidos contréarios para universos abertos ou fechados (isto é, localmente isométricos
a 3-hiperboldides ou 3-esferas, respectivamente), mas tem mesma magnitude. A de-
pendéncia com as massas e com o formato original do corpo é a mesma que aquela
obtida por Wisdom para Schwarzschild, enfatizando a parte do efeito que depende
apenas do nadador. Além disso, nosso resultado, como o dele, escala o tamanho do
corpo com a curvatura do espaco ambiente, fortalecendo a idéia de que essa é uma
propriedade geral do efeito. Também comparamos o resultado do tripé em FRW com
um resultado de Wisdom para um bipé numa superficie esférica imersa no espago eucli-
diano tridimensional, que abordamos no Capitulo 2, e encontramos completa simetria

entre eles.
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O fenomeno de natacao insere a relatividade geral na classe de teorias fisicas com
efeitos de fase geométrica, além de abrir um novo filao para o estudo de corpos rigi-
dos em espacos-tempos curvos, fornecendo um mecanismo de auto-propulsao que nao
envolve ejecao de matéria ou de radiacao. Mais do que isso, ele chama a atencao es-
pecialmente pelo fato de nao exibir um limite newtoniano, ja que se anula quando a
velocidade da luz tende a infinito. Isso nos permite aventar se o limite de campos fracos
da relatividade geral, um tema tao central a teoria, ¢ de fato completamente entendido
na atualidade.

Novos estudos do efeito de natacao podem apontar em diversas diregoes:

1. Desenvolver a engenharia dos nadadores, estudando como o efeito pode ser al-
terado para corpos com formatos diferentes e realizando deformacoes diferentes

- em especial, deformagoes nao-simétricas.

2. O proprio caso de nadadores em Schwarzschild pode ser mais bem explorado.
Um estudo interessante é o do caso em que o sistema estd em orbita circular, e a
natacao pode ser usada para alterar a excentricidade e o semi-eixo maior da sua
orbita, a exemplo dos estudos ja realizados para corpos deforméaveis em campos

gravitacionais simetricamente esféricos newtonianos.

3. Realizar simulagoes numeéricas completas de relatividade geral, o que possibili-
taria entender melhor o regime de baixas freqiiéncias de deformacao, quando o
efeito de natacao se interpola com o efeito de balanco, e, como conseqiiéncia,
talvez alcancar melhor entendimento sobre o limite newtoniano da relatividade

geral.

4. Promover um estudo mais aprofundado da natagao em espagos-tempos cosmologi-
cos, de viés fenomenologico, considerando os dados observacionais disponiveis e
modelos especificos, a fim de verificar se o efeito pode ter sido mais significativo,
em termos de ordem de grandeza relativa da distancia nadada com o desloca-
mento livre do corpo, em alguma fase do desenvolvimento do universo (pesquisa

em andamento).

5. Procurar na natureza por sistemas fisicos para cujo movimento o efeito de natacao

possa dar uma contribuigao significativa.

E instigante que uma teoria com quase um século de existéncia como a relativi-
dade geral ainda possa apresentar efeitos novos. Enquanto se observa na comunidade
cientifica uma tendéncia crescente de focar no estudo de novas teorias, altamente es-
peculativas e sem nenhum respaldo experimental, a descoberta do efeito Wisdom pode
indicar que as antigas teorias fisicas, bem estudadas e confirmadas, ainda tém surpresas

a oferecer e merecem maior atencao por parte dos cientistas.
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