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RESUMO

Este trabalho apresenta inicialmente um estudo sobre diversos modelos constitutivos para
elastdmeros incompressiveis disponiveis na literatura, sendo considerados tanto modelos
classicos quanto contribuicdes mais recentes. As respectivas expressdes para energia de
deformacdo sdo implementadas em um cdédigo computacional que permite a obtengdo das
constantes constitutivas de cada modelo através da otimizac¢do do erro das tensdes tedricas em
relacdo aos valores experimentais (calibracdo) obtidos em ensaios de tracdo uniaxial,
cisalhamento puro e tracdo biaxial. As predicdes tedricas sdo comparadas com os resultados
experimentais para trés tipos de materiais elastoméricos em diversas faixas de deformacao,
permitindo uma anélise comparativa subjetiva de todos os modelos, bem como inferir sobre o
desempenho de cada um.

A seguir € proposto um estimador que permite avaliar quantitativamente a qualidade com
que as curvas tedricas se ajustam as curvas experimentais, em substituicdo a coeficientes de
correlagdo que ndo se adaptam adequadamente a ajustes ndo-lineares. Este estimador € testado
para as amostras analisadas em diversas faixas de deformacdo, e sua eficiéncia em apontar os
melhores modelos para cada caso é demonstrada.

Tendo em vista que muitos dos modelos estudados nao geram predicdes tedricas
satisfatérias para outros modos de deformacdo que nao o empregado na calibracdo, investiga-se
um esquema de otimizagdo de compromisso com o intuito de melhorar a qualidade dessas
predi¢des sem comprometer a predicao correspondente a calibracao.

A partir de uma andlise critica dos termos governantes nas expressoes da energia de
deformacdo dos modelos que apresentam melhor desempenho geral, propde-se uma familia de
modelos hipereldsticos. A familia proposta mantém na sua equacg@o constitutiva tanto os termos
que sabidamente representam o enrijecimento dos elastobmeros sob altas deformacdes, quanto os
responsaveis por capturar a oscilacdo caracteristica da curva tensdo x deformagdo em baixas
deformacdes. Resultados sdao apresentados para diversas faixas de deformagdo, e comparados

com outros modelos consagrados da literatura.



ABSTRACT

“Hyperelastic Constitutive Models for Incompressible Elastomers: Fitting, Performance

Comparison and Proposal of a New Model”

The present work presents initially a study on several constitutive models for
incompressible elastomers published in the technical literature. Classical models are considered
as well as recent contributions to the field. The corresponding expressions for the strain energy
are implemented in a computational code to recover the constitutive constants for each model
through the optimization of the differences between theoretical and experimental stress
(calibration), the later obtained from uniaxial tensile, pure shear and biaxial tensile testings. The
theoretical stress predictions are compared against experimental values for three samples of
elastomers under different strain ranges, allowing a subjective analysis comparing all models,
and a discussion about the performance of each one.

Next, a estimator is proposed to evaluate quantitatively the goodness of fit of the
theoretical predictions with the experimental curves, as a substitute for correlation coefficients
which are not suited to non-linear curve fitting. The proposed estimator is tested for the samples
under several strain ranges, and is is shown its efficiency as an aid to select the best models for a
given application.

Many of the models studied here cannot deliver satisfactory theoretical predictions for
deformation modes different from the used in the calibration. Therefore, a compromise
optimization scheme is investigated in order to improve the quality of faulty predictions without
destroying the good ones.

Finally, departing from a critical analysis of the key terms in the strain energy
expressions of those models which showed the best overall performance, a new family of
hyperelastic models is proposed. The proposed strain energy function keeps both, the terms
responsible for capturing the stiffening under high strains, and the terms which represent the
characteristic oscilation in the stress x strain curve under small strains. Results are presented for

several strain regimes, and compared with other well known models.

vi



INDICE

L INTRODUGAOQ ...ttt 1
) B 115 (06 10107 1o B OO SOPSTUPPRR PSRRIt 1
1.2, RevViSAO BIDHOGIATICA ..c..eeiiiiiiiiiiiiicetece ettt ettt st e b e e bt et e saeesaeenae 3
1.3, ODbJetivos dO TTabalho ....ccoueeriiiiiiiiiieiieree ettt sttt ettt e at e s b e s bt e bt e beebeeatesaeesaeenee 7
1.4, DeSCriCA0 dO TTaBAlNO .....ccouiieiiiiiiiieie ettt et et e et esab e e bt e e s aaeessbeessseesseessseesseenssaensseensseennns 8

2. REVISAO DE ELASTICIDADE NAO-LINEAR ........coooiuiiiiiieieeiieeieieeee s 10
2.1, Descria0o dO MOVIIMENTO.....c..cocutiiiiiiiiieiieritentt ettt ettt ettt e et er e et e eeaeeasesseesseeneenneenneeanes 10
2.2, Medidas de DefOrmacho ........coceiiiiiiiiiiiiieiie ettt ettt sttt sttt st e et e s beesnee e 12

2.2.1. Tensor Gradiente de DefOrmMAaCAO........uiecvieiiieeeiiieeiieeiieeieeeie et e et e sreeebeesbeesebeesbeessseessseessseessseennne 12
2.2.2. Tensores de Deformacao de CauChy-GIreen .........cocovuirviiriiiiiniiniieiieieeteseeeee et 14
2.2.3. Tensores de Deformag@o de Green-Lagrange € AIMAansi........cocceveevieeienienieneenennienieneeneenieeeeeenens 15
2.2.4. Stretch (ALONZAMENTO) ......eouviiuiiriiiiieiiete ettt ettt sttt et e bt e e et esbeesbee bt esbeeatesatesbeenbeenbeensesanens 16
2.25. Tensor Deformacao Infinitesimal..........cocoooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiciec e 17
2.3. MeEdidas dE TENSAO .....eeeuuiiriiieiieetieeite ettt ettt ettt et e et e s bt e e bt e s bt e e bt e s bt e e bt e sabeeeabeesabeeeabeesabeeeabeesabeesneenas 17
23.1. Tensor Tensao de CaUCRY .........cociiiiiiiiiii e e 18
2.3.2. Tensores de Piola-Kirchhoff ...........cooiiiiiiiiiiii e 19
2.4, ReIACOES CONSIIULIVAS ..uvveetreerureeiieeriteestteesteestteesteestteesseesssseesseeesseesseesssseesssessssenseesssseesseesnssesssaesssseenseenns 21
24.1. Relacdo Constitutiva Linear para Material Isotropico EIAStICO ......cccuevveriinieninneniciicnienceicecene 22
24.2. Equacdo Constitutiva Nao-Linear para Material Isotropico EIAStiCO .........coceeveenerncriiinienceniinicnnene 22
24.3. Particularizagdo para Material Isotrépico Eldstico Incompressivel...........ccoceeveevenncnnicnencencnnicnnen. 24
24.4. Algumas Solugdes Analiticas para S6lidos INCOMPIESSIVELS ......ccceereereerieniieiieiieienieeeceeeee e 25
2.4.4.1. Deformacido Homogénea Pura de uma Lamina Fina Incompressivel..........c..ccoccooeiiiiinnennn. 26
2.4.4.2. Tracdo de uma Lamina Fina Incompressivel ........ooviiiiiiiiiiiiiiiiiieeeccteeec et 27
2.4.43. Cisalhamento Puro de uma Lamina Fina Incompressivel............cccccooiiiiniinininniniiicncens 28
24.44. Cisalhamento Simples de um Bloco Hexaédrico Incompressivel...........cocevvverieniincnncnneneene 29
24.45. Extensao Biaxial de uma Lamina Fina Incompressivel ..........ccoooveviiniiniininnciicnicnceiceieene 30
24.4.6. RESUIMO ...t et s 31

3. MODELOS HIPERELASTICOS .........ouveiieieeeeeeieeeeeiseeeeees s sseese s neenees 32
3.1, Modelo de MoOnEY-RIVIIL.....cc.cociiiiiiiiiiieiee ettt e s st sa e n e s 34
3.2, MoOdelo NEO-HOOKEANO. .......eiiiiiiiiiiiiiteeeteee ettt ettt sb e ettt e sate e bt e e bt e sbeeebeeeaee 35
3.3, Modelo de Gent-TROMAS ......c.c.eoeiiiiiiiiiieiieeee ettt ettt e sab e sb et et e e bee e sabe e bt e e sbteebeeenseeenee 35
3.4. Modelo de Hart-Smith APrimOrado.......c.cccoeeiierieiniiiiiiieiiereee ettt sttt 36
3.5, Modelo de Hart-Smith .......cccccueiiiiiiiiiiiiiciciciee e st s s 36
3.6 MOEIO A8 FUNG ..cueiiiiiiiiiiiiee ettt ettt b et e bt e bt et sbtesbe e s bt e bt et et sane s 36
3.7. Modelo de Veronda-WeStmMANNS. .........cccueueeieiirienieniieienieieteteste sttt ettt ae st saeeseeae oo nesaessesaeenesaeenis 37
3.8 MOdEIO de QAL ..ottt et e s st st a et e ean e e enreens 37
3.9.  Modelo de Peng-Landel..........cccccciiiiiiniiiiiiieee ettt st 38
3.10. MOAEIO e KNOWIES ..ottt ettt et e bt e s bt e et e s b e e e bt e sabeesabeesabeeeaseenas 38
3.11. MOAEIO dE KIITAN ..ottt ettt ettt ettt s bt e st e s b e e e bt e sabeesabeesabeesaneeeas 38



3.12. Modelo de Van der Waals......coc.ueiiiiiiiieiieeteeete ettt sttt et be e st e st e st e eas 39
3.13. Modelo de HUMPROIEY-Yin ..c..coouiiiiiiiiiiiiieieiceteee ettt e 39
3.14. Modelo de EQWArds-VIIZIS ........ccoeiriiiiiiiiiieniiniieteeet ettt st sttt ettt s e b e 40
3.15. Modelo de Takamizawa-Hayashi.......c.cccocuerieriiniiniiiiiiienteniteeeeee ettt 40
3.16. MOAEIO A& YEON......oiuiiiiiiiiieiiiee ettt s sttt s 41
3.17. Modelo de YEoh-MOdifiCad ........cceruiiiiiiiiiiiiieiicieteeteee sttt st s 41
3.18. Modelo de Arruda-BOYCe........ocuioiiiiiiiiiiiietet e 42
3.19. Modelo de Yamashita-Kawabata ..........coocueiiiiiiiiiiiiieiiieeteeieeee ettt ettt s 42
3.20. Modelo de Davis-De-TROMAS ......cc..eeiuiiiriiiiiiiiieeiieete ettt ettt sttt e s b e e et esbeesbeesbeesaneeeas 43
3.21. MOAEIO A& GENL....c.eviiiiieiieieie sttt sttt sa b et sae et a e aesae b saeeneene 43
3.22. MOAEIO & GIEZOTY ...ttt ettt ettt ettt sbt e b et e bt et et s atesbee s bt e bt et e eabeebteebaenbeenbeebeennes 44
3.23. MoOdelo de YEON-FIBMING ...c..eooutiiiiiiiiiiieiieriteteet ettt ettt st sttt st sbaesbeenbeebeenees 44
3.24. MOAEIO A& MAITINS ...ttt sttt sa et st e s e sae b saeeneene 45
3.25. Modelo de Gent de 03 ParQmeEtroS ......ueevueerriieeniiieiiieeite ettt ettt ettt sttt e sb e e et esbeesabeesabeesaneeeas 45
3.26. Modelo de PUCCI-SACCOMANGI.......cc.eeiiuiiiiiiiiiieieeiieete ettt et ettt s et e s bt e st e sbeeeaneeeas 46
3.27. IMOAEIO A& ATTI ..ottt ettt et ettt e e bt e ettt e bt e e bt e s bt e eabeesabaeeabeesabeesabeesabeeeaneenas 46
3.28. Modelo de Hartmann-INEfT ..........cooiiiiiiiiiiii ettt ettt sttt s e sree e 47
3.29. Modelo de Horgan-SacComMandi.........cooueruerierieniieniieiieiteeitesttenit ettt sttt ettt sbeesbe e enaes 47
3.30. MOdEI0 de BECHIT........ciuiiiiiiiiiiiiiiiceecee ettt s st s 48
3.31. Modelo POINOMUAL.......cocuiiiiiiiiiiiiiiieic ettt st s 49
3.32. MOAEIO HYPEITOAIM .....euiiiiiiiiiieieeteee ettt ettt st st sttt et ettt ebaesbeenbe e b enees 50
3.33. MOdElo de BIAtZ-KO.....coouiiiiiiiiieieeeeee ettt et et sttt s e st e e 50
4. AJUSTE DE CONSTANTES CONSTITUTIVAS ..ottt ettt sttt 51
4.1.  Verificando a Hip6tese se Incompressibilidade..........c..ooouieiiiiiniiiiiiiiiiiiiicecccceeeeeee e 51
4.2.  Obtendo a Curva Tensao X Deformaco .........cocceoiiriiriiiiiiiiiiienieccee et 52
4.2.1. Preparacdo dos Dados do Ensaio de Trag@o Uniaxial ........ccccceveeviiriiinieniienieninnienicicscenieeiceeeene 52
4.22. Preparacdo dos Dados do Ensaio de Compressao Uniaxial........ccceecueeierienieneeniennienieneeneenieeiennens 54
4.2.3. Preparacdo dos Dados do Ensaio de Cisalhamento Puro ...........cccccoceeieriinieniininncnicienceceicene 55
4.24. Preparacdo dos Dados do Ensaio de Cisalhamento SImples ...........cocccoceerienieiiiniiinieniieneeeeeeeeeene. 55
4.25. Preparacdo dos Dados do Ensaio de Traco Biaxial ........c..cccccociiiiiiiiniiniiniiiiiiiieeeeccecee, 56
4.3.  Foérmulas para Ajuste dOSs MOGELOS. .........ccueeuiiiiiiiriiiieii ettt ettt et e 56
4.3.1. Ajustando o Modelo de Mooney-Rivlin (MRIN)......c..ccccooiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeee e 57
4.3.2. Ajustando 0 Modelo Neo-Hookeano (INHI) ........cooueiiiiiiniiiiniiiiienieiteeeceeee et 58
4.3.3. Ajustando o Modelo de Gent-Thomas (GTI) ......ccceriiriiniininiinienieeeeeeee e 58
4.3.4. Ajustando o Modelo de Hart-Smith Aprimorado (HSAL) ......coceriiriinieniiniiciiceeeeeceeene 59
4.3.5. Ajustando o Modelo de Hart-Smith (HSI) ..ccc.ooviiiiiiiniiiieeeee e 59
4.3.6. Ajustando 0o Modelo de Fung (FL) .........cocoooiiiiiiiicee e 60
4.3.7. Ajustando o Modelo de Veronda-Westmanns (VW) .......cooiiiiiiiiiiiniiiiieieieeeeeeteeeeeee e 60
4.3.8. Ajustando o Modelo de Peng-Landel (PLI) .........ccccooiiiiiiiiiiiiiceeeeeeeeeee e 61
4.3.9. Ajustando o Modelo de Ogden (OIN)........ccoocuieiieiiiiinienieiecee et 62
4.3.10. Ajustando 0 Modelo de Knowles (KI) .....cc.coveiiiiiiiiiniiniiieieeentesiteeeeeeee sttt 62



4.3.11. Ajustando 0 Modelo de Kilian (KLI) .......ooooueiiiiiiiiiiiiiieiieeieceeeeee ettt 63

4.3.12. Ajustando o Modelo de Van der Waals (VDWI) ....coouiiiiiiiiiiiiiieteee et 63
4.3.13. Ajustando o Modelo de Humphrey-Yin (HYT) ...coccoooiiniiniiniiiiiieececeeeeteceeeeeeeaeae 63
4.3.14. Ajustando o Modelo de Edwards-Vilgis (EVI) ......cocoiiiniiiiiiiniiiieeeeceee et 64
4.3.15. Ajustando o Modelo de Takamizawa-Hayashi (THI) ........ccocooviiiiniiiniiniiiicccccecece 65
4.3.16. Ajustando 0 Modelo de YEoh (YIN) .....ooeeriiriiiiiiiiiiiiteieeetetesiteeeeee ettt 65
4.3.17. Ajustando o Modelo de Yeoh-Modificado (YMI) ..coc.eeiriiiiiiiniiiiieieeieeteete et 66
4.3.18. Ajustando o Modelo de Arruda-Boyce (ABIS) ......c.cooiiiiiiiiiiiiiceececeeeeeeeeee e 66
4.3.19. Ajustando o Modelo de Yamashita-Kawabata (YKI) ....cc.coviiiniiiiiiiniiiiiiieeeeeeeeeeeee e 67
4.3.20. Ajustando o Modelo de Davis-De-Thomas (DDTI).......ccccceviiviiniiniinienieeeieeieneceeseeieeeeeeeeene 68
4.3.21. Ajustando 0 Modelo de Gent (GI)........ooeereriiiiiiiiiiinieeeeeeeteesteee ettt 68
4.3.22. Ajustando 0 Modelo de Gregory (GYI) ..eoeeeiiiiiiiiinieeeeeeeeeteteeeeee ettt 69
4.3.23. Ajustando o Modelo de Yeoh-Fleming (YFI) .....cocccociiiiiniiiiniiiienieniieneeeeeee st 69
4.3.24. Ajustando 0 Modelo de Marting (IMI) ......cooueeriiiriiiiiienieeieeeeee ettt et 70
4.3.25. Ajustando o Modelo de Gent de Trés Parametros (G3I) ........eovueiiiiinieiniiinieiiieeeeeeeeeeee e 71
4.3.26. Ajustando o Modelo de Pucci-Saccomandi (PSI) ........ooviiiiiiiniiiiiiieeeeeeeeeeee e 71
4.3.27. Ajustando 0 Modelo de Amin (AL co.eeeeuieerieiiiienieeeeeeee et 71
4.3.28. Ajustando o Modelo de Hartmann-Neff (HNIN) ........ccoccoiiiiiiiiiniiniiieeccee e 72
4.3.29. Ajustando 0 Modelo de Bechir (HBII).....cc.cooiiriiiiiiiiniiiiiiieieeteeteiteieeeee et 73
4.3.30. Ajustando o Modelo de Horgan-Saccomandi (CHGSIN) .......cccccocuiriiniiniininniniciicnienceieeceeeeene 73
4.3.31. Ajustando 0 Modelo Polinomial (PI3) .....c..cooiiiiiiiiiiniiiiiiiteteeeeeee et 75
5. AJUSTANDO AS CURVAS ...ttt ettt et sttt ettt sae sttt sae ettt enaesae b e 76
5.1. Caso de Estudo: Borracha Natural — Grandes Deformagoes..........c..ccceeveiriinienienieiiieiieieneneeeeeeee e 81
5.1.1. Ajuste para Ensaio de TTaga0........cocuerieriiiiiiiiieiieieeieeee ettt 82
5.1.2. Ajuste para Cisalhamento PUTO .........c.ccoiiiiiiiiiiiiiiice e e 84
5.1.3. Ajuste para Tragfio BiaXial.......ccccooieiiiiiiiiiiiiii ettt 87
5.2.  Caso de Estudo: Borracha Natural — Pequenas Deformacaes..........cooeevueeiirienienieneenennieiieneeneeieeeeeenens 90
5.2.1  AJUSEE PATA TIAGAO «..vevtiiieiieieeteete ettt ettt ettt b et ettt sht e s bt et e st ea e e bt e s bt e s bt e bt et e eaaesaeesaeenae 91
5.2.2  Ajuste para Cisalhamento PUIO...........ccocoiiiiiiiiiiiiiic e e 93
5.2.3  Ajuste para Tragao Biaxial........ccccoceiiiiiiniiiiiiieiieeeeee e e e 96
5.3, Caso de EStUdO: STHCOME ......eeeuiiiiiiiiieiiieeite ettt ettt sttt ettt s bt st e st esabeesabeeeabeesabeesaneenas 99
5.3.1. Ajuste para Trac@o Uniaxial.........ccocceoiiiiiiiiiiiiinieicicec e s s 100
5.3.2. Ajuste para Tragfo Biaxial.........cccooiiiiiiiiiiiiiiiieee e 103
S, CONCIUSDES ...ttt ettt sttt ettt sh e bt et es e s et e b sa e bt s bt ene e et ne e b e sae s 106
54.1. Modelo de Mooney-RivIin (IMRIN) ......ccccovuiiiiiiiniiiiiiciieec ettt e 108
5.4.2. Modelo de Hartmann-Neff (HININ) ......ccooviiiiiiiiiiiiiee e et 109
54.3. Modelo Polinomial (PI).......cc.coiriiiririiiiietenteeneececetectete ettt ettt 109
5.4.4. Modelo Neo-HooKeano (INHI) .......oc.viiiieiiiieciiee ettt ettt e e e e e s aeeeneseeeenes 110
5.4.5. Modelo de Gent-Thomas (GTI) ......cc.ceeeeiiiiieiiiie ettt e e e e st e e esre e e sssaaeeesneseeeenes 110
5.4.6. Modelo de Hart-Smith Aprimorado (HSAI) ..ccc.coiiiiiiiiiiiiieeeetceeeteee e 111
5.4.7. Modelo de Hart-Smith (HST).......ooiiiiiiiiee et et et et e e e eavee e 111

ix



5.4.8. Modelo de FUNG (FL) ..cooviiiiiiiiieeie ettt ettt ettt et e st e st e e s 111

5.4.9. Modelo de Veronda-Westmanns (VW) ......oocuiiiiiiiieeiie ettt ettt e e s earee e sereeeenes 112
5.4.10. Modelo de KNOWIes (KI)........oooiiiiiiiiieeeiiee ettt ettt ettt eaae e e eetve e e eeareeeeaasaeeeeaveeeenns 112
54.11. Modelo de Hunphrey-Yin (HYT).....ccooeoiiiiieeee ettt st 113
5.4.12. Modelo de OZden (OIN) ....co.eeuiiiiiiiniiiieieeteetest ettt sttt et ettt sbte bt et eaesatesaeesaeenae 113
5.4.13. Modelo de Bechir (HBIN) ......coouiiiiiiiiieieiiie ettt e et et e e e aa e e earae e eeaveaeenes 114
5.4.14. Modelo de Peng-Landel (PLI)........coooiiiiiiiiiiieiieeeeteee ettt et e 114
5.4.15. Modelo de Marting (IMI)........coccuiieiiiieeeeiieeeciee e eiiee e et e e et e e e st e e estaeeesssseeesssseeeasssseesssssaeennsseeennes 115
5.4.16. Modelo de Kilian (KLI) ...c.cccucoiriririnieieieieneneneeeteeete ettt sttt se s st esae e e b e 116
5.4.17. Modelo de Van der Waals (VDWI) ...ooooiiiiiiiiic ettt et e eeareee e 116
5.4.18. MoOdelo de YEON (YN .ooiiiiiiiieiiiee ettt ettt e e et e e et e e e eetveeeeeatreeeeaasaeeeaseaeenns 116
5.4.19. Modelo de Yeoh-Modificado (YMI).....coouviiioiiii et ettt et e eeaveee e 117
5.4.20. Modelo de Yamashita-Kawabata (YKI).......ccooiiiiiiiiiiiiiiicee et e 117
54.21. Modelo de AN (AL ...cc.eeviiiirininereetetetee ettt ettt sttt ettt st besae ettt sr e ne e 117
5.4.22. Modelo de Davis- De-Thomas (DDTI) .......cccccuiiiiiiiiieiie et e e e e e e s e eenes 118
5.4.23. Modelo de Gregory (GYD).....cooo oot s e 118
5.4.24. Modelo de Takamizawa-Hayashi (THI).........cooiiiiiiiiiiiiiieeeeeeee e 119
5.4.25. Modelo de Edwards-Vilgis (EVI) ....ccoccooiiiiiiiiiiiiiieeee ettt e 119
5.4.26. Modelo de Arruda-Boyce (ABIS) ....cooiiiiiiiiiiieteeee ettt st 119
5.4.27. MoOdelo de GENt (GI) .....oooeueiiieeiiiee e e ettt e ettt e e et e e etaee e eetaeeeeeaareeeenasaeeeeaneaeenns 119
5.4.28. Modelo de Yeoh-Fleming (YFL) .....cooiooiiiiiiinieieiieeeieee sttt st s 120
5.4.29. Modelo de Gent de 03 Parametros (G31) .....cccveeeeciieeeeiiie e etieeeeieeeeeeee e eeeere e e seaaeeesaseeeenes 120
5.4.30. Modelo de Pucci-Saccomandi (PSI).......cc.uviieiiiiiiieeeie ettt et s e e e 120
5.4.31. MOdElo de HOTGAN. .....c..iiiiiiiiiiiicice ettt et e s s 121
6. PROPOSTA DE ESTIMADOR DE QUALIDADE DOS AJUSTES ...c..coiiiiiiiiiiiencneeneeteeeeeeeeee 122
6.1, ESHMAOr R NAO-LINCAT .ottt 125
6.2.  Caso de Estudo: Borracha Natural — Grandes Deformacoes.............coceeveeeiieiiinienienieniceeie e 128
6.2.1. Ajuste para Trac@o Uniaxial.........ccocoeoiiiiiiiiiiiinieieeeccc e s e 128
6.2.2. Ajuste para Trac@o Biaxial........c.ccooiiiiiiiiiiiiiiiieee e e e 133
6.3. Caso de Estudo: Borracha Natural — Pequenas Deformagaes .........coeeveeverierienieneenieenienieneeneenieene 137
6.3.1. Ajuste para Trag@o Uniaxial.........coceviiriiiiiiiiiinieieetet ettt 137
6.3.2. Ajuste para Tragfo Biaxial.........cccoiiiiiiiiiiiiiie e 141
6.4.  Caso de Estudo: SIHCOME .......ccueiiiiiiiiiiiiiiciicieietetee ettt s 145
6.4.1. Ajuste para Trac@o Uniaxial.........cocoooiiiiiiiiiiiinieiececce ettt s 145
6.4.2. Ajuste para Trac@o Biaxial........c.ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiieecc e e e 149
6.5, CONCIUSDLS ....uiiriiieeiieie ettt ettt ettt ettt e s st e s et e st ess e e aaeeaseea s e bt e st esneemnesanesaeenneenneenne 153
7. AJUSTE MULTI-CRITERIO .......coooooivooeeeeeeeeeeeeeeeee e ses s 154
7.1.  Caso de Estudo: Borracha Natural — Grandes DeformacgOes...........ccueereeirieeniieiniieeiieeeiieeiee e eieesveeennees 156
7.1.1. Mooney-RivIin — MRIO.....cc..cooiiiiiiiiiieete ettt ettt st s et 156
7.1.2. FUNG — Bttt sttt s 157
7.1.3. OZAEN — OI2 ...ttt ettt et b e bbbt st s ht e bbbt et et be e b e e b enaes 158



7.1.4. YE0h — YI3 ettt et e e st e a et 159

7.1.5. GENE — Gl ettt ettt b e bbbt et b e bt b ettt a e ae e enes 160
7.1.6. Pucci-Saccomandi — PST .....cccoiiiiiiiiiiiiiicece e 161
7.2.  Estudo de Caso: Borracha Natural — Pequenas Deformagoes...........cocueveereenieniiiniinienieneenieeie e 162
7.2.1. Mooney-RivIin — MRIO.....ccc.cooiiiiiiiiiieeeet ettt ettt s s 162
7.2.2. FUNG — FL ottt bttt et et s bt s bt b e bt et st saeenaeenae e 163
7.2.3. OZACIN — OI2 ..ttt ettt st h et ettt bbbt et b e enes 164
7.2.4. YO — YI3 ettt sttt ettt bbbttt ae b nae s 165
7.2.5. GENE — Gl ettt ettt b e bttt ettt b e bbbt a e ae e b 166
7.2.6. Pucci-Saccomandi - PST......cccccoiiiiiiiiiiiiieece e e 167
7.3, EStudo de €Caso: SICOME ......cccueiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeee sttt sttt s et sae s 168
7.3.1. Mooney-RivIin — MRIO.....cc..cooiiiiiiiiiietet ettt ettt ettt st 168
7.3.2. FUNG — FL oottt st ettt et s bt bt e bt et et st saeenbeenae e 169
7.3.3. OZACIN — OI2... ittt ettt ettt b e s bttt ettt bbbt a e ae e b 170
7.3.4. YO — YI3 ettt ettt sttt ettt bbbt a b saeenes 171
7.3.5. GENE — Gl ettt ettt b e bbbt bbbttt e a e ae e enes 172
7.3.6. Pucci-Saccomandi — PST ......cooouiiiiiiiii ettt 173
TA. CONCIUSDES ...ttt ettt et e b et et et sa e bt e at oo s et e b sa s e bt s bt ens s esaeseseeebesaeenis 174
8. PROPOSTA DE UM MODELO HIPERELASTICO .........coooviveiiereeeieieeeeesiseiesss s sissesses e 175
8.1 O MOAEIO PrOPOSLO....coueiiiiiiieiiieiteeitett ettt ettt ettt ettt sbt ettt ettt sbeesbe e bt et e eab e e bt e s beenbe e beenaes 176
8.2.  Ajuste das Constantes CONSLILULIVAS ......ccueeruerruerierterienieeteete ettt et et ettt esbeente et eabesbaesbaenbeenbeenees 177
8.2.1. Hoss-Marczak (HMLST) ......cooooiiiiiiiie ettt eete e te et e e et ee s stae e e st e e e esssaeessnssaeeansseaennes 178
8.2.2. Hoss-Marczak (HMHSI) .......ccooiiiiiiieeis ettt ee et e e et e s re e e sstbeeeessaeessnssaeesnsseaennns 178
8.3.  ValidacAo do Modelo CONSLILULIVO .......eocuieiiiiiriieniieiiett ettt st et et 180
8.3.1. Caso de Estudo: Borracha Natural — Grandes Deformagoes...........cccocveveereeniieniieiiinienieenececneeaee. 180
8.3.1.1. Ajuste para Trago UniaXial ......c.cccocveriiriiniiiiiiiiiiieniecece e 180
8.3.1.2. Ajuste para Cisalhamento PUIO..........c.ccooieriiiiiiiiiiiiniecc e 181
8.3.1.3. Ajuste para Tragfo Biaxial ........ccccovoiiiiiniiniiiiiiie e 182

8.3.2. Caso de Estudo: Borracha Natural — Pequenas DeformacGes ...........coccoeereenieniieiiinienieneeneeneenne. 186
8.3.2.1. Ajuste para Tragc@o Uniaxial ........cccoocueiiiiiiiiiiiiiiieeeee et 186
8.3.2.2. Ajuste para Cisalhamento PUro...........cc.coociiiiiiiiiiiiiiiceeee e 186
8.3.2.3. Ajuste para Trag@o Biaxial .......c.cccoeiiiiiiiiiiiiiiiicceeeeee e 187

8.3.3. Caso de Estudo: STHCOME........c..oeiiiiiiiiiiiiiiinccceeee ettt s s 191
8.3.3.1. Ajuste para Trag@o UniaXial ......c.cccooieiiiiriiniiiiiiiiieeece et 191
8.3.3.2. Ajuste para Tragfo Biaxial ........coocovoiiiiiniiniiiiiiiicc e 192

8.4. COMCIUSDES ..ottt ettt s b e sttt a e s b e b sae e bt e st e st e besaeeneennen 195

9. CONGCLUSOES ..ottt bbb s st 196
9.1. Temas AbOrdadOS/CONCIUSOES........eeeueiriitieiieiiieeiee ettt ete et et e st e et e st e sttt e sabeesabeesabeesateesaseenaeeas 197
9.2.  Sugestdes para a Continuidade do Trabalho..........c.cccocieiiiiiiiiiiiiiieee e 198
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS .........ooiviioeeieeeeeeeeeeeee e eees e eees e sase e 201
APENDICE A ...ttt eeesee e eees e 209

xi



A.  Foérmulas para Ajuste doS MOAEIOS ......c..ccouiiiiiiiiiiiiieieecce e e e 209

A.1.  Ajustando o Modelo de Mooney-Rivlin (MRIN) .......c.ccccoieiiiiiiiiiiiniiiiceeeece e 209
A.2.  Ajustando o Modelo Neo-Hookeano (INHI).......cocuoiiiriiniiiiiniiiiiiciisccceceeeestesteee et 210
A.3.  Ajustando o Modelo de Gent-Thomas (GTT).......c.cocueriiriiniinirieiiciieseecee ettt 211
A.4.  Ajustando o Modelo de Hart-Smith Aprimorado (HSAI)......ccccoviiiiiiiniiniiiiieeteeceeeeeee e 212
A.5.  Ajustando o Modelo de Hart-Smith (HSI) .....cocooiiiiiiniiiiiii et 213
A.6.  Ajustando 0o Modelo de Fung (FL) ..........cocoooiiiiiiiiieeee e s e 214
A.7. Ajustando o Modelo de Veronda-Westmanns (VWI)........ccooiiriiiiiiniiiiiiiieeeeeeeeeee e 214
A.8.  Ajustando o Modelo de Ogden (OIN) ........cccieiieiiiiiinieiieieie et s s 215
A.9. Ajustando o Modelo de Peng-Landel (PLI).......cocoooiiiiiniiiiiiiiiiii ittt 219
A.10. Ajustando 0 Modelo de Knowles (KI) ......cocoviiiiiiiniiniiiiiienteeeieeeee ettt 222
A.ll. Ajustando 0 Modelo de Kilian (KLI).......coooeiriiiiiiiniiiiiieeeestesieeeee ettt 222
A.12. Ajustando o Modelo de Van der Waals (VDWI) .....c.coiiiiiiiiiniiniiieeeeeteteeee et 223
A.13. Ajustando o Modelo de Humphrey-Yin (HYT) .....ooooiiiiiiiieeeeeece e 225
A.14. Ajustando o Modelo de Edwards-Vilgis (EVI).....cc..cocoiiiiiiiiiiiiicceeeceeeee e 225
A.15. Ajustando o Modelo de Takamizawa-Hayashi (THI) ..........cccccocooiiiniiiiiiiiiicccceee 226
A.l6. Ajustando 0 Modelo de YEOh (YTN)..oocueiriiiiiiiiiiiiiiiiiieeiee ettt st e 227
A.17. Ajustando o Modelo de Yeoh-Modificado (YMI) ......cooeiiiriiinieniinienieiieeiestesteneee et 228
A.18. Ajustando o Modelo de Arruda-Boyce (ABIS)....c.ccooiiiiiiiiiiniinieieeeeee sttt 229
A.19. Ajustando o Modelo de Yamashita-Kawabata (YKI) .....cccoooiiriiniiniiniiniiiiccceieecseeeeeee 230
A.20. Ajustando o Modelo de Davis-De-Thomas (DDTI)........ccccoeiiriiniiniiniiniiienieteneeeeeeeeeeeseeeees 231
A21. Ajustando 0 Modelo de GEnt (GI) ....c.c.eevuieiiiiiiiiiiiiiiiieeee ettt ettt st 232
A22. Ajustando 0 Modelo de Gregory (GYT) ....couioiiiiiiiiiicee et 232
A23. Ajustando o Modelo de Yeoh-Fleming (YFL).......ccccooiiiiiiiiiiiiceeeeeeeeeee e 233
A24. Ajustando 0 Modelo de Marting (IMI) ........eoecueiiiiiiiiiiiiieeie ittt ettt ettt e 234
A.25. Ajustando o Modelo de Gent de Trés Pardmetros (G3I).......c.cocvevienieneiniininienieneeeeieeeeeeeseeeenes 236
A.26. Ajustando o Modelo de Pucci-Saccomandi (PSI) .......cooeeviiiiiiiiniiniiiiiieecceeeeeeeeee 237
A.27. Ajustando 0 Modelo de AN (AL ...cc.eeouierieeriiiiiierteeeeeteet ettt sttt ettt s 238
A.28. Ajustando o Modelo de Hartmann-Neff (HNIN) .......ccooiiiiiiiiiiiiiiiicctceeceeeee e 239
A.29. Ajustando o Modelo de Horgan-Saccomandi (CHGSI).........c.coccooiiniiiiiiiiiiniccccccceceee 240
A.30. Ajustando o Modelo de Bechir (HBIN) ......cooceiiiiiiiiiiiiiiiiiiieteetc ettt 241
A3I. Ajustando o Modelo Polinomial (PI3 ........ccoooiiiiiiiiiiiie e e 245
APENDICE B .....ouiviumtiimneiesesiesesssssssssesssse st sss e sssesess e sse sttt 247
B, AJUSEANAO S CUIVAS ..euetiiiiiiiieiieete ettt ettt et ettt et sat e shtesbe e bt et e e st eb b e ebtesbe e bt e bt embesabesaeesaeenne 247
B.1. Caso de Estudo: Borracha Natural — Grandes DeformagOes..........cuieruieerieiriieeniieiiieeieeeieeeiee e eveesvee e 248
B.1.1. Ajuste para Ensaio de TTACA0 ......cccueriiriiriiiiiiiieiie ittt ettt sttt et s e b e b 248
B.1.2. Ajuste para Cisalhamento PUIO.........c..cocuiiiiiiiiiiiiiicicce e e s e 253
B.1.3. Ajuste para Trac@o Biaxial........c.ccooiiiiiiiiiiiiiiiiieecccce e e 258
B.2. Caso de Estudo: Borracha Natural — Pequenas Deformagoes...........c.cooeeeiieiiieiinienienieneeiceecseeneeeeeen 263
B.2.1. Ajustando para Trag80 Uniaxial........cc.cocieviiiiiiniinioiiiiiicrcneec e e 263
B.2.2. Ajuste para Cisalhamento PUIO ........c..coviiviiiiiiiiiiiiiiieeeee e 268

xii



B.2.3. Ajuste para Trac@o Biaxial........c.ccooiiriiiiiiiiiiiiiice e e 273

B.3. Caso de Estudo: Silicone — MEDAOS50.......cc..coiiiiiiiiie ettt sttt e 278
B.3.1. Ajuste para Trag@o UniaXial.........coceiiiriiiiiiiiiiiieieteest ettt 278
B.3.2. Ajuste para Trag@0o BiaXial........cccooouiriiiiiiiiiiiieii ittt sttt 283

APENDICE € ...t eese e eesse e 288

C.1.  Ajuste para Traglo UnIaXial .......cooceeoieriiriiniiiiiiieieetesiee ettt sttt ettt st et e e e saaesaeesaee e 288

xiil



LISTA DE SIMBOLOS

Caracteres Romanos

a, Funcdes escalares.

A° Area de secio transversal de referéncia. [mz]
A Fatores das expressdes para tensdo nominal; Constante Constitutiva.

A Area de secido transversal instantinea. [mz]
a,b,h Dimensdes nominais. [m]
b Centro de rota¢do de um corpo; Constante constitutiva.

b, Forca de corpo na direcdo i; Funcdes escalares.

B Ensaio de tracdo biaxial.

B, Fatores das expressdes para tensdo nominal.

B.B, Tensor de Cauchy-Green a esquerda.

c’ Configuracao de referéncia do processo de deformacao.

C Configuracdo instantanea do processo de deformagdo; Constante constitutiva;

Ensaio de compressao uniaxial.

C.c Constantes constitutivas

C, CU Tensor de Cauchy-Green a direita; Constantes constitutivas do material.
C Conjunto de constantes constitutivas otimizadas.

e Deformacao.

e DirecOes cartesianas.

E Médulo de Young; Tensor de Green-Lagrange. [GPa]
E.E; Tensor de Green-Lagrange.

F Vetor de fungdes objetivo.

F.F, Tensor gradiente de deformacdes.

g; Vetor de restrigdes.

G,GU Tensor deformacao de Almansi.

I Matriz identidade.

I, 1° invariante de deformacoes.
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2° invariante de deformacgdes.
Valor limite para ;.

Jacobiano da transformacao.

Constante constitutiva.

Moédulo de compressibilidade do material.

Constante constitutiva.

Vetor normal na configuragao C.

Vetor normal na configuracio C°.

Constantes constitutivas.

Ensaio de cisalhamento puro.

Matriz de rotagao.

Coeficiente de correlacao.

Ensaio de cisalhamento simples.

Vetor tracdo na configuracio C°.
Vetor tracao na configuragdo C.
Constante de tempo.

Tensao nominal para o ensaio de tracdo uniaxial.
Tensao nominal para o ensaio de compressao uniaxial.
Tensao nominal para o ensaio de cisalhamento puro.
Tensao nominal para o ensaio de cisalhamento simples.
Tensdo nominal para o ensaio de tragdo biaxial.

Ensaio de tragdo uniaxial.

Tensor tensao.

1° tensor de Piola-Kirchhoff.

2° tensor de Piola-Kirchhoff.

Deslocamento do ponto nas dire¢Oes cartesianas e, .
Volume de referéncia.

Volume instantaneo.

Vetor posi¢ao de um ponto em C

Vetor posicdo de um ponto em C°; Vetor com as varidveis de projeto.
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w Energia de deformacgdo absorvida pelo corpo por unidade de volume.

W Peso do ensaio de tragdo uniaxial.
W, Peso do ensaio de cisalhamento puro.
Wy Peso do ensaio de tragdo biaxial.

Caracteres Gregos

a Constante constitutiva; Constante de proporcionalidade.

Constante constitutiva.

g Tensor de Cauchy-Green. [MPal]
o,. Tensdo de escoamento do material. [MPa]
O rur Tensdo de ruptura do material. [MPa]
&; Tensor de deformacdes infinitesimais.

Y7, Constante constitutiva; Mdodulo de Cisalhamento; Constante de Lamé.
AF, Componente normal da for¢ca AF no plano de corte.

AF e AF Componentes tangenciais da forca AF no plano de corte.

t N

Yo, Densidade do material [K% 3}
A Alongamentos nas dire¢des principais; Constante de Lamé.
1% Coeficiente de Poisson.
0 Varidvel angular. [rad]
Simbolos e operadores matematicos
)" Matriz inversa.
B Matriz transposta.
;i Operador delta de Kronecker.
9- . e
= . Operador derivada com respeito a varidvel x;.
x ‘

|| Determinante

H” Norma euclidiana
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1. INTRODUCAO

1.1. Introducio

O uso de elastomeros como material de engenharia, em substituicdo aos materiais mais
convencionais como aco e aluminio, cresceu abruptamente nas dltimas décadas (Marczak et al.,
2006). Em parte, isso se deve as caracteristicas unicas das borrachas, mas também na
possibilidade de uso — hoje em dia bastante generalizado — de técnicas numéricas como o método
de elementos finitos e elementos de contorno para a simulagdo de seu comportamento.

Materiais como as borrachas possuem uma relacdo ndo-linear entre tensiao e deformacao
independentemente do nivel de solicitacdo, caracterizando uma nao-linearidade quanto a relagao
constitutiva do material. Estes materiais sdo denominados hipereldsticos porque manifestam
grandes deformagdes eldsticas, bem maiores que as encontradas em materiais mais
convencionais. Nestes casos, a Lei de Hooke ndo € aplicavel, isto €, ndo é possivel relacionar

tensao com deformacao utilizando apenas duas constantes do material. A forma mais comum de

relacionar uma medida apropriada de tensdo (T”) e uma medida de deformacgao (EU) nestes

casos ¢ através de uma funcdo energia de deformacdo (MSC, 2000; Bonnet et al., 1997;

Drozdov, 2007):

T.=f|— 1.1
=1\ 3, (1.1

onde W € a energia de deformacdo absorvida pelo corpo por unidade de volume. Relacdes
constitutivas hiperelédsticas como as da eq.(1.1) geram diagramas tensdoxdeformag¢do muito
distintos daqueles obtidos para materiais usuais. A Figura 1.1 compara esquematicamente 0s
diagramas tensdoxdeformacdo para materiais ducteis e materiais hipereldsticos. Note-se que
enquanto em materiais usuais € possivel determinar propriedades caracteristicas como tensao de
escoamento ou modulo de elasticidade diretamente desses diagramas, para materiais
hipereldsticos esses parametros tornam-se varidveis a cada ponto da curva (ou mesmo sem
sentido fisico).

Por ser um material de comportamento inerentemente nao-linear, o entendimento das
relagdes constitutivas desses materiais € fundamental para a correta utilizacdo de programas de

simulacdo na solucao de problemas préticos.



A consideracdo ou selecdo errdnea de um modelo constitutivo tem como conseqiiéncia,
simulacoes incorretas ou interpretacdes equivocadas de problemas reais de engenharia, o que t€ém
se tornado muito — as vezes de maneira excessiva — comum. E o que € pior, raramente os

usudrios conseguem identificar ou analisar a fonte de erro.

BSC

Tragéo

() Compressdo (kb

Figura 1. 1 — Diagramas o x ¢ tipicos: (a) material metédlico dictil; (b) material polimérico

hiperelastico.

A evolugdo das relagdes constitutivas para materiais hipereldsticos € marcada fortemente
pela proliferacdo de modelos, os quais podem ser agrupados de acordo com sua genealogia e
cronologia. Este dltimo fator é muito expressivo, uma vez que cada época apresenta tracos bem
caracteristicos as expressoes para a energia de deformacdo. Quanto a genealogia podemos
subdividir os modelos em cinco grandes familias postadas em ordem cronoldgica de surgimento

conforme apresentado na Figura 1.2.

_—
= Modelos Polinomiais

= Modelos W=1i4)
MODELOS .
HIPFRFLASTICOS = Modeloz Base Exponencial

= Modelos Base Logaritmica
= Modelos Mistos

Figura 1. 2 — Principais familias hiperelasticas.

Definem-se como modelos polinomiais, as relagdes constitutivas que utilizam como base

para a energia de deformacgdo polindmios dependentes dos invariantes de deformacdo. J4 os

modelos f(A4), sdo expressos diretamente em fungdo dos alongamentos principais.



Os modelos de base exponencial ou logaritmica empregam respectivamente fungdes
exponenciais e logaritmicas como base para a sua expressdo para energia de deformacao. Os
modelos mistos apresentam formulacdo hibrida, utilizando termos caracteristicos de duas ou
mais bases em sua relacao constitutiva.

Um objetivo comum buscado por indmeros autores de diferentes geracdes € uma
expressdo generalizada para a energia de deformacdo que consiga capturar com fidelidade o
efeito de enrijecimento do material do material observado em grandes deformagdes. Esta
caracteristica atribuida aos modelos induz discrepancias e ressalta o comportamento espurio
manifestado por modelos hiperelasticos distintos quando ajustados para diferentes faixas de
deformacdes e/ou materiais atipicos, diferentes do para o qual foi desenvolvido. Uma situagcao
impar envolvendo modelos que exibem este tipo de comportamento € na andlise de componentes
com comportamento histerético e pecas com regides que apresentem campo de deformacgdes
distintas. Remete-se o seguinte caso, um componente submetido a grandes deformagdes, possui
regides internas menos solicitadas, em casos como este certamente o emprego dos modelos
referidos acima levardo a predicoes errdneas do campo de tensdes em regides distantes do modo
de deformacdo predominante. Vale mencionar que se o componente analisado desempenhar
funcdo estrutural, as conseqiiéncias podem ser de grande magnitude.

Uma lacuna na validacdo dos modelos hiperelasticos € a auséncia de critérios de
classificacdo, o que aliado a grande variedade de modelos torna o processo de selecdo lento,
subjetivo e o pior, susceptivel a erros. As formas mais usuais adotadas pelos autores para aferir a
qualidade de seus ajustes sdo através do cdlculo do erro relativo entre a predi¢io numérica e os
dados experimentais, ou ainda, diretamente a partir de andlises graficas visuais. Qualquer uma
dessas metodologias empregadas se mostra ineficiente quando se busca uma andlise mais
profunda de cada modelo, como por exemplo a compreensao sobre a influéncia de cada termo
em especifico da energia de deformacao. Um parametro mais significativo e util € o coeficiente
de regressdo, que carrega informacdes a respeito do ajuste realizado: quanto mais préximo da
unidade, melhor € o ajuste. Este conceito serd a base para o desenvolvimento de um parametro

de aferi¢ao especifico para os modelos hiperelésticos.

1.2. Revisao Bibliografica

O ponto principal na modelagem de um material hipereldstico estd na selecio de uma

relacdo constitutiva apropriada. Esta sec@o apresenta uma revisdo em ordem cronoldgica dos

modelos e fundamentos utilizados neste trabalho.



A descricdo de cada modelo constitutivo em especifico € detalhada no Capitulo 3, reservado
especificamente para o tema, dado a sua relevancia para este trabalho. Existe um ndmero
razoavel de modelos hiperelésticos disponiveis na literatura, mas de modo geral todos podem ser
agrupados em duas categorias principais, sendo elas: modelos fenomenolégicos € modelos
micromecanicos.

Mooney (1940) propds um modelo fenomenolégico com dependéncia linear do primeiro

e segundo invariante de deformacdo, I, e I, respectivamente, sendo este talvez o mais celebrado

de todos os modelos hiperelasticos classicos. O modelo micromecanico Neo-Hookeano (Treloar,

1943) consiste na primeira parcela do modelo de Mooney, 1940, fun¢do apenas de /. A partir da

andlise do desempenho das expressdes para energia de deformacgdo propostas até entdo (Mooney,
1940; Treloar, 1943) para diferentes tipos de elastdmeros, Rivlin e Saunders (1951) propuseram

um novo modelo constitutivo em termos de I, e I,, formalmente conhecido como modelo de

Mooney-Rivlin.
Gent e Thomas (1958) modificaram o modelo de Rivlin e Saunders (1951), considerando

um termo logaritmico dependente de I, . Propostos em 1966, a familia de modelos Hart-Smith

apresentaram de forma pioneira uma fung¢io mista para a energia de deformacao, mesclando uma
base exponencial com uma logaritmica (Smith et al., 1966). Seguindo a mesma linha de
pensamento, Fung (1967) introduziu uma relagdo constitutiva exponencial para a modelagem de
tecidos biologicos. Atualmente o seu emprego é ainda muito popular na andlise de artérias
humanas (Delfino et al., 1997).

Alexander (1968) buscando melhorar a precisdo na predi¢do tedrica do comportamento
do material para diferentes faixas de deformacdes prop0s uma expressdo para a energia de
deformacdo combinando as relagdes constitutivas dos modelos Hart-Smith e Rivlin-Sauders
estendido. Este trabalho constitui um paralelo muito interessante com a linha de investigacdo
aqui desenvolvida. Veronda e Westmann (1970), baseados na observacdo da pele de gatos
submetida a tragc@o uniaxial, modificaram o modelo de Fung adicionando um termo linear fun¢do

de I, .

Visto como um dos modelos de maior potencial na caracterizacdo de materiais
hiperelasticos, Ogden (1972) introduziu um novo conceito, propondo uma expressao para a
energia de deformacgdo baseada diretamente nos alongamentos principais (ﬂl) Peng e Landel

(1972) geraram um modelo simplificado com o uso de apenas uma dnica constante constitutiva,

empregando 0 mesmo conceito.



Precursor da familia de modelos power-law, o modelo de Knowles (1977) teve como

premissa representar elastobmeros e tecidos bioldgicos que exibissem enrijecimento elevado na

curva tensaoxdeformacgao (t><e) para deformacdes elevadas, (ver, Dorfmann e Muhr, 1999;

Boast e Covenei, 1999; Holzapfel, 2001).
Em 1981, Kilian propds uma expressdo com base logaritmica para a energia de
deformacao, correlacionando elastdmeros com a equagdo de gés perfeito (Kilian, 1981). Mais

tarde este modelo foi modificado através da considera¢do da contribui¢do do /,, denominado

entdo, modelo de Van de Waals. Humphrey (1987), baseado no modelo de Veronda e Westmann
(Veronda e Westmann, 1970), prop6s um modelo para o estudo do miocérdio passivo. Foi
empregada uma relacdo constitutiva de base exponencial, cuja versao isotrépica € fung¢do apenas
do I,.

Edwards e Vilgis (1987), juntamente com Takamizawa e Hayashi (1987), propuseram
modelos independentes, que embora ndao reconhecidos pela literatura (mérito este dado ao
modelo de Gent (Gent, 1996), lancado anos mais tarde) formam a base da familia limiting chain
extensibility. O conceito de limiting chain extensibility para a expressao energia de deformacao
incitou uma motivagao impar dos autores modernos, dado o potencial de aplicacdo dos modelos
desta familia em problemas biomecanicos com enrijecimento pronunciado em grandes
deformacdes (ver, Horgan e Saccomandi, 2003b; Holzapfel, 2005). Humphrey (2002, 2003) e
Taber (2004) fazem vérias discussdes em torno da aplicagdo da teoria da elasticidade ndo linear
voltada a problemas de mecanica cardiovascular.

Em alguns estudos recentes Yeoh (1990,1993) e Boyce e Arruda (1993) mostraram que a
energia de deformacdo pode ser escrita como uma func¢do apenas do primeiro invariante de
deformacdo. A partir deste postulado, estes autores generalizaram o modelo Neo-Hookeano,

propondo a seguinte decomposicdo da expressao para energia de deformacdao W .

W =Wy, +7( -3 (1.2)

onde W,, €é a expressdo constitutiva do modelo Neo-Hookeano e (7, —3) representa uma
energia de deformacdo genérica que depende do estado de deformacgdo. Usando termos de alta
ordem de I, para o termo ¥(I,—3), tem sido mostrado que o mesmo captura bem o
comportamento do material para grandes deformacgdes. Yeoh (1990) propds uma forma
polinomial para ¥(I, —3) que corresponde a uma forma truncada do modelo de Mooney-Rivlin

(1951).



O modelo de Yeoh mais tarde foi modificado através da adi¢do de um termo exponencial (Yeoh,
1993), visando proporcionar precisdo aos ajustes e predicdes para pequenas deformacdes. Um

modelo alternativo com poténcias de alta ordem de I, foi proposto por Arruda e Boyce (1993),

conhecido também como eight chain model, e apresenta boas predi¢des para tracdo biaxial em
regides submetidas a pequenos alongamentos.
Com o intuito de descrever o fendmeno de amolecimento para pequenos alongamentos

Yamashita e Kawabata (1993) seguido por Davis et al., (1994), Gregory (1997) e Amin et al.,

(2002) propuseram para o termo ¥(/, —3) uma fungfo polinomial de potencias a ajustar, fung¢io

do material analisado. Em seus estudos, Amin et al., (2002) utilizaram os resultados de
compressao uniaxial para os ajustes dos pardmetros do material, verificando as predi¢cdes dos
demais ensaios para grandes deformacgdes. Entretanto, discrepancias significantes entre os
resultados numéricos e experimentais foram encontradas.

Postado pela literatura como precursor da familia limiting chain extensibility, o modelo
de Gent (1996) consiste em uma modificacio do modelo de Takamizawa e Hayashi (1987). A
relacdo constitutiva mantém a base logaritmica e caracteriza-se em geral pelas boas predi¢cdes
para todas as faixas de deformacgdes. Yeoh e Fleming (1997), mesclando os conceitos estudados
por Yeoh (1990) e Gent (1996), propuseram uma nova expressao para a energia de deformacao
visando melhorar a qualidade dos ajustes e predi¢cdes em pequenas deformacdes.

Como enfatizado nos estudos de Humphrey (2002, 2003), para a modelagem de tecidos
bioldgicos com enrijecimento elevado da curva ¢Xe verificado em deformagdes moderadas, os
modelos cldssicos da hiperelasticidade se mostram inadequados. Buscando modelar de forma
condizente este fendmeno, no final da década de 1990 surge, a partir da modificacdo do modelo
de Gent, uma grande variedade de modelos constitutivos. Gent (1999) propds o modelo de Gent

de trés parametros, o qual incorporou a expressdo original a participac¢do do I, através do termo
(1-)(I,-3), onde @ € uma constante adimensional (0<@ <1). Outros modelos mais

elaborados dependentes de I, foram discutidos e apresentados por Pucci e Saccomandi (2002) e
em Ogden et al., (2004). Um modelo alternativo desta familia, empregando apenas dois
parametros foi proposto por Horgan e Saccomandi (2004) para descrever o efeito de Mullins em
elastomeros. E destacado naquele trabalho que a auséncia de [ , ha expressdo base de energia de
deformacdo proposta por Gent (1996) impdem algumas limitacdes fisicas ao modelo. Destaca-se

também as vantagens de tomar o limite do I, diretamente em fun¢do dos alongamentos

principais. Esta alternativa de modelo constitutivo foi estudada por Horgan e Saccomandi

(2002a), Murphy (2006) e Horgan e Murphy (2007).



Kanner et al., (2007) observaram que embora os modelos de base exponencial capturem o
fendmeno de enrijecimento, eles ndo exibem o rdpido endurecimento apresentado pelos modelos
da familia de base logaritmica. Ressalta-se que este fato € uma diferenca muito importante entre
as duas categorias de modelos. O estudo recente apresentado por Chagnon et al., (2004) enfatiza
que os dois tipos de modelos sdo essencialmente equivalentes.

Entretanto, segundo Horgan e Saccomandi (2006), prevalecem diferengas significativas nos
resultados de suas predi¢des. Destacam-se os estudos de Horgan e Schwartz (2005) empregando
os modelos desta familia na solu¢dao de problemas fracto-mecanicos.

Hartmann e Neff (2003) propuseram uma fungdo policonvexa para a energia de

deformacgdo em termos dos invariantes I, e I,, buscando garantir a solu¢do de problemas sob

conjuntos especificos de condi¢cdes de contorno. Foi concluido que o polindmio generalizado
descrito por Rivlin (1956) pode ndo ser policonvexo, pois para que fosse deveria haver uma
dependéncia explicita entre os dois primeiros invariantes.

Bechir et al., (2005), através da generalizacdo da eq. (1.2), propuseram uma relacdo
constitutiva com base polinomial, consistindo na superposicdo do modelo Neo-Hookeano a uma
funcdo ndo linear de um novo conjunto de invariantes. A idéia de generalizacdo da energia de
deformacdo ndo é nova. Baltz et al., (1974) aplicaram com sucesso medidas alternativas de
deformacao para varios tipos de elastomeros, considerando parametros do material determinados
experimentalmente. Destaque-se que esse novo modelo possui a vantagem de empregar um
nimero reduzido de constantes constitutivas, sendo determinadas facilmente pelo método dos
minimos quadrados empregando somente o ensaio de tracdo uniaxial.

Recentemente Sussman e Bathe (2008) propuseram um novo modelo para a anélise de
materiais isotropicos incompressiveis empregando splines, juntamente com uma proposta de um
indicador numérico de estabilidade dos ajustes baseado nos autovalores da matriz de rigidez.
Embora os resultados apresentados demonstrem a potencialidade da metodologia no ajuste das
curvas experimentais, deve-se avaliar o comportamento das predicdes para os ensaios diferentes

do da calibragdo, fator ndo avaliado em seus estudos.
1.3. Objetivos do Trabalho
O presente trabalho tem por objetivo estudar e comparar alguns dos modelos

constitutivos disponiveis na literatura, bem como as peculiaridades envolvidas nas suas

caracterizacOes para diferentes materiais avaliados.



Com base nessas andlises, propde-se essencialmente um estimador de qualidade de ajuste para
todas as faixas de deformacOes de trabalho. Finalmente, um novo modelo hiperelastico é
proposto, testado e comparado com os modelos existentes. Como objetivos especificos definem-

Se:

e Avaliar os modelos hipereldsticos estudados para trés tipos distintos de materiais
(amostras de borracha natural e silicone) frente a diferentes faixas de deformacdo.
Pretende-se com isso expor os modelos a situagdes atipicas, buscando-se assim
determinar os limites de aplicacdo e peculiaridades de cada modelo.

A qualidade dos ajustes e predi¢des serd verificada em func¢do da andlise gréfica
visual direta e através de uma planilha de conceitos que, embora subjetiva, permite
confrontar de forma simples e rdpida os diferentes modelos quanto ao tipo de ensaio e

faixa de deformacdo empregada para realizar o ajuste.

e Propor um estimador que afira com clareza e de forma eficiente a qualidade dos
ajustes e predicoes retirando a subjetividade e susceptibilidade a erros das

metodologias de avaliacdo tradicionais hoje comumente empregadas.

e Desenvolver e implementar de forma simplificada um algoritmo de otimiza¢do multi-
critério no ajuste das constantes constitutivas. Deseja-se com isso ratificar que as
predi¢des obtidas a partir de ajustes multi-objetivos fornecem melhores resultados

que para ajustes realizados univocamente por um dnico ensaio experimental.

® Propor uma nova familia de modelos hipereldsticos focada no conceito de
generalizacdo da expressao da energia de deformacao, buscado por varios autores ao
longo da evolucdo da hiperelasticidade. A premissa da proposta foi elaborar um
modelo constitutivo aplicdvel a materiais elastoméricos e/ou tecidos biolégicos que
representasse com fidelidade para ambos 0s casos o comportamento do material para

diferentes faixas de deformacdes.

1.4. Descricao do Trabalho

O texto aborda apenas materiais incompressiveis € sem comportamento histerético, sendo

dividido em 9 capitulos.



O Capitulo 2 apresenta uma revisdo de elasticidade nao linear, apresentando as medidas
classicas de tensdo e deformagdo, assim como, um resumo sobre as relacOes constitutivas. E
assumido o dominio dos fundamentos basicos sobre a elasticidade. Ja o Capitulo 3 apresenta as
equagdes para 33 modelos hipereldsticos disponiveis na literatura, considerando tanto modelos
consagrados como propostas menos conhecidas. Nao houve nenhum esforco para deduzir as
equacgdes destes modelos, eles sdo simplesmente apresentados da forma como postados nas
respectivas referéncias. O Capitulo 4 explica como os resultados de ensaios sdo usados para
calibrar as equagoes tedricas. O Capitulo 5 apresenta um grande nimero de testes realizados com
amostras reais de borracha, com o objetivo de ilustrar os limites, vantagens e desvantagens dos
vérios modelos estudados.

Como uma das contribui¢des deste trabalho, é apresentada no Capitulo 6 uma proposta
para um novo coeficiente de regressdo aplicado a classificacio e selecdo dos modelos
hipereldsticos, juntamente com os resultados obtidos com aplicacdo da mesma para os modelos
avaliados anteriormente no Capitulo 5. O Capitulo 7 ilustra de forma sucinta, empregando a
metodologia do Capitulo 6, a influéncia do ajuste multi-critério na obtencdo das constantes
hiperelasticas, focado no resultado das predi¢des para os ensaios que nio os da calibragao.

Em funcao dos conceitos desenvolvidos ao longo do trabalho, o Capitulo 8 apresenta uma
proposta para uma nova familia de modelos hiperelésticos, aplicavel a materiais distintos

(elastomeros e tecidos bioldgicos) e com a capacidade de representar com fidelidade o
comportamento da curva tensdo deformagdo (rXe) tanto para pequenas como grandes
deformacdes. Finalmente o Capitulo 9 traz as conclusdes, nas quais sdo feitas algumas

recomendacdes e observacOes bastante gerais, porém de suma importancia para a escolha e

selecdo de um modelo constitutivo antes de se preceder uma simulacao.
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2. REVISAO DE ELASTICIDADE NAO-LINEAR

Conforme foi destacado no Capitulo 1, o comportamento de pecas e componentes
manufaturados a partir de materiais poliméricos como a borracha nao segue uma relacdo linear
entre tensdo e deformacdo. Assim, torna-se necessario aplicar medidas de tensdao e deformagao
adequadas.

Este capitulo aborda uma revisdao resumida de elasticidade ndo-linear, com énfase em
hiperelasticidade. A teoria bdasica pode ser encontrada em livros de Mecanica de Meios
Continuos (Green e Adkins, 1960; Malvern, 1969; Atkin e Fox, 1980; Lai e Krempl, 1993), e o
assunto nao serd tratado aqui em detalhes. O objetivo € revisar a mecanica do processo de
deformacdo e as medidas de deformacdo e tensdo que serdo utilizadas nos capitulos seguintes.

Para tanto, € suposto um conhecimento basico da teoria da elasticidade.

2.1. Descricao do Movimento

Para efeito de andlise, um corpo é sempre idealizado como um conjunto de particulas de
tal modo que em qualquer instante ¢, cada particula do conjunto ocupa um ponto de uma regiao
fechada C em um espaco euclidiano tridimensional e que, reciprocamente, cada ponto desta
regido seja ocupado por somente uma particula. A configuracio C € definida como a
configurag¢do do corpo no tempo ¢, ou configuragdo instantanea. Para descrever o movimento do
corpo ao longo do processo de deformacao, torna-se necessdria uma forma conveniente de se

especificar a posicdo de cada particula ao longo do tempo. Normalmente isto € feito

selecionando-se uma configuracio de referéncia C°. As coordenadas (X,,X,,X,) determinam

unicamente o vetor posicdo X de um ponto de C, e podem ser usadas para identificad-lo em

qualquer instante (Figura 2.1). E mais comum empregar-se a configuracio inicial do processo
como C”. O movimento do corpo pode ser descrito entdo como sendo a posicio x (em C) da

particula X (em C) no instante ¢, através de uma equagdo:

x=y(X.1) Q2.1

onde:

onde e, sdo os vetores de base do sistema de coordenadas.
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Figura 2. 1 — Cinematica do processo de deformacao.

A eq.(2.1) representa um mapeamento da configuracdo de referéncia para a configuragdao
atual. Este mapeamento é chamado de movimento de corpo. Em aplica¢des simples como
estdtica, requer-se apenas a configuragao inicial e final para definir a deformacao. Em problemas
mais complexos torna-se necessario dividir o processo em uma série de incrementos, cada um
representando um processo de deformacio seqiiencial. E importante notar que pela eq.(2.1) a
configuracio C é obtida a partir do conhecimento da configuragio C°. Este tipo de mapeamento
€ chamado de descricdo Lagrangiana (ou descri¢do de referéncia) do movimento. Uma outra
forma de descrever o processo € através de uma descri¢do Euleriana (ou instantanea ou ainda

espacial), onde a configuracao atual é utilizada para descrever as varidveis (Malvern, 1969):

X=y"(x1) (2.2)

onde:

Evidentemente, ambas as descri¢des fornecem o mesmo resultado, mas a descricdo Lagrangiana
¢ normalmente de emprego mais direto. Observe-se que o mapeamento X — x ¢é apenas uma

transformacdo matemaética, e portanto implica em um Jacobiano correspondente:
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Como ndo pode haver superposi¢cdo ou desaparecimento de matéria, a condicdo para que o
processo } exista € dada por J >0, o que implica em uma deformagdo continua.
Em problemas de Mecanica dos Sdlidos, tradicionalmente se trabalha com os

deslocamentos sofridos pelo corpo. Da Figura 2.1, € facil verificar que:

u=x-X=y(X7)-X (2.3)

onde as componentes de u sio os deslocamentos do ponto nas direcdes cartesianas:

Os processos de deformacdo que ndo provocam alteracdo de forma ou volume sdo os
deslocamentos de corpo rigido, caracterizados por translacgio e rotacdo do corpo,

respectivamente:

x=X+c(r)
x—b=R(7)(X-b)

No primeiro caso, percebe-se que todos os pontos do corpo sofrem o mesmo deslocamento em
cada direcdo ¢, enquanto no segundo caso todos os pontos giram em relagdo ao centro de

rotagdo b, através da matriz de rotacdo R.

2.2. Medidas de Deformacao

Existem varias formas de se medir deformacdo em um ponto. No contexto da Mecanica
dos Sdlidos, no entanto, deve-se compreender deformag¢do como uma medida de alteracdo de
forma e/ou volume do corpo, ja que isto estard mais tarde relacionado ao nivel de solicitagdo ao

qual o material estd submetido.
2.2.1. Tensor Gradiente de Deformacio
A forma mais direta de se medir deformagdes consiste em analisar o comportamento de

uma fibra infinitesimal de material, inicialmente de comprimento dX , que se deforma em dx na

configuragdo final. Da Figura 2.1, verifica-se que:
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dx = y(X+dX.1)- y(X.1)=(Vx)dX

ou
dx =FdX (2.4)
Logo:
F =Vx (2.5)
ou
_ o
YooX

Substituindo-se a eq.(2.3) em (2.5), reescreve-se F em termos dos deslocamentos:

F=I1+Vu (2.6)

O tensor F € uma medida priméria de deformacao, chamada gradiente de deformagdo, o
qual possui duas grandes desvantagens como medida pura de deformagao: € nao-simétrico e nao
¢ invariante com movimentos de corpo rigido. No entanto, por ser de facil avaliacdo, é bastante
empregado na definicdo de medidas de deformacdo alternativas.

A expressdo (2.4) relaciona os comprimentos indeformado e deformado de uma fibra
infinitesimal de material. Também ¢ interessante estudar o processo de mudanca de d&rea.

Partindo-se das defini¢cdes de drea infinitesimal nas duas configuracoes:

dA® = dX, xdX,
dA = dx, xXdx,
pode-se provar que:
dA=[F|F"dA°

De forma similar, pode-se partir dos volumes infinitesimais:

dV =dX, dX, dX,
dv =dx, dx, dx,
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para deduzir que:

dv=[F|dV 2.7)

Ou seja, F| =J , o0 que explica porque o Jacobiano da deformac¢do deve obedecer J >0 para um

processo vélido. Em funcdo desta restricdo, o tensor F € ndo singular e permite a seguinte

decomposicao:

F=RU

2.8
F=VR 8)

onde U e Vsdo tensores simétricos positivos definidos denominados como tensores de

alongamento a direita e a esquerda respectivamente, R define uma matriz ortogonal
(R'R=RR" =7 ¢ |R| =1) que descreve as rotacdes de corpo rigido. A decomposicdo polar é

multiplicativa, podendo-se demonstrar sua unicidade. Para problemas submetidos a deformacoes

homogéneas extensionais, tem-se F=U=V ,istoéa R=1.
2.2.2.Tensores de Deformacao de Cauchy-Green
A fim de eliminar a inconveniente falta de simetria de F e a varidncia com rotacoes,

podem-se definir duas novas medidas de deformagdo a partir do cdlculo dos comprimentos

inicial e final de uma fibra infinitesimal de material. Reescrevendo (2.4):
dx* = (FdX)’ = dX" F" FdX = dX” CdX
da mesma forma podemos definir:
dX* =(FdX) =dx" (FF") dx=dx" B dx

Os tensores

C=F'F=U?

(2.9)

B=FF' =V?
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sdo chamados tensor de deformagcdo de Cauchy-Green a direita e tensor de deformagdo de
Cauchy-Green a esquerda, respectivamente. Embora sejam simétricos, eles mantém a
caracteristica de F, de ndo se anular quando o corpo é submetido a deslocamentos de corpo
rigido (Note-se que na auséncia de deformagdo C=B =1). Utilizando (2.6), reescreve-se (2.9)

em notacao indicial como:

“:ai ox, s+ du, +auj +8uk ou,
YooX,0X, 7 09X, dX, 0JX,dX,
-1 :an an :a_+%+%+aﬂaﬂ
Yoox dx; 7 ox; dx;  Ox; Ox,

onde:

[,=C,=trC
L=3(6C,=¢,c,) =5 (e - (we?) 2.10)
1 :|C|

representam os invariantes de C.
2.2.3. Tensores de Deformacao de Green-Lagrange e Almansi
A fim de prover uma medida de deformacdo que se anule quando existem apenas

movimentos de corpo rigido, define-se o tensor de deformagdo de Green-Lagrange a partir do

alongamento da fibra:

dx* —dX* = dx"dx—dX'dX = dX' (F' F-I)dX
=dX' (2E)dX

onde:

E:%(C—I) Q2.11)

Em termos dos deslocamentos, o tensor E assume a conhecida forma:
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E,.:l aiai_d _ 1} 9y, +3uj+8uk du,
772 ox, ax, )72\ ax, Tox, " ax, ax,

que é, como se pode inferir, uma medida Lagrangina de deformac¢do. O equivalente Euleriano de

E é o tensor de deformagdo de Almansi G , obtido de forma similar:

dx’* —dX* = dx"dx—dX"dX = dx" (I-F " F' ) dx

= dx" (2G)dx
onde
1
G==—(I-B"! 2.12
S(1-B") (2.12)

ou, em notacdo indicial:

G =tls XX, | 1 %Jr%Jraﬂaﬂ
P27 ox ox, ) 2(ox; odx, Odx; Ox,
2.2.4. Stretch (Alongamento)

Ainda uma outra medida de deformacao que serd empregada neste texto é o que se chama

de alongamento (ou simplesmente stretch), correspondendo a razdo entre os comprimentos de

uma fibra de material nas duas configuracoes:

Hﬁu = stretch ou A=E+I
dX

Para casos de deformacgdes homogéneas, o alongamento em cada direcdo pode ser obtido

diretamente dos valores principais de F (Atkin e Fox, 1980):

F, 0 07 T[4 0 0
0 F, 0]={0 4 0
0 0 F,| |0 0 4

€, neste caso:
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(2.13)

2.2.5. Tensor Deformacao Infinitesimal

Foram definidas cinco medidas de deformacdo (F, C, B, E e G), dadas pelas

egs.(2.6), (2.9),, (29),, (2.11), e (2.12). Formalmente, ndo foram impostas quaisquer

limitagdes sobre a magnitude dessas deformagdes. Na solugao de diversos problemas praticos, é
comum a ado¢do da hipétese de deslocamentos infinitesimais. Segundo esta hipétese, a
magnitude dos deslocamentos ¢ muito menor que as dimensdes do corpo, de forma que pode-se
confundir as configuracdes C° e C. Nestes casos, os termos de ordem superior do gradiente do

campo de deslocamentos se tornam desprezaveis:

F'F=1+Vu+(Vu) +(Vu) Vu
—_—

<1

e as seguinte relacdes sdo verificadas:

B=C=I+Vu+(Vu) =1+2¢

2.14
s (2.14)

Quando as eqs.(2.14) sdo verificadas, o tensor € € chamado de tensor deformagdo infinitesimal
ou simplesmente tensor deformagdo de Green. Note-se que € utiliza apenas a parte simétrica de

Vu (Malvern, 1969).
2.3. Medidas de Tensao

Assim como existem diversas formas de se medir deformac¢do, também existem mais de
uma medida de tensdo, ao contrario do que muitos textos elementares pregam. Tensao expressa
uma densidade de forcas por unidade de darea, entretanto, deve-se levar em conta tanto a
orientacdo da forca quando da superficie sobre a qual ela atua. Sua importancia é evidente, pois
permite comparar o nivel de solicitacdo do material com valores de referéncia obtidos em testes
de laboratdrio. Neste texto serdo revisados apenas dois tipos de tensdo: a tensdao de Cauchy e as

tensOes de Piola-Kirchhoff.
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2.3.1. Tensor Tensao de Cauchy

Seja um corpo em equilibrio estatico de secio AA sujeita a um diferencial de forca AF .
Dividindo-se o médulo da forca AF pela area correspondente obtém-se a intensidade de forca
que atua sobre o incremento de drea AA. Realizando-se o limite AA — 0, obtém-se uma

quantidade definida como vetor tragdo t no ponto:

t(x,n)= hm (x,e,)n, +t(x,e,)n, +t(x,e)n, (2.15)

AA—0

Salienta-se que t atua na mesma direcdo que AF . Além disto, é funcdo tanto da posi¢cao
do ponto no corpo como da orientacio da drea AA (dada pelo vetor normal n). E mais

conveniente decompor a forca AF em uma componente normal AF, e suas componentes
tangenciais AF, e AF, ao plano de corte (isto € AF =AF,e, +AF,e, + AF.e,) como ilustrado na

Figura 2.2.

Figura 2. 2 — Seccdo de um corpo em equilibrio estatico.

Definem-se entdo as seguintes componentes de tensao:

ek _ar,
M0 AA dA
o, = Iim —— ”AF ” dF (2.16)
AM—0 AA dA
dF
o =lim——=—2=%

" A0 AA dA
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Generalizando para um contorno qualquer com normal exterior n, escrevem-se as relacdes entre

tragdes e as componentes de tensdo como as chamadas equagdes de Cauchy:

t=on
2.17)

l,=0yn;
A defini¢do (2.17) implica no uso da configuragdo atual para o computo das tensdes. A
tensdo de Cauchy ou tensdo verdadeira é, portanto uma medida Euleriana e possui a vantagem de
ser simétrico, o que lhe garante autovalores reais e autovetores mutuamente orgotonais. E como

as relacOes constitutivas sdo geralmente escritas em termos de tensdes Eulerianas, o uso de ©

como medida de tensdo torna-se a escolha natural. No entanto, em problemas de engenharia é

mais facil trabalhar com a configuracdo de referéncia C° do que com a configuracio atual C, ja

que a ultima ndo € conhecida a priori, em geral.

2.3.2. Tensores de Piola-Kirchhoff

Duas outras medidas de tensdo conhecidas sdo os chamados tensores de Piola-Kirchhoff,
que propdem uma definicdo Lagrangiana para o calculo das tensdes. Seja entdo um diferencial de

forca aplicado em um diferencial de drea durante o processo de deformacgao (Figura 2.3), tal que:

df
n
Figura 2. 3 — Tracdes sobre as configuracdes C’ e C.
Entdo, a trac@o na configuracdo de referéncia pode ser avaliada por:
t’ = dA t (2.18)

dA°
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definindo um tensor tensdo T° sobre C° , as condicdes de contorno em ambas as configuracdes

ficam:

tO — T0n0
t=0n
que substituidas em (2.18) levam a:
Tn’ = d’?) on
dA

Uma relacdo til de mecanica do continuo pode ser aproveitada aqui € a férmula de Nanson:
dAn =|F|dA"(F")'n’

o que resulta

T =|Flo(F )" (2.19)

e T° é o0 1° tensor de Piola-Kirchhoff. Este tensor fornece a forca instantinea df na 4rea atual
dA , mas calculada por unidade de 4rea de referéncia dA®, e expressa em termos da normal n’.

A relacdo entre T° e o fica evidente da eq.(2.19):

c :LTOFT
[F]

Embora sua defini¢io seja simples, T° ndo é simétrico, o que leva a equacdes constitutivas

muito complexas. Uma forma de resolver o problema da falta de simetria é definir uma forca que

seja transformada da mesma forma que na eq.(2.4):
df’ =F~'df
e conseqiientemente o tensor T’ segue a mesma transformacio:

T=F'T’
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Usando a definicao (2.19) resulta:

T=|F|F'oF "))

O tensor T € chamado 2° tensor de Piola-Kirchhoff. Note-se que, em lugar de conjugar df na

area dA, ele fornece uma forca df % em dA°, relacionada com df da mesma forma que dX se
relaciona com dx . Portanto, trata-se de uma medida Lagrangiana. A principal vantagem de T
estd no fato deste tensor ser simétrico sempre que & o for. Por outro lado, é de dificil

interpretacdo fisica e leva a equacdes de equilibrio mais complexas que (2.19). Utilizando-se o

principio da conservagio da massa e a eq.(2.7), obtém-se as relacdes usuais entre o, T e T°:

0 0
T=-2F's o 1°=-£X, 0,
P p

T=T'F" ou T,=X T,

y

T =TF’ ou T =T, X,

y

6=LFTF ou o,=Lx Tx,
7 Tk,

2.4. Relacoes Constitutivas

Na andlise estrutural, relagdes constitutivas compreendem as equacdes que relacionam
tensdo com deformacdo. Desta forma, a obtencdo de uma permite o computo da outra e vice-
versa. Relagdes constitutivas ndo-lineares para plasticidade ndo serao abordadas aqui, sendo dada
énfase em materiais eldsticos, lineares ou ndo-lineares. Por definicdo, um material elastico segue

duas regras (Atkin e Fox, 1980; Ogden, 1984):

¢ O material € perfeitamente reversivel. Isto €, se um corpo é submetido a um ciclo de

deformacao fechado a temperatura constante, o trabalho realizado pelo corpo € nulo.

e O estado de tensdes em um ponto do corpo depende apenas de uma medida

apropriada de deformagao naquele ponto.
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Esta secdo apresenta um resumo de hiperelasticidade aplicada a materiais isotrépicos
incompressiveis, com vistas a sua utilizacio em borrachas. O interesse estd na obtencdo de
relacdes gerais que ndo imponham limites sobre a magnitude das deformacdes. Antes, porém, é

recomendavel relembrar um pouco de elasticidade linear.
2.4.1. Relacao Constitutiva Linear para Material Isotrépico Elastico

Uma vez conhecidas as propriedades moédulo de elasticidade (E) e coeficiente de
Poisson (v) do material, estas sdo suficientes para descrever o comportamento de um material
elastico linear sob um estado de tensdes tridimensional. A generalizacdo da lei unidimensional
para estados triaxiais € feita com base em conceitos termodinamicos e utilizando hipdteses de

simetria do material, e € comumente escrita em notacao indicial como (Lai e Krempl, 1993):

E 14
o, =——| & +——&€,0, 2.20

v 1+v( B ”j (220)
onde 6 ¢ o tensor tensdo de Cauchy e € ¢ o tensor deformacdo infinitesimal da eq.(2.14). A
eq.(2.20) é tradicionalmente chamada de Lei de Hooke. E interessante ainda notar que todo
processo de deformacdo implica na realizagdo de trabalho (W >0). A partir deste postulado,

podem-se estabelecer as restri¢cdes tedricas para que a eq.(2.20) tenha validade. Sdo elas:

E>0 e —1<v<%

O moédulo de compressibilidade € dado por:

E
k= 3(1-2v) (221

2.4.2. Equacao Constitutiva Nao-Linear para Material Isotropico Elastico

Como ja foi discutido no Capitulo 1, uma relacio constitutiva como a eq.(2.20) possui
duas grandes limitagdes: (a) s6 pode ser empregada para modelar fendmenos com pequenas
deformacdes, porque utiliza medidas linearizadas de deformacao (tipicamente o tensor € ); e (b)
mesmo se as deformagdes forem pequenas, essa teoria s pode modelar comportamentos tensao

X deformacdo lineares.
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Boa parte dos polimeros (plasticos e borrachas), incluindo os tecidos bioldgicos ndo se encaixam
nestas limitacoes. Além da existéncia de grandes deformacdes em regime eldstico, esses
materiais manifestam relacdes tensaoxdeformacao complexas. Estabelecidas outras medidas de
tensdo e deformacio, é possivel introduzir formas mais gerais para as relacdes constitutivas'.
Existem trés grandes tipos de lei constitutiva ndo-linear (Lai e Krempl, 1993; Bonnet et al.,

1997):

1) Hipoelasticidade: dedicada a modelar comportamento tensdo X deformacgao escritas
em termos de taxas (6 = f(€) ). Sua principal aplicacdo sdo as teorias aproximadas de

plasticidade.

2) Materiais Hookeanos: ¢ empregada para extender os modelos lineares eldsticos para

situacOes envolvendo deformacdes finitas.

3) Hiperelasticidade: inclui tanto cinemética ndo-linear quanto comportamento tensao
x deformag¢ao nao-linear. Sua principal aplicag@o estd na construcao de modelos para

borrachas, espumas e tecidos biolégicos.

Uma relacdo constitutiva aceitdvel para um material eldstico pressupde que a tensdo em
um ponto pode ser obtida tdo somente a partir das deformacdes no ponto. Isto pode ser feito
através da chamada elasticidade de Cauchy ou através da elasticidade de Green. A primeira
trabalha com medidas FEulerianas enquanto a segunda utiliza medidas Lagrangianas.

Generalizando-se uma equagao constitutiva para elasticidade de Cauchy tem-se:

c=/f(B)

onde f € uma funcdo isotrépica do tensor deformacdo de Cauchy-Green a esquerda. Pode-se

demonstrar que o caso tridimensional mais geral € representado por uma funcio do tipo (Atkin e

Fox, 1980):

6=a,l+aB+a,B’ (2.22)

'Ndo serdo aqui considerados efeitos de temperatura, histerese ou comportamento viscoeldstico.
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onde a; sdo fungdes escalares dos invariantes de B . Uma forma alternativa pode ser obtida

aplicando o teorema de Cayley-Hamilton para B :
B -IB*+I,B-LI=0
Multiplicando por B™ e rearranjando os termos obtém-se:

B’=/B-LI+IB"
Substituindo-se este resultado em (2.22) resulta:
oc=bl+bB+bB"’ (2.23)

A eq.(2.23) é a forma mais geral de relacdo constitutiva para um material isotrépico eldstico sob

grandes deformacdes.
2.4.3. Particularizacao para Material Isotropico Elastico Incompressivel

Boa parte das borrachas pode ser considerada incompressivel. Isto simplifica as equacdes
constitutivas, mas tem a desvantagem das tensdes ndao poderem ser determinadas univocamente a

partir das deformacOes devido ao aparecimento de uma pressdao hidrostatica p indeterminada

(Atkin e Fox, 1980; Bonnet et al., 1997):

6=—pl+bB+bB" (2.24)

Ainda assim, € possivel considerar algum grau de compressibilidade em (2.24) desde que

o médulo de compressibilidade (K) seja compardvel ao dos metais ou sélidos de ligagdo

covalente. Se as fungdes b, podem ser derivadas de uma fungdo potencial W dos invariantes /,

e I, do tensor B (Atkin e Fox, 1980) tal que:

ow ow

b =222
oI,

entdo a relacdo (2.24) se torna:
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W oW
c=-pl+2—B-2—B"' 2.25
AT (22)

A eq.(2.25) é portanto uma relacdo constitutiva para um material sélido hiperelédstico
isotrépico. O problema agora passa a ser o estabelecimento de uma fun¢do W apropriada para

cada material.
2.4.4. Algumas Solucoes Analiticas para Sélidos Incompressiveis
A determinagdo completa da fungdo W na eq.(2.25) implica na realizacdo de ensaios

experimentais caracteristicos. Por serem simples, estes ensaios correspondem a uma classe de

problemas que possuem solucdo analitica porque trata-se de problemas submetidos a

deformagoes homogéneas (F=U=V), dadas por:
x, =AX, indo-soma (2.26)

Entdo o tensor B é facilmente obtido (B =FF" = Vz) :

A4 0 0 A 0 0
F={0 4 0| B=|0 A4 O (2.277)
0 0 A4 0 0 A
e, portanto as eqs (2.10) resultam:
L=X+A+4
1 I 1
12=?+E+E

Devido a condi¢@o de incompressibilidade, o alongamento A, pode ser eliminado das equagdes:

ALA =1 o A= (2.28)

Para que (2.25) satisfaca as equagdes de equilibrio (AG%X +b, =paij, necessariamente

J

p.; =0, 0 que € obtido com:
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p = constante = p, (2.29)

Combinando as egs. (2.25), (2.27), (2.28) e (2.29), o campo de tensdes resulta:

o W 2 0W
wT of, A’ al,
oW 2 oW
ey o W2 W 2.30
On ="l al, A dl, (250)
2 W ,.,0W
= — 4+ _—
0-33 pO 212222 aIl ﬂ'l 2‘2 812

sendo as demais tensdes nulas. Com estas simplificacOes, pode-se explorar agora um nimero de

solucdes analiticas para casos simples de geometria e carregamento.

2.4.4.1. Deformacao Homogénea Pura de uma Lamina Fina Incompressivel

Seja uma lamina retangular inicialmente de dimensdes axb e espessura 2h°, conforme

ilustrado na Figura 2.4. A configuragdo de equilibrio é dada pela eq.(2.31):

NEENEE
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Figura 2. 4 — Extensao em duas dire¢des de uma lamina incompressivel.

x =4X, x,=4X, x,=4X, (2.31)

onde foi usada (2.28):
A =1

Utilizando (2.27):
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Lz 0 0
20 0 4
B=|{0 4 0 B'=| 0 iz 0
0 0 2 &
0 0 iz
i A |
e entao
Mq
12—%+Z+2122

Como as superficies X, =+h" estdo livre de tensdes, o,, =0, € a terceira das eqs.(2.30) fornece:

1
Py 2/“2 aI %ﬂz

e as tensdes ndo nulas ficam:

5 1 ow ., oW
611:2(11 _ﬁqzlfj(all +ﬂ2 312]

, 1 \ow 0w
g G bt

2.4.4.2. Tracdo de uma Lamina Fina Incompressivel

(2.32)

Este caso pode ser obtido particularizando-se as eqs.(2.30) com ©,, =0, =0. O campo

de alongamentos (Figura 2.5) resulta:

A=4 %=%=ﬁ=ﬁ (2.33)

— 2 — i L
0 - T_. bl—— © i b B

1 ——

EEE—.

Figura 2. 5 — Extensdo axial de uma lamina incompressivel.



28

Logo
=4 +%
i (2.34)
12 = 22, +?
o que resulta:
Do = 2la_W — 2/18_W
A dI, al,
e a tensdo axial é dada por:
o=0, =2(/12—1] a—W+la—W (2.35)
Al a1 " Aol

2.4.4.3. Cisalhamento Puro de uma Lamina Fina Incompressivel

Se o campo de deslocamentos (2.31) é particularizado de modo que A, =1 e mantida a

hipétese de incompressibilidade, denomina-se a deformagao resultante como cisalhamento puro.
Uma forma conveniente de produzir experimentalmente este tipo de deformacao € tracionar uma
fita larga de material de forma que sua largura ndo se altere muito (Figura 2.6). Se a largura a da
fita € suficientemente grande comparada com o comprimento b, a nao-uniformidade na

deformacao resultante das arestas livres (efeito de bordo) pode ser desprezada. Fazendo-se:

A, =1 (2.36)
os invariantes ficam:

(2.37)

e as eqs.(2.30) se reduzem a:

(2.38)
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Figura 2. 6 — Cisalhamento puro de uma lamina fina incompressivel.
2.4.4.4. Cisalhamento Simples de um Bloco Hexaédrico Incompressivel

Se um bloco é submetido a um cisalhamento como na Figura 2.7, a configuracdo de equilibrio é

dada pela eq. (2.39).

21 Oi2

Figura 2. 7 - Cisalhamento Simples de um bloco incompressivel.

X=X, +7X, x, =X, X, =X (2.39)
Utilizando (2.27):
1+ 7 0 1 -y 0
B=| » 10 B'=|-y 1+ 0
0 01 0 0 1

logo as eqs.(2.10) resultam:

I =3+7 (2.40)
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Das eqs.(230),

ow _ow ow ow
511:—190"‘2(1"‘?’2)8—11—2@ 0'222—190"‘28—11—2(1"‘?’2)8—12
ow oW
=- 2 T
O3 Dot al, al,
(o =7(8—W+8—W] 0,=0,=0
12 all alz 13 23
Seja
oW  Iw
P=- 2| —+—
ot (811 +alzj

Com a condigdo 0, =0 em X, =+h", obtém-se:

oW awj

P=0 =2| - ——
Po (811 ol,

e as tensdes nao nulas ficam:

ow
AT
1
ow
=2y 241
2 72812 (2.41)
oW oW
T=0,=2y B +BT
1 2

2.4.4.5. Extensao Biaxial de uma Lamina Fina Incompressivel

Se no campo de deslocamentos (2.31) 4 =4, e (4,4, >1), obtém-se a extensdo homogénea de

uma lamina (Figura 2.8). Neste caso:

h=h=2 k=
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(2.42)

HEEREE

ﬁ
ERERRR

Figura 2. 8 — Extensdo Biaxial de uma Lamina Fina Incompressivel.

Fazendo-se o,; =0, como antes, € as tensdes ndo nulas ficam:

1
O =0, =0, =2(/12 —?j(a—ll‘f‘

2.4.4.6. Resumo

oW
A —
)

(2.43)

Finalmente, resume-se as expressdes mais relevantes para cada modo de deformacdo na

Tabela 2.1. Os indices T, C, P, S e B indicam, respectivamente, ensaio de tracdo uniaxial,

compressao uniaxial, cisalhamento puro, cisalhamento simples e tragdo biaxial, respectivamente.

Equaciio A A A Tensao na direcao de A
= s e
(2.38), /1,%’1 or :2(’12 _%j[%_le%%j
(2.41), %(7+W)Jﬁs sz”(%‘j%%}
(243) AAs % =2V‘ v j[%TW”“aaTWj

Tabela 2. 1 — Resumo das solucdes analiticas para modos de deformacdo homogéneos.
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3. MODELOS HIPERELASTICOS

Conforme mencionado no capitulo 1, o principal ponto na modelagem de um material
hiperelastico estd na sele¢do apropriada da relacio constitutiva. Este capitulo apresenta de forma
detalhada algumas relagdes disponiveis na literatura que tém sido utilizadas nas mais variadas
aplicacdes dentro da engenharia e da biomecanica. De forma geral podemos agrupar estas

teorias constitutivas em duas categorias, conforme ilustrado na Figura 3.1.

= Mooney-Rivlin (1951)

= Gent-Thomas (1958)

= Hart-Smith Aprimorado (1966)
= Hart-Smith (1966)

= Fung (1967)

= Veronda-Westmanns (1970)

= Ogden (1972)

= Peng-Landel (1972)

= Knowles (1977)

= Kilian (1981)

= Van der Waals (1981)
= Humphrey-Yin (1981)
Modelos = Takamizawa-Hayashi (1987)
Fenomenologicos * Yeoh (1990)

= Yeoh-Modificado (1993)
= Yamashita-Kawabata (1993)
= Davis-De-Thomas (1994)
= Gregory (1997)
= Yeoh-Fleming (1997)
= Martins (1998)
= Amin (2002)
Modelos = Hartmann-Neff (2003)
Hiperelasticos = Bechir (2005)

= Polinomial (-)

=Blatz-Ko (1962)

= Hyperfoam (1972)
7~ = Neo-Hookeano (1943)

=Edwards- Vilgis (1987)
= Arruda-Boyce (1993)

Modelos
Micromecénicos < * Gent (1996)
=Gent-03 Parametros (1999)
\ = Pucci-Saccomandi (2002)

\_ " Horgan-Saccomandi (2004)

Figura 3. 1 - Classificacdo bdsica de alguns modelos hipereldsticos classicos.
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Os modelos podem ser expressos como uma fun¢do polinomial dos invariantes de

deformacdo, W =W(I,1,,1;), ou diretamente em termo dos alongamentos principais,
W=W(A,4,,4,). A vantagem de se expressar em fungdo dos invariantes € que se dissocia as

equacgdes de um sistema de coordenadas particular.

Ao contrdrio da nao linearidade do material, as equacdes da hiperelasticidade ndo sdo
escritas em termo de taxas, sendo que a relacdo constitutiva geralmente pondera tensdo
verdadeira com deformagdo verdadeira através de uma funcdo de densidade de energia de
deformacdo, W. Deve ser enfatizado que as propriedades mecanicas das borrachas
compreendem fendmenos eldsticos e de histerese (ndo reversiveis), sendo que os extremos nao
serdo considerados neste trabalho.

As expressdes apresentadas neste trabalho mapeiam o comportamento instantineo da
borracha sendo independente do caminho de deformacao. Assim as fun¢des estdo confinadas na
parte eldstica (efeitos puramente reversiveis). Ha um razodvel nimero de modelos hipereldsticos
disponiveis na literatura (Treloar, 1975; Ogden, 1984; Miller, 1995), entretanto, todos podem ser

agrupados em duas categorias principais (Marczak, et al., 2006):

e MODELOS FENOMENOLOGICOS: sio baseados na observacdo do
comportamento do material durante testes experimentais. Portanto, os modelos desta categoria
ponderam o papel das diversas varidveis de acordo com a sua importancia durante o processo de
deformacdo. Varidveis como deformacdes hidrostaticas ou distorcionais, incompressibilidade e
forma das curvas obtidas em experimentos t€ém sua importancia majorada ou reduzida de acordo
com cada modelo. Em virtude disto € que os modelos apresentam uma faixa de aplicagcdo bem
definida. Vale salientar que modelos fenomenoldgicos assumem que a borracha é um material
isotropico na sua forma fundamental, ou seja, uma longa cadeia de moléculas de elastomeros

randomicamente orientadas.

e MODELOS MICROMECANICOS: sio modelos estatisticos desenvolvidos a partir
de informacdes sobre as ligacdes quimicas do material. Comprimento de cadeias moleculares,
numero e/ou tipo de ligacdes quimicas e varidveis termodindmicas sdo dados tipicamente
empregados na construg¢do destes modelos. A palavra micromecanica empregada aqui, nao deve

ser confundida com o contexto de s6lidos multifasicos.

Além desta classificacdo, os modelos podem ser agrupados de acordo com a medida de

deformacao empregada, grau de compressibilidade permitido ou densidade aparente do material.
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A seguir serdo abordados alguns modelos hipereldsticos cldssicos que possuem
documentacgdo disponivel e ja foram suficientemente testados e aplicados em situagdes praticas,
nas ultimas décadas. Qualquer que seja o modelo, sempre que € adotada a hipétese da
incompressibilidade ou quase-incompressibilidade o mdédulo de compressibilidade (K) do

material passa a ter um papel importante nas equacoes:

W= f(I.L) +g(K.L,...) 3.1)
—_— S
parte incompressivel ~ parte compressivel

Neste capitulo, as expressdes para a energia de deformacdo destes modelos em sua
maioria estdo escritas em sua forma mais geral, o que possibilita sua aplicagcdo tanto para casos
incompressiveis quanto compressiveis. Nos capitulos seguintes estas expressdes serao
particularizadas para o caso incompressivel.

3.1. Modelo de Mooney-Rivlin

O modelo de Mooney-Rivlin (ou Polinomial Reduzido), talvez seja o mais celebrado de
todos os modelos hiperelésticos cldssicos. Existem muitas versdes deste modelo, sendo a inicial
publicada por Mooney (1940). Versdes mais gerais da equagdo bdsica, baseadas no 1° e 2°

invariantes de deformacdo foram propostas por Rivlin e Saunders (1951):

e 2 termos (equivale ao modelo polinomial com N=1):
1
W=C,(,-3)+C,,(I,-3) +5(J -1)° (3.2)
¢ 3 termos (equivale ao modelo polinomial com N =2e C,,=C;, =0):

W =C,(I,-3)+C,,(I,-3)+C,,(I,-3)I, -3) +%(J ~1)° (3.3)

e 5 termos (equivale ao modelo polinomial com N =2):

W= 22: C,(I,=3)'(1,=3)’ +%(J -1)’ (3.4)

i+j=1



35

¢ 9 termos (equivale ao modelo polinomial com N =3):

W= 23: C,(1,-3)'(I,~3) +%(J -1’ (3.5)

i+j=1

onde

2
D:E H=2C,+C,)

3.2. Modelo Neo-Hookeano

Proposto por Treloar (1943) é um caso particular do modelo de Mooney-Rivlin de dois

termos, fazendo-se C,, =0 e C,, = /2. Na realidade este modelo surgiu antes do trabalho de

Rivlin e Sauders (1951), razdo pela qual o modelo de Mooney-Rivlin € as vezes referenciado
como modelo Neo-Hookeano generalizado. A func@o energia de deformacdo (3.2) fica entao

baseada apenas no 1° invariante de deformacdes:

1
W:§(11—3)+5(J—1)2 (3.6)

onde

3.3. Modelo de Gent-Thomas

O modelo de Gent-Thomas (1958) (Gent e Thomas, 1958), precursor do modelo de Hart-
Smith-Aprimorado, possui a vantagem de empregar apenas duas constantes constitutivas.
Baseado nos 1° e 2° invariantes de deformacao apresenta a seguinte expressao para a energia de

deformacao:

W =C,(I,-3)+3C, ln(12)+%/1{(ln I+ -1’} (3.7)

Cl CZ

onde sdo as constantes do material, Jé o determinante do tensor gradiente de

deformacdes F e A aqui € empregado como um coeficiente de penalidade.



36

3.4. Modelo de Hart-Smith Aprimorado

Proposto em 1966 por Hart e Smith (Smith et al., 1966), consiste em uma modificacdo do
modelo de Gent e Thomas pela substitui¢do do termo C,(/, —3) por uma expressdo exponencial

funcdo de poténcias do 1° invariante de deformacdo. Baseado nos 1° e 2° invariantes de

deformacio, apresenta a seguinte expressdo para a energia de deformacao (Rozenwald, 1993):

C3(1,-3)"
Ce

n

W= +3C, ln(12)+%/1(ln(l)2 +(J-1)%) (3.8)

onde Aé o coeficiente de penalidade da compressibilidade e C,, C,, C,e n representam as

constantes constitutivas do material.
3.5. Modelo de Hart-Smith

O modelo de Hart-Smith (Rozenwald, 1993) é obtido por simplificagdo do Hart-Smith

Aprimorado assumindo-se um valor fixo para uma das constantes do material n =2 na eq. (3.8).

C;(1,-3)*
Ce

W= +3C,In(1,) +%ﬂ(ln(])2 +(J-1)7%) (3.9)

onde as constantes permanecem com o mesmo significado que na eq. (3.8).
3.6. Modelo de Fung

O modelo foi proposto por Fung (1967) para descrever o comportamento de materiais
bioldgicos. Baseado apenas no 1° invariante de deformacdes, emprega a seguinte relacdo

constitutiva:

H o pia-3)
W= R | 3.10
b (e ) (3.10)

onde u representa o médulo de cisalhamento inicial € » uma constante do material. Tomando-se

o limite b — 0, a expressao (3.10) recai no modelo Neo-Hookeano.
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3.7. Modelo de Veronda-Westmanns

Proposto em 1970, Veronda e Westmann (Veronda e Westmann, 1970) apresentaram um
modelo biolégico hipereléstico baseado no estudo da pele de gatos submetida a ensaios de tragao
uniaxial. Na sua forma mais geral a energia de deformacdo depende dos trés invariantes de

deformacao (Martins et al., 2006).
W= [ e -1]-C,[1,-3]+g(l,) (3.11)

onde C,, C, e & sdo as constantes constitutivas do material. Assumindo-se C, = %b’ C,=0e¢

g(1,) =0 recai-se no modelo de Fung.

3.8. Modelo de Ogden

O modelo hipereldstico de Ogden (1972) é possivelmente o modelo mais conhecido
depois do Mooney-Rivlin (Ogden, 1984). Este modelo é baseado diretamente nas deformacoes

principais, ao invés dos invariantes de deformacao:

L T R e (.12)
i=1 M k=1

K

onde

p-2
K

e a seguinte restri¢do tedrica deve ser respeitada:

Este modelo € bastante geral, e permite a obten¢do de outros por simplificagdo. Por

exemplo, o modelo Neo-Hookeano € obtido com N =1, g4, =u e a, =2, enquanto o modelo de

Mooney-Rivlin de 2 termos € obtido com N =2, u, =2C,,, i, =-2C, e o, =—a, =2.
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Os coeficientes ¢, € 4, ndo precisam ser inteiros ou positivos, mas valores muito particulares

podem gerar instabilidades numéricas (Marczak, et al., 2006).
3.9. Modelo de Peng-Landel

Proposto por Peng e Landel (1972), este modelo hiperelastico é semelhante ao de Ogden,

por assumir a energia de deformagdo como uma fun¢do separdavel dos alongamentos principais.

3 1 1 1
w=>C-1-In(1)-—In(1)* +—In(1)} ———In(1)* 3.13
D> G4 n(4) = In(4)* +In(4) = In(4)") (3.13)

i=1

onde (A,i=1.3) sdo os alongamentos principais € C, é a Unica constante constitutiva do

material. Se o material for compressivel, o mddulo inicial de compressibilidade deve ser

incorporado na expressao (3.13).
3.10. Modelo de Knowles

Proposto por Knowles (1977), foi o precursor dos modelos power-law. Baseado em
poténcias do 1° invariante de deformacdes, apresenta a seguinte expressdo para a energia de

deformacao:

_u b -3),
W=l (=)

-1 (3.14)
onde f,b,n sdo as constantes do material. Fisicamente, # representa o médulo de cisalhamento.

Tomando-se o limite de n — o da expressao (3.14), recai-se no modelo de Fung. Adotando-se

n=1, obtém-se o modelo Neo-Hookeano.
3.11. Modelo de Kilian

Kilian (1981) prop6s uma correlagdo entre as equacdes constitutivas da hiperelasticidade,
com a equacgdo de estado para gases de Van der Waals. Baseado apenas no 1° invariante de
deformacdes, foi o primeiro modelo a empregar uma base logaritmica para a energia de

deformacao:
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I,-3 1-3
W=- — |4 ! 1
ﬂj{ln(l \/JL )+\/ 7 } (3.15)

onde x4 e J, sdo as constantes constitutivas do material.

3.12. Modelo de Van der Waals
Este modelo consiste em uma atualizacdo do modelo base proposto por Kilian (1981).

Expresso em termos do 1° e 2° invariantes de deformacdes, apresenta a seguinte expressao para a

energia de deformacao:

) 2 1 3
14 =ﬂ[—<ﬂm =3(n(-m)+m=al, —%ﬂ (3.16)

onde:

I -3
n=,/1%_3 1,=0- B, +BI,

e i, A, ae [ sao pardmetros do material, sendo que S controla as mudancgas de curvatura na
curva tXxe para os diferentes modos de deformagdo. Tomando-se =0, a expressao (3.16) fica

funcdo apenas do 1° invariante de deformacao.
3.13. Modelo de Humphrey-Yin

Proposto por Humphrey e Yin em 1987 (Humphrey e Yin, 1987), € um modelo
biomecanico dedicado ao estudo do miocéardio passivo. Na sua forma mais geral, a funcdo

energia de deformacdo € expressa como:

W =c(e? -1) (3.17)

onde Q¢ fun¢ao das componentes do tensor de Cauchy-Green a direita. Quando particularizado

para um meio isotropico, a expressdo (3.17) fica baseada apenas no 1° invariante de deformacao:

W =C, (> -1 (3.18)
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onde C, e C, sdo as constantes do material. A expressdo particularizada (3.18) corresponde a

primeira parcela do modelo de Veronda-Westmanns descrito na se¢ao (3.7).

3.14. Modelo de Edwards-Vilgis

Edwards e Vilgis (1987) propuseram um modelo micro mecanico dependente apenas do

1° invariante de deformacdo. A relacdo constitutiva € dada por:

W zg (JL+2)(JL—3)(11—3)_,_111(1_11__3)} (3.19)

J,(J,—1,+3) J,

onde 1€ o médulo de cisalhamento e J, estd associado ao valor limite do 1° invariante de
deformagdo através da inequagdo I, <J, +3. Tomando-se o limite J, — oo da equagdo (3.19),

resulta o modelo Neo-Hookeano.
3.15. Modelo de Takamizawa-Hayashi

Proposto por Takamizawa e Hayashi (1987), é outro modelo biomecanico, porém,
aplicado ao estudo de artérias humanas. O modelo apresentado consiste em uma forma

anisotropica para funcdo densidade de energia de deformacao.

W =—cln(1-Q) (3.20)

com

0= %CIE(;@ +%c2E§Z +,EgoE,, (3.21)

onde cé um pardmetro do material com dimensdo de tensdo, ¢, ¢, € ¢, sdo constantes
adimensionais, Eg, e E,, sdo componentes do tensor de Green-Lagrange na direcdo
circunferencial e axial respectivamente. A versdo isotrépica das egs.(3.20) e eq.(3.21) sao

obtidas fazendo-se ¢, =¢, =c; = %2 :
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I-2Y
W—cln!l—( n H (3.22)

E interessante notar que este modelo é um precursor do modelo de Gent (1996) (ver se¢io

3.21), embora J, ndo tenha sido identificado como limite de extensibilidade em Takamizawa e

Hayashi (1987). Entretanto, na conclusdo do artigo € mencionado (inadvertidamente) o fato que
os materiais descritos a partir das eqs.3.20 e 3.21 tornavam-se muito rigidos a medida que a

energia de deformacdo aumentava.
3.16. Modelo de Yeoh

O modelo de Yeoh proposto em 1990 (Yeoh, 1990) € similar ao modelo polinomial

(secao 3.31), mas sendo baseado apenas no 1° invariante de deformacao:

N N
w :;Cf0(11_3) +;F(J—l)2" (3.23)

k

onde

2
D:E, ,U:2C10

O modelo apresenta bom desempenho para borrachas naturais, sendo que a versao de trés termos

(N=3) é a de emprego mais comum, e geralmente se ajusta bem 2 faixas de grandes

deformacdes.
3.17. Modelo de Yeoh-Modificado

Proposto por Yeoh (1993), este modelo consiste em uma modificacdo do modelo de Yeoh
(N =3) através da adicdo de um termo exponencial com o objetivo de melhorar a precisdo dos

ajustes em baixas deformacdes:

N
W=C,(I,-3)+C,(I,-3)" +C,,(I,-3)° +%(1 —e Py 4 ZL(J - (3.24)

k=1 k

onde C

10 °

C

> Cy» @, B sd0 as constantes do material, sendo D = %( e u=2C,.
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3.18. Modelo de Arruda-Boyce

O modelo micromecanico de Arruda-Boyce foi proposto em 1993, e € um caso particular
de Yeoh com N =5 e constantes pré-definidas, baseado apenas no 1° invariante de deformacoes
(Arruda e Boyce, 1993; Boyce e Arruda, 2000; Bergstrom et al., 2001). Também é conhecido

como eight-chain model, e emprega a seguinte relacio constitutiva:

N 2 _
W:qu Ciz(lf—3i)+%{,2 1—ln./} (3.25)

2i—
i=1 ﬂ’Ll

A versdao mais conhecida utiliza N =5. As constantes C, do modelo de Arruda-Boyce sdo

obtidas a partir da expansao em séries de uma fun¢do de Langevin inversa.

col ol 19 519

1
1 1 -7 27 3.26
2 20 7 1050 Y 7050 ° 673750 (3-26)

onde

E interessante perceber que o médulo de cisalhamento inicial #é obtido por meio de uma

equagao quimica:
u=nx,T (3.27)

onde 77 € uma fun¢do da densidade de cadeias elastoméricas, k, € a constante de Boltzmann e
T a temperatura. A constante 4, é um dado estatistico proveniente da andlise micromecanica.
Fisicamente A, representa o alongamento maximo que uma molécula permite (limiting network

strech). Se A, — oo, 0 modelo de Arruda-Boyce recai no modelo Neo-Hookeano.

3.19. Modelo de Yamashita-Kawabata

Apresentado por Yamashita e Kawabata (1993), este modelo é similar ao modelo de
Yeoh (1990). Também baseado apenas no 1° invariante de deformagdo, a expressdo para a

energia de deformacao proposta é:
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)N+l

C
W=Co (1 =3+~ (1,-3 (3.28)

onde C,,, C,, N sdo pardmetros do material com N =1.Para N=1¢ C, = C% recai-se no

modelo de Yeoh de dois termos.
3.20. Modelo de Davis-De-Thomas

Davis, De e Thomas (1994) propuseram uma funcdo para a energia de deformacao

dependente apenas do 1° invariante de deformagao na forma:

A

W=—"
201-")

(1, -3+C)" 72 4 k(1 -3) (3.29)

onde A, n, C, k sdo as constantes do material. O primeiro termo € capaz de capturar o
amolecimento com o aumento da deformacdo observado em baixas deformagdes. O segundo
termo € responsdvel pelo enrijecimento em altas deformacdes. A constante C ¢é incorporada ao

modelo para assegurar um valor finito para o mdédulo de cisalhamento em situacdes de

deformagdo nula. Substituindo-se n=m =0, % =C,e C, = Iy , obtém-se o modelo de Yeoh

de dois termos.
3.21. Modelo de Gent

Proposto em 1996, € outro modelo micromecanico, muito similar ao de Arruda-Boyce e,

portanto, também dependente apenas de I,. A relagdo constitutiva € dada por (Gent, 1996):

D

L

I-3| 1]J°-1
T ) EE

onde # € o modulo de cisalhamento inicial e I, € o valor limite (mdximo possivel) de 1,

andlogo a A, do modelo de Arruda-Boyce. Tipicamente, /, vale aproximadamente 100.
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Se o primeiro termo logaritmo é expandido, a eq.(3.30) se torna muito similar ao modelo

de Yeoh, mas com coeficientes dependentes de I, . Para pequenas deformacdes, o modelo de

Gent se reduz ao modelo Neo-Hookeano. Ainda,

e a relacdo (3.27) permanece valida para este modelo.

3.22. Modelo de Gregory

Gregory et al., (1997) propuseram uma forma modificada da fun¢do de Davis et al.,
(1994) adicionando um segundo termo de poténcia a funcdo original, buscando melhorar a
flexibilidade dos ajustes em deformacdes moderadas. E baseado apenas no 1° invariante de

deformacao:

w

A1 3eey B 3peny (3.31)

T 2-n) 2+m)
onde A, B, m, n sdo constantes do material. Semelhante a funcdo de Davis et al., (1994) é

possivel incorporar ao modelo uma constante C caso um valor finito para o mddulo de

cisalhamento seja necessario para deformagdes nulas (por exemplo, em aplicagdes empregando

elementos finitos). Substituindo-se n=m=0, C=0, C,, = % e C,= Iy , resulta no modelo

de Yeoh de dois termos.
3.23. Modelo de Yeoh-Fleming

Yeoh e Fleming (1997) através da combinag¢do dos modelos apresentados por Yeoh
(1990) e Gent (1996), propuseram um novo modelo hiperelastico para a solu¢do de problemas
envolvendo grandes deformacdes. Baseado apenas no 1° invariante de deformacdo, o modelo
emprega a seguinte relacao constitutiva:

A

1,-3
_ 2 1_,BU-3) | _ _ |
W_BD,e ]-Co1,=3)In[1 13

] (3.32)

onde A e Bsdo as constantes do material e/, € o maximo valor tedrico para /,. O termo

exponencial foi incorporado ao modelo a fim de melhorar os ajustes em baixas deformacdes.
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3.24. Modelo de Martins

Martins et al., (1998) propuseram este modelo para o estudo de miusculos do corpo
humano. Baseado no modelo hipereldstico de Humphrey-Yin (Humphrey et al., 1987), este

modelo apresenta uma dependéncia explicita do alongamento das fibras:

W = WMaterial + WFihraS (333)
onde:
WMaterial = C‘1 (ec2 = _1)
WFihraS = C3 (eCL‘(Af_l)z _]‘)
Logo,
W =C, (" —1)+C, ™™ —1) (3.34)

onde W,, ..., representa a energia de deformacio armazenada no material, W,

ibras

¢ a energia de
deformagao armazenada nas fibras, 4, € o alongamento observado na direcéo das fibras. C,, C,,

C,, C, sdo as constantes do material, sendo que C, e C, tém unidades de pressao.

3.25. Modelo de Gent de 03 Parametros

Uma evolucdo do modelo de Gent (1996, 1999) é o modelo de Gent de trés parametros

(Gent, 1999). Emprega uma fungio para a energia de deformagio do tipo W(I,,1,,1"), sendo

que I representa o limite para /,.

L

_u| _ -3 _ _ 1 12—1_
W—z{ ad, 3)ln(l ; 3j+(1 )1, 3)}1{ 5 an} (3.35)

M representa o modulo de cisalhamento infinitesimal, « € uma constante adimensional

(O<a<1), I, representa o valor limite para I,. Tomando-se o limite /, - em (3.35) e

fazendo-se C,, = % , C,; =(1— ) recai-se no modelo de Mooney-Rivlin de dois termos.
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Para o caso em que a =1, primeira proposta feita por Gent (1996) e tomando-se o limite

I, — o em (3.35) recai-se no modelo Neo-Hookeano.
E curioso notar que para elastdmeros, I, varia tipicamente entre 30 e 100, entretanto para
tecidos bioldgicos I, assume valores muito menores e caracteristicos. Por exemplo, para o

tecido da parede de artérias humanas os valores sao da ordem de 0.4 — 2.3 (Landon et al., 2007).
3.26. Modelo de Pucci-Saccomandi

O modelo de Pucci e Saccomandi (2002) é uma modificagdo do modelo de Gent, com a

adicao de um termo logaritmico func¢do do segundo invariante de deformacao.

1 (I,-3)

W=, Inl- !

)+C, 1n(%12)+5{1 _1—an} (3.36)

2

L

onde J, € uma constante positiva do material que estabelece o valor limite para o 1° invariante
de deformacdo ([, <J, +3), estando associada ao alongamento méaximo que uma molécula

permite dentro de uma cadeia polimérica.

C, € uma constante do material associada a contribui¢do do 2° invariante de deformagao,
enquanto D é o médulo de compressibilidade do material (D =2/K). Note-se que agora
1+2C,/3 corresponde ao médulo de cisalhamento inicial, o que originalmente no modelo de

Gent (C, =0) era expresso apenas por i .

3.27. Modelo de Amin

A fim de modelar os efeitos de amolecimentos manifestados em pequenas deformacdes

Amin et al., (2002) propuseram a adi¢do de dois coeficientes (C, ¢ M =0.25) na expressdo para

a energia de deformagdo proposta inicialmente por Yamashita e Kawabata (1993):

G

C
W:C1o(l1_3)+N+1 -

+1

(1,-3)"" + (1,-3)"" (3.37)

onde C,, C;, C, Ne M sdo parimetros do material com N2=1 e 0<M <1. Para N =1,

C,, = C% e C, =0 obtém-se o modelo de Yeoh de dois termos.
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3.28. Modelo de Hartmann-Neff

Hartmann e Neff (2003) propuseram uma funcdo policonvexa’. para a energia de
deformacdo a partir da investigacdo de varios modelos hipereldsticos existentes na literatura.
Expresso em termos do 1° e 2° invariantes de deformacgdes, apresenta a seguinte relacio

constitutiva:
N ) M y )
W =a(l} =3)+Y.Co(,=3) +>.C,, (15> =33) (3.38)
i=1 j=1

onde &, C,, C,; representam as constantes do material. Sdo particularizagdes possiveis para

(3.38):

3termos (N =M =1):

W =a(I} =3*)+C, (I, =3)+C,,(I* =3/3) (3.39)

Stermos (N =M =2):

W =a(I’ =3°)+C, (I, -3)+ Cyy (I, =3)* + C, (1) =33)+ C,, (I* =33)*  (3.40)

7 termos (N =M =3):

3 3
W:a(lf—33)+20i0(11—3)f+200].(1234—3J§)f (3.41)
i=1 Jj=1
3.29. Modelo de Horgan-Saccomandi
Horgan e Saccomandi (2004) propuseram um modelo hipereldstico semelhante ao

modelo de Gent (1996) capaz de prever o comportamento de materiais hipereldsticos em grandes

deformacdes.

*Denominam-se fungdes policonvexas (Hartmann er al. 2003), as expressdes para a energia de deformacio
cuja parcela volumétrica W (13) respeita as seguintes restricoes: W (1) =0, W (1) =0 e W (13) >0

(condicdo de convexidade).
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P—J L+ T, 1, -1
W=— ‘Z‘J In { (LJ 1_1)3L 2 } (3.42)
L

Uma expressao equivalente, mas escrita em termos dos alongamentos principais €:

A 4,
. J ) (1 / N~ / N~ / ) .
(1—( /, )’

as seguintes restri¢des tedricas devem ser respeitadas:

J, >1

max(A’, A4, A7) < J, (3.44)

As duas constantes de material do modelo de Horgan e Saccomandi sio o médulo de
cisalhamento 4 e o pardmetro J, que estd relacionado ao mdximo alongamento de uma
molécula na cadeia polimérica. A principal diferenca deste modelo em relagdo ao modelo de
Gent estd na consideracdo, na expressdo da energia de deformacdo, do segundo invariante de
deformacdo. Isto reveste o modelo de Horgan e Saccomandi de uma maior sensibilidade e
precisdo na predicao do comportamento do material para outros modos de deformacao.

E interessante notar que a restricdo /, <J, +3 do modelo de Gent envolve o primeiro invariante
de deformagdo enquanto a restricio do modelo de Horgan e Saccomandi, eq.(3.44) envolve
apenas os alongamentos principais (que possuem significado fisico de facil compreensio).

Novamente, tomando-se o limite J, — oo nas equagdes (3.42 e 3.43) se obtém o modelo Neo-

Hookeano.
3.30. Modelo de Bechir

O modelo hiperelastico de Bechir et al., (2005) foi apresentado como uma proposta de
generalizacdo da expressdo para a energia de deformacgao apresentada na eq.3.45. Possui a forma

polinomial, consistindo no somatdrio do modelo Neo-Hookeano com uma fun¢do ndo linear

dependente dos invariantes de deformacao (I(n)(C)) obtidos utilizando medidas de

deformacaode Seth-Hill (Seth, 1964).
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W=W,, +y,-3)

W=C, (11_3)+7(I1_3) G.49)

onde W,,, € a funcdo energia de deformacdo do modelo Neo-Hookeano e y(I, —3) representa

uma fungdo energia de deformacdo que depende do estado de deformacdes estudado. A
expressdo final para W ¢ expressa diretamente em funcdo dos alongamentos principais,

resultando em uma expressao semelhante a do modelo de Ogden (1972):

r

W= >Cr (A" +A"+4"-3) (3.46)

sendo que C, sdo as constantes do material e 4, 4,, A, sdo os alongamento principais. As

versdes mais conhecidas sdo a de quatro termos (n=r=2) e seis termos (n=3, r=2).
3.31. Modelo Polinomial

E um modelo fenomeldgico baseado no 1° e 2° invariantes de deformacdes, que tenta

ajustar um polindmio de grau desejado ao diagrama o X € do material:

_\V i ‘ v 1 2k
W= z;ﬂ':l Czj (1, =3 =3+ Zk‘IFk(J -D (3.47)

onde
2
D, :?’ u=2(C,+Cy)

Vale salientar que o modelo polinomial ¢ um dos mais recentes modelos baseados em

poténcias de I, e I,. Embora vérios dos modelos aqui apresentados possam ser obtidos a partir

deste por particularizacdo, o modelo polinomial surgiu de um processo inverso, isto €, apds
verificar-se que muitos modelos propostos na literatura eram baseados em polindmios
incompletos. Este feito torna o modelo polinomial interessante do ponto de vista computacional,
pois permite aos fabricantes de programas de elementos finitos implementar uma tnica rotina,
que pode ser configurada para gerar varios outros modelos por particulariza¢do. Efetivamente,
tem-se observado isso em versdes recentes de programas comerciais populares (Abaqus, Ansys,

Nastran).
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3.32. Modelo Hyperfoam

O Hyperfoam também € conhecido como modelo de espuma de borracha de Ogden

(Ogden, 1984), e tem uma forma muito similar aquele modelo para materiais incompressiveis:

=

|‘$:

w=2

i=1

{J?(ﬂf’wﬂfwﬂg -3) +Z ﬁ (J%F 1 (3.48)

K

sujeita as restri¢des:

N
1
K :zﬂiai(g-i_ﬁ[)
i=1

1 N
_Egﬂiai

Por ser mais adaptado a materiais compressiveis, este modelo ndo serd utilizado nos
capitulos seguintes, sendo incluido aqui por sua importancia no contexto dos modelos

hiperelasticos disponiveis na literatura.
3.33. Modelo de Blatz-Ko

Este modelo foi desenvolvido especificamente para espumas de borracha de poliuretano

(Blatz, 1962). Sua funcdo energia de deformacao é:

w=Edaia [T -5 (3.49)
2 I3
que corresponde a um caso particular de Hyperfoam com N =1, ¢, =-u, 2 e f= / ,
que leva a seguinte forma para W :
%(ﬂ{z + 47+ 27 =3) - u(T =) (3.50)

Sendo mais aplicdvel a um tipo especifico de espuma, este modelo também ndo serd
utilizado nos capitulos seguintes. Em aplicagdes préticas, tem sido preterido em relacdo ao
modelo Hyperfoam, que € mais geral. Historicamente, no entanto, este foi um dos primeiros

modelos de espuma a ser amplamente empregado (Marczak, et al., 2006).
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4. AJUSTE DE CONSTANTES CONSTITUTIVAS

Os principais dados provenientes dos ensaios experimentais de elastdmeros sdo as curvas
forca x deslocamento obtidas para cada ensaio especifico. Estes dados nao apenas sdo os mais
simples de se monitorar durante os ensaios, como também fornecem um excelente ponto de
partida para obtencd@o de diversas varidveis fisicas. Dados como tensdo de ruptura, dureza, entre
outros, assim como as propriedades do material (mdédulo de elasticidade E, mdédulo de
cisalhamento G, mddulo de compressibilidade K e o coeficiente de Poisson v») representam
alguns exemplos praticos. No presente contexto, deseja-se converter estas curvas em dados que
permitam calibrar os modelos constitutivos descritos no Capitulo 3 e posteriormente verificar a
validade dos mesmos. Neste capitulo, este procedimento serd detalhado passo a passo para cada
tipo de ensaio, considerando-se que o material seja incompressivel. Portanto, apenas o primeiro

termo a direita da eq.(3.1) serd considerado aqui em diante.
4.1. Verificando a Hipétese se Incompressibilidade

O primeiro passo para caracterizagdo de um material hipereldstico € verificar qual o seu
nivel de compressibilidade. As equagdes constitutivas para materiais incompressiveis sdo bem
mais simples que aquelas para materiais que apresentam compressibilidade significativa. Por
outro lado, ndo se requer absoluta incompressibilidade do material. Os modelos descritos no
Capitulo 3 serdo aqui particularizados sob a hipdtese da incompressibilidade, mas felizmente
todos eles permitem que essa hipdtese seja relaxada dentro de certos limites.

O maior objetivo do ensaio de compressdo volumétrica (Marczak, et al., 2006) é

justamente verificar qual o valor de K para o material. Um material incompressivel sob

pequenas deformagdes € caracterizado por v = 12. Portanto, da eq.(2.21), este material deve ter

um moédulo de compressibilidade tedrico infinito, o que equivale a curva oX¢& vertical. Na
prética, sempre hd algum grau de compressibilidade. A titulo de ilustra¢do, se um material possui
v =0,498 e um moddulo de elasticidade inicial E=3,9 MPa, a eq.(2.21) fornece K =325
MPa, que representa um valor quase cem vezes superior ao modulo de elasticidade. Como
recomendacdo pratica, pode-se considerar o material incompressivel quando a condicdo
K >10*G for obedecida (Ogden, 1984; Gent, 2001). Embora a maior parte das borrachas
comercialmente disponiveis possa ser considerada incompressivel como material sélido, deve-se

ter em mente que isto também depende da forma como o produto € manufaturado.
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Por exemplo, um composto de borracha sélida incompressivel perde esta condicdo se for

empregada na forma de espuma.

4.2. Obtendo a Curva Tensao x Deformacao

Todas as solugdes analiticas descritas na secao (2.4.4) partem de uma relagdo constitutiva
do tipo dado pela eq.(2.25) - onde a incompressibilidade € assumida, e posteriormente dao
origem as eqs.(2.30), validas para deformacoes homogéneas (que € o caso dos ensaios
experimentais de tracdo e compressao uniaxial, cisalhamento simples, cisalhamento puro e tracdo
biaxial, comumente empregados para a caracterizacdo de elastdmeros). Conseqilientemente é
necessario ajustar os modelos hipereldsticos desejados aos dados experimentais obtidos
empregando-se a mesma medida de tensdo e deformacdo da eq.(2.25).

Esta € a primeira dificuldade a ser superada na preparacdo dos dados para calibrar os
modelos. A curva FXu obtida nos ensaios permite sua transformacdo direta para tensdes e
deformacgdes de engenharia, porque neste caso basta dividir a for¢ca por uma drea (geralmente
uma drea do corpo de prova) e o deslocamento por uma dimensao (comprimento ou altura do
corpo de prova) tomadas com o corpo de prova indeformado. Isto equivale a dizer que estd se
obtendo um diagrama tXe, onde ¢ € uma tensdo de engenharia e ¢ é uma deformacio de

engenharia. Para empregar uma relacdo constitutiva como a eq.(2.25) de forma consistente,

entdo, deve-se transformar as expressdes da Tabela 2.1 de oxA para tXxA (ou rXxe).

4.2.1. Preparacao dos Dados do Ensaio de Tracao Uniaxial

As definicdes usuais para tensio e deformacao de engenharia (Miller, 1995) sdo dadas por:

onde u e F sdo o deslocamento e a carga medidos durante o ensaio, e A° representam
respectivamente o comprimento e a drea inicial do corpo de prova. Primeiramente, deve-se

destacar que a deformacdo foi obtida através de:

_L-I J-Ld 1 e dL

LO I €:F LOF (41)
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Para obter-se uma deformacao real, que € uma medida instantinea de deformacdo, pode-

se empregar a tradicional deformagdo logaritmica, dada por:

u L L dL L
g_z_jLOdg_ y =g (4.2)

Entdo, a relacdo entre e e £ é obtida comparando-se (4.1) com (4.2):

e=In(1+e) (4.3)

A deformacdo logaritmica ndo serd de grande valia aqui porque ela ndo corresponde diretamente
a nenhuma das definicdes de tensdo apresentadas no Capitulo 2, mas pode ser util para
apresentacdo dos resultados. Por outro lado, levando-se em conta que a eq.(2.25) utiliza o tensor

deformagdo B, e seus valores principais sdo os alongamentos A (ver eq.(2.13)), € mais
conveniente transformar os deslocamentos em alongamentos. Como neste caso A =4

(observando-se que A>1)e A4, =4, =, entdo:

L u+l
AZF: 70 =l+e 4.4)
c
eE=InA

Quanto a tensdo, € possivel transformé-la para tensdo de Cauchy facilmente quando o material é

incompressivel. Ja que o volume da parte titil do corpo de prova ndo muda, entdo:

AL=A"T"

Como a tensdo de Cauhy € referente a drea deformada, pode-se escrever:

F FA FL
oO=—= P

= ="_1"--_ 4.5
A A" A AL (4.5)

Comparando (4.4) com (4.5) resulta:

o=t(l+e)=tA (4.6)
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Usualmente se utiliza os diagramas tXe, ja que estes dispensam o uso de instrumentos de
medi¢do complicados. Outra forma de apresentacdo dos resultados, embora menos encontrada na
prética, sio os diagramas o x & . E claro que o primeiro é mais empregado pela sua facilidade de
obtencdo. A Figura 4.1 compara estes dois tipos de diagramas, gerados a partir dos dados de um
ensaio de tracdo uniaxial. Em se tratando de elastomeros, o diagrama tXe também € o mais
empregado, mas deve-se notar que a eq.(2.35) utiliza a tensdo verdadeira o e o alongamento
A. Da eq.(4.6), obtém-se diretamente a relacdo tedrica entre ¢ e¢ A para este modo de

deformacdo.

1 )[oW 1 oW
A

onde A, écalculadode e através de (4.4).

: o X &
80 —
E i
60 —|
= ]
5 ]
iy 7
g -
5 40—
= ]
i txe
20 —
0 \III‘IIIIl\II\lII\I|\\II‘I\I\|\III‘
0.0 05 1.0 1.5 20 25 3.0 35
Deformagéo
|\III‘IIII|\II\|II\I|\\II‘I\I\|\III‘
1 15 2 25 3 35 4 45

A
Figura 4. 1 - Comparagdo entre diagramas tensdo X deformacgdo verdadeiros (0 X € ) e nominais

(txe) obtidos para o ensaio de tra¢cdo uniaxial.

4.2.2. Preparacao dos Dados do Ensaio de Compressao Uniaxial

Segue exatamente o mesmo procedimento do ensaio de tragdo, apenas observando-se que A <1.
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1 (oW 1 W
=2 A —— || —+—— 4.8
fe (C /lgj(allJr/lc BIZD (*8)

4.2.3. Preparacao dos Dados do Ensaio de Cisalhamento Puro

Neste caso, 4 =A (observando-se que A>1), 4, =% e A =1. Devem ser utilizadas as

€qs.(2.38) para o calculo da tensd@o nominal:

T
1
A A
o
t2=f=ﬂ,0'22
o que fornece:
1\ oW oW
=2l A-—— || —+— 4.9
ez 55 «
1\ oW ow
=2l A—— || ==+ 22— 4.10
=g ﬂj(alf alzj o

Como monitora-se apenas a tensao na direcao de aplicac@o da carga, a relagdo relevante entre ¢ e

A para este modo de deformagao é:

1 oW oW
=2\ 4, —— || 2L+ Z8 4.11
" ( ﬂ;j(affafzj] D

onde A, € calculado através de (4.4).

4.2.4. Preparacao dos Dados do Ensaio de Cisalhamento Simples

As defini¢des usuais para tensdo cisalhante e deformacao cisalhante neste caso sdo dadas por:



56

Como a deformagdo cisalhante independe da drea, a eq.(2.41) , pode ser usada diretamente, sem

necessidade de conversao:

oW oW
=0y 24 9N 4.12
' y( a1, " al, D 12

Os ensaios de cisalhamento puro e simples excitam o mesmo modo de deformagao e podem ser

convertidos um para o outro. E possivel demonstrar que a deformacdo ¥ de (4.12) e o

alongamento A de (4.11) estdo relacionados por:

Ap =%(7/+\/m)

Das eqs.(4.12) e (4.11), a tensdo nominal ¢, no ensaio de cisalhamento simples, atuando na

mesma dire¢do de ¢, resulta:

de forma que os dados (7,7,) pode ser convertidos para (4,,7,) e vice-versa.

4.2.5. Preparacao dos Dados do Ensaio de Tracao Biaxial

Aqui, 4 =4, =1 (observando-se que A1>1)e A =%. Deve ser utilizada a eq.(2.43) para o

calculo da tensao nominal:

1\ ow oW
=2 Ay —— || —+ A — 4.13
‘s (B z;j[azf BBIZD (@.13)

4.3. Formulas para Ajuste dos Modelos

Uma vez realizados os ensaios experimentais e o tratamento dos dados, pode-se proceder

o0 ajuste das curvas para o modelo hipereldstico selecionado.
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As expressdes para o computo das tensdes (f,,t.,t,t,,t,) particularizadas para cada modelo

sdo obtidas a partir da substituicio das derivadas da func¢do energia de deformagao

(BW o oW alzj nas equagdes (2.35), (2.38), (2.41), e (2.43) respectivamente. Este capitulo

apresenta na forma de tabelas as expressoes (, ,f.,t,,t,,t;) na sua forma final particularizadas

para materiais incompressiveis, prontas para serem ajustadas aos dados experimentais. O
procedimento em detalhes de obtengdo destas expressdes com as respectivas ressalvas para cada

modelo listado no Capitulo 3 é apresentado no Apéndice A.

4.3.1. Ajustando o Modelo de Mooney-Rivlin (MRIn)

A Tabela 4.1 apresenta as expressoes relevantes (t, ,¢.,t,,,t,) parametrizadas para n=2,3,5

ou 9. Aseqgs.(3.2-3.5) no caso incompressivel resultam:

e 2 termos — MRI2:

W=C,(1,-3)+C,(1,-3) (4.14)

¢ 3 termos — MRI3:
W=C,(1,-3)+C,(I,-3)+C, (1,-3)(1,-3) (4.15)

¢ 5 termos — MRIS:
W=C,(1,-3)+C, (1,-3)+C,, (1,-3)(1,-3)+Cy (1, —3)2 (4.16)

® 9 termos — MRI9:

W=C(, (11 _3)+C01(12 _3)+C11(11 _3)(12 _3)+C20(11 _3)2+C30 (11 _3)3 (4.17)
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Mooney-Rivlin - MRIn Fatores
trte = 2(2—%)(@#2"}
A, =G B, =C,
t, = (ﬂ_%)(An-i_Bn) A3:A2+C11(12_3) B3:BZ+C11(11 3)
A; :A3+2C20(11_3) B; =B,
tg = 27(A.ﬂ+Bn) ‘49:‘45"'36‘30(11_3)2 B, = B;
1 2
t, = 2(/1—FJ(AH+/1 B,)

Tabela 4. 1 - Tensdes nominais para os modelos de Mooney-Rivlin (n=2,3,5 ou 9).

4.3.2.

Ajustando o Modelo Neo-Hookeano (NHI)

A Tabela 4.2 apresenta as expressOes relevantes (1, ,f.,ts,1p,1;). A €q.(3.6) no caso

incompressivel resulta:

W=%(11—3)

(4.18)

Neo-Hookeano — NHI

Fatores

1
L t, = ,u(/i—?j
1
tP: ﬂ(ﬂ—?j
ty = Ly

Tabela 4. 2 - Tensdes nominais para o modelo Neo-Hookeano.

4.3.3. Ajustando o0 Modelo de Gent-Thomas (GTI)

A Tabela 4.3 apresenta as expressOes relevantes (t,,f.,t5,t,,1,).

incompressivel resulta:

W =C,(I,-3)+3C, In(I,)

A eq.(3.7) no caso

(4.19)
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Gent-Thomas - GTI Fatores
It = 2(1—%)(@ +%]
1 A4, =C
t, = 2(/1—?j(A2 +B,) 3C,
B, =—*
12
Iy = 27(A2 +Bz)
1y = 2(1—%) (4,+2°B,)

Tabela 4. 3 - Tensdes nominais para o modelo de Gent-Thomas.

4.3.4. Ajustando o Modelo de Hart-Smith Aprimorado (HSAI)

A Tabela 4.4 apresenta as expressOes relevantes (t,,f.,t;,t,,1;). A eq.(3.8) no caso

incompressivel resulta:

Cy(1,-3)"
w=5"" 3¢, (4.20)

Hart-Smith Aprimorado — HSIA Fatores

It = 2(1—%)(A3+%j
el c3(1-3)\"
1 Ay =C G (11_3) (e( ) j
tP: 2 l—? (A3+B3)
3C,
B, =
Iy = 27/(A3+Bs) L
1 2
ty = 2| A= (4,+4°B,)

Tabela 4. 4 - Tensdes nominais para o modelo de Hart-Smith Aprimorado.

4.3.5. Ajustando o Modelo de Hart-Smith (HSI)

A Tabela 4.5 apresenta as expressdes relevantes (t,,f.,t;,f,,15). A €q.(3.9) no caso

incompressivel resulta:

C;(1,-3)*
_ Ce

114 +3C, In(1,) 4.21)
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Hart-Smith — HSI Fatores
It = 2(1—%)(@ +%]
1 ‘42:(/11613(11_3)(6(3 . ))
tP = 2(1——3J(A2 +BZ)
A 3C,
B,=—=
Iy = 27(A2 +Bz) &
1y = 2(1—%) (4,+2°B,)

Tabela 4. 5 - Tensdes nominais para o modelo de Hart-Smith.

4.3.6. Ajustando o Modelo de Fung (FI)

A Tabela 4.6 apresenta as expressoes relevantes (t,,f.,f5,t,,t;). A eq.(3.10) no caso

incompressivel resulta:

H o op-3)
2b(e ) (4.22)
Fung - FI Fatores
1
It = 2(/1—FJA2
1
t, = A-—|A _ M p1,-3)
' ( fj ’ Az—z—b(e -1)
Iy = 2yA,
1
tB: 2(/1—FJA2

Tabela 4. 6 - Tensdes nominais para o modelo de Fung.
4.3.7. Ajustando o Modelo de Veronda-Westmanns (VWI)

A Tabela 4.7 apresenta as expressoes relevantes (7, ,7.,%,t,,t,). A eq.(3.11) incompressivel

resulta:

W=C e -1]-C,[1,-3] (4.23)
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Veronda-Westmann — VWI Fatores
Lyt = (/i——j(Aﬁ—]
A, =CC, ("
()= 2(4-%)(A2+Bz) Gl )
ﬂ/ B =— CICZ
g 2
Iy = 2 7/(Az + B, )

~
&
Il

(l_l_j (A,+2°B,)

Tabela 4. 7 - Tensdes nominais para o modelo de Veronda-Westmann.

4.3.8. Ajustando o Modelo de Peng-Landel (PLI)

A Tabela 4.8 apresenta as expressOes relevantes (1, ,f.,t;,f,,15). A eq.(3.13) no caso

incompressivel resulta:

W= ZC A4 -1- ln(/i)——ln(/i) + 1 4 ——ln(/l) ) (4.24)
Peng-Landel - PLI Fatores
1 1 1 3
A 24 —cl1——— - -
A= c(l 7 In(A) (ln(/l)) (ln(/?,)) Sid (In(4)) j+

+c —L+l+iln( | )— ! (ln( | )j2+ ! (ln( ! )T
22 A 34 a7 1Al Jat) 108l a
tp = 2B, el 1o X -1 1 21 3
Bl—c(l 7 In(A) 3/1(1n(/1))+6/1(ln(/1)) 54/1(111(,1)) j+
111 (1) 1 (1) o (1) ’
+c| ——+—+—In|—|-——|In| = || +——| In| —
( A A 32 1) 64 A 542 A

| O —
tS: tP %ﬂ/P:_ 7/2+4 1 1 1
C1=2c(

1 2 3
l—z——(ln(ﬂ))+—(ln(l)) —Tl(ln(/?,)) j+

34 64

1 2 2. (1) 1 1Y 1 1Y
+c ——3+—+—ln 2 |75 111 Yy +— ln Ty
A A 31 A 31 A 274 A

Tabela 4. 8 - Tensdes nominais para o modelo de Peng-Landel.
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4.3.9. Ajustando o Modelo de Ogden (OlIn)

A Tabela 4.9 apresenta as expressOes relevantes (1, ,f.,t;,f,,15). A eq.(3.12) no caso

incompressivel resulta:

N
W= z%(ﬂﬁ + A%+ A% =3) (4.25)
i=1 %
Ogden - Oln Fatores
Ipste = 24, o _a_ o _a_
A= (27 A g (2 -2
— -l _%_1
t, = 2B A3_Aﬁ+ﬂ3(/1 A )

B2 =4 (/10!1—1 —/1_0!1_1)4'/[2 (/10:2—1 _/1—0,2_1)
tg = tpﬁlp:l [V +4 Bssz+,Ll3(/?,0’3_1—ﬂ‘”’3‘1)

C2 = 4, (/10/1—1 _/1—2111—1)_’_#2 (ﬂaz—l _/1—2a2—1)
G =C,+u, (/1“3_1 —/1_2“3_1)

Tabela 4. 9 - Tensdes nominais para o modelo de Ogden.
4.3.10. Ajustando o Modelo de Knowles (KI)

A Tabela 4.10 apresenta as expressdes relevantes (t,,f.,ts,1,,t5). A eq.(3.14) no caso

incompressivel resulta na eq.(4.26):

Knowles — KI Fatores

1
trote = 2(/1—?jA2

Il
2

A2: (1+b(11_3))n—1

"UN
Il
[\
7~ N\
N
|
&)=
N——
=

~
>}

I

[\°]
7N\
o

|

| =
N—

Tabela 4. 10 - Tensdes nominais para o modelo de Knowles.



63

-~
W_2b((1

Lo =3) _3))" -1 (4.26)
n
4.3.11. Ajustando o Modelo de Kilian (KLI)

A Tabela 4.11 apresenta as expressoes relevantes (t,,f.,t;,t,,t;). A eq.(3.15) no caso

incompressivel resulta:

1 -3 I, -3
W=-uJ,|In(l1- |- + |- 4.27
ﬂ{n(\/h)\/h} (4.27)
Kilian — KLI Fatores
1
Lrote = 2(/1—?jA2
1 _
fy = 2(/1—?jA2 ") ! L
Iy = 2y A, - J. J, - J,
B 1
ty = 2 /1—? A,

Tabela 4. 11 - Tensdes nominais para o modelo de Kilian.
4.3.12. Ajustando o Modelo de Van der Waals (VDWI)

A Tabela 4.12 apresenta as expressoes relevantes (t,,f.,t;,t,,t;). A eq.(3.16) no caso

incompressivel resulta:

W= u{—(ﬂi ~3n-m)+m)->aC 1, —%)ﬂ (4.28)

4.3.13. Ajustando o Modelo de Humphrey-Yin (HYI)

A Tabela 4.13 apresenta as expressoes relevantes (t,,f.,t;,t,,t;). A eq.(3.18) no caso

incompressivel resulta:

W =C, (2" -1) (4.29)
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Van der Waals - VDWI Fatores
Ipt, = 2(1—%)(A4+&]
A A I R Y R b
| a2 U n(a=3)0-n) (4 -3)01-n)
y = H
Ip = (’1_?)(‘44"‘34) a 1
~40-5) S0 )1 4 1,-3)
Iy = 27(A4+B4) _/15;_3{_ B n B }
2 A =3)(1- Ay =3)(1-
B,= s n(4,-3)(1-n) n(4,-3)(1-n)
a 1
fy, = 2(/1_%j(144+/1234) _E(ﬂ)JE((l_ﬂ)Il+ﬂ12_3)
Tabela 4. 12 - Tensdes nominais para o modelo de Van der Waals.
Humphrey-Yin - HYT Fatores
1
Ipt, = 2 /1—? A,
1
tp = 2(/1—?jA2 A =CC, (602(11—3))
Iy = 27 A,
_ 1
ty = 2 /l—? A,

Tabela 4. 13 - Tensoes nominais para o modelo de Humphrey-Yin.

4.3.14. Ajustando o Modelo de Edwards-Vilgis (EVI)

A Tabela 4.14 apresenta as expressOes relevantes (t,,f.,t,,t

incompressivel resulta:

W_ﬁ (JL+2)(JL_3)(I1_3)+1
J,(J, -

2

I, +3)

S p’tB)'

1,-3
-2

A eq.(3.19) no caso

(4.30)
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Edwards-Vilgis - EVI Fatores
1
lpsle = ﬂ(ﬂ_FjAz
2_ — — —
= ﬂ(i_%}‘z A= (/7-7,-6) 2JL;|-211 6
(J,—1,+3)
ty = HYA,
1
Iy = H /1_? A,

Tabela 4. 14 - Tensdes nominais para o modelo de Edwards-Vilgis.

4.3.15. Ajustando o Modelo de Takamizawa-Hayashi (THI)

A Tabela 4.15 apresenta as expressdes relevantes (t,,f.,ts,1p,15). A eq.(3.22) no caso

incompressivel resulta:

1,-2Y
W-—cln[l—( ;- H 4.31)

4.3.16. Ajustando o Modelo de Yeoh (YIn)

A Tabela 4.16 apresenta as expressoes relevantes (t,,f.,t;,fp,t5). A €q.(3.23) no caso

incompressivel resulta:
¢ 2 termos — YI2
W =C,(I,-3)+Cy(I,-3) (4.32)
¢ 3 termos — YI3
W =C, (I, -3)+Cy (I, =3) +C,y (1, -3)’ (4.33)

® 5termos — YIS

W=C(, (11 _3)+C20 (11 _3)2 +Cy (11 _3)3 +Cy (11 _3)4 +Cy (11 _3)5 (4.34)
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Takamizawa-Hayashi — THI Fatores
1
Ipt, = 2 /1—? A,
2¢(1,-2)

-~
3
[
[\
7~ N\
Qo
|
é>|._
W
N—
[
~
&~ oo
7\
(S
|
—~
M~
|
[\
N—
N
N—

UJN
I
)
TN
o
|
zl
=

Tabela 4. 15 - Tensdes nominais para o modelo de Takamizawa-Hayashi.

Yeoh - YIn Fatores

1
ot = 2(1_?}4’1

A =C,+2C,,(I,-3)

1
tp = 2(/1—?}\" A=A, +3C,, (I, -3)
A=A, +4C, (1, -3) +5C,, (1, -3)*
Iy = 27 A,
1
tB = Z(A—TJAn

Tabela 4. 16 - Tensdes nominais para o modelo de Yeoh (n=2,3, ou 5).
4.3.17. Ajustando o Modelo de Yeoh-Modificado (YMI)

A Tabela 4.17 apresenta as expressoes relevantes (t,,f.,t;,t,,t;). A eq.(3.24) no caso

incompressivel resulta:

W =C,(I,-3)+Cy (I, =3)* + Cy (1, = 3)’ +%(1—e_ﬁ(l‘_3)) (4.35)

4.3.18. Ajustando o Modelo de Arruda-Boyce (ABIS)

A eq.(3.25) possui um nimero fixo de termos, € no caso de incompressibilidade resulta, ja

substituidas as constantes C, da (3.25), em uma fun¢do W dependente de uma tnica constante

(4,):
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2_ 3_ 4_ 5_
W= i lll—§+ill 29 11 1, 427+ 19 [ 681+ 519 I, %43 (4.36)
2 2 20 4, 1050 4, 7050 4, 673750 A4,
A Tabela 4.18 apresenta as expressoes relevantes (t, ,f.,t,,1,,15).
Yeoh-Modificado - YMI Fatores

Lrote = 2(1—%)&
1
tP: (A—FJA3
tg = 2 YA,
1
tB: 2 /1—? A3

A, =C,y+2C, (I, =3)+2C, (I, =3)* + e P~

Tabela 4. 17 - Tensdes nominais para o modelo de Yeoh-Modificado.

Arruda-Boyce — ABI5 Fatores
1
trte = 2;1(/1—?)A5
1 2 3 4
(= 2u A= A polp Ll 1110 38 10, 519 L
2 104, 3504, 3525 A4 134750 A,
ty = 2y A
1
Iy = 2:“(/1_F)A5

Tabela 4. 18 - Tensdes nominais para o modelo de Arruda-Boyce de 5 termos.
4.3.19. Ajustando o Modelo de Yamashita-Kawabata (YKI)

A Tabela 4.19 apresenta as expressdes relevantes (t,,f.,ts,1p,15). A eq.(3.28) no caso

incompressivel resulta:

G

(13 (4.37)

)N+l

W=C,(I,-3)+
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Yamashita-Kawabata - YKI Fatores
1
Ipt, = 2(/1_FJA2
_ 1
tp = QA-5 |4 A, =Cy+C,(1,-3)
tg = 27 A,
1
tB = 2 /1—? A’Z

Tabela 4. 19 - Tensdes nominais para o0 modelo de Yamashita-Kawabata.

4.3.20. Ajustando o Modelo de Davis-De-Thomas (DDTI)

A Tabela 4.20 apresenta as expressoes relevantes (t, ,7.,tg,1,,1;). A €q.(3.29) incompressivel

resulta:
A 2,(-%) 2
W=——F+U-3+C") "2 +k(I,-3) (4.38)
2(1—”2)
Davis-De-Thomas - DDTI Fatores
1
trote = 2 /1—? A,

t, = 2 ,1_% A, A(I—Zj(ll—fﬂ.CZ)_%

A A, = +2k(1,-3)
4 1
2—n

tS = 27144
1

tB: 2 /1—? A4

Tabela 4. 20 - Tensdes nominais para o modelo de Davis-De-Thomas.
4.3.21. Ajustando o Modelo de Gent (GI)

A Tabela 4.21 apresenta as expressdes relevantes (t,,f.,ts,1p,t5). A €q.(3.30) no caso

incompressivel resulta:

L

__ﬁ _ _11_3
W=-2, 3)11{1 ; } (4.39)
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Gent — GI Fatores

-1
1 I -3
t, = A—— | 1=1
’ lu( ﬂ'sj( IL_3j

Tabela 4. 21 - Tensdes nominais para o modelo de Gent.

4.3.22. Ajustando o Modelo de Gregory (GYI)

A Tabela 4.22 apresenta as expressoes relevantes (t,,7.,t,,1,,t;). A eq.(3.31) incompressivel

resulta:
Ay e PR g (4.40)
(2—n) (2+m)
Gregory - GYI Fatores
1
tratc 2 /1—? A,
1 n 2 _A m 2 '%
. 2(,1_?}\4 A(l—j(11—3+c ) B(1+j(11—3+c )
A= -
2—-n 2+m
tS = 27144
1
tB = 2(l_fj A4

Tabela 4. 22 - Tensdes nominais para o modelo de Gregory.
4.3.23. Ajustando o Modelo de Yeoh-Fleming (YFI)

A Tabela 4.23 apresenta as expressoes relevantes (¢, ,f.,%;,t,,t;). A €q.(3.32) incompressivel

resulta:
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— A -B(1,-3) Il -3
W—E[l—e }—Cw(IL—3)ln[1—IL_ ] (4.41)
Yeoh-Fleming - YFI Fatores

2(1—%}43

1
tP: (ﬂ—?jA3
tg = 2y A,
_ 1
ty = 2 /l—? A,

-1
1,-3
I, -3

Ay =Ae P 4 Cw(

Tabela 4. 23 - Tensdes nominais para o modelo de Yeoh-Fleming.

4.3.24. Ajustando o Modelo de Martins (MI)

A Tabela 4.24 apresenta as expressoes relevantes (¢, ,f.,t;,t,,t;). A €q.(3.34) incompressivel

resulta:
W =C (e —1)+C, "M -1 (4.42)
Martins- MI Fatores
1 B -1
ty,t 20 A-— || A, +—L i}
e (l zj( T2 j Ay =CCe T reC, (ﬂ—%j (A=1)e
1Y :
B, =C,C, (/1—?) (A7 = 2) e~
1
Ip = 2(2’_?j(A4P+B4P) i 1\ "
A, =CCe™ Y 4, (z-ﬂ (A-1)"
1Y :
B,, =C,C, (ﬂ——j (A—1)e%*
ty = tP—>/1P=%\/72+4 A |
A, :ClCzeCZ(I‘_3)+C3C4(/1—%) (A=1)eS0
1 1
_ 3 C (A1)
Iy = 2(,1_%j (A4B+,1234B) B4B_C3C4(/1 _/7,3j (A-1)e

Tabela 4. 24 - Tensdes nominais para o modelo de Martins.
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4.3.25. Ajustando o Modelo de Gent de Trés Parametros (G3I)

A Tabela 4.25 apresenta as expressdes relevantes (t,,f.,ts,1p,15). A eq.(3.35) no caso

incompressivel resulta:

w=4 —atr, —3ym| 1-173 | La—aya,-3) (4.43)
2 I,-3
Gent de 03 Parametros — G3I Fatores
1
ty,t. = 2(1—?j(A3+B3)
-1
1 A =£7 1= ho
t, = (A—FJ(A3+B3) 2 1,-3
g - H1-2)
L=
Iy = 7(A3+B3) 2
Iy = ,1_% (A3+B3)
A

Tabela 4. 25 - Tensdes nominais para o modelo de Gent de 03 Parametros.
4.3.26. Ajustando o Modelo de Pucci-Saccomandi (PSI)

A Tabela 4.26 apresenta as expressOes relevantes (t,,f.,ts,1p,15). A eq.(3.36) no caso

incompressivel resulta:

W= —%,ujm In(1- (7, =3)

)+CoInC; 1) (4.44)

m

4.3.27. Ajustando o Modelo de Amin (AI)

A Tabela 4.27 apresenta as expressoes relevantes (t,,f.,t;,fp,t5). A €q.(3.37) no caso
incompressivel resulta:

G

4 C
W:C10(11_3)+N+ R

(1,3 (1,-3) (4.45)
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Pucci-Saccomandi - PSI Fatores
N1, 1,-3) B
tote= 22Ul A—— || =|1-—=| +=L
e ”( 2&)[2[ IL—3j /1}
N1, 1-3Y"
. 2;1(1__3) _(1_ | ] 45
ﬂ, 2 IL_3 B1:_2
12
1 1-3Y"
t, = 2uyl —|1--—1| +B
s ﬂ7[2[ IL_3J 1}
N1, 1-3)
t,= 2 A-—||=|1-——| +A’B
’ ”( ZSJ(Z{ 1;3] 1]
Tabela 4. 26 - Tensdes nominais para o modelo de Pucci-Saccomandi.
Amin - Al Fatores
tTth_ 2 _? A4
tp = 2 ﬂ—i A N M
P 2 A =Co+C(1,-3) +C,(1,-3)
[S: 27A4
ty = 2 S A,

Tabela 4. 27 - Tensdes nominais para o modelo de Amin.

4.3.28. Ajustando o Modelo de Hartmann-Neff (HNIn)

A Tabela 4.28 apresenta as expressoes relevantes (1, ,t.,tg,t,,t,). As eqgs.(3.38 - 3.40) no caso

incompressivel resultam:

e 3termos(N=M =1):

W=a( -3)+C,,

—3)+C, (I =33)

(4.46)
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e Stermos (N=M =2):
W =a(I =3)+Cy (I, =3)+ Cpy (I, =3)> + C, (17> =33) + C, (17> =343)>  (4.47)

e “termos (N =M =3):

W=a(I} -3*)+C, (I, =3)+Cy (I, =3)* + C,, (I, = 3)* + C,, (137 —3J3)+

(4.48)
+Cy, (I3% =33)* + C,, (I3 = 3/3)°

Hartmann-Neff - HNIn Fatores

_ 2
PP | P
B, :§C01\/Z
1
(ﬁ—?j(f\n +B,) | A =3aI’+C,,+2C, (I, -3)
3 3
1y = 27(An+Bn) 32:§C01\/Z+3C02(124_3\/§)\/Z
A= 36![12 +C, +2C,, (1, =3)+2C,, (I, -3)?

3 3 9 3 2
ty = Z(ﬂ—%)(An +/1an) B, ZEC01\/Z+3C02 (IZA _3\/5)\/Z+§C03 (Izé _3‘/5) \/Z

Ip

Tabela 4. 28 - Tensdes nominais para os modelos de Hartmann-Neff (n=1,2,3).

4.3.29. Ajustando o Modelo de Bechir (HBII)

A Tabela 4.29 apresenta as expressdes relevantes (t,,f.,ts,tp,15). A eq.(3.45) no caso

incompressivel resultam:

r

W=Y>Cr (A" +A"+4"-3) (4.49)

4.3.30. Ajustando o Modelo de Horgan-Saccomandi (CHGSIn)

A Tabela 4.30 apresenta as expressoes relevantes (f, ,f.,t,t,,t;). A eq.(3.42) incompressivel

resulta:

3_ g2 _
W:—%Jln{J {111:)3”2 1} (4.50)
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Bechir - HBIn

Fatores

tr,te 24,
1, = 2B
tg = t, > A, Z%W
= C,

Cl+2C2

(#3525
3]

A=A+ cl+2cz(/16+l—3j (6/15—%j
A A

C/ +2C]

L
(e
Ml

/12+%—2D(2/1—%j+

(c; +2C; (/14 +%—2D(413 —%}
B.=B, + cl+2cz(/16+i—2j (6/15—£j
3 2 3 3 /16 /17

[l i)

1-5 )

CZ
(c; +2C; (2/14 +%—3D(813 —?j

C,=C, +(c; +2C; (2/16 +%—3D(12&—;—2]

Tabela 4. 29 - Tensdes nominais para o modelo de Bechir.

Horgan-Saccomandi - CHGSI

Fatores

B
ty,t. = (ﬂ—Fj(A +71j

1
Ip = ﬂ(ﬂ_?j(Al-'_Bl)
Iy = IUV(Al"'Bl)
1, = A-—|(A+2°B
B ( ﬂ j( + )

.
S

J3
J=T2L+J 1 —1)

J2
J=T2L+J 1 —1)

Tabela 4. 30 - Tensdes nominais para o modelo de Horgan-Saccomandi.
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4.3.31. Ajustando o Modelo Polinomial (PI3)

A Tabela 4.31 apresenta as expressoes relevantes (t,,f.,t;,f,,t,). Para o caso de N=3, a
eq.(3.47) sereduz a :

2 2
W:CIO(II_3)+C01(12_3)+C11(Il_3)(12_3)+C20(Il_3) +C02(12_3) +

, “4.51)
+C21 (11 _3) (12 _3)+C12 (11 _3)(12 _3)

2

Polinomial — PI3 Fatores

1 B
ty b= 2(1—?j(A3+73)

ClO +C11(12_3)+2C20 (11 _3)+
A= 5
t, = (/1_%)(143"‘33) 2C21(I1_3)(12_3)+C12(12_3)
Co1+C11(11_3)+2C02(12 _3)+
B3— 5
C21(11 _3) +2C12 (11_3)(12 _3)

Iy = 27/(A3+Bs)

ty = 2(1—%) (A, +A’B,)

Tabela 4. 31 - Tensdes nominais para o modelo Polinomial de 3 termos.
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S. AJUSTANDO AS CURVAS

Uma vez preparadas as equacdes de cada ensaio, para o modelo escolhido, deve-se
realizar um ajuste de curvas. O ajuste é uma ferramenta amplamente empregada em engenharia e
estatistica, e pode ser realizado utilizando diversos critérios. O mais comum ¢é minimizar o
quadrado do erro entre a curva tedrica procurada e os dados experimentais disponiveis.

A Tabela 5. 1 resume as constantes a serem determinadas pelo ajuste de curvas para os
modelos hiperelasticos aqui estudados. Note-se que, enquanto alguns modelos dispensam o uso
de uma unica constante, outros podem exigir o ajuste de diversos parametros. No caso de
modelos como NHI, ABI e GI, as constantes possuem significado fisico, € podem ser
comparadas com seus valores tedricos como medida de erro do ajuste. Na maior parte dos casos
praticos, no entanto, os valores ajustados raramente se aproximam das suas estimativas tedricas
baseadas, por exemplo, em informacgdes de reagdes quimicas do material (Marczak et al., 2006).

As constantes sdo obtidas a partir do ajuste contra uma curva gerada experimentalmente.
O objetivo € realizar o ajuste para um ensaio e obter uma predicao satisfatéria do comportamento
para os demais modos de deformacdo. Portanto, é responsabilidade do analista escolher qual é o
modo de deformacdo (ensaio) a ser empregado no ajuste, bem como julgar se a predi¢do dos
demais é aceitavel. Para a grande maioria dos elastomeros existentes, deve-se esperar um
comportamento similar ao ilustrado na Figura 5. 1. Note-se que, quando plotadas na mesma
escala , os ensaios de cisalhamento e tragdo biaxial produzem tensdes maiores que as obtida para
o ensaio de tracdo uniaxial. E comum a curva de cisalhamento diferir pouco da curva de tragio
uniaxial para pequenas deformacdes, aumentando sua diferenca para deformagdes maiores, mas

a curva de tragdo biaxial produz tensdes notadamente maiores.

i Tracao biaxial

Cisalhamento

Tracio uniaxial

Compressao E. A
uniaxial

Figura 5. 1 - Forma tipica das curvas tx A obtidas em ensaios experimentais de borrachas

(Mubhr, 2005).
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Modelo Constantes Modelo Constantes
MRI2 Cy.C,, YI3 C,0-Cyr Csy
MRI3 C,.C,,C,, YI5 Cy»ChyrCsys Coo. Csg
MRI5 Cy-Cy1»Cy1Cop YMI Cy0-Cyyr Cyoht, B
MRI9 | C,.C,,.C,;.C,,.C;y  ABIS5 (1), 4,

NHI 7 YKI C,.C,,N

GTI C,.C, DDTI A,C,k,n
HSAI C,.C,.Cy.n GI (1)1,

HSI C,,C,,C, GYI A,B,C,n,m

FI (u),b YFI A,B,C,,1,

VWI C,.a,C, MI C,.C,.C,.C,
o1 1. O G3I (u).1,.a
O3 | M.l 1y, 04, 00y, PSI (1),7..C,

PLI C, Al C,.C;,N,C,,M

KI (u),b,n HNI1 a,C,,,C,,

KLI wJ, HNI2 a,C,y,Chy, Coy,Cy,

VDWI A a, B HNI3 | 2.C,,.C,,,Cy,.C,,.C,,,Cys

HYI C,C, CHGSI (u),J,

EVI (u).J, HBI2 C'.c?,Ch.C?
THI J,c HBI3 c,,C,C,,C:,Cy,C
YI2 Cy0-Cp PI3 Cy.Cy..C1,Coy, Cyy, Cyy

Tabela 5. 1 - Constantes necessarias para os diversos modelos hipereldsticos.

Portanto, esta disposi¢do geral depende também da faixa de deformacdes desejada, e €

comum se atingir valores de deformag¢ao em tra¢do uniaxial muito superiores aos demais ensaios.

Além disso, deve-se perceber também que a curva de compressdao segue as mesmas equagoes

tedricas da tracao uniaxial, mas exibe um gradiente muito mais agressivo (Charlton, 1994).
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Quando os resultados obtidos nio fornecem curvas similares as da Figura 5. 1, ou estas estdo
dispostas em ordem diversa, muito provavelmente as constantes obtidas sdo inadequadas ou
entdo os dados experimentais ndo sao confidveis.

Alguns programas de elementos finitos realizam o ajuste para mais de uma curva
simultaneamente. Deve-se compreender os detalhes do algoritmo utilizado, porque alguns
programas simplesmente geram um arquivo de dados com os resultados experimentais de todos
0s ensaios sobrepostos. Argumenta-se que este procedimento deveria ser aplicado caso nao haja
conhecimento de qual € o modo de deformag¢do predominante na aplicacdo desejada. Esta
justificativa € altamente questiondvel, j4 que as curvas experimentais obtidas para cada ensaio
podem diferir significativamente, de modo que o ajuste resultante ird se referir a uma curva
experimental média que nao representa nenhum dos ensaios em particular. Como consequéncia,
ndo se pode esperar uma predi¢do satisfatoria dos modelos hipereldsticos assim ajustados. Entdo,
se na aplicacdo real existirem regides com um modo de deformagdo predominante, serdo
estimados niveis de tensdo errdneos naquelas dreas. Para que a ajuste simultaneo de vdrias curvas
seja realizado com sucesso, o algoritmo empregado deve considerar uma otimizagdo multi-
critério (tantos quantos os ensaios disponiveis) do erro.

Também € muito importante considerar que se o processo de obtencdo das constantes de
um dado modelo se baseia em um unico ensaio, os demais ensaios fazem um papel
complementar para verificacdo da qualidade do modelo adotado. Por exemplo, se um conjunto
de constantes € obtido para um ensaio de tracdo uniaxial, ¢ bastante recomendavel que se
disponha dos resultados experimentais para pelo menos mais um ou dois ensaios, por exemplo,
cisalhamento puro e tracdo biaxial. Em uma segunda etapa, pode-se verificar como o modelo
estd estimando as tensdes para esses ensaios, superpondo-se as curvas tedricas com as
experimentais. Cabe ao analista decidir se ha concordancia suficiente entre as predi¢des tedricas

e os resultados experimentais. Caso nao haja, deve-se tentar uma das seguintes alternativas:

1. Refinar o ajuste, alterando as constantes. Isto pode ser feito manualmente ou
alterando-se a configuracdo do programa que realiza o ajuste das curvas. Por outro
lado, esta op¢do requer alguma conhecimento sobre o comportamento das curvas de

cada modelo hipereléstico.

2. Ajustar as constantes hipereldsticas com outro ensaio e repetir a verificacao.
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E fundamental, ainda, entender a relacdo entre o campo de deformacdo e a forma como
ele € representado por um modelo hiperelastico em particular. Essa relacdo ajuda a decidir qual o
ensaio experimental a ser realizado. Os ensaios mais simples como o de tragdo ndo excitam o
segundo invariante de deformac¢do, que normalmente se manifesta em problemas com modos de
deformacao mais complexos.
A Figura 5. 2 foi gerada incrementando-se as deformagdes na direcdo da carga (A1) para cada
uma as solucdes apresentadas na secdo 2.4.4, e calculando-se os valores correspondentes dos
invariantes 1, e I, .

100 tracdo biaxial

— A
80 —
B0 —|
N —
b~ ]
a0 — P cisalhamento
] Z puro
0 — A
] —— > __ tragéo uniaxial
o T T T T | T T T T | T T T T | T T T T | T T T T |
0 10 20 30 40 50

Figura 5. 2 - Excitacdo dos invariantes de deformacao para cada modo de deformacao.

Como pode-se visualizar nos graficos da Figura 5. 2, os ensaios de tracdo biaxial e de
cisalhamento normalmente ajustam constantes muito diferentes das obtidas através do ensaio de

tracdo simples, porque este tltimo ndo excita suficientemente o invariante /, . Assim, o ensaio

mais simples raramente fornece uma relacdo constitutiva que valha para problemas mais gerais
(a menos que o analista saiba que a aplicac@o exige principalmente tensdes uniaxiais). Este é um
erro comumente cometido que, como conseqiiéncia, gera niveis de tensdes erréneos para o
projetista. Caso nao se possa inferir com confianga sobre quais sdo os invariantes de deformacao
caracteristicos da aplicacdo, recomenda-se fortemente que se utilize constantes ajustadas para o
ensaio de tracdo biaxial (ou, na impossibilidade deste, de cisalhamento). Como regra geral, os
modelos ajustados para o ensaio biaxial reproduzem razoavelmente bem o comportamento dos

outros ensaios, mas a reciproca nao € — em boa parte dos casos — verdadeira.
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Caso a alteracdo das constantes ou o ajuste para outros ensaios ainda ndao forneca
predicdes razoaveis, possivelmente o modelo hipereldstico escolhido ndo tem capacidade de
descrever o comportamento da amostra de elastdbmero em questdo. Nesta situacdo, nao resta
outra alternativa a nao ser trocar de modelo hipereléstico e repetir o procedimento de ajuste. Nao
existem critérios exatos para decidir qual modelo a ser empregado, mas € possivel se familiarizar
com o tipo de resposta normalmente gerada por cada modelo, o que ajuda a reduzir o nimero de
opcoes.

Por brevidade, os modelos serdo doravante referenciados neste texto através das siglas
apresentadas juntamente com os modelos no Capitulo 3 (ver Tabela 5.1). Os modelos
hiperelasticos foram agrupados de forma que a apresentacdo dos resultados siga uma ordem
genealdgica e cronoldgica facilitando assim a comparacdo e avaliacdo dos modelos. Pretende-se
com isto, também, acompanhar a evolugdo e as linhas de tendéncias de cada época, fato muito
marcante observado no desenvolvimento de novos modelos hiperelasticos. O Apéndice B
apresenta um fluxograma com a distribuicdo e organizacdo dos grupos hiperelasticos aqui
adotados, juntamente com todos os ajustes e predi¢des gerados neste capitulo. Os modelos foram
agrupados em 10 familias, sendo que os representantes de cada uma foram escolhidos por
similaridades na sua formulacdo analitica, parentesco com demais modelos do grupo ou por
proximidade cronoldgica.

Esta classificacio — uma das contribui¢des do presente trabalho — € sugerida nao apenas
para reduzir a quantidade de resultados apresentados, mas principalmente por enquadrar os
varios modelos em grupos com classes de aplicagdo potencialmente (mas ndo necessariamente)
similares. Isto é, as vantagens e desvantagens, bem como padrdes de ajuste e predicoes
compartilham alguma peculiaridade entre os membros de cada grupo, muito embora esta regra
seja violada em vdrios casos (por exemplo, quando a associacdo é puramente cronoldgica).

O presente texto apresenta os graficos apenas para os modelos mais representativos de
cada familia. Em fun¢do da gama de modelos avaliados e a fim de padronizar e tornar mais
objetiva a interpretacdo dos resultados (ajustes e predi¢des), os mesmos serdo apresentados na

forma de tabelas seguindo a seguinte a convengao de classificagdo:

e Conceito A: Excelente representatividade da curva ¢Xe capturando com fidelidade o
efeito de enrijecimento do material. Apresenta erros pequenos no valor das tensdes em
toda a faixa de deformagdes fornecendo excelentes predi¢des para todos os ensaios, além

dos da calibracao;
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e Conceito B: Embora nao capture com fidelidade o efeito de enrijecimento do material,

prepondera a boa representatividade da curva fxe para todos os ensaios (7, S, B), aliado

a erros moderados no valor das tensdes. Pode nao fornecer boas predi¢des em alguns

casos ou ndo se ajustar bem a toda a faixa de deformacdes;

¢ Conceito C: Boa representatividade da curva tXe ajustada capturando com fidelidade
o efeito de enrijecimento do material, fornecendo, entretanto, predi¢des ruins para os

ensaios diferentes do da calibracao;

¢ Conceito D: Ma representatividade da curva rXe se ajustando a faixas limitadas de

deformacdo. Gera predigdes estdveis para os trés ensaios (T, S, B)com erros acentuados,

podendo apresentar predicdes rigidas. Este conceito corresponde a uma classe de
modelos inferior aos modelos que possuem conceito Bou C. Assume-se para tanto, que
seja melhor (do ponto de vista de simulacdo computacional) modelos que apresentem
excelente comportamento para um dos ensaios, do que modelos com predi¢des estaveis

para os trés ensaios, porém sem conseguir representar bem a curva tXe;
¢ Conceito E: Ajustes e predicOes erroneas. Apresenta instabilidades nas curvas;

Os ensaios experimentais serdo referenciados através de siglas, sendo utilizado: 7 ou C
para o ensaio de tracdo uniaxial, P ou § para o ensaio de cisalhamento e B para o ensaio de

tracdo biaxial. Os graficos das predi¢cdes seguirdo a seguinte convengao:

e Azul (S), vermelho (B), preto (7) continuas, representam as predi¢des tedricas;

* Azul (), vermelho (B), preto (T') tracejadas, representam os dados experimentais;

5.1. Caso de Estudo: Borracha Natural — Grandes Deformacoes

A borracha natural é um dos elastdmeros mais empregados em engenharia, € pode ser
manufaturada em inimeras combinagdes de composicio quimica e aditivos. Para fins de
validacdo dos modelos e de modo a confrontar os resultados obtidos com os apresentados na
literatura serd utilizado aqui o conjunto de dados de Treloar (Jones et al., 1975). As faixas de
deformacdo para cada ensaio sdo respectivamente: 0<e <700% para T, 0<e<400% para P

e 0<e<350% para B.
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5.1.1. Ajuste para Ensaio de Tracao

Primeiramente, analisou-se como os diversos modelos hipereldsticos se ajustam ao ensaio
T. As constantes hiperelasticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa
0<e<700%, verificando-se as predicdes para P e B na mesma faixa de deformagdes. As
Figuras 5.3 a 5.5 ilustram os resultados para os modelos mais representativos de cada familia
entre os grupos 01 a 10.

Conforme Figura B.1, os modelos dos grupos 01 e 02 forneceram predi¢des ruins para os
ensaios diferentes do da calibragdo, MRI2 e MRI3 ndo conseguiram se ajustar bem aos dados
experimentais. Os grupos 03 e 04 (Figura B.2) com excecdo dos modelos HSAI, KI, HYI,

tiveram ajustes e predicdes erroneas. O modelo power-law KI nao conseguiu representar com

precisdao o comportamento da curva tXe para os trés ensaios (T,P,B), manifestando um

comportamento suave para a tensao. Sem duivida o modelo Al teve problemas de convergéncia.

Contrapondo-se a resultados apresentados na literatura (Ogden, 1972; Bechir et al.,
2005), os modelos do grupo 05 (Figura B.3), dentre os quais se destacam os modelos OI2 (Figura
5.4a) e OI3, nao tiveram o desempenho esperado, fornecendo boas predicdes somente em alguns
casos, ou se ajustando bem a faixas especificas de deformag¢des. Claramente, o grupo 06 (Figura
B.3) ndo apresentou bons resultados. Os modelos do grupo 07 (Figura B.4) forneceram
excelentes predi¢des para todos os ensaios com erros pequenos para as tensoes, com excecao do
modelo YI2. O modelo YKI foi o tnico modelo do grupo 08 (Figura B.4) a apresentar resultados
satisfatorios. Dentre os modelos da familia limiting-chain-extensibility (Figura B.5) destacam-se
os resultados dos modelos ABIS e GI do grupo 09, com énfase para YFI e PSI do grupo 10.

E notdria a similaridade dos resultados entre os modelos MRI9 ¢ HNII (Figura 5.3a e
5.3b), salienta-se os mesmos compartilham uma formulac@o analitica semelhante. O modelo KI
(Figura 5.3d), ilustrou bom comportamento para grandes deformagdes, embora, erros
considerdveis sejam encontrados na faixa entre 0<e <200% . Os modelos YMI e YKI (Figuras
5.4c e 5.4d), manifestaram o mesmo comportamento que o modelo YI3 (Figura 5.4b).
Claramente o modelo GI (Figura 5.5b) apresentou instabilidades na predicdo do ensaio B,
fendmeno ndo encontrado nos resultados de seu precursor, o modelo EVI (Figura 5.5a). Dentre
dos modelos da familia, gerada a partir do modelo GI, destacam-se os excelentes resultados do
modelo YFI (Figura 5.5¢). Apesar de também apresentar melhores resultados, o modelo PSI
(Figura 5.5d) manifestou a mesma instabilidade que o seu modelo de base (GI, Figura 5.5a).

A Tabela 5. 2 apresenta a avaliagdo para todos os modelos avaliados conforme o critério

anteriormente especificado.
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Figura 5. 3 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para T na faixa 0 <e <700% .
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Figura 5. 4 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para T na faixa 0 <e <700% .
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Figura 5. 5 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para T na faixa 0 <e <700% .
5.1.2. Ajuste para Cisalhamento Puro

Uma andlise com os diversos modelos hipereldsticos ajustados para o ensaio P permite
verificar a assercao de que a predi¢cao do comportamento para os demais carregamentos € melhor
que quando do ajuste para o ensaio de tracdo (Marczak, et al., 2000).

As constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa
0<e<400% , verificando-se as predi¢des correspondentes na faixa de 0 <e <700% . As Figuras
5.6 a 5.8 ilustram os resultados para os modelos mais representativos de cada familia entre os
grupos 01 a 10.

Similar ao ensaio T, os grupos 01, 02, 03, 04, 05 e 06, salvo os modelos FI, KI, HY]I,
OI2, forneceram predi¢des ruins para ensaios diferentes do da calibracdo (Figuras B.6—B.8).
Dentre os grupos 07, 08, 09 e 10 (Figuras B.9 e B.10), os tnicos modelos que conseguiram
representar com fidelidade o comportamento do material foram YI3, YFI e PSI, os demais nao
apresentaram bons resultados. Cabe salientar que o ajuste para P forneceu resultados piores que
o ajuste para T (secdo 5.1.1). Claramente, verifica-se que os modelos YKI, YIS, YMI e PSI
tiveram uma perda na qualidade de suas predicoes, isto se ratifica comparando as Figuras B.4 e
B.5 com as Figuras B.9 e B.10. Enfatiza-se este fato comparando-se diretamente as Figuras 5.4 e

5.7 deste capitulo.
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Novamente, os modelos MRI9 e HNI1 ilustraram o mesmo comportamento (Figuras 5.6a
e 5.6b). Destaque-se que HNI1 apresentou instabilidade na predi¢ao do ensaio B . Os modelos FI
e KI também tiveram predi¢des similares (Figuras 5.6c e 5.6d), entretanto, ndo conseguiram
capturar o fenomeno de enrijecimento, observado em grandes deformacdes (e =>400% ).
Verifica-se comportamento similar para os modelos YKI (Figura 5.7d), EVI (Figura 5.8a) e GI
(Figura 5.8b). Os modelos OI2 e YI3 ndo conseguiram predizer o comportamento do material

para T e B em grades deformagdes, apresentando erros considerdveis no valor das tensdes. O

modelo YMI (Figura 5.7c) apresentou predicdes com instabilidades (derivada dt e nula),

comportamento ndo condizente com os dados experimentais. As predi¢des de EVI e GI (Figuras

5.8a e 5.8b) foram similares para os trés ensaios (T,P,B), apresentando erros acentuados para

deformacdes superiores a 400% . Os modelos YFI e PSI (Figuras 5.8c e 5.8d) apresentaram bons
resultados, embora, de qualidade inferior aos obtidos com o ajuste para 7 . PSI manifestou a
mesma instabilidade para o ensaio B, verificada na se¢do 5.1.1 (ver Figuras 5.5d e 5.8d).

A Tabela 5.2 apresenta de forma sucinta e objetiva a avaliacdo para todos os modelos

hiperelasticos avaliados.

MRI9 HNI
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Figura 5. 6 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para P na faixa 0<e <400% .
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Figura 5. 7 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para P na faixa 0 <e <400% .
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Figura 5. 8 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para P na faixa 0<e <400% .

86



87

5.1.3. Ajuste para Tracao Biaxial

Embora o ensaio B seja o mais dificil de realizar, ele tem a caracteristica de excitar
padrdes de deformacdo mais complexos (como ilustrado na Figura 5. 2), e geralmente sua
predi¢do do comportamento para os demais carregamentos € melhor que quando do ajuste para
os ensaios de T e de P. E usual que as deformagdes maximas obtidas com este ensaio sejam
menores que nos ensaios de 7 e P, o que contribui para o0 bom desempenho dos modelos de
baixa ordem. As constantes aqui foram obtidas com os dados experimentais na faixa
0<e<350% e verificadas as predi¢des correspondentes na faixa 0 <e <700% . As Figuras 5.9
a 5.11 ilustram os resultados para os modelos mais representativos de cada familia entre os
grupos 01 a 10.

Contrapondo-se a literatura (Marczak, et al., 2006), nenhum dos ajustes/predi¢des
apresentaram resultados com qualidade superior aos obtidos para o ajuste a 7, e modelos como
YKI, YI3, YFI e PSI perderam qualidade e precisdo em suas predi¢des. Isto se ratifica,
confrontando as Figuras 5.4 e 5.5 com as Figuras 5.10 e 5.11. Os grupos 01, 02, 03, 04, 05 e 06
(Figuras B.11—-B.13), ndo capturaram com fidelidade o efeito de enrijecimento do material, e/ou
forneceram predi¢des ruins ou errOneas para os ensaios diferentes do da calibragdo. Os grupos
07, 08, 09 e 10 (Figuras B.14—B.15) tiveram bom comportamento, com excecdo dos modelos
DTI, GYI, THI, G31 e HGSL

Similar aos ajustes para T e P (se¢des 5.1.1 e 5.1.2), os modelos polinomiais MRI9 e
HNI1 (Figuras 5.9a e 5.9b) forneceram predi¢des erroneas. Como regra geral, estes modelos
apresentam um comportamento excessivamente rigido para os ensaios que ndo os da calibracdo
(Marczak, et al., 2006). As predicdes dos modelos FI, KI e OI2 (Figuras 5.9c e 5.9d e Figura
5.10a) apresentaram erros considerdveis em toda a faixa de deformacdes. Os modelos OI2, YI3,
YMI, YKI (Figura 5.10) e os da familia limiting-chain-extensibility (Figura 5.11), tiveram o
mesmo comportamento verificado quando ajustados para 7 (ver se¢do 5.1.1), entretanto,
prepondera erros maiores para a tensdo em toda a faixa de alongamentos. Novamente, destaca-
se a instabilidade na curva tXe para o ensaio B, verificado para as predicdes dos modelos GI e
PSI (Figuras 5.11b e 5.11d). Claramente, e de acordo com a literatura (Humphrey, 2002, 2003),
os modelos YFI (Figura 5.11c) e PSI (Figura 5.11d) dentre os analisados, sdo 0s mais
recomendados para analisar o fendmeno de enrijecimento observado em grandes deformacdes.
Ratifica-se com isto a incapacidade dos modelos cldssicos em modelar este fendmeno.

A Tabela 5.2 apresenta de forma sucinta e objetiva a avaliacdo para todos os modelos

hiperelasticos avaliados.
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Figura 5. 9 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para B na faixa 0<e <350% .

012 YI3

Figura 5. 10 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para B na faixa 0<e <350% .
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Figura 5. 11 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para B na faixa 0<e <350% .

Conforme resultados apresentados na Tabela 5. 2 e Figuras B.1 a B.30 do Apéndice B, os
modelos polinomiais dos grupos 01, 02 forneceram predi¢des erroneas, na maioria dos casos
demonstrando um comportamento excessivamente rigido para P e B, em alguns casos com
comportamento instavel. Os modelos KI e HYT apresentaram um comportamento muito suave

para a curva tXe frente aos trés ensaios 7, P e B avaliados. Os demais modelos dos grupos 03

e 04 tiveram ajustes e ou predi¢cdes erroneas.

As predicoes do grupo 05 e 06 foram insatisfatorias frente ao seu potencial mencionado
pela literatura (Ogden, 1972; Bechir et al., 2005). O grupo 07 apresentou excelentes resultados
quando ajustado para 7, com exce¢do do modelo YI2. Os modelos YKI e AI do grupo 08
tiveram resultados similares, apresentam, entretanto, problemas de convergéncia.

O grupo 09, base da familia “limiting chain extensibility” teve um bom desempenho, com
excec¢do do modelo THI. O grupo 10, promissor na modelagem de materiais com enrijecimento
em deformacdes elevadas (com excecdo dos modelos G3I e CHGSI), conseguiu capturar com
fidelidade o comportamento do material fornecendo excelentes predicdes, quando ajustados para

T ou P.
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Modelo T P B Modelo T P B
MRI2 E B B PLI E E E
MRI3 D B C MI D B C
MRIS C D C KLI E D B
MRI9 C C C VDWI C E D
HNI1 C C C YI2 B D B
HNI2 C C C YI3 A A A
HNI3 C E E YIS A B A

PI3 C C C YMI A D A
NHI E D D YKI A D B
GTI E D D Al A D B
HSAI B E E DTI D E E
HSI E E E GYI B D D
FI D D D THI E E E
VWI D D E EVI B D B
KI B D B ABIS B D B
HYI B D B GI B D B
O12 B B B YFI A A B
oI13 D C C G3I C E C
HBI2 B D E PSI A A B
HBI3 D D E HGSI B D C

Tabela 5. 2 — Borracha natural (Treloar). Ajustes: T (0<e<700%), P (0<e<400%) e
B (0<e<350%).

5.2.Caso de Estudo: Borracha Natural — Pequenas Deformacoes

A fim de avaliar o comportamento dos modelos hiperelésticos em faixas de trabalho com
deformacdes distintas a estudada na secdo 5.1, serd analisada agora uma outra amostra de
borracha natural (NR55) (Marczak, et al., 2006). As faixas de deformagdo para cada ensaio sio

respectivamente: 0<e<100% para T, 0<e<130% para P e 0<e<70% para B.
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5.2.1 Ajuste para Tracao

As constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa
0<e<100%, verificando-se as predi¢cdes correspondentes na mesma faixa de deformagdes. As
Figuras 5.12—-5.14, ilustram os resultados para os modelos mais representativos de cada familia
entre os grupos 01 a 10. A Tabela 5.3 apresenta de forma sucinta e objetiva a avaliacdo para
todos os modelos hipereldsticos aqui avaliados.

Os modelos polinomiais, grupos 01 e 02 (Figura B.16), forneceram ajustes e ou predi¢des
ruins para os ensaios diferentes do da calibracdo. De forma similar, os grupos 03 e 04 (Figura
B.17) ndo capturaram com fidelidade o comportamento do material. Notoriamente, MI foi o
unico modelo dos grupos 05 e 06 (Figura B.18) a conseguir representar com precisdo a curva
tXe, muito embora verificam-se erros expressivos na predi¢do do ensaio B para ¢ <50% . Os
modelos do grupo 07 e 08 (Figuras B.19) forneceram excelentes predi¢des para todos os ensaios,
com excecdo dos modelos YI2 e YKI que ndo conseguiram capturar o fendmeno de
enrijecimento (embora o erro correspondente no valor das tensdes possa ser considerado
pequeno). DDTI foi o dnico modelo do grupo 08 a ndo apresentar bons resultados. O modelo
YFI foi o tnico entre os modelos dos grupos 09 e 10, a fornecer bons resultados. Claramente, o
modelo PSI ndo conseguiu capturar o comportamento do material, fornecendo ajuste e predi¢coes

ruins, com instabilidades (derivada dt/de nula) dentro da faixa de trabalho. YKI foi o tnico

modelo a apresentar problemas de convergéncia.

Similar aos resultados encontrados na secdo 5.1, os modelos polinomiais MRI9 e HNI1
(Figuras 5.12a e 5.12b) apresentaram predi¢des extremamente rigidas para os ensaios que nao os
da calibragdo. E interessante notar a semelhanca dos resultados entre o modelo power-law KI
(Figura 5.12d) e os modelos de base logaritmica EVI e GI (Figura 5.14a e 5.14b). Verifica-se
com isto, o potencial da familia de modelos power-law, hoje pouco empregados e praticamente
em desuso. Os modelos OI2 (Figura 5.13a) e YKI (Figura 5.13d) forneceram bons resultados
para pequenas deformacdes, sendo incapazes de capturar corretamente o enrijecimento do
material para faixas maiores de deformacdo. O modelo FI (Figura 5.12¢) ndo apresentou bons
resultados.

Os melhores resultados foram encontrados para os modelos YMI (Figura 5.13c) (base
polinomial e exponencial) e YFI (Figura 5.14c) (base exponencial e logaritmica), este ultimo
evolucdo do modelo GI. Isto mostra claramente o potencial dos modelos hibridos, entretanto, é
necessdrio avaliar criteriosamente a influéncia de cada termo adicionado nas expressdes de base,

a fim de evitar comportamentos andmalos, como o verificado no modelo PSI (Figura 5.14d).
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Figura 5. 14 - Borracha natural (NR55). Ajuste para 7' na faixa 0<e <100% .

5.2.2 Ajuste para Cisalhamento Puro

As constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa
0<e<130%, verificando-se as predi¢cdes correspondentes na mesma faixa de deformagdes. As
Figuras 5.15 a 5.17 ilustram os resultados para os modelos mais representativos de cada familia
entre os grupos 01 a 10. A Tabela.3 apresenta de forma sucinta e objetiva a avaliagdo para todos
os modelos hiperelasticos avaliados.

Os grupos 01, 02, 03 e 04 (Figuras B.21—-B.22) forneceram predi¢Oes ruins ou erroneas
para os ensaios diferentes do da calibracdo. Os grupos 05 e 06 (Figura B.23) nao capturam com
fidelidade o efeito de enrijecimento do material, com excecdo de OI2 (Figura 5.16a) que
forneceu excelentes predi¢des para e <60% . Estranhamente, o modelo OI3 ndo foi capaz de
predizer corretamente o comportamento para 77 e B. Os grupos 07 e 08 (Figura B.24)
apresentaram excelentes resultados, com excecdo de YI2, YMI, Al e DDTI. Os modelos do
Grupo 09 (Figura B.25) geraram estimativas aceitdveis, entretanto, o grupo 10 (Figura B.25) teve

resultados abaixo do esperado.
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Curiosamente, o modelo MRI9 (Figura 5.15a) ndo apresentou predi¢des extremamente
rigidas para os ensaios que ndo os da calibracdo. Contudo, HNI1 (Figura 5.15b) manifestou este
comportamento, ja verificado para no ajuste para 7 (secdo 5.2.1).

Similar ao ajuste para T (se¢do 5.2.1), o modelo power-law KI teve resultados
semelhantes ao modelo GI, entretanto, sem apresentar instabilidades na predicdo do ensaio B.
Este fato reforca o potencial de aplicacdo dos modelos desta familia. Outro ponto importante € a
comparacao dos resultados do modelo GI (Figura 5.17b) com os de seu antecessor EVI (Figura
5.17a). Além da similaridade dos resultados, o modelo EVI possui a vantagem de nao apresentar
instabilidades em suas predi¢des. Chama-se aten¢do para as semelhancas em suas formulagoes
analiticas (ver eqgs.(3.19) e (3.30)). Comparando as Figuras (5.13d e 5.16d), fica clara a melhora
nos resultados do modelo YKI em relacdo ao ajuste para 7. O modelo YI3 (Figura 5.16b)
também forneceu excelentes resultados. E interessante notar, que os modelos YMI e YFI
(Figuras 5.16¢ e 5.17c) que tiveram excelente desempenho quando ajustados para T (Figuras
5.13c e 5.14c¢), ndo conseguiram capturar o efeito de enrijecimento do material, manifestando um
comportamento suave para a curva tXe. O modelo PSI (Figura 5.17d) ndo teve bom

desempenho, embora melhor que quando ajustado para 7' (se¢do 5.2.1).
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5.2.3 Ajuste para Tracao Biaxial

As constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa
0<e<70%, verificando-se as predicoes correspondentes entre 0<e<130%. As Figuras
(5.18=5.20) ilustram os resultados para os modelos mais representativos de cada familia entre os
grupos 01 a 10.

Similar ao ajuste para 7' (sec¢do 5.2.1), os grupos 01 e 02 (Figura B.26) manifestaram um
comportamento extremamente rigido para as suas predicoes, MRI2 foi o dnico a ter um
comportamento suave para a curva tXe. Os grupos 03 e 04 (Figura B.27) ndo apresentaram bom
comportamento, salvo os modelos KI e HYI, que apesar de nao representarem com fidelidade o
efeito de enrijecimento do material, apresentaram um erro pequeno no valor nominal das tensoes.

Os grupos 05 e 06 tiveram comportamento insatisfatério frente ao seu potencial
destacado na literatura (Ogden, 1975; Bechir et al., 2005). Comparando as Figuras (B.18 e B.28),
fica clara, a perda de qualidade tanto do ajuste como das predi¢des do modelo MI em relagdo ao
ajuste realizado com o ensaio de 7' (secdo 5.2.1). Os grupos 07 e 08 (Figura B.29) apresentaram
excelentes resultados (capturaram com fidelidade o fendmeno de enrijecimento para os trés
ensaios), com exce¢do dos modelos YI2, DDTI, GYI que exibiram um comportamento
extremamente suave para a curva tXe. YMI apresentou instabilidades na predicao do ensaio B.
O grupo 09 (Figura B.30) teve um bom desempenho para pequenas deformag¢des, embora, nao
represente com precisao o fenomeno de enrijecimento. Destaca-se que YFI foi o tnico modelo
do grupo 10 (Figura B.30) a apresentar bons resultados.

As Figuras (5.18a e 5.18b) confirmam o comportamento extremamente rigido das
predicoes dos modelos MRI9 e HNI1. O modelo OI2 (Figura 5.19a) forneceu excelentes
predicdes para e <50% . Similar ao ajuste para P, os modelos YI3 (Figura 5.19b) e YKI (Figura
5.19d) forneceram excelentes resultados. Novamente, o modelo YMI (Figura 5.19c) ndo teve
bom comportamento, entretanto, curiosamente, o modelo YFI (Figura 5.20c) apresentou
excelentes resultados. Aspectos como estes reforcam a necessidade de uma avaliacdo criteriosa
da influéncia dos termos hibridos inseridos na expressdo para a energia de deformacdo. Através
das Figuras (5.20a e 5.20b) fica clara a semelhanga entre os modelos EVI e GI, ja ressaltada nas
secoes 5.2.1 e 5.2.2. Comparando as Figuras 5.14d, 5.17d e 5.20d, ressalta-se a incapacidade do
modelo PSI em representar o comportamento material. Neste Caso, salienta-se que para cada tipo
de ajuste 7, P ou B, o modelo ilustrou um comportamento bem distinto. Os resultados aqui
apresentados contrapdem-se aos ilustrados na secao 5.1.1 deste trabalho. A Tabela 5.3 apresenta

de forma sucinta e objetiva a avaliagao para todos os modelos hipereldsticos avaliados.
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Figura 5. 20 - Borracha natural (NR55). Ajuste para B na faixa 0<e <70%.

Conforme resultados apresentados na Tabela 5. 3 e Figuras B.16 a B.30 do Anexo deste
trabalho, ratifica-se que os melhores resultados foram encontrados para os ajustes realizados com
os dados do ensaio de 7. No ambito global, todos os modelos polinomiais dos grupos 01 e 02
apresentaram predi¢des com comportamento excessivamente rigido para os ensaios diferentes
dos da calibracdo. Verificou-se 0 mesmo comportamento para os grupos 05 e 10, com excegao

de YFIL Os grupos 04 e 05 (salvo KI e HYI ajustados para 7' ) ndo conseguiram representar o

comportamento da curva (zXe) para nenhum ensaio experimental (7,S,B), preponderando

ajustes/predicdes ruins e/ou errdneas para as mesmas. Os grupos 05 e 06 tiveram comportamento
abaixo do esperado. Destacam-se os resultados fornecidos pelos modelos YI3 e YIS do grupo 07
e YKI e Al do grupo 08 respectivamente.

O grupo 09 ajustado para T, embora ndo tenha capturado fielmente o comportamento da
curva (rxe) forneceu predigdes aceitdveis para os trés ensaios (7,P,B). YFI foi o tnico
modelo do grupo 10 com ajustes e predicdes excelentes. O modelo PSI, ao contrdrio do

verificado para os ajustes realizados com os dados de Treloar (se¢ao 5.1.1) ndo teve bom

desempenho.
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Modelo T P B Modelo T P B
MRI2 D D D PLI D E E
MRI3 C E C MI B B E
MRIS C E C KLI D D D
MRI9 C C C VDWI E E E
HNI1 C C C YI2 B D B
HNI2 C C C YI3 A A A
HNI3 C C C YIS A A A

PI3 C C C YMI A E E
NHI B D D YKI B A B
GTI B E C Al A B A
HSAI E E E DDTI E D D
HSI C D C GYI A A B
FI D D E THI E E E
VWI D D C EVI B D D
KI B D D ABIS B D D
HYI B D D GI B D D
O12 D B C YFI A D A
o13 C D D G3I C C D
HBI2 C C E PSI C C C
HBI3 C C E CHGSI B D C

Tabela 5. 3 - Borracha natural (NR55). Ajustes: 7 (0<e<100%), P (0<e<130%) e
B (0<e<70%).

5.3. Caso de Estudo: Silicone

Com o intuito de avaliar o comportamento dos modelos frente a outro tipo de borracha,
serd analisada nesta secdo, uma amostra de silicone. As faixas de deformacao para cada ensaio
sao respectivamente: 0<e<600% para T e 0<e<300% para B. Para a amostra de silicone
analisado ndo se dispdoem dos dados do ensaio de cisalhamento, ensaio atipico para esta familia
de materiais e ndo documentado na maioria dos casos. Assim os ajustes serdo realizados
considerando apenas os ensaios 7 e B. Todavia, a titulo de ilustracdo serdo apresentadas as
predi¢cdes obtidas para o ensaio de cisalhamento embora a mesma nédo possa ser confrontada com

os dados experimentais.
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5.3.1. Ajuste para Tracao Uniaxial

As constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa
0<e<600%, verificando-se as predi¢des correspondentes na mesma faixa de deformagdes. As
Figuras (5.21 —5.24) ilustram os resultados para os modelos mais representativos de cada familia
entre os grupos 01 a 10. A Tabela 5.4 apresenta de forma sucinta e objetiva a avaliacdo para
todos os modelos hiperelésticos avaliados.

O material analisado difere dos anteriores, pois a curva tXe para este caso exibe um

comportamento mais suave e similar para ambos os ensaios (7,B), ndo apresentando um

amolecimento visivel para nenhuma faixa de deformagdes.

Os grupos polinomiais cldssicos 01 e 02 (Figura B.31) forneceram predig¢des
excessivamente rigidas para os ensaios diferentes do da calibracdo, com exce¢do do modelo de
baixa ordem MRI2 que ndo conseguiu capturar o comportamento do material. Os grupos 03 e 04
(Figura B.32) ndo apresentaram bons resultados, com exce¢do dos modelos KI e HYI. Cabe
ressaltar que o modelo FI, modelo base da biomecanica e também muito popular no estudo de
tecidos bioldgicos, apresentou erros consideraveis para pequenas deformacdes, ndo capturando o
enrijecimento manifestado pelo ensaio de tracao biaxial para e >200% .

Os grupos 05 e 06 (Figura B.33) ndo apresentaram bom comportamento. O modelo OI2
(Figura 5.22a) apresentou predi¢Oes similares para os trés ensaios, ndo capturando corretamente
o fendmeno de enrijecimento para o ensaio B . Os resultados dos grupos 07 e 08 (Figura B.34),
com excecdo dos modelos AIl, DDTI e YMI, apresentaram erros considerdveis no valor das
tensoes. O modelo YIS apresentou instabilidades para o ensaio B dentro da faixa de predicao,

entretanto, chama-se a aten¢@o para os excelentes resultados fornecidos pelo mesmo, dentro da

sua faixa de trabalho (0<e<300%). Fendmenos como estes estdo diretamente relacionados

com a extrapolacdo dos dados experimentais. Através da Figura B.24 fica claro que se deve
evitar este procedimento a qualquer custo, uma vez que os resultados nao sao nada confidveis.

O grupo 09 (Figura B.25) teve dificuldade em capturar o comportamento do material para
baixas deformacdes, fornecendo predi¢cdes com erros considerdveis para o ensaio B. O modelo
THI, precursor do grupo 09, ndo se ajustou bem aos dados experimentais.

Notoriamente, YFI foi o inico modelo do grupo 10 (Figura B.25) a representar fielmente
a curva rXe do material para ambos os ensaios 7 e B. Os demais modelos do grupo

manifestaram comportamento errdneo para o material analisado.
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Caracteristica comum na familia de modelos polinomiais cldssicos, o modelo MRI9
(Figura 5.21a) apresentou predi¢des excessivamente rigidas para os ensaios que ndo os da
calibragdo. Destaca-se que o modelo HNI1 (Figura 5.21b) manifestou instabilidade no ajuste
para pequenas deformacgdes, ndo conseguindo predizer o comportamento do material para os
demais modos de deformacdo. O modelo power-law KI (Figura 5.21d) apresentou melhores
resultados que os modelos de base logaritmica EVI (Figura 5.23a) e GI (Figura 5.23b). Salienta-
se que o modelo GI apresentou instabilidades na predi¢ao do ensaio B . Os modelos YI3 (Figura
5.22b) e YKI (Figura 5.22d) tiveram bom desempenho. E interessante comparar o
comportamento dos modelos YMI (base polinomial e exponencial, Figura 5.22c) e YFI (base
exponencial e logaritmica, Figura 5.23c), ambos modelos hibridos, porém, com resultados bem
distintos. Destaca-se também, o comportamento do modelo PSI (Figura 5.23d), que apresentou
instabilidades para pequenas deformagdes. Comparando com o modelo GI, e analisando as
eqs.(3.30 e 3.36), fica claro a influéncia do termo In(/,) na expressdo para a energia de
deformacdo do modelo PSI. Problemas como este sao comuns nos modelos GG (modelos cuja

equacgdo constitutiva consiste em uma evolucao do modelo de GI), sendo verificado também nos

modelos G31 e CHGSI (Figura B.35).
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Figura 5. 21 — Silicone (MED4950). Ajuste para 7 na faixa 0 <e <600% .
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5.3.2. Ajuste para Tracao Biaxial

As constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa
0<e<300%, verificando-se as predicdes correspondentes na faixa 0 <e<600% . As Figuras
(5.24—-5.26) ilustram os resultados para os modelos mais representativos de cada familia entre os
grupos 01 a 10. A Tabela 5.4 apresenta de forma sucinta e objetiva a avaliacdo para todos o0s
modelos hipereldsticos avaliados.

Similar ao ajuste para 7 (se¢do 5.3.1), todos os modelos dos grupos 01 e 02 (Figura
B.36) ndo forneceram boas predi¢des, embora os ajustes representaram com fidelidade o
comportamento da curva tXe. Os modelos dos grupos 03 e 04 (Figura B.37) exibiram um
comportamento andmalo, com excecdo de KI e HYI que tiveram resultados aceitaveis.

Recomendados na literatura para o emprego em grandes deformacdes (Ogden, 1975,
Bechir et al., 2005), os modelos dos grupos 05 e 06 (Figura B.38) tiveram desempenho ruim,
exibindo predi¢des e/ou ajustes errdneos. Os grupos 07 e 08 (Figura B.39) apresentaram um bom
comportamento, com exce¢ao dos modelos YIS, Al e DDTI que apresentaram bons resultados
para uma faixa especifica de deformacgdo. Destaca-se que o modelo YIS, além de fornecer
predicdes ruins, apresentou instabilidades dentro da faixa de trabalho. Os modelos do grupo 09
(Figura B.40), com excecdo do modelo THI, capturaram com fidelidade o comportamento do
material, entretanto apresentaram boas predi¢des para faixas especificas de deformagdes. Os
modelos YFI e PSI do grupo 10 (Figura B.40) exibiram comportamento similar ao de seu
precursor GI do grupo 09. Os demais modelos do grupo 10 forneceram predicdes ruins para os
ensaios diferentes do da calibracao.

Similar ao ajuste para 7 os modelos MRI9 (Figura 5.24a) e HNI1 (Figura 5.24b) ndo
apresentaram bons resultados para suas predicdes. Através das Figuras (5.24d, 5.26a e 5.26b)
confirma-se o melhor comportamento do modelo power-law de KI em relacdo aos modelos EVI
e GI de base logaritmica. O modelo FI, caracteristico na modelagem de tecidos bioldgicos, ndo
conseguiu representar com fidelidade o comportamento da curva ¢Xe (resultados limitados para
e <150% ), manifestando um comportamento similar para os trés ensaios. Ao contrdrio do
verificado para o ajuste para 7 (se¢do 5.3.1), os modelos YMI (Figura 5.25¢) e YFI (Figura
5.26¢) apresentaram o mesmo comportamento. E interessante notar, que o modelo hibrido YFI
ndo apresentou as instabilidades verificadas no comportamento de seu precursor, o0 modelo de
GI, possivelmente devido ao termo exponencial adicionado em sua expressdo constitutiva (ver
eqgs. 3.30 e 3.32). O modelo PSI (Figura 5.26d) apresentou o mesmo comportamento que o

modelo GI.
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Figura 5. 25 - Silicone (MED4950). Ajuste para B na faixa 0<e <300% .
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Figura 5. 26 - Silicone (MED4950). Ajuste para B na faixa 0<e <300% .

Conforme resultados apresentados na Tabela 5.4 e Figuras B.31 a B.40 do Apéndice B,
novamente verifica-se que os melhores resultados foram encontrados para os ajustes realizados

com os dados do ensaio 7. De modo geral, os grupos 01 e 02, embora tenham ajustado com

fidelidade a curva rXe para ambos os ensaios (T, B), exibiram predi¢des com comportamento

excessivamente rigido para os ensaios diferentes do da calibragao. Os grupos 03 e 04 nao
apresentaram bom comportamento, com exce¢ao dos modelos KI e HYI. Ficou claro, o potencial
de utilizagdo dos modelos power-law como base de novos modelos a serem desenvolvidos,
destinados a modelagem de materiais que exibam o fendmeno de enrijecimento em deformagdes
elevadas (elastomeros e tecidos bioldgicos). Os modelos dos grupos 05 e 06 ndo tiveram bom
desempenho, exibindo predi¢des e/ou ajustes erroneos. Destacam-se os excelentes resultados dos
modelos YI2, YI3, YIS, YKI e GYI pertencentes aos grupos 07 e 08, ajustados para T .Os

modelos do grupo 09 tiveram bons resultados para uma faixa especifica de deformacio

(e <200%), entretanto, a qualidade de suas predi¢des foi inferior a0 modelo power-law de KI.

Notoriamente YFI foi o tinico modelo hibrido do grupo 10 a apresentar bons resultados. Os

demais modelos G3I, PSI e CHGSI exibiram ajustes e/ou predi¢des erroneas.



106

Modelo T T Modelo T T
MRI2 E C PLI E E
MRI3 C C MI C C
MRI5 C C KLI C C
MRI9 C C VDWI C E
HNI1 C C YI2 A B
HNI2 C C YI3 A B
HNI3 C D YIS A D

PI3 C C YMI E B
NHI D D YKI A B
GTI E D Al D D
HSAI C E DDTI E E
HSI E D GYI A B
FI D D THI E E
VWI C E EVI B B
KI A B ABIS B B
HYI B B GI B B
O12 B C YFI A B
Oo13 C C G3I C C
HBI2 C E PSI E B
HBI3 C E CHGSI B C

Tabela 5. 4 - Silicone (MED4950). Ajustes: T (0<e<600%) e B (0<e <300%).

5.4. Conclusoes

As Tabelas 5.2 -5.4 indicam que o ensaio de tracdo uniaxial pode ser usado “para tudo”,
melhor até que o biaxial.

Isto contradiz parte da literatura (Marczak, et al., 2006), mas aparentemente ja tinha sido,
ou intrinsecamente sugerido por muitos dos artigos publicados na dltima década, que insistem no
uso generalizado do ensaio de tragdo uniaxial. Pode ter sido s6 conveniéncia, j4 que o ensaio de
trac@o biaxial também € mais dificil de se realizar.

Por outro lado, como os ensaios biaxiais normalmente ndo vao além de aproximadamente
300% , permanece a ddvida quanto a possibilidade deste ensaio, se conduzido a deformagdes
maiores, forneceria ajustes melhores que o uniaxial. Se isso fosse confirmado, os argumentos do

inicio do Capitulo relacionados a Figura 5.2 se confirmariam completamente.
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Como foi visto neste Capitulo, cada um dos modelos hipereldsticos possui suas
peculiaridades, e devem ser escolhidos criteriosamente. E praticamente impossivel fazer
recomendacdes definitivas para o uso de cada um. Some-se a isso a enorme diversidade de
variagdes quimicas possiveis para compostos elastoméricos. A seguir destacam-se algumas das

caracteristicas gerais de cada modelo:

¢ Os modelos polinomiais, com exce¢do dos de baixa ordem, normalmente se ajustam
bem a dados experimentais de um dado ensaio, capturando com fidelidade o
comportamento da curva tXe. Vale a ressalva, que os modelos que contemplam em sua
energia de deformacdo o segundo invariante de deformacdo raramente fornecem
predi¢des aceitdveis para os demais ensaios que ndo os da calibracdo, manifestando um
comportamento excessivamente rigido para as suas predicdes. Embora ainda pouco
conhecidos, os modelos do grupo 08, que também fazem uso de fun¢gdes polinomiais,
além de apresentar melhores resultados, empregam um nimero reduzido de constantes

em relacdo aos modelos polinomiais tradicionais de alta ordem.

® Os modelos de base exponencial (grupos 03 e 04), com énfase para o modelo FI,
apresentaram comportamento limitado a faixas especificas de deformacdo, fornecendo
predi¢des ruins ou errdneas para os ensaios diferentes do da calibra¢do. Destaca-se o

potencial de utilizagao do modelo power-law de KI.

z

e A familia de modelos cuja expressio para energia de deformacdo é escrita
diretamente em funcio dos alongamentos principais (grupos 05 e 06), ndo apresentou
bons resultados, exibindo predicdes de baixa qualidade ou errdneas, com &énfase para
pequenas deformagdes. Os resultados encontrados contrapdem-se aos da literatura
(Ogden, 1975; Bechir et al., 2005). PLI apresentou predi¢des erroneas para todos os

ensaios, resultado j4 verificado por outros autores (Finney et al., 1988).

¢ Os modelos da familia limiting chain extensibility ndo capturaram com fidelidade o
efeito de enrijecimento do material, manifestando um comportamento extremamente
suave para a curva tXe. Propostos como evolu¢do do modelo GI, e lancados como
promissores na modelagem de materiais com alto enrijecimento em deformagdes
elevadas, os modelos do grupo 10, salvo YFI, ndo apresentaram resultados satisfatorios
para todos os materiais avaliados. Em alguns casos verificou-se desempenho inferior ao

exibido pelos modelos polinomiais e de base exponencial.
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e Embora o ensaio de tracdo biaxial excite mais o segundo invariante de deformacao,
claramente os ajustes realizados a tracdo uniaxial forneceram melhores resultados,

garantindo predi¢des de qualidade superior em todos os casos avaliados;

Os casos ilustrados neste Capitulo somados aos muitos resultados publicados na literatura
indicam algumas caracteristicas intrinsecas de cada modelo hipereldstico que parecem
prevalecer. Os modelos serdo apresentados em ordem genealdgica e cronoldgica permitindo

acompanhar a evolucao e as tendéncias de cada época.
5.4.1. Modelo de Mooney-Rivlin (MRIn)

¢ O modelo MRIn deve ser usado com atencdo particular a forma da curva tXxe do
material. As versdes de 2 ou 3 termos sdo validas até deformagdes da ordem de 30%-
50%, mas os efeitos de enrijecimento comuns quando as deformagdes se tornam grandes
ndo sdo levados em conta. O modelo de 2 termos tem mau desempenho em problemas

dominados por compressdo (Marczak, R et al., 2000).

e As versdes de 5 ou 9 termos mostram validade até deformagdes da ordem de 100%-

200%, mas podem apresentar oscilagdes similares aos do modelo polinimial.

e A Figura 5.27a ilustra uma curva tipica obtida com os modelos MRIn de 2 ou 3
termos. Como nao ocorrem pontos de inflexdo, o efeito de enrijecimento é perdido. As
Figuras 5.27b e 5.27c ilustram que os modelos de 5 e 9 termos sdo capazes de capturar

um ou mais pontos de inflexao.

¢ Os modelos MRIn raramente reproduzem corretamente 0 comportamento a
compressao, a menos que sejam ajustados com o préprio ensaio de compressdo. No

entanto, ndo irdo predizer bem os demais ensaios (Marczak, R et al., 2006).

¢ Os modelos MRIn - em particular os de 2 e 3 termos - sdo bastante populares no
ambito da engenharia, e t€ém sido muito empregados nas mais diversas situacdes. Suas

constantes C,, ¢ C,, sdo facilmente encontradas para varios compostos, mas isto ndo €

garantia de bons resultados. O maior atrativo destes modelos € a sua simplicidade, mas
deve-se escolher os modelos de 5 ou 9 termos sempre que possivel, especialmente se o

z

material é desconhecido ou a faixa de deformacdes de trabalho € significativamente

grande (e >300% ).
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Figura 5. 27 — Diagramas ¢ X e tipicos do modelo de Mooney-Rivlin: (a) 2 e 3 termos; (b) 5
termos; (c) 9 termos.

5.4.2. Modelo de Hartmann-Neff (HNIn)

e Apresenta uma expressdao para energia de deformagdo muito similar a do modelo
MRIn. Entretanto, ajusta-se melhor para grandes deformacgdes. Assim como o modelo

MRIn, fornece predicdes excessivamente rigidas para os demais ensaios.

¢ Os modelos HNI2 e HNI3 apresentam desempenho inferior a HNII, podendo

produzir erros significativos para deformagdes moderadas (150% < e <400%) .

e Recomenda-se utilizar o modelo HNI1 quando a aplicacdo desejada é governada

principalmente por deformagdes do tipo usado no ajuste.

e Aplicavel para deformagoes até 700% .
5.4.3. Modelo Polinomial (PI)

e Em principio, o modelo PI pode ser ajustado a uma diversividade de curvas
experimentais, escolhendo-se o nimero de termos adequado. Portanto, para materiais
desconhecidos, a escolha de um N apropriado deve ser feita depois de disponibilizados

os resultados dos testes experimentais.
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e Deve-se lembrar que o modelo PI é extremamente flexivel, e esta € sua principal
desvantagem: tem termos demais, todos ponderados de forma similar. Esta caracteristica
produz problemas similares aos encontrados quando se ajusta curvas polinomiais de alto

grau, ou seja, uma ocorréncia excessiva de picos e depressoes nas predigdes.

e Pelarazdo acima, raramente se emprega N >3.

¢ Embora este modelo normalmente se ajuste bem a dados experimentais de um dado
ensaio, suas predi¢cOes para os demais carregamentos raramente sdo boas. Entdo, deve-se
reservar o modelo PI para casos em que a aplicagdo desejada é governada principalmente

por deformacdes do tipo usado no ajuste.

e Aplicavel para deformacgdes até 300%. Acima disto, as curvas tedricas podem

ocasionalmente apresentar oscilacoes.

e Deve-se evitar extrapolagdes a qualquer custo.

5.4.4. Modelo Neo-Hookeano (NHI)

e Este é provavelmente o mais simples de todos os modelos hiperelasticos, e pode ser
utilizado como ponto de partida em andlises-piloto, com mddulo de cisalhamento
constante. Deve-se limitar seu emprego a casos onde as deformacdes extensionais nao

ultrapassam 30-40%.

¢ Em problemas dominados por deformacdes cisalhantes, pode fornecer resultados bons

para deformacdes até 80-90%, desde que pequenos desvios sejam tolerados.

¢ Este modelo ndo captura o efeito de enrijecimento.

¢ Nao deve ser empregado para grandes deformagdes (superior a 100%).

5.4.5. Modelo de Gent-Thomas (GTI)

¢ Este modelo é uma modificagdo do modelo NHI, foi o pioneiro a empregar um termo
logaritmico do segundo invariante de deformagdo na expressdo para a energia de

deformacdo.
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¢ O modelo nido captura o efeito de enrijecimento, fornecendo resultados piores que seu

precursor, o modelo NHI.

¢ Nao deve ser empregado para grandes deformagdes (superior a 100%).

5.4.6. Modelo de Hart-Smith Aprimorado (HSAI)

¢ Este modelo é uma modifica¢cdo do modelo GTT através da substituicao da parcela NHI

por um termo exponencial.

e Nao se ajusta bem para pequenas deformacgdes, fornecendo predi¢des ruins para os

ensaios diferentes do da calibracao.

e Recomenda-se utilizar o modelo HSAI para grandes deformacdes, calibrado para

tracao uniaxial.

5.4.7. Modelo de Hart-Smith (HSI)

e E uma simplificacio do modelo HSAL

® Ao contrario de seu precursor, este modelo deve ser empregado para pequenas

deformagdes (e <100%).

e Geralmente apresenta boa qualidade no ajuste da curva ¢Xe, Por outro lado, suas

predicdes exibem comportamento erroneo.

5.4.8. Modelo de Fung (FI)

¢ Predomina para este modelo, ma representatividade da curva ¢Xe, se ajustando apenas
a faixas limitadas de deformacgao. Gera predicdes estdveis para os trés ensaios 7, P ¢ B,

com erros acentuados para pequenas deformacdes.

¢ Destaque-se que se tomando o limite » — 0 na eq.(3.10), recai-se no modelo NHI, dai

a similaridade de comportamento das curvas geradas por ambos.
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e Seu uso deve ser limitado a problemas envolvendo pequenas deformagdes (e <100% ),

devendo ser ajustado preferencialmente a tracao uniaxial.

¢ Embora seja muito popular no ramo da biomecanica, pelos presentes resultados nao se
recomenda a utilizagdo do mesmo, visto que o modelo ndo foi capaz de capturar o
enrijecimento da curva fXe pronunciado em grandes deformacgdes. Exalta-se que a
precisdo na modelagem deste fendmeno € a chave para uma melhor compreensdo das
propriedades termomecanicas de elastomeros e biomecanicas das paredes de artérias,

tenddes e outros tecidos bioldgicos (Horgan et al., 2002).

5.4.9. Modelo de Veronda-Westmanns (VWI)

5.4.10.

e Consiste em uma evolu¢do do modelo FI pela adicdo de um termo dependente do

segundo invariante de deformagdo na equacdo constitutiva.

e Nao deve ser empregado para grandes deformacdes (superior a 100%), devendo ser

ajustado exclusivamente para tracao biaxial.

Modelo de Knowles (KI)

¢ Knowles (1977) foi o precursor dos modelos power-law na modelagem do fendmeno de
enrijecimento de material em grandes deformacgdes. Para pequenos alongamentos, o
modelo KI exibe comportamento similar a0 modelo FI (vale lembrar que se tomando o

limite n — o na expressao (3.14), recai-se no modelo FI).

e Embora consiga representar o efeito de enrijecimento do material, este modelo
apresenta maior dificuldade em capturar pontos de inflexao da curva ¢Xe, o que causa

erros considerdaveis para pequenas deformacdes.

e Claramente, o modelo power-law KI apresenta melhores resultados que os modelos

EVIe GI que abrangem a mesma area de atuacao.

® O modelo pode ser empregado para deformacdes até 700% , preferencialmente
ajustados para T . Para amostras de materiais com faixas de deformacao inferior a 100% ,

o ajuste utilizando os dados do ensaio T € mandatério.
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Modelo de Hunphrey-Yin (HYI)

* O modelo HYI, particularizado para problemas isotrépicos, consiste em uma
simplificacdo do modelo FI através da flexibilizacdo de uma constante, trazendo ao

modelo ganhos significativos em relac@o ao seu precursor.

¢ (Claramente, este modelo exibe performance superior a FI, fato ratificado pela sua faixa
de abrangéncia. Para pequenas deformacdes (quando ajustado para T ), consegue

representar com fidelidade o comportamento da curva tXe para todos 0s ensaios

(T,S,B), embora ndo consiga capturar com fidelidade o efeito de enrijecimento do

material. Exibe bom comportamento também para grandes deformacdes. Todavia,

demonstra dificuldade em capturar pontos de inflexdao da curva do material.
¢ Pode ser empregado para deformacgdes até 700% .

e Embora consiga representar o efeito de enrijecimento do material, exibe maior
dificuldade em capturar pontos de inflexdo da curva rXe, o que se reflete em erros
considerdveis para pequenas deformacdes. Isto coincide com o documentado por Ogden

et al, 2004 em seus estudos recentes.
Modelo de Ogden (OlIn)

¢ O modelo Oln se ajusta mais facilmente aos dados experimentais, ja que utiliza os

valores de A como parimetros. Assim, ajustes ndo-lineares mais complexos podem ser

obtidos.

¢ E um modelo computacionalmente mais caro que os demais, mas por outro lado, é

aplicdvel para deformacdes de até 700%.

¢ O modelo de 2 termos € mais estavel que o de 3 termos, e este tltimo por vezes produz

predi¢des muito rigidas para cisalhamento e tracdo biaxial.
e Raramente se emprega N >3.

e E um dos poucos modelos capaz de se ajustar corretamente a tracdo e compressao
axial. E o que melhor prediz o comportamento a compressao a partir do ajuste com o0s

outros ensaios (Marczak, R et al., 2006).
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Modelo de Bechir (HBIn)

¢ O modelo HBIn segue a linha de pensamento de Oln, porém desenvolvendo uma nova
formulacdo baseada em um conjunto de invariantes de deformacdo fisicamente mais
significativos (Seth, 1964). A vantagem deste novo modelo sobre seu precursor seria uma
maior confiabilidade na modelagem de materiais que exibem comportamento altamente

nao-linear, caso dos elastdbmeros.

¢ Conforme mencionado por Bechir er al, 2005, o modelo proposto fornece excelentes
ajustes para o ensaio 7', com predicdes aceitdveis para os ensaios P e B . Pelo presente
trabalho ratifica-se parte da afirmacdo dos autores. Entretanto, cabe salientar que as
predicdes obtidas com este modelo para os materiais avaliados sdo insatisfatrias,

apresentando comportamento excessivamente rigido para a curva ¢ Xe.
e Similar ao modelo OI2, o modelo de 2 termos é mais estavel.

e A vantagem da utilizacdo do modelo HBIn (ressaltado pelos autores Bechir et al,
2005) em relacao ao modelo Oln estd no nimero reduzido de constantes constitutivas, o

que implica em um menor custo computacional.

¢ O modelo pode ser empregado para deformacgdes até 700% , sendo o ajuste para T

mandatério. Deve-se verificar atentamente o comportamento das predi¢des.

Modelo de Peng-Landel (PLI)

¢ Assim como o modelo Oln, PLI assume que a energia de deformacdo seja uma fungao
separdvel dos alongamentos principais. E um dos modelos hipereldsticos mais simples

(uma Unica constante de material).

¢ Fornece boas predicdes para os trés ensaios, entretanto, para uma faixa estreita de

deformacdes.

¢ Pelo presente estudo, claramente o modelo ndo captura o efeito de enrijecimento de
material, tampouco pontos de inflexdo presentes na curva tXe. Ao contrario do
mencionado pela literatura (Peng et al., 1972), recomenda-se empregar o modelo para

deformacdes inferiores a 100% , ajustado na mesma faixa para o ensaio 7 .
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® Peng et al., 1972 em seus estudos originais, menciona que correlagdes consistentes
empregando o seu modelo sdo obtidas para deformacdes até 150% . Os resultados
encontrados neste trabalho estdo de acordo com Finney et al., 1988 que também avaliou
o modelo PLI para os dados de Treloar. Segundo o autor (e implicito através da Figura
5.28) o modelo se ajusta bem aos dados experimentais para até deformacdes proximas a
150% , ponto a partir do qual predomina dificuldade em manter a convergéncia. Destaca-
se que Finney et al. ao invés de realizar o ajuste, estimaram um moddulo de rigidez inicial

para o material, eliminando assim a Uinica constante a determinar.

PLI
3 T T T T T
TC
251 S .
B
2 L -
&
E 1 5 ' =

Figura 5. 28 — Demonstracao dos limites do modelo de PLI.
5.4.15. Modelo de Martins (MI)

¢ O modelo MI dedicado ao estudo de musculos envolve um conceito novo e
interessante, ji que se trata de um modelo misto. E uma modificag¢do do modelo HYT, j4
que soma a energia de deformagao um termo exponencial do alongamento na dire¢ao das

fibras.

e Exibe comportamento distinto de seu precursor, apresentando predi¢des errdneas. A
vantagem € que se consegue mapear com maior representatividade a curva ajustada 7Xxe

para pequenas deformacdes.

® O modelo pode ser empregado para deformagdes até 700% . Para problemas
envolvendo deformagdes inferiores a 100% recomenda-se empregar o modelo MI ao

invés de seu precursor. O ajuste para o ensaio 7 ¢é mandatdrio, sendo que casos

especificos devem ser analisados separadamente;
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Modelo de Kilian (KLI)

¢ O modelo KLI foi o primeiro a utilizar uma base logaritmica para a energia de

deformacdo.

¢ Com excecdo da amostra de silicone, para os demais materiais avaliados o modelo KLI

ndo teve bom desempenho, apresentando ajustes e/ou predicdes errOneas.

¢ Recomenda-se utilizar o modelo KLI em aplicagdes governadas principalmente por

deformacdes do tipo usado no ajuste.

e Aplicavel para deformacoes até 700% , observando-se as ressalvas acima.

Modelo de Van der Waals (VDWI)

¢ Evolu¢do do modelo KLI, pondera na energia de deformacdo a contribuicio do

segundo invariante de deformacao;

e Apresentou resultados similares ao seu precursor, entretanto o ajuste para o ensaio 7 €

mandatario.

Modelo de Yeoh (YIn)

* A versdo de 3 termos (N =3) € a de emprego mais comum, e geralmente se ajusta

bem a faixas de grandes deformacgdes, mas pode apresentar desvios significativos para

deformagdes pequenas.

® O uso de dois termos é recomendado apenas para deformacdes pequenas (nao
superiores a 20%), mas deve-se verificar como as predi¢cdes para os outros modos de

deformacao se apresentam, se possivel.

¢ Os modelos de Yeoh de 3 e 5 termos se ajustam com extrema facilidade a todos os
casos, e produzem boas predicdes, em geral. E uma excelente escolha para a maioria das

borrachas naturais.

e Deve-se evitar extrapolacdo.
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Modelo de Yeoh-Modificado (YMI)

e Consiste em uma evolucdo do modelo YI3 pela adi¢do de um termo exponencial.
Segundo o autor (Yeoh, 1996), esta mudanca € responsavel por melhorar a qualidade dos
ajustes e predi¢des para pequenas deformagdes (problema cronico encontrado em YI13).

Pelo presente estudo ratifica-se parte da afirmacdo, j4 que para varios casos de estudo

(secoes 5.1.2,5.2.2,5.2.3 e 5.3.2), os resultados foram insatisfatorios.

¢ O modelo YMI se ajusta bem a faixa de grandes deformacgdes, entretanto, deve- se

priorizar os ajustes para o ensaio 7T .

® A partir dos resultados obtidos, € preferivel o emprego do modelo original YI3.

Modelo de Yamashita-Kawabata (YKI)

¢ Consiste em uma modificacdo do modelo YI2 (substituicdo do expoente quadratico,
por um coeficiente a ajustar). Foi o precursor de um novo grupo de modelos

hiperelasticos caracteristicos da década de 1990.

e Comparado com o seu precursor, o0 modelo YKI exibiu melhor comportamento.
Todavia, confrontado com os resultados obtidos com o modelo de YI3, que emprega o
mesmo nimero de constantes, 0 modelo YKI manifestou inferioridade na representacao
do material, com énfase para os ensaios P e B.

¢ O modelo se ajusta bem a faixa de grandes deformacdes. Entretanto, deve- se priorizar

os ajustes para T .

e Apresenta problemas de convergéncia em alguns casos.

Modelo de Amin (AI)

e Consiste em uma modificacio do modelo YKI para descrever o fendmeno de
amolecimento em pequenas deformacdes. Isto justifica os melhores resultados
encontrados para o modelo em relacdo ao seu precursor na andlise da amostra de

borracha natural (0<e <100% ).
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® Pode ser empregado para grandes deformagdes (e <700%) desde que ajustado para T .

¢ Se ajustado para B ndo consegue capturar com fidelidade o efeito de enrijecimento do

material, embora forneca uma boa representatividade da curva tXxe para todos os ensaios

(T,S,B).

e Deve ser utilizado com aten¢do a forma da curva do material, pode eventualmente

apresentar problemas de convergéncia.

Modelo de Davis- De-Thomas (DDTI)

¢ Emprega uma expressao para a energia de deformagdo similar ao modelo YKI.

¢ Nao demonstrou bons resultados para nenhum dos materiais avaliados, prevalecendo a

ma representatividade da curva tXe, aliada a ajustes e predicdes erroneas.

¢ Os resultados sugerem que o modelo seja empregado para pequenas deformagdes com

extrema atencdo a curva do material.

¢ N3o obstante, ndo se recomenda a utilizacdo deste modelo hipereléstico.

Modelo de Gregory (GYI)

¢ Consiste em uma modificacdo do modelo de DDTI. Ao contrdrio de seu precursor,

forneceu resultados satisfatorios para todos os materiais avaliados.

® Para a amostra de borracha natural (0<e<100%), reproduziu com fidelidade o

comportamento da curva tXe, fornecendo excelentes predi¢cdes para os trés ensaios

(T,S,B).

e Pode ser empregado para problemas envolvendo grandes deformacdes e=700%,

devendo o ajuste ser realizado para tragdo uniaxial.
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Modelo de Takamizawa-Hayashi (THI)

¢ O modelo apresentou comportamento andmalo para todos os materiais avaliados,

exibindo um comportamento extremamente suave para a curva tXxe.

¢ Os resultados obtidos sugerem aplicagdes bem especificas. Deve-se lembrar que o

material foi desenvolvido para a modelagem de artérias humanas.

Modelo de Edwards-Vilgis (EVI)

¢ Embora nao capture com fidelidade o efeito de enrijecimento do material, é capaz de

fornecer boa representatividade da curva 7Xxe para todos os ensaios (7,5, B).

¢ O modelo se ajusta bem a faixa de grandes deformacgdes. Para pequenas deformacdes

deve-se preferir por ajustes para 7 .

Modelo de Arruda-Boyce (ABIS)

¢ E o modelo mais indicado no caso de disponibilidade de apenas um tunico teste

experimental, desde que as curvas nio apresentem enrigecimento muito acentuado.

e E limitado para deformagdes até 300%, mas pode produzir erros significativos em

pequenas deformacdes.

¢ Em boa parte dos casos praticos, o modelo de ABI5 fornece resultados muito similares

N

ao modelo NHI, mas é capaz de capturar os efeitos de enrijecimento a grandes

deformacdes, desde que nao sejam muito acentuados.

Modelo de Gent (GI)
¢ Aplica-se as mesmas recomendacdes do modelo de ABIS.

¢ Fornece uma forma muito efetiva de se modelar o comportamento de borrachas sob

grandes deformacdes, ao custo de uma tnica (ou duas) constante(s).

e As predicdes deste modelo sdo curiosamente boas em toda a faixa de deformacio

ajustada.
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Modelo de Yeoh-Fleming (YFI)

¢ O modelo de YFI abre um novo grupo, que consiste em modelos desenvolvidos a partir

de modifica¢des do modelo GI, dada sua excelente capacidade de predigao.

¢ Este modelo se ajusta com extrema facilidade a todos os casos e a todas as faixas de

deformacio, exibindo excelentes predi¢des para os trés ensaios (7,5, B).

¢ E uma excelente escolha para a maioria das borrachas naturais e materiais biolégicos

que apresentam o fendmeno de enrijecimento em deformacdes elevadas.

® Pode ser empregado para deformacdes de até 700% . Os melhores resultados sdo

encontrados para o ajuste realizado para T .

Modelo de Gent de 03 Parametros (G3I)

* O modelo G3I apresenta boa representatividade da curva fXe ajustada, capturando
com fidelidade o efeito de enrijecimento do material. Entretanto, fornece predi¢des ruins

para os ensaios diferentes do da calibragao.

¢ Pode ser empregado em todas as faixas de deformacdo.

Modelo de Pucci-Saccomandi (PSI)

¢ Introduzido como promissor na modelagem de materiais que apresentam o fendomeno
de enrijecimento em deformacgdes elevadas, o modelo PSI apresentou comportamento
insatisfatorio. Ressalta-se que o mesmo consiste em uma modificacio do modelo GI
através da adicdo de um termo logaritmico dependente do segundo invariante de

deformacdes.

e Para a amostra de materiais avaliados o modelo PSI apresentou excelente
comportamento apenas para o conjunto de dados de Treloar, para os demais materiais

avaliados o modelo apresentou ajustes/predicdes ruins e ou erroneas.

e Nio se recomenda utilizar o modelo para problemas envolvendo pequenas
deformacdes, visto que o modelo fornece predicdes ruins para os ensaios diferentes do da

calibragao.
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e Pode ser empregado para deformacdes de at€ 700% , porém as curvas tXe para os

ensaios (T, S, B) devem apresentar comportamento similar aos dados de Treloar.

5.4.31. Modelo de Horgan-Saccomandi (CHGSI)

¢ O modelo CHCSI difere do modelo PSI na forma como o /, é empregado na energia

de deformacao.
¢ Nao apresenta bons resultados, se ajustando a faixas limitadas de deformacao.

e Tabulando o custo computacional e a qualidade dos resultados obtidos, € preferivel

utilizar o modelo GL
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6. PROPOSTA DE ESTIMADOR DE QUALIDADE DOS AJUSTES

Conforme apresentado no Capitulo 5 a avaliagdo visual dos modelos constitutivos tém
sido baseada em critérios subjetivos, o que torna o processo de selecdao suscetivel a erros e
bastante questiondvel em alguns casos. Uma forma adotada por varios autores para verificar a
qualidade dos ajustes e predi¢des € calcular o erro relativo das tensdes entre as solucdes tedricas

e experimentais. Este erro, dado em percentual € definido por (Devore, 2008):

1, (2)-1,(4)
(1)

ERRO,, (1) = X100 (6.1)

onde 7,(A) e t,(A) representam os valores de tensdo experimental e numérico respectivamente.

A Figura 6.1, ilustra uma andlise utilizando este conceito para quatro modelos

constitutivos que ilustram algumas situacOes praticas encontradas na selecio dos modelos

constitutivos. Os modelos foram ajustados 2 tragdo (0<e<700%), empregando o conjunto de

dados experimentais de Treloar.

Claramente, o estimador da eq.(6.1) fornece erros muito elevados para pequenas
deformacgdes para todos os modelos avaliados na Figura 6.1. Do ponto de vista da sele¢dao de
modelos constitutivos, fica explicito, que o estimador empregado mede erros relativamente
grandes, de forma imprOpria, e até mesmo errdnea para modelos que exibem um bom
comportamento (salienta-se que em problemas hipereldsticos ¢ comum encontrar erros da ordem
de 30%). O primeiro ponto que chama a aten¢do é a incapacidade do medidor de erro em
capturar o efeito de enrijecimento elevado das predi¢des dos modelos polinomiais cldssicos (ver
Figura 6.1a), onde as curvas para P e B sequer se enquadraram nos limites do grafico. Através
da Figura 6.1b, também se verifica a dificuldade do medidor em representar a divergéncia entre
os resultados da predicdo numérica em relacdo aos ensaios experimentais. Analisando o
comportamento da predi¢cdo do ensaio de tracdo biaxial, contata-se que a medida empregada
fornece erros aproximadamente iguais para toda a faixa de deformag¢des, muito embora, 0 mesmo
ndo se verifica na prética (Figura 6.2b). Outro aspecto relevante, é que para modelos que
apresentem comportamento similar (Figuras 6.2c e 6.2d), ndo é possivel aferir com exatidao qual
o melhor modelo (Figuras 6.1c e 6.1d). Isto € ruim para a selecdo dos modelos, e ocorre devido a
baixa sensibilidade do medidor. Dado a disposi¢do e forma como os resultados sdo ilustrados
(Figura 6.1), somado a dificuldade de interpretacdo, e a grande gama de modelos a ser avaliada,

a presente metodologia se mostra inadequada para os fins requeridos.
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Figura 6. 1 — Avaliacdo dos modelos utilizando a eq.(6.1).
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Figura 6. 2 — Comparagao das predicdoes numéricas com as curvas experimentais.

A andlise para os demais modelos avaliados neste Capitulo € apresentada no Apéndice C.
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Atualmente os laboratérios desenvolvem uma variedade enorme de novos compostos
elastoméricos, regido pelas necessidades do mercado. Em funcdo disto é imprescindivel se
dispor de uma ferramenta eficaz para verificar e qualificar o comportamento dos diversos
modelos hiperelésticos. Medidas como a da eq.(6.1) ndo permitem ao analista discernir sobre os
diversos modelos comparados.

Uma forma muito comum de avaliar a qualidade das predicdes € através do cdlculo do
coeficiente de correlacdo entre as solu¢des numérica e experimental. No entanto, remete-se ao

fato de que a grande maioria dos ajustes é ndo-linear (modelos e formulacdes complexas para o

calculo do coeficiente de correlacio), inviabilizando assim o emprego direto do R* na sua forma

convencional e mais conhecida aplicada para ajustes lineares (Devore, 2008). Para ajustes

lineares, R* é definido como (Devore, 2008):

R =1- s
SSmt
n 2
S, =2 (1,-1,) (6.2)
1:nl .
Ssior = Zl(te _E)
onde S, e S, representam o somatorio dos quadrados em torno da média, S, =S,,, +S;,. O

coeficiente R*> pode assumir qualquer valor entre O e 1, sendo que o valor 1 indica que o valor

integral da variancia é contemplado pelo modelo. Por exemplo, um valor de 0.8234 para R’
significa que o ajuste mapeia 82.34% da variacdo de valores em torno da média.

Esta caracteristica do coeficiente de regressdo € muito atrativa para a classificacdo e
selecao de modelos constitutivos, sendo que serd a base do desenvolvimento de um novo indice
para a apreciacdo dos modelos hiperelasticos. Entretanto, cabem algumas considerac¢des sobre o

emprego direto de medidas lineares do coeficiente de correlacdo.

Fica implicito a partir da Figura 6.3 que a medida R” linear apresenta erros muito
grandes para as curvas ajustadas, ndo condizendo com a realidade (Figura 6.2). Nota-se também,
que a medida fornece valores errdneos para R> em casos em que a predi¢do da curva txe
diverge da experimental (ver predicdo do ensaio biaxial Figura 6.3b). Apesar destas
particularidades, verificam-se resultados mais coerentes para o comportamento dos modelos em
pequenas deformacdes. Destaca-se também, que o comportamento extremamente rigido das

predi¢des dos modelos polinomiais cldssicos foi mapeado com éxito (Figura 6.3a).
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Outro aspecto interessante e atrativo para os fins requeridos neste trabalho, é que ao
contrdrio de medidas convencionais como a da eq.(6.1), o emprego de um coeficiente de
correlagdo permite ao analista discernir de forma clara sobre o comportamento dos modelos,

facilitando assim o processo de selecao.
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Figura 6. 3 - Avaliagdo dos modelos utilizando o estimador da eq.(6.2).

6.1. Estimador R° Nao-Linear

Claramente, a partir da Figura 6.3 constata-se a necessidade de um R’ especifico para
ajustes ndo-lineares. Entretanto, deve-se considerar a complexidade de avaliagdo e
implementacdo computacional dos modelos classicos, hoje existentes para coeficientes de
regressao nao-lineares. Em funcdo disso, tem-se como premissa neste trabalho o emprego de
uma medida que atenda aos seguintes critérios: Em primeiro lugar, é imprescindivel que o R’
proposto seja compativel com ajustes ndo-lineares, uma vez que a maioria dos modelos
hiperelasticos emprega expressoes deste tipo. Em segundo, a medida deve ser de fécil
implementacdo computacional, de forma a viabilizar o seu emprego em softwares de simulagao,
que atualmente ndo possuem um algoritmo especifico para a avaliacdo da qualidade dos seus

ajustes e predigoes.
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Por fim, a medida deve ser matematicamente consistente, e retratar com fidelidade o
comportamento dos ajustes e predi¢des para as vdrias situacdes encontradas no Capitulo 5.

A partir dos critérios de sele¢ao utilizados no Capitulo 5, é imperativo a necessidade de
uma nova forma de avaliagao dos modelos constitutivos entre si. Tém-se como premissa para tal,
o desenvolvimento de uma medida simples e pratica, que forneca resultados confidveis e permita
classificar e selecionar de forma rdpida e concisa os diversos modelos hipereldsticos a serem
avaliados. Baseado nos critérios especificados acima, no conceito do R? linear e na teoria geral

para ajustes ndo-lineares de curvas, propde-se a seguinte expressdo para o coeficiente de

regressao:
R =1 o
SSrot
N 2
Sreg = Z(te _tt) (63)

i=1

n _ 2
SSmt = ZW[ (te _te)
i=1

onde ¢, e ¢, representam respectivamente os valores de tensdo experimental e numérico. De

maneira geral, o coeficiente R’ é calculado a partir do somatério do quadrado das distancias
entre os pontos de tensdo experimental e ajustados pela regressdo ndo-linear. Este valor
resultante sera doravante denominado S,,. Para tornar R*> adimensional o resultado é
normalizado pelo somatério do quadrado das distincias de todos os pontos experimentais em

relagdio a sua propria média, denominado S,,,. Se o modelo se ajusta bem aos dados

experimentais, S, assume valores muito menores que S, ,. A Figura 6.4 ilustra o significado

geométrico de seus termos S, e S, daeq.(6.3).
(a) (b)
: ! :
-] g

Figura 6. 4 — Varidveis envolvidas no cdlculo do R*. (a)-S,,,.(b)- S, .
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Salienta-se para a fung¢do da média (S,,, ), responsdvel por levar em conta a faixa de

abscissas (deformacoes) utilizadas no ajuste. O seu emprego na formula¢do do coeficiente de

regressdo € de suma importancia, pois pondera S, em funcdo da faixa de deformagdes e da

magnitude das tensdes experimentais, influenciando assim diretamente no valor do R’. Sua
influéncia fica evidente através da Figura 6.5, em que o caso (a) ilustra um ajuste para

e =400% , e o caso (b) simula um ajuste para ¢ =600% . Esta evidente que o caso (a) apresentou

um valor menor para R”, estando diretamente associado ao valor da média S., . Isto se ratifica,

Stot *

analisando a eq.(6.3) em conjunto com os valores de S, para ambos os casos, que foram

respectivamente de 370.8 para o caso (a) e 4434.6 para o caso (b). Fica assim implicito para R>

dado pela eq.(6.3) uma forte dependéncia da faixa de deformacdes.

——Te ——Te
—--Tm —--Tm
w| AT o]
(a) 1 (b)
20 0
g 15 E 20

0 0s 1 15 2 25 2 2 4 0 1 2 3 4 5 B

e 3

Figura 6. 5 — Influéncia da média ( S, ) no célculo do R’.

Note que na realidade R’ndo representa o quadrado de nenhuma varidvel intrinseca do

problema. Se S, € muito maior que S R* fornece valores negativos. Este fato pode

Stot *

representar uma surpresa para o leitor desapercebido uma vez que uma medida que faz alusdo ao

termo quadrdtico venha a apresentar valores negativos. Note-se, entretanto, que R’ ndo
representa o quadrado de R . Valores negativos podem ser interpretados como fortes indicios de
que o modelo hipereléstico selecionado ndo se ajusta bem ao conjunto de dados experimentais
empregado.

A fim de validar a eq.(6.3), a mesma serd empregada para os modelos ilustrados no
Capitulo 5. Pretende-se com isto formalizar uma metodologia, retirando a subjetividade usada na
classificacdo sugerida no Capitulo 5 (ver Tabelas 5.2, 5.3 e 5.4). Pretende-se mostrar que o uso
da medida de erro da eq.(6.3) pode ser efetivamente empregada, ndo apenas como critério para
selecionar modelos constitutivos, mas também como um parametro de comparagao univoco entre

dois ou mais modelos.
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Com o intuito de evitar a proliferacdo de grificos, os ajustes e predi¢des serdo realizados
apenas para o ensaio de tracdo uniaxial e biaxial, uma vez que os resultados mais expressivos
foram obtidos empregando estes ensaios. Os resultados serdo apresentados através de um
diagrama de barras que ilustra o valor minimo do coeficiente de regressao, correlacionado a um
grifico que explicita o comportamento dos ajustes e predi¢des dentro da faixa de deformagdes de

obtencdo das constantes hipereldsticas.

6.2. Caso de Estudo: Borracha Natural — Grandes Deformacoes

6.2.1. Ajuste para Tracao Uniaxial

Semelhante ao Capitulo 5, as constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados
experimentais na faixa 0 <e <700%, entretanto, a cada incremento de 100% nos alongamentos

era ajustado um novo grupo de constantes, verificando-se as predi¢cdes para os casos de

cisalhamento puro (P) e tragdo biaxial (B) na mesma faixa de deformagdes.

As Figuras 6.7 a 6.9 apresentam uma andlise grafica do coeficiente de correlagdo. Para o
material avaliado, claramente dentre os modelos hipereldsticos e faixas de deformagdes avaliadas
destacam-se os resultados obtidos com o modelo PSI ajustado na faixa 0<e<500% . Esta
avaliacdo por si s6 valida a metodologia proposta, se mostrando uma ferramenta com um vasto
potencial para a selecio de modelos constitutivos. Nota-se que a subjetividade da anélise foi
retirada, uma vez que a escolha ficou ponderada em funcdo de um niimero real.

Facilmente a partir da Figura 6.7 verifica-se que os modelos polinomiais MRI9 e HNI1
forneceram predi¢des ruins para todas as faixas de ajuste para os ensaios diferentes do da

calibragdo. Os modelos biomecanicos FI e KI ndo exibiram bom comportamento para grandes

deformagdes com énfase para a predi¢do do ensaio de tragdo biaxial (B).

O modelo de KI ajustado para e=700% (Figura 6.7d) exprime um comportamento
andmalo para a curva rXe (predicoes P,B), em que para faixas moderadas de deformacoes
verificam-se erros maiores em relacdo a deformacdes mais elevadas. Considera-se como
exemplo para o caso, um componente com regides submetidas a um campo distinto de
deformacdes variando de 0 <e <700% . Para as regides expostas a grandes deformagdes teremos
predi¢des aceitdveis de tensdo, entretanto para faixas moderadas de alongamento serdo preditos

niveis erroneos de tensdo, ocasionando o mau dimensionamento da peca.
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O modelo OI2 (Figura 6.8) teve excelente comportamento para ajustes até 300%, acima
deste valor, o modelo fornece predi¢des ruins para o ensaio de tragdo biaxial. Os modelos YI3 e
YMI apresentaram bons resultados para tracdo uniaxial e cisalhamento puro, entretanto, o
modelo YMI exibiu comportamento espurio para a predicdo do ensaio de tracdo biaxial. O
modelo YKI teve os melhores resultados quando ajustado na faixa 0 <e <100% (Figura 6.8a).

Os modelos EVI e GI, nao conseguiram representaram com fidelidade a predi¢cdo do
ensaio de tracdo biaxial para deformacgdes superiores a 100% , como mostrado nas Figuras 6.9b,
6.9c e 6.9d. O modelo YFI apresentou melhor comportamento quando ajustado para e =700%

(Figura 6.9d). Com excecdo do ajuste para e=300% ,Figura 6.9c, o modelo PSI conseguiu

representar com fidelidade o comportamento da curva tXe para os trés ensaios (T,P,B). A

Figura 6.6 compara a qualidade dos ajustes e predi¢cdes para o modelo PSI para quatro faixas
distintas de deformacao, ficando implicitos os excelentes resultados do modelo. Destaque-se que,
através de graficos como o da Figura 6.6, qualquer analista, mesmo sem formacao profunda em
hiperelasticidade, apontaria o ajuste ¢ =100% como sendo o melhor, de forma muito rapida e
sem gerar ddvidas. E esta caracteristica, somada a correta caracterizacdo dos modelos, que torna
o estimador proposto uma medida de qualidade de ajuste atrativa para selecdo e classificagdo de

modelos constitutivos.

PSI

1 .

0.8 A
0.6 - 100
o £2300
. B500
0.4 - m 700

0.2

0
Tracdo Uniaxial Cisalhamento Puro Tragao Biaxial

Figura 6. 6 — Comportamento do modelo PSI.
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Figura 6. 8 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para 7. (a) - e=100%. (b) - e=300% . (c) - e=500% . (d) - e=700% .
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Figura 6. 9 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para 7. (a) - e=100%. (b) - e=300% . (c) - e=500% . (d) - e=700% .
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6.2.2. Ajuste para Tracao Biaxial

As constantes hipereldsticas foram aqui obtidas com os dados experimentais na faixa

0<e<350%. A cada incremento de 100% nos alongamentos era ajustado um novo grupo de

constantes, verificando-se as predi¢des para os casos de cisalhamento puro (P) e tragdo biaxial

(B) na mesma faixa de deformagdes. As Figuras 6.11 a 6.13 apresentam uma andlise gréfica do

coeficiente de correlagdo, destaca-se que para deformacdes superiores a 400% os ajustes sao

tomados sempre em relagdo ao mesmo referencial, entretanto as predi¢cdes dos demais ensaios

(T, P) sdo extrapoladas até a sua faixa nominal de trabalho.

Os ajustes realizados com o ensaio de tragdo uniaxial forneceram melhores resultados,
com énfase para deformacdes superiores a 300% . Para este caso, notoriamente o modelo PSI,
Figura 6.13d, ajustado para e=500% apresentou os melhores resultados para grandes
deformacgdes. Os modelos polinomiais MRI9 e HNI1 (Figura 6.11) exibiram um comportamento
extremamente rigido. Enfatiza-se os resultados do modelo OI2, Figura 6.12, pelos excelentes
resultados para e=100% , porém, com predi¢des errOneas para os ensaios diferentes do da
calibragao para deformagdes superiores a 300% .

Ressaltando o propésito da metodologia apresentada, € facil verificar através das Figuras
6.12a e 6.12b que o modelo YMI € uma boa opcao para deformacgdes na faixa 0 <e <300%, em
funcdo do comportamento suave e homogéneo de suas predi¢des. A fim de comparacdo com 0s
resultados da secdo 6.2.1, a Figura 6.10 compara a qualidade das predi¢des para o modelo PSI
para as diferentes faixas de ajuste. Fica evidente que para problemas envolvendo grandes

deformacgdes ¢ mandatério o emprego do ensaio de tragdo uniaxial para o ajuste das constantes

constitutivas.
PSI
1 -
AT AT AT

100
E3300

N,_ R -
0.8 =500
m 700

0.6
Tragao Uniaxial Cisalhamento Puro Tragao Biaxial

Figura 6. 10 — Comportamento do modelo PSI.
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Figura 6. 11 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para B.(a) - e=100% . (b) - e=300%. (c) - e=500%. (d) - e=700% .
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Figura 6. 12 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para B.(a) - e=100% . (b) - e=300%. (c) - e=500%. (d) - e=700% .

Y13
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
0 0.2 0.4 0.6 0.8
Deformagao nominal E
YKI
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
0] 0.2 0.4 0.6 0.8
Deformagao nominal E
Y13
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
0 1 2 3 4
Deformagao nominal E
YKI
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
0 1 2 3 4

Deformagao nominal E

Ql2
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
8] 1 2
Deformacgao nominal E
YMI
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
o 1 2

Deformacao nominal E

(b)

Ql2
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
8] 2 4 6
Deformacgao nominal E
YMI
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
o 2 4 6

(d) Deformacao nominal E

Y13
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
0 1 2
Deformagao nominal E
YKI
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
0] 1 2
Deformagao nominal E
Y13
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
0 2 4 6
Deformagao nominal E
YKI
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
0] 2 4 ]

Deformagao nominal E

Gel



EVI

0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
8] 0.2 0.4 0.6 0.8
Deformacgao nominal E
YFI
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
o 0.2 0.4 0.6 0.8

Deformacao nominal E

(a)

EVi
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
8] 1 2 3 4
Deformacgao nominal E
YFI
1
0.9
0.8
0.7
T
0.6 s
B
0.5
0 1 2 3 4
Deformacao nominal E
(c)

Figura 6. 13 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para B.(a) - e=100% . (b) - e=300%. (c) - e=500%. (d) - e=700% .
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6.3. Caso de Estudo: Borracha Natural — Pequenas Deformacoées

6.3.1. Ajuste para Tracao Uniaxial

Aqui, as constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa

0<e<130%. A cada incremento de 10% nos alongamentos era ajustado um novo grupo de

constantes, verificando-se as predi¢des para os casos de cisalhamento puro (P) e tragdo biaxial

(B) na mesma faixa de deformagdes.

As Figuras 6.15 a 6.17 apresentam uma andlise grifica do coeficiente de correlagdo. O
modelo YFI ajustado para e=50%, Figura 6.17b, apresentou os melhores resultados.
Desenvolvido com o intuito de melhorar a representatividade dos ajustes e predi¢des em baixas
deformacdes, o modelo YMI teve resultados muito similares ao seu modelo de base (YI3),
desvalorizando assim o seu emprego, uma vez que o mesmo utiliza duas constantes constitutivas
a mais. O modelo de PSI (Figura 6.17) apresentou predi¢des espurias para todos os ajustes,
mostrando-se muito sensivel em relacdo ao tipo de material e faixa de deformacdes empregada.
De forma a salientar estas diferencas, a Figura 6.14 apresenta um diagrama comparando
quantitativamente os modelos YI3, YMI GI, YFI e PSI. Fica explicito, que o modelo YFI com
melhores resultados, prepondera sobre os demais. O modelo de GI apesar dos bons resultados,
teve dificuldade em capturar o comportamento do material para pequenas deformagdes, com

€nfase para o ensaio de tracao uniaxial.
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Figura 6. 14 — Borracha natural (NR55). —Ajuste para T (e =50%) .
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Figura 6. 15 - Borracha Natural (NRS55). Ajuste para 7. (a) - e=30%.(b)- e=50%.(c) - e=80% . (d) - e=130% .
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Figura 6. 16 - Borracha Natural (NRS55). Ajuste para 7. (a) - e=30%.(b)- e=50%.(c) - e=80% . (d) - e=130% .
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Figura 6. 17 - Borracha Natural (NRS55). Ajuste para 7. (a) - e=30%.(b)- e=50%.(c) - e=80% . (d) - e=130% .
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6.3.2. Ajuste para Tracao Biaxial

As constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa

0<e<70%, e aqui também, a cada incremento de 10% nos alongamentos era ajustado um novo

grupo de constantes, verificando-se as predigdes para os casos de tragdo uniaxial (7) e

cisalhamento puro (P) na mesma faixa de deformagdes.

As Figuras 6.19 a 6.21 apresentam uma andlise grifica do coeficiente de correlagdo,

destaca-se que para deformacdes superiores a 70% os ajustes sao tomados sempre em relacdo ao

mesmo referencial, entretanto as predi¢des dos demais ensaios (7, P) sdo extrapoladas até a sua

faixa nominal de trabalho.

Ratifica-se através deste estudo de caso que para o material avaliado, o modelo YFI
(Figura 6.21) se mostra como a melhor opcdo. Ressalte-se o mau desempenho dos modelos YMI
(Figura 6.20) e PSI (Figura 6.21) em relagdo aos seus precursores. E notério o mau
comportamento dos modelos polinomiais MRI9 e HNII (Figuras 6.19). OI2 ndo conseguiu
predizer o comportamento para ensaios diferentes do da calibra¢do para deformagdes superiores
a60% (Figura 6.20c e 6.20d). Os modelos FI, KI, YMI, EVI, GI (Figuras 6.19 a 6.21)
apresentaram um comportamento andmalo para a curva fXe para alongamentos superiores a
50%, exibindo erros mais elevados para faixas intermedidrias de deformagdes. A Figura 6.18
apresenta um diagrama comparando quantitativamente os modelos YI3, YMI GI, YFI e PSIL

Claramente o modelo YFI destaca-se novamente sobre os demais.

e=50%
1 -
0.8
0.6 - BVYI3
BYMI
o BGl
mYFI
0.4 1 gPsSI
0.2 1
0

Tragéo Uniaxial Cisalhamento Puro Tragéao Biaxial

Figura 6. 18 - Borracha natural (NR55). —Ajuste para B (e =50%).
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Figura 6. 19 - Borracha Natural (NR55). Ajuste para B.(a)- e=30%.(b)- e=50%.(c)- e=80% . (d) - e=130% .
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Figura 6. 20 - Borracha Natural (NR55). Ajuste para B.(a)- e=30%.(b)- e=50%.(c)- e=80% . (d) - e=130% .
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Figura 6. 21 - Borracha Natural (NRS55). Ajuste para B.(a)- e=30%.(b)- e=50%.(c)- e=80% . (d) - e=130% .
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6.4. Caso de Estudo: Silicone

6.4.1. Ajuste para Tracao Uniaxial

As constantes hiperelasticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa

0<e<600%, com as constantes sendo calibradas novamente a cada incremento de 100% , e

verificando-se as predi¢des para o caso de tragdo biaxial (B) na mesma faixa de deformagdes.

As Figuras 6.23 a 6.25 apresentam uma andlise grafica do coeficiente de correlagdo.
Aplicando a metodologia proposta, fica implicito o emprego dos modelos OI2 (Figura 6.24b) e
FI (Figura 6.23b) para problemas com alongamentos inferiores a 200%, enquanto, para

deformacdes moderadas € quase que mandatério o emprego do modelo PSI (Figura 6.25¢)

ajustado para 0<e<400% . Para grandes deformagdes (e>400%) é imperativo o uso dos

modelos YMI e YFI (Figuras 6.24d e 6.25¢).

A figura 6.22 compara a qualidade dos ajustes e predi¢des para o modelo PSI para as
diferentes faixas de ajuste. Em conjunto com a Figura 6.25b, fica implicito o mau
comportamento do modelo ajustado para e =200% . Esta verificacdo refor¢a a relevancia do
estimador proposto, uma vez que facilmente identifica-se a melhor faixa de deformagdes para
realizar o ajuste das constantes constituivas. Isto é fundamental para simula¢gdes numéricas, pois
garante uma boa representatividade do material empregado, diminuindo assim, a magnitude dos

erros ja intrinsecos a andlise.

PSI

0_8 - b T T T T

0.6 - e £100
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Figura 6. 22 - Comportamento do modelo PSI.
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Figura 6. 23 - Silicone (MED4950). Ajuste para 7. (a) - e=100% . (b) - e=200%. (c) - e=400% . (d) - e =600% .
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Figura 6. 24 - Silicone (MED4950). Ajuste para 7. (a) - e=100% . (b) - e=200%. (c) - e=400% . (d) - e =600% .
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Figura 6. 25 - Silicone (MED4950). Ajuste para 7. (a) - e=100% . (b) - e=200%. (c) - e=400% . (d) - e =600% .
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6.4.2. Ajuste para Tracao Biaxial

As constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa

0<e<300% . A cada incremento de 100% nos alongamentos era ajustado um novo grupo de

constantes, verificando-se a predi¢do exclusivamente para o caso de tragdo uniaxial (7) na

mesma faixa de deformacdes.
As Figuras 6.27 a 6.29 apresentam uma andlise grifica do coeficiente de correlagdo,

destaca-se que para deformacgdes superiores a 300% os ajustes sdo tomados sempre em relagdo

ao mesmo referencial. Entretanto a predi¢@o do ensaio de tragdo uniaxial (7') foi extrapolada até

a sua faixa de trabalho.

Em problemas envolvendo pequenas deformacdes, o emprego do modelo OI2 (Figura
6.28b) ajustado para e =200% , ¢ mandatério. Os modelos KI (Figura 6.27d), YI3, YMI e YKI
(Figura 6.28d) apresentaram excelentes resultados para grandes deformacdes. Destaque-se que
estes modelos ndo apresentaram instabilidades na predicdo do ensaio de tragdo uniaxial, como
verificado nos modelos de base logaritmica (Figura 6.29d), com excecdo do modelo YFI. Este
fato € interessante, pois reforca a possibilidade de emprego de outras bases além da logaritmica
para a energia de deformacdo (power-law, por exemplo) para a caracterizacdo de elastdmeros e
tecidos biologicos. A Figura 6.26 compara a qualidade dos ajustes e predi¢des para o modelo PSI
para as varias faixas de deformacdes. Destacam-se os excelentes resultados do modelo na faixa

entre 200<e<400% .
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Figura 6. 26 — Comportamento do modelo PSIL.
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Figura 6. 27 - Silicone (MED4950). Ajuste para B. (a) - e=100% . (b) - e=200%. (c) - e=400% . (d) - e=600% .
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6.5. Conclusoes

Através dos estudos de caso apresentados certifica-se, embora ainda em um estagio
inicial de desenvolvimento, o potencial da metodologia proposta para a avalia¢do e selecdao dos
modelos constitutivos. Além do notdrio ganho em agilidade na selecao, € explicito o aumento na
confiabilidade e precisdo dos resultados. A estas vantagens, soma-se a possibilidade de se avaliar
simultaneamente vdrias predi¢des para diferentes faixas de ajuste, o que permite determinar a
melhor faixa de trabalho para um dado conjunto de dados experimentais.

Em conjunto com a andlise grifica visual foram apresentados diagramas comparativos
para os modelos mais representativos, explicitando os seus comportamentos para diferentes
faixas de ajuste.

A formulac@o proposta conseguiu quantificar um estimador de qualidade de ajuste para
todas as situagdes possiveis encontradas no ajuste de constantes hipereldsticas. Sdo considerados
aos casos extremos de enrijecimento observado nas predi¢cdes dos modelos polinomiais, ou ainda
o efeito de amolecimento manifestado pelos modelos biolégicos e a variagdo na qualidade dos
ajustes empregando ensaios e faixas de deformacdes distintas. Ponderando estes exemplos com
as metodologias de avaliacio empregadas atualmente pela literatura (calculo do erro relativo
numérico/experimental e andlise gréifica direta), a presente proposta se mostra vidvel e eficaz na
selecdo e comparacdo de modelos constitutivos. Isto se ratifica comparando a andlise dos
modelos constitutivos feita na se¢do 6.2.1 empregando o novo estimador proposto, com a andlise
utilizando diretamente o erro relativo entre os valores de tensdo numérico e experimental
apresentados no Apéndice C. Fica explicita dessa andlise, a efetividade do novo estimador
proposto. Deve-se salientar que para a homologa¢do da mesma, mais testes comparativos devem
ser realizados, ja que foram avaliados apenas trés amostras de material. Uma evolug¢do do
método seria a introducdo de fungdes pesos priorizando determinadas faixas de deformacao de

acordo com a aplicacdo do componente em que esta sendo aplicado o material avaliado.
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7. AJUSTE MULTI-CRITERIO

A geracdo de um grupo de constantes hiperelésticas a partir da ponderagdo de dois ou
mais ensaios experimentais € muito atrativa para a anélise de componentes submetidos a esforcos
diversos. A titulo de ilustracdo, seja uma peca com predomindncia do esforco biaxial. As
constantes a serem ajustadas deverdo priorizar o ensaio de tragdo biaxial juntamente com a faixa
de deformacdo de trabalho, garantindo assim uma boa representatividade do material ao longo de
todo o campo de deslocamentos. Por outro lado, raramente o analista pode afirmar com
seguranca qual o modo de deformagdo predominante no componente. Em outros casos, ainda,
sequer existe um modo predominante. Nestas situacdes € particularmente necessdrio dispor de
um conjunto de constantes constitutivas que apresentem bom desempenho em todos os modos de
deformacao.

A otimiza¢do multi-critério corresponde a uma drea de pesquisa muito promissora, sendo
uma ferramenta eficiente na solucdo de uma vasta gama de problemas estruturais. Atualmente
existem uma variedade de métodos e algoritmos para a solucdo de problemas de otimizagdo
multi-objetivo, exemplos detalhados podem ser encontrados em (Miettinen, 1999; Ehrgott, 2000;

Deb, 2001; Coello et al., 2002). Basicamente os métodos podem ser divididos em duas
categorias (Shukla, 2006): (i) - métodos cldssicos regidos por principios matemdticos e (ii) -

métodos ndo cldssicos baseados em principios naturais e fisicos. Para satisfazer diferentes
requisitos de projeto, ou solicitacdes multidisciplinares, um conjunto de funcdes objetivo
conflitantes sao minimizadas a fim de encontrar uma solu¢do de compromisso, levando a
definicdo de 6timo de Pareto (Zhang, 2002). Matematicamente um problema genérico de

otimiza¢do multi-critério pode ser descrito como (Arora, 1989):

MinF(X)
(7.1)
gj(X)SO j=1,m,

onde F(X)= [ F(X), fo(X)en £ (X ):|T representa o vetor composto pelo conjunto de funcdes

objetivos a ser minimizado ¢ g, (X) denota as restrigdes. O vetor X contém as varidveis de

projeto.
Idealmente, a melhor maneira de calibrar as constantes constitutivas para uma aplicagao
genérica seria a de otimizar as mesmas em um unico passo, empregando a otimiza¢do multi-

critério.
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Entretanto, a faixa de alongamentos para cada modo de deformacdo geralmente distinguem-se
significativamente, sendo que uma otimiza¢do considerando a menor faixa de deformacdo dos
trés ensaios, tragdo biaxial, por exemplo, negligenciaria uma parte significante dos ensaios de
tracdo uniaxial e cisalhamento puro. Uma solugdo possivel é empregar uma otimizacdo de
compromisso, baseada na combinagdo linear das constantes calibradas para cada modo de

deformacao especifico:

C=w,C, +w,C, +w,C, (7.2)

onde C € novo conjunto de constantes constitutivas, w,, w, € w, representam os pesos para os
grupos de constantes dos ensaios de tragdo uniaxial (C,), cisalhamento puro (C,) e tragdo

biaxial (C, ) respectivamente. Para o presente estudo serdo avaliados os seguintes casos:

Caso 1: Pesos iguais para todos os ensaios (WT =W, =W, = %) ;
Caso 2: Priorizando o ensaio de tra¢do biaxial (WT =W, = y Wy = %) ;

Caso 3: Priorizando o ensaio de tra¢do uniaxial (WT = 12 JWp =Wy = %) ;

Os resultados serdo avaliados segundo a metodologia proposta no Capitulo 6,
empregando o coeficiente de correlagdo. Por brevidade, serd avaliado apenas um modelo para
cada familia hiperelastica estudada no Capitulo 5. Os modelos foram selecionados em fungdo de

sua representatividade dentro de cada grupo, ficando subdivididos da seguinte maneira:

e Familia Polinomial —- MRI9, YI3.

e Familia Biolégica (Base Exponencial) — FI.
e Familia Alongamentos (4) — OI2.

e Familia Logaritmica — GL.

e Familia GG — PSL

Com o objetivo de avaliar a efetividade do ajuste das constantes constitutivas

empregando a otimizacdo de compromisso, nas secdes seguintes serdo apresentados os

resultados utilizando o estimador proposto no Capitulo 6 (rxDeformagéo nominal E) para os

ajustes originais, lado a lado com os respectivos resultados obtidos com as ponderacdes dos

casos 1,2 e 3 (Figuras 7.1 a 7.18).



7.1. Caso de Estudo: Borracha Natural — Grandes Deformacoes

7.1.1. Mooney-Rivlin — MRI9
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Figura 7. 1 — Borracha natural (Treloar). (a) Tragdo Uniaxial (e =700%). (b) Caso 3. (c)
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Observa-se que para as trés configuracdes de pesos analisadas nao se obteve uma melhora

na qualidade das predi¢des. Confrontando as Figuras 7.1e com 7.1b, d e f verifica-se a forte

influéncia do ensaio de tra¢do biaxial na ponderacao dos ensaios.
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7.1.2. Fung - FI
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Figura 7. 2 — Borracha natural (Treloar). (a) Tragdo Uniaxial (e =700%). (b) Caso 3. (c)

Cisalhamento Puro (e =400%). (d) Caso 1. (e) Tra¢do Biaxial (e =350%). (f) Caso 2.

A ponderacdo dos ensaios trouxe uma melhora no comportamento da curva tXe para os
trés ensaios. Removeu-se o comportamento andmalo da predi¢do do ensaio de cisalhamento

quando ajustado para tracdo uniaxial (Figura 7.2a). A Figura (7.2d) sugere que os ensaios de

tragdo uniaxial e cisalhamento devem ser ter os seus pesos (w;,w, ) privilegiados.



7.1.3. Ogden - OI2
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Figura 7. 3 - Borracha natural (Treloar). (a) Tragdo Uniaxial (e =700%). (b) Caso 3. (c)

Cisalhamento Puro (e =400%). (d) Caso 1. (e) Tra¢do Biaxial (e =350%). (f) Caso 2.

Através da comparacdo da Figura 7.3c com as Figuras 7.3b, d, f € nitida a expressiva
influéncia do ensaio de tracdo biaxial na predi¢do dos ensaios T e P . Entretanto, tem-se uma
perda de qualidade em relagdo ao ajuste de calibracdo original. Para o material e faixa de

deformacao analisado € imperativo o emprego do ensaio de tracao uniaxial.
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7.1.4. Yeoh - YI3
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Figura 7. 4 - Borracha natural (Treloar). (a) Tragdo Uniaxial (e =700%). (b) Caso 3. (c)

Cisalhamento Puro (e =400%). (d) Caso 1. (e) Tra¢do Biaxial (e =350%). (f) Caso 2.

Fica implicito a partir da Figura 7.4f que o ajuste multi-critério melhorou a predicdo do

ensaio de tracdo biaxial (comportamento andmalo), gerando curvas aceitdveis para os trés

ensaios (7,P,B). Para o modelo avaliado, Figura 7.4b, a priorizagdo do ensaio de tragdo

uniaxial (7') traz uma melhor representativade para os ensaios 7 e P.
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Cisalhamento Puro (e =400%). (d) Caso 1. (e) Tra¢do Biaxial (e =350%). (f) Caso 2.
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Claramente, comparando-se as Figuras (7.5a, 7.5¢ e 7.5¢) com a Figura 7.5f, verifica-se

uma melhora no comportamento das predi¢des (P,B), mantendo-se a qualidade do ensaio de

tracdo uniaxial. Os resultados sugerem que seja majorado o ensaio de tragdo biaxial (Caso 2), e

também que os modelos de base logaritmica se adaptam bem a otimiza¢do multi-critério.
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161

PSI PSI
1 — 1 o ,
095+ - 095}
09+ 09}
0.85- 0851
0.8 0.8
= 075+ = 0751
0.7+ 07
0.65- 0651
0.6+ 0.6
055H T ( ) 055
—S8
B
0.5 L L . - 0.5 L
0 1 2 3 4 5 7 0 4 5
Deformacao nominal E Deformagao nominal E
PSI PSI
1 — 1 —— ;
095+ 0951
09+ 09}
0.85- 0851
0.8 0.8
= 075+ = 0751
0.7+ 07
0.65- 0651
0.6+ ( ) 0.6
055H T 055
—S8
B
0.5 L L . - 0.5 L
0 1 2 3 4 5 7 0 4 5
Deformacao nominal E Deformagao nominal E
PSI PSI
1 —— T 1 e — ——T——
. — T
0.95F AN 0.95F
\\\
09+ \ 09}
0.85- 0851
0.8 0.8
= 075+ = 0751
0.7+ 07
0.65- 0651
0.6+ (e) B 0.6 (ﬂ
055H T 4 055 T ,
—S8 —S
B B
05 I I I I I 05 I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Deformacao nominal E Deformagao nominal E

Figura 7. 6 - Borracha natural (Treloar). (a) Tragdo Uniaxial (e =700%). (b) Caso 3. (c)

Cisalhamento Puro (e =400%). (d) Caso 1. (e) Tra¢do Biaxial (e =350%). (f) Caso 2.

Comparando a Figura 7.6e com as Figuras (7.5b, d, f), ratificam-se para todos os

conjuntos de fatores avaliados (casos 1, 2 e 3) uma melhora nos resultados, com énfase na

predicdo do ensaio de cisalhamento(P). Para o modelo constitutivo e material avaliado

recomenda-se majorar o ensaio de tracdo uniaxial (ver Figura 7.6a).



162

7.2. Estudo de Caso: Borracha Natural — Pequenas Deformacoes

7.2.1. Mooney-Rivlin — MRI9
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Figura 7. 7 - Borracha natural (NR55). (a) Trag@o Uniaxial (e =100%). (b) Caso 3. (c)

Cisalhamento Puro (e =130%). (d) Caso 1. (e) Tragdo Biaxial (e =70%). (f) Caso 2.

Os resultados foram similares aos da se¢do 7.1.1. A otimizac¢do ndo conseguiu remover o
comportamento extremamente rigido das predi¢cdes dos ajustes originais (Figuras 7.7a, e).

Comparando a Figura 7.7e com as Figuras (7.7b, d, f) fica clara, a influéncia do ensaio B.
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7.2.2. Fung - FI
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Figura 7. 8 - Borracha natural (NR55). (a) Tragdo Uniaxial (e =100%). (b) Caso 3. (c)

Cisalhamento Puro (e =130%). (d) Caso 1. (e) Tragdo Biaxial (e=70%). (f) Caso 2.

Para o material avaliado, a otimizagao multi-objetivo (Figuras 7.8b, d, f) ndo trouxe
nenhum ganho adicional devido a m4 qualidade obtida originalmente para as predi¢des (Figuras
7.8a, c, ). Para este caso, € imperativo o uso do ensaio de tracao uniaxial (Figura 7.8a) no ajuste

das constantes constitutivas.
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7.2.3. Ogden - OI2

0ol ol2
1 — 1
~—_
0.95 . 0.95 4
~
.
\ .
09t \ 09t g
AN ,
\
0.85 / q 0.85 b
\ \\\
\ / N
0.8 \ / T 0.8 B
\ /
\ /
= 075+ / — = 075 B
07 q 0.7 b
0.65- T 0.65 B
0.6+ B 0.6 B
055H T ( ) 0554 — T ( )
—S8 —S
B B
0.5 L L 0.5 . L
0 05 1 15 0 05 1 15
Deformacao nominal E Deformagao nominal E
0ol ol2
1 - : 1
0.95 \ \\ 0.95 4
0.9 \ 09 B
0.85 q 0.85 b
0.8 T 0.8 B
= 075+ B = 075 B
07 q 0.7 b
0.65- T 0.65 B
0.6+ ( ) B 0.6 (d)
055H T g 0554 — T ,
—S8 —S
B B
0.5 L L 0.5 . L
0 05 1 15 0 05 1 15
Deformacao nominal E Deformagao nominal E
0ol ol2
[ 1
0.95 0951 B
09+ 09} B
0.85 q 0851 b
0.8 0.8 B
= 075+ = 075 B
07 q 0.7 b
0.65 0.65 B
0.6+ 0.6 B
— (e) - — ® -
0.55 0.55
—S8 e —S
B B
0.5 L 0.5 . L
0 1 15 0 05 1 15
Deformacao nominal E Deformagao nominal E

Figura 7. 9 - Borracha natural (NR55). (a) Tragdo Uniaxial (e =100%). (b) Caso 3. (c)

Cisalhamento Puro (e =130%). (d) Caso 1. (e) Tragdo Biaxial (e=70%). (f) Caso 2.

Comparando a Figura 7.9e com as Figuras (7.9b, d, f), verifica-se a forte influéncia do
ensaio de tracdo biaxial na predi¢do dos ensaios T e P . Para o material e faixa de deformacdes
analisado é imperativo o emprego do ensaio de cisalhamento puro para o ajuste das constantes

constitutivas, o que remete a sua majoragao na fatoracio dos ensaios.
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Figura 7. 10 - Borracha natural (NR55). (a) Trag@o Uniaxial (e =100%). (b) Caso 3. (c)

Cisalhamento Puro (e =130%). (d) Caso 1. (e) Tragdo Biaxial (e=70%). (f) Caso 2.

Fica implicito através das Figuras (7.10b, d, f) que o ajuste multi-objetivo melhorou as

predi¢Oes para os trés ensaios, com €nfase para os ensaios de tracdo uniaxial e tracdo biaxial

(Figuras 7.10c, e). Os resultados encontrados sugerem que seja majorado o ensaio de tragdo

biaxial.
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Figura 7. 11 - Borracha natural (NR55). (a) Tragdo Uniaxial (e =100%). (b) Caso 3. (c)

Cisalhamento Puro (e =130%). (d) Caso 1. (e) Tragdo Biaxial (e=70%). (f) Caso 2.

Através das Figuras (7.11b, d, f) verifica-se uma melhora no comportamento da curva

tXe para os trés ensaios. Claramente, somado a boa qualidade das predi¢cdes otimizadas,

conseguiu-se diminuir as instabilidades nas predi¢des dos ensaios 7 e P para deformacgdes

superiores a 90% (Figura 7.11e). Para o material analisado recomenda-se priorizar o ensaio de

tracdo biaxial.
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7.2.6. Pucci-Saccomandi - PSI
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Figura 7. 12 - Borracha natural (NR55). (a) Trag@o Uniaxial (e =100%). (b) Caso 3. (c)

Cisalhamento Puro (e =130%). (d) Caso 1. (e) Tragdo Biaxial (e=70%). (f) Caso 2.

E notdria para este caso, a melhora nos resultados obtida empregado o ajuste multi-
objetivo. Claramente, através das Figuras (7.12b, d), removeram-se as instabilidades das
predi¢Oes originais, entretanto, teve-se uma perda de qualidade em relacdo ao ajuste de

calibracdo original. Conforme Figura 7.12b, sugere-se que seja majorado o ensaio de tracdo
uniaxial.
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7.3. Estudo de Caso: Silicone

Para a amostra de material avaliado ndo se dispdem dos dados do ensaio de cisalhamento

puro. Assim, neste caso de estudo, serdio adotados os seguintes fatores: Casol: (w, =w, =1/2),
Caso 2: (w, =1/4,w, =3/4), Caso 3: (w, =3/4,w, =1/4) e Caso 4: (w; =7/10,w, =3/10).

7.3.1.Mooney-Rivlin - MRI9

MRI9 MRIS
1 : s : - : 1 < . . -
0.95 | 095 \ |
0.9 \ 0.9 \ “
| \
0.85 ‘ 0.85 ‘
\ \
0.8 “ 0.8 \ \
075} 075 \
|
| \
07 07
\ |
065 \s 0651 s
0.6 \“ (a) B 0.6 “ (b) B
0.55 T q 055 T \ b
S \ s |
05 I I I I 05 i | I I
0 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Deformacao nominal E Deformagao nominal E
MRI9 MRIS
1 T 1 \\ T
0951 095 \
09+ 09} \
0.85- \ 0851 ‘
0.8+ 0.8
| \
075+ \ 4 < 075)
07+ B 07F \ ‘
0.65- \ T 0651 \ ‘
06} \ (C) g 06 \ (d) g
0.55 055
—T —T
S S
0.5 \ 0.5 L L
0 1 2 3 4 5 6 0 1 3 4 5 6
Deformacao nominal E Deformagao nominal E
MRI9 MRIS
1 T 1 - il T
\\ \ N
0.95 \ | 095 \ s
A\ \
09t \ 09 \ “
|
0.85 \ 0.85 \ ‘
\ \
08F \ 08 \
| \
|
0751 \ 0.75 \
\
071 \ 0.7 \
\ |
065+ | 065 s
\
0.6+ \ 0.6 “ B
\ (e) ®
055+ = { ¢ 0551 T \ B
05 il I I I 05 I i
0 1 2 3 4 5 6 0 1 3 4
Deformacao nominal E

Figura 7. 13 - Silicone (MED4950). (a) Tragdo Uniaxial (e =600%). (b) Caso 3. (c) Trag¢ao

Deformagao nominal E

Biaxial (e =300%). (d) Caso 2. () Caso 1. (f) Caso 4.

6
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Para o modelo avaliado a otimiza¢do multi-objetivo ndo deve ser empregada, devido a

perda de qualidade em relagd@o ao ajuste de calibracao original (Figuras 7.13b, d, e, f).

7.3.2. Fung - FI
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Figura 7. 14 - Silicone (MED4950). (a) Tra¢do Uniaxial (e = 600%). (b) Caso 3. (¢) Tracao

Biaxial (e =300%). (d) Caso 2. (¢) Caso 1. (f) Caso 4.

Fica clara através das Figuras (7.14b, d e, f) a expressiva a melhora nos resultados.

Destaca-se que além de melhorar qualidade do ensaio B, manteve-se a qualidade do ensaio 7 .
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7.3.3. Ogden - OI2
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Figura 7. 15 - Silicone (MED4950). (a) Tragdo Uniaxial (e =600%). (b) Caso 3. (c) Tracao

Biaxial (e =300%). (d) Caso 2. () Caso 1. (f) Caso 4.

Conforme Figura (7.15b, f) verifica-se uma melhora nas predi¢des para os dois ensaios,
entretanto, destaca-se a perda de qualidade em relacdo ao ajuste de calibracdo original. E
notoria, Figura 7.15¢, a influéncia do ensaio de tracdo biaxial no processo de fatoracdo das
constantes constitutivas. Para o modelo avaliado, recomenda-se majorar a influéncia do ensaio

de tragdo uniaxial (Figura 7.15b).
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7.3.4. Yeoh - YI3
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Figura 7. 16 - Silicone (MED4950). (a) Tragdo Uniaxial (e =600%). (b) Caso 3. (c) Tragao

Biaxial (e =300%). (d) Caso 2. () Caso 1. (f) Caso 4.

Sao expressivos, os excelentes resultados obtidos para este modelo empregando o ajuste
multi-objetivo. Verifica-se uma melhora na predi¢dao dos dois ensaios (Figura 7.16d, e), com
énfase para o de tracdo biaxial (Figura 7.16a). Destaca-se que a qualidade das predi¢des em
relac@o ao ajuste original foi mantida. Para o material avaliado, a majoracao do ensaio de tracao

biaxial traz uma melhor representatividade para a curva tXxe
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Figura 7. 17 - Silicone (MED4950). (a) Tragdo Uniaxial (e =600%). (b) Caso 3. (c) Trag¢ao

Biaxial (e =300%). (d) Caso 2. () Caso 1. (f) Caso 4.

Neste caso, frente as instabilidades na predicdo do ensaio de tracdo uniaxial (Figura

7.17c) em relacdo ao ajuste de calibracdo original, a otimizacdo multi-objetivo € mandatdria.

Claramente, através da Figura 7.17e verifica-se que, além de remover a instabilidade do ensaio

de tracdo uniaxial, obteve-se uma melhora na predi¢ao do ensaio de tragao biaxial (Figura 7.17a).

Os resultados sugerem um grupo de fatores com pesos balanceados entre os dois ensaios.
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Figura 7. 18 - Silicone (MED4950). (a) Tragdo Uniaxial (e =600%). (b) Caso 3. (c) Tragao

Biaxial (e =300%). (d) Caso 2. () Caso 1. (f) Caso 4.

A Figura 7.18d ilustra o bom desempenho do modelo PSI obtido com as constantes

otimizadas. Obteve-se uma melhora expressiva no comportamento da curva ¢Xe, destacando-se

a melhora na qualidade do ensaio de tra¢do biaxial (Figura 7.18a) e a remog¢do da instabilidade

da predicao do ensaio de tracao uniaxial (Figura 7.18c).
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7.4. Conclusoes

A partir dos resultados apresentados, ficou claro a potencialidade de aplicacdo da
otimizacdo multi-critério no ajuste de constantes hiperedsticas. Entretanto algumas

peculiaridades devem ser observadas:

® Para os modelos da familia polinomial classica (1940-1960), a otimizacdo multi-
objetivo ndo deve ser empregada, dada a perda de qualidade dos resultados para os
ajustes originais. Este comportamento se verifica devido a md qualidade obtida

originalmente para as suas predicoes.

¢ A familia de modelos de base exponencial gerou resultados melhores que os originais,

sendo que os ensaios de tracdo uniaxial e cisalhamento devem ser ter os seus pesos

(w,,w,) privilegiados no processo de obtengdo das constantes constitutivas.

¢ Os modelos cuja energia de deformacdo é baseada diretamente nos alongamentos
principais ndo mostraram bons resultados para todos os casos avaliados, pela mesma
razdo da familia polinomial cldssica. Conforme ji destacado no Capitulo 6, para os
modelos desta familia € imperativo o emprego do ensaio de tragdo uniaxial para o

ajuste das constantes constitutivas.

¢ Os modelos polinomiais mais recentes (1990-2000) tiveram uma razodvel melhora na

predi¢do do ensaio de tragdo biaxial, gerando curvas aceitidveis para os trés ensaios

(T,P,B).

¢ A familia de modelos logaritmica apresentou excelentes resultados, em que verificou-se
uma melhora no comportamento das predicdes, mantendo-se a qualidade do ensaio de

tracdo uniaxial original.

Destaca-se que os resultados apresentados neste capitulo podem ser melhorados.
Conforme visto no Capitulo 6, os modelos hipereldsticos exibem um comportamento especifico
para cada faixa de deformacao. Sendo assim, o ajuste multi-objetivo deverd considerar a melhor
faixa de trabalho de cada modelo, garantindo assim boas predicdes para todos os ensaios,
mantendo a qualidade em relac@o aos ajustes originais. Outra avaliagdo possivel seria empregar a

mesma faixa de deformacdes para todos os ensaios.
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8. PROPOSTA DE UM MODELO HIPERELASTICO

O presente trabalho analisou grande parte dos modelos hiperelasticos que possuem
documentacio disponivel na literatura. E imperativo destacar a atual proliferacio de modelos,
muitos dos quais de desempenho questiondvel, sendo aplicado a nichos muito especificos de
materiais. Um trago perspicaz manifestado na evolu¢do dos modelos constitutivos hipereldsticos
sdo as linhas de tendéncia, as quais originam uma familia de modelos a partir de um modelo
precursor. Pondera-se a utopia buscada por inimeros autores da generaliza¢do de uma expressao
para a energia de deformacg@o que consiga capturar com fidelidade o comportamento do material
para todas as faixas de deformacdes, se aplicdvel a materiais com caracteristicas bem distintas
(elastomeros, tecidos bioldgicos, etc.).

O presente estudo identificou cinco familias base, remetidas a épocas bem distintas. A

Figura 8.1 situa cronologicamente, destacando o periodo de maior manifestacao de cada familia.

| Ilodelos Hibridos
| | Ilodelos Pase Logaritmica
] Modelos Alongarnento A
[ | Blodelos Base Exponenciais
| | [ Modelos Palinamdais
15840 15850 1960 1970 15830 15890 2000 2010

Figura 8. 1 — Familias hipereldsticas situadas cronologicamente.

Através da metodologia de avaliacdo dos modelos constitutivos proposta no Capitulo 06,
ficou explicito o comportamento de cada modelo em toda a sua faixa de deformacdo. Pode-se

aferir com exatidao a partir da mesma a contribuicdo e eficiéncia de cada termo especifico nas

expressdes para a energia de deformagfo. Cita-se por exemplo o caso do termo In(/,),

empregado pela primeira vez no modelo de Gent e Thomas (1958), com o intuito de melhorar a
representatividade da curva tXe.

Seu emprego deve ser muito bem avaliado, uma vez que mau alocado pode vir a produzir
resultados nao condizentes com a realidade fisica do material. Um exemplo recente é o modelo
de Pucci-Saccomandi (Saccomandi et at., 2002) que fornece bons resultados para nichos
especificos de materiais.

A partir do estudo dos modelos hiperelasticos e tomando por base os resultados e
conceitos desenvolvidos neste trabalho, propdem-se uma familia de modelos hiperelasticos,

doravante denominados HOSS e MARCZAK, para andlise de elastomeros e tecidos biol6gicos.
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8.1. O Modelo Proposto

A familia de modelos HMI (Hoss e Marczak incompressivel) foi desenvolvida com o
intuito de generalizar uma expressdo para energia de deformacdo que fosse aplicdvel a uma
apreciavel gama de elastdmeros, representando com fidelidade o comportamento da curva tXxe
tanto para pequenas como grandes deformacgdes. Alexander (1968) empregou o mesmo conceito
aqui proposto, para o desenvolvimento de seu modelo constitutivo. Trata-se de um modelo
heuristico, gerado com base na observacdo do desempenho dos modelos estudados no Capitulo
06. A idéia basica foi manter os termos, na expressao de W, que sabidamente reproduziam bem
a forma geral da curva tXe, ou seja, capazes de representar amolecimento a médias deformagdes
e enrijecimento pronunciado em altas deformacdes. Entdo foram identificados quais termos
presentes nos diversos modelos hiperelasticos eram responsdveis por reproduzir bem efeitos

secunddrios, em particular a significativa mudanca de rigidez em pequenas deformacdes

(0<e<100%). A base da familia é modelo power-law de Knowles (1977), ao qual sdo somados

termos responsaveis por conferir a0 modelo as caracteristicas desejadas para toda a faixa de
alongamentos. Propdem-se duas versdes para este modelo, ambas geradas por modifica¢des das

equagdes basicas do modelo de Knowles:
e HMLSI — Pequenas Deformagdes:

O modelo HMLSI possui formulagao hibrida, e consiste na adicdo de um termo
exponencial ao modelo power-law KI, responsdvel por melhorar a qualidade dos ajustes e
predi¢des em pequenas deformacgdes (Yeoh, 1993). Sua formulacdo € bastante geral, e permite a
obtencdo de outros modelos por simplificagdo. Baseado no 1° invariante de deformacdes,

apresenta a seguinte expressao para a energia de deformacao:

a

W= E(l —e P+ L2di=3)

H n

-1 7.3
b ) =1 (7.3)
onde o, B, i, b e n sdo as constantes do material. Adotando-se & =0 obtém-se o modelo

KI, tomando-se o limite de n — o da expressao (8.1), com & =0, recai-se no modelo FI.
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e HMHSI - Grandes Deformagdes:

A principal diferenca deste modelo em relacdo ao modelo HMLSI esta na consideracao,
na expressdo da energia de deformacao (eq.8.1), do 2° invariante de deformacdes. Isto reveste o
modelo HMHSI de uma maior sensibilidade e precisdo na predicio do comportamento de
materiais com enrijecimento pronunciado em grandes deformacdes. Manteve-se o termo
exponencial responsdvel por conferir precisdo as predi¢des em baixa deformacdo. Expresso em
termos do 1° e 2° invariantes de deformacdes, apresenta a seguinte expressdo para a energia de

deformacao:

w=21-e 0N L 14

B 2

b, =3) _3))" -+, ln(% L) (7.4)

onde «, B, u, b, n e C, representam as constantes constitutivas do material. Adotando-se
o=C, =0, obtém-se o modelo KI, tomando-se o limite de n—co da expressdo (8.2), com
o =C, =0, recai-se no modelo FI.

Os modelos propostos empregam uma formulacido hibrida, entretanto, em funcdo do
termo dominante na expressdo para energia de deformacgdo ser o modelo KI, pode-se considerar
os modelos como sendo power-law. Elegeu-se esta base devido aos bons resultados encontrados
para o modelo de KI no Capitulo 6, e também pelo fato do modelo ser um dos precursores na
modelagem do fendmeno de enrijecimento elevado em grandes deformacdes. Os termos
somados a base original t€ém por objetivo reproduzir os efeitos secundérios, como por exemplo, a
significativa mudanca de rigidez em pequenas deformacdes. A parcela exponencial, responsdvel
por conferir precisdao em baixas deformacdes, foi empregada a partir da andlise dos resultados
dos ajustes e predi¢cdes do modelo de YFI, que possui formulagao semelhante (ver eq.(3.32)). J&
o termo logaritmico da eq.(8.2) foi agregado em fun¢do dos excelentes resultados, embora para

um nicho especifico de material, encontrados para o modelo PSI no Capitulo 6.
8.2. Ajuste das Constantes Constitutivas

A seguir serd detalhada a particularizacdo das expressdes para as tensdes 7,P,B, de

modo que juntamente com os dados experimentais disponiveis, as mesmas possam ser

empregadas para a calibracdo e validacao a posteriori dos modelos numéricos.
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8.2.1. Hoss-Marczak (HMLSI)

Partindo-se da eq.(8.1) tem-se:

W:z(l_e—ﬁ<n—3>)+ﬁ{(1+wj _1:| (7.5)
B 2b n

n-1
oW _ s, mfq, 01 =3)
al, 2 n

W _o

oI,

A Tabela 8. 1 apresenta estas expressoes para serem utilizadas com os dados experimentais.

Hoss-Marczak - HMLSI

_ _ L
Lot = 2(/1 /IZJAS
_ _ L
t, = 2(/1 /13}45

Iy = 7 As
- _ L
ty = 2(/1 /ISJAS

Tabela 8. 1 - Tensdes nominais para o modelo HMLSI.

O tnico fator empregado na Tabela 8. 1 é dado por:

n—1
_B(1 - b(I,-3
A = ae P 3))+—l2l(1+—( ! )]

n

8.2.2. Hoss-Marczak (HMHSI)

Partindo-se da eq.(8.2) tem-se:

W:ﬂ(l_e—ﬁ<zl—3>)+ﬂ|:(1+Mj —1}+C2 m(l]zj (7.6)
S 2b n 3
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n-1
1%,% b(I -3
J —oze(_/””'_”)+—!2l(1+—(1 )J

a, n
w_G
ol, I,

A Tabela 8. 1 apresenta estas expressoes para serem utilizadas com os dados experimentais.

Hoss-Marczak - HMHSI

_ 1 B
Lrote = 2(/1 AZJ(AJ ) j
() = 2(/1-%)(A6+Bé)
Iy = (A +By)
1 2
t, = 2(’1_?](’%” B;)

Tabela 8. 2 - TensOes nominais para o modelo HMHSI.

Os fatores empregados na Tabela 8. 2 sdo:

n—1
_B(I— b(I, -3
A =ae 3))+£(1+Mj
2 n
n-C
12

A Tabela 8.3 resume as constantes a serem determinadas pelo ajuste de curvas para os modelos

hiperelasticos aqui apresentados.

Modelo Constantes

HMLS | a.pB.u,b,n

HMHS | o, 5, u,b,n,C,

Tabela 8. 3 - Constantes necessdrias para ajustar os modelos hiperelasticos.
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8.3. Validacao do Modelo Constitutivo

A validacdo do modelo constitutivo seré feita considerando os mesmos materiais, ensaios
e faixas de deformacdo analisados no Capitulo 05. A metodologia de andlise empregada serd a
desenvolvida no Capitulo 06. Busca-se com isso poder comparar diretamente os resultados
obtidos com a resposta fornecida pelos modelos anteriormente analisados, de forma a comparar o
desempenho da nova familia de modelos que estd sendo proposta.

Neste capitulo, os resultados serdo apresentados comparando o modelo proposto com o0s

modelos YMI, YFI e PSI, tendo em vista as similaridades desses com o modelo desenvolvido.

8.3.1. Caso de Estudo: Borracha Natural — Grandes Deformacoes

As faixas de deformagdo para cada ensaio sdo respectivamente: 0 <e <700% para tracdo
uniaxial, 0 <e<400% para cisalhamento puro e 0<e=350% para tragdo biaxial. Conforme
apresentado anteriormente neste caso € imperativo o uso do modelo HMI para grandes

deformacdes.

8.3.1.1. Ajuste para Tracao Uniaxial

As constantes hiperelasticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa

0<e<700%, verificando-se as predi¢des para os casos de cisalhamento puro (P) e tragdo

biaxial (B) na mesma faixa de deformagdes. A Figura 8.5 apresenta uma andlise gréfica do

coeficiente de correlagdo.

Os melhores resultados para o modelo HMHSI, foram encontrados para o ajuste na faixa
0<e<600%. A Figura 8.2 apresenta uma comparacao direta com o modelo PSI, que também
teve bom comportamento. Ficam implicitos a partir da comparagao os excelentes resultados do
novo modelo. Pode-se também verificar através da Figura 8.5 que o modelo HMHS se ajusta
bem a todas as faixas de deformagdes, apresentando predi¢des semelhantes ao modelo PSI, tido
como referéncia na modelagem de materiais que apresentam enrijecimento pronunciado em
grandes deformacdes. Os modelos YMI e YFI demonstram uma qualidade inferior tanto nos
ajustes como para as predicdes da curva tXe, o que ja foi comentado nos Capitulos 5 e 6 deste

trabalho.
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mPSI
B HMHSI

e 0.95 A

0.9
Tracao Uniaxial Cisalhamento Puro Tracao Biaxial

Figura 8. 2 — Comparagdo dos modelos PSI e HMHSI. Ajuste para T na faixa 0 <e <600% .

8.3.1.2. Ajuste para Cisalhamento Puro

As constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa

0<e<400% , entretanto, a cada incremento de 100% nos alongamentos era ajustado um novo

grupo de constantes, verificando-se as predigdes para os casos de tragdo uniaxial (7) e

cisalhamento puro (P) na mesma faixa de deformacdes. A Figura 8.6 apresenta uma andlise

grifica do coeficiente de correlagdo, destaca-se que para deformacgdes superiores a 400% os

ajustes sdo tomados sempre em relacdo ao mesmo referencial, entretanto as predi¢cdes dos demais

ensaios (7, B) sdo extrapoladas até a sua faixa nominal de trabalho.

Verifica-se a partir das Figuras 8.6a e 8.6b que para deformacgdes até 300% os modelos
HMHSI e PSI exibiram um comportamento muito similar. Para grandes deformacdes, o modelo
PSI apresentou predi¢des mais estaveis para os ensaios 7' e B, representando uma melhor opcao
caso seja necessario realizar uma extrapolacdo. Entretanto, restringindo-se a faixa de aplicacdo
do modelo 0<e<400% , verificam-se resultados para o modelo HMHSI dentro da faixa de
ajuste superiores aos do modelo PSI. Destaca-se também para a qualidade superior da curva
ajustada. Isto é reforcado através da Figura 8.3, que ilustra a comparacdo direta entre os dois
modelos ajustados para e=400% . Confirma-se através dessa, a possibilidade de ajustar o
modelo proposto para ensaios diferentes do de tracdo uniaxial. Salienta-se, que a maioria dos
modelos hiperelasticos avaliados no Capitulo 6, como por exemplo, YMI e YFI (Figura 8.6), ndo

apresentaram bons resultados quando ajustado com os dados de cisalhamento.
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aPsI
B HMHSI

L 0.95 A

0.9
Tragao Uniaxial Cisalhamento Puro Tragao Biaxial

Figura 8. 3 - Comparagdo dos modelos PSI e HMHSI. Ajuste para P na faixa 0 <e <400% .

8.3.1.3. Ajuste para Tracao Biaxial

. As constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa
0<e<350% . A Figura 8.7 apresenta uma andlise grafica do coeficiente de correlagdo. Destaca-
se que para deformagdes superiores a 350% os ajustes sdo tomados sempre em relacdo ao
mesmo referencial, entretanto as predicdes dos demais ensaios 7 e P sd@o extrapoladas até a sua
faixa nominal de trabalho. Verifica-se a partir das Figuras 8.4 e 8.7 que os resultados do modelo
PSI sobrepdem-se aos do novo modelo proposto, com énfase para deformacgdes superiores a
300% . Isso se deve possivelmente ao fato, de que acima desta faixa de deformacgdes os
resultados consistem em extrapolacdes. Para este ensaio, os resultados obtidos com o modelo

HMHSI foram muito similares aos do modelo YFI (Figura 8.7).

1A

0.95

aPsi
BHMHSI

w094

0.85 A

—

Tragao Uniaxial Cisalhamento Puro Trag&o Biaxial

0.8

Figura 8. 4 - Comparagdo dos modelos PSI e HMHSI. Ajuste para B na faixa 0 <e <700% .
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Figura 8. 5 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para 7. (a) - e=100%. (b) - ¢e=300% . (c) - e=500% . (d) - e =700% .
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Figura 8. 6 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para P.(a) - e=100%. (b) - e=300%. (c) - e=500% . (d) - e=700% .
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Figura 8. 7 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para B. (a) - e=100%. (b) - ¢e=300%. (c) - e=500% . (d) - e=700% .
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8.3.2. Caso de Estudo: Borracha Natural — Pequenas Deformacoes
8.3.2.1. Ajuste para Tracao Uniaxial

As constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa

0<e<100%, verificando-se as predi¢des para os casos de cisalhamento puro (P) e tragdo

biaxial (B) na mesma faixa de deformagdes. A Figura 8.11 apresenta uma anélise grafica para o

coeficiente de correlacdo. Note-se o excelente comportamento do modelo HMLSI, com énfase
para grandes deformacgdes (Figura 8.11c¢), faixa na qual prepondera sobre os demais modelos. A
Figura 8.8 compara os modelos HMLSI, YMI e YFI ajustados para e¢=80% . E interessante
ressaltar as semelhancas em suas formulacdes, entretanto, claramente o modelo HMLSI
apresenta melhores resultados. O modelo PSI apresentou predi¢cdes errdneas para os ensaios P e

B para todas as faixas de deformagdes.

1A

0.95 - AT AT A

0.9 1 frizeinii

Fd oM
L 0.85 A BYFI

e EHMLSI

0.8 1 frizeinii

0.75 A Froinin]

0.7 T T
Tracéo Uniaxial Cisalhamento Puro Tracéo Biaxial

Figura 8. 8 - Comparagdo dos modelos YMI, YFI e HMLSI. Ajuste para T (0<e<700%).

8.3.2.2. Ajuste para Cisalhamento Puro

As constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa

0<e<130%, verificando-se as predi¢des para os casos de tragdo uniaxial (7) e tragdo biaxial

(B) na mesma faixa de deformagdes. A Figura 8.12 apresenta uma andlise gréfica para o
coeficiente de correlagdo. Similar ao ajuste realizado para tracdo uniaxial (se¢do 8.3.2.1), o
modelo HMLSI teve bons resultados (Figura 8.21). A Figura 8.9 compara os modelos YMI, YFI,
PSI e HMLSI ajustados para e=130%, fica explicito o excelente comportamento do modelo

proposto.
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Figura 8. 9 - Comparagio dos modelos YMI, YFI, PSI e HMLSI. Ajuste para P (0<e<130%).

8.3.2.3. Ajuste para Tracao Biaxial

As

As constantes foram obtidas com os dados experimentais na faixa 0<e<70%.

predi¢des para os casos de tragdo uniaxial (7) e cisalhamento puro (P) foram verificadas na

mesma faixa, entretanto, para deformagdes superiores a 70% as predi¢des sao extrapoladas até a

sua faixa nominal de trabalho. Notoriamente para pequenas deformacdes, o modelo HMLSI

exibiu um comportamento muito similar a YMI e YFI. Ratifica-se a partir da Figura 8.13 o bom

comportamento do modelo para todas as faixas de deformagdes. A Figura 8.10 compara as

PSI e HMLSI. Enfatiza-se o bom

YFI,

YMI,

dos modelos

=80%

predicdes para e

comportamento do modelo proposto e a similaridade dos resultados com YFIL.

. . .
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Figura 8. 10 - Comparagdo dos modelos YMI, YFI, PSI e HMLSI. Ajuste para B (0<e<70%).
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Figura 8. 11 - Borracha natural (NR55). Ajuste para 7. (a) - ¢e=30%.(b) - ¢e=50%.(c)- ¢e=80%.(d) - e=130%.
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Figura 8. 12 - Borracha natural (NR55). Ajuste para P.(a)- e=30%.(b) - e=50%.(c)- e=80%.(d) - e=130%.
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Figura 8. 13 - Borracha natural (NR55). Ajuste para B.(a) - ¢e=30%.(b) - e=50%.(c)- ¢e=80%.(d) - e=130%.
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8.3.3. Caso de Estudo: Silicone
8.3.3.1. Ajuste para Tracao Uniaxial

As constantes hipereldsticas foram obtidas com os dados experimentais na faixa

0<e<600%, verificando-se as predicdes para tragdo biaxial (B) na mesma faixa de

deformacdes. A Figura 8.17 apresenta uma anélise grafica para o coeficiente de correlagao.

Fica intrinseco a partir da Figura 8.17, os excelentes resultados do modelo HMHSI para

grandes deformagdes (e>200%). Ressalta-se também a estabilidade de suas predi¢des frente

aos demais modelos avaliados (Figura 8.17c e 8.17d). Sao essas caracteristicas, somado ao bom
comportamento em pequenas deformagdes, que tornam os modelos HMI promissores na
modelagem de elastomeros e tecidos bioldgicos. Este estudo de caso, em conjunto com os das
secdes 8.3.1 e 8.3.2 validam o modelo frente as premissas impostas na se¢do 8.1.

As Figuras 8.14 e 8.15 comparam os modelos YMI, YFI, PSI e HMLSI ajustados para

e =400% e e =600% respectivamente. Para grandes deformagdes (Figura 8.15), verifica-se um

comportamento similar a0 modelo YFL Entretanto, o modelo HMHSI apresenta um valor de R’
superior para a curva ajustada. A médias deformacdes, Figura 8.14, fica evidente o melhor
comportamento do modelo HMHSI frente a predicdo do ensaio de tragdo biaxial. Os modelos
YMI e PSI apresentaram instabilidades na predicdo do ensaio de tragdo biaxial. Destaca-se que
eram esperados bons resultados para o modelo PSI, em fun¢do do mesmo ser referenciado pela
literatura como um dos modelos promissores na modelagem de materiais com enrijecimento

pronunciado em grandes deformacdes (Saccomandi, 2002).

0.95 WA A

oYMI
BYFI
EIPSI
O HMHSI

0.85 - b T T T

0.8
Tragdo Uniaxial Trag&o Biaxial

Figura 8. 14 - Comparagdo dos modelos YMI, YFIL, PSI, HMLSI. Ajuste para T (0<e<400%).
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Figura 8. 17 - Silicone (MED4950). Ajuste para 7. (a) - e=100% . (b) - e=200%. (c) - e=400%. (d) - e =600% .
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8.4. Conclusoes

A partir dos resultados das secoes 8.3.1, 8.3.2 e 8.3.3 fica explicito o potencial de
aplicacdo dos modelos HMI. Os estudos de caso realizados ressaltam a versatilidade e a
capacidade dos modelos propostos em representar com fidelidade o comportamento da curva
tXe para diferentes faixas de deformacao.

A generalizacdo de uma tnica expressdo para a energia de deformacao € algo complexo e
representa um ideal ainda buscado por indmeros autores. E de suma importincia observar que
cada termo alocado na relagdo constitutiva exprime um comportamento bem caracteristico para
cada faixa de deformacdo, o que dificulta, ou de certa forma inviabiliza, o conceito de

generalizacdo através de uma tnica funcdo constitutiva. Cita-se, por exemplo, o modelo PSI,

caracterizado pelo termo In(/,), que apresentando excelentes resultados para grandes

deformacdes, porém, ajustes errdneos para materiais com alongamentos até 200% . Conforme
Humphrey (2002, 2003), ratifica-se a incapacidade dos modelos cldssicos em representar os
efeitos de enrijecimento manifestado em grandes deformacoes.

Todos estes fatores, juntamente com o estudo da influéncia de cada termo nas expressoes
para energia de deformacdo, culminaram na proposta da familia de modelos HMI. Destaque-se
que a mesma, rompe com alguns conceitos e premissas tradicionais da hiperelasticidade.
Primeiro, dissocia-se o pressuposto do conceito de generalizacdo a partir de uma unica funcao. E
segundo, ndo se empregou uma base logaritmica para a modelagem do efeito de enrijecimento
em grandes deformacdes, conforme destacado pelos autores (Saccomandi et al., 2002;
Saccomandi er al., 2004) como sendo mandatério. S3o essas caracteristicas, somado ao bom
comportamento em pequenas deformagdes, que tornam os modelos HMI promissores na
modelagem de elastdmeros e tecidos biolégicos.

Embora os resultados encontrados até aqui demonstrem a viabilidade de aplicacdo da
familia de modelos propostos, devem ser realizados mais testes comparativos, avaliando outros
materiais com caracteristicas distintas. Por fim, para a completa caracterizacao € mandatério que
seja verificado se os modelos constitutivos apresentados, dependendo da escolha dos parametros
constitutivos e restricdes do problema ndo violam nenhuma lei ou principio da termonidamica

(Bergstrom, 1999), tépico nao abordado neste trabalho.
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9. CONCLUSOES

Como foi visto no Capitulo 5, cada um dos modelos hipereldsticos possui suas
peculiaridades, e devem ser escolhidos criteriosamente. E praticamente impossivel fazer
recomendacdes definitivas para o uso de cada um. Some-se a isso a enorme diversidade de
variagdes quimicas possiveis para compostos elastoméricos.

Os casos estudados no Capitulo 5 sdo uma amostra muito pequena do que pode ser
encontrado em problemas praticos. Além disso, as constantes dos casos ali ilustrados foram
obtidas automaticamente com o uso de um programa de computador especialmente desenvolvido
para esse fim. Na maioria das vezes, € perfeitamente possivel realizar um ajuste fino no valor
numérico das constantes para melhorar a concordancia das curvas tedricas em faixas especificas
de deformacdo. Deve-se destacar ainda que procedimentos de ajuste de curvas como o método
dos minimos quadrados e suas variacdes sdo, estritamente falando, processos de otimizacdo. E
imperativo, portanto, que se acompanhe e se verifique o processo, estando atento para eventual
perda de convergéncia, valores de tolerancia numérica utilizados e outros aspectos que podem
culminar em um conjunto de constantes constitutivas que nao necessariamente ¢ o melhor para
uso pratico. Um parametro ttil proposto no Capitulo 6 é o coeficiente de regressdo do ajuste, que
contém informagdes a respeito da qualidade do ajuste: quanto mais préximo da unidade, melhor
€ o ajuste. E por se tratar de curvas de comportamento muito complexo, conjuntos diversos de
constantes podem gerar aproximadamente a mesma resposta para um dado caso.

De uma forma bastante geral, o analista deve tentar dispor do maior nimero de resultados
experimentais possivel. Na situacdo ideal, deve-se dispor de resultados para os ensaios de tragao
uniaxial, cisalhamento, biaxial e, se a aplicacdo exigir, compressio uniaxial. E muito
conveniente dispor de resultados para pelo menos dois destes ensaios. Ainda que se utilize
apenas um deles para ajustar as constantes, o outro pode ser usado para verificar a qualidade das
predi¢des e qualificar ou desqualificar o modelo usado. Caso haja necessidade de se optar por
um unico ensaio, que este forneca dados para uma grande faixa de deformagdes pois, conforme
destacado no Capitulo 5, isto ajuda a evitar os problemas relacionados a extrapolagdo e predi¢ao
dos demais ensaios. Também é importante que se verifique se as predi¢des apresentam o aspecto
geral da Figura 5.1. As curvas podem até apresentar uma certa sobreposicdo, mas a ordem.das
curvas deve respeitar aquela disposicdo bdsica (a menos que se trate de um composto
ortotropico). Deve-se, ainda, descartar os casos que apresentem predicdes com instabilidades
(derivada dt/de nula), uma vez que este comportamento ndo condiz com os experimentos e

gera matrizes singulares nos programas de simulacdo numérica.
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Quanto a validade dos modelos, cabem as consideracdes finais feitas no Capitulo 5 que
servem como indicacao inicial para selecdo do(s) mais adequado(s).
A escolha de um modelo em particular para solu¢do de problemas préticos depende

fundamentalmente das respostas para trés perguntas:

1) Qual a magnitude de deformacoes na aplicacao?
2) Que dados experimentais do material estao disponiveis?

3) Qual software de simula¢do numérica sera empregado?

O presente trabalho propde algumas respostas as duas primeiras. Embora ndo seja
possivel, como ja destacado, ter recomendagdes definitivas para cada caso, os resultados aqui
obtidos fornecem um panorama razodvel sobre a faixa de aplicagdo de cada modelo. Esse
panorama estd ilustrado esquematicamente na Figura 9.1.

Além disso, o comportamento de polimeros é muito dependente da sua composi¢dao
quimica, que pode variar bastante de um fabricante para outro. Portanto, ndo existem muitas
tabelas contendo constantes constitutivas desses materiais publicamente disponiveis (nem seus

resultados experimentais), como ocorre com outros materiais.

9.1. Temas Abordados/Conclusoes

De forma resumida esse trabalho abordou os seguintes temas:

e Fez-se uma revisdo genealdgica e cronoldgica de um razodvel nimero de modelos
hiperelasticos disponiveis na literatura. O Capitulo 4 apresentou um estudo detalhado
das relacdes constitutivas o que, em conjunto com os Capitulos 5 e 6, permitiu avaliar a
influéncia e participacdo de cada termo em especifico da energia de deformacdo em

funcdo de materiais e faixas de deformacdes distintas.

e O Capitulo 5 apresentou a avaliacdo dos modelos constitutivos abordados empregando
andlise grafica visual e uma planilha de conceitos. A planilha de conceitos proposta,
embora subjetiva, permitiu confrontar de forma simples os diferentes modelos quanto

ao tipo de ensaio e faixa de deformagao empregada para realizar o ajuste.
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¢ Foi proposta no Capitulo 6, baseado no conceito do coeficiente de correlagdo, um novo
estimador de qualidade de ajuste para avaliar e selecionar os modelos constitutivos.
Através dos estudos de caso realizados ratificou-se a representatividade dos resultados
utilizando a nova metodologia quando comparados diretamente com as curvas tXe. A
nova medida é quantitativa, o que permite aferir com clareza e de forma eficiente a
qualidade dos ajustes e predi¢des retirando a subjetividade e susceptibilidade a erros

das metodologias de avaliagdo tradicionais hoje empregadas;

¢ O Capitulo 7, embora de forma simplificada, avaliou o comportamento dos principais
modelos hipereldsticos frente ao ajuste multi-critério das constantes constitutivas, hoje
ainda pouco conhecido neste contexto. A partir dos estudos de caso realizados,

ratificou-se a melhora no desempenho dos modelos para as predi¢cdes dos ensaios

(T,P,B). Observa-se que o emprego do ajuste multi-critério, além de melhorar o

comportamento da curva rXe tedrica em todas as faixas de deformagdes, remove o0s
comportamentos andmalos (ver Capitulo 6) verificados em alguns modelos quando
ajustados para um modo de deformagio isolado. E 6bvio, que como contra partida, tem-
se uma a perda pontual na qualidade das predi¢des em relacdo aos ajustes e predigdes
originais. Deve-se observar também que modelos que exibem comportamento muito
peculiar, seja pelos seus excelentes ou maus resultados, ndo manifestaram altera¢des no
seu comportamento. Recomenda-se assim atencdo no emprego de constantes
melhoradas uma vez que dependendo do conjunto de constantes obtidos, 0 mesmo ndo

conseguird representar nenhum dos ensaios em particular.

¢ O Capitulo 8, embasado nos resultados deste trabalho apresentou uma nova familia de
modelos hipereldsticos para a andlise de elastbmeros e materiais bioldgicos
incompressiveis. Os resultados obtidos com o novo modelo demonstram a sua
potencialidade, dado sua capacidade em representar com fidelidade o comportamento
da curva tXe para os trés materiais avaliados, com excelentes predi¢cdes em todas as

faixas de deformacoes.

9.2. Sugestoes para a Continuidade do Trabalho

¢ Complementar o estudo feito no Capitulo 3 e 4 incorporando os modelos

compressiveis, além dos apresentados.
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e Avaliar o comportamento dos modelos hiperelasticos frente ao ensaio de compressao
uniaxial. Este tema constitui um caso interessante de estudo quando se dispdes de dados
experimentais para os ensaios de tracdo e compressao uniaxial, ja que os dois produzem

curvas com gradientes muito distintos.

e Testar os modelos hipereldsticos aqui analisados com outros tipos de materiais,
seguindo a metodologia adotada. O emprego de materiais especiais pode revelar outras

caracteristicas dos modelos nao identificadas aqui.

e Avaliar o comportamento dos ajustes e predicdes dos modelos constitutivos frente a

materiais que apresentem efeito de histerese.

e Estudar a possibilidade do ajuste dos modelos constitutivos utilizando ensaios
experimentais com singularidades, por exemplo, corpos de prova trincados. Deve-se

analisar o qudo representativo sdo estes ensaios em funcdo dos invariantes de

deformagdo(/,,1,), avaliando sua capacidade na predi¢do dos ensaios tradicionais

(T, P, B), hoje comumente empregados.

e Efetuar a implementagdo da familia de modelos HMI em um software comercial de
elementos finitos, bem como a realizacdo de mais testes comparativos avaliando o
comportamento do modelo para outros materiais que detém caracteristicas distintas das
ja avaliadas. Também deve ser verificado se 0os novos modelos constitutivos propostos

nao violam nenhuma lei ou principio da termodindmica.

e Estender e testar a familia de modelos proposta considerando compressibilidade e

efeitos dissipativos.
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APENDICE A

A. Férmulas para Ajuste dos Modelos

Uma vez realizados os ensaios e realizado o tratamento dos dados experimentais, pode-se
proceder o ajuste das curvas para o modelo hipereldstico selecionado. O procedimento

empregado para cada modelo abordado no Capitulo 3 serd detalhado a seguir, considerando-se a

hipétese de incompressibilidade.

A.1. Ajustando o Modelo de Mooney-Rivlin (MRIn)
As egs.(3.2) a (3.5) para o caso incompressivel ficam particularizadas como:

e 2 termos — MRI2:

W=C10(11—3)+C01(12—3) (A.1)
aw
22 _c
dl, 10
aw
22 _C
a, "
® 3 termos — MRI3:
W=C, (11_3)+C01(12_3)+C11(11_3)(12_3) (A.2)
dw
d_11:C10+C11(12_3)
aw
d_IZZCOl+C11(Il_3)
¢ 5 termos — MRIS5:
W:Cw (11_3)+C01(12_3)+C11(I1_3)(12_3)+C20(11_3)2 (A.3)
aw
d_I:C10+C11(12_3)+2C20 (11_3)
1
aw

d_IZZCOI +C11(11 _3)
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® 9 termos — MRI9:

W=C, (11 _3)+C01(12_3)+C11(11 _3)(12_3)+C20(11 _3)2+C30 (11 _3)3 (A.4)

aw

di :C10+C11 (12 _3)+2C20 (11 _3)+3C30 (11_3)2
1

aw

dl, =Cy, +C, (11 _3)

A substituicdo das eqs.(4.14) a (4.17) em (2.35), (2.38a), (2.41e) e (2.43) leva as expressoes de

t, (ou t. ), t,, tg e t, particularizadas para este modelo. A Tabela A.l1 apresenta estas

expressoes, agora prontas para serem ajustadas com os dados experimentais, parametrizadas para

n=2,3,5 ou 9. Os fatores a serem empregados nessa tabela sdo:

A, =C, B, =C,,
A3:A2+C11(12_3) B3:Bz+c11(11_3)
A5:A3+2C20(11_3) B; = B,
A9:A5+3C30(11_3)2 B, = B

Mooney-Rivlin - MRIn

_ 1 B,
trote = 2(/1 lzj(A,ﬁ /lj

tp = (ﬂ—Lj(An +B,)

13
Iy = 27(A7,+Bn)
1 2
t, = 2@—;](& +A’B,)

Tabela A. 1 - Tensdes nominais para os modelos de Mooney-Rivlin (n=2,3,5 ou 9).

A.2. Ajustando o Modelo Neo-Hookeano (NHI)

A eq.(3.6) no caso incompressivel resulta:

=
1l
(SRR

(1,-3) (A.5)



aw _ku
i, 2
aw _,
dl,
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Portanto, este modelo é fechado, e ndo admitiria ajustes, mas o médulo de cisalhamento g pode

ser empregado como (Unico) fator de ajuste. A Tabela A.2 apresenta estas expressoes para serem

verificadas com os dados experimentais.

Neo-Hookeano — NHI

1
ot ﬂ(ﬂ—?j
1
tP: ﬂ(/i—?j
ty = uy
1
tB: ﬂ(l_fj

Tabela A. 2 - Tensdes nominais para o0 modelo Neo-Hookeano.

A.3. Ajustando o Modelo de Gent-Thomas (GTI)

A eq.(3.7) no caso incompressivel resulta:

W =C,(I,-3)+3C, In(I,)

a_W =C =4,
al,
w_s¢,_p
a, I,
Os fatores empregados nessa tabela sao:
A, =G
5 -3
12

(A.6)

A Tabela A.3 apresenta as expressdes prontas para serem ajustadas com os dados experimentais:
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Gent-Thomas - GTI

_ _1 B,
ot = 2(/1 ﬂzj(Aﬁ /lj
‘= 2(2—%)(AZ+BZ)
ly= 27(A2+Bz)
1 )
ty = 2(/1—?j (4,+2°B,)

Tabela A. 3 - TensOes nominais para 0 modelo de Gent-Thomas.
A.4. Ajustando o Modelo de Hart-Smith Aprimorado (HSAI)

A eq.(3.8) no caso incompressivel resulta:

C5(1,-3)"
w=5" 3¢ 1) (A7)
aW C3(11-3)
a_I:ClCS(Il_S)(e( ))
1
W _3C
a, I,

A Tabela A.4 apresenta as expressoes para f, ,f.,tg,tp € ty:

Hart-Smith Aprimorado — HSIA

trot, 2(2—%](A3+%j
‘= 2(2—%)(A3+B3)
A
Iy = 2y(A,+B,)
ty = 2(1—%) (4,+4°B,)

Tabela A. 4 - Tensdes nominais para o modelo de Hart-Smith Aprimorado.
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Os fatores empregados Tabela A.4 sdo respectivamente:

nel (C3(1|—3) )”
A, =CC,(I,-3)" | e

_3G

B
3 1,

A.5. Ajustando o Modelo de Hart-Smith (HSI)

Obtido a partir de uma simplificacdo (n=2) do modelo de Hart Smith Aprimorado, a eq.(3.9)

no caso incompressivel resulta:

C;(1,-3)*
w=5" 3¢ 1) (A.8)
aW C3(11-3)
y=C1C3(11—3)(e( )j
1
W _3C,
o, I,

A Tabela A.5 apresenta as expressoes para t, ,f.,t,,t, € t,. Os fatores empregados nessa tabela

Sao:

4 =CG (1 —3)@“”‘”))

_3G

B
2 1,

Hart-Smith - HSI

_ _ b B
ot = 2(/1 ﬂzj(Aﬁ ﬂj

‘= 2(2—%)(AZ+BZ)
Iy = 2y(A,+8,)

1 2
ty = 2(’1_Fj (4,+2°B,)

Tabela A. 5 - Tensdes nominais para o modelo de Hart-Smith.
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A.6. Ajustando o Modelo de Fung (FI)

A eq.(3.10) no caso incompressivel resulta:

H o pia-3)
W= R | A9
b (e ) (A9)

M, pode ser considerado uma constante adicional caso ndo haja uma estimativa para o
mesmo. A Tabela A.6 apresenta as expressoes f,,f.,ts,t, € t, prontas para serem ajustadas

com os dados experimentais. Um tnico fator é empregado nessa tabela:

A zﬁ(eh(ll—ﬂ _1)

2
Fung. F1
o= | oA )
f= (23
ty = 27(4,)
we | o))

Tabela A. 6 - Tensdes nominais para o modelo de Fung.

A.7. Ajustando o Modelo de Veronda-Westmanns (VWI)

A eq.(3.11) no caso incompressivel resulta:

W=C e -1]-C,[1,-3] (A.10)
ow .
S-ce(e)
W __GG,
o, 2

A Tabela A.7 apresenta as expressdes t,,f.,t,t, € t, prontas para serem ajustadas com os

dados experimentais. Os fatores empregados nessa tabela sdo:
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A, =CC, (6C2(11_3))
_GG

B, = )

Veronda-Westmann — VWI

_ _1 B,
ot = 2(/1 ﬂzj(Aﬁ ﬂj
‘= 2(2—%)(AZ+BZ)
ly= 27(A2+Bz)
1 )
ty = 2(’1_Fj (4,+2°B,)

Tabela A. 7 - Tensdes nominais para 0 modelo de Veronda-Westmann.

A.8. Ajustando o Modelo de Ogden (OlIn)

A €q.(3.12), no caso incompressivel, pode ser particularizada com 4, =(44, )_l :

W:i: LA A+ (A4) 7 -3) (A.11)

1

R R

Como este modelo depende diretamente dos alongamentos, as derivadas de W devem ser

obtidas através da regra da cadeia:

dW _dW dA
dl,  dAdl,
dW _dW dA
dl, didl,

e, portanto, resultam expressdes diferentes para cada modo de deformacgdo. As duas versdes mais

empregadas deste modelo sdo:



e 2 termos — OI2:

- Tracdo Uniaxial:

+

al az
dw _ 1 1 B -1 -1 -1
d—ll—a(l—?j (,Ul(l -1 )+,U2(2/
aw _aw
I, dI,

- Cisalhamento Puro:

. (A% + 274 -2) Ao (A% + 27" -2)

al aZ
AW (0 LYY qant_goo art _ g%
d_zl_E(ﬂ_?j (M(ﬂ - ey (257 -2 ))
aw _aw
ar,  d,

- Cisalhamento Simples:

W= M, (ﬂ’gl + A4, — 2) N My (ﬂ’gz + 4,

_2)

o a,

- Tracdo Biaxial;

-1
aw _l _ 1 a1 g5l a-1
i —z(ﬂp 7;} (1 (7 =272

. (249 + 274 -3) L (24 +27% -3)

@ a,

216

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)
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-1
d_W:l(AZ _%] ('u1 (la‘ _2—2011 )+;U2 (laz _1—2(12 ))

ar, 2
aw _ 1 aw
ar, A dl,

e 3 termos — OI3

- Tracdo Uniaxial:

ﬂl(/i% 247 —3) ﬂz(ﬂ% +2/1‘%—3) ﬂ3(/1"’3 Y —3)

W= + + (A.16)
al al a'3
daw — 1 1 B -1 -3l -1 —2-1
d—ll_z(z—?j (ﬂl(z S EUAVESEY
s (a7 -]
aw _aw
dl, dI,
- Cisalhamento Puro:
A%+ A% =2 A%+ 7% =2 A%+ A% =2
Wzﬂl( )+ﬂ2( )+ﬂ3( ) (A.17)
al aZ a3
AW (0 LYY (et go art _ g
d_zl_E(ﬂ_?j (,ul(/l A gy (A - 27
el
aw _dw
dl, dl,
- Cisalhamento Simples:
A A D) (A4 2 -2) (A7 + 4 -2) Als)
al aZ a3
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- Tracdo Biaxial:

(2249 + 279 =3)  w,(24% + 27 =3) g, (24% + 274 -3)
+ +

W= (A.19)
al aZ a'/S

aw 1 1 B 17 2 a, -2a, a 20

d—llza(ﬁ—?j (0 (2% =27 )+, (A7 = 27 )4 1y (A% = A7)

aw _1 4w

dl,  A* dl,

A Tabela A.8 apresenta as expressdes prontas para serem ajustadas com os dados experimentais,

para 2 e 3 termos.

Ogden - OIn

tte = 24,

t, = 2B,
ty = th > A, :%\/m

ty = C,

Tabela A. 8 - Tensdes nominais para o0 modelo de Ogden.

Os fatores empregados na Tabela A.8 sdo respectivamente:

A =4 (/1“‘_1 A ) + U, ( A% — ,1—%—1)

A=A +u, (/1“3—1 - /1‘%‘1)



B2 =i (ﬂ,al_l —i_“‘_1)+,u2 (laz—l —l_%_l)

B; =B, + 1, (ﬂ,%_l —/1_0[3_1)

C2 =4 (/1(1]—1 _/1—2(1]—1)_’_#2 (/10/2—1 _/1—20/2—1)

Cy=C,+pt (A% =277

A.9. Ajustando o Modelo de Peng-Landel (PLI)

A eq.(3.13) no caso incompressivel resulta:

W= C\(4—1-In(A) -

i=1

1 1 1
—In(A)*+—In(1) ———In(1)*
6n( ,)+18 n(4,) 216 n(4,)")
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(A.20)

Como este modelo também depende diretamente dos alongamentos, as derivadas de W devem

ser obtidas novamente através da regra da cadeia:

dW _dW dA
dl, - dAdl,
dW _dW dA
dl,  didl,

e, portanto, resultam expressoes diferentes para cada modo de deformacao.

- Tracdo Uniaxial:

W= c(ﬂ—l—ln(ﬂ)—é(ln(ﬂ))z +$(ln(/1))3

! (ln(ﬂ))4j+

216
1 11, 1) 1 1Y 1 1Y
+2C(ﬁ—1—ln(ﬁ)—g(ln(ﬁ)j +E(ln(\/z)j _216[111(\/1))J
_c(l—l—ln(/l) ~ L)+ L () —L(ln(ﬂ,)fj +
a, 27 A 11 1, 1. 1 1Y 1 1
+c( 1%+ﬂ+3ﬂln(ﬁ) 12/1(111(\/7)] +108/1(1n(\/§

w _ow
a, ol

)]

(A21)
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- Cisalhamento Puro:

1% :c(ﬂ—l—ln(ﬂ)—é(ln(ﬂ))z+i(1n(/1)) ey |+ j

18 216
2 3 4 (A.22)
L)) )]
A A) 6 A 18 A 216 A
ow 1 1
a]l C(l—;—ln(ﬂ)——/1(11'1(/1))4'5(1[1(/1)) —m(ln(ﬂ)) j
111 (1] 1 (1]2 1 (1]3
+c| -—+—+—In| — |-——| In| — || +——=| In| —
(/12 A 34 A4 6/1( A 544 A
W _aw
of, al,

- Cisalhamento Simples:

W= (/1 ~1-In(4 )——(1 4,)) +i(1 4,)) - 216(1n(/1,,))4j+

Jrr ) A )

c(l-i_mm)— - (1n02))+ (102, < (1ncs, >)J

A "3 544

p p

2 3

1 1 1 1 1 1 1 1
o Lol ) ol
A4 34\ A ) 6a (A4 )| saa | |4,

onde A, :%\/7/2+4.

- Tracao Biaxial

1 2 1 3 1 4
W—ZC(/I—l—ln(/l)—g(ln(/l)) +ﬁ(ln(/l)) —R(ln(l)) j+

[ A ) )]

(A.24)
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11 1 1 3 ]
2¢| 1- == —(In(2)) +— (In(A In(A
w1 1Y C( 732 M)+ (nD) = () j+
oW _ -
8114(/15j 12 2 (1) 1(. (1Y 1( (1))
to|——+=+—In|— |-—|In| 5 || +—|In| 5
A a 32 (A2) 3l (4 274 (4
W _ 1w
ol, A*dl,

A Tabela A.9 apresenta as expressOes prontas para serem ajustadas com os dados experimentais.

Os fatores empregados nessa tabela sdo respectivamente:

1 1 1 2
A, = c(l—z—ln(l)—a(ln(l))+§(ln(l)) -

+c —L+l+iln( ! )— ! (ln( ! )j2+ ! (ln( ! )T
12 A 34 a0 12al a 1084 2

1 1 1 )
AIS—c(l—z—ln(l)——(ln(/l))+a(ln(l)) oy (ln(/l))j+

32
vzl vsa(n(2))
+c|——+—+—In| - |-——|In|— || +——|In| —
L/lz A 34 1) 64 A 544 A
A —2c(1—l—i(1 (/1))+i(1n(/1) -——(In(4)) j
' A 32 64 54&

o2 22 A (o)

Peng-Landel - PLI

trote 24
t, = 2B,
ty = t %\/72 +4
ty = o

Tabela A. 9 - Tensdes nominais para o modelo de Peng-Landel.
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A.10. Ajustando o Modelo de Knowles (KI)

A eq.(3.14) no caso incompressivel resulta:

W= @ 2=y (A.25)
2%

aw _H 1+—b(ll _3))"—1

da, 2 n

aw _,

dI,

A Tabela A.10 apresenta estas expressdes prontas para serem utilizadas com os dados

experimentais.

Knowles — KI
1

Lrote = 2(/1—?jA2
_ 1

tp = 2 /1—? A,
Iy = VA,
1

tB: 2 /1—? A2

Tabela A. 10 - Tensdes nominais para o modelo de Knowles.

Um tnico fator € empregado na Tabela A.10:

U PN N
2 n

A.11. Ajustando o Modelo de Kilian (KLI)

A eq.(3.15) no caso incompressivel resulta:

1, -3 I -3
=— In(1- |- ! A.26
W ,uJ{n( \/JL )+\/ 7 } ( )
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A Tabela A.11 apresenta as expressoes f,,f.,t,t, € t, prontas para serem ajustadas com os

dados experimentais.

Kilian - KLI
1
Lt = Z(A—FJAZ
1
tP == (ﬂ—?jAz
Iy = 2y A,
1
tB = 2(2—?jA2

Tabela A. 11 - Tensdes nominais para o modelo de Kilian.

O fator empregado nessa tabela é:

A.12. Ajustando o Modelo de Van der Waals (VDWI)

A eq.(3.16) no caso incompressivel resulta:

W= ﬂ{—(ﬂﬁ ~3n-m)+m)->aC 1, —%)ﬂ (A27)



onde:

ow

.

ow

a,

A3 1- N 1-

2 | n(22-3)1-n) n(A2-3)(1-n)
23 p . B

2 | n(42-3)(1-n) n(A2-3)(1-n)

I,-3
U—qfﬁ, 1, =(1-p)1,
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+ /A1,

—g(l—m\/;((l—ﬁ)n+/312—3)}

—g(ﬂ)\/é((l—ﬁ)lﬁﬁlz%)J

A Tabela A.12 apresenta as expressdes prontas para serem ajustadas com os dados

experimentais:

Van der Waals- VDWI

ot 2(2—%)(&@%]
tp = A—L (A,+B,)
P 23 4 4
= 2y7(A,+B,)

t, = 2(4—%)(@1 +A°B,)

Tabela A. 12 - Tensdes nominais para o modelo de Van der Waals.

Os fatores empregados na Tabela A.12 sdo:

A3 -p  1-B

2 | n(a-3)(1-n) n(42-3)(1-n)
| Y S

2 | n(4-3)0-n) n(4-3)(1-7)
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A.13. Ajustando o0 Modelo de Humphrey-Yin (HYI)

A eq.(3.18) no caso incompressivel resulta:

W =C, (=" -1 (A.28)
ow C, (I~
—=C,C, ("7
o, ( )
W _y
ol,

A Tabela A.13 apresenta as expressdes prontas para serem ajustadas com os dados

experimentais. Um tnico fator € empregado nessa tabela:

A, =CC, (eCZ(II_S))

Humphrey-Yin - HYI

Lyt = 2(2—%)@
_ 1

tp = 2 /1—? A,
Iy = 27A,
1

tB = 2(1-;) A2

Tabela A. 13 - TensOes nominais para o modelo de Humphrey-Yin.
A.14. Ajustando o Modelo de Edwards-Vilgis (EVI)

A eq.(3.19) no caso incompressivel resulta:

wo M {(]L +2)(J, =3)U, =3) +1n(1—11—_3)} (A.29)

2 J,U,-1,+3)

ow ol (Ji—T,—6)=2J, +2I,~6
o 2 (J,—1,+3)
oW

2% =0
al,
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Novamente, i € considerado uma constante adicional caso ndo haja uma estimativa para

o mesmo. A Tabela A.14 apresenta as expressOes prontas para serem ajustadas com os dados

experimentais. Um tnico fator € empregado nessa tabela:

A (J7-7,-6)-27,+21,—6
- (J,-1,+3)

Edwards-Vilgis— EVI

_ _ 1
tT’tC_ ﬂ(ﬂ ﬂsz’Z
tp = (/I—LJAZ
P y 13
Iy = HYA,
ty = (A—Lj A,
B H ;ts

Tabela A. 14 - Tensdes nominais para o modelo de Edwards-Vilgis.

A.15. Ajustando o Modelo de Takamizawa-Hayashi (THI)

A eq.(3.22) no caso incompressivel resulta:

W——clnll—[llj_zﬂ (A.30)

aw _,
dl,

A Tabela A.15 apresenta as expressdes prontas para serem ajustadas com os dados

experimentais. Um tnico fator € empregado nessa tabela:

2c(1,-2)

4= :
JZLI_(II_2) }

i



Takamizawa-Hayashi — THI

_ _ L
trte = 2(/1 AZJAZ
- _ L
tp = 2(/1 fjAz

Iy = 2y A,
_ _ L
ty = 2(/1 ,15]'42

Tabela A. 15 - TensOes nominais para o modelo de Takamizawa-Hayashi.

A.16. Ajustando o Modelo de Yeoh (YIn)

A eq.(3.23) no caso incompressivel resulta:

e 2 termos — YI2

wW=C, (11 _3)+C20 (11 _3)2

aw
d_Il: Gy +2G,, (11 _3)

aw_
dl,

® 3 termos — YI3

wW=C, (11 _3)+C20 (11 _3)2+C30 (11 _3)3
aw
d_I: ClO +2C20 (11 _3)+3C30 (11 _3)2

1
aw _,
dl,

e 5termos — YIS

14 :CIO (11 _3)+C20 (11 _3)2 +C30 (11_3)3+C40 (11 _3)4 +C50 (11_3)5

227

(A.31)

(A.32)

(A.33)
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cjl_IW: ClO +2C20 (11 _3)+3C30 (11 _3)2 +4C4o (11 _3)3 +5C50 (Il _3)4
1

aw _,

dl,

Substituindo-se as eqs.(4.32) a (4.34) em (2.35), (2.38a), (2.41e) e (2.43) leva as expressoes de
t, (ou t. ), t,, tg € t, particularizadas para este modelo. A Tabela A.16 apresenta estas

expressoes, agora prontas para serem ajustadas com os dados experimentais, parametrizada para

2, 3 e 5 termos. Os fatores a serem empregados na Tabela A.16 sdo:

A, =C,,+2C,(1,-3)
A=A, +3C, (I, -3)
A=A, +4C,, (I, -3)’ +5C,, (I, -3)*

Yeoh - YIn
1
ot = 2(1_?}4’1
1
tP: 2(/1—FJAH
Iy = 27 A,
1
tB: 2 1—7 An

Tabela A. 16 - Tensdes nominais para o modelo de Yeoh (n=2,3,0u 5).

A.17. Ajustando o Modelo de Yeoh-Modificado (YMI)

A eq.(3.24) no caso incompressivel resulta:

W =C,,(I,-3)+Cy(I,—-3)" + C,, (I, -3)° +%(1—e_ﬁ(1‘_3)) (A.34)
%—IW =C,y +2C, (I, =3)+2C, (I, =3)* + e "™
1

AL
oI,
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A Tabela A.17 apresenta as expressOes prontas para serem ajustadas com os dados

experimentais. Um tnico fator € empregado nessa tabela:

AS = ClO + 2C20(Il _3) + 2C30 (Il —3)2 + ae_ﬂ(11_3)

Yeoh-Modificado- YMI

Lt = 2(1—%)&
1
tP: (ﬂ—?jA3
tg = 2y A,
_ 1
ty = 2 /1—? A,

Tabela A. 17 - Tensdes nominais para o modelo de Yeoh-Modificado.
A.18. Ajustando o Modelo de Arruda-Boyce (ABIS)

A eq.(3.25) possui um numero fixo de termos, € no caso de incompressibilidade resulta, ja

substituidas as constantes C, da (310), em uma fun¢cdo W dependente de uma tnica constante

(4,):

W:ﬂ(l 3 1149 11 [°-27 19 [*-81 519 1,°-243

— -t —+ —+ . (A.35)
22 20 4 1050 4, 7050 A4, 673750 A4,

dw 1 11, 111> 38 1° 519 I°
o TH Sttt s T et 8
dl, 2 104 350 4 3525 A7 134750 A}
aw _,

dl,

A Tabela A.18 apresenta estas expressoes para serem ajustadas com os dados experimentais. Um

unico fator é empregado nessa tabela:

1 11, 111> 38 1° 519 I°
A=t st ot et 5
2 104, 3504 35254 134750 A}

Caso 4 nao seja estimado via eq.(3.27), este é tratado como uma constante adicional.
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Arruda-Boyce — ABIS

1

Lyt = 2;1(/1—?)A5
1

Ip = 2#(1_?j‘45
ty = 2uy A
1

tB: 2#(/1—?j145

Tabela A. 18 - Tensdes nominais para o modelo de Arruda-Boyce de 5 termos.
A.19. Ajustando o Modelo de Yamashita-Kawabata (YKI)

A eq.(3.28) no caso incompressivel resulta:

W=, (1,-3)+-5 1(1l ~3)" (A.36)
+
AW
d_Il =C + G (Il _3)
aw _
dl,

A Tabela A.19 apresenta as expressOes prontas para serem ajustadas com os dados

experimentais:

Yamashita-Kawabata - YKI

Lrote = 2(1—%)&
1
tP: 2(1—?jA2
Iy = 2y A,
1
tB: 2(/1—?j142

Tabela A. 19 - Tensdes nominais para o modelo de Yamashita-Kawabata.
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Um tnico fator € empregado na Tabela A.19:

A, =C + G (11_3)

A.20. Ajustando o0 Modelo de Davis-De-Thomas (DDTI)

A eq.(3.29) no caso incompressivel resulta:

_ Lﬂ(ll C340)"7Y k(1 —3) (A37)
21-1)
" ”
Al1-2|(,-3+¢*) 7
ow ( 2) :
= - +2k(1,-3)
1
ow
% _p
ol

A Tabela A.20 apresenta as expressdes prontas para serem ajustadas com os dados

experimentais. Um tnico fator € empregado nessa tabela:

A(l—gj(ll—3+cz)_%

A = +2k(11—3)
2—n

Davis, De e Thomas— DDTI

Lyt = 2(2—%)&
1

tP = 2(/1—?jA4
tg = 2yA,
1

tB = 2(2—?jA4

Tabela A. 20 - Tensdes nominais para o modelo de Davis,De e Thomas.
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A.21. Ajustando o Modelo de Gent (GI)

A eq.(3.30) exige uma unica constante (/,) a ser determinada ou especificada. No caso de

incompressivel:

Y7, I,-3
W=-"—(,-3)In|1- A.38
) [ IL_J (A.38)
-1
d_W:ﬁ 1__11_3
da, 2 I, -3
W
dl,

Assim como no modelo de Arruda-Boyce e Knowles, u# € considerado uma constante

adicional caso ndo haja uma estimativa para o mesmo. A Tabela A.21 apresenta estas expressoes

prontas para serem ajustadas com os dados experimentais.

Gent - GI

-1
1 I, -3

ty = A—— | 1-=

’ ﬂ( /15)( IL_3J

Tabela A. 21 - Tensdes nominais para o modelo de Gent.

A.22. Ajustando o Modelo de Gregory (GYI)

A eq.(3.31) no caso incompressivel resulta:

A =3Bz (A.39)

W:
(2-n) 2+m)
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ow A(l—gj(ll 34077 +B(1+’;j(ll —3+c?)”

al, 2—-n 2+m
W _o
al,

A Tabela A.22 apresenta as expressdes prontas para serem ajustadas com os dados

experimentais. O fator empregado nessa tabela é:

A(l—nj(ll—%Cz)_% B(1+mj(11—3+02)%
2 2
A= +

2—n 2+m

Gregory - GYI

Lyt = 2(2—%)&
1

tP = 2(/1—?jA4
tg = 2yA,
1

tB = 2(2—?jA4

Tabela A. 22 - Tensdes nominais para o modelo de Gregory.
A.23. Ajustando o Modelo de Yeoh-Fleming (YFI)

A eq.(3.32) no caso incompressivel resulta:

_A -B(1,-3) 1,-3
W—E[l—e ]—CIO(IL—3)1n[1—IL_3] (A.40)
-1
W _ persues +Cp| 1473
ol I, -3
w_
al,

A Tabela A.23 apresenta as expressdes prontas para serem ajustadas com os dados

experimentais. Um tnico fator € empregado nessa tabela:



-1
Aszé““&+C%(L—A_3j

1,-3

Yeoh-Fleming - YFI

1
(-

1
(47}’%

2y Ay

1
(L)

Tabela A. 23 - Tensdes nominais para o modelo de Yeoh-Fleming.

A.24. Ajustando o Modelo de Martins (MI)

A eq.(3.34) no caso incompressivel resulta:

W =G (e —1)+Cy(e“ P -1

234

(A41)

Este modelo apresenta uma expressdao para a energia de deformacdo mista funcdo do 1°

invariante de deformacdo e do alongamento principal na direcio do carregamento

(W=W(I,)+W (A)). Logo as derivadas de W devem ser obtidas através da regra da cadeia

somando-se as parcelas de cada termo:

dW _dw  dw dA

dl,

dl,

dA dI,

dW _aw  dw di

dl,

e, portanto, resultam expressoes diferentes para cada modo de deformacao.

- Tracdo Uniaxial:

dl,

dA dl,

W=, (0 —1)+ ¢ (44 1)

(A.42)
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-1
aW_cc Glhs +c3c4(/1—i2j (A—1)S+
oI, A

oW 1Y Ly

8_12 = C3C4 (ﬂz—?j (12 —Z)eCM )

- Cisalhamento Puro:

W=, (e —1) 4, (0 -1) (A43)
oW i 1Y
a_gzclczeCZ(Il 3’+c3c4(/1—?j (A-1)eS0
oW 1Y iy
W, A——]| (A-1)e
rcc a5 ) (e

- Cisalhamento Simples:

W=, (“0 Y —1)+Cy (4 1) (A44)
W _ C,C,e "y C,C (/1 —i]_l(/l —1) S
- 3%-4q
ol, A r
ow 1 - Cy(Ap-1)°
y:C3C4 /11,—7 (/11,—1)6
2 P
onde /1P=%\/7/2+4.
- Tracdo Biaxial:
W=, (e —1) 4, (0 -1) (A.45)
-1
aW_cc Qi +c3c4(/1—i5j (A—1)eS*
oI, A
-1
%";QQ(%—%) (A=1)eS0Y
2

A Tabela A.24 apresenta as expressOes prontas para serem ajustadas com os dados

experimentais. Os fatores empregados nessa tabela sdo:
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_ 1Y
A, =C,Cye " 3)+C3C4(/1—?j (A=1)eS*

-1
B, =CC, (ﬂ—%) (A2 =4)e"
-1
A, =CCe" 1 C, (,1 %] (A-1)e%*
-1
B,, =CC, (1—%] (A-1)e%*
_ 1Y
Ay =C G 3)+C3C4(/1—Fj (A—1)e"

-1
B4B=C3C4(/13—%j (A-1)e G4’

Martins - MI
trte = 2(1—%)(A4T+%j
1
Ip = 2(/1_?j(A4P+B4P)
1
1y = tP—>/1P=E Y +4
1 2
t, = 2(1—Fj (A5 +2°B,,)

Tabela A. 24 - Tensdes nominais para o modelo de Martins.
A.25. Ajustando o0 Modelo de Gent de Trés Parametros (G3I)

A eq.(3.35) no caso incompressivel resulta:

W =

(SRS

{—a(IL ~3)In (1_ ; ! ‘z] +d-ayd, —3)} (A.46)

L

dW:ya(l_Il—Sj_l
a, 2\ 1,-3
aw _ ul-a)
a, 2
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A Tabela A.25 apresenta as expressOes prontas para serem ajustadas com os dados

experimentais. Os fatores empregados nessa tabela sdo respectivamente:

-1
A, _Hx 1__11_3
2 1,-3

H(l-a)
2

B, =

Gent de 03 Parametros — G3I

1
tpte = 2(/1_?j(A3+B3)
)= A-Lla+8)
A
ty = 7(A,+B,)
Iy = /?'_Ls (A3+Ba)
A

Tabela A. 25 - Tensdes nominais para o modelo de Gent de 03 Pardmetros.

A.26. Ajustando o Modelo de Pucci-Saccomandi (PSI)

A eq.(3.36) no caso incompressivel resulta:

1 (I, -3) 1
W=——uJ mh(1-——"5+C,In(—1
2,U o In( ] )+C, (3 5)

m

d_W_g[l_fl_—fsj”

d, 2\ 1,-3
aw_6
dr, 12

(A.47)

O modelo de Pucci e Saccomandi consiste em uma modificagdo do modelo de Gent, novamente

M € considerado uma constante adicional caso ndo haja uma estimativa para o mesmo. A Tabela

A.26 apresenta as expressdes prontas para serem ajustadas com os dados experimentais. Um

unico fator é empregado nessa tabela:
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Pucci-Saccomandi - PSI

-1
1N1( 1-3) B
2;,(4_?)(5(1_,_3J !
L
N1 1-3)"
R =S
L
1 1-3)
tS: 2#7(5(1—11_3j +Bl]
L
N1 1 -3Y)"
t,= | 2u|A-—||=|1-——| +A’B
B /’l( lij(z{ IL_3j 1]

Tabela A. 26 - Tensdes nominais para o modelo de Pucci-Saccomandi.

A.27. Ajustando o Modelo de Amin (AI)

A eq.(3.37) no caso incompressivel resulta:

C w, C .
W=C,(I,-3)+ i1(11—3)“+ (1 ) (A.48)
(;_IW:C10+C3(11_3)N+C4(11_3)M
1
aw _,
dl,

A Tabela A.27 apresenta as expressoes t, ,1.,t,,!, € t, prontas para serem ajustadas:

Amin - Al

1

Ipt, = 2(/1—FJA4
1

tP == 2(2—?jA4
tg = 2y A,
1

tB = 2(/1—FJA4

Tabela A. 27 - TensOes nominais para o modelo de Amin.
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Um tnico fator € empregado nessa tabela:
N M
A, =G+ G (Il _3) +C, (11 _3)
A.28. Ajustando o0 Modelo de Hartmann-Neff (HNIn)

As egs.(3.39) a (3.41) no caso incompressivel ficam particularizadas como:

e 3termos (N=M =1):

W=a(I}-3)+C, (I, -3)+C, (I)* =3/3) (A.49)
aa_IW =3al} +C,
1
W 3

—=—C, I
all 2 01\/_2
e Stermos (N=M =1):

W =a(I} =3)+C,y (I, -3)+ Cyy (I, =3)* + C, (1) =33)+ C,, (I* =33)*  (A.50)

%—IW =3al] +C,, +2C,, (I, -3)
1
ow 3

_:_C01\/Z+3C02(12%_3\/§)\/Z
a, 2
e TJtermos (N=M =1):

W =a(l} =3")+Cyo (I, =3)+ Cyy (I, =3)" + Cyy (1, =3)’ + Co, (17 =3/3)+ (A.51)
+C02(Iz3/2 - 3\/5)2 + C03 (123/2 - 3\/5)3 |
%_IW =31} +C,,+2C,, (I, =3)+2Cy, (I, - 3)’

1
aw _3

3 9 3 2
ol 2C01\/Z+3C02(124_3\/3)\/E+5C03(124_3\/5) \/Z
1

A substituicao das eqs.(4.45) a (4.47) em (2.35), (2.38a), (2.41e) e (2.43) leva as expressoes de

t, (ou t.), tp,, tg € t, particularizadas para este modelo. A Tabela A.28 apresenta estas

expressoes, agora prontas para serem ajustadas com os dados experimentais, parametrizadas para
n=1,2,3.
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Hartmann-Neff - HNIn

_ 1 B,
Ipt, = 2(/1 AZJ(A”JFAJ

. (ﬂ—%j(An+Bn)

Iy = 27(An+Bn)

1 2
t, = 2(/1—?),4% +A’B,)

Tabela A. 28 - Tensdes nominais para os modelos de Hartmann-Neff (n=1,2,3).

Os fatores a serem empregados nessa tabela sdo:

A =3al’+C,

3
B ZECM\/Z

A, =3al} +C,,+2C,,(I,—3)

3
B, :§C01\/Z+3C02(12% _3\/5)\/Z

A, =3al? +C,, +2C, (I, —3)+2Cy (I, - 3)°

3 9 2
B3:ECOM/Z""?’CM(IZ%_3‘/§)\/Z+EC03(12%_3\/§) \/Z

A.29. Ajustando o Modelo de Horgan-Saccomandi (CHGSI)

Baseado no modelo de Gent, a eq.(3.42) no caso incompressivel resulta:

3_ g2 _
W = _gj In { ! f 111 :)3”2 1} (A.52)
oW u

J3
al, E(J; — T L+ 1, —J

W __u I,
ol, 2\J)-Ji+J, 1 -1

Novamente, i € considerado uma constante adicional caso ndo haja uma estimativa para

o mesmo. A Tabela A.29 apresenta as expressdes prontas para serem ajustadas com os dados

experimentais. Um tnico fator € empregado nessa tabela:



I,
Al 3 2
(Jm—Jm11+Jm11—1]

J2
(J,i =J2L+J 1, —1]

B,

Horgan-Saccomandi - CHGSI

Ipt, = ﬂ(ﬂ—%)(Aﬁ%]
() = ﬂ(z-%j(mgl)
= #y(A+B)
ty = ,u(/i—%j (A +2°B,)

Tabela A. 29 - Tensdes nominais para o modelo de Horgan-Saccomandi.
A.30. Ajustando o0 Modelo de Bechir (HBIn)

As eq.(3.45) no caso incompressivel é dada por:

r

W=ii€;(ﬂf”+lj"+ " -3)

n=l r=l1
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(A.53)

Semelhante ao modelo de Ogden, como a expressdo para a energia de deformacdo é

expressa diretamente em funcdo dos alongamentos, as derivadas de W devem ser obtidas através

da regra da cadeia:

dW _dW dA
dl,  dAdl,
dW _dW dA
dl, didl,

e, portanto, resultam expressdes diferentes para cada modo de deformacgdo. As duas versdes mais

empregadas deste modelo sdo:



242

e 4 termos — HBI2:

- Tracdo Uniaxial:

W =C/(A? +%—3)+Cf(/12 +%—3)2 +Cy (A" +%—3)+C§(/14 +%—3)2 (A.54)

-1

‘2_IW :%(,1—%) ((cﬂ +2C? (/12 +%—3D(21—%)+(c§ +2C? (/14 +%—3D(4z3 —%n
1

aw_aw

ar, ",

- Cisalhamento Puro:

W =C/ (A +%—2)+Cf(/12+%—2)2+cé(/14 +%—2)+C22(/14+i4—2)2 (A.55)

: 1 2( 3 D( ; ] ( 1 2( 5 D( -2 j
C+2C A, +—=-2|{|24, ——— |+| C,+2C; | A, +— =2 ||| 44, ——~
dW ~ 2(( 1 1 P ﬂPZ P ﬂPS 2 2 P ﬂ, 4 P ﬂPS

P

dl 1

| b
aw _dw
dr, di,

- Cisalhamento Simples:

W=Cl(4, +%—2)+c5(/1,,2 +%—2)2 +Cy(A,* +%—2)+c§(/1},4 +L4—2)2(A.56)

P P P P

1 1 ) | A
W 2(((:11 +2C12 (/11:2+/1;—2JJ(2/1P —/1;]4.(6‘; +2C22 (1P4+M_2Jj(4ﬂp3 —/1:]]

d, P

A
aw _dw
dl, ~ dI,

onde A, :%\/72+4.
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- Tracdo Biaxial;

W=ClA +%—3)+cf(2/12 +%—3)2 +C(2A* +%—3)+C22(2/14 +%—3)2(A.57)

1 1 4 1 8
w2 ((cﬁ +2C; (2/12 +/14—3D(4/1—/15j+[cg +2C; (2/14 +/18—3D(8/13 —D

/19
dl 1
1 A% = ?
aw _ 1 dw
ar, A’ di,

e 6 termos — HBI3:

- Tragao Uniaxial:

w :Cf(/12+%—3)+cf(/12 +%—3)2+C;(14+%—3)+C§(14+%—3)2+

A.58
1,16 2 2,16 2 2 ( )
+C;(4 +?—3)+C3(/1 +?—3)
-1
Wi (Aﬁ(c;ﬂcg(ﬂu%_g)](w_%j]
1
aw _ ,dw
dl, dl,
- Cisalhamento Puro:
loa2 1 2,192 1 2 1,14 1 2,174 1 2
W=C/ (4 +?—2)+Cl 4 +?—2) +C, (A +F—2)+C2(,l +—-2)"+
(A.59)

+c;(/16+%—2)+c§(/16+%—2)2

-1

d—Wzl(i—%j B, + C§+2c§(16+i6—2j (615—£7j
da, 2\ 2 A A
aw _dw

dl, di,
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- Cisalhamento Simples:

w =cf(/l,,2+%—2)+cf(ﬂ,,2+%—2)2+c;(/1p4 +%—2)+c§(/1},4 +i4—2)2 +

| P | P P P (A.60)
+C; (A + -2+ C (A, +—-2)°
Ap Ap
-1
aw _1 Ap—% B,+| C;+2C: /1P6+L6—2 615—%
a, 2 Ap Ap Ap
aw _dw
dr, I,
onde /113:%\/72+4.
- Tracao Biaxial;
1 1 1 1

W =C/ (247 +?—3)+cf(2/12 +?—3)2 +c;(2/14+F—3)+C§(2/14+F—3)2(A.61)

dw 1 1Y 1 12
d—llza(ﬂz—?j (CZ+(C3l+2C32(2/16+F—3jj(12/1—Fjj

aw _ 1 aw
ar, A’ di,

A Tabela A.30 apresenta as expressOes prontas para serem ajustadas com os dados

experimentais, para 2 € 3 termos.

Bechir - HBIn

1, = 24,
t,= 2B,
1

1y = tP—>/1P=E Y +4
fy = C,

Tabela A. 30 - Tensdes nominais para o modelo de Bechir.

Os fatores empregados nessa tabela sdo:
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(cf +2C] (/12 +%—3D(2ﬂ—%] +
(c; +2C; (/14 +%—3D(4/i3 —%)
A, +(c§ +2C3 (/1" +%_3D(M§ —%)
(cf +2C;] (/12 +%— 2)}(2&—%}
B, =
(c; +2C; (/14 +%— 2)}(4/13 —%)
B,=B, +(c§ +2C; (/16 +%— 2))(6/15 —%)
c}+2cf(uz+i4—3j (4/1—isj+
o y) y)
=
[c; +2C; (2&4 +%—3D(8/13 —%)

C,=C, +(c§ +2C; (2/16 +%—3D(12&—%)

A.31. Ajustando o Modelo Polinomial (PI3)

o
Il

O modelo polinomial coincide com o modelo de Mooney-Rivlin de 2 termos, eq.(4.14). Para o

casode N =3, aeq.(3.47) se reduz a (foi utilizado Cy,; =C,,=0):

14 :CIO (11 _3)+C01(12_3)+C11(11 _3)(12_3)+C20(11 _3)2+Coz (12_3)2+

) ) (A.62)
+C21 (11_3) (Iz _3)+C12 (11 _3)(12 _3)

aw 2

d_I:Clo +C11(12_3)+2C20 (11_3)+2C21(11 _3)(12 _3)+C12 (12_3)
1

aw

2

I:C01+C11(11_3)+2C02 (12_3)+C21(11_3) +2C, (11_3)(12_3)
2

A substitui¢do da eq.(4.50) em (2.35), (2.38a), (2.41e) e (2.43) leva as expressoes de ¢, (ou ?.),

tp, tg € t, particularizadas para este modelo. A Tabela A.31 apresenta estas expressdes prontas

para serem ajustadas com os dados experimentais. Os fatores empregados nessa tabela sao:



A3 :C10+C11(12_3)+2C20 (11 _3)+2C21(11 _3)(12 _3)+C12 (12_3)2
B, =C,, +C11(11_3)+2C02 (Iz _3)+C21(11_3)2+2C12 (Il _3)(12_3)

Polinomial — PI3

1 B
byt = 2(2—FJ(A3+73)
‘= -1 +8)
A
ly= 27(A3+Ba)
1 2
t, = 2(1—FJ(A3+/1 B,)

Tabela A. 31 - Tensdes nominais para o modelo Polinomial de 3 termos.
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APENDICE B

B. Ajustando as Curvas

Este anexo apresenta os resultados dos ajustes e predi¢des para todos os casos avaliados
no Capitulo 5. Os modelos hiperelasticos foram agrupados conforme a proposta da Tabela B.1,
de forma que a apresentacdo dos resultados siga uma ordem genealdgica e cronoldgica
facilitando assim a compara¢do e avaliacdo dos modelos. Pretende-se com isto também,
acompanhar a evolugcdo e destacar as tendéncias de cada época, caracteristicas marcantes
observadas no desenvolvimento de novos modelos hipereldsticos. Foram analisadas trés amostras
de materiais: Treloar (Jones et al., 1975), NR55 (Marczak, R er al., 2006), MED4950 (Meier et
al., 2003).

GRUPOS HIPERELASTICOS

MRI2 Mooney Rivlin (N=2) PLI  Peng e Landel
MRI3 Mooney Rivlin (N=3) MI  Martins
GRUPO;, GRUPOg¢
MRI5 Mooney Rivlin (N=5) KLI Kilian
MRI9 Mooney Rivlin (N=9) VDWI Van der Waals
HNI1 Hartmann e Neff (N=1) YI2 Yeoh(N=2)
HNI2 Hartmann e Neff (N=9) YI3 Yeoh (N=3)
GRUPO; GRUPO,
HNI3 Hartmann e Neff (N=9) YI5 Yeoh (N=5)
PI3 Polinomial (N=9) YMI Yeoh Modificado
NHI Neo-Hookeano YKI Yamashita e Kawabata
GTI Gent e Thomas Al  Amin
GRUPO; GRUPOg
HSAI Hart e Smith Aprimor. DTI Davis e Thomas
HSI Hart e Smith GYI Gregory
FI  Fung THI Takamizawa e Hayashi
VWI Veronda e Westmanns EVI  Edwards e Vilgis
GRUPO, GRUPO,y
KI Knowles ABIS Arruda e Boyce
HYI Humphrey e Yin GI Gent
OI2 Ogden (N=2) YFI Yeoh Fleming
OI3 Ogden (N=3) G3I Gent a 03 Pardmetros
GRUPO:;s GRUPOy
HBI2 Bechir (N=2) PSI  Pucci e Saccomandi
HBI3 Bechir (N=3) HGSI Horgan e Saccomandi

Tabela B. 1 — Categorias de modelos hipereldsticos propostas no presente trabalho.
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B.1. Caso de Estudo: Borracha Natural — Grandes Deformacoes

B.1.1. Ajuste para Ensaio de Tracao

MRI2
6 : .
—TC
5tl— g 1
— B
4t i
g
=3 ]
2t |
1, |
oL :
0 2 4 8 8 8
e e
MRI5 MRI9
6 ‘ - ; 61— - ;
—TC — T
5l — g 1 5l —— g R
B —B
at f i 41 i
g g
=3 3 1
T o} T ol ]
1} 1 1
0 0
0 2 4 8 a 0 2 4 6 8
e e
HNI1 HNI2
61— : : : Y ‘
—TC ; — T
5tl— g / 1 S5l —— g 1
B B
af ] 4} 1
g g
= =3 1
2t 21 1
1} 1 1
0 0
0 2 4 8 8 0 2 4 6 8
e e
HNI3 PI3
6 : . : 8 : ‘
—TC — T
5(l——s 1 51 ——s ; ]
B —B
at / i 4 i
g g
=3 3 1
! s ]
1} 1 1
0 0
0 2 4 8 a 0 2 4 6 8
e e

Figura B. 1 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 01 e grupo 02.



t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

NHI

HSAI
6 ; .
—TC
5 S 1
—B
al _
3, 4
2, 4
1t i
0 . . :
0 2 4 B 8
<]
Fl
6 . .
—T,C
5t —— s 1
—B
4k i
3, 4
ol i
1t i
oL . . :
0 2 4 B 8
e
Kl
6 ; .
—TC
5 S 1
—B
al _
3, 4
2, 4
1t i
0  . . :
0 2 4 B 8

Figura B. 2 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 03 e grupo 04.

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

GTI
—TC
— S
—B
2 4
e
HSI
—TC
S
——B
2 4
e
VAW
—TC
— S
—B
2 4
e
HYI
—TC
S
|—8
2 4
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t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

Ol2

PLI

Figura B. 3 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 05 e grupo 06.

KLI
—T.C
I S
| — B
0 2 4

oI3

HBI3
—TC
— S8
— B
2 4
<]
MI
—TC
—3S5
—B
2 4
<]
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Y2

Y15

YKI

—TC

|— B

DDTI

Figura B. 4 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 07 e grupo 08.

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

Y13

Al
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t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

Figura B. 5 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 09 e grupo 10.

THI
—TC
—3S5
—B
2 4
e
ABIS
—TC
5
—B
0 2 4
5]
YFI
—TC
—3S5
—B
0 2 4
e
PSI
—TC
| 5
| —B
0 2 4

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

EVI

Gl
—TC
S
—B
2 4
<]
G3l
o ‘
—TC
— 35
—B
2 4
=]
CHGSI
—TC
I S
I — B
2 4
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B.1.2. Ajuste para Cisalhamento Puro

MRI2

MRIS
6 - ‘
T.C
5(——s
—B
4_
3,
2,
1,
0 2 4

Figura B. 6 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 01 e grupo 02.

HNI3
6| T T
T.C
5/ ——s
—B
4_
3,
2,
1,
0= :
0 2 4

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

MRI3

MRI9
6 — .
T.C

5/l ——s
——B
4_
3,
2,
1,
0 L
0 2 4
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t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

NHI GTI

e e
HSAI Hsl
6 6 ‘
—T,C —T,C
5l —— 5 1 5l —— 8 1
B ——B
4 ] 4} ]
‘o
3 1 %3 |
ol | =
1_ 4
0 I I 1
0 2 4 6 8
e e
Fl VW
6 w " 6 w "
—T,C —T,C
5l —— 5 1 5l —— 5 1
B —— B
4 ] 4t ]
‘o
3 i %3 ’
2 ] o ]
1 - 1 ]
0 ‘ ‘ : 0 ‘ : ‘
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
e e

Kl HYI

Figura B. 7 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 03 e grupo 04.
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t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

Ol2

HBI2
—T,C
—8
— B
2 4
<]
PLI
—T,.C
—8
—B
0 2 4
e
KLI
—T.C
I ]
| — B
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—TC

oI3

HBI3

MI

VDWI

—TC

| — 8B

Figura B. 8 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 05 e grupo 06.



t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

Y12

YKI

—T.C

|— 8B

DDTI

Figura B. 9 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 07 e grupo 08.

Y13
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—TC

| — 8B
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t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

THI
—T,C
— 85
B
0 2 4
e
ABIS
—T,C
—8
— B
0 2 4
<]
YFI
—T,.C
—8
—B
0 2 4

EVI

Gl
6 ‘ :
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5l —— 8 A
B
4,
g
= 1
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1_ 4
0 ! 1 !
0 2 4 6 8
e
G3I
6 - .
—TC
5l —— 5 A
——B
4t i
g
= 1
=l |
1_ 4
0 ! 1 !
0 2 4 6 8

Figura B. 10 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 09 e grupo 10.
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B.1.3. Ajuste para Tracao Biaxial

‘&
o
=
e
MRIS
B . .
T,C
5t|l——s
—B
4_
g F
= =]
= =
1,
0 L
0 2 4 6 8
e
‘&
o
=
B 8
e
PI3
6 T T T
T,C
50| - s ]
—B
4l J
‘&
<3 1
= |
1, i
0 L
6 8 0 2 4 6 8
e e

Figura B. 11 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 01 e grupo 2.



NHI GTI

HSAI Hsl

Figura B. 12 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 03 e grupo 04.
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t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

Ol2

PLI

oI3

HBI3
—TC
— S8
— B
2 4
<]
MI
—TC
—3S5
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2 4
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VDWI
—TC
]
| —B
2 4

Figura B. 13 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 05 e grupo 06.
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t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]
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Figura B. 14 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 07 e grupo 08.
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t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

t [MPa]

THI EVI
—T,C
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B
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—T,C —T,C
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e e

Figura B. 15 - Borracha natural (Treloar). Modelos grupo 09 e grupo 10.
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B.2. Caso de Estudo: Borracha Natural — Pequenas Deformacoes

B.2.1. Ajustando para Traciao Uniaxial

35
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Figura B. 16 - Borracha natural (NR55). Modelos grupo 01 e grupo 02.
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Figura B. 17 - Borracha natural (NR55). Modelos grupo 03 e grupo 04.
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Figura B. 18 - Borracha natural (NR55). Modelos grupo 05 e grupo 06.
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Figura B. 19 - Borracha natural (NR55). Modelos grupo 07 e grupo 08.
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B.2.2. Ajuste para Cisalhamento Puro
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Figura B. 22 - Borracha natural (NR55). Modelos grupo 03 e grupo 04.
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Figura B. 23 - Borracha natural (NR55). Modelos grupo 05 e grupo 06.
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B.2.3. Ajuste para Tracao Biaxial
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Figura B. 27 - Borracha natural (NR55). Modelos grupo 03 e grupo 04.
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Figura B. 28 - Borracha natural (NR55). Modelos grupo 05 e grupo 06.
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Figura B. 29 - Borracha natural (NR55). Modelos grupo 07 e grupo 08.
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B.3. Caso de Estudo: Silicone - MED4950

B.3.1. Ajuste para Tracao Uniaxial
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Figura B. 31 - Silicone (MED4950). Modelos grupo 01 e grupo 02.
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Figura B. 32 - Silicone (MED4950). Modelos grupo 03 e grupo 04.
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Figura B. 33 - Silicone (MED4950). Modelos grupo 05 e grupo 06.
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Figura B. 34 - Silicone (MED4950). Modelos grupo 07 e grupo 08.
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B.3.2. Ajuste para Tracao Biaxial
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Figura B. 36 - Silicone (MED4950). Modelos grupo 01 e grupo 02.
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Figura B. 37 - Silicone (MED4950). Modelos grupo 03 e grupo 04.
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Figura B. 38 - Silicone (MED4950). Modelos grupo 05 e grupo 06.
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Figura B. 39 - Silicone (MED4950). Modelos grupo 07 e grupo 08.
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APENDICE C

Este anexo apresenta os resultados dos ajustes e predi¢des para os modelos avaliados no
Capitulo 6, entretanto, empregando a formulacdo da eq.(6.1) como medida de qualidade de

ajuste. O ajuste das constantes hipereldsticas serd realizado univocamente para os dados

experimentais de Treloar a partir do ensaio de tragdo uniaxial (7).

C.1. Ajuste para Tracao Uniaxial
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Figura C. 1 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para 7. (a) - e=100%. (b) - ¢ =300% . (c) -
e=500% . (d) - e=700% .
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Figura C. 2 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para 7. (a) - e=100%. (b) - ¢e=300% . (c) - e=500% . (d) - e=700% .
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Figura C. 3 - Borracha natural (Treloar). Ajuste para 7. (a) - e=100%. (b) - ¢e=300% . (c) - e=500% . (d) - e=700% .
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