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RESUMO

CONVERGENCIA COMPLETA DO METODO DO
GRADIENTE COM BUSCA LINEAR EXATA E
INEXATA

Neste trabalho utilizamos o método do gradiente para minimizar, sem res-
trigoes, fungoes continuamente diferencidveis pseudo-convexas e convexas.
Um dos termos considerados importantes é o céalculo do comprimento do
passo. Na minimizacao de fun¢oes pseudo-convexas a busca linear é exata.
Neste caso, apresentamos o primeiro algoritmo para o calculo do compri-
mento do passo, onde é acrescentado um termo de regularizacao quadrético
no sentido do método do ponto proximal. Posteriormente, na minimizacao de
fungoes convexas, a busca linear é inexata. Para o calculo do comprimento do
passo apresentamos dois algoritmos: um necessita que o gradiente da fungao
objetivo satisfaga uma condicao de Lipschitz com constante L > 0 conhecida,
e o outro ¢ baseado no trabalho desenvolvido por Dennis-Schnabel (ver [4]).
Os trés processos baseiam-se na nocao da quase-Fejér convergéncia. Embora
os métodos de descida necessitem que a fungao objetivo a ser minimizada
possua conjuntos de niveis limitados a fim de estabelecer que os pontos de
acumulagao sejam estacionarios, nesta abordagem ¢é garantida a convergéncia
completa de toda sequéncia para um minimizador da fungao sem a hipotese
de limitagao do conjunto de nivel.



ABSTRACT

FULL CONVERGENCE OF THE GRADIENT
METHOD WITH EXACT AND INEXACT LINE
SEARCHES

In this work we use the gradient method to minimize, without restrictions,
convex and pseudoconvex continuously differentiable functions. An impor-
tant theme to be considered is the path length determination. We have that,
when minimizing pseudoconvex functions, the linear search is exact. In this
case, we present the first algorithm to obtain the path length, where will
be included a quadratic regularization term, in the proximal point method
sense. When dealing with the minimization of convex functions case, we
have that the linear search is not exact. To obtain the path length, two algo-
rithms will be presented: the former needs that the gradient of the objective
function satisfies a Lipschitz condition with a known constant L > 0. The
latter is based on the work of Dennis-Schnabel (see [4]). The three process
are based on the quasi-Fejér convergence principle. Although these descent
methods need that the objective functions have bounded level sets, in order
to establish that the limit points are stationary, this approach guarantees
the complete convergence of every sequence to a minimizer of the function
without the hypothesis of bounded level sets and, for the third algorithm,
without the Lipschitz condition.
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Introducao

O método do gradiente (também conhecido como método de Cauchy ou
método de méaxima descida) utilizado para a minimizacao de fungoes reais
definidas no R"™, embora seja um procedimento simples e com convergéncia
lenta, é considerado um ponto de partida para muitos outros métodos de
otimizagao mais sofisticados.

Um ponto considerado importante no método do gradiente, além da es-
colha da direcao de descida que é o anti-gradiente, é a escolha do compri-
mento do tamanho do passo. Este procedimento é chamado de busca linear
e divide-se em exata e inexata.

A busca linear exata consiste em obter \; como um minimizador de f na
semi-reta {x% — AV f(2*) ; A > 0} enquanto que, na busca linear inexata,
os valores sao executados, isto é, Ay é dado de forma pré-determinada ou
é obtido através de um procedimento finito. Geralmente, os métodos que
utilizam a busca linear exata sao bem mais eficientes mas, na implementacao
computacional de algoritmos, em sua grande maioria, ¢ utilizada a busca
linear inexata.

Os resultados classicos de convergéncia exigem que o ponto inicial pertenca
a um conjunto de nivel limitado da fungao f e, por consequéncia, que f tenha
ao menos um conjunto de nivel limitado. Dessa forma, o método prova que
a sequéncia gerada converge para um ponto estacionario de f, estabelecendo
ainda que apenas seus pontos de acumulagao sejam estacionarios.

No método do gradiente, a hipotese de limitacao do conjunto de nivel é
primordial nao s6 para a convergéncia mas também para a sua boa defini¢ao.
Mesmo quando a fungao f é convexa (neste caso, os pontos estacionarios sao
minimizadores de f) a hipotese de limitagao do conjunto de nivel é necessaria.

O problema principal considerado neste trabalho é o de garantir a existén-
cia de um minimizador da funcao f : R™ — R continuamente diferenciavel
(pseudo-convexa ou convexa), sem a hipotese de limitagao dos conjuntos de
nivel da funcao f. Escreveremos tal problema como

min f(x) sujeito a x € R".



Para resolver este problema, utilizamos o método do gradiente com a busca
linear exata para a minimizacao da funcao pseudo-convexa e, para o caso da
funcao convexa, a busca linear seréd inexata.

A organizacao desta dissertagao é descrita como segue:

No Capitulo 1 listamos alguns resultados teéricos de Otimizagao e Anélise
necessarios a abordagem proposta neste trabalho.

O Capitulo 2 ¢é baseado em [5]. Iusem e Svaiter mostraram que a in-
clusao de um termo de regularizacao quadréatico no algoritmo do ponto pro-
ximal, utilizado na busca linear do método do gradiente, remove a exigéncia
da hipoétese de limitacao do conjunto de nivel. No caso da funcao objetivo
pseudo-convexa, é provada a convergéncia completa da sequéncia gerada por
esse algoritmo para um minimizador de f. Este é o primeiro resultado prin-
cipal desta dissertagao e seu enunciado segue abaixo:

Teorema Seja [ pseudo-convexa e continuamente diferencidvel. Se f
atinge seu minimo em R™ entao, a sequéncia {xk} gerada por:

2’ e R",

o = ok , Vf(at,
com
_ . k k 2 k(2
ap = argmin{f(z" — aV (%)) + Ma”[|V (277},
converge para um minimizador de f.

O Capitulo 3, por sua vez, é baseado em [2|, onde Burachik et al.
mostraram a convergéncia completa da sequéncia {z*} descrita pelo método
do gradiente para um minimizador de f, onde f é uma funcao objetivo con-
vexa. A busca linear é inexata e neste caso, o comprimento do tamanho de
passo seré calculado segundo dois algoritmos.

No primeiro, denominado Algoritmo A, \; é fixado e exige-se que o gra-
diente de f satisfaca a condicao de Lipschitz com constante L > 0 conhecida.

O segundo, denominado Algoritmo B, é baseado no trabalho desenvolvido
por Dennis-Schnabel (ver [4]). Neste caso, Ay é encontrado usando somente
uma das inequagoes (em vez das duas) exigidas em [4].

Para os dois algoritmos a convergéncia do método do gradiente é as-
segurada sem a exigéncia de limitacao do conjunto de nivel. Este é o segundo
resultado principal desta dissertacao e seu enunciado segue abaixo:



Teorema Seja [ convexa e continuamente diferencidvel. Entdao, a se-
quéncia {z*} gerada por:

2% € R",

karl — .’L‘k . )\ka(:L’k),

onde N\ € calculado utilizando-se um dos Algoritmos A ou B, converge para
um manimizador de f.

Nas Consideragoes Finais, além dos nossos comentérios sobre os resul-
tados obtidos, citamos os trabalhos desenvolvidos que tiveram como base os
apresentados nesta dissertacao.

E importante citar que os resultados de convergéncia estabelecidos neste
trabalho estao baseados na nocao de quase-Fejér convergéncia, estabelecida
pela primeira vez em [18].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo citamos alguns resultados e definigoes da Analise Matematica
e da Otimizacao, necessarios ao desenvolvimento deste trabalho. Também,
fixamos a notagao utilizada nos capitulos posteriores.

1.1 Sequéncias no espaco euclidiano

Nesta secao, além das defini¢bes de sequéncias, subsequéncias e limites de
sequéncias, apresentamos alguns resultados de convergéncia. As demons-
tragoes nao serao exibidas mas é possivel encontréa-las em [§8], [9] e [10].

Definicao 1.1.1. Uma sequéncia em R™ é uma aplicacao z : N — R7,
definida no conjunto N dos ntimeros naturais.

Usamos a notagao {xk} para indicar a sequéncia cujo k-ésimo termo é
zF € R”

Definigao 1.1.2. Uma subsequéncia de {z*} é a restricao da sequéncia a um
subconjunto infinito N' = {k; < kg < ... <k; < ..} CN.

A subsequéncia ¢ indicada pela notagao {z%/}, j € N.

Dizemos que a sequéncia {z*} ¢ limitada quando o conjunto de seus ter-
mos ¢ limitado em R", ou seja, quando existe um ntmero real ¢ > 0 tal que
|z*| < ¢ para todo k € N.

Definicao 1.1.3. O ponto a € R” é chamado limite da sequéncia de pontos



¥ € R" quando lim 2% = a.
k—o00

Quando existe o limite ¢ = lim z* diz-se que a sequéncia {2*} é conver-
k—oo

gente. Caso contrario, diz-se que {z*} ¢ divergente.
Em termos de bolas, tem-se lim 2* = a se, e somente se, qualquer bola

k—o0

aberta de centro a contém todos os termos z*, salvo, possivelmente para um
numero finito de indices k.

Teorema 1.1.1. (9], teorema 3, pg. 110)Toda sequéncia convergente é li-
mitada.

Uma sequéncia {z*} chama-se crescente quando z! < 2% < 23 < ... isto
¢, quando z* < 2%+ para todo k € N. Se vale ¥ < ¢! para todo k, a
sequéncia diz-se nao-decrescente.

Analogamente, quando ' > 22 > 2® > ... ou seja, quando z¥ > zF+!
para todo k € N, a sequéncia {z*} diz-se decrescente. Ela é chamada nao-
crescente quando ¥ > z¥*! para todo k € N.

2

Definicao 1.1.4. As sequéncias crescente, nao-decrescente, decrescente e
nao-crescente sao chamadas sequéncias mondtonas.

O teorema seguinte d4 uma condicao suficiente para que uma sequéncia
convirja.

Teorema 1.1.2. (9], teorema 4, pg. 111) Toda sequéncia mondtona limitada
€ convergente.

Corolario 1.1.1. (|9], corolario, pg. 111) Se uma sequéncia mondtona {z*}
possui uma subsequéncia convergente, entao {xk} € convergente.

Definicao 1.1.5. Um numero real a chama-se valor de aderéncia de uma
sequéncia {z¥} quando a ¢é limite de uma subsequéncia de {z*}.

Teorema 1.1.3. ([8], corolario 1, pg. 123) Toda sequéncia limitada de
numeros reais possui uma subseqéncia convergente.



Teorema 1.1.4. ([8], corolario 2, pg. 123) Uma sequéncia limitada de
numeros reais {xk} € convergente se, e somente se, possui um unico valor de
aderéncia.

De forma geral verificamos que

Teorema 1.1.5. (|10], teorema 5, pg. 17)(Teorema de Bolzano-Weiers-
trass) Toda sequéncia limitada em R™ possui uma subsequéncia convergente.

Definicao 1.1.6. Um ponto a € R" chama-se ponto de acumula¢io do con-
junto X C R™ quando toda bola aberta de centro a contém algum ponto de
X diferente do ponto a.

Teorema 1.1.6. (|10], teorema 9, pg. 20) Dados X C R" e a € R", as
sequintes afirmagoes sao equivalentes

(a) a € ponto de acumulagao de X ;

(b) Eziste uma sequéncia de pontos x* € X, com klim ¥ =a ez* # a para
todo k € N;

(¢) Toda bola aberta de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Uma série é uma soma s = aq + dg + ... + a,, + ... com um ntmero infinito
de parcelas. Para que isso faca sentido, poremos s = lim (a; + ... + a,).
n—oo

Como todo limite, este pode existir ou nao. Por isso hé séries convergentes
e séries divergentes.

Dada uma sequéncia {a,} de ntumeros reais, a partir dela formamos uma
nova sequéncia {s,} onde

$1 =a1,8 =ai +ao,..., S, = a; + as + ... + a,, etc.

Os nameros s, chamam-se as reduzidas ou somas parciais da série > a,,.
A parcela a,, € o n-ésimo termo ou termo geral da série.
Se existir o limite s = lim s,, diremos que a série Y  a, é convergente.

n—0o0
Caso contrario, diremos que Y a,, ¢ divergente.
o

As vezes é conveniente considerar séries do tipo E ayn, qUe comegam com
n=0
ag em vez de ay.



Citamos abaixo, um resultado que nos ajuda a classificar uma série em
convergente ou divergente.

Teorema 1.1.7. ([9], teorema 16, pg. 137): Seja a, > 0 para todo n € N.
A série > a, converge se, e somente se, as reduzidas S, = aj + ... + a,, for-
mam uma sequéncia limitada, isto €, se, e somente se, existe K > 0 tal que
a1+ ... +a, < K para todon € N.

Outro fato importante que devemos citar é

Teorema 1.1.8. ([8], teorema 2, pg. 39): O termo geral de uma série con-
vergente tem limite zero.

1.2 Aplicagoes continuas

A nocao de funcao continua, nesta secao, é estudada em seus aspectos mais
bésicos e utilizada como instrumento para aplicacao nos capitulos seguintes.
Estabelecemos que a fungao ||.|| : R" — R utilizada neste trabalho, é a norma
euclidiana.

Definicao 1.2.1. Seja f : X — R" definida no conjunto X C R™. Diz-se
que f € continua no ponto a € X quando,

Ve>0,36>0,2€X, |r—al| <d=|flx)— fla)] <e.

Se f: X — R" é continua em todos os pontos do conjunto X, diz-se sim-
plesmente que f é uma aplicacao continua.

Teorema 1.2.1. ([10], teorema 13, pg. 26) Uma aplicagio f : X — R”
definida no conjunto X C R™, ¢é continua mno ponto a € X se,
e somente se, para toda sequéncia de pontos x* € X com limz* = aq,

tem-se l}Lm (™) = f(a). o

Definicao 1.2.2. Dado X C R™, uma aplicacao f : X — R" diz-se Lipschitz-
continua quando existe uma constante L > 0 (constante de Lipschitz) tal que

r,ye X = |f(z) = fy)l < Lllz—yl.



Observagao: No Capitulo 3 desta dissertagao, dado o primeiro algoritmo
para o calculo do comprimento do passo, consideraremos f : R® — R conti-
nuamente diferenciavel e com gradiente Lipschitz-continuo. Isto significa que
existe L > 0 tal que

IVf(x) = VIl < Lz -y

para todo z,y € R™.

1.3 Aplicagoes diferenciaveis

Para efeito de diferenciabilidade, onde se compara o acréscimo f(a+h)— f(a)
da fungao f, com o acréscimo h dado ao ponto a, o dominio mais adequado
para a funcao é um subconjunto aberto U C R"™. Pois neste caso, dado a € U,
tem-se ainda a + h € U para todo acréscimo suficientemente pequeno h.

Definicao 1.3.1. Seja U C R"™ um conjunto aberto. Dizemos que uma
aplicacao f : U — R" € diferencidvel no ponto x € U quando existe uma
transformacao linear 7' : R™ — R" tal que

f(x+h) = f(x)+T.h+r(h), onde }lg%% —

A transformacao linear T : R™ — R™ que d& a melhor aproximacao para
f perto de z é tnica e sera chamada de derivada de f no ponto x e indicada
por f'(z) ou Df(x).

Dado U C R"™ aberto, dizemos que uma aplicacao f : U — R"™ é diferen-
ciavel em U quando ela é diferenciavel em todos os pontos de U. Podemos
observar também que, se f é diferenciavel no ponto x, entao f é continua
neste ponto.

Seja f uma funcao real definida em um subconjunto do espago R™. Defi-
nimos abaixo, a derivada parcial de f que tem propriedades analogas as da
derivada de uma funcao definida num intervalo real.

Definicao 1.3.2. Seja f : U — R uma funcao real definida num subconjunto
aberto U C R™. Dado o ponto a € U, a i-ésima derivada parcial de f no
ponto a (onde 1 <i < n) é o limite




quando tal limite existe.

Como e; é o i-ésimo vetor da base canonica do R™, temos que as derivadas
parciais fornecem informagoes sobre a fungao ao longo de retas paralelas aos
eixos. A definicao abaixo estende a nocao de derivada parcial a outras di-
recoes.

Definicao 1.3.3. Sejam f : U — R definida no aberto U C R", a € U e
v € R". A derivada direcional de f no ponto a sequndo o wvetor v, é, por
definicao, o limite

of .. [flathv)— f(a)
gy (@ = lim h ’

quando tal limite existe.

Definicao 1.3.4. Dada a funcgao diferenciavel f : U — R, definida no
aberto U C R", temos que o gradiente de f em a € U é o vetor V f(a) (ou
grad f(a)), definido como

Vf(a) = (g—ai(a),..., %(@).

Definicao 1.3.5. Dizemos que f : U — R"™ é continuamente diferencidvel,
ou que f é de classe C*, e escrevemos f € C*', quando f for diferenciavel e,
aléem disso, T'= f': U — L(R™,R") for continua.

Analogamente, se ' : U — L(R™,R") tem derivada no ponto =z € U,
dizemos que f ¢é duas vezes diferenciavel no ponto x e escrevemos
f": R™ — L(R™ R™) para indicar a derivada de f’ no ponto z. Se além
disso, a aplicacao f”: U — L(R™, L(R™,R"™)) for continua, dizemos que f é
duas vezes continuamente diferencidvel em U e escrevemos f € C2.

De maneira geral, dizemos que f ¢ uma aplicacao de classe C*, quando
f®) for continua. Por conveniéncia, C° indicara o conjunto das aplicacoes
continuas.

Definimos a importante classe C'*° das aplicagoes infinitamente diferen-
ciaveis como sendo a intersecao de todas as classes C*: C* = C°NC'NC?*N....
Assim, f € C™ se, e somente se, possuir derivadas de todas as ordens para
cada ponto de U e as derivadas forem continuas.



1.4 Existéncia de solucoes globais

Nesta secao estudamos alguns fatos classicos de Otimizagao tais como a exis-
téncia de solugoes globais e condi¢oes de otimalidade. Para alguns resultados
nao exibimos as demosntragao mas, é possivel encontra-las em [15] e [16],
como também, as demais definicbes aqui apresentadas.

Sejam dados um conjunto D C R"™ e uma funcao f : D — R. Con-
sideramos o problema de achar um minimizador de f no conjunto D. Tal
problema é escrito por

min f(z) sujeito ax € D. (1.1)

O conjunto D é chamado conjunto vidvel, os pontos de D sao chamados
pontos vidveis e f é chamada func¢ao objetivo. O problema acima é chamado
restrito.

Definicao 1.4.1. Dizemos que um ponto x € D é

(a) minimizador global de (1.1), se

F(@) < f(x) Yz € D. (1.2)

(b) minimizador local de (1.1), se existe uma vizinhanga U de T tal que

f@ < fe)VzeDNU. (1.3)

Se para todo x # T a desigualdade (1.2) ou (1.3) é estrita, T é chamado
minimizador estrito (global ou local, respectivamente).

Os critérios abaixo garantem a existéncia de solugoes para problemas com
restricoes.

Teorema 1.4.1. ([15], teorema 1.2.1, pg. 7)(Teorema de Weierstrass)
Seja D C R™ um conjunto compacto nao vazio e f : D — R uma funcao
continua. Entao, o problema (1.1) tém solucao global.

Demonstragao: Como a imagem de um conjunto compacto por uma
fungdo continua é compacta, o conjunto {v € R | v = f(z) para algum
x € D} é compacto. Em particular, este conjunto é limitado inferiormente,
ou seja,

—00 <V = ;g]gf(w)

10



Pela definicao de infimo, para todo k € N existe um z* € D tal que

1
ng@ﬂ§6+ﬁ

Passando ao limite quando k£ — oo, concluimos que
klim f(2®) =7. (1.4)

Como {z*} C D e D & compacto, segue-se que {z*} é uma sequéncia limitada.
Logo, ela possui uma subsequéncia {z*} que converge a um ponto de D isto
¢,

k

limz™ =7 € D.

Jj—00
Pela continuidade de f,
lim f(a*) = f(7).

J—00

Usando (1.4), temos que f(T) = 7, isto é, f assume o valor minimo em D no
ponto T € D. Em outras palavras, T é um minimizador global do problema
(1.1). O

Definicao 1.4.2. O conjunto de nivel da funcao f : D — R associado a
c € R, é o conjunto dado por

Lip(c)={r e D] f(z) < c}.

Em particular, temos o seguinte resultado

Corolario 1.4.1. (|15], corolario 1.2.1, pg. 9) Sejam D C R" e f : D — R
continua no conjunto D. Suponhamos que existe ¢ € R tal que o conjunto
de nivel Ly p(c) seja ndo vazio e compacto. Entao, o problema (1.1) possui
uma solucao global.

Demonstragao: Pelo Teorema de Weierstrass, o problema
min f(z) sujeito ax € Ly p(c)
tem uma solucéo global, digamos T. Para todo = € D\ Ly p(c), temos que
f(x) > c> f(T),

o que mostra que T é um minimizador global de f nao s6 em Ly p(c), mas
também em D. O
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Definigao 1.4.3. Dizemos que uma sequéncia {z¥} C R" é critica em relagao
ao conjunto D, se {z*¥} C D e ||2*|| — oo ou {z*} — z € ¢l D\D (k — o0),
onde cl D é o fecho do conjunto D.

Definicao 1.4.4. Dizemos que a fungao f : D — R é coerciva no conjunto
D, quando para toda sequéncia {*} critica em relagdo a D, tem-se

lim sup f(2*) = +oo.

k—o0

Exemplo 1. A fungao f(z) = 1 nao ¢ coerciva em (0, +00], mas ¢ coerciva

em (0,¢] para ¢ > 0 fixo qualquer. A fungdo f(x) = 2% 4+ L ¢ coerciva em
(0, +o0].

Corolario 1.4.2. (|15], corolario 1.2.3, pg. 12) Sejam D CR" e f: D — R
uma fungao continua coerciva em D. Entao, o problema (1.1) possui uma
solugao global.

Demonstracao: Dado T € D, definamos o seguinte conjunto de nivel

Lyp(f(x)) ={z € D; f(z) < f(z)}.

Notemos que L;p(f(T)) # 0, pois T € Lyp(f(T)). Se mostrarmos que
L;p(f(T)) é compacto e, como f é continua, o resultado seguira do Corolario
1.4.1.

(1) Suponhamos, por absurdo, que Ly p(f(Z)) seja ilimitado. Entao vai
existir uma sequéncia {z*} C L p(f (%)) tal que

klim |z*|| = 4o0.
Como {z*} C L;p(f(%)) entao f(z*) < f(Z). Pela coercividade da f, temos
que lim sup ||2¥|| = +oo. Dessa forma

k—oo

lim sup f(2%) < lim sup f(Z),

k—o00 k—o0

implicando
+00 < f(7).
O que é um absurdo. Portanto, Ly p(f(Z)) é limitado.
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(2) Suponhamos, por absurdo, que L p(f(Z)) ndo seja fechado. Entao
vai existir uma sequéncia {z*} C L; p(f(T)) tal que

lim 2" =2 € clL;p(f(@)\Ls.o(f(T)).

k—o0

Como = ¢ L;p(f(T)), temos que f(z) > f(z). Por outro lado, como
{z*} C L;p(f(T)), entao f(a*) < f(Z). Pela continuidade de f, temos
que

f(lima*) < f(Jim7),

k—oo

f(@) < f@),

implicando @ € Ly p(f(Z)). O que é absurdo. Portanto Ly p(f(T)) é fechado.
Dessa forma, concluimos que L p(f(T)) é compacto. Logo, segue-se o
resultado. 0

1.5 Condicoes de otimalidade

Apresentamos a seguir as condi¢oes de otimalidade para o problema de min-
imizacao irrestrita. Cabe notar que estes resultados sao também verdadeiros
para problemas de minimizacao restrita, desde que o ponto de interesse esteja
no interior do conjunto viavel D.

Seja f : D — R. Quando D = R", dizemos que o problema (1.1) é
irrestrito. Dessa forma, reescrevemos o problema (1.1) para

min f(z) sujeito a x € R". (1.5)

Teorema 1.5.1. ([15], teorema 1.3.1, pg. 15)(Condigoes de otimalidade
no caso irrestrito)

(a) Suponhamos que a funcao f : R" — R seja diferencidvel no ponto
T € R™. Suponhamos também que T seja um minimizador local do
problema (1.5). Entao

V(@) =0. (1.6)

Se f é duas vezes diferencidvel em T, entao além de (1.6) tem-se que
a matriz Hessiana de f no ponto T € semidefinida positiva, isto €,

(V2f(@)d,d) >0, VdeR" (1.7)
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(b) Suponhamos que f : R™ — R seja duas vezes diferencidvel no ponto
T € R". Se T satisfaz (1.6) e se a matriz Hessiana de f em T é
definida positiva, isto €, se existe v > 0 tal que

(V2f(@)d, d) > ~v||d|* ¥ d € R", (1.8)
entdo T € um minimizador local estrito do problema (1.5).

A condigao (1.6) se chama a condi¢ao necessdria de primeira ordem para o
problema (1.5), e os pontos que a satisfazem se chamam pontos estaciondrios
deste problema. A combinagao de (1.6) e (1.7) se chama a condi¢do necessdria
de sequnda ordem, e a combinagao de (1.6) e (1.8) ¢ a condigao suficiente de
sequnda ordem para o problema (1.5).

1.6 Convexidade

A nogao de convexidade dentro da Otimizacao ¢ de grande importancia. Com
as hipoteses de convexidade, as condigoes necessarias de otimalidade tornam-
se suficientes. Em outras palavras, todo ponto estacionério é uma solucao do
problema. Em particular, qualquer minimizador local é global.

No Capitulo 3 desta dissertacao, mostramos que o problema

min f(z) sujeito a x € R", (1.9)

onde a fungao f é convexa, possui solugao global.

No Capitulo 2, mostramos que mesmo enfraquecendo a hipdtese de con-
vexidade, a saber pseudo-convexidade, ainda é garantida a existéncia de um
minimizador para a fungao f.

Definicao 1.6.1. Um conjunto D C R" é chamado conjunto convexo se para
quaisquer x € D,y € D e a € [0, 1], tem-se ax + (1 — o)y € D.

Definicao 1.6.2. Se D C R™ é um conjunto convexo, diz-se que a fung¢ao
f:D — R é convexa em D quando para quaisquer x € D,y € D e a € [0, 1],
tem se

flax+ (1= a)y) < af(x)+ (1 —a)f(y)

A funcao f diz-se estritamente convera quando a desigualdade acima é
estrita para todos  # y e a € (0, 1).
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A funcao f diz-se fortemente convexa com mddulo v > 0, quando para
quaisquer z € D, y € D e a € [0, 1], tem-se

flaz + (1 —a)y) < af(z) + (1 - a)f(y) —ya(l — a)llz — y|*

Podemos observar que uma funcao fortemente convexa é estritamente con-
vexa e, uma funcao estritamente convexa é convexa.

Exemplo 2. A funcao f : R — R, f(z) = 2? é fortemente convexa. A
fungdo f: R — R, f(z) = e” é estritamente (mas nao fortemente) convexa.
A funcdo f: R — R, f(z) = = é convexa (mas nao estritamente).

Teorema 1.6.1. ([15], teorema 3.1.5, pg. 69)(Teorema da minimizacao
convexa) Sejam D C R"™ um conjunto convero e f : D — R uma fung¢ao
convexa em D. Entao todo minimizador local € global. Além disso, o con-
gunto de minimizadores € convero. Se f € estritamente convexa, nao pode
haver mais de um minimizador.

Demonstragao: Suponha que T € D seja um minimizador local que nao
é global. Entao existe y € D tal que f(y) < f(Z).

Definimos z(a) = ay + (1 — a)Z. Pela convexidade de D, z(«) € D para
todo « € [0, 1]. Agora, pela convexidade de f, para todo « € (0, 1], tem-se

flx(@)) <af(y) + (1 —a)f(@) = f(T) + a(fly) = f(T) < f(7).

Tomando a > 0 suficientemente pequeno, podemos garantir que o ponto
xz(a) ¢é arbitrariamente proximo ao ponto T, e ainda tem-se que
f(z(a)) < f(Z) e x(a) € D. Isto contradiz o fato de que T é minimizador
local do problema (1.9). Portanto, qualquer solugao local deve ser global.

Sejam S C D, o conjunto de minimizadores globais e, v € R o valor 6timo
do problema (f(z) = v para qualquer x € S). Para quaisquer x € S, T € S
e a € [0,1], pela convexidade de f obtemos

flax+(1—a)7) < af(z)+ (1 —a)f(T) =av+ (1 — a)v =T,

o que implica f(ax 4+ (1 — @)Z) = ¥ e portanto, ax + (1 — a)T € S. Dessa
forma, S é convexo.

Suponhamos agora que f seja estritamente convexa e que existam z € S
eT €S,z #7T. Sejaa € (0,1). Como x e T sdo minimizadores globais e
az + (1 — a)T € D, pela convexidade de D, segue-se que

flax + (1 —a)7) = f(2) = f(T) = 7.
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No entanto, pela convexidade estrita,
flar+ (1 —a)7) <af(x)+ (1 —a)f(T) =av+ (1 —a)t =7,
o que resulta em contradi¢ao. Concluimos que neste caso o minimizador é
dnico. 0
A seguir mostramos que os conjuntos de nivel de uma fun¢ao convexa sao

convexos.

Teorema 1.6.2. (|15], teorema 3.4.1, pg. 133)(Convexidade de conjun-
tos de nivel de fungGes convexas) Suponhamos que o conjunto D C R"
seja convezro e a funcio f: D — R seja convexa em D. Entdo o conjunto
de nivel

Lip(c)={re D] f(z) <c}

€ convexo para todo c € R.

Demonstrag¢do: Tomamos ¢ € R arbitrario. Se Ly p(c) = (), a conclusio
segue, pois o conjunto vazio é convexo trivialmente.

Sejam x € Ly p(c) ey € Lyp(c), isto implica, z € D, f(z) <cey e D,
f(y) < c. Pela convexidade de D, ax + (1 — a)y € D. Pela convexidade de
fem D,

flaz+ (1 —a)y) <af(r)+(1—-a)f(y) Sact(1-a)c=c,
o que mostra que (ax + (1 — a)y) € Ly p(c). O
A convexidade de todos os conjuntos de nivel de uma fun¢ao nao é sufi-

ciente para garantir que ela é convexa.

Definicao 1.6.3. Seja D C R" um conjunto convexo. Dizemos que
f D — R ¢ quase-convexa em D quando os conjuntos de nivel L p(c)
sao convexos para todo ¢ € R.

Exemplo 3. A funcao f : R — R, f(z) = 23, possui conjuntos de nivel
convexos, mas nao ¢ convexa. Dessa forma, f(z) = 23 é pseudo-convexa.

Uma funcao convexa é continua em qualquer subconjunto aberto do seu
dominio. Além do mais, ela é Lipschitz-continua no interior do seu dominio.
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Teorema 1.6.3. ([15], teorema 3.4.2, pg. 136)(Continuidade de fungoes
convexas) Sejam D C R"™ um conjunto convexo e aberto e f: D — R uma
fung¢ao convexa em D. Entao f € localmente Lipschitz-continua em D. Em
particular, f é continua em D.

Dada uma fungao f diferenciavel, a convexidade admite algumas carac-
terizagoes uteis para determinar se f é convexa ou nao.

Teorema 1.6.4. ([15], teorema 3.4.7, pg. 146)(Caracterizagao de fungoes
convexas) Sejam D C R" um conjunto convexo e aberto e f: D — R uma
funcao diferencidvel em D. FEntao, as sequintes propriedades sao equiva-
lentes:

(a) A fungdo f € convexa em D.
(b) Para todo x € D e todoy € D,

fy) = f(2) +{Vf(z),y —2).
(¢) Para todo x € D e todoy € D,

(Vf(y) = Vf(x),y—x) > 0.

Quando f € duas vezes diferencidvel em D, as propriedades acima tam-
bém sao equivalentes a

(d) A matriz hessiana de f é semidefinida positiva em todo ponto de D:

(V2f(z)d,d) >0,V z €D, VdeR"

Daremos agora, a definicao de uma funcao pseudo-convexa.

Definigao 1.6.4. ([12], defini¢ao 1, pg. 140) Seja f uma fungao real definida
sobre algum conjunto aberto do R™ contendo o conjunto D. Dizemos que f
é pseudo-conveza sobre T € D (com respeito a D) se ¢ diferenciavel em T e
dado x € D com

V@) (z-7) >0

implicar



Dessa forma, f é dita pseudo-convexa sobre D, se é pseudo-convexa sobre
cada x € D.

Vale ressaltar que toda funcao convexa diferencidvel é pseudo-convexa
pois, para todo x € D e todo y € D com V f(x)(y —x) > 0 vale que

fly) > f(z) +(Vf(z),y —z) > f(x),

implicando

fly) > f(x).

Exemplo 4. A funcdo f: R — R, f(x) = e” é convexa e diferenciavel para
todo x € R. Logo, f(x) = e® é pseudo-convexa para todo z € R.

1.7 Método de descida

Os métodos de descida sao uma estratégia natural para resolver problemas
irrestritos tais como

min f(z) sujeito a x € R™.

Seu desenvolvimento é: Dados f : R* — R e z¥ € R” uma aproximacao
da solucao do problema. Encontramos o ponto zF*' € R tal que

Fa™) < fah).

Obviamente, isto pode ser feito de varias maneiras. Uma delas é a
seguinte: toma-se uma direcao d* € R" tal que f é decrescente, preferen-
cialmente a passos curtos, a partir do ponto z* nessa direcio. Calcula-se o
comprimento de passo o > 0 que fornece um valor de f menor do que no
ponto x*. Isto é,

[ + apd®) < f(2).

Assim, obtemos o proximo iterado 21 = 2% + a,d*. Repete-se o processo
para 0 novo ponto xk“, etc.

Definicao 1.7.1. Dizemos que d € R™ é uma direcao de descida da fun¢ao
f:R™ —= R no ponto x € R", se existe € > 0 tal que

flx+td) < f(z) Ve (0,¢].

Denotamos por Dy(z) o conjunto de todas as direcoes de descida da
funcao f no ponto x.
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Lema 1.7.1. ([15], lema 1.4.1, pg. 22) (Direcoes de descida) Seja
f R = R uma fungao diferencidvel no ponto x € R™. Entdo:

a) Para todo d € Dy(x), tem-se (V f(x),d) <0.

b) Sed e R" satisfaz (Vf(z),d) <0, tem-se que d € Dy(x).

1.8 Busca Linear

Na estratégia descrita acima para os métodos de descida, além da importan-
cia na escolha da direcao de descida temos a escolha do comprimento do
passo, que pode ser calculado observando o comportamento da fungao f ao
longo da semi-reta a partir de z¥ na direcao d*, definido & priori sob deter-
minadas condigoes, ou encontrado por meio de um procedimento numérico
finito. Tal procura chama-se busca linear. Apresentamos agora duas das
principais regras de busca linear.

Regra da minimizagao uni-dimensional

O procedimento ¢ minimizar a funcdo objetivo na semi-reta % + ad”,
a > 0. O comprimento do passo «j vem dado pela condicao

f" 4+ apdF) = r(gg f(@* + adb),
isto é, ay é uma solugao do problema
min i (a), o € Ry,
onde
or Ry — R, gpla) = f(z* + ad®).

Sejam as funcoes f diferenciavel no ponto z¥*1 e, 1), diferencidvel em ay.

Como a4, ¢ minimo da v, entao, pela condigao necessaria de primeira ordem
(Teorema 1.5.1 (a)) segue que

0= pi(ar) = (Vf(z" + apd®), d") = (Vf(a"),d").
Dessa forma,

(Vf(z"),d") =0.
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Portanto, para encontrarmos oy, basta solucionarmos a igualdade anterior.
Regra de Armijo

O procedimento é calcular um comprimento do passo que resulte no de-
créscimo suficiente da fungao f em relagdo ao valor f(z*). Supondo f dife-
renciavel no ponto z*, fixamos os parametros @, o, § € (0,1). Tomamos
a = Q.

P1. Verificamos se a desigualdade
f(@* 4+ ad®) < f(2¥) + oa(V f(z¥), d*) (1.10)
é satisfeita.

P2. Em caso afirmativo, aceitamos a; = a como o valor do comprimento
do passo. Caso contrério, tomamos « := fa e retornamos a P1.

Em outras palavras, a; é o maior nimero entre todos os nimeros da forma
a=al,i=0,1,2, ... que satisfaz a desigualdade (1.10).

1.9 Meétodo gradiente

Seja f : R — R diferenciavel. Quando tomamos d* como o antigradiente
da fungdo f no ponto z* isto ¢, d* = —V f(2*), o método de descida serd
chamado método do gradiente. Dessa forma, o processo iterativo se reduz a

2* =gk — 0, Vf(2F), k=0,1,2,...

O método do gradiente com a minimizagao unidimensional se chama o
método de mdxima descida e, uma propriedade importante deste método é a
igualdade

(Vf(="), Vf(h) = 0.

Teorema 1.9.1. ([16], teorema 3.1.2, pg. 78) (Convergéncia global do
método do gradiente) Seja f : R* — R wma fungao diferencidvel no
R™ com derivada continua. Suponhamos que o algoritmo geral do método
do gradiente utiliza a minimizacdo unidimensional ou a regra de Armijo.
Entdo, cada ponto de acumulacao de qualquer sequéncia {z*} gerada por tal
algoritmo € um ponto estaciondrio do problema

min f(z) sujeito a v € R".
Se a sequéncia € limitada, entao vale

{Vf(z")} =0 (k — o0).
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1.10 Meétodo do ponto proximal

Sejam f : R™ — R convexa e diferenciavel e o problema de minimizagao
irrestrita

min f(z) sujeito a x € R™. (1.11)

Para resolver tal problema, é possivel utilizarmos o método do ponto proximal
classico que consiste em descrever um algoritmo da seguinte forma:

z° e R” (1.12)
o* = arg m%@n[f(:v)—k)\kﬂx—kaz]. (1.13)
zeR™

Temos que ||.|| ¢ a norma Euclidiana e {\;} C R satisfaz 0 < \p < A,
sendo A uma constante positiva.

O método do ponto proximal utilizado nesta dissertagao estd baseado
em [6].

Teorema 1.10.1. ([6], teorema 2.1, pg. 4) Seja f : R" — R uma funcao
conveza e continuamente diferencidvel. Suponhamos que o conjunto solu¢ao
do problema (1.11), denominado de S*, seja nao vazio. Entdo a sequéncia
{a*} gerada por (1.12) e (1.13) converge a um ponto T € S*.

Demonstracao: Dividiremos a prova em quatro passos:
Passo 1: Vamos mostrar que a sequéncia {z*} estd bem definida.
Seja

filw) = fla) + Mellw — 2"

Como S* é nao vazio, tomemos [ € S* tal que f(x) > > —oo para todo
x € R". Assim, f ¢é limitada inferiormente e

fr(x) > B+ Mellz — :L‘kH2
Como
|z —2** = (z—2" 2 —a")
z]|> = 2(z, 2") + ||z
2 l” = 2f|z]].|l2*]| + []2*|1?
= (lzf| = [|=*])*,

v
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entao,
fo(x) = B+ N[l = l2*[)*.
Assim,

lim fi(z) = oo.

ll[|—o0

Como f; é continua e coerciva, temos que a mesma admite um ponto de
minimo, o qual é Ginico, pois f; € estritamente convexa.

Passo 2: Vamos mostrar que vale a desigualdade
|25 — 7|2 < [jaF — 7| — |2" —2F|PVhkeNeVT € 5"
Dada a igualdade abaixo,

”ZEk . 5”2 _ ||5Ek _ xkz—i—l + xk-ﬁ-l _ f”z

— ||Ik+1 _ Ik||2 + ||J]k+1 _ EHQ + 2<J}k _ xk+17xk+1 . f>
Como zF! resolve (1.13) temos que
0= ka(l,k-‘rl) — Vf(l'k+1) + 2Ak($k+1 . $k>
Assim,
V(o) = =22, (2" — 2F). (1.14)

Pela convexidade de f, o fato de que T € S* e por (1.14), segue-se que

k

2 — 2 — fla* = 22— F —FP = ek - oF et
vf k+1 _
= ) ),x’f“—w

— i(vf( k+1) k+1_f>

Ak
1
A

v

[f(") = f@)] > 0.
Logo, a desigualdade é verificada.

Passo 3: Abaixo, provamos que khm (" —2F) = 0.
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Do Passo 2 temos que
0 < [l —2M|? < [la* = 7||* - [|l2" — 7%, (1.15)
Dessa forma,
|z — 7|2 < ||2* — Z||?, para todo k € N, (1.16)
o que implica
2% —7|? < ... < ||2° — 72 (1.17)

Da desigualdade acima a sequéncia {||z* —Z||} ¢ decrescente, nao negativa
e limitada. Portanto {||z* —Z||} é convergente. Passando ao limite em (1.15)
o lado direito é igual a zero, logo

lim ||2*T — 2%|? = 0.
k—o0

Assim, temos que

lim ("™ — 2*) = 0.
k—o0
Passo 4: Finalmente, obtemos que os pontos de acumulacao da sequén-
cia {z*} pertencem a S*.

Temos que {2*} é limitada, logo possui subsequéncia {z*} C {2*} con-
vergente. Seja T um ponto de acumulacio de {z*} tal que lim ¥ = Z. Do
j—o0

Passo 3, reduzindo os termos a subsequéncia, obtemos que

kj+1

lim 2% = lim z =7.

J—o0 Jj—o0
Passando ao limite em (1.14) e usando o fato de f ser continuamente dife-
renciavel com A\p < A, conclui-se que V f(Z) =0, dai T € S*.
Dessa forma, como = € S* e

Iz = 7| < fla™ — 7%,

temos que a subsequéncia {||z* — ||} converge para zero.

A sequéncia {||z* — Z||} é decrescente, ndo negativa e possui uma sub-
sequéncia convergindo a zero, entao ela toda converge a zero. Portanto, a
sequéncia {z*} converge a T. O
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1.11 Fejér convergéncia

A nocao da quase-Fejér convergéncia, utilizada nos artigos estudados nesta
dissertagao, além da garantia da limitagao das sequéncias descritas, genera-
liza os resultados apresentados em [3] e [4], de fraca a convergéncia completa.

Definig¢ao 1.11.1. ([6], defini¢ao 4.2, pg. 10) Seja U C R™.

(i) Uma sequéncia {y*} C U é dita convergente fortemente para y € U
(y* — y) se e somente se,

0= lim [[y* —y|* = lim (4" —y,y" —y).

(ii) Uma sequéncia {y*} C U ¢ dita convergente fracamente para y € U
(y* 5 9) se e somente se,

0 = lim (y* — y, x) para todo x € U.

k—o0

Em outras palavras, uma sequéncia {y*} C U é dita fracamente conver-
gente para y € U se {y*} ¢ limitada, y**' — y* converge para zero e, cada
ponto de acumulagio de {y*} pertence a U.

Temos que y* — y implica trivialmente (via Cauchy-Schwartz) em
y* 5 y mas, a implicacdo oposta nao é assegurada.

Exemplo 5. A sequéncia {y*} C Ry, y* = (147)" ¢ fracamente convergente
ao conjunto R, .

Definigao 1.11.2. (6], definicdo 1, pg. 4) Uma sequéncia {y*} C R" &
dita Fejér convergente para um conjunto U # () (U C R™), com respeito a
distancia Euclidiana se,

ly* ™t = ull < ly* —ul,YueU.
Exemplo 6. A sequéncia {y*} € Ry, y* = ¥k é Fejér convergente ao con-

junto R,.

Proposigao 1.11.1. (|6], proposicao 2.1, pg. 4) Se {y*} é Fejér convergente
a um conjunto nao vazio U, entio {y*} ¢ limitada. Se, além disso, um ponto
de acumulagao y de {y*} pertence a U, entio y = klim Y.
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Demonstragao: Tome u € U. Ajustando iterativamente a Definicao
1.11.2, obtemos:

ly* = ull Iy =" — u]

IAIA A
=
e
8
=

Assim segue que {y*} ¢ limitada, ja que

y* € Blu, [ly° —ul)).

Seja agora y € U um ponto de acumulagao de {y*} e, {y*} uma subse-
quéncia de {y*} tal que lim y* = y. Dessa forma, a subsequéncia {||y* —y||}
j—oo

converge para zero. Como a sequéncia {||y* —y/||} ¢ decrescente, ndo negativa
e possui uma subsequéncia convergindo para zero, entao toda ela converge
para zero, isto é,

0= lim [y" —y].
Portanto
lim y* = v.
o 7Y

O

Definigao 1.11.3. ([5], definicio 1, pg. 128) Uma sequéncia {y*} ¢ dita
quase-Fejér convergente a um conjunto U # () (U C R™) se para todo u € U,
existe uma sequéncia {¢;} C R, tal que

o
er >0, Zé‘k <o e [yt —ul® < |ly* = ul]® + e
k=0

Exemplo 7. Dadas as sequéncias {y*} C Ry, y* = Vk e {ex} CR, g, = 2%7
teremos que {yk} é quase-Fejér convergente ao conjunto R .

O resultado seguinte foi provado em (|1], teorema 4.1) para distancias
mais gerais. Apresentamos aqui a prova para a distancia Euclidiana.
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Proposigao 1.11.2. (5], proposicio 4, pg. 128) Se {y*} ¢ quase-Fejér con-
vergente a um conjunto nao vazio U, entdo {y*} € limitada. Se, além disso,

um ponto de acumulagio y de {y*} pertence a U, entdo y = klim Y.
—00

Demonstragcao: Tome u € U. Ajustando iterativamente a Definicao
1.11.3, obtemos:

1" = ul)® + eps
1" — ul|® + ex_1 + x—2

k—1
S =P+
=0

< ly"—ul*+8

ly* —ul® <
<

IN

onde 8 = Z er < 00. Assim segue que {y*} ¢ limitada, ja que
k=0

Iy = ull < Vlly® —ul? +

e portanto,

y* € Blu, V/Ily* —ul? + ).

Seja agora y € U um ponto de acumulacao de {y*} e tome algum § > 0.
Seja {y% } uma subsequéncia de {y*} tal que lim y* =y. Visto que y € U,

existe {ek} satisfazendo as propriedades da Deﬁnlgao 1.14.3.
4]
Como Z £ < 00, tomemos ky tal que Z €k < —. Seja k tal que I > ko

k=0 k=ko
e |ly's — y||> < 2. Entdo, para algum k > [,

k—1
Iy = yl> < % =yl + ) e
i=l
6 oo
< §+Z~€z’
i=ko
56
< 2495
= 373

Como ¢ é arbitrario, isto segue que

y = lim y*.

k—o0
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Observacao: Toda sequéncia Fejér convergente é quase-Fejér conver-
gente. Para isso, basta tomar ¢, = 0.

1.12 Resultados Auxiliares

O teorema abaixo é uma versao, sem diferenciabilidade na primeira variavel,
do Teorema da Funcao Implicita. Este resultado é aplicado na Secao 3.2,
Proposicao 3.2.1.

Teorema 1.12.1. ([14], pg. 163) Seja F : R" x R — R tal que
(i) Eziste (xg,up) € R" x R tal que F(zo,up) = 0;
(ii) F é continua em uma vizinhanga de (xq, ug);

(iii) F € diferencidvel com rela¢io a varidvel w em (xq, ug) € %—Z(xo, ug) # 0;

Entao existe uma vizinhanga V (xo,ug) de xqy e, pelo menos uma fungao
u: Vi(xg) — R tal que u(zg) = u, e,

F(z,u(z)) = 0 para algum x € V(x). (1.18)
Se, além disso,

(iv) ZE ¢ continua em (w9, uo),

entao, a fungdo u € a unica que satisfaz (1.14) e é continua em xo.
O resultado seguinte é aplicado na Sec¢ao 3.3, Proposicao 3.3.1.

Teorema 1.12.2. ([16], teorema 1.5.2, pg. 163)(Foérmula de Newton-
Leibnitz) Seja F : R® — R! uma fungdo continuamente diferencidvel. En-
tao para todo v € R" tem-se que

F(x+y) :F(:U)—i-/o F'(x + ty)y dt.
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Capitulo 2

Funcoes pseudo-convexas e busca
linear exata

Iniciamos este capitulo relembrando o método do gradiente. Em seguida,
¢ feita a composigao da semi-reta ¥ — aV f(2¥) com o passo iterativo do
algoritmo do ponto proximal. Com o auxilio da busca linear unidimensional
mostramos que, para uma funcao f pseudo-convexa ocorre a convergéncia
completa da sequéncia (gerada apds a composigao) para um minimizador de
f. Observado que a condigao de limitacao do conjunto de nivel nesta situagao
é relevante.

2.1 Regularizagao proximal

Dada uma funcao f : R® — R continuamente diferenciavel, o método de
méxima descida para resolver o problema

min f(x) sujeito a z € R"
é dado por
Inicializacao:
¥ € R"

Passo Iterativo:
Se Vf(z*) = 0, PARE. Caso contrario, calcule

ap = argm;glf(xk —aVf(z") (2.1)

28



e faca
oH T = aF — q, Vf(2F). (2.2)

A regularizacio proximal consiste em compor a semi-reta 2* — 'V f(z*)
com o passo iterativo do método do ponto proximal f(z)+ M|z —2"|*. Dessa
forma, tomando z = zF — aV f(2*) obtemos

@)+ Mlle — 2" = @b = aV b)) + Mella® — aV f(ab) — 252
= J(@* = aV (") + Al - aVfEh)P
= f(a* — V(b)) + M|V )P

Logo, a regularizagao proximal do método de méaxima descida substitui
(2.1) e (2.2) por

Inicializacao:
2 e R"

Passo Iterativo:
Se Vf(z*) = 0, PARE. Caso contrario, calcule

oy, = argmin{ f (2" — aVf(z")) + Aa?||V f ()|} (2.3)

oM = 2F — , V (2, (2.4)

onde {\;} C R satisfaz

X< A <A (2.5)

para algum X, \ tal que 0 < h) <A\

2.2 Boa definicao da regularizacao proximal

Nesta se¢ao mostramos que a regularizacao proximal estd bem definida. Para
tal, assumimos que o conjunto de minimizadores de f, denominado S é difer-
ente do vazio, isto é, o problema

min f(x) sujeito a z € R"

tem solucao e seja f* = m%gn f(z).
z€R™
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Proposicao 2.2.1. ([5], proposi¢ao 1, pg. 126) Seja f : R* — R conti-
nuamente diferencidvel. A sequéncia {x*}, gerada por (2.3) e (2.4), estd
bem definida e para todo k € N,

V@IV (") = 2000V F (). (2.6)

Demonstrag¢do: Afirmamos que o problema (2.3) tem solugao. Definamos
v : Ry — R, como

pu(@) = f(a* —aVf(a") + M|V f ()]

Se Vf(2*) = 0, entdao z* sera ponto estacionario e candidato a minimo.
Assim

(@) = f(a") €R,

e () é constante. Como V f(a*) = 0, de (2.4) temos que z*t1 = 2* para
qualquer escolha de ay. Logo, o problema (2.3) tem solugado e os termos da
sequéncia sao todos constantes e iguais a z*.

Por outro lado, se V f(x*) # 0,

pr(@) = f(x'“—gi(fck))+042/\kHVf(x'“)H2
> [T+ QA VNP

+1

pois f* = m%{n f(z)e X< <A
zeR"™

Ao aplicarmos o limite com o — oo, obtemos

lm (o) > lim [f* 4+ oAV f(2")]|?] = oco.

a—0o0

Desta forma, a minimizagao em (2.3) reduz-se & um intervalo limitado. Como
pr é continua e coerciva, a existéncia de «y, é garantida pelo Corolario 1.4.2.

Logo, a afirmacao ¢ verificada e a sequéncia gerada por (2.3) e (2.4) esta
bem definida.

Derivando ¢y (a)) com respeito a «, temos que
pi(@) = =V f(a" —aVf(a")TVf(a") + 200V f ()]
(i) Para a =0
0= (0) == VfEH* <0
implicando V f(z2*) = 0. Neste caso, (2.6) é verificado trivialmente.

30



(ii) Para o = ax > 0 qualquer

0 = ¢l
= —Vf@* —ap V") V") + 20|V £ (%))

Pela igualdade (2.4) temos que
0= =V f(@" )TV (") + 20|V f(25)]%.
Entao,

VIV (@) = 2000V F ()]

2.3 Analise de convergéncia

Proposicao 2.3.1. ([5], proposigao 2, pg. 126) Sejam f : R® — R conti-
nuamente diferencidvel e {z*} a sequéncia gerada por (2.3) e (2.4). Entio

() £ < fE) + Al = 2b)? < o),

(i) {f(z*)} € decrescente e convergente,
o0

(i) Y [l = 2¥)? < oo,
k=0

(iv) lim (2 —2%) =0

k—o0

Demonstracao:
(i) Tomando ¢} como definida na Proposi¢ao 2.2.1 temos que

or(ar) = f@* — V(@) + gV f (")
= flz" =V f(2") + Ml V f (2P)]]%.

Utilizando (2.4) nas parcelas da soma acima, obtemos
prlog) = (@) + All" — b
Por (2.3), segue que

o = argmin{ f(+* — aV £(2)) + 2\ V1 ()2},
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e dessa forma, i (a) > ¢r(ay) para todo a.
Em particular, para o = 0, vale que (0) > ¢x(a). Assim

F(@*) = 0(0) = pp(aw) = f(@) 4+ Al — 2|,
Logo,
F@®) > faM) + Al = 2F)?, (2.7)

o que comprova o lado direito da inequacgao.

O lado esquerdo é trivial, pois para A\, > 0 e f* = m]%n f(z), vale que
TER™

f* S f* + /\kak-i-l . ZL‘k||2 S f(l'k+1) + )\k”xk—&-l _xk”Q'
Portanto,

oS FEM) + Nl = 2P < ().

(ii) De (2.7) temos que
FE™) + Al = 2F)? < f ().
Como A\, > 0, entao
0 < Aella** —2¥[* < f(a") — f(2"H).
Dessa forma,
FE) < f) < < @),

Assim, {f(2*)} é decrescente (portanto, monétona) e limitada. Logo, pelo
Teorema 1.1.2, temos que {f(z*)} é convergente.
(iii) De (2.7)

PR + A2ttt — 2|2 < fat).
Por (2.5), temos que
Alzh = 2k |2 < Al — b2 < fat) = £t
Logo
M|zt — M2 < flah) — flak+h). (2.8)
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Aplicando o somatoério, segue que
l !

DMttt — b < Y (f(*) — fa).
k=0 k=0

Isto implica

!
Al = M2 < [F(20) = F@N] + [F(a) = F@D)] + o+ [f(2h) = f(2].
k=0

Como f* = m]iRn f(z), segue que
zER™

l
Attt =2k |2 < fa0) = fa) < fa0) - f
k=0

Logo

> =

!
Dt —2F|? < <[f(2°) = £7] < o0,
k=0

e portanto

o0
Dl — 2P| < oo
k=0

(iv) De (2.8) temos que
Hﬁ“—ww2s§vwﬂ—fu“w.

Aplicando ao limite, com k — oo obtemos

1
Yim a4 - a7 < < lim (£(2) — (@),

Por (ii) segue que {f(z*)} é convergente e dessa forma, o lado direito da
desigualdade converge para zero. Logo

lim ||2*T — 2%|? = 0,
k—o0
e isto implica

lim ("™ — 2*) = 0.

k—o0
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O resultado seguinte nos mostra que, se T ¢ um ponto de acumulagao da
sequéncia {z*} entdo satisfaz a condi¢do necesséaria de primeira ordem para
o problema

min f(x) sujeito a z € R",
e claramente, sera um candidato a minimo.
Proposi¢ao 2.3.2. ([5], proposi¢ao 3, pg. 127) Seja f : R™ — R conti-
nuamente diferencidvel. Se T é um ponto de acumulagio da sequéncia {x"*}
gerada por (2.83) e (2.4) entao V f(T) = 0.
Demonstracgdo: Seja {z%} uma subsequéncia de {z*} tal que

k;

lim 2" = 7.

j—o0
Pela igualdade (2.6), reduzindo os termos & subsequéncia, obtemos
VIV (%) = 20,0, V()]
= 200, A |V (@) LIV F (&™)
= 2, || a, V)LV ()]
Utilizando a igualdade (2.4) obtemos
V(I f(ah) = 20 || 2 =2 LIV ()],
Por (2.5) temos que h) <A <A Logo,
V(T f (k) < 2N[ah T — 2M )|V (4)).

Como f é continuamente diferenciavel, ao aplicarmos o limite com j — oo,
obtemos

Vf(lim 2b )TV f(lim 2%) < 2X]| lim (%5 = 28)||V £(lim 2%)]].
J—00 J—00 J—00

j—oo
Isto implica
Vi@V (@) < 2M| lim (28— 28|V (@) (2.9)
j—oo
Pela Proposigao 2.3.1 (iv), ao reduzirmos os termos & subsequéncia, temos
que

klim (zh T — 2y = 0.
—00
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Aplicando este resultado em (2.9), observamos que o lado direito da de-
sigualdade converge para zero. Como o lado esquerdo resulta em ||V f(T)||?,
segue que

IVf@)]* <o0.
Dessa forma,
V(@) =0.
O

Podemos observar que todos os resultados anteriores foram verificados
utilizando somente a hipétese de continuamente diferenciavel para a funcao
f. No resultado abaixo, utilizamos a hipotese da pseudo-convexidade para f
e mostramos a quase-Fejér convergéncia da sequéncia {z*} para o conjunto
de minimizadores de f onde, pela Proposicao 1.11.2 temos a garantia de li-
mitacao da sequéncia {z*}.

Proposigao 2.3.3. ([5], proposi¢ao 5, pg. 128) Seja f : R" — R continua-
mente diferencidvel. Se f € pseudo-conveza entdo a sequéncia {x*} gerada

por (2.8) e (2.4), € quase-Fejér convergente ao conjunto de minimizadores
da f.

Demonstragdo: Seja z € S. Dada a soma abaixo, desenvolvendo o
quadrado da norma em cada parcela, obtemos

= 2l + 127 = 2(z, 2™
=2l = l2*)1* + 2z, ")
_kaHZ o Hajk—&-lHQ + 2<xk’xk+1>

_ _2”ka2 + 2<z7xk _ xk+1>
+2<xk,$k+1>

= —2(2", ") + 2(z, 2F — 25T
—|—2<Ik,xk+1>

{

. :Ek+1||2 . || k xk—f—l”?

Iz 2=t —|l=

= —2(z*

Wz — bk ah — 1),

Pela igualdade (2.4) temos que

o xk+1H2 o

Iz lz = 2*)1 = [la" = 2*H* = 2(z — 2", eV f ("))
k

= 2ay(z — M)V ().
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Isto implica
Iz =2 =l = 2P = [la* = 2" = 200 (2 — 2")TV ("), (2.10)

Afirmamos que (z — 2®)TV f(2*) < 0. Pois caso contrério, terfamos
(z — 28)TV f(2%) > 0 e como f é pseudo-convexa, isto implica f(z) > f(z*).
Dessa forma, ¥ também ¢ minimizador de f implicando V f(z*) = 0, o que
contradiz (z — z®)TV f(2*) > 0.

Assim, de (2.10) temos que

Iz = ™2 = ]Iz = 2|7 = [la* — ™2 < 0.
Logo,
Iz = "2 < flz — 2|2 + [la® — 22

Observamos que, para g, = ||z*+! —zk||?

2.3.1 (iii) temos que

teremos €, > 0. Pela Proposicao

o0
Z ka—l—l o Ik||2 < 0.
k=0

Portanto, pela Definicao 1.11.3, {2} é quase-Fejér convergente ao conjunto
de minimizadores de f. 0

2.4 Primeiro teorema principal

Mostraremos agora que todo ponto de acumulagao de {2*} pentence ao con-
junto de minimizadores de f, isto é, a sequéncia {2*} é convergente ao con-
junto de minimizadores de f.

Teorema 2.4.1. ([5], teorema 1, pg. 129) Seja f : R® — R continuamente
diferencidvel. Se f € pseudo-convezra e atinge seu minimo em R" entao a
sequéncia {x*} gerada por (2.3) e (2.4) converge para um minimizador de f.

Demonstracao: Pela Proposicao 2.3.3, {*} é quase-Fejér convergente
ao conjunto de minimizadores de f. Logo, pela primeira parte da Proposicao
1.11.2, a sequéncia {z*} é limitada e, dessa forma, possui uma subsequéncia
{z*i} convergente. Seja T € R™ um ponto de acumulagao de {x*} tal que

k;

lim 2" = 7.

J—00
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Pela Proposigao 2.3.2, T é ponto estacionario de f, isto é, Vf(Z) = 0. Por
hipotese, f é pseudo-convexa e V f(T) = 0 satisfaz

V@) (z—7)>0.
Assim, segue por defini¢cao que
f(z) > f(@).
Logo, ¢ minimo de f.
Como {z*} é quase-Fejér convergente ao conjunto de minimizadores de f

e T ¢ ponto de acumulagio de {z*}, segue da segunda parte da Proposicio
1.11.2. que
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Capitulo 3

Funcoes convexas e busca linear
inexata

Neste capitulo apresentamos dois algoritmos para minimizar uma funcao
f : R® — R convexa e continuamente diferenciavel, utilizando para isto o
método do gradiente com busca linear inexata. No primeiro algoritmo, o
tamanho do comprimento do passo é pré-fixado e exigimos que o gradiente
de f satisfaca a condi¢ao de Lipschitz com constante L > 0 conhecida. No
segundo algoritmo, o calculo do comprimento de passo é baseado no trabalho
desenvolvido por Dennis-Schnabel, onde \; deve satisfazer somente uma das
inequagoes propostas em [4]. Para os dois casos, ndo é necessario a hipotese
de limitacao dos conjuntos de nivel da fungao objetivo e mesmo assim, prova-
mos a convergéncia completa das sequéncias geradas para um minimizador

de f.

3.1 Os Algoritmos

Dada uma fungao f : R" — R convexa e continuamente diferenciével. Con-

sideramos o conjunto S de minimizadores de f nao vazio e f* = min f(x).
rER™

O método do gradiente para resolver o problema
min f(z) sujeito a x € R"
é dado por
Inicializacao:
2 € R" (3.1)

Passo Iterativo:
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Se Vf(z*) = 0, PARE. Caso contrario, calcule
" = g — N\ Y f(2). (3.2)
Para o célculo do tamanho do passo A, utilizamos um dos seguintes

critérios:

Algoritmo A (conhecido L): Neste algoritmo partimos do pressuposto
que o gradiente da funcao objetivo seja Lipschitz-continuo com constante
L > 0 conhecida.

Fixamos duas constantes positivas d;, do, com 0 < §; < 9o < 1 tais que

g 5140 < 1. (3.3)
Assim:
Inicializacao:
¥ € R"

Passo Iterativo:
Se Vf(z*) = 0, PARE. Caso contrario, escolha )\, satisfazendo

5 < A < % (1-6). (3.4)

e faca

" = b — NV f ().

Algoritmo B: Neste algoritmo precisamos conhecer uma funcao
¥ : Ry — R satisfazendo as seguintes condigoes

B1) 4 é convexa e continuamente diferenciavel;

B2) 4(0) =0e¢'(0) < 1;

B3) lim &g) >0

u—0t U
Observagao: Temos que B3 implica ¢'(0) > 0 pois
-0 v )

> 5 > 0.
u—0T u—20 u—0t U u—0t U
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Portanto, utilizando B2 obtemos 0 < ¢/(0) < 1 e, por Bl temos que v é
nao-decrescente.

Além disso, devemos escolher duas constantes positivas d;, do tais que
0 < 01 < 0y < 1. Dessa forma,

Inicializacao:
¥ € R™

Passo Iterativo:
Se Vf(a*) = 0, PARE. Sendo, definamos ¢; (para j = 0, 1,2...). Dado

9y < tg < o, (3.5)
devemos verificar se t; satisfaz
fla® =,V F(*) < fa®) — () [V (")) (3.6)
Em caso afirmativo, tomemos A, = ¢;,
oF = 2k — NV f (%)

e a iteragao para. Caso contrério, facamos

~+

tj+1 — EJ

3.2 Boa definicao do Algoritmo B

Para o Algoritmo B estar bem definido deve ser estabelecido que a inequacao
(3.6) seja satisfeita apés um numero finito de passos.

Seja G = {x € R"/V f(x) # 0}. Pela continuidade e diferenciabilidade
de f, G é aberto.

Proposicao 3.2.1. (|2], proposi¢ao 1, pg. 142) Seja f : R" — R continua-
mente diferencidavel e 1 satisfazendo B1, B2 e B3. Entao
i) Para todo x € G existe um unico u(x) > 0 tal que

fl@—u(@)Vf(z)) = f(z) = d(u@))IVf(2)]* (3.7)

flo —uVf(z)) < fz) = )|V f(2)], (3.8)
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se e somente se, 0 < u < u(x).
i) u: G — Ry € continua em G.

Demonstragao:
(i) Fixemos z € G e definamos
Fx,u) = f(z - uVf(2) - f(2) + v@)[[Vf ()] (3.9)

Como f é convexa e continuamente diferenciavel e, por Bl, ¢ é convexa
e continuamente diferenciavel entdao, F(x,.) é convexa e continuamente di-
ferenciavel. Segue de B2 que

F(x,0) =0, (3.10)
.0 = IV F@IP0(0) ~ 1) <. (3.11)

Desta forma, de (3.9) obtemos
F(a,u) > f* = f(z) + ()| V(@)% (3.12)

onde f* = m%{n f(z).
TER™
Observamos que, de (3.10) e (3.11), F(x,.) é negativa em algum intervalo
a direita de zero e, de (3.12), B1 e B2,

1}1_{210 F(z,u) = 400,

visto que 1) é convexa. Segue-se que existe u(z) > 0 tal que F(x,u(x)) =0
e assim, (3.7) é verificada. A unicidade de u(z) é deduzida pela convexidade
de F(x,.), e pelo fato de que uma fungao de variaveis reais pode assumir um
valor diferente do seu valor minimo em no méximo dois pontos diferentes, ao
passo F(x,0) = F(z,u(z)) = 0 e zero, ndo é o valor minimo de F(z,.), por
(3.10) e (3.11). Logo temos que (i) ¢ estabelecida.

(ii) Seja ug := u(xy) dado por (i), para algum z, € G. Entdo, temos que

F($0, Uo) = 0,
F(.,.) é continua em uma vizinhanga de (xg, ug) €, também,

08_5(%’ o) = =V f(zo — uoV f(0))" V f (o) + ' (o) [V f (o) % (3.13)

Como F'(xo,.) é estritamente crescente em g, temos que

oF
a(xo, UO) > 0.
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Usando (3.13) observamos que 2£(.,.) é continua em (7o, up), e todas as
hipoteses do Teorema 1.12.1 (Teorema da fungao implicita) sao verificadas.

Assim, u é continua em . ]

Verificaremos agora que a sequéncia gerada pelo Algoritmo B esta bem
definida.

Proposicao 3.2.2. (|2|, proposicao 3, pg. 143) O Algoritmo B, definido por
(3.5) e (3.6) pdra apds um nimero finito de iterag¢oes com

min {3y, “(gk)} < A, < min {8, u(z*)}. (3.14)

Demonstragcao: Consideremos dois casos para o valor de
1) to € (0, u(z"))
2) tg > u(a®)

(1) Como 0 <ty < u(z*), de (3.8) segue que

fla =tV f(z)) < f(@) = v(to) [V f(2)],

que ¢ a verificacao de (3.6). Dessa forma, para A\, = to, a iteragdo para com
j=0.

Assim, (3.14) é verificada pois, em (3.5) temos que §; < tn < Jy e,
como consideramos 0 < t; < u(z®) entdao ty < 0y e to < u(z¥). Isto im-
plica Ay = to < min{dy, u(z*)}. Da mesma forma temos que t; > &, e

/\k = to Z min{él, u(gk)}

(2) Existe um tnico s € N, s > 1, tal que

25 tu(2) < to < 2%u(z”). (3.15)
Entao
k
t
“(;’ ) < o < ulah). (3.16)

Por (3.5) e (3.6), temos que t; = ;—2 pois

t t t
t1:—0$t2:—1:2—g$$t]:

2 2 2
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Assim, (3.16) nos mostra que

<ty < u(xh). (3.17)

Afirmamos que A\, = t,. Pois, de (3.15) temos que

lo
oo < 2u(2")

u(z®) <
o que implica,
u(z®) <t < 2u(2").

Dessa forma,

ts_1 > U( k)
De (3.16), temos que
k
uz?) <ty < u(2"),
2
implicando
ty < u(zh).

Logo, usando a Proposigao 3.2.1, (3.6) é satisfeita para \;, = t; mas nao para
A = ts—1. Logo, (3.14) segue de (3.17). O

3.3 Analise de convergéncia

Proposicao 3.3.1. (|2], proposi¢ao 4, pg. 143) Seja f : R — R continua-
mente diferencidvel. Dados os Algoritmos A e B, temos que

i) Existe v > 0 tal que

P < f@) = Al =2t paratodo ks (38)

i) {f(z*)} € decrescente e convergente;

oo
iii) Y [ — b)) < oo
k=0
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Demonstracao:
(i) (a) Para o Algoritmo A, usando o Teorema 1.12.2 (Férmula de Newton-
Leibniz) com z = 2%, y = =\, Vf(2¥), t =u e F = f, temos que

fl@® =NV f(ah) = f(a*) +/0 V(" —uN V()T (=N V f (%)) du.

Utilizando a igualdade (3.2) obtemos

fa*h) = fa) — )\k/o V(" — ulVf(2")TV f(2F)du.

Somando e subtraindo A||V f(z"*)||? no lado direito da igualdade acima,
obtemos

FEHY = Fa) - IV P -
[ 956 T )T~ 191 Pl
W
[ U976~ TS - V)V

Implicando

P = S IO = x| [(TH* = VT (@) -
V£ )T )

w (VS T )
VATV ()

n [ I9AGE v -
VI 7 )

IN

IN

Como o gradiente de f é Lipschitz-continuo,

1
f(xk“)—f(xk)+/\k||vf(xk)||2 < )\k/ Lka_u)\ka(;pk)_
0
LIV f(@)]du

1
< N / LIV £ (@) £ (z*) | du
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IN

1
A@MVﬂﬁwFAzuu

1
SRLIV ()P,

IN

Assim,

FEHY < F) MR+ gLV AP
< Fa) = 21— 25V

Da igualdade (3.2) temos que

k+1 Lk
F*) < F) = M1 — Z e,
2 — A
Logo,
1 L)\
FaH) < (0 = 3 (1= SE)k - ot

implicando

Multiplicando a segunda desiguldade por (1 — LTA’“) obtemos

1 LAy L Ly
—(1- > 1— .
M )—2(1—52)( 2 )

Novamente, de (3.4) temos que

2(1 =96
51§>\k§%7
implicando
Lo, L),
il W S S
5 S Sl
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Logo,
1——21—7252. (3.21)

De (3.20) e (3.21)
1 L L L L
L. Ak Lo
Ak 2

Substituindo (3.22) em

8. (3.22)

1 LA
J@) S J@h) = 0= St = e
L
< ky _ L _ k)2
< 1) - gl = ot
O que estabelece (3.18) para
L
TSR a)

(b) Para o Algoritmo B, é verificado a validade de
FE) < f(@*) = vV f ()]

Dessa forma

F@®) = fh) = v IV FE)]*
Pela igualdade (3.2) temos que

"t —
f@®) = fa*h) > ¢()\k)||_—)\k||2
Assim,
Fa) - pa) = DO e (3.23)
k
Por B3, temos que 1112[)1+ ig) > 0 logo, podemos tomar £ > 0 tal que
uU— u
- Y(u)
0< 5 = uli>r(l)l+ 7

Pela definigao de &, existe 6 > 0 tal que, se A € (0,0) entao
(A

\2
Para cada k, temos duas possibilidades:

> €. (3.24)
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1) Ax € (0,0). Neste caso, por (3.24) vale que w/@) > £

2) A, > 0. Neste caso, pela Proposi¢ao 3.2.2 temos que

k
min {dy, u(@ )} < A\ < min {6, u(2®)} < 6,

2
o que implica
Ap < 02
e portanto,
1.1
=5

De B1 e B2 temos que 9 é crescente, implicando em

V(M) = (0).
Dessa forma

) o )
N

Tomando v = min{¢, @} e utilizando (3.23), provamos a desigualdade
2

(3.18) para o Algoritmo B.
(ii) De (i), vale que

Fb) < (@) — Al — 2t
Como v > 0 temos que
0 < Alla™h — b < f(2¥) — f*).
Dessa forma,
fa™h) < f@h) << f(a),
Assim, {f(z*)} é decrescente (portanto, mondtona) e limitada. Logo, pelo
Teorema 1.1.2, temos que {f(z*)} é convergente.
(iii) Por (i) existe v > 0 tal que
FE) < f@h) = yflatr -t
FAY) =yt — 2 = e —

<
< f@) —allet =2 — =yl -t

k
= f@®) =) " =P
1=0

IA
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Assim,

k
F@) < faf) = )t =2l
=0

Dessa forma,

k
Y Nl =2l < (%) = fat,
1=0

entao,

k
Z H:EHl . leQ <
=0

IN

Tomando [ — oo, obtemos

o0
Dl = 2P < oo
=0

OJ

Proposicao 3.3.2. ([2], proposicao 2, pg. 142) Seja f : R™ — R conveza e
continuamente diferencidvel. Dado o conjunto

T ={z €R"/f(2) < lim inf f(z")},
temos que
2" = 2| < Jla® = 2* + [l = 2t

para qualquer z € T, onde {x*} ¢ a sequéncia gerada por (5.1) e (5.2), com
qualquer A\, > 0.

Demonstragcao: Seja z € T. Dada a soma abaixo, desenvolvendo o
quadrado da norma em cada parcela, obtemos

125 — 2|* = [l2* — 2] = [l2™ = 2P = 2+ el - 20t 2)

[l = 12l + 2(2*, 2)
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C{|E ) = (|2F )P+ 23, )

= 2||2%||? — 2(a* T, 2) + 2(a", 2)
(L )

= 22" ") — 2(x" 2) + 2(2F, 2)
12> R

a* 2 — 2y — 20" 2 — 2
k+1

[
ORI

z — )

{
(2" — 2™,
( k)T(l,k _ :L'k+1)

zZ—XT

|
[

Utilizando a igualdade (3.2) obtemos
2" = 2] = fla® = 2P = [ = 2F ) = 20z = M) TNV ()
2\ (2 — M)V (%)

2\(f(2) = f(a"))
0

<
<

devido a desigualdade do gradiente aplicada na primeira inequagao, pois f é
convexa e, o fato de z € T aplicado na segunda inequacao.
Portanto

12" = 2)* < fl2® = 2? + [l - 2F

O

Proposicao 3.3.3. ([2], proposigao 5, pg. 144) Seja f : R" — R conveza
e continuamente diferencidvel. A sequéncia {x*} gerada por (3.1) e (3.2) ¢
convergente para um ponto T € T'.

Demonstracgao: Pela Proposigao 3.3.2, para z € T, temos que
la" = 2]* < fla® — 2® + [l — ¥,

k+1

Dessa forma, chamando g, = ||z — 2%||?, temos que ¢, > 0. Pela

Proposigao 3.3.1 (iii) temos que
Dl — 2P| < oo
k=0

Pela Definigao 1.11.3, a sequéncia {z*} é quase-Fejér convergente ao con-
junto T'. Agora, precisamos provar que existe um ponto de acumulacao de
{z*} em T e aplicar a segunda afirmacio da Proposi¢ao 1.11.2.
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Pela primeira afirmacao da Proposicao 1.11.2, temos que {z*} & limitada
e portanto, possui subsequéncia convergente. Seja T um ponto de acumulagao
de {z*}, isto é

k;

lim 2% = 7.

Jj—00
Como f é continua, temos que

lim f(a*) = f(@).

J—o0

Dessa forma, f(Z) é valor de aderéncia de {f(z*)}. Pela Proposicao
3.3.1 (ii), {f(z*)} é convergente, logo possui ponto um tnico valor de aderén-
cia. Entao

lim inf f(2%) = lim f(2%) = lim f(2™) = f(7).

Jj—00 Jj—oo Jj—oo
Assim, temos que

f(@) = lim inf f(z")

k—o0

implicando = € T'. O

3.4 Segundo teorema principal

Teorema 3.4.1. ([2], teorema 3, pg. 144) Seja f : R" — R conveza e con-
tinuamente diferencidvel. Entdo, a sequéncia {x*} gerada por (3.1) e (3.2)
usando os Algoritmos A ou B, converge para um minimizador de f.

Demonstragao: Pela Proposigao 3.3.3 temos que

lim z* =7 € T,
k—o0

logo é suficiente provar que T € S que é o conjunto de minimizadores de f.
Para o Algoritmo A, por (3.4) temos que

25 = 2¥ )2 = XNV F(@)]* > TV £ (28]

Entao, pela Proposigdo 3.3.1 (iii) e continuidade do V f(z), segue que
Vf(T)=0. Como f é convexa, temos que T é um minimizador.
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Para o Algoritmo B, suponhamos que T ¢ S. Pela convexidadde de f,
tomando T € G temos que |V f(Z)|| > 0. Pela Proposigao 3.2.1, u(z*) > 0 e
u(x®) converege para u(T). Dessa forma, existe kg tal que, para todo k > kg

u(z®) >

u(@) e IV = SIvi@)I®. (3.25)

DN | —
DN | —

Seja

s u@) B V)
o = (min{dy, 1 1 5 :

Entao, para algum k > ko, utilizando (3.2) e a Proposi¢ao 3.2.2, teremos

[l =22 = NV )

2

> (min{dy,

DIV )P

De (3.25) segue que

* )2
|41 — 2| > (min{4, “(j ) ”Vf(; W _sso (3.26)
Como (3.26) contradiz a Proposicao 3.3.1 (iii) provamos que 5 € S. O
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Consideracoes finais

Os resultados classicos que garantem a existéncia de solugao local ou global
para o problema

min f(x), sujeito ax € D

com f: D — Re D CR" utilizam hipoteses relevantes de compacidade de
conjuntos e/ou convexidade de fung¢oes. Resultados estes listados neste tra-
balho na forma dos Teorema 1.4.1, Corolario 1.4.1, Corolério 1.4.2 e Teorema
1.6.1.

Nos métodos de descida é necessério fazer uma escolha especifica da di-
recao de descida e da regra que define o comprimento de passo nessa direcao,
para obtermos um decrescimento dos termos da sequéncia {z*} para curvas
cada vez menores. Pelo Lema 1.7.1 ¢ observado que a escolha mais na-
tural para a dire¢do de descida ¢ o anti-gradiente, isto é, d* = —V f(2*)
considerando V f(z*) # 0. No entanto, esta escolha ¢ longe de ser a mais
eficiente na pratica.

Com grande frequéncia, os métodos de descida cuja direcao de descida é o
anti-gradiente possuem convergéncia bastante lenta, principalmente quando
os conjuntos de nivel da fun¢ao objetivo sao alongados, a menos que f tenha
conjuntos de niveis quase esféricos. O problema é que nos casos assim, a
direcdo do anti-gradiente é quase ortogonal & direcdo ¥ — Z onde T ¢ a
solugao do problema. Por isso, a sequéncia {z*} gerada pelo método do
gradiente se aproxima da solugao seguindo uma trajetoria "zig-zag".

Na minimizagao unidimensional a dire¢ao de busca linear ¢ exatamente
ortogonal & dire¢ao do gradiente no iterando seguinte e dessa forma, a re-
solu¢ao de um problema unidimensional, em cada iteragao de um método
mesmo que seja inexata, é relativamente cara. Por isso na prética, outras
regras de busca linear sao mais tuteis e mais usadas.

[usem e Svaiter apresentam em [5| uma variante muito simples do método
de méaxima descida para que se tenha resultados de convergéncia mesmo com
o enfraquecimento da hipotese sobre f, a saber pseudo-convexidade, e sem a
hipotese de limitagao do conjunto de nivel.
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Mesmo sabendo que a regularizagao proximal esté sujeita as mesmas li-
mitagoes e, a adigao do termo de regularizacao quadratico para a busca linear
represente um encargo computacional adicional, o procedimento numérico
utilizado nessa busca sera mais eficiente.

No processo desenvolvido, gradientes consecutivos formam um angulo
agudo, que em principio parece melhor, e ha uma maior liberdade na escolha
do tamanho de passo Ap que contola este angulo. Dessa forma, obtém-se
resultados tedricos melhores.

No trabalho de Burachik et al. (ver [2]), é feito uma reestruturacao dos
trabalhos apresentados por Polyak [3] e Dennis-Schnabel [4].

Em [3], Polyak demonstra que dada f : R™ — R convexa, com conjuntos
de nivel limitados e gradiente satisfazendo uma condic¢ao de Lipschitz com
constante L > 0 conhecida, se na busca linear inexata Ay = X € (0,2)
entao a sequéncia gerada pelo método de descida, converge fracamente para
o conjunto de pontos estacionarios de f.

Dennis-Schnabel propuseram em [4] uma estratégia de parada, onde su-
cessivos valores de \ sao experimentados até que um é encontrado para sa-
tisfazer duas inequacoes pré-estabelecidas. Com a hipotese de limitacao do
conjunto de nivel e da condigao de Lipschitz para o gradiente de uma funcao
convexa f, é provado que a sequéncia gerada pelo método de descida, com
essa busca linear inexata, converge fracamente para o conjunto de pontos
estacionérios de f.

Burachik et al. comprovaram em [2] que, mesmo com o enfraquecimento
das hipoteses anteriores, com relagao a limitacao do conjunto de nivel para
os dois casos e, a condi¢ao de Lipschitz para o segundo caso, os resultados
de convergéncia sao garantidos.

Vale ressaltar que a no¢ao de quase-Fejér convergéncia foi primordial pois,
além da garantia de limitacao das sequéncias, tornou possivel a generalizacao
dos resultados apresentados por Polyak e Dennis-Schnabel, de convergéncia
fraca a convergéncia completa.

Concluimos este trabalho destacando a importancia do mesmo pois serviu
de base fundamental para o desenvolvimento de muitos outros artigos. Entre
eles, podemos citar o publicado por Kiwiel e Murty (ver [7]) em 1996, onde
é provada a completa convergéncia do método de descida para a minimiza-
cao de fungoes quase-convexas, generalizando o resultado de Burachik et al.
Neste, também é retirada a hipotese de convexidade para f e nao é necessario
a condicao de limitacao dos conjuntos de nivel. Sao adicionadas hipoteses
bem mais gerais e a busca linear utilizada é a regra de Armijo.

O trabalho publicado por Wang e Xiu [17] em 2000 utiliza fortemente
o teorema principal demonstrado por Kiwiel e Murty em [7]|, para mostrar
entre outros resultados, a convergéncia do método gradiente projetado para
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fungoes pseudo-convexas e quase-convexas.

O artigo escrito por Quiroz et al. (ver [13]), publicado em 2008, reestru-
tura |7], com todas a hipoteses, teoremas e lemas no contexto de variedades
riemanianas.
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