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NOME: XAVIER, João Carlos

DATA DA DEFESA: 27/02/2009

LOCAL: Joinville, CCT/UDESC
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Resumo

Neste trabalho investigamos o comportamento de dois sistemas dinâmicos:

(i) Um acoplamento linear simétrico de três mapas quadráticos, e (ii) as equações

generalizadas de Lorenz, obtidas por Stenflo. Para o sistema discreto, representado

pelo acoplamento linear dos três mapas quadráticos, estudamos a emergência de

estados quase-periódicos, surgindo da bifurcação de Naimark-Sacker, a partir de uma

órbita estável pertencendo a cascata 1 × 2n, em particular órbitas de peŕıodo um e

peŕıodo dois. Também estudamos a mudança na estrutura das bacias de atração do

atrator caótico, na vizinhança da transição caos-hipercaos. Para o sistema de tempo

cont́ınuo representado pelas equações de Lorenz-Stenflo, investigamos analiticamente

pelo método de Routh-Hurwitz, a estabilidade dos três pontos de equiĺıbrio, mas sem

a solução explicita da equação de autovalores. Determinamos a localização precisa

onde as bifurcações do tipo forquilha e Hopf acontecem, a partir dos pontos de

equiĺıbrio, como uma função dos parâmetros do sistema. Expoentes de Lyapunov,

diagramas no espaço de parâmetros e espaço de fase e diagramas de bifurcação foram

utilizados para caracterizar numericamente os atratores periódicos e caóticos em

ambos os sistemas.

PALAVRAS CHAVE: Dinâmica Não-Linear. Caos. Sistemas Dinâmicos.
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Abstract

In this work we investigate the dynamical behavior of two dynamical systems:

(i) a symmetric linear coupling of three quadratic maps, and (ii) the generalized

Lorenz equations obtained by Stenflo. For the discrete-time system represented by

the coupling of three quadratic maps, we study the emergence of quasiperiodic states

arising from Naimark-Sacker bifurcations of stable periodic orbits pertaining to 1×2n

cascade, in particular period-1 and period-2 orbits. We also study the change in the

structure of the basin of attraction of the chaotic attractors, in the neighborhood

of chaos-hyperchaos transition. For the continuous-time system represented by the

Lorenz-Stenflo equations, we analytically investigate, by using Routh-Hurwitz Test,

the stability of three fixed points, although without explicit solution of the eigenvalue

equation. We determine the precise location where pitchfork and Hopf bifurcations

of the fixed points occur, as a function of the parameters of the system. Lyapunov ex-

ponents, parameter-space and phase-space portraits, and bifurcation diagrams were

used to numerically characterize periodic and chaotic attractors in both systems.

KEY WORDS: Nonlinear Dynamics. Chaos. Dynamical Systems.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O estudo de equações de diferenças não-lineares, comumente chamadas de mapas,

desempenha um papel importante na dinâmica não-linear discreta, devido ao fato de

estas equações mostrarem vários aspectos interessantes, como por exemplo os mais

variados tipos de bifurcações, e caos. Um exemplo clássico é o mapa quadrático

representado pela equação

xn+1 = a − x2

n
,

que é uma versão mais moderna do tradicional mapa loǵıstico [1]. Na dinâmica

não-linear cont́ınua, papel igualmente importante é desempenhado por sistemas de

equações diferenciais autônomas de primeira ordem, não-lineares. O mais clássico

exemplo é o sistema de Lorenz [2]

ẋ = −σ(x − y),

ẏ = rx − y − xz, (1.1)

ż = xy − bz.

Independentemente de o modelo utilizado ser discreto ou cont́ınuo, ele pode represen-

tar o resultado da aplicação de leis f́ısicas a um processo em particular, que considera

dados obtidos em um experimento de laboratório. Este procedimento de modelagem

tem aplicação nos mais variados processos, em campos tais como a f́ısica, a qúımica,

a biologia, a economia, e as engenharias, só para citar alguns. É, portanto, impor-

tante estudar a dinâmica de modelos, na tentativa de entender processos particulares

que os mesmos representem, e inclusive fazer previsões de comportamentos futuros.

No Cap. 2 apresentamos uma coletânea dos principais conceitos e definições

utilizados no estudo da dinâmica dos sistema considerados neste trabalho.
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No Cap. 3 fazemos o estudo de um acoplamento simétrico de três mapas quadrá-

ticos. Baseado em nossa pesquisa bibliográfica, acreditamos que o acoplamento pro-

posto ainda não se encontra na literatura. Para este sistema discreto, mostramos que

ele apresenta dois tipos de rota para o caos, uma via dobramento de peŕıodo e outra

via quase-periodicidade. Também determinamos os locais no espaço de parâmetros

onde nascem os movimentos periódicos, quase-periódicos, caóticos e hipercaóticos

para o sistema em questão.

No Cap. 4 estudamos o sistema de Lorenz-Stenflo [3], que consiste num con-

junto de quatro equações diferenciais autônomas de primeira ordem, não lineares,

e que é uma generalização do sistema de Lorenz. Alguns resultados envolvendo o

sistema de Lorenz-Stenflo podem ser encontrados na literatura [4, 5, 6, 7, 8], onde

considerou-se apenas a variação de um parâmetro, com os outros três mantidos fi-

xos. Na Ref. [4], por exemplo, aparecem vários tipos de soluções caóticas e periódicas

quando o parâmetro r é variado, com os outros três mantidos fixos. A caracterização

dos estados é feita utilizando séries temporais, diagramas no espaço de fase e es-

pectro de potências. Nas Refs. [5, 7] são apresentados resultados envolvendo as

bifurcações que o sistema de Lorenz-Stenflo apresenta quando r e s são variados e

σ e b mantidos fixos. No caso das bifurcações encontrados com a variação de r, os

resultados assemelham-se com os obtidos para o sistema de Lorenz. Para a variação

do parâmetro s encontram-se outros tipos de bifurcação que não estão presentes

no sistema de Lorenz. Uma análise anaĺıtica e numérica detalhada como também

outros comportamentos caóticos interessantes do sistema de Lorenz-Stenflo podem

ser encontrados na Ref. [6], onde mostra-se que quando o parâmetro s é pequeno, o

comportamento do sistema assemelha-se ao do sistema de Lorenz. Para valores de

s grandes, observa-se janelas periódicas a partir de diferentes tipos de bifurcações.

Na Ref. [8] alguns resultados são obtidos quando o parâmetro b é variado, com σ,

r e s fixos. Regiões caóticas e periódicas são caracterizadas utilizando espectro de

potências, mapas de Poincaré e expoentes de Lyapunov.

Como mencionado, neste trabalho também estudamos o sistema de Lorenz-

Stenflo. Determinamos analiticamente os locais no espaço de parâmetros onde ocor-

rem as bifurcações do tipo forquilha e Hopf, a partir dos pontos de equiĺıbrio do sis-

tema. Também constrúımos numericamente um espaço bidimensional de parâmetros,

com o objetivo de verificar os resultados anaĺıticos, e determinar os locais onde nas-

cem os movimentos caóticos e regulares do sistema.

2



Por fim, no Cap. 5 apresentamos as conclusões.
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Caṕıtulo 2

Breve Revisão Teórica

Neste caṕıtulo fazemos uma coletânea das principais definições e conceitos que utili-

zaremos neste trabalho. Tais definições e conceitos, bem como as figuras, foram na

sua grande maioria extráıdos das Refs. [9] e [10].

2.1 Sistemas Dinâmicos

Um sistema dinâmico pode ser representado por um conjunto de equações que mostra

a evolução do sistema conforme o tempo passa. O tempo pode tanto ser uma variável

cont́ınua, quanto uma variável discreta. Um exemplo de sistema dinâmico no qual o

tempo é uma variável cont́ınua, é um sistema de n equações diferenciais ordinárias,

autônomas, de primeira ordem, dado por

dx(1)

dt
= F1(x

(1), x(2), ..., x(n)),

dx(2)

dt
= F2(x

(1), x(2), ..., x(n)), (2.1)

...
dx(n)

dt
= Fn(x

(1), x(2), ..., x(n)),

que pode ser escrito de forma compacta, utilizando notação vetorial, como

d�x(t)

dt
= �F [�x(t)], (2.2)

onde �x é um vetor n-dimensional e �F uma função da variável �x. Este conjunto

de equações representa um sistema dinâmico pois, para um estado inicial �x(0), em
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prinćıpio podemos sempre resolver as equações e obter o estado �x(t) do sistema para

qualquer t > 0. A Fig. 2.1 mostra o caminho seguido pelo sistema quando ele evolui

no tempo, para o caso em que n = 3. O espaço (x(1), x(2), x(3)) da figura, gerado pelas

variáveis do sistema, é chamado espaço de fase ou espaço das variáveis. O caminho

seguido pelo sistema no espaço de fase, quando ele evolui no tempo, é chamado órbita

ou trajetória. Para sistemas dinâmicos de tempo cont́ınuo é comum referir-se a estas

órbitas como fluxos.

Fig. 2.1: Órbita em um espaço de fase tridimensional.

No caso de sistemas discretos, o tempo assume valores inteiros, ou seja, t =

1, 2, 3, . . . . Um exemplo de um sistema dinâmico a tempo discreto é um mapa, o

qual escrevemos na forma vetorial como

�xt+1 = �M(�xt) (2.3)

onde �xt = (x
(1)
t , x

(2)
t , ... , x

(n)
t ) é um vetor n-dimensional e �M uma função de �xt.

Dado um estado inicial �x0, obtemos o estado em t = 1 fazendo �x1 = �M(�x0). Tendo

determinado �x1, determinamos �x2 fazendo �x2 = �M(�x1), e assim sucessivamente.

Assim, dada uma condição inicial �x0, geramos a órbita (ou trajetória) seguida pelo

sistema a tempo discreto: �x0, �x1, �x2, . . . .

Um sistema dinâmico a tempo cont́ınuo pode ser reduzido a um sistema dinâmico

a tempo discreto, utilizando-se uma técnica chamada Método da Seção de Poincaré,

que passamos a descrever. Sejam n equações diferenciais ordinárias, autônomas, de

primeira ordem (Eq. (2.2)). O Mapa de Poincaré representa uma redução deste fluxo

5



no espaço n-dimensional a um mapa no espaço (n − 1)-dimensional. Para ilustrar

o método, fazemos n = 3. Na Fig. 2.2 a seção de Poincaré é o plano bidimensional

Fig. 2.2: Seção de Poincaré

x(3) = K. Os pontos A e B representam duas intersecções sucessivas da trajetória

seguida pelo sistema com a seção. O ponto A determina a posição do ponto B, pois

A pode ser usado como condição inicial na Eq. (2.2) para determinar B. Da mesma

forma, B determina A se voltarmos o tempo na mesma equação, usando B como

condição inicial. Assim, o mapa de Poincaré nesta ilustração é a seqüência de pontos

nos quais o fluxo intercepta a seção de Poincaré, e representa um mapa bidimensional

inverśıvel que transforma as coordenadas (x
(1)
n , x

(2)
n ) da i-ésima perfuração da seção,

nas coordenadas (x
(1)
n+1, x

(2)
n+1) da perfuração (i + 1).

2.2 Atratores

Em sistemas Hamiltonianos, tais como aqueles obtidos a partir das equações de Ha-

milton para o movimento de part́ıculas na ausência de forças dissipativas, o volume

no espaço de fase é conservado quando o sistema evolui no tempo. Tais sistemas

são chamados conservativos. Se o fluxo não preservar o volume do espaço de fase, o

sistema é dito dissipativo. Um conceito importante na dinâmica de sistemas dissi-

6



pativos, é o conceito de atrator. Um atrator é um conjunto invariante no espaço de

fase, para o qual órbitas próximas convergem depois de um tempo suficientemente

longo. Para exemplificar atratores, consideramos o oscilador harmônico amortecido

modelado pela equação

d2y

dt2
+ ν

dy

dt
+ ω2y = 0. (2.4)

Uma trajetória t́ıpica no espaço de fase (x(1) = y, x(2) = dy

dt
) é mostrada na Fig. 2.3(a).

Nela vemos que, quando o sistema evolui no tempo, a órbita espirala para a origem.

Neste caso a origem x(1) = x(2) = 0 é o atrator do sistema dinâmico. Outra trajetória

t́ıpica aparece ilustrada na Fig. 2.3(b), que mostra o caso em que o atrator é um ciclo

limite (linha tracejada). A condição inicial α, fora do ciclo limite, gera uma órbita

que com o tempo espirala para a linha tracejada, sobre a qual o sistema circula em

movimento periódico no limite em que t → ∞. Similarmente, a condição inicial

Fig. 2.3: Dois exemplos de atratores. (a) O atrator é a origem. (b) O atrator é a curva fechada

tracejada.

β dentro do ciclo limite gera uma órbita que espirala para o ciclo limite de dentro

para fora, assintóticamente, aproximando-se da linha tracejada. Neste caso a curva

fechada tracejada é o atrator. Um exemplo de sistema que apresenta um ciclo limite

como atrator, da forma ilustrada na Fig. 2.3(b), é aquele modelado pela equação de

van der Pol [9]

d2y

dt2
+ (y2 − η)

dy

dt
+ ω2y = 0, (2.5)

proposta em 1920 como um modelo para um circuito oscilante em um tubo de vácuo.

7



Os conceitos de dissipação e conservação da energia total aplicam-se também

para sistemas discretos (mapas). Um mapa n-dimensional conservativo é aquele que

preserva o volume no espaço de fase a cada iterada. Um mapa preserva o volume no

espaço de fase se o módulo do determinante de sua matriz Jacobiana for igual a um,

ou seja, se

|detJ(�x)| ≡

�

�

�

�

�

det

�

∂ �M(�x)

∂�x

��

�

�

�

�

= 1. (2.6)

Se |detJ(�x)| < 1, dizemos que o mapa é dissipativo e, como para o caso de fluxos,

ele pode apresentar atratores. Um exemplo pode ser visto na Fig. 2.4, que ilustra

a seção de Poincaré para um fluxo tridimensional com um ciclo limite. Vemos que

Fig. 2.4: Seção de Poincaré para um fluxo tridimensional cujo atrator é um ciclo limite.

para o mapa de Poincaré bidimensional associado ao sistema cont́ınuo tridimensional,

os pontos A1 e A2 constituem o atrator. Isto quer dizer que a órbita do mapa

�xt+1 = �M(�xt) da seção é a seqüência �x1, �x2,..., constitúıda dos dois pontos A1 e A2.

Voltando à Fig. 2.3, lá podemos observar dois exemplos de atratores. O pri-

meiro, mostrado na Fig. 2.3(a), no qual o atrator é um conjunto de dimensão zero

(um ponto), e o segundo, mostrado na Fig. 2.3(b), no qual o conjunto de atração

tem dimensão um (uma curva fechada). O atrator do mapa de Poincaré mostrado

na Na Fig. 2.4 também tem dimensão zero, pois é constitúıdo pelos dois pontos, A1

8



e A2. Caracteŕıstica da dinâmica caótica é o fato de os atratores possúırem uma di-

mensão não inteira. Na terminologia de Mandelbrot, tais atratores são ditos fractais.

Quando um atrator é fractal, ele é chamado de atrator estranho.

2.3 Dependência Senśıvel nas Condições Iniciais

Uma caracteŕıstica de sistemas que possuem atratores caóticos, é que eles apresentam

dependência senśıvel nas condições iniciais. Consideremos duas condições iniciais

próximas, �x1(0) e �x2(0) = �x1(0) + ∆(0), e imaginemos que elas são evolúıdas no

tempo por um sistema de tempo cont́ınuo, gerando órbitas �x1(t) e �x2(t) como mostra

a Fig. 2.5. Consideremos ainda que, no tempo t, a separação entre as duas órbitas é

∆(t) = �x2(t)−�x1(t). Se a diferença entre as órbitas, |∆(t)|, cresce exponencialmente

com o tempo, ou seja, se |∆(t)| = |∆(0)|eλt com λ > 0, dizemos que o sistema

apresenta dependência senśıvel nas condições iniciais, e é caótico. Esta sensibilidade

Fig. 2.5: Evolução de duas órbitas próximas no espaço de fase.

exponencial de soluções caóticas quer dizer que, quando o tempo evolui, pequenos

erros nas soluções podem crescer rapidamente, exponencialmente, com o tempo.

Assim, depois de algum tempo, efeitos tais como rúıdos podem mudar totalmente a

solução, daquela que ela deveria ser se estes efeitos não estivessem presentes.

Para medir a taxa de divergência de trajetórias e, portanto, quantificar a de-

pendência senśıvel nas condições iniciais, utilizam-se os chamados expoentes de Lya-

punov. Por exemplo para um mapa unidimensional [11], onde a separação entre

as órbitas depois de n iteradas é dada por |δn| = |δ0|e
λn, onde |δ0| é a separação

antes da primeira iterada, uma maneira precisa e útil computacionalmente para

9



o cálculo de λ é obtida fazendo o logaritmo de |δn| = |δ0|e
λn e observando que

δn = fn(x0 + δ0)− fn(x0), o que resulta em

λ =
1

n
ln

�

�

�

�

�

δn

δ0

�

�

�

�

�

=
1

n
ln

�

�

�

�

�

fn(x0 + δ0)− fn(x0)

δ0

�

�

�

�

�

=
1

n
ln |(fn)�(x0)|,

onde fizemos o limite δ0 → 0 no último passo. O termo dentro do logaritmo pode

ser expandido usando a regra da cadeia, resultando

(fn)�(x0) =
n−1
�

i=0

f �(xi).

Teremos portanto o expoente de Lyapunov λ escrito como

λ =
1

n
ln

�

�

�

�

�

n−1
�

i=0

f �(xi)

�

�

�

�

�

=
1

n

n−1
�

i=0

ln |f �(xi)|.

Se esta expressão tem um limite quando n → ∞, definimos este limite como sendo

o expoente de Lyapunov para uma órbita inicializada em x0, ou seja,

λ = lim
n→∞

�

1

n

n−1
�

i=0

ln |f �(xi)|

�

.

É posśıvel identificar o comportamento de um atrator pelo sinal dos expoen-

tes de Lyapunov. No caso de sistemas cont́ınuos, se representarmos um expoente

de Lyapunov positivo por um sinal +, e um expoente de Lyapunov negativo por

um sinal −, podemos caracterizar os estados de um sistema quadridimensional, por

exemplo, baseados no espectro de Lyapunov. Quando o espectro de Lyapunov é do

tipo (+,+, 0,−), o atrator é dito ser hipercaótico [12]. Um atrator hipercaótico é

tipicamente definido como um comportamento caótico com no mı́nimo dois expo-

entes de Lyapunov positivos. A noção de hipercaos foi introduzida por Rössler em

1979 [13], usando para tal um sistema de quatro equações diferenciais ordinárias

de primeira ordem. Quando o espectro de Lyapunov é do tipo (+, 0,−,−) ou
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(+, 0, 0,−), ou seja, com apenas o maior dos expoentes sendo maior do que zero,

o atrator é caótico [14]. No caso de atratores periódicos, o espectro de Lyapu-

nov é representado por: (0, 0, 0,−), (0, 0,−,−) ou (0,−,−,−). Quando a situação

(−,−,−,−) se faz presente, ou seja, quando os quatro expoentes de Lyapunov são

menores do que zero, o sistema é atráıdo para um ponto de equiĺıbrio [12]. Para

sistemas discretos, o atrator é dito periódico se o maior expoente de Lyapunov for

menor do que zero, quase-periódico quando o maior expoente permanece no zero e,

por fim, quando o maior expoente de Lyapunov for maior do que zero o atrator é

caótico. Como acontece com sistemas cont́ınuos, mais de um expoente de Lyapunov

maior do que zero caracteriza um atrator hipercaótico.

2.4 Diagramas de Bifurcação

Qualquer sistema dinâmico que descreva um sistema f́ısico real, geralmente depende

de um ou mais parâmetros. São os chamados parâmetros de controle do sistema.

Um sistema dinâmico pode então ser pensado como uma função desses parâmetros

de controle. Com efeito, o comportamento dinâmico do sistema pode ser modificado

se o valor desses parâmetros for alterado. Os diagramas de bifurcação ilustram

como a dinâmica de um sistema muda quando um parâmetro de controle varia, e

mostram o nascimento, a evolução e a morte dos atratores [15]. Para o caso de

mapas, eles são constrúıdos plotando o comportamento de uma variável x
(i)
t , em

função de um parâmetro µ do sistema. Para o caso de fluxos, diagramas de bifurcação

são geralmente constrúıdos plotando os máximos locais de uma variável xi a cada

peŕıodo. Neste último caso, para cada valor do parâmetro, um único valor de xi

representa um ciclo-1, dois valores de xi um ciclo-2, e assim sucessivamente.

2.5 Espaços de Parâmetros

No caso de mapas, como dissemos acima, um diagrama de bifurcação é um gráfico de

xi
t em função de um parâmetro µ, de onde podemos tirar informações do surgimento

das bifurcações com a variação de µ. Em outras palavras, temos a periodicidade como

uma função do parâmetro. Se usarmos diferentes cores para representar diferentes

peŕıodos, a informação contida no eixo xi
t pode ser colocada em uma linha, ou seja, a

informação contida em um diagrama de bifurcação bidimensional pode ser colocada

11



em uma única linha colorida [16]. Vimos, também acima, que o maior expoente de

Lyapunov pode ser usado como uma medida para caracterizar o comportamento de

um sistema. Assim, calculando o maior expoente de Lyapunov para diferentes va-

lores dos vários parâmetros que controlam determinado sistema, e associando cores

para cada faixa de valores de expoente calculado, podemos obter informações sobre o

sistema em consideração. O resultado final é um mapa colorido, geralmente bidimen-

sional, associando pontos no espaço de parâmetros aos valores do maior expoente do

atrator do sistema [17].
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Caṕıtulo 3

Sistema Discreto

Neste caṕıtulo fazemos um estudo da dinâmica de um acoplamento linear de três

mapas quadráticos. Determinamos numericamente os locais no espaço de parâmetros

onde nascem movimentos periódicos, quase-periódicos, caóticos e hipercaóticos. Adi-

cionalmente usamos diagramas de bifurcação, espectros de expoentes de Lyapunov

e diagramas do espaço de fase, para caracterização dos estados deste sistema parti-

cular.

3.1 O Acoplamento e os Pontos Fixos

Consideramos neste trabalho um acoplamento linear de três mapas quadráticos, mais

especificamente o mapa tridimensional definido pelas equações

xt+1 = a − x2

t + byt,

yt+1 = a − y2

t + bzt, (3.1)

zt+1 = a − z2

t + bxt,

onde xt, yt e zt são variáveis dinâmicas, a é o parâmetro de controle do mapa

quadrático, b é o parâmetro de acoplamento, e t = 1, 2, 3, ... é o tempo discreto.

Para calcular os pontos fixos do sistema (3.1), fazemos xt+1 = xt = x, yt+1 = yt = y

e zt+1 = zt = z, obtendo

a − x2 + by − x = 0,

a − y2 + bz − y = 0, (3.2)

a − z2 + bx − z = 0.

13



A solução do sistema de equações (3.2) dá como resultado um mesmo polinômio de

grau 8 para cada uma das variáveis x, y e z, que escrevemos, para a variável x, na

forma

Ax8 + Bx7 + Cx6 + Dx5 + Ex4 + Fx3 + Gx2 + Hx + I = 0, (3.3)

onde

A = −1,

B = −4,

C = 4a − 2b − 6,

D = −12a − 6b − 4,

E = −6a2 + (2b2 + 6b + 12)a − b3 − b2 − 6b − 1,

F = −12a2 + (4b2 + 12b + 4)a − 2b3 − 2b2 − 2b,

G = 4a3 − (4b2 + 6b + 6)a2 + b(4b2 + 4b + 6)a − b2(b2 + b + 1),

H = 4a3 − b(4b + 6)a2 + b2(4b + 2)a + b4(b3 − 1),

I = −a4 + b(2b + 2)a3 − b2(b2 + 3b + 1)a2 + b4(b2 + b + 1)a.

O polinômio (3.3) pode ser fatorado, resultando

−x2 + (−1 + b) x + a = 0 (3.4)

e

−x6 + (−3− b)x5 + (3 a − 3− 4 b − b2)x4 +

(2 ba − b3 − 5 b − 3 b2 + 6 a − 1)x3 +

(3 b2a − 3 b2 + 3 a − 2 b − 3 b3 + 6 ba − b4 − 3 a2)x2 +

(2 b3a + 4 b2a + 4 ba − b5 − 3 a2 − ba2 − 2 b4 − 2 b3 − b2 )x

−b5 + a3 − b4 − b6 + 3 b3a + b4a − 2 b2a2 + b2a − 2 ba2 = 0. (3.5)

O polinômio de grau 2 para a variável x possui como soluções

x1 =
b − 1

2
+

√
1− 2 b + b2 + 4 a

2
(3.6)

e

x2 =
b − 1

2
−

√
1− 2 b + b2 + 4 a

2
. (3.7)
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Soluções análogas são obtidas quando as variáveis y e z são consideradas. Os resul-

tados para estas variáveis são

y1 = z1 =
b − 1

2
+

√
1− 2 b + b2 + 4 a

2
, (3.8)

y2 = z2 =
b − 1

2
−

√
1− 2 b + b2 + 4 a

2
. (3.9)

O polinômio (3.5), de grau 6, não possue solução algébrica, como se sabe. Na busca

por algum resultado anaĺıtico exato para o problema em estudo, centramos nossa

atenção a partir de agora nos pontos fixos

(xf , yf , zf ) = (x1, y1, z1)

e

(xf , yf , zf ) = (x2, y2, z2).

Para verificar a estabilidade de cada um dos pontos fixos, calculamos os autovalores

da matriz Jacobiana associada a cada um deles. Por definição, a matriz Jacobiana

J do mapa �f no ponto �p é dada por:

J =









∂f1

∂x1

�(p) · · · ∂f1

∂xm

�(p)
...

. . .
...

∂fm

∂x1

�(p) · · · ∂fm

∂xm

�(p)









.

Para o mapa (3.1), obtemos

J =









−2x b 0

0 −2y b

b 0 −2z









. (3.10)

Independentemente do ponto fixo, seja ele (x1, y1, z1) ou (x2, y2, z2), a equação ca-

racteŕıstica para o cálculo dos autovalores, obtida fazendo det(J − λI) = 0, é dada

por

−λ3 − 3(b + β − 1)λ2 +−6
�

b2 + (β − 2)b − β + 2a + 1
�

λ −
3
�

b3 + (β − 4) b2 + (−2β + 4a + 4) b + β − 4a
�

− β3 + 4 = 0, (3.11)

onde

β2 = 1− 2b + b2 + 4a.
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Vemos, portanto, que a equação caracteŕıstica (3.11) é uma equação cúbica em λ e,

sendo assim, possui solução anaĺıtica exata. No entanto, as soluções (as três ráızes)

são expressões muito extensas, bastante complicadas, e de dif́ıcil interpretação, o que

inviabiliza o tratamento anaĺıtico pretendido. Resta então utilizarmos procedimentos

numéricos para caracterizar os estados do sistema (3.1), o que passamos a fazer a

partir de agora.

3.2 O Espaço de Parâmetros

O espaço de parâmetros (b,a) do sistema (3.1) é mostrado na Fig 3.1. Para sua

construção utilizamos uma malha de 350 × 350 pontos igualmente espaçados. Em

-1 -0,5 0 0,5 1

b

0

0,5

1

1,5

2

a

1

2

3

4

79

1113

A

B

∞

∞

∞

Fig. 3.1: Espaço de parâmetro para o mapa (3.1) com −0, 4 < a < 2 e −1 < b < 1. Nesta e

nas figuras similares, regiões de diferentes peŕıodos são identificadas por diferentes tonalidades. Os

números indicam os peŕıodos dos atratores.

outras palavras, dividimos cada um dos intervalos de a e b em 350 partes. Para cada

uma das posśıveis combinações de a e b, consideramos a condição inicial (x0, y0, z0) =

(0, 01, 0, 005, 0, 02) e iteramos o mapa, descartando as 50000 primeiras iteradas para
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eliminar o comportamento transiente. São guardados os últimos valores de x, y e z,

que denominamos x1, y1 e z1. A periodicidade foi determinada utilizando um algo-

ritmo de duas partes. (i) Iniciando o sistema após o transiente com (x1, y1, z1), ele

segue uma das duas seguintes possibilidades: se o sistema convergir para o atrator

em −∞ ou ∞, tentamos 500 novas inicializações, aumentando x1, y1 e z1 em 1/500

a cada vez. Se o sistema ainda divergir após estas 500 novas tentativas de inicia-

lizações, o cálculo é considerado completo, e o ponto (b,a) é pintado com alguma

cor correspondendo ao atrator no infinito (o sistema diverge). Se após um número

Nmax de iteradas o sistema não divergir, entra o segundo passo do algoritmo. (ii)

Este passo determina se as trajetórias não divergentes são periódicas ou caóticas. As

trajetórias são consideradas periódicas, de peŕıodo k, se tivermos |x1 − x1+k| < �,

|y1 − y1+k| < � e |z1 − z1+k| < � com � sendo um número pequeno. No nosso caso

� = 10−6, e 1 < k < 50. Se nenhuma periodicidade for detectada, passamos ao

calculo do espectro de Lyapunov, com o objetivo de caracterizar o estado do sistema

como caótico, hipercaótico ou quase-periódico. Se os dois maiores expoentes resul-

tarem maiores do que zero, o sistema é dito hipercaótico e o ponto (b,a) é pintado

com uma cor representando hipercaos. Se apenas o maior expoente for maior que

zero, o ponto é pintado com uma outra cor, que representa caos. Se o sistema não

é caótico, nem hipercaótico, então ele é quase-periódico. A quase-periodicidade é

caracterizada pela permanência do maior expoente de Lyapunov no valor zero.

No espaço de parâmetros da Fig. 3.1, branco indica valores de parâmetros para

os quais o sistema diverge, cinza indica quase-periodicidade, violeta indica caos e

laranja indica hipercaos. Regiões de diferentes periodicidades são indicadas pelos

números inteiros, os quais indicam o peŕıodo da respectiva região. Todos os peŕıodos

acima de 12 estão representados em preto.

Nos diagramas da Fig. 3.2 são apresentadas ampliações das regiões internas

às caixas A e B da Fig. 3.1. Observamos da análise das Figs. 3.1 e 3.2, que o

sistema (3.1) apresenta duas rotas para o caos, uma por dobramento de peŕıodo e

outra via quase-periodicidade. A rota para o caos via dobramento de peŕıodo é do

tipo 1 × 2n, com n = 0, 1, 2, . . . , é t́ıpica do mapa quadrático, e continua existindo

mesmo com o acoplamento. Este tipo de bifurcação é caracterizado por autovalores

da matriz Jacobiana igual a −1. A rota para o caos via quase-periodicidade é iniciada

numa bifurcação de Naimark-Sacker [18], a qual é caracterizada por autovalores da

matriz Jacobiana complexo-conjugados, de módulo igual a unidade. Na Fig. 3.1
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Fig. 3.2: Ampliação das regiões internas às caixas A e B da Fig. 3.1 onde (a) 1, 30 ≤ a ≤ 1, 56 e

−0, 2 ≤ b ≤ 0, 1 e (b) 0, 4 ≤ a ≤ 0, 9 e 0, 25 ≤ b ≤ 0, 5.

podemos conferir duas dessas rotas, uma originada a partir de uma órbita de peŕıodo

um, e outra originada de uma órbita de peŕıodo 2. O movimento quase-periódico,

como se sabe, é caracterizado por curvas fechadas no espaço de fase, as quais surgem

da desestabilização de órbitas periódicas estáveis.

Na ampliação da Fig. 3.2(b) podemos observar com mais clareza estruturas

periódicas imersas na região de quase-periodicidade. São as chamadas ĺınguas de

Arnold, t́ıpicas do mapa do ćırculo [19]. Na Fig. 3.2(a) notamos ainda que o mo-

vimento quase-periódico nasce também de outros peŕıodos, como 4, 8, sendo carac-

terizados respectivamente por quatro e oito curvas fechadas no espaço de fase. Se

fizermos mais e mais ampliações na Fig. 3.2(a), mais e mais regiões quase-periódicas

originadas de regiões de peŕıodo 16, 32, . . . aparecerão, caracterizadas por dezesseis,

trinta e dois, . . . curvas fechadas no espaço de fase.
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3.3 Diagrama de Bifurcação, Expoentes de Lya-

punov e Espaços de Fase

Nas Figs. 3.3(a) e 3.3(b) vemos diagramas de bifurcação (variável x) juntamente

com os correspondentes espectros de expoentes de Lyapunov para o mapa (3.1). A

Fig. 3.3(a) foi gerada considerando b = 0, 4165 e 0, 3 < a < 0, 9, que corresponde

-1,5
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0

0,5
1

1,5

x

0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

a
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x

0,58 0,6 0,62 0,64 0,66 0,68 0,7

a

-2

-1,5

-1

-0,5

0

λ

(b)

Fig. 3.3: Diagramas de bifurcação mostrando a variável x e espectros de expoentes Lyapunov para

o mapa (3.1) com b = 0, 4165. (a) 0, 3 < a < 0, 9. (b) Ampliação da região 0, 57 < a < 0, 72.

aos pontos da reta tracejada desenhada na Fig. 3.1, enquanto a Fig. 3.3(b) é uma

ampliação da região 0, 57 < a < 0, 72. Em ambos os casos utilizamos como condição

inicial (x0, y0, z0) = (0, 01, 0, 005, 0, 02), e dividimos o eixo do parâmetro a em 103

intervalos iguais. Para cada um dos diagramas de bifurcação foram plotados 60

pontos para cada valor do parâmetro a, após um transiente de 5 × 104 iteradas. A

média envolvida no cálculo dos expoentes de Lyapunov foi efetuada considerando

106 iteradas.

Caminhando ao longo da linha tracejada b = 0, 4165, desenhada na Fig. 3.1,

no sentido do crescimento de a, vemos que inicialmente o sistema tem peŕıodo um,

com um atrator representativo aparecendo na Fig. 3.4(a). Nesta região do ponto

fixo, os três expoentes de Lyapunov são menores que zero. Em a = 0, 342 ocorre

uma bifurcação de Naimark-Sacker, o maior expoente vai a zero, lá permanecendo
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Fig. 3.4: Oito trajetórias no espaço de fase tridimensional, para b = 0, 4165. (a) Ponto fixo, para

a = 0, 33. (b) Quase-periodicidade, para a = 0, 36. (c) Quase-periodicidade, para a = 0, 57. (d)

Peŕıodo 9, para a = 0, 70. (e) Peŕıodo 72, para a = 0, 706. (f) Quase-periodicidade para a = 0, 707.

(g) Caos, para a = 0, 71. (h) Hipercaos, para a = 0, 73.
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até a = 0, 576. Como consequência, uma curva fechada invariante aparece no espaço

de fase, exemplos da qual podem ser vistos nas Figs. 3.4(b) e 3.4(c). Aumentando

mais ainda o valor do parâmetro a, encontramos novamente uma região periódica,

agora de peŕıodo 9. Os expoentes de Lyapunov voltam todos a ser menores do

que zero. Esta região corresponde a ĺıngua de peŕıodo 9, cujo atrator aparece na

Fig. 3.4(d), e que pode ser conferida nas Figs. 3.1 e 3.2(b), e que é seguida por

regiões de peŕıodos 18, 36 e 72. Um atrator correspondendo a esta última região é

mostrado na Fig. 3.4(e). Depois desta pequena cascata finita de bifurcações, ocorre

novamente uma bifurcação de Naimark-Sacker, agora a partir de uma órbita de

peŕıodo 72. Como consequência, 72 curvas fechadas aparecem no espaço de fase. O

atrator correspondente é mostrado na Fig. 3.4(f), e o maior expoente de Lyapunov

volta ao zero. Aumentando mais o parâmetro a, encontramos caos e hipercaos, em

a = 0, 708 e a = 0, 715, respectivamente. Durante o estado de movimento caótico,

somente o maior expoente de Lyapunov é maior do que zero, enquanto no hipercaos,

o maior e o segundo maior são maiores que zero. As Figs. 3.4(g) e 3.4(h) mostram um

atrator caótico e um hipercaótico, respectivamente. Para o atrator caótico o maior e

o segundo maior expoentes de Lyapunov valem 0,04 e -0,02, respectivamente. Para

o atrator hipercaótico os valores correspondentes são 0,11 e 0,02.

3.4 Bacias de Atração

O conjunto de todas as posśıveis condições iniciais que convergem para um mesmo

atrator, é chamado bacia de atração daquele atrator. A partir de agora, vamos ve-

rificar alterações que eventualmente possam ocorrer na bacia de atração, quando o

sistema (3.1) passa de um estado caótico para um hipercaótico. Para um sistema

tridimensional, a consideração de um conjunto de condições iniciais (x0,y0,z0) gera

um cubo de condições iniciais. É mais conveniente estudar seções bidimensionais

deste cubo, o que fazemos aqui. Nas Figs. 3.5(a)-3.5(d) são mostradas, por exemplo,

seções de bacias de atração para estados caótico e hipercaótico, para pontos próximo

da fronteira onde ocorre a transição caos-hipercaos, para b = 0, 43. Nas Figs. 3.5(a)

e 3.5(b), as condições iniciais que levam ao atrator caótico (hipercaótico) são repre-

sentadas em branco, enquanto as condições iniciais que levam ao infinito são pintadas

na cor cinza. A Fig. 3.5(a) mostra uma seção da bacia de atração para z0 = 1, 25 e

a = 0, 707, ou seja, para um ponto do espaço de parâmetros (b,a) dentro da região
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Fig. 3.5: Seções de bacias de atração para atratores caótico e hipercaótico. (a) Caos, para a = 0, 707

e z0 = 1, 25. (b) Hipercaos, para a = 0, 722 e z0 = 1, 25. (c) Caos, para a = 0, 707 e z0 = −1, 25. (d)

Hipercaos, para a = 0, 722 e z0 = −1, 25. A cor branca corresponde a caos ou hipercaos, enquanto

a cor cinza corresponde a divergência. Transiente igual a 5× 104 e b = 0, 43.

caótica. A Fig. 3.5(b) por sua vez, mostra uma seção da bacia de atração para

z0 = 1, 25 e a = 0, 722, agora para um ponto (b,a) dentro da região hipercaótica.

Uma análise cuidadosa de ambas as figuras permite concluir que o número de pon-

tos da bacia de atração do atrator hipercaótico é maior que o número de pontos

da bacia do atrator caótico, ou seja, a seção da bacia de atração aumenta quando

o sistema bifurca, passando de um estado caótico para outro, hipercaótico. Con-

clusão idêntica é posśıvel, quando tomamos por base as Figs. 3.5(c) e 3.5(d), para as

quais z0 = −1, 25. É importante notar, no entanto, que este resultado não pode ser

generalizado, uma vez que se considerou apenas um único valor para o parâmetro b.
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Caṕıtulo 4

Sistema Cont́ınuo

Neste caṕıtulo fazemos um estudo da dinâmica de um sistema cont́ınuo quadridi-

mensional, a saber o sistema de Lorenz-Stenflo [3]. Há alguns resultados dispońıveis

na literatura [4, 5, 6, 7, 8], envolvendo o sistema de Lorenz-Stenflo, todos eles con-

siderando a variação de apenas um parâmetro, mantendo outros três fixos. Aqui

determinamos analiticamente os locais num espaço de parâmetros quadridimensio-

nal onde ocorrem as bifurcações do tipo forquilha e Hopf, a partir dos pontos de

equiĺıbrio. Fixando dois dos parâmetros, constrúımos numericamente um espaço

de parâmetros bidimensional, com o objetivo de verificar os resultados anaĺıticos,

e determinar os locais onde nascem os movimentos caóticos e regulares do sistema.

Diagramas de bifurcação, espectros de expoentes de Lyapunov, e projeções tridimen-

sionais de espaços de fase são também utilizados para corroborar os resultados.

4.1 O Sistema de Lorenz-Stenflo

O sistema de Lorenz [2] é um dos mais tradicionais no estudo de fenômenos não

lineares. Ele foi um dos primeiros modelos a apresentar caos, tendo sido utilizado

na descrição de efeitos atmosféricos, simulado pelo experimento no qual um fluido

é confinado entre duas placas mantidas a temperaturas diferentes. O sistema de

Lorenz consiste num conjunto de três equações diferenciais autônomas de primeira
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ordem, dado por

Ẋ = −σ(X − Y ),

Ẏ = rX − Y −XZ, (4.1)

Ż = XY − bZ,

onde X(t) é proporcional a intensidade da convecção atmosférica, Y (t) é proporcio-

nal à diferença de temperatura entre as correntes ascendente e descendente, Z(t) é

proporcional a distorção do perfil de temperatura vertical, relativamente a um perfil

linear, b = 4/(1 + a2), onde a é o quociente entre a distância entre as placas e a

largura do rolo de convecção, σ = µ/κ, onde µ é a viscosidade e κ é a condutividade

térmica, e r = R/Rc é o número de Rayleigh relativo, onde R = gαH3∆T/µκ, α

sendo o coeficiente de expansão térmica, g a aceleração da gravidade, H a separação

entre as placas, e ∆T a diferença de temperatura entre elas. Lorenz chegou ao resul-

tado (4.1) resolvendo as equações da hidrodinâmica que descrevem o comportamento

do fluido.

Stenflo [3] considerou o efeito da rotação no mesmo problema estudado por

Lorenz, obtendo um conjunto de quatro equações diferenciais dado por

Ẋ = −σ(X − Y ) + sV,

Ẏ = rX − Y −XZ,

Ż = XY − bZ, (4.2)

V̇ = −X − σV,

onde V (t) e s são a nova variável e o novo parâmetro, introduzidos para representar

os efeitos rotacionais. O parâmetro s é chamado número de rotação e a variável V (t)

descreve a rotação do fluxo. O sistema (4.2) descreve perturbações acústicas gravita-

cionais de baixa frequência e curto comprimento de onda na atmosfera, considerando

o efeito de rotação da terra.

4.2 Simetria e Dissipação

É fácil ver que o sistema (4.2) apresenta simetria em relação ao eixo z. Para isto,

basta fazermos a transformação de coordenadas

(x, y, z, v)→ (−x,−y, z,−v), (4.3)
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que obtemos novamente o sistema (4.2).

Como vimos no Cap. 2, sistemas dinâmicos dissipativos levam naturalmente

ao conceito de atrator. O termo dissipativo quer dizer que, um arbitrário elemento

de volume V limitado por alguma superf́ıcie fechada S no espaço de fase, contrai

quando o sistema evolui no tempo. Definindo um campo vetorial F = (ẋ, ẏ, ż, v̇), a

dissipação do sistema pode ser calculada pela divergência do campo vetorial F , dada

por

�∇ · �F =
∂ẋ

∂x
+

∂ẏ

∂y
+

∂ż

∂z
+

∂v̇

∂v
. (4.4)

Para o sistema (4.2),

�∇ · �F = −1− b− 2σ < 0, (4.5)

pois b e σ são maiores que zero. Desta forma, conclúımos que o sistema (4.2) é dissi-

pativo, pois �∇ · �F < 0. Isto implica no fato de as trajetórias do sistema convergirem

sempre para um atrator.

4.3 Análise de Estabilidade dos Pontos de Equiĺıbrio

Para obter os pontos de equiĺıbrio do sistema (4.2) fazemos

Ẋ = −σ(X − Y ) + sV = 0,

Ẏ = rX − Y −XZ = 0,

Ż = XY − bZ = 0, (4.6)

V̇ = −X − σV = 0.

Resolvendo o sistema (4.6), obtemos P0 = (0, 0, 0, 0), o chamado ponto trivial, e os

pontos P1 = (X+, Y+, Z
∗, V+) e P2 = (X−, Y−, Z

∗, V−), onde

X± = ±

�

bZ∗

( s

σ2 + 1)
,

Y± = ±

�

bZ∗(1 +
s

σ2
),

Z∗ = r − 1−
s

σ2
,

V± = −
X±

σ
.
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A matriz Jacobiana para o sistema (4.2) é dada por

J =



















−σ σ 0 s

r − Z −1 −X 0

Y X −b 0

−1 0 0 −σ



















. (4.7)

Consequentemente, a equação caracteŕıstica, encontrada fazendo det(J − λI) = 0,

onde I é a matriz identidade, é dada por:

λ4 + Aλ3 +Bλ2 + Cλ+D = 0, (4.8)

onde

A = 2σ + b+ 1,

B = b+X2 + σ2 + 2bσ + σZ + s− σr + 2σ,

C = 2bσ + 2X2σ + σ2 + Y σX + s− rbσ + sb+ σ2b+ bZσ − σ2r + σ2Z,

D = σ2bZ + sb+ σ2b+ Y σ2X + σ2X2 + sX2 − σ2br.

Algumas conclusões a respeito da estabilidade dos pontos de equiĺıbrio podem ser

tiradas dos coeficientes do polinômio (4.8). Fazemos este estudo usando o critério

de estabilidade de Routh-Hurwitz [18]. O critério de Routh-Hurwitz é um método

que serve para determinar se um sistema é estável, ou não, apenas examinando os

coeficientes da equação caracteŕıstica do sistema, calculada em cada um dos pontos

de equiĺıbrio. É importante salientar que o método não envolve o cálculo expĺıcito

das ráızes.

Seja a equação caracteŕıstica

D(s) = anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0 = 0. (4.9)

Para determinar se o sistema é estável ou não, checamos duas condições:

1. Duas condições necessárias, mas não suficientes, para todas as ráızes possúırem

parte real negativa são:

(a) Todos os coeficientes do polinômio devem ter o mesmo sinal.

(b) Todos os coeficientes do polinômio devem ser diferentes de zero.

Se a condição (1) for satisfeita, então calculamos a série de Routh-Hurwitz como

segue:
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λn an an−2 an−4 · · ·

λn−1 an−1 an−3 an−5 · · ·

λn−2 b1 b2 b3 · · ·

λn−3 c1 c2 c3 · · ·

λn−4
...

...
...

...

λ1

λ0

onde os a�
i
s são os coeficientes polinomiais e os coeficientes no restante da tabela são

calculados usando os seguintes modelos:

b1 =
−1

an−1

	

	

	

	

	

an an−2

an−1 an−3

	

	

	

	

	

=
−1

an−1

(anan−3 − an−2an−1),

b2 =
−1

an−1

	

	

	

	

	

an an−4

an−1 an−5

	

	

	

	

	

=
−1

an−1

(anan−5 − an−4an−1),

b3 =
−1

an−1

	

	

	

	

	

an an−6

an−1 an−7

	

	

	

	

	

=
−1

an−1

(anan−7 − an−6an−1),

c1 =
−1

b1

	

	

	

	

	

an−1 an−3

b1 b2

	

	

	

	

	

=
−1

b1
(b2an−1 − an−3b1),

c2 =
−1

b1

	

	

	

	

	

an−1 an−5

b1 b3

	

	

	

	

	

=
−1

b1
(b3an−1 − an−5b1).

2. A condição necessária para todas as ráızes possúırem parte real negativa, é que

todos os elementos da primeira coluna da série devem possuir o mesmo sinal. O

número de mudanças de sinal é igual ao número de ráızes com parte real positiva.

O critério de Routh-Hurwitz possui ainda um caso especial [20], que contempla

a situação na qual todos os elementos de uma mesma linha são zeros. Neste caso

o polinômio possui um par de ráızes puramente imaginárias. A linha nula sempre

ocorrerá associada com uma potência ı́mpar de λ.

Para o ponto P0 = (0, 0, 0, 0), a Eq. (4.8) fatorada transforma-se para




λ3 + (1 + 2σ)λ2 + (−σ r + σ2 + 2σ + s)λ+ σ2(1− r) + s
�

(λ+ b) = 0. (4.10)
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Logo, λ = −b é um autovalor para o ponto P0. Para encontrar os outros autovalores

precisamos resolver a equação

λ3 + (1 + 2σ)λ2 + (−σ r + σ2 + 2σ + s)λ+ σ2(1− r) + s = 0, (4.11)

que pode ser reescrita como

a3λ
3 + a2λ

2 + a1λ+ a0 = 0,

onde

a3 = 1,

a2 = 1 + 2σ,

a1 = 2σ + s− σr + σ2,

a0 = −σ2r + s+ σ2.

As três ráızes são expressões complicadas envolvendo os parâmetros r, σ e s, a

partir das quais conclusões são dif́ıceis de se tirar. Preferimos aqui, de maneira

alternativa, aplicar o Método de Routh-Hurwitz. Para a condição 1. (a) ser satisfeita,

2σ + s− σr + σ2 > 0 e −σ2r + s+ σ2 > 0, que resolvidas para r fornecem

r < 1 +
s

σ2
(4.12)

e

r < 2 + σ +
s

σ
. (4.13)

Para o caso presente, a condição 1. (a) sendo satisfeita, a condição 1. (b) é automa-

ticamente satisfeita. Uma vez satisfeita a condição 1., calculamos os demais termos

da série de Routh-Hurwitz,

b1 = −
σ2r − 4σ2 + σ r − 2σ3 − 2σ − 2 sσ

1 + 2σ
,

b2 = 0,

c1 = −σ2r + σ2 + s,

c2 = 0,

que pode então ser constrúıda, resultando

λ3 1 2σ + s− σr + σ2

λ2 1 + 2σ −σ2r + s+ σ2

λ1 2σ3 +−(r − 4)σ2 − (−2− 2 s+ r)σ/1 + 2σ 0

λ0 −σ2r + σ2 + s 0.

28



Aplicando a condição 2. do critério de Routh-Hurwitz, encontramos uma nova

condição para o parâmetro r que, juntamente com as Eqs. (4.12) e (4.13) dão as

condições de estabilidade da origem, em termos de b, σ, s e r, as quais são dadas por

r < 1 +
s

σ2
, r < 2 + σ +

s

σ
e r < 2(σ + 1 +

s

σ + 1
).

Quando r passa do valor cŕıtico dado por r = 1 + s

σ2 , a origem deixa de ser estável,

em virtude de uma bifurcação do tipo forquilha. Em decorrência desta bifurcação,

os novos pontos de equiĺıbrio P1 e P2 surgem.

Passamos agora a analisar a estabilidade desses dois novos pontos. A equação

caracteŕıstica para qualquer dos pontos P1 e P2 é dada por

a4λ
4 + a3λ

3 + a2λ
2 + a1λ+ a0 = 0,

onde agora

a4 = 1,

a3 = b+ 2σ + 1,

a2 = σ5 + (1 + 2b)σ4 + (2s+ br)σ3 + 2bσ2s+ s2σ − s2/σ(s+ σ2),

a1 = bσ5 + b(3r − 2)σ4 + 2sbσ3 + b(r − 4)sσ2 + bs2σ − 2bs2/σ(s+ σ2),

a0 = 2b(−s+ (r − 1)σ2).

Aplicando a condição 1. do critério de Routh-Hurwitz, obtemos

r > −(s+ σ2)(σ s− s+ σ3 + 2σ2b+ σ2)/bσ3,

r > −(σ − 2)(s+ σ2)2/σ2(s+ 3σ2),

r > s/σ2 + 1.
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Calculando os coeficientes da série de Routh-Hurwitz, ganhamos

b1 = (2σ6 + (4b+ 3)σ5 + (5b− br + 1 + 2b2 + 4s)σ4 + (br + 4bs+ 2s+ b2r)σ3 +

(2s− rb+ 2b2 + 6b)sσ2 − s2σ + s2(b− 1))/σ(s+ σ2)(2σ + b+ 1),

b2 = 2b(−s+ σ2(r − 1)),

b3 = 0,

c1 = b(2σ11 + (−2r + 4b+ 7)σ10 + ((1 + 3b)r + 5b+ 3 + 8s+ 2b2)σ9 +

(−3br2 + (−2s+ 14b+ 1 + 5b2)r − 2b2 + 12bs+ 16s− 6b)σ8 +

((3b2 + 3b)r2 + (−3bs− 2b2 − 7s− 2b)r + 10s+ 6b2s+ 16bs+ 12s2)σ7 +

(−4r2sb+ (6b2s+ 23bs− 3s+ 2s2)r − 20bs+ 6s2 + 2s+ 12bs2 − 6b2s)σ6 +

((b2s+ bs)r2 + (−4b2s− 4bs− 7bs2 − 9s2)r + (6b2 + 18b+ 8s+ 12)s2)σ5 +

(−r2s2b+ (2s3 − 5s2 + 12bs2 + s2b2)r + (4sb− 6b2 − 8s+ 6− 24b)s2)σ4 +

((−2bs2 − s3b− s3 − 2s2b2)r + 2s3b2 + 8s3b+ 6s3 + 2s4)σ3 +

((−s3 + 3s3b)r − 2s3b2 − 12s3b+ 6s3 − 5s4)σ2 + (s4 + s4b)σ + 2s4 − 2s4b)/

σ(s+ σ2)(2σ6 + (4b+ 3)σ5 + (−br + 5b+ 1 + 2b2 + 4s)σ4 +

(br + 4bs+ 2s+ b2r)σ3 + (2s2 − rbs+ 2b2s+ 6bs)σ2 − s2σ − s2 + bs2),

c2 = 0,

c3 = 0.

Em consequência, a série para o caso é

λ4 a4 a2 a0

λ3 a3 a1 0

λ2 b1 b2 0

λ1 c1 0 0

λ0 b2 0 0.

Como a condição para o aparecimento de P1 e P2 é que r > s/σ2 + 1, conclúımos

que b2 �= 0. Assim, quando c1 = 0, temos o caso especial do Critério de Routh-

Hurwitz, que contempla uma linha nula na série. A equação caracteŕıstica tem então

um par de autovalores complexo-conjugados puramente imaginários, que caracteriza

a ocorrência de uma bifurcação do tipo Hopf [10]. Fazendo c1 = 0, e escrevendo em

termos de potências de r temos

αr2 + βr + γ = 0, (4.14)
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onde

α = bσ4(s+ 3σ2)(−s− σ2 + σ(b+ 1),

β = σ2(s+ σ2)(−2σ6 + (3b+ 1)σ5 + (1 + 14b+ 5b2)σ4 +

((−6b− 8)s− 2b(1 + b))σ3 + (2s2 + (b2 + 9b− 4)s)σ2 +

(−(1 + b)s2 − 2sb(b− 1))σ + (3b− 1)s2),

γ = (s+ σ2)3(2σ5 + (4b+ 7)σ4 + (2s+ 2b2 + 3 + 5b)σ3 +

(−6b− 5s− 2b2)σ2 + (1 + b)sσ − 2s(b− 1)).

A solução da Eq. (4.14) é

r =
�

−β +


β2 − 4αγ
�

/2α,

que é a superf́ıcie r = r(s, b, σ) no espaço de parâmetros onde ocorre a bifurcação de

Hopf.

Seguindo a tradição [2] adotamos b = 8/3 e σ = 10, para obter a curvas no

espaço de parâmetros s − r, onde ocorrem as bifurcações do tipo forquilha e Hopf,

0 500 1000 1500 2000
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0

500

1000

1500

r

σ = 10

b = 8/3

P
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1
, P

2 instáveis

P
0

instável

P
1
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2
estáveis

Fig. 4.1: Espaço de parâmetros obtido analiticamente para o sistema de Lorenz-Stenflo com b = 8/3,

σ = 10, 0 < s < 2400 e 0 < r < 1750. A linha vermelha representa o local onde acontecem as

bifurcações do tipo forquilha. A linha preta é a das bifurcações tipo Hopf.

as quais são mostradas na Fig. 4.1. Antes da bifurcação do tipo forquilha (linha
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vermelha da Fig. 4.1), temos apenas um ponto de equiĺıbrio, a origem P0, que é

estável. Quando esta bifurcação ocorre, os pontos estáveis P1 e P2 surgem e a origem

perde sua estabilidade. Após a bifurcação de Hopf (linha preta da Fig. 4.1), os três

pontos, P0, P1 e P2 são instáveis.

4.4 O Espaço de Parâmetros e o Espaço de Fase

Continuamos seguindo a tradição, ou seja, considerando b = 8/3 e σ = 10. O objetivo

nesta seção é investigar numericamente o impacto da modificação nos parâmetros r e

s, sobre a dinâmica do sistema (4.2). Para isto usamos o espaço de parâmetros, que

é mostrado nos diagramas da Fig. 4.2, tendo sido cada um deles obtido por meio do

Fig. 4.2: (a) Espaço de parâmetro para o sistema (4.2) com σ = 10 e b = 8/3 e 0 < s < 2400 e

30 < r < 3000. (b) Ampliação da região interna à caixa A com 590 < s < 675 e 1190 < r < 1527.

(c) Ampliação da região interna à caixa B com 1319 < s < 1557 e 1791 < r < 2160. (d) Ampliação

da região interna à caixa C com 2038 < s < 2161 e 2160 < r < 2604.

cálculo do maior expoente de Lyapunov, em uma malha de 500×500 pontos (s,r). O

sistema (4.2) foi integrado utilizando um integrador Runge-Kutta de quarta ordem

com um passo fixo igual a 10−3, e considerando 5×105 passos para calcular cada um

dos expoentes. Em cada um dos diagramas da Fig. 4.2, as cores estão associadas à

magnitude do maior expoente de Lyapunov: branco para expoentes mais negativos,
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preto para expoentes nulos, e vermelho para expoentes mais positivos. Como se

sabe, maior expoente de Lyapunov negativo indica ponto de equiĺıbrio, zero indica

atrator periódico, com atrator caótico tendo maior expoente de Lyapunov maior do

que zero.

Na Fig. 4.2(a) é mostrada uma visão geral do espaço de parâmetros. Nela, a

região com maior expoente de Lyapunov menor do que zero, cuja tonalidade vai do

branco ao cinza, indica valores de parâmetros que levam o sistema para algum ponto

de equiĺıbrio. Nesta região o sistema é atráıdo para um dos pontos, P1 ou P2. O

local onde acaba a região cinza, e inicia a região preta, é o da linha onde ocorre a

bifurcação de Hopf. Esta é a linha anteriormente obtida analiticamente, e plotada na

Fig. 4.1. Ainda na Fig. 4.2(a) observamos, imersas na região caótica, cuja tonalidade

vai do amarelo ao vermelho, algumas regiões periódicas. Três delas são mostradas

nas Figs. 4.2(b), 4.2(c) e 4.2(d), e correspondem a ampliações das regiões internas às

caixas A, B e C na Fig. 4.2(a). Tais regiões periódicas, no entanto, aparentemente

não estão organizadas em cascatas de bifurcações cujos peŕıodos subsequentes diferem

de um valor fixo, como acontece com alguns sistemas tridimensionais recentemente

relatados [21, 22, 23, 24].

Nas Figs. 4.3(a)-4.3(d) vemos projeções tridimensionais de alguns atratores,
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Fig. 4.3: Projeções tridimensionais de atratores do sistema (4.2) para quatro regiões da Fig. 4.2(a),

para σ = 10 e b = 8/3. (a) Região periódica, r = 1452, 25, s = 649, 88. (b) Região periódica,

r = 1952, 56, s = 1459, 85. (c) Região periódica, r = 2385, 71, s = 2078, 08. (d) Região caótica,

r = 2288, 89, s = 1619, 11.
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num espaço de fase tridimensional do sistema (4.2). Tais atratores correspondem

aos três pontos em verde, desenhados dentro de cada uma das caixas A, B e C

na Fig. 4.2(a), e ao quarto ponto, também em verde, situado na região caótica

vermelha da mesma figura. Para a construção de cada um dos atratores periódicos

foram plotados 104 pontos, enquanto para o atrator caótico 3 × 104 pontos foram

considerados.

4.5 Diagrama de Bifurcações e o Espectro de Lya-

punov

Na Fig. 4.4 são mostrados o diagrama de bifurcação e o espectro de Lyapunov
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Fig. 4.4: (a) Diagrama de bifurcações, mostrando os máximos locais da coordenada z em um

peŕıodo. (b) Espectro de Lyapunov. Para ambos os gráficos, o eixo s foi dividido em 1 × 103

pontos.

para o sistema (4.2), ambos calculados para pontos localizados sobre a linha azul
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r = 1, 2375s + 30 desenhada na Fig. 4.2(a), onde 700 < s < 2050. O diagrama de

bifurcações da Fig. 4.4(a) foi constrúıdo seguindo os máximos da variável z em um

peŕıodo, como uma função dos parâmetros r e s, sempre com σ = 10 e b = 8/3.

Desta forma, para cada par (s, r), um único valor de z significa ciclo-1, dois valores

distintos de z significa ciclo-2, e assim sucessivamente. Linhas verticais de pontos

indicam soluções caóticas. É claro da Fig 4.4(a), que temos cinco janelas periódicas,

alternadas com regimes caóticos. As duas janelas mais destacadas estão relacionadas

com as regiões pretas que mais se destacam dentro da região caótica na Fig. 4.2(a). É

também claro, que nestas duas janelas ocorrem somente bifurcações inversas, quando

s e r são aumentados. Lembramos que estas bifurcações inversas são t́ıpicas do sis-

tema de Lorenz [2]. Como é bem sabido, regiões periódicas são caracterizadas pelo

maior expoente de Lyapunov igual a zero, enquanto regiões caóticas tem maior expo-

ente de Lyapunov maior do que zero, fatos que podem ser conferidos na Fig 4.4(b).

É importante destacar aqui que o número de máximos em um peŕıodo depende da

variável considerada e que, independentemente da escolha feita, o comportamento

qualitativo do sistema não é mudado.
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Caṕıtulo 5

Conclusões

Neste trabalho fizemos a caracterização dos estados de um sistema dinâmico

a tempo discreto e de um sistema dinâmico a tempo cont́ınuo. O sistema discreto

considerado foi um sistema tridimensional com uma não-linearidade quadrática e que

consiste de um acoplamento linear simétrico de três mapas quadráticos, Eq. (3.1). O

sistema cont́ınuo tratou-se de um sistema quadridimensional obtido por Stenflo [3] e

que se considera uma generalização do sistema de Lorenz, Eq. (4.2).

Observamos que o sistema discreto (3.1) apresenta dois tipos de rota para o

caos, uma por dobramento de peŕıodo e outra via quase-periodicidade. A rota para

o caos via dobramento de peŕıodo é do tipo 1 × 2n, t́ıpica do mapa quadrático e

que continua aparecendo apesar do acoplamento. Mostramos que o sistema exibe

várias rotas para o caos via quase-periodicidade, devido a bifurcações de Naimark-

Sacker das órbitas periódicas estáveis da cascata 1 × 2n. Também detectamos uma

bifurcação de Naimark-Sacker a partir de uma órbita de peŕıodo 72, apesar do fato de

órbitas estáveis de peŕıodos altos geralmente possúırem bacias de atração pequenas e,

sendo assim, de dif́ıcil detecção. Constrúımos também um espaço de parâmetros bi-

dimensional (Fig. 3.1) que diferencia utilizando cores, regiões caóticas, hipercaóticas

e quase-periódicas.

Para o sistema cont́ınuo (4.2) encontramos as expressões anaĺıticas para as

superf́ıcies, no espaço de parâmetros quadridimensional, onde as bifurcações do tipo

forquilha e Hopf acontecem. Mostramos numericamente que quando dois parâmetros

são mantidos fixos enquanto os outros dois são variados, que o espaço de parâmetros

bidimensional apresenta regiões periódicas imersas na região caótica. Como um

resultado de nossa investigação numérica, conclúımos ainda que o sistema de Lorenz-
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Stenflo não apresenta solução hipercaótica para σ = 10, b = 8/3 e uma grande faixa

de parâmetros r e s considerada. Contudo, até onde sabemos, a não existência de

mais de um expoente de Lyapunov maior do que zero para este sistema ainda não

foi provada.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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