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Resumo

O objetivo deste trabalho é analisar como os fendmenos contra-intuitivos conhecidos como
Nao Restauracdo de Simetria e Quebra Inversa de Simetria se manifestam em teorias de campos
multi-escalares com simetria O(N) x O(N). Tanto a versao relativistica como a nao-relativistica
de tais modelos sao aqui investigadas. Para o caso relativistico, que é relevante para Cosmolo-
gia, é revisado como tais fendbmenos persistem em altas temperaturas mesmo quando os efeitos
térmicos nos acoplamentos sao considerados. A parte original do presente trabalho diz respeito
ao caso nao-relativistico, que é relevante para a Fisica da Matéria Condensada. Em particular,
serd mostrado que, ao contririo de seus andlogos relativisticos, esses modelos nao apresentam
Quebra Inversa de Simetria e/ou Nao Restauragao de Simetria quando a importante dependéncia

térmica dos acoplamentos é considerada.

vi



Abstract

The aim of this work is to analyse how the counter intuitive phenomena known as Symmetry
Non Restoration and Inverse Symmetry Breaking manifest themselves within multi scalar field
theories displaying O(N) x O(N) symmetry. Both, the relativistic as well as the non relativistic
versions of such models are investigated here. For the relativistic case, which is important for
Cosmology, we review how those phenomena persist at high temperatures even when thermal
effects on the couplings are considered. The original part of the work regards the study of the
non relativistic case, which is relevant for Condensed Matter Physics. In particular, we show,
that contrary to their relativistic counter parts, those models cannot display ISB and/or SNR

when the important thermal dependence of the couplings is considered.

vil



Capitulo 1

Introducao

Na maioria das dreas da Fisica Moderna, fenémenos interessantes decorrem das transicoes
de fase sofridas pelos sistemas como consequéncia da variacao de parametros externos tais como
a temperatura. O ferromagneto de Heisenberg, por exemplo, encontra-se numa fase simétrica
(invariante frente a rotagoes) em altas temperaturas. Contudo, essa simetria é perdida em
baixas temperaturas. Ja na teoria fundamental das interagoes fortes (Cromodinamica Quantica,
QCD), os quarks (livres em altas temperaturas) possuem massa nula, e, nessa situacao, a teoria
apresenta uma fase simétrica (frente a transformagoes quirais). Como no caso do ferromagneto,
a simetria quiral é perdida em temperaturas mais baixas, quando os quarks passam para a fase
confinada em que formam os hadrons (por exemplo, prétons, néutrons e mésons). O estudo dessa
transicao de fase é de importancia capital para a Cosmologia, ja que a mesma deve ter ocorrido
no Universo Primordial. Para a QCD, a determinagao teérica do valor exato da temperatura
critica e o tipo da transicao sdo problemas em aberto. Ao mesmo tempo, esta transicao de fase

estd sendo estudada experimentalmente no RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider).

Tanto no caso do ferromagneto como no caso dos quarks, a andlise das transicoes de fase se
d4 em conjunto com o estudo da quebra/restauragao de simetrias. Devido a essas similaridades,
a Fisica Moderna tem observado um crescente intercambio de técnicas e/ou modelos entre a
Fisica de Particulas, Cosmologia e Matéria Condensada, com a conseqiiénte criacdo de uma
linguagem comum. O Grupo de Renormalizagdo de Wilson, a Expansao-¢ e teorias de campos

escalares com simetria O(V) s@o bons exemplos desse interesse mituo.

Ao mesmo tempo, teorias de campos escalares (que representam particulas com spin 0)
com simetrias do tipo O(N) s@o de grande importancia em vérias areas da Fisica. Esses campos
podem representar, por exemplo, inflatons em Cosmologia, particulas de Kibble-Higgs no Modelo
Padrao das particulas elementares, pares de Cooper na supercondutividade e a&tomos bosonicos

em condensados de Bose-Einstein.
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Sob o ponto de vista das transicoes de fase, um resultado quase geral previsto para a maioria
desses modelos, é o de que as simetrias que foram quebradas em baixas temperaturas serao
invariavelmente restauradas em altas temperaturas. Contudo, podem ocorrer excegdes como a
observada por Weinberg em um dos trabalhos pioneiros de teorias de campos em temperaturas
finitas [1]. Em seu estudo, ele analisou uma extensao dos modelos escalares relativisticos com
grupo de simetria O(Ng) x O(Ny), onde ® e ¥ representam diferentes campos que interagem
de trés diferentes maneiras entre si. Como veremos em detalhes, estes diferentes acoplamentos
possibilitam o aparecimento de transicoes de fase mais exdticas que caracterizam a passagem de
estados mais simétricos para estados menos simétricos com o aumento de temperatura. Intu-
itivamente esperar-se-ia que o sistema retornasse para a fase simétrica em altissimas temperat-
uras. No entanto, os resultados obtidos por Weinberg, através do uso de teoria de perturbagao,
mostram a possibilidade de que o sistema relativistico permaneca indefinidamente na fase menos

simétrica.

A passagem de uma fase mais simétrica para uma menos simétrica com o aumento de tem-
peratura chama-se Quebra Inversa de Simetria (ISB) e ocorre em sistemas nao relativisticos tais
como o sal de Rochelle. Entretanto, como esperado, e ao contrario dos resultados obtidos em [1]
para o caso relativistico, o sal de Rochelle retorna a fase mais simétrica em temperaturas mais

altas.

Suspeitou-se entao que os resultados de Weinberg fossem um produto da aproximacao pertur-
bativa por ele utilizada, e que a consideracao da dependéncia térmica das interagoes pudesse re-
verter a situacdo. Contudo, trabalhos recentes que utilizam poderosos métodos nao-perturbativos,
como o Grupo de Renormalizacao de Wilson [2] e a Expansao d-Linear [3], corroboram os resul-

tados de Weinberg.

Esses trabalhos também confirmam a possibilidade da Nao Restauracao de Simetria (SNR)
ocorrer em modelos escalares relativisticos com simetria O(Ng) x O(Ny ). Este segundo fenémeno
tem como caracteristica marcante o fato de que um sistema com simetria quebrada em temper-

atura nula permanece nessa mesma em altas temperaturas.

Recentemente, os fendmenos associados com o aparecimento de ISB e SNR em modelos rel-
ativisticos encontraram aplicagoes na Cosmologia em conexao, por exemplo, com o problema do
monopolo magnético. Teorias de grand unificagdo em escalas de temperatura relevantes para o
Universo Primordial podem ser descritas por modelos com simetria SU(5). J& o Modelo Padrao
das interagoes fundamentais (forte e eletrofraca) é descrito pelo grupo SU (3)@SU (2)®@U(1). Teo-
rias atuais prevéem a passagem (quebra) do grupo de simetria SU(5) para SU(3)®@SU (2)®@U(1),
e o mecanismo de Kibble prevé entao o aparecimento de defeitos topoldgicos tais como monopolos

magnéticos e cordas cosmicas. Contudo, os astrofisicos ndo observam a presenca de monopo-
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los magnéticos que dificilmente escapariam a detec¢ao (problema do monopolo magnético). O

fenomeno da SNR foi entdo empregado para explicar a auséncia de monopolos [3, 4].

Aqui, nosso objetivo é analisar como os fenémenos de ISB e SNR se manifestam em versoes
nao-relativisticas dos modelos escalares O(Ng) x O(Nyg). Inicialmente, serd mostrado que a
aplicagdo ingénua de teoria de perturbagao também aponta para a possibilidade de que esses
fenomenos se manifestem indefinidamente em altas temperaturas. Em seguida, serao consider-
ados os efeitos da temperatura nos diferentes acoplamentos, mostrando entdao que, ao contrario
do caso relativistico, ISB e SNR nao resistem ao aumento da temperatura. Isto é altamente
satisfatorio, visto que a versdo nao-relativistica pode eventualmente modelar sistemas fisicos

relevantes para a Fisica da Matéria Condensada, tais como gases de Bose-Einstein acoplados.

Este capitulo introdutoério tem por objetivo contextualizar o trabalho que virad na seqiiéncia,
explanando superficialmente sobre as teorias que servem de base para esta dissertacdo. No
capitulo 2, sao especificadas as teorias que serao estudadas, bem como as condi¢oes de estabili-
dade das mesmas. No capitulo 3, sdo calculadas as corregoes térmicas as autoenergias das teorias
com simetria O(N). No capitulo seguinte, sao calculadas as correcoes térmicas as autoenergias
das teorias com simetria O(Ng) X O(Ny). J& no capitulo 5, sao calculadas as correcoes térmicas
aos acoplamentos das teorias O(Ng) x O(Ny). Em seguida, no capitulo 6, sdo investigadas as
transicoes de fase caracterizadas por quebras e restauragoes de simetria a partir dos calculos
dos capitulos 3, 4 e 5. Finalmente, apresentamos nossas conclusoes no capitulo 7. Sao também

apresentados, no capitulo 8, apéndices, contendo os detalhes dos calculos.

O presente capitulo é dividido em trés se¢oes independentes, sendo a primeira sobre a Teoria
Quantica de Campos especificamente utilizada na dissertagdo, enquanto a segunda trata da

Teoria de Grupos e a terceira dos conceitos de quebra e restauracao de simetrias.

1.1 Teoria Quantica de Campos

A Teoria Quéntica de Campos (TQC) é essencialmente uma teoria quantica para sistemas
com infinitos graus de liberdade. Em sua formulacao relativistica, essa teoria abriga possibili-
dades que a equagao de Schrédinger nao engloba, como os fendmenos de criagao e aniquilagao

de particulas.

A TQC tem tradicionalmente duas formas distintas de construgao. O formalismo canénico

assemelha-se a forma mais tradicional de abordagem da Mecanica Quantica, através da im-
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posicao de relagoes de comutacao entre operadores de coordenadas e os respectivos operadores
de momentos canonicamente conjugados. No caso da TQC, ao invés de operadores de coor-
denadas como as varidveis principais, usam-se operadores de campos. Outra forma de con-
strugdo mais poderosa é o formalismo de Integracao de Trajetéria [5], comumente utilizado em
Cromodinamica Quéantica, que serd utilizado neste trabalho e discutido com mais detalhes na

seqiliéncia.

1.1.1 Teoria escalar A¢*

Em TQC, um sistema é dito modelado pela teoria escalar A¢? relativistica se a seguinte

densidade Lagrangiana lhe é atribuida:

1 m? A
£= 2 (00)(0"6) - 38~ o', (11)

onde =0, 1, 2, 3.

O primeiro termo é o termo cinético, relacionado & propagacao das particulas (campos es-
calares de spin 0), o segundo diz respeito a massa, enquanto que o tltimo pode ser interpretado
como um termo de interagoes quarticas. No caso de o campo ¢ ter apenas uma componente,
a densidade Lagrangiana (1.1) tem uma simetria discreta de reflexao, sendo invariante frente a

transformagao O(1) (ou Zs):

¢ — —¢. (1.2)

No Modelo Padrao, a teoria escalar A¢* modela o setor de Higgs. Em Matéria Condensada,
costuma-se utilizar uma versao nao-relativistica, que modela, por exemplo, um gas bosonico,
homogéneo, diluido e fracamente interagente, a baixa densidade e temperatura, com interagoes
bindrias do tipo ‘0 de Dirac’ [6]. Além disso, essa teoria ainda se assemelha ao modelo de Ising

e é utilizada para estuda-lo.

Diagramas de Feynman na teoria escalar A¢*

Os diagramas de Feynman, ferramentas de central importancia na TQC, sao derivados
da utilizacdo da aproximacao perturbativa em uma dada teoria. A partir de uma densidade
Lagrangiana deve-se calcular a amplitude de probabilidade de um sistema que esteja original-
mente (t — — o0) em seu estado fundamental (também chamado estado de vdcuo) encontrar-se
no mesmo estado quando t — 4+ oo, estando sob a influéncia de um agente externo denomi-

nado fonte. Esse termo, J(z), introduzido por Schwinger, presta-se a criacao e aniquilagao de
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particulas. Essa amplitude de probabilidade é denominada amplitude de transicao vacuo-vécuo,

sendo também a geradora funcional de qualquer funcao de Green:

Z[J(z)] = (0,t = 00|0,t = —o0); = (0T]07); = /]Dgpe_—R do(L+Te) (1.3)

A funcao de Green de n-pontos é obtida a partir de Z[J(z)] derivando-o (funcionalmente) n

vezes em relagao a J(z) e fazendo, posteriormente, J(z) = 0.

O gerador funcional das fungées de Green conectadas, W[J(x)], é definido por [7]:

W@ = (0%107) ;. (1.4)

Por outro lado, o gerador funcional das fungdes de Green conectadas irredutiveis, I'[¢,], é

chamado acao efetiva e é obtido da forma descrita a seguir. Primeiro define-se o campo cléssico:

W] _ (0 doplx)[07)

(z) = - , 15
=S T 0t (1)
e o valor esperado do vacuo:
= 1 . 1.
(6) = lim 6. (1.6
A acao efetiva é a transformada de Legendre de W[J]:
Llge] = WJ] = [ da J (z) de(2)
de forma que 51;5;01 =—J(x). (1.7)
Quando J(z) — 0, ¢c(x) — (@), entdo (¢) é uma solugao da equagao:
dl'[¢.]
=0. (1.8)
de |ig)
A expansao usual de I'[¢.], em poténcias de ¢, é:
— 1
F[‘bc] = Z M /d$1dwn r) (wla T ,.CCn) ¢c(x1) T ¢c(xn)a (19)
“— nl

ou, equivalentemente, por transformada de Fourier:
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INEAE yf)i!/dpl'"dpn S p1+ -+ pa) T (D1, o) delpr) -~ delan) . (1.10)

Uma expansao alternativa é em termos de ¢, e suas derivadas:

INCAES /dw [—U(qﬁc(x)) + %(8“¢c)2 Z(¢e(x)) + -~ ] . (1.11)

A funcao U(¢.) é chamada potencial efetivo e contém corregoes quanticas ao potencial

classico V(¢.), onde, para a Eq. (1.1):

V(o) = gmd g ot = —— >< (12

No caso em que ¢.(x) = (¢) = a, uma constante, todos os termos da expansao (1.11) se

anulam com excessao do primeiro, de forma que:

F[¢c] - = QU<¢C) ) (1.13)

onde €2 é o volume total do espaco-tempo. Assim, temos que o potencial efetivo

o
1
U(de) =~ — deT™(pi=0) = (1.14)
n=0
N (\) \ /
—— + /%\ et =)

é funcao geradora das funcoes de Green irredutiveis conectadas com momento externo nulo.

1.1.2 Teoria Quantica de Campos em temperaturas finitas

Existe uma grande semelhanca estrutural entre o gerador funcional das func¢oes de Green
e a funcao de particdo. Explorando essa semelhanca, é possivel obter-se propriedades ter-
modinamicas de um sistema partindo de calculos sobre o gerador funcional em TQC e fazendo

analogia a funcao de particao da Mecanica Estatistica.

Segundo a Mecanica Estatistica, um sistema no limite termodinamico, a temperatura 7', com

Hamiltoniano H(g;, p;), tem a funcdo de partigao dada por!® [7]:

! Serao adotadas, ao longo de todo o texto, unidades naturais, caracterizadas por ¢ = kg = ~ = 1.
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Z =Trexp(—BSH) =) (qlexp(~BH)|q), (1.15)

onde = 1/T, e T representa a temperatura.

Na formulagao de integrais de trajetoria da mecéanica quantica, a (amplitude de) probabili-

dade de transicdo de um estado ¢;(t;) para qy(ty) é:

l i) = @/ lesp ity — wll) = [ g [Dpesp{i [T atp.i- mpalf. 110

Comparando as expressoes (1.15) e (1.16), da primeira pode-se obter a segunda considerando:

o t;i=0eity = f,

e ¢; = qr — q(f) = q(0) e integrar sobre um certo subspaco das fungoes periédicas determi-

nado de acordo com a natureza bosonica ou fermionica das particulas.

A funcgao de particdo da mecanica estatistica pode entao, utilizando-se o formalismo de

integrais de trajetéria da TQC, ser escrita como [8]:

p d
Z =Trexp(—FH) :/ ]Dq/]Dpexp{/ dr [z’pp—H}}. (1.17)
funcoesperiodicas 0 dr

A tabela 1.1 exp0e um paralelo entre a Teoria Quantica de Campos e a Mecanica Estatistica.

Teoria de Campos Mecéanica Estatistica
7 — W 7 — e—iF/Nk:T

W[ =T[¢] + [Jé | F(T) =U(S) - TS

Tab. 1.1: Analogias entre Teoria de Campos e Mecanica Estatistica.

1.2 Grupos U(1) e O(2)

Um grupo é um conjunto de operagoes de simetria. A representagdo de um grupo é o

mapeamento de cada elemento dele em uma matriz [9, 10].

O grupo chamado O(NN) é aquele cujo mapeamento se d4 em matrizes reais ortogonais,

sendo N representativo da dimensao das matrizes correspondentes. Como toda rotagao pode ser
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representada por uma matriz ortogonal, um grupo representante de rotagoes em N dimensoes
é um grupo O(N). Por exemplo, o grupo O(2) representa rota¢ées em um plano, sendo que o
comprimento de um segmento é invariante sob essas rotagoes. Um ponto (x,y) em um plano é

levado a outro ponto (z’,3’) por uma rotagdo de um angulo . Isso pode ser representado como:
"\ [ cos® sinf)\ [z
y —sin® cosf) \y)’

cosf  sind
0(9) = ] .
—sinf cos6
Se na Eq. (1.1) ¢ for um campo com uma tnica componente, entao a densidade Lagrangiana
é invariante frente as transformagoes de seu campo por elementos do grupo O(1), que tem apenas

os elementos I e — I. Considerando agora a Eq. (1.1) com duas componentes, @1 e @2, obtemos

a densidade Lagrangiana:

1 1 m?

A
£= 3 (Oup1)® + 3 (Opp2)® — 5 (o] +¢3) — 1 (o1 + 93)?, (1.18)

que é invariante frente ao grupo O(2).

A Eq. (1.18) pode ser reescrita em termos de um campo complexo, ¢ = 1 + i@y, cOmo:

m2

* A * /\2
50— 5 (00, (1.19)

£= 2 (8:67)(0"0)

que é invariante frente a transformagoes U(1) do tipo ¢ — e?$. Essa é uma simetria continua,
ao contrario da simetria da densidade Lagrangiana (1.1), que é discreta. Os grupos U(1) e O(2)
sdo ditos isomorfos. A simetria discreta é um caso especial da continua, com 6 = 7. Quando

0 = 0(x), a simetria é dita local, e quando 6 nao depende de x, a simetria é global.

O campo ¢ da Eq. (1.1) pode ter M componentes reais, nesse caso a densidade Lagrangiana

serd invariante frente ao grupo O(M).

1.3 Simetrias

O termo simetria é muito vago, mas nao ha duvidas de que ele estd relacionado a harmonia,
beleza e unidade, e nao é desvinculada desses atributos que na ciéncia a simetria ocupa seu
lugar. Segundo Platao: ‘The most beautiful of all links is that which makes, of itself and of

the things it connects, the greatest unity possible; and it is the proportion (summetria) which
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realizes it in the most beautiful way.”? (Platao, Timeu, 31c) [11].

Atualmente, na Fisica, simetria tem um conceito bem definido: é a invariancia de algum
objeto, concreto como uma maca ou abstrato como uma equacao, submetido a alguma trans-
formacao. Mais especificamente, uma certa simetria é uma invariancia sobre um grupo especifico
de transformagoes. Nesse contexto se inserem os teoremas de Noether, de 1918, que associam

simetria e leis de conservacao.

Dois tipos de simetria devem ser distinguidos: simetrias externas, que sao relacionadas
as dimensoes espaciais, e simetrias internas, relacionadas a propriedades nao espaciais de um

sistema, como spin e isospin.

1.3.1 Simetrias em Cosmologia e Matéria Condensada

Sistemas quanticos de matéria condensada, como o He liquido, condensados de Bose-Einstein,
supercondutores e superfluidos, sdo normalmente estudados via teoria efetiva, pois, no estado
fundamental, seus atomos ou elementos bésicos apresentam fenémenos coletivos, dificultando
uma investigacdo do comportamento da estrutura microscépica. Desta forma, o estudo das

simetrias do estado fundamental é muito importante para a investigacao desses sistemas [12].

Ao mesmo tempo, a Teoria Quantica de Campos (TQC) é uma ferramenta tedrica muito
utilizada para estudar o Universo Primordial. Por outro lado, a investigacao experimental da
Cosmologia é delicada. Sendo assim, uma ponte entre a Cosmologia e a Matéria Condensada
pode auxiliar na compreensao de fenémenos cosmoldgicos relacionados com transicoes de fase,
pois, muitas vezes, o mesmo tipo de TQC que ¢ utilizada em Cosmologia é também utilizada em
Matéria Condensada. Como essa iltima é exaustivamente explorada em laboratoério, sistemas
fisicos relevantes e suas contrapartes tedricas podem ser diretamente confrontados. A partir dai,

por analogia, os resultados obtidos pela TQC em Cosmologia ganham alguma interpretagao [13].

Teorias Cosmoldgicas sugerem que o Universo Primordial passou por uma seqiiéncia de
transicoes de fase associadas com quebras de simetria, gerando defeitos topoldgicos que re-
sultaram na estrutura atual do Universo. Transicoes com caracteristicas comuns as do Uni-
verso Primordial sao encontradas em sistemas de matéria condensada a baixa temperatura. Em
1985, Zurek sugeriu que a formacgao de defeitos em sistemas de matéria condensada através de
transicoes de fase de quebras de simetria servissem de analogia para estudar o mecanismo de
Kibble. Na década de 90 foram feitos experimentos com He?, He* e cristais liquidos com resul-
tados que confirmaram as predi¢oes de Kibble-Zurek. Inspirada nesses bons resultados, a ESF

(‘European Science Foundation’) coordena desde 2001 o projeto COSLAB - ‘Cosmology in the

2 ¢A mais bela de todas as relacées é aquela que faz, consigo mesma e com coisas que conecta, a maxima unidade
possivel; e é a propor¢ao (simetria) que realiza isso da forma mais bonita.’
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Laboratory’, um programa mundial de pesquisa que agrega cientistas de Fisica de Particulas,
Cosmologia e Matéria Condensada. O objetivo é utilizar a Matéria Condensada como um labo-

ratorio para simulagoes e investigacoes em Cosmologia.

1.3.2 Quebra e restauracao de simetrias

O termo quebra espontanea de simetria se refere a sistemas com alguma simetria do Hamil-

toniano que nao é compartilhada por algum(ns) de seus autoestados [14].

Um exemplo que ilustra bem a quebra espontanea de simetria é o ferromagneto de Heisenberg.

A interacdo spin-spin dos dtomos pode ser descrita por um Hamiltoniano do tipo:

—

H=-3 J;(Si-5))), (1.20)
i

o qual é invariante frente a rotagoes.

O estado fundamental desse ferromagneto consiste em seus spins estarem todos alinhados
na mesma dire¢do. Em uma temperatura relativamente alta, os spins ficam direcionados aleato-
riamente e descorrelacionados em virtude da agitagao térmica. O material nessa situagao é
desmagnetizado. Desprezando-se efeitos de borda, o sistema tem simetria esférica, sendo invari-
ante por qualquer rotagdo. Se a temperatura é progressivamente baixada, a agitacao térmica vai
diminuindo e a interacao entre os spins passa a ser relevante. Devido a essa interacao, eles vao se
alinhando na mesma diregao; tal diregao é idealmente arbitraria. A figura (1.1) é um diagrama
de fase para o ferromagneto de Heisenberg, onde o parametro de ordem é a magnetizagao M

[15].

IM]

A

Te
Fig. 1.1: Magnetizacao do ferromagneto de Heisenberg. Abaixo da temperatura critica ha uma magne-
tizacao espontanea £M (7).

As infinitas direcGes possiveis de magnetizacao caracterizam estados degenerados do sistema.

Um estado é levado a outro por uma rotagao. O sistema, nesse novo estado, nao é mais invariante
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frente a rotagoes; a simetria anterior foi quebrada, e agora o sistema tem uma magnetizagao
que torna as diregoes distintas. Se houvesse um ser inteligente morando nesse material, em
temperatura relativamente baixa, seria dificil para ele supor que o espago é isotrépico. Da

mesma forma, pode haver caracteristicas de simetria em nosso mundo que nos sdo camufladas.

1.3.3 Quebra inversa de simetria e nao-restauracao de simetria

A exemplo do ferromagneto de Heisenberg, hd uma tendéncia de os sistemas fisicos apre-
sentarem menor simetria em temperaturas mais baixas, ao passo que 0os mesmos se tornam mais

simétricos a medida em que a temperatura aumenta.

Contrariando essa tendéncia, alguns sistemas fisicos diminuem sua simetria com o aumento
da temperatura. Conforme ja mencionado, essa atipica transicao de fase ganha o nome de
quebra inversa de simetria (ISB, ‘inverse symmetry breaking’). O aumento da temperatura
deve ser acompanhado por um aumento de entropia, entao alguma outra mudanca no sistema
deve ocorrer de forma que a variagao de entropia, quando ocorre uma ISB, esteja de acordo com

os postulados da termodinamica.

Exemplos de ISB em Matéria Condensada

Os isétopos He3 e He* sofrem uma transicdo de primeira ordem indo de uma fase liquida
para uma fase cristalina com o aumento de temperatura, em uma pressao entre 25 e 30bar e
temperatura abaixo de 1K. Essa transicdo é uma ISB estrutural, o He? passa de uma fase fluida
para uma fase cristalina bce, o aumento de entropia estd relacionado a graus de liberdade do
spin nuclear; a transicao do He* é de uma fase superfluida para uma fase cristalina hep, o ganho

de entropia envolve fonons longitudinais [4, 16, 17].

O sal Rochelle (Tartarato Duplo de Sédio e Potassio, K Na(CyH404).4H50) tem célula
unitaria monoclinica entre 255K e 297K, fora dessa faixa de temperaturas tem célula unitatia
ortorrémbica; aos 348K derrete. Aos 255K hd uma ISB estrutural, pois a estrutura ortorrémbica

¢ mais simétrica que a monoclinica.

A teoria de materiais poliamorfos prevé uma transicao para agua de uma fase amorfa para
uma fase liquida por volta de uma temperatura de 220K e pressao 100MPa ao ser resfriada.
Essa situacao é hipotética porque nao sao parametros de temperatura e pressao obtidos em
laboratoério, mas é interessante por ser uma ISB do liquido mais abundante e importante da

Terra.
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Transicoes de fase em Cosmologia

Teorias cosmolégicas modernas prevéem que o resfriamento do Universo gerou as transigoes

[13]:

escala de Planck: kT ~ 109GeV (~ 10~*s apés o Big-Bang);

transicoes GUT: kT ~ 10°GeV (~ 1073%);

quebra de supersimetria: kgT ~ 103GeV (~ 10712s);

transicao eletrofraca: kT ~ 102GeV (~ 107105);

transicio Quark-Hadron: kgT ~ 102MeV (~ 107 1s).

Contudo, relacionados com essas transigoes, surgem alguns problemas tais como ([2, 4, 16]):

o problema do monopolo (o setor de Kibble-Higgs de uma GUT SU(5) pode ser estudado
através de uma teoria O(90) x O(24), e esta utilizada para investigar o problema do

monopolo [6]);
e 0 problema do dominio de parede (pode ser explorado a partir de uma teoria O(1) x O(1));
e bariogénese e matéria escura;

e violacdo CP,

que ainda estao em aberto, os fenomenos de SNR e ISB estao sendo utilizados para explica-los.

SNR/ISB em TQC relativistica

Motivado pela quebra de simetria para o estado fundamental de um ferromagneto a temper-
aturas baixas e a restauracao de tal simetria com o aumento da temperatura, Weinberg, em [1],
questionou se as simetrias quebradas em sistemas de particulas elementares seriam restauradas

pelo aquecimento do sistema em temperaturas suficientemente altas.

Ele entao explorou um modelo relativistico invariante O(Ng) x O(Ny) com dois campos
escalares (® e W) e diferentes tipos de auto-interacoes e interagdes cruzadas. Usando a aprox-
imacao perturbativa de 1-loop, ele mostrou a possibilidade de haver ISB e SNR para certos
valores de parametros. Em um argumento que poderia colocar em xeque essas conclusoes so-
bre SNR/ISB, poder-se-ia supor que as mesmas sao resultados anomalos gerados pela teoria

de perturbacao e poderiam desaparecer ao considerar-se termos de ordens mais altas. Porém,
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mais tarde foram utilizados outros métodos nao-perturbativos que confirmaram os resultados
para ISB/SNR da referéncia [1]. Na referéncia [2], utilizou-se o Grupo de Renormalizacao de
Wilson (WRG), enquanto na referéncia [3], utilizou-se a Expansao d-Linear até 2 loops. Esses
dois trabalhos consideram efeitos de temperatura nas constantes de acoplamento, ao contrario
do trabalho pioneiro de Weinberg. Porém, o resultado qualitativo mais importante é o mesmo:

SNR e ISB podem manifestar-se em teorias relativisticas mesmo em altas temperaturas.

SNR/ISB em TQC nao-relativistica

Neste trabalho serao utilizadas versoes nao-relativisticas do mesmo modelo estudado por
Weinberg. Em principio, se essa teoria realmente modela sistemas reais, espera-se um resul-
tado qualitativo diferente do caso relativistico, ou seja: a restauracao das simetrias em altas

temperaturas. Nao parece existir na literatura um estudo similar para o problema.

Mostraremos que a aplicacao ingénua de teoria de perturbagao leva também, como no caso
relativistico, ao aparecimento de ISB/SNR, que resiste as altas temperaturas. Em seguida,
incorporaremos os efeitos da temperatura nas constantes de acoplamento para mostrar que, ao

contrario do caso relativistico, estes fenémenos nao mais resistem ao aumento da temperatura.
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Modelos escalares O(N) x O(N)

relativisticos e nao-relativisticos

Este capitulo visa apresentar os modelos que serao estudados, estando dividido em duas
secoes. Na primeira, sdo determinadas as densidades Lagrangianas das teorias escalares O(N) x
O(N) em suas versoes relativistica e nao-relativistica. Na segunda se¢ao sao calculadas as faixas
de valores possiveis para os parametros da teoria que garantam que ela seja estavel. Além disso,
as teorias serao modeladas para que possam, em eventuais extensoes, servirem ao estudo de

condensacao de Bose-Einstein.

2.1 Limite nao-relativistico da densidade Lagrangiana para o modelo escalar

2.1.1 Motivacao: obtencao da equacao de Schrédinger a partir da equacao de Klein-Gordon
A equacao de Klein-Gordon é uma equacao quantum-relativistica para um campo escalar
livre @ [18]:
(0,0" +m*)® =0. (2.1)

A fim de obter uma versao nao-relativistica desta equacao, pode-se tomar convenientemente

um campo do tipo:

1), (2.2)

onde o campo ¢ oscila no tempo muito mais lentamente que e ™™,

Substituindo ® de (2.2) na equagao de Klein-Gordon, obtém-se:
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32 = 1 —im =
(W—V2+m2) \/ﬁe th([L',t) = 0
2
= —2¢m%‘f - gtf —V2p = 0. (2.3)

Como estd sendo suposto que ¢ oscila muito mais lentamente que e~ no tempo, o termo
(02 /0t?)p é pequeno se comparado com —2im(d¢/0t) e serd desprezado. Portanto, a expressio

se reduz a:

e _ Vi

i = "o (2.4)

Note que a equagao acima é simplesmente a equacao de Schrédinger com potencial nulo.

2.1.2 Densidade Lagrangiana nao-relativistica

Com o intuito de obter a densidade Lagrangiana nao-relativistica para dois campos escalares
com auto-interagoes e interagao cruzada, pode-se partir da densidade Lagrangiana relativistica
e utilizar o mesmo campo e as mesmas aproximacoes com os quais foi obtida a equacao de
Schrodinger a partir da equagdo de Klein-Gordon na segao anterior.

. ~ . . . f
A aproximagao consiste em considerar termos do tipo %%—f pequenos se comparados a

termos do tipo — 2‘171\1,86—1@T ¥. A densidade Lagrangiana relativistica com simetria U(1) x U(1) e

os campos nao-relativisticos de partida sdo respectivamente:

£ = (9,0N)(0"®) —m3T® — %‘}’(@T@)Q + (9, 91)(0"T) — m3 W — %’(w)z
—\0T0)(viw) (2.5)
€
= 1 —imet =

(I)(x7t) = ® 90( 7t)7
chp

W(F, 1) = —a et (7 1)
Qm\y

(2.6)

E importante salientar que os campos ¢ e i tém que ser complexos, pois nesse limite nao-
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relativistico deve haver conservaciao do nimero de particulas, quantidade proporcional a ¢!

A densidade Lagrangiana nao-relativistica obtida para dois campos escalares interagentes é:

0 [AvE A q,z) IAVEIUEEEEDY
_ 1o P Y o T oY _ U t
< e ot + 2me 4! mq) (SD tp) +iy 2my 4!m\21, (W'y)
A
L T
ppe— (p'o)(W'Y). (2.7)

Note como esta equacao nao-relativistica, por ser menos simétrica (no sentido de invariancia

de Lorentz), é menos elegante que sua anéloga relativistica, Eq. (2.5).

Os acoplamentos A podem ‘absorver’ convenientemente as massas que estao em seus quo-
cientes simplificando a equagio. Para tanto, podemos definir: \g/4m?% = ug, Ay /4m% = uy e
A/4dmemy = u. Note que, como os acoplamentos originais sao adimensionais, os acoplamentos

ug, uy e u tém dimensdo de [energia] 2.

Para ter em maos uma teoria ainda mais geral, serao adicionados a densidade Lagrangiana
termos de um corpo. Esses termos estao presentes também na expressao relativistica, mas desa-
parecem ao ser tomado o limite nao-relativistico. Parametrizados por k, esses termos poderao,
eventualmente, representar quantidades tais como o potencial quimico, que é relevante no caso

de gases de Bose-Einstein.

Finalmente, podemos escrever a densidade Lagrangiana nao-relativistica com simetria U (1) x

U(1) (que é o grupo relevante para o caso da condensacao de Bose-Einstein) como:

2 t
8= it P BTl gty B oy g iy D LT gty W gty
—u(p'e)(¥Ty). (2.8)

Do ponto de vista fenomenoldgico relevante para a condensacao de Bose-Einstein, os acopla-
mentos u; (i = ®, V) estdo relacionados com as massas atomicas (m;) e com os comprimentos

de espalhamento de ondas-s (a;) através da relagao [19]:

127ma;
U; = .

(2.9)

m;

A possibilidade de o valor de a; poder ser ajustado no laboratdrio através de campos
magnéticos via o fendmeno da ressonancia de Feshbach torna a investigacao tedrica desses mod-

elos ainda mais interessante.



Capitulo 2. Modelos escalares O(N) x O(N) relativisticos e nao-relativisticos 25

2.2 Condigoes de estabilidade

Para que uma densidade Lagrangiana seja modeladora de uma situacao real, ela deve ter o

potencial V' (®, V) inferiomente limitado.

A seguir serao determinados os possiveis valores dos parametros da densidade Lagrangiana

tratada neste trabalho.

2.2.1 Maximos e minimos de uma funcao de duas variaveis

Seja f(z,y) uma funcdo f: R x R — R com derivadas parciais de primeira ordem continuas

no ponto (a,b). O par (a,b) é chamado ponto critico de f se:

of (x,y) _ Of(x,y) —0. (2.10)
O a,b 8y a,b
E denominado discriminante D de f:
_ P f(ay) Pflay)  [Pfay)]?
D(@,y) = —5 3 0 { Sy ] : (2.11)

Um par (a,b) que seja um ponto critico e no qual haja derivadas parciais de segunda ordem
continuas pode ser um ponto de sela, de mdzimo ou de minimo da funcao. Um estudo de sinais
das derivadas distingiie essas diferentes possibilidadas:

e Se D(a,b) <0, entdao (a,b) é um ponto de sela.

e Se D(a,b) > 0, ainda restam duas possibilidades:

2 2
- % <0 e % < 0, entdao o ponto é maximo.
a,b a,b
2 2
% >0 e % > 0, entao o ponto é minimo.
a,b a,b

2.2.2 Limite inferior do potencial

A densidade Lagrangiana (2.5), invariante frente a U(1) x U(1), pode ser reescrita em
termos das componenetes reais dos campos ® e ¥ como uma densidade Lagrangiana invariante

O(2) x O(2), com o potencial:

1 A 1 A
V(6 4) = 5mie? + 7 o'+ gmie® + TRt A6t (212)
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sendo que cada um dos campos ¢ e ¢ tem duas componentes.

Para que o potencial seja inferiormente limitado nas direcoes ¢ e v, as derivadas segundas

parciais devem obedecer:

) 0%V . 0%V
Que leva as condigoes:
Ap >0 e Ay >0. (2.14)

Resta verificar as condicoes para que o potencial seja inferiormente limitado nas outras

diregoes, que nao ¢ e ¥. Os pontos criticos fora dos eixos ¢ e v sao:

. 6(m¢/\¢ — 3m¢)\) G(mw/\¢ — 3m¢)\)

Dois casos devem ser analisados. O primeiro é quando esses pontos criticos (2.15) nao sao
reais, entao o ponto de minimo em todas as diregoes tem que ser (0,0). O segundo caso é quando

os pontos criticos (2.15) s@o reais, entao eles tém que ser minimos.

Os valores dos parametros para os quais os pontos criticos (2.15) ndo s@o reais, sao:

m¢A¢ — 3MwA
9AZ — Ay

md,)\qg — 3m¢)\

<0 e/ou O — A

<0. (2.16)

A condicao para que o ponto (0,0) seja minimo é mg > 0 e my > 0 (condicao obtida pelas

restrigoes ao discriminante e as derivadas segundas parciais).

Se os pontos criticos (2.15) forem reais, ou seja,

MpAyp — My A 0 MyAp — 3MgA

> >0, 2.17
I\ — Aphg © oA SN, (2.17)
eles devem ser minimos, para tanto devem satisfazer:
0%V 0%V
D(ch, @Z)C) >0, W >0 e W > 0. (218)
O™ peve V% e e

Os discriminantes para os quatro pontos criticos sao iguais:
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4(m¢,)\¢ — 3m¢)\)(m¢)\w — szp)\)

D = 2.19
(¢C7 ’l/)C) 9)\2 _ A(b)\w Y ( )

exigindo que ele seja positivo e utilizando a restri¢ao (2.17), temos a condigao:
9N — A\gAy < 0, (2.20)

A condicao complementar de que as derivadas segundas parciais sejam positivas é automatica-

mente satisfeita.

Resumindamente, as condicoes suficientes para que o potencial seja limitado inferiormente

e, portanto, a teoria seja estavel sao:

A2 < Asde A >0, Ay >0, (2.21)

O fato de que A pode assumir valores negativos e a teoria continuar estavel possibilita, para
certos valores de parametros, um aumento no efeito de quebra de simetria em altas temperaturas.
De fato, a possibilidade de termos A < 0 ou A > 0 é de central importancia no estudo de SNR e

ISB.

Note que quando A = 0, os campos ® e ¥ se desacoplam e tem-se duas teorias O(N)

independentes.
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Efeitos térmicos para as

autoenergias: modelos escalares O(V)

Na primeira secao deste capitulo, discuteremos o que vem a ser e como obter a autoenergia
renormalizada. Na segunda e na terceira parte, obteremos as mesmas quantidades para os casos

O(N) relativistico e ndo-relativistico, respectivamente, em funcao da temperatura.

Como veremos, as autoenergias sao de importancia fundamental em nosso estudo, ja que
representam correcoes aos parametros que sinalizam a ocorréncia ou nao de transicoes de fase

associadas com quebra/restauracao de simetrias.

3.1 Funcao de Green de dois pontos

A funcio de Green de dois pontos na teoria escalar O(N) do tipo A¢* pode ser representada

diagramaticamente como:

31 G'= + @, + O + CO) +-0 0 4 QO ()

M
P
-

Paiiey A0, SO, S
fin— 4 ey s
Cada circulo hachurado na ilustracao acima representa a soma de todos os diagramas conec-

tados de dois pontos com ‘pernas amputadas’:

~ o~ 200 (32)
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A partir desse objeto define-se a autoenergia®, :

(3.3)

Cada linha nos diagramas do lado direito da Eq. (3.2) representa um propagador de Feynman,

também simbolizado por A. Em termos de ¥’s e A’s, reescreve-se a funcao de Green de dois

pontos:
G = A+ AEDA + AEDAEDA + ACD)A(=D)A(=D)A + (...)
= A[l+ (-2)A + (-2)A(-2)A + (-2)A(=2)A(-2)A + (...)]
= A [(-D)A] (34)
n=0

G =AY [(-D)A]" = - +AAZ . (3.5)
n=0

Para o caso da teoria escalar \¢*, seguem a expressdo da funcdo de Green de dois pontos
relativistica na teoria livre (que é o propagador livre de Feynman) e da func¢ao de Green de dois

pontos considerando a interagao (de acordo com a Eq. (3.5)):

1

P _A— 3.6

0 p2 + M2 ’ ( )
1 1 1
@ = = (3.7)
2 + M?2 0 2 + M?2 - :
(p ) (1 + p2+M2) p +
Note que, no espaco de Minkowski, o propagador livre pode ser expresso como:
Py = Ayt = ——, (3.8)
’ (Phy — M?)

e a massa ¢ definida como o pélo do propagador, satisfazendo a equacgao relativistica p?w = M2,

Observando as tltimas expressoes, pode-se compreender porque a autoenergia é interpretada

! Tanto a autoenergia quanto as regras de Feynman serdo tratadas no espaco Euclidiano ao invés de no espaco
de Minkowski.
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como uma renormalizacio & massa. No lugar de M? no propagador da teoria livre, aparece
M? + ¥ no propagador da teoria com interacdo, por isso essa ultima quantidade é interpretada

como a massa renormalizada:

M3 =M?*+%,
1
G®=_-__ 3.9
Além disso, cada vértice nos diagramas de Feynman é proporcional ao acoplamento A. De
forma que tanto a funcéo de Green de 2-pontos, G2, quanto a autoenergia, 3, podem ser vistas
como séries de poténcias de A em suas expressoes (3.1) e (3.2). No caso de A << 1, a autoenergia
pode ser calculada de maneira aproximada considerando-se apenas o diagrama de um tnico loop.

Essa aproximacao perturbativa de 1-loop serd utilizada aqui.

Nas préximas secoes, serao consideradas fungoes de Green conectadas de dois pontos com
um tnico loop (diagrama de Feynman chamado ‘tadpole’) com o intuito de estudar-se a renor-

malizacao da massa. Diagramaticamente, esta quantidade é dada por:

(3.10)

A teoria escalar estudada neste trabalho aparecerd em quatro situacbes: invariante sob
transformagoes de um grupo O(N), relativistica e nao-relativistica, e também a mesma teoria
invariante sob um grupo O(Ng) x O(Ny), relativistica e nao-relativistica. Além disso, nos
limitaremos ao caso Ng = Ny = 2, que poderd, eventualmente, ser utilizado no estudo da
condensacao de Bose-Einstein. No caso nao-relativistico, a grandeza que serd renormalizada de
forma analoga a descrita acima é o pardmetro x, kg = k + 2. As densidades Lagrangianas com
invariancia O(2) e O(2) x O(2) serao construidas a partir de modelos invariantes U(1) e U(1) x
U(1), que sao isomorfos aos primeiros. Com o intuito de apresentar as técnicas calculacionais,

discutiremos agora o caso O(2), deixando o caso O(2) x O(2) para o préximo capitulo.

3.2 Modelo escalar O(2) relativistico

Com o objetivo de estudar o modelo escalar O(2), ser4 feita uma breve analise do caso U(1)2.

2 Alguns célculos relevantes para o O(N) foram feitos para o O(Ns) x O(Ny), como a obtencdo da teoria
nao-relativistica a partir da relativistica, os resultados podem ser utilizados para O(N) também, basta fazer
A=Ay =mo = ke =0 e Ao — A (e 0 mesmo para os outros pardmetros de P).
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Consideremos uma densidade Lagrangiana com invariancia U(1):

M2
2

A

e — =
o' 1

i % (9,1 (8"®) — (@13)2. (3.11)

O campo complexo ® pode ser decomposto em dois campos reais: ® = ¢,+1 ¢p. A densidade

Lagrangiana em termos dessas subcomponetes fica:

1 1 M?%, 5 o A, A
£ = 5 (0u0a)(9"00) + 5 (D) (0" 00) = =~ (9% + 63) = 5 (G4 + 20ad +6}),  (3.12)

2
que é invariante frente ao grupo O(2). Por simplicidade, e uma vez convencionado o nimero de
componentes, essa densidade Lagrangiana pode ser escrita sem explicitar as duas componetes
do campo:
1 M? A
L= (09— —¢? — = ¢*. 3.13
L@~ 28— 5 (3.13)

A massa térmica é obtida com o uso da aproximacao perturbativa até 1 loop, na qual a

autoenergia pode ser representada pelo diagrama de Feynman:

O

Fig. 3.1: Tadpole.

Assim,
ME(T) = M*(0) + 37, (3.14)
sendo
d*p 1
' = £\ , 3.15
[ ) (3.15)

onde fs = (%) representa o fator de simetria (veja Apéndice).

No dominio das temperaturas finitas, essa equacao pode ser reescrita em termos das freqiiéncias

de Matsubara (w,). Nesse caso, conforme discutido no Apéndice, usamos as substituicoes:
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d 1 1
/(21;9)—)5;, ondeﬁzfepo—wjn, (3.16)
e temos:
N+2\ .1 d®p 1
LA il B W . 3.17
< 6 > an:/(27r)3w%+52+M2(0) (3.17)

Apébs somar sobre as freqiiéncias de Matsubara e integrar sobre as componentes espaciais

dos momentos, obtemos, em altas temperaturas (M (0) << T):

M2(T) = M?(0) + W2 AT2 (3.18)

3.2.1 Simetria do potencial em relagao ao estado fundamental

Portanto, numa primeira aproximacao, o potencial efetivo da teoria que estd sendo estudada

2 4
U(ge) = I gz 4 A (3.19)
onde:
9 9 (N 4+2)\T?
M?(T) = M?(0) + 1 (3.20)

M?(T) e A sdo quantidades reais. Note que A deve ser positivo para que U seja limitado in-
feriormente, enquanto o sinal de M?(T') caracteriza qualitativamente U. Além disso, o potencial

cléssico V() é obtido pela substituicao M?(T) — M?(0) na Eq. (3.19).

Fig. 3.2: (a) Fig. 3.3: (b)

Fig. 3.4: Potencial U(¢,) em fungao do campo para N = 1. (a): M?(T) > 0. (b): M*(T) < 0.
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Como se pode observar nos gréficos da figura (3.4), onde N = 1, quando M?(T) > 0, o
potencial é invariante frente a ¢ — — ¢, ou seja, é simétrico em relacao a seu minimo. Ja quando
M?(T) < 0, o potencial ndo é mais simétrico a partir dos minimos, fixando a origem do sistema
de coordenadas em um dos minimos, a simetria ¢ — — ¢ nao existe mais. E interessante notar
que, neste ultimo caso, o Lagrangiano tem uma simetria (¢ — — ¢) que o estado fundamental
nao tem. Conforme descrito pela Eq. (3.20), M?(T) pode mudar de sinal com a variacio de T,
e o valor de T no qual esse fato ocorre é chamado de temperatura critica, M?*(T.) = 0. Enquanto
M?(T) < 0 é associado a uma fase de simetria quebrada, O(N — 1), M?(T) > 0 é associado a
uma fase simétrica, O(N) [14].

3.2.2 Diagramas de fase

Os diagramas de fase podem ser obtidos considerando-se as Egs. (3.20) e (3.19). Enquanto a
primeira gera a figura 3.4, a segunda gera a figura 3.5. Esta equagdo mostra que se M?2(0) > 0,
entdo M?(T) serd sempre positivo. Se M?(0) < 0, entdo M?(T) é negativo (simetria quebrada)
desde T' = 0 até a temperatura critica T, onde ha uma restauracao de simetria, dai em diante

segue sempre positivo, o valor da temperatura critica é:

[ r2a(0)
T, = ~Nron (3.21)

As duas situagoes estao ilustradas nas figuras (3.4), (3.5) e (3.6).

6 10%;
510° Z
4 10} 4
310°} /

2 16} e

10— — —

 10B210% 310° 410°
116

Fig. 3.5: Variacio de M?(T') do modelo O(2) com a temperatura. Para a construgao deste gréafico, foram
utilizados os valores A = 5.5 x 10~ 17eV 2, M?(0) = 10%V para o grafico de linha tracejada e
M?(0) = —10%V para o grifico de linha cheia.

3.3 Modelo escalar O(2) nao-relativistico

A densidade Lagrangiana para a teoria escalar A\¢? nao-relativistica invariante U(1) é:
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O(N-1) O(N)

Fig. 3.6: Possiveis evolugoes de fase a partir das condic¢oes iniciais. Quando a simetria é inicialmente
O(N), nao ha nenhuma transigao de fase. Quando a simetria é inicialmente quebrada, O(N —1),
em alguma temperatura ela é restaurada para O(N).

T% ¢l V2%

2m

£ =i 5010 - 5010, (3.22)

onde, como em (3.12), ao decompor o campo ¢ = ¢ + i obtém-se o caso invariante O(2).

Usando-se a aproximagao perturbativa de 1 loop (veja Apéndice), de acordo com a figura

(3.1), obtemos a correcio térmica para o parametro & :

kr(T) = K(0) + 27T, (3.23)

sendo

4
= fsu/ (d L (3.24)

2m)4po +w’

onde fs = (N+2) representa o fator de simetria (veja Apéndice) e w = % + (0).

No dominio das temperaturas finitas, podemos reescrever essa equagao em termos das freqliéncias

de Matsubara:

- (Y y [ ot .

Apés somar nas freqiiéncias de Matsubara e integrar nos momentos, obtemos:

K(T) = k(0) +u YD (mIY2 1) [e=rO/T) (3.26)

onde Lig/y ¢ a fungao polilogaritmica.

Em altas temperaturas (k(0) << T), o ultimo resultado pode ainda ser aproximado como:

3 Doravante R subscrito a & serd suprimido.
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K(T) = £(0) +u YFE2 (mIY2 ¢(3/9) (3.27)

onde ((3/2) é a fungao Zeta de Riemann.

3.3.1 Simetrias do potencial

O potencial dessa teoria é:

U(16cl) = 0 g2 4 22 12 (3.25)

A situacao é parecida a encontrada para o caso relativistico, no sentido de que, quando
k(0) > 0, x(T') serda sempre positivo, s6 hd a fase simétrica, e quando k(0) < 0, a simetria é

quebrada de T = 0 até a temperatura critica:

k(0) 6 1**2n

=" B+l m

(3.29)

Em T, a simetria é restaurada e assim permanece para todos os outros valores de T'. A

dependéncia térmica do parametro k(7T') é representada no gréfico (3.7).

/s
6 10° s
/
7/
4 10° v
-~
g

210° _

00007 00004 00006 00008 0.001

Fig. 3.7: Dependéncia térmica do pardmetro k(7). Os valores dos pardmetros constantes utilizados foram:
N =2 u=55x10""7eV "2 e m = 10%V, x(0) = 10~ no gréfico de linha tracejada e #(0) =
—107? no grafico de linha cheia.

3.3.2 Conclusoes

Portanto, a conclusao mais importante dessa andlise é a seguinte: para modelos escalares
O(N) (relativisticos e nao-relativisticos), simetrias quebradas em T' = 0 sdo sempre restauradas

em altas temperaturas, através de transi¢oes de segunda ordem. Os valores criticos (dentro da
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aproximacao perturbativa de 1 loop) para as temperaturas sao dados pelas Egs. (3.21) e (3.29)

para cada um dos casos quebrados.



Capitulo 4

Efeitos térmicos para as

autoenergias: modelos escalares
O(Ng) x O(Ny)

Na primeira secao deste capitulo é calculada a correcao térmica a autoenergia do modelo
escalar O(Ng) x O(Ny) relativistico, e na segunda, a mesma quantidade é calculada para a versao
nao-relativistica do modelo. Conforme discutido no capitulo anterior, a autoenergia térmica é
uma quantidade fundamental no estudo das transi¢oes de fase. Veremos aqui como os fenémenos
de ISB e SNR, que nao ocorrem para o caso O(N), aparecem devido & possibilidade da interagao

(\) entre os campos ® e ¥ ser atrativa (A < 0).

4.1 Modelo escalar O(Ng) x O(Ny) relativistico

A densidade Lagrangiana relativistica invariante sob transformagoes do grupo U(1) x U(1)

é:
2 2
¢ = L@0h)0"e) - %qﬂ@ _ %‘f(qﬂ@)? g (@00 ) - %xm] - %‘f@w
- 2(@*@)(@@) . (4.1)

Note que essa densidade Lagrangiana é uma generalizagdo do caso U(1) ja discutido. As-
sim, consideraremos as regras de Feynman por ela geradas (veja Apéndice) para o calculo das

autoenergias.
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4.1.1 Autoenergias térmicas

Como no capitulo anterior, a correcao térmica as massas ¢ feita através do calculo das

autoenergias,

MZ(T) = M2(0) + %% . (4.2)

Onde, na aproximacao perturbativa até 1 loop, temos:

- Z¢T = ,Q_,_ + _/5\:;\'4, (4.3)

-3 = Q + (4.4)

O célculo dos diagramas correspondentes a Eg e Eg segue o j& efetuado para o caso U(1) e

pode ser feito com as técnicas descritas no Apéndice. Definindo:

SRS V. DY (4.5)

as massas térmicas renormalizadas sao dadas, em altas temperaturas, por:

MAT) = M20)+ A, i,j=®ouV, (4.6)

A temperatura critica na qual a massa térmica M?(T) muda de sinal é:

12 M2(0
Tci: - Z()

, A (@7

A diferenca entre essa expressao para a temperatura critica da teoria com dois campos e
a expressao (3.21), que é a temperatura critica da teoria com um campo, é essencialmente a
presenca do acoplamento misto, A, no denominador. Quando A é negativo, ha a possibilidade
de A; ser negativo mantendo-se a estabilidade da teoria. Nesse caso, se M2(0) < 0, M?(T)
serd sempre negativo, caracterizando uma SNR, se Mf (0) >0, MZ-Q(T ) passara a ser negativo na
temperatura critica (4.7) e nao voltara a ser positivo, caracterizando ISB, fenémeno que, como
SNR, nao é observado no modelo O(N). Além disso, é interessante notar que, quando A > 0 e

M?(0) <0, a T, é sempre menor do que no caso O(N).
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4.1.2 Andélise das simetrias da teoria

Uma maneira complementar de analisar-se as simetrias é através do estudo do potencial da

teoria. O potential classico da teoria que estd sendo estudada é:

M<I2>2 M\%/z Ao o4 AU 4 A oo
V((I),\Il):7cl> +T\I/ +I<I> —l—Z\II +Z(I)\IJ' (4.8)
E o potencial efetivo é, em ordem mais baixa:
M2(T M2(T A A A
U(®,, U,) = *?2( )q>§+ ‘P2( )qf§+£¢§+ﬁqf§+4¢)§qf§, (4.9)
sendo:
2 2 T
Mg (T) = Mg(0) + T Ag,
T2
MZ(T) = M2(0) + 13 A (4.10)

Pontos criticos

Os pontos criticos, que podem ser maximos, minimos ou inflexdes na superficie U(¢c, V),

tém as derivadas parciais primeiras nulas. As derivadas parciais primeiras sao:

ou Ao A

- 2 P H3 - 2
5g = Ma(T) @+ 57 0%+ Do v, (4.11)
oy = ME(DW+ 5704 D w et (4.12)

Os pontos criticos (®., ¥.) sao:
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(0,0), (4.13)
6M2 6M2
7 (4.14)
6 M2(T 6M2
<1> <I> , (4.15)
—18AMZ(T) + 6 Ay M2(T —18AMZ(T) + 6 Ao M3 (T) (4.16)
9X2 — g Ay ’ 9X2 — \p Ay '

e todas as outras 3 combinacGes possiveis dos sinais fora das raizes para o ultimo par.

Fases possiveis

Sera feita uma andlise qualitativa do potencial U(®., ¥.). E importante lembrar que Agp >

0, A\w > 0e Xp Ay > 922 O caso que interessa é \ < 0, assim serd considerado.

e A Quando MZ(T) > 0e M2(T) > 0, s6 ha um ponto de mfnimo no potencial, que é em
&, =V, =0, a simetria é O(Ng) x O(Ny).

(]

Fig. 4.1: Curvas de nivel do potencial com simetria O(Ng) x O(Ny), fase A.
2 _ e ME(T) 2 . N
e B Quando 0 > Mg(T) > Spy @ Mz(T) > 0, os minimos do potencial sdo em
®.=0e V. #0, asimetria é O(Ng) x O(Ny — 1).

¢

Fig. 4.2: Curvas de nivel do potencial da simetria O(Ng) x O(Ng — 1), fase B.
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e C  Quando 0 > M2(T) > —/\‘I’#}%\(T) e MZ(T) > 0, os pontos de minimo sdo ®. # 0 e

U, =0, a simetria é O(Ng — 1) x O(Ny).

®

Fig. 4.3: Curvas de nivel do potencial da simetria O(Ng — 1) x O(Ny), fase C.

e D Os valores fora das faixas especificadas em A, B e C, satisfazem os pontos com ®. # 0

e ¥, # 0, a simetria é O(Ng — 1) x O(Ny — 1).

Fig. 4.4: Curvas de nivel do potencial da simetria O(Ng — 1) x O(Ng — 1), fase D.

Analise das transicoes de fase para cada condicao inicial

Para mostrar a possibilidade de SNR e ISB, serd considerada uma situacao mais restrita
do que aquela que vem sendo tratada. A situacdo que serd analisada aqui é No = Ny = N e
%)@ > %|)\| > %)\\p? ou seja, Ap > 0 e Ay < 0. Com essa escolha !, a simetria sempre
serd O(Ng) x O(Ng — 1) no limite 7" — oo. Para a construgao dos graficos foram utilizados
os valores No = Ny =2, A =8 x 10716, \g =7 x 10717, e A = —5.5 x 10717, Em todas as

situagoes usamos valores pequenos para A(0), estando de acordo com a teoria de perturbacao.

(1) MZ(0) >0 e M2(0) > 0: A—B, ISB.

A dependéncia das massas térmicas com a temperatura, na faixa de parametros escolhida,

estd esbocada no gréfico (4.5), os valores utilizados para as massas a temperatura zero foram
MZ2(0) = M2(0) = 1GeV.

! Quando Ay < 0, a condicio de estabilidade exclui a possibilidade de Ag < 0.
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21¢;
15 1¢} |
110

510°
210  310° 400

110%

Fig. 4.5: Variagdo com a temperatura de: MZ2(T), linha tracejada; M2 (T), linha cheia, caracterizando

2w M3(0). B SNR.

ISB.
31l

MZ(0)>0e 0> MZ2(0) >
Para esbogar a dependéncia das massas térmicas com a temperatura, no grafico (4.6), foram

(2)
utilizados os valores M2(0) = 1GeV e M2 (0) = —1GeV.
110" i
1P| /
3 _410% 610® 810% 110"

5 10°

-1 10"

Fig. 4.6: Variagio com a temperatura de: M2(T), linha tracejada; M2 (T), linha cheia, SNR.

Aéé‘ﬁ'(o): C — A — B, ISB.
= —1GeV e M2(0) = 0.2GeV

MZ2(0)>0e0>M2(0) > —

(3)
Para esbogar o gréfico (4.7), foram utilizados os valores M2 (0)

510

25 1¢ '
A0 110° 15 10° 208

25 1¢ ,
510 )
75 16 '

4 10

1.25 100
Fig. 4.7: Variagdo com a temperatura de: MZ(T), linha tracejada, SR; M2 (T), linha cheia, ISB.
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(4) Para outros valores de M2 (0) e M2(0) que ndo os especificados em (1), (2), (3), e
em (5) mais a frente: D — B, SNR.

Para construir o gréfico (4.8) foram utilizados os valores M2(0) = —1GeV e M2(0) =
—0.2GeV.

510
25 100

5402 1108 1510° 210®
25 10° 7

510
7510
4161
125 10

Fig. 4.8: Variagio com a temperatura de: MZ2(T), linha tracejada, SR; M2 (T), linha cheia, SNR.

As transigoes de fase (1), (2), (3) e (4) também podem ser entendidas a partir da andlise
de sinais das massas térmicas, como é observado nos graficos (4.5)-(4.8). Mg(T) > 0 implica
simetria O(Ng) relativa ao campo ®, e Mg (T) < 0 implica simetria O(Ng — 1). My(T) > 0
implica simetria O(Ny) relativa ao campo ¥, e Mg (T) < 0 implica simetria O(Ng — 1). H4
uma transicao que nao é observada pela andlise de sinais das massas térmicas, mas apenas pela

andlise da simetria do potencial em relacao aos campos:

Ao M2(0)
31|

5 M2(0)>0e — > M2(0) > 22 M2(0): D —» C — A — B, SNR.
7 ) N

A figura (4.9) ilustra as transicoes de fase.
4.2  Modelo escalar O(Ng) x O(Ny) nao-relativistico

A densidade Lagrangiana nao-relativistica invariante sob transformagoes do grupo U(1) x

U(1) pode ser escrita como:

00 BTV ke ug oV UIVAU Ky Uy
= 0T - 2010 - 2(dTd)2 4+ i 0T —— - 2w - 2 (0Tw)?
=t e 2 TR AR T e Y
—%(qﬂ@)(qﬁxp). (4.17)
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B: OQ%) x OQN,-1)

A MQZ(T) A:O(N)x O(N')
()]
o o
' < 0
A
4\
| W
<L & o—] (3)\0
@
D: O(N-1) x O(N,-1) C: O(Ny1) x O(Ny)

Fig. 4.9: Transicoes de fase do modelo

O(N) x O(N) relativistico. Cada quadrante ¢ uma fase. Os

pequenos circulos numerados representam as simetrias em T = 0 e as setas que saem deles
indicam a evolugao na temperatura, o local em que as setas atravessam os eixos representa

transicoes de fase.

4.2.1 Autoenergias térmicas

A correcao térmica para o parametro k é feita como no caso relativistico, através da soma

da autoenergia & massa nua:

Onde, até 1 loop, temos:

ke (T) = ke (0) + 53,

ru(T) = ru(0) + 5§ (4.18)
= {0+ .00 (4.19)
= Q + i (4.20)

Utilizando, mais uma vez, as técnicas descritas no Apéndice, obtemos:
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Kj (T) = /€i<0) + ET

7

27 I

_ N\3/2 _ mT\Y? ks
ki(T) = k4(0) —i—ui% (m—’T> Lis/o [e=:(0)/T] —i—u% ( QJT) Ligs [e sO/T] | (4.21)

4.2.2 Anélise das simetrias da teoria

Tomando o limite de altas temperaturas, £;(0) << T << m, e N = Ny = 2, 0s parametros

ki(T) se reduzem a expressao:

T 3/2
ki(T) = £;(0) + <27T> ¢(3/2) ANE, (4.22)
onde
AfVR: guim?m—i—um?/?. (4.23)

3

Como no caso relativistico, a analise das simetrias da teoria serd feita pelo estudo de sinais
dos parametros k;(T). Assim, kg (7T) > 0 é relacionado a fase simétrica vinculada ao campo P,

e ka(T) < 0 é relacionado a fase de simetria quebrada (idem para o campo V).

As temperaturas criticas nas quais os parametros x(7") mudam de sinal (representando uma

transigao de fase) sao:

TN.R _onx [_ Hi(O) :|2/3
! ¢(

G/ AT (4.24)

Como no caso anterior, o fato de termos o acoplamento misto no denominador e ele poder ser
negativo possibilita fendmenos nao observados na teoria com apenas um campo. Comparando
as temperaturas criticas das teorias com um e com dois campos escalares, (3.29) e (4.24), note
que esta pode ser real mesmo no caso de £;(0) > 0, ao contrério daquela, basta que Afv R seja
negativo, caracterizando uma ISB. Outro fendmeno que nao se observa na teoria com apenas
um campo é nao haver temperatura critica real quando k;(0) < 0, caracterizando SNR, nesse

caso AN < (0. Além disso, quando u > 0, TYNR é sempre menor do que no caso U(1).

A variagao de k(T') com T é esbogada para algumas situagoes nos graficos (4.10) a (4.13),
nos quais foram utilizados os seguintes valores: Ny = Ny = 2, u3(0) = 8 x 10716eV 2, uy(0) =
7 x 10717eV 2, u(0) = —5.5 x 1077eV "2 e mg = my = 1GeV, a diferenca entre os graficos
sao os valores atribuidos a k3(0) e Ky (0). O valor da massa utilizado é da ordem da massa

do Hidrogénio e, considerando também os valores estipulados para u;, a; ~ 107 %eV~! ~ (4 x
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Fig. 4.10: Variacao de k¢(T) (linha cheia) e
kg (T) (linha tracejada, ISB) com a
temperatura, para k¢ (0) = kg (0) =
1neV.
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Fig. 4.12: Variacao de k¢(T) (linha cheia)
e ky(T) (linha tracejada, SNR)
com a temperatura, para qu;(()) =
1ky(0) = —1neV.

4.2.3 Conclusoes
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Fig. 4.11: Variagao de k(7" (linha cheia, SR,

110°
5 101

restauracao de simetria) e kg (7T)
(linha tracejada, ISB) com a tem-
peratura, para ke(0) = —1neV e
Ky (0) = IneV.
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Fig. 4.13: Variacao de kg (T) (linha cheia, SR)

e ky(T) (linha tracejada, SNR) com
a temperatura, para ke (0) = —1neV
e ky(0) = —1neV.

Portanto, deste capitulo concluimos que, contrariamente ao caso O(N), os modelos com

simetria O(N) x O(N) podem apresentar fendomenos mais exdticos quando os acoplamentos

bindrios A (relativistico) e u (ndo-relativistico) sdo negativos (atrativos). A permanéncia dos

sistemas na fase menos simétrica em altas temperaturas sugere o emprego de técnicas de calculo

malis rigorosas.

Conforme discutido na introducao, os resultados qualitativos aqui revisados

para o caso relativistico permanecem inalterados mesmo quando os efeitos da temperatura nas

constantes de acoplamento sao considerados de maneira nao-perturbativa [2, 3]. De fato, Ap, Ay

e A variam de maneira a inibir a restauracao das simetrias em altas temperaturas. A pergunta

a ser respondida no préximo capitulo é: ‘como os acoplamentos nao-relativisticos (ug, ug e u)

variam com T?’



Capitulo 5

Correcoes térmicas para os

acoplamentos

Neste capitulo, serao obtidas expressoes dos acoplamentos em funcao da temperatura. Na
primeira secao sao delimitadas as possiveis contribuicoes para as corregoes térmicas dos acopla-
mentos em questdo. Na segunda secdo, é discutido como efetuar o cédlculo propriamente dito,

enquanto que na terceira, os mesmos sao efetuados.

Para o caso relativistico, repetiremos os célculos realizados na referéncia [2]. O caso nao-
relativistico representa nossa contribuicao original. A estratégia é obter todos os acoplamentos
como func¢ado da temperatura. Em seguida, estas quantidades serao inseridas nas equacgoes para

MZ(T), Eqgs. (4.10), e para ;(T), Eq. (4.21).

5.1 Interacoes entre os diferentes campos

O problema que estd sendo estudado envolve dois campos com interagbes quarticas. Em
certas aplicagOes a sistemas fisicos, essas interacoes podem ser interpretadas como ‘colisoes’ de
duas particulas. Segue um paralelo entre as ‘colisdes’ possiveis no caso relativistico e no caso

nao-relativistico.

. Relativistico Nao-relativistico
1 P+ —-DP+P | P+P—- P+ D
I UV4+VU - VU+U | UV+Y - U +T
II P+V -4+ V | O+V D4+ T
I | o+ -9 4+ v -
Ir | v+v - o+ o -

Tab. 5.1: Possiveis espalhamentos para os casos relativistico e nao-relativistico.
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Para a montagem da tabela, levou-se em consideragao: as possiveis interagoes quarticas, a im-
possibilidade de aniquilagao e criagao de particulas (choques ineldsticos) no caso nao-relativistico,

e tal possibilidade no caso relativistico.

5.2 Funcao de Green de 4-pontos

A funcao de Green de 4-pontos, com apenas um campo, pode ser diagramaticamente repre-

sentada como:

G'= + XXX (X + X

GW contém as correcoes ao vértice que representa o acoplamento. Da forma como foi
representada acima, a funcdo de Green de 4-pontos é visivelmente uma série de poténcias do
acoplamento nu, A. Se o acoplamento é pequeno (A << 1), uma primeira aproximagao para o
calculo da funcao de Green de 4-pontos consiste em considerar apenas os termos até segunda
poténcia deste, ou seja, apenas o vértice nu e os diagramas de 4-pontos com 1 loop. Essa
serd a aproximacao perturbativa aqui utilizada, pois, neste trabalho, estamos nos limitando a
regioes perturbativas. Portanto, para avaliar as corregoes aos acoplamentos, o primeiro passo
serd calcular o diagrama de Feynman com 1 loop e 2 vértices (segundo diagrama do lado direito

da Eq. (5.1)).

5.3 Calculo das corregoes térmicas

A partir das expressoes dos diagramas de 4-pontos e 1-loop e dos fatores de simetria', serdo

calculados os acoplamentos renormalizados.

5.3.1 O caso relativistico

O calculo dos acoplamentos térmicos relativisticos foi feito somando o acoplamento de ordem-
X as correcoes de ordem A2, que sdo os diagramas de Feynman de 4-pontos e 1-loop. A seguir

ha uma representacao diagramatica e os resultados obtidos seguindo o esquema da tabela (5.1).

Para o caso relativistico, a aproximacao de altas temperaturas produz os seguintes resultados:
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\\\\.//// = \\\\,//// + AN //’_\\\) /// + \\\\(:::j//’/
LN RN A N 7 A

7 N L . o N . // \\
'""::—\ S TR /

! N N

+ U 4 Q X

1, A // \\

___--:-" \\\ _______ \\\
N
LP4+P—->P+P
Na+8
No(T) = —Ao(0) — In (g) 3 [A%(O) Mo 48) 4 \2(0) %} , (5.2)

onde 1 é uma constante com dimensao de massa, originada na integracao feita através de regu-

larizagao dimensional, conforme discutido no Apéndice.

r\o+9v—-9v+v

Completamente andlogo ao caso anterior (& + ® — ® + ).

Mo(T) = —Ag(0) — In (%) 2 [A?I,(O) Nyts | A%O)%] . (5.3)

As constribuigoes térmicas para A estao contidas em I, I11 e I11':

Inno4+9v -+ 9

! Detalhes sdo encontrados no Apéndice.
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nr: o+ - v 4+ v

D Py o +D . 7

nmr:v+v —- o+ ¢

N N \\ AN
AN AN NPT AN N
) N . N \ N ~. 2 \
; = X o+ XXt 2 + ) +
. .

Somando todas as corregoes, obtemos:

—4XN(T) = Corregao(II) + Correcao(I1I) + Correcao(I11)

— _o\0) - 8%2 In (i’;) [4/\(0) +220(0) %6*2) +224(0) (N‘P6+2)] AO)

SA0) - <T> [)@(0) We+2) o) Mot 2A(0)} A(0)

grz "\ 6 6
~A(0) — 87172 In (i) {%(0) (N‘I’JQ) + A (0) (N“PJZ) + 2)\(0)} A0). (5.4)
“A(T) = =A\(0) = gy In (g) [Aq;(o) Met?) 4 3y (0) Dot 2)\(0)} A0).| (5.5)

Os graficos (5.1) a (5.3) representam Ao (7)), Ag(7T") e A(T") em funcdo da quantidade adi-
mensional ¢t = T'/u, aos valores constantes foram atribuidos os valores Ap(0) = 8 x 1079,
Ap(0) = 7x 1077 e Agp(0) = —5.5 x 1077, e o gréfico (5.4) representa Ao (T) Ay (T) — IN2(T).
Lembrando que a estabilidade da teoria é vinculada as condigoes A\o(T) > 0, Ag(T) > 0 e
Ao (T) Ay (T) > 9N2(T), vé-se, com os graficos (5.1), (5.2) e (5.4), que a teoria ndo sai de seus

limites de validade em nenhuma temperatura.

5.3.2 O caso nao-relativistico

No caso nao-relativistico, é mais complicado conhecer-se quais os diagramas efetivamente
contribuem e quais os valores numéricos de seus fatores de simetria. Uma alternativa é recorrer-
se ao potencial efetivo, que pode ser calculado, de maneira exata, até 1 loop, como mostrado
na referéncia [20]. Deve ser notado que, além das diferengas entre os respectivos propagadores,

todos os vértices nao-relativisticos conservam o ntimero de particulas.
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Fig. 5.4: Variacao de Ag(T)Ag(T) — 9NX(T)
Fig. 5.3: X(T') com a temperatura.

L®P4+®—->d+ @

A partir dos gréficos temos:

3
w@) = us(0) - ua(0P5 Y [ (j;;g[f1D¢<wn,p>Dq><—wn,p>+f2D<%<wn,p>}

3
—u(O)Q;Z/é&faD?p(wn,p), (5.6)

1

ot © 08 fatores de simetria sao fi = 1/3, fo = 4/3 e f3 = 3 para

onde D;(wp,q) =
Ng = Ng =2 [6].

Seguindo os detalhes do Apéndice, na aproximagao de altas temperaturas (k; << T << my;),

temos:
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ua(T) = ug(0) — "2 /57— mT [2m (5.2 (0) + 942(0)) . (5.7)

r\'ov+v—-9v+v

De forma andloga a (& + ® — & + ®):

3
up(T) = ug(0) - uw)zgz / (j:;g (1D (s ) D (—0ns B) + fo D3 (wn, )]

3
- 305 Y [ G Db wp) . (58)
wp(T) = ug(0) — “H™ /G — L, [2 (503,0) + 9u2(0)) - (5.9)

I 24+9 - &4+ U

Para o acoplamento misto, dos diagramas temos:

3
uT) = ) =u)5 Y [ 5B O Dd ) + w0 D w1 a)

3
—u<o>2; 3 / (;’733 3D (s @) Dy (wn, @)

+ f4D<I>(Wn7 q)D\I/(_wnu q) + f5D‘I>(_w7M q)D\I/(wnv q)] . (510)

onde, para Np = Ny = 2, os fatores de simetria sdo f1 = fo = 1/3, fs =1efy = f5 =1/2 [6].

Na aproximagao de altas temperaturas:

u(T) = u(0) — 2L\ /22 0(0) (u(0) + 2152 4 2050)) (5.11)

Os gréficos (5.5), (5.6) e (5.7) representam ug(T"), uy(T) e u(T) para os seguintes valores

de paramentros:
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ug(0) = 8 x 10716eV =2, 1ug(0) =7 x 107 7eV=2, u(0) = —5.5 x 10~ 17eV 2,

me = my = 10%V e ke(0) = ky(0) = 10~ %V. (5.12)
-17
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Fig. 5.5: Variagao de ue(T) com a temper- Fig. 5.6: Variagdo de wg(T) com a temper-

atura. atura.
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Fig. 5.8: Variagdo de [uQ(T) - M}
Fig. 5.7: Variagao de u(T') com a temperatura. com a temperatura.

Para esses valores de parametros, a teoria é estdavel até T' ~ 0.0046eV (54K), temperatura
acima da qual [u?(T) — ue(T)uy(T)/9] passa a ser negativo, como pode ser visto no grafico

(5.8), nesta faixa de temperaturas ug(7") e ug(7) mantém-se positivas.

5.3.3 Conclusoes

A aproximagao perturbativa para a teoria nao-relativistica sai de seu limite de validade a
T ~ 54K, ao contrario da teoria relativistica, que se mantém estdvel em todos os valores de
temperaturas. Os acoplamentos efetivos na teoria nao-relativistica tém uma dependéncia linear
com a temperatura, muito mais forte que a dependéncia dos acoplamentos da teoria relativistica,
que dependem de In (7). Sendo assim, o caso nao-relativistico é mais sensivel ao uso da teoria

de perturbagao mesmo para valores pequenos (em 7' = 0) das constantes de acoplamento.
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Portanto, no préximo capitulo, estudaremos as transicoes de fase para o caso nao-relativistico
de duas maneiras: a primeira dentro do limite de validade da teoria de perturbagao (T' <
0.0046eV), e a segunda somando, com o auxilio de uma aproximagao nado-perturbativa, as

corregoes térmicas para u(71), ue(T) e uy(T).
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Transicoes de fase

Neste capitulo, vamos considerar qual o efeito produzido nas transicoes de fase através

da consideracao das corregoes térmicas nos acoplamentos. Na primeira se¢do, sao resumidos

os principais resultados ja encontrados. Na segunda segao, as expressoes das autoenergias sao

aprimoradas através da consideragao da dependéncia térmica dos acoplamentos, incluindo efeitos

nao-perturbativos.

6.1 Resumo dos principais resultados

6.1.1 Autoenergias em altas temperaturas

Relativistico

T? [(N; + 2
M?*(T) = M?(0) + 2T, onde ©f = = w&- +

N;
i 24 6 2

A

Nao-relativistico

ki(T) = ki (0) + 57,

6 27

onde X7 = u;

)3/2g(3/2) + o <ij

2 2T

3/2
) (3/2).
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6.1.2 Acoplamentos em altas temperaturas

Relativistico
\e(T) = Ag(0) +1n <Z>8i2 <Aé(o)N‘I’1;8 )\2(0)]\;‘1’> ,
Me(T) = Xg(0) +1n (D;’ﬂ <A%,(0)Nq’1;8 2(0)]\;‘1’> ,
M) = AD+ Ag In <Z [Acp(o) Nq}; 2 ae(0) 2 2)\(0)] (6.3)

U2 m rMm m m
up(T) = ua(0) — (I)é? 9 123; \ 27 (5u3(0) +9u*(0)) ,

U2 m rMm m m
ug(T) = uy(0) - \Ijé(jr) \ 9 12? \ 27 (5ug(0) +9u*(0)) ,

W(T) = u(0)— %,/%U(O) <u(0) + 2“2(0) + 2“§(O)> . (6.4)

6.2 Refinamento do calculo das autoenergias

As autoenergias térmicas foram calculados no capitulo 3. Ambas sao fungoes dos respectivos
acoplamentos A’s e u’s. Porém, no capitulo 4 foram calculadas corregoes aos acoplamentos, o
que serd feito agora é inserir naquelas expressoes do capitulo 3 os acoplamentos como fungoes

da temperatura, A — \(T') e u — u(T).

6.2.1 Relativistico
A expressao (6.1) é a primeira correcao térmica a autoenergia relativistica, considerando os

acoplamentos desta corregao como dependentes da temperatura, expressoes (6.3), tem-se:

7

T2
ME(T) = MP(0) + 25 Ai(T), i, j =@ ou ¥, (6.5)

onde
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(Ni; 2 )

= 0 E D a0 o B (1)

Ni +2)Xi(0) + (N; +2)A4(0 T N;(N; +6 T
+>\(0)Nj( +2) ()9;2 +ONO) <M>+)\(O)2(327Tj)ln <Iu)6.6)

A(T) = N(T)

O gréafico (6.1) mostra a variacio de Ao (T)Ay(T)/(3X(T))? para os valores dos parametros
constantes: Ny = Ny = 2, A\g(0) = 7 x 1075, Ap(0) = 5 x 107* e A\(0) = —6 x 107° da
quantidade adimensional ¢ = T'u, o comportamento do grifico garante que a teoria continua

estdvel ao considerar-se a dependéncia térmica dos acoplamentos.

1.0808 -

1.08028 -

1.08026 -

1.08024 -

1.08022

1.0802 -

Fig. 6.1: Variacio de Ao (T)Ag(T)/(3X(T))? com a temperatura (em unidades da escala u), para os
valores dos pardmetros constantes: Ny = Ng = 2, A\p(0) = 7 x 107°, Ag(0) = 5 x 107* e
A(0) = —6 x 1075,

O gréfico (6.2) mostra o comportamento de Ay (7) com a variacdo da temperatura para
os mesmos valores de pardmetros da figura (6.1). Com o aumento da temperatura, Ag(T)
permenece negativo, portanto, a simetria quebrada relacionada ao campo ¥ nao é restaurada ao
ser considerada a dependéncia térmica dos acoplamentos, ocorre ISB/SNR assim como antes de
considerar as corregoes térmicas aos acoplamentos. O grafico (6.3) mostra a variagao de Ag(T)
com a temperatura, que continua positivo, a fase na direcdo de ® é sempre simétrica. Além
disso, os trabalhos das referéncias [2, 3|, como j4 discutido, mostram que a situagao nao muda do
ponto de vista qualitativo mesmo quando emprega-se técnicas nao-perturbativas para obter-se

a dependéncia térmica dos acoplamentos.

6.2.2 Nao-relativistico

O refinamento ao calculo dos pardmetros k(T serd feito serd feito de duas maneiras. A
primeira serd a aproximacao perturbativa de 1-loop, a segunda sera através da soma da cadeia

que é uma técnica nao-perturbativa.
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Fig. 6.2: Variacao de Ag(T) com a temper- Fig. 6.3: Variagdo de Ag(T) com a temper-
atura. atura.

Perturbativo

O célculo da renormalizagao da massa da teoria nao-relativistica com campos O(Ng) X O(Ny)

resultou na expressao (4.21):

Ny +2 (mT\*? _ N; (m;T\*? A
ki(T) = ki (0) + u; + (m ) Liss [e—fﬂ(o)/T}_i_uJ(mJ ) Lis s [e—n](ﬂ)/T:|

6 2 2 27
(6.7)
Para Ng = Ng = 2, no limite de altas temperaturas, tem-se:
T\3/2
() =m0+ (50) AN (6.9

O célculo perturbativo de 1-loop dos acoplamentos térmicos, também em altas temperaturas,

considerando mg >~ my = m e K ~ Ky = K, resultou nas expressoes:

ua(T) = ug (0) m,/“m mT,/Qm 0) +942(0)) , (6.9)
we(T) = 1 (0) m,/ m mT,/Zm 0) +942(0)) , (6.10)

u(T) = u(0) — Z‘:\/% u(0) <u(0) + 2“‘;(0) + 2“‘5(0)) . (6.11)

Substituindo os u’s da equagao (6.8) pelos u(7T)’s das duas tultimas equagoes, u — u(T),

temos:
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3/2
(0 = r(0)+ (5 ) <3723

2T

!ULP( u@ m\/irn mT\/m 0) + 9u (0))] m3/2
3/2 m m U u
#(5) corm [“@‘4:\/%““” (wor+ 2252+ 2255 >]m/ o

3/2 U m m m m
(@) =m0+ (5 <<3/2>§[w< B T 2 +9u2<0>)]m3/2

3/2 m m U U
+<1;> ¢(3/2) [u(O)—T 2™ 0 (u(0)+2 3(0) + 2 3( )>] m®?. (6.13)

Os gréficos (6.4) e (6.6) representam as quantidades AY*(T) e AFE(T) em funcio da tem-
peratura, obtidas utilizando-se os acoplamentos térmicos ao invés dos acoplamentos nus, sao
utilizados os parametros citados na expressao (5.12). Os gréficos (6.5) e (6.7) representam os

parametros £(7') em funcao da temperatura.

AYE(T) fica positivo dentro do limite de validade da aproximagdo perturbativa (T =
0.0046eV, veja figura 5.8), conforme pode ser nitidamente observado no diagrama de fase repre-

sentado pela figura 6.5. Essa transigdo mostra o aparecimento de uma fase reentrante.

Ag R(T) diminui com a temperatura, ficando mesmo negativo. Contudo, essa inversio de
sinal acontece fora do limite de estabilidade da teoria, onde a aproximacao perturbativa nao é

mais justificavel.

Em resumo, considerando as corregoes térmicas aos acoplamentos, kg (1) é sempre positivo
nos valores de temperatura nos quais a teoria é estavel para os parametros escolhidos, de forma
que a simetria do potencial na diregao ¢ nunca é quebrada. Ja kg (T') é positivo em T = 0, passa
anegativo em 7' ~ 0.00095eV (11K) em uma ISB, e volta a ser positivo em 7" ~ 0.0038eV (44.5K),

restaurando a simetria através de uma fase reentrante.

Nao-perturbativo

A fim de refinar um pouco mais e testar a validade dos resultados qualitativos obtidos, serao
consideradas correcoes térmicas aos vértices além das de 1-loop, em um calculo nao- perturbativo
conhecido como soma da corrente. Vamos ainda desconsiderar, neste caso, a aproximacgao de

altas temperaturas. A soma da corrente consiste em resolver de maneira auto-consistente o
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Fig. 6.4: Variacio de AYE(T) com a temperatura.
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1-10
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~1.10 %%

-2.10° %! .

Fig. 6.5: Variacao de ky(T') com a temperatura. A linha cheia representa kg (7") considerando a corregao
térmica aos acoplamentos, e a linha tracejada representa kg (7T') sem conderar a corre¢ao térmica
aos acoplamentos.

seguinte conjunto de equagoes lineares e homogéneas para ug, Uy € u:

up(T) = ue(0) —ue(T) %3(0) L (Bre) — 3u(T) u(0) I2(Brw)
un(T) = ug(0) - ua(T) " I (Brg) - 3u(T) u I(Bra)
u(0) = () ) 22 1yr0) ) 22O B(rayua(r) 0 (ke — ua(0) 2 L(Bne)

—u(T) w(0) I3(Bra, Brw) , (6.14)
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Fig. 6.6: Variacio de AYE(T) com a temperatura.
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Fig. 6.7: Variacao de ke (T') com a temperatura. A linha cheia representa k4 (7") considerando a corregao
térmica aos acoplamentos, e a linha tracejada representa rq(7") sem conderar a corregao térmica
aos acoplamentos.

onde foram definidas as fungoes (veja Apéndice):

3

N(om) = [ g {1+ 2n(w) + 8uin(un) 1+ ()]}
3

R(ow) = [ Gen) [+ n(w)]

I8k, Brj) = / (dgp { T 1+ 2n(w)] - — 2[1+2n<wj>1}. (6.15)

3 _ —
2m)? | wi — w; Wi — w;
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O gréafico 6.8 mostra a dependéncia dos acoplamentos com a temperatura. Note que o grafico
contrario do caso perturbativo.

6.9 expde a variacio de ug(T)uy(T) — 9u?(T) com a temperatura, como esse grafico se mantém

4e-17 A

sempre positivo bem como ug(7T") e ug(7T), a teoria é estavel mesmo em altas temperaturas, ao
5e-17

temperatura.

7.10°%°
610"
5.10°%°
\ . -35
3e-17 A 4-10
3.10°%
2e-17 4\, 2.10°%
e ~_ 1.10°%
le-17 4 ™. T
0.2 0.4 0.6 0.8 1
0 02 04 06 038 1
T Fig. 6.9: ug(T)uy(T) — 9u?(T) em fungio da
Fig. 6.8: De cima para baixo: ue(T), uy(T) e
—u(T).

A teoria se mantém

estavel para valores positivos da or-
denada.

5e-16 4

Utilizando os mesmos valores de parametros escolhidos para estudar o cédlculo perturbativo,
na expressio (5.12), os ANE(T) sio representados nos gréficos (6.10) e (6.11).
4e-16 -

\ 2e-18 7
3e-16

le—‘05 .le‘—3 .le‘—z 1e‘—1//1.‘1
0
\\ /
\ —2e-18 | /
\ /
2e-16 4 \ /
—4e-18 1 /
.
1e-167 \ 6e-18
_6e-18 1
0 1e705 1e-3 1e-2 le-1
T

" -8e-18 1
atura.

Fig. 6.10: Variagao de AYR(T) com a temper- Fig. 6.11: Variacdo de AY¥(T) com a temper-
atura.

A figura 6.11 mostra que Ag R(T ) realmente passa a ser positivo e assim permanece, conforme

ilustrado pelo diagrama de fase da figura 6.12. Na direcao de ¥, em T = 0 a teoria é simétrica,
através de fase reentrante.

em T.; ~ 1073eV (11.6K) hd uma ISB, e em T' ~ 1.5 x 10~2eV (175K) a simetria é restaurada
quebrada na diregao ®.

Por outro lado, Aphi™VE(T) (figura 6.10) é sempre positivo, e portanto a simetria nunca é

Assim chegamos ao resultado mais importante deste trabalho, mostrando que, para o caso

nao-relativistico, ISB/SNR nao podem ocorrer, em altas temperaturas, quando os efeitos térmicos
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Fig. 6.12: Variacao de kg (T) com a temperatura.

nos acoplamentos sao considerados
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Conclusoes

O modelo escalar com simetria O(2) x O(2) relativistico foi revisado em termos das quebras
e restauracoes de simetrias ocorridas ao variar-se a temperatura. Na aproximacao perturbativa
de 1-loop, foi verificada a possibilidade de Quebra Inversa de Simetria (ISB) e Nao Restauragao
de Simetria (SNR). Os resultados de ISB/SNR nao sao decorrentes da limitagao da aproximagao
utilizada, como pode ser verificado nas referéncias [2, 3]. Esse modelo pode representar o setor

de Higgs de teorias de grand unificacao, sendo relevante para a Cosmologia.

As quebras e restauracoes de simetrias de um modelo nao-relativistico analogo aquele foram
entao estudadas através da andlise das corregoes térmicas aos parametros k. Esse modelo é
relevante para sistemas de Matéria Condensada, pode representar sistemas como um gas bosonico
de esferas duras, com dois tipos de bésons, ou pares de Cooper. Tais correcoes foram calculadas

em trés niveis de aproximacao, sendo cada uma um aprimoramento em relagao a anterior.

O primeiro método para obter corregdes térmicas aos parametros «(T') foi através do célculo
da autoenergia em uma aproximacao perturbativa de 1 loop. Os fendmenos de Quebra Inversa de
Simetria e Nao Restauracao de Simetria foram observados para valores negativos da interacao
entre campos distintos. Os resultados assim obtidos sdo andlogos aos do caso relativistico,

mostrando que estes fenémenos persistem em altas temperaturas.

O segundo método para o calculo dos parametros k(7T') foi calcular as corregoes térmicas aos
acoplamentos, na aproximacao perturbativa de 1 loop, e utilizar tais correcoes para o calculo das
autoenergias. A Quebra Inversa de Simetria que ja havia sido observada no cédlculo anterior foi
também observada, porém tal simetria foi restaurada através de uma fase reentrante, ao contrario
do célculo anterior onde havia uma Nao Restauracao de Simetria. Em altas temperaturas,
a fase observada é O(Ng) x O(Ny), simétrica na direcdo de ambos os campos. Esse era o
resultado esperado, pois esse modelo nao-relativistico é relevante para sistemas da Matéria

Condensada, nos quais se espera que simetrias quebradas em temperaturas relativamente baixas
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sejam restauradas com o aumento da temperatura. Contudo os acoplamentos nao-relativisticos
mostraram depender da temperatura de maneira mais intensa do que seus analogos relativisticos

onde o modelo tornou-se estavel.

Para melhor investigar tal situacao, consideramos um terceiro método realizando um célculo
nao-perturbativo. Com esse calculo, a teoria se mantém estavel em uma faixa maior de tem-
peratura que no calculo perturbativo de 1-loop. Os resultados qualitativos foram os mesmos
do célculo anterior, ou seja, simetrias quebradas em baixas temperaturas foram restauradas em

temperaturas mais altas, ndo é observado Nao Restauracao de Simetria.

Concluimos entao que, ao contrario do caso relativistico, a persisténcia dos fenomenos de
ISB e SNR em altas temperaturas parece ser um produto da aproximacao perturbativa de
primeira ordem. Os acoplamentos nao-relativisticos sao mais sensiveis a variagoes da temper-
atura, de maneira que para esses modelos simetrias quebradas em baixas temperaturas serao

sempre restauradas em altas temperaturas.
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8.1 Apéndice I: Parametrizagao de Feynman

50 — Lt -
A fragao T2

Sejam a e b dois nimeros, segue:

11 fe
a.b b—alf, r2’

r=a.a+b(l-a)=>a=

dr = (a — b)da,

S
a.b  Jy [aca+b(l—a)?’

a—>y2+22,

b—>y2+(z—x)2,

%x)? pode ser reexpressa convenientemente seguindo os passos seguintes:

(8.1)

(8.2)

(8.4)
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I 1 B /1 do B
A2yt (-2 Jo {2+ ety + (-1 - o)}
! da
/ — . (8.5)
0 {Z2+y?—2.z.2(1—a)+22(1 —a)}?
Z=z—z2(1-a),
obs.: d =dz, (8.6)
L1 1 B /1 do 8.7)
P22yt (z-2)? Sy {2yt tatia(l-a))? '

No uso desta expressao, z serd uma variavel de integracao com o mesmo elemento de volume

de 2/, posso substituir z por 2’ e continuar chamando de z:

! ! = / 1 da . (8.8)

TR0 Jy (Bt a.al-a))
8.2 Apéndice II: Soma sobre as frequéncias bosonicas de Matsubara

As somas sobre as freqiiéncias de Matsubara relevantes para este trabalho sdo [21]:

1 B
;iwn—x__eﬁz—l' (8.9)

— wp + 2 T 26817
8.3 Apeéndice III: Regras de Feynman

As regras de Feynman para a teoria escalar com dois campos a temperatura finita no espaco

Euclidiano podem ser expressas como [21]:

8.3.1 Modelo escalar relativistico
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[
loop: ()

Fator de simetrial : f,

(8.11)

(8.12)

(8.13)

(8.14)

(8.15)

(8.16)

As regras acima nao sdo para T = 0. A fim de obter a dependéncia térmica nos diagramas

de Feynman, devem ser feitas as seguintes modificacgoes:

2mn

77
d*p 1 d®p
/ @n)i B Z/ (2n)”

8.3.2 Modelo escalar nao-relativistico

p2—>wfl+ﬁ2, sendo wp =

ﬁ2
= sendowp = =2 + kg
Pod + wa 2me

(8.17)

(8.18)
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Ve W e Wy

1 P
= ——— sendo wy = + Ky 8.19
Pov + wy 2my (8.19)

>< = —uy (8.21)
> = —u (8.22)

d*p
l : 2
oop / 2n)7 (8.23)
Fatores de simetria: fs (8.24)

As regras acima nao sao para a teoria térmica. A fim de obter a dependéncia térmica nos

diagramas de Feynman, devem ser feitas as seguintes modificagoes:

21

77
d* 1 d3
[ 5 2 o (829

8.4 Apéndice 1V: Fatores de simetria

po — —iWwn, sendo wy =

O fator de simetria de um diagrama é o nimero de maneiras topologicamente distintas como

ele pode ser desenhado.

8.4.1 Diagramas de 2-pontos e 1-loop

O fator de simetria para os diagramas de 2-pontos é Unico para a teoria relativistica e para

a teoria nao-relativistica.
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Diagramas de 2-pontos com um campo

Sera feita a contagem do fator de simetria relacionado ao diagrama de dois pontos e 1-loop
com um campo. Para tanto pode-se supor que as pernas externas sejam da componente ¢1 de
um campo com N componentes ® [8]. Havendo entdo duas possibilidades que devem ter suas

contribuicoes somadas:

e ou o loop é da mesma componente da perna externa, ¢;. Neste caso hd 4 formas de fixar
a primeira perna externa, 3 de fixar a segunda e uma de fechar o loop. Na expansao do

gerador funcional este diagrama tem peso 1/4!:

1
fa=g 43 (8.26)
e ou o loop é de uma das outras (N — 1) componentes, ¢2, ¢3 - - - ¢n. Neste caso ha 2 formas
de fixar a primeira perna externa, 1 de fixar a segunda e (N — 1) possibilidades para fechar
o loop. Da densidade Lagrangiana (3.12) escrita para um campo com duas componentes,
se vé que vértices de componentes distintas tém um fator multiplicativo 2. Na expansao

do gerador funcional este diagrama tem peso 1/4!. O fator de simetria é:

fSQ:% 2.2.1-(N—1). (8.27)

Somando as duas contribuicGes obtém-se o fator de simetria de 2-pontos e 1-loop com um

campo:

12 4(N-1) N+2

fs:fsl+f52:74+ o 6

5 (8.28)

Diagramas de 2-pontos e 1 loop com campos distintos

Segue o cédlculo do fator de simetria relacionado ao diagrama ‘tadpole’ com dois tipos de

campos.

Supondo que as pernas externas do diagrama de 2-pontos e 1-loop sejam da componente ¢

do campo ®, que tem Ng componentes, o loop é do V.

H& duas formas de fixar a primeira perna externa, 1 de fixar a segunda e Ng possibilidades
para o loop. Na expansao do gerador funcional este diagrama tem peso 1/4. O fator de simetria

3

e:

1
Js2=2- Ny = §N\II- (8.29)
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8.4.2 Diagramas de 4-pontos e 1-loop

Relativistico

e Esse diagrama é formado a partir de dois vértices iguais, supondo que as pernas externas
sejam da componente N1 de um campo com N componentes. Ha duas possibilidades que

devem ter suas contribui¢oes somadas:

— todas as componentes dos vértices sao da componente N. Entao ha 4 formas de se
fixar a primeira perna externa de cada vértice, 3 de fixar a segunda e 2 de fechar o

loop. Na expansio do gerador funcional esse diagrama tem o peso (1/4!)2:

2
fs1= <i,> (4-3)*-2= %; (8.30)

— 0 loop é composto de uma das outras (N — 1) componentes do campo que nao a das
pernas externas V1. Entao ha 2 formas de se fixar a primeira perna externa de cada
vértice, 1 de fixar as segundas e 2(N — 1) de fechar o loop. Como pode ser visto na
densidade Lagrangiana expandida para um campo com 2 componentes, os vértices de
componentes mistas do mesmo campo ganham um peso 2. Na expansao do gerador

funcional esse diagrama tem o peso (1/4!)%:

1)? N-1
fs2 = <4|> (2-2)2-2(N-1) = 5 (8.31)
fs:fsl+fs2:%+N17§1:N17—§8- (8'32)

e Esse diagrama é formado a partir de dois vértices mistos, suponhando que os campos
externos sejam ® e os internos ¥, hd 2 formas de fixar a primeira perna externa de cada
vértice, 1 de fixar a segunda e 2NNy formas de fechar o loop. Na expansao do gerador

funcional esse diagrama tem peso ()%

fo= (4)F -2 28 = B (5.33)
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e Esse diagrama é formado a partir de dois vértices mistos. Ha 2 formas de fixar a primeira
perna externa de cada um e 2 formas de fixar a segunda perna externa, ha 1 forma de

fechar o loop. Na expansio do gerador funcional este diagrama tem peso (1/4)%:

fo= (1) 22221,

(8.34)

e Esse diagrama tem a contagem idéntica a do anterior, portanto seu fator de simetria é:

fszl-

(8.35)

e Esse diagrama é composto por um vértice misto e outro vértice com um tnico campo.
Supondo que o vértice puro seja do campo ® que tem Ng componentes e que a componente
da perna externa dele seja N1, ha duas possibilidades que devem ter suas contribuicoes

somadas:

— o loop é constituido pela mesma componente das pernas externas. Entao ha 4 possi-
bilidades de fixar a primeira perna externa do vértice de um tnico campo, 3 de fixar
a segunda e 2 de fechar o loop. Para o outro vértice ha 2 possibilidades de fixar a
primeira perna externa e 1 de fixar a segunda. Esse diagrama tem peso 1/(4 - 4!) na
expansao do gerador funcional:
1

1
f31=74.4!4'3-2'2=§; (8.36)

— 0 loop é constituido por alguma das (Ng — 1) componentes do campo ® que nao Nj.

Entao ha 2 possibilidades de fixar a primeira perna externa do vértice de um nico
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campo, 1 de fixar a segunda e 2(Ng — 1) de fechar o loop. Para o outro vértice ha 2
possibilidades de fixar a primeira perna externa e 1 de fixar a segunda. Da expansao
da densidade Lagrangiana em termos das 2 componentes no caso de N = 2, observa-
se que o vértice de um 1inico campo com componentes diferentes tem um peso 2. Esse
diagrama tem peso 1/(4 - 4!) na expansao do gerador funcional:
1 (Ng — 1)

fo= 222 2(Ne—1) =

== (8.37)

fo=fa + fs2 =1 Bazl) _ (Net2) (8.38)

Nao-relativistico

A contagem dos fatores de simetria nao-relativisticos necessita mais cuidado que os rel-
ativisticos. Um dos detalhes é que os vértices dos diagramas de Feynman nao-relativisticos
devem conservar o numero de particulas, pois nao ha criagao e aniquilacao de particulas, ao
contrario dos relativisticos. Para evitar algum equivoco, os fatores de simetria do diagrama de
4-pontos e 1-loop nao-relativistico serao retirados da referéncia [6]. Nessa referéncia os fatores
de simetria foram obtidos a partir do potencial efetivo com aproximacao de 1-loop, ja que ele é

gerador de todas as fungoes de Green conectadas e irredutiveis.

8.5 Apéndice V: Detalhes dos calculos dos diagramas de Feynman

A seguir serao feitos os cdlculos dos diagramas de 2-pontos e 1-loop e de 4-pontos e 1-loop,
relativos as teorias escalares A¢* relativistica e ndo-relativistica invariantes O(N). Os valores dos
momentos externos dos diagramas de Feynman nao sao relevantes para os estudos das transigoes

de fase deste trabalho, por isso serao considerados nulos.

8.5.1 Cdlculo do diagrama de 2-pontos com 1-loop

Relativistico

dp 1
—f / et (8.39)
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Incluindo os fatores térmicos das regras de Feynman, somando sobre as freqiiéncias de Mat-

subara e utilizando a abreviacao E? = p? + M2, tem-se:

1 d®p 1
Y =—f A=
1253 | G

A dp 1 d3p 1
3 e e

= —f.(A+ B). (8.40)

Na ultima passagem cada uma das duas integrais foi definida como A e como B, a fim de

que sejam calculadas separadamente na seqiiéncia.

A d3p 1
A== . A1
2 / (2m)* /P2 + M2 (841

A integral acima diverge. Serd utilizada a técnica de regularizagdo dimensional para expressar
o resultado da integral como uma soma de um termo divergente e um termo finito. Isso pode ser
feito integrando em 2w dimensoes ao invés de 3, posteriormente toma-se o limite de 2wD — 3D

e utilizando a equagao B.16 da referéncia [8] (Eq. 8.43 a seguir):

3D — 2wD

" 3
=_ —¢
2

€ serd levado a zero para recuperar 3D
3_ , . .
A — A(p?)27%,  p é um parametro com unidade de massa

que sera determinado no processo de renormalizagao. (8.42)

/ d>1 1 ~ TI'(a—w) 1 (8.43)
(2m)% (12 + M2 4 2lz)e  (47)*T(a) (M2 — x2)o—w’ ’
23w 2w
Log o M) / d*p 1
2 (2w)2w (}5*2 + M2)1/2
AM? T 1 M?
M {_ S s~ 140(0)| % (8.44)
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B = )\/ 278 eBE % (8.45)
Em coordenadas polares:
Ar [ p2dp
B = 2n)? /0 T . (8.46)
(p? + M?2)1/2 |e T -1
Fazendo a mudanga de variaveis % =y e & =ux,e considerando a funcao
1 [ 2d
o) =4 | i , (8.47)
4= Jo (22 + 32) <e z24y2 1)
B pode ser reescrito como:
B = 2\T?h(y). (8.48)

Juntando A, B e desprezando em A termos de ordem € ou superiores, a autoenergia fica:

S =27, {ggg [—f +1n L% g - } + >\T2h(y)} . (8.49)

Através de regularizacido dimensional, a autoenergia foi expressa como a soma de um termo
divergente e outro finito. O termo divergente serd removido pela adicao de um contra-termo a
densidade Lagrangiana no esquema de renormalizagdo M .S, o que resulta é denominado densi-

dade Lagrangiana renormalizada:

1 M? A
€r =L+ Lor = 5(0u0)" = 6" = ;0" + Lo,

1 M? A
Lor = 9{5(0“@2 — %7& — Q:sz*. (8.50)
A quantidade a ser removida na autoenergia é o termo divergente:

AM? 1

Zdiv = -2 fs 3972 E (8.51)

O seguinte contra-termo removerd a divergéncia:
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Al
Sor =BM?=2f, ———~. 8.52
cT f 327T2 € ( )
A massa renormalizada calculada a partir de £p fica:
AM? M?
Yp=2f1 s — 1| + AXT?h(y) ¢ . :
w=27{ o [+ e = 1] + 3700 | (8.59)

Serd considerada uma aproximagao de altas temperaturas, com alta temperatura quer-se
dizer temperatura maior que qualquer parametro com dimensao de massa da densidade La-

grangiana®, M << T

Spe fAL (8.55)

Nao-relativistico

2=_0,

——fu/ d*p 1
’ (2m)4po +w

1 d3p 1
= —fou 5 zn:/ R (8.56)

Convertendo a integral para coordenadas esféricas e efetuando a integracao angular e a soma

sobre as frequéncias de Matsubara, tem-se:

dr > |1 1
= S |y 8.57
fsu(2ﬂ_)3/0 [2+65 P _Jp p (8.57)

A integral no primeiro termo da ultima expressao é divergente, essa divergéncia serd removida
acrescentando-se a densidade Lagrangiana um contra-termo (de forma semelhante a uma pas-
sagem feita anteriormente, tal passagem nao é relevante, pois o interesse é sobre termos finitos,

e nao serd explicitada aqui), por isso o termo infinito serd suprido e o que resta serd chamado

3 A expansao de h(y) em torno de y = 0 é:

1t 1. 1 o Y 1 3
h(y)—24 YT TeeY o tE—g +0(y”) . (8.54)

Detalhes podem ser vistos no Apéndice 2 em [22].
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de autoenergia renormalizada:

1 om\ /% [ x2dx
ER = fsui2 <> / S EE—
212\ B 0 Biatr 4

1 2m\*P & e [ o i
= fsus— <> Zeﬂ”/ z2e I dy
2m= \ B = 0

m O\ 3/2
— () Liyale ™), (8.58)

onde foi utilizada a defini¢ao da fungao polilogaritmica:

Lia(z) =Y = (8.59)
=17

Em altas temperaturas, a funcao polilogaritmica pode ser expandida como:

= Ligya(e /") = ((3/2) — 2,/ 75 + O(w/T),
Liyjp(e ™) = —¢(1/2) + ﬁ+ O(x/T). (8.60)

De forma que a autoenergia em questao, em uma aproximacao de altas temperaturas, pode

Ser expressa comao:

Sk = fou (32)*2 ¢(3/2). (8.61)

8.5.2 Cdlculo do diagrama de 4-pontos com 1-loop

Relativistico

(8.62)

d*l 1 1
=g o 2+ w2 [ =2+ m? (8.63)
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A integral pode ser adequadamente modificada por meio de uma parametrizacao de Feyn-

man4:

5 d*l 1
—B = f\ / da/ T m? 1 pPall — o) (8.64)

Abreviando a notacao:

0*(m,p,a) = m* + p*a(l — a), (8.65)

! d*l 1
_ 2
= B=f /0 da [ ST (3.66)

31 1
~-B= fsv/ daBZ/ 312 1 5P
d3l 1 d 1
_fs)\Z/ dOLIBZ/ <—2E,> diEi(LUQ—l—EQ)
1 Bl 1 d (1 1 Bl 1d /11
—fN / /27r3EdE< ) fsN5 / /2w3EdE<EeﬁE—1)‘ (8.67)

O primeiro termo da iltima expressao nao depende da temperatura e o outro termo é o

dependente da temperatura, eles serao tratados separadamente:

1 Bl1d (1
_ — 2
Bo ==X / /27T3EdE< >

21 11
—Br=—f\ %SEdE FET) (8.68)

Termo independente da temperatura

4?7 1
By = £, / do / s (8.69)

Serd feita uma regularizacao dimensional redefinindo o acoplamento (mas nao sera modificado

seu nome) e a dimensao de integragao (férmula B16 do [8]):

4 Detalhado no Apéndice I.
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3D - 2w=3—2, X\— \N(u3 %

o Nt TE-w) 1
T /oda(4w)wf 3) (Q2)2

_ A2 ! 1 4 i ‘
= fs/o daw ['(e) [mQ el (8.70)

Fazendo uma expansao das funcoes I'(e) e A° e desconsiderando termos de ordem O(e) e

superiores, tem-se:

X2t 1 A p?
= —By=fo——s d - — 1 . 8.71
0 f16772/0 a{e 7E+n[m2+p2a(1—a)}} ( )

O termo 1/e é divergente e serd removido por renormalizacao no esquema MS. By renormal-

izado fica:

—Bor = fops [Lda {—VE +1In [#ﬁ?k@} } (8.72)

Termo dependente da temperatura

A2t  4mi?dl |1—eEP (1+E
_BT:_fS/ da/ T e 0+ Ep) (8.73)
2 Jo o (2m) (—1+eEB)* B3
Fazendo uma substituicao de variaveis % — 22, % — 12, segue:
B f A2/1da1 d h(y) (8.74)
—br = — - ) .
o ydy
sendo:
1 & z2dx
hy) = / . (8.75)
472 Jo (22 + y2) (e\/a:2+y2 _ 1)

A fungao h(y) tem a seguinte expansao [22]:

1 1 1

_ 2 Y 1 3
hy) =51 — =¥~ 1627 [ln (47T) +7E 2} +O0(y°). (8.76)
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Partindo do pressuposto de que os termos de ordem igual e superior a > sio polinomiais,

segue:

~Br = f[da [ 5~ ()~ + O ()], .17

Somando os termos de temperatura finita e dependente da temperatura:

2 T 1 T
T Y P [ Y 4] | S

Aproximacgao de altas temperaturas

Serd feita uma aproximacao de altas temperaturas, ou seja, m << T. Nessa aproximacao
o momento externo p é da ordem de T', entao p/T pode ser considerado como uma constante,

chamerei p/T = o

fs)\2 (T) vE /1 Tr [mQ +p2a(1 . a)]l/Q
B = In|— In (2 —-—— [ d o)
sz (L +1In(2y/7) > ), N E T e ) + T
_fsA? T g T /1 9 1/2
=5 In ” +In (2y/7) 5~ + ; daQ [o”a(l — a)] : (8.79)
B = J;gﬂ)\; In (%) + Cindependente deT'- (880)

Nao-relativistico
Montagem dos diagramas

O diagrama de 4-pontos e 1-loop pode ser do canal s, ¢t ou u. Na teoria relativistica, os
trés canais tém contribuicoes idénticas para o cdlculo do acoplamento térmico. Na teoria nao-

relativistica, o canal s tem uma contribuicdo e os canais ¢t e u tém outra contribuicao distinta.

Canal s

)l
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(8.81)
A conservacao de momento nos vértices exige que [ = d — p.
d*p 1
S = f, (_u)2/ — : (8.82)
(2m)! (p +£+ H) [(do —po) — G2 + 'ﬂ]
Os propagadores externos estao sendo tomados como nulos.
d* 1 1
S = fs u2/ : (8.83)
C (o 2 2 4 ) (s 2
Pbo om Po + om + K
Tomando a parte térmica das regras de Feynman tem-se:
s=hgY / :
B —zwn+w) (iwp, + w)
Z / o w2 (8.84)
Canais t e u
L,
| b
(8.85)
A conservagao do momento nos vértices garante que p = q.
dp 1
UT = f (—u)2/ (8.86)
’ (2m)* (po + w)2

Tomando a parte térmica das regras de Feynman, tem-se:
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UT = fou? Z/ = +w)2 (8.87)

Regularizacao de um termo divergente dos acoplamentos

Os primeiros termos nas integrais de go(7") e gy(T') sdo independentes da temperatura e
claramente divergentes, serao calculados por regularizacao dimensional e as divergéncias elimi-

nadas por renormalizacao:

_ug(0) [ dPq 1
Ao = / @n)® 2wa()

ug(0) d3q 1
/ (2m)3 & 4 g(T) (8.88)

Procedendo a regularizacao dimensional: 3D — 2§, utiliza-se B.16 da referéncia [8] e poste-

riormente § — 3/2:

2m/ d¥q 1
Ap = =
2m)2 o +2mk(T)

w2, (0)2m T(L— 6 | B
6 (471')5F 2mr(T)1-0

uq> ym |k
8.89
6m 2 ( )

Integrais de Bose:

A seguir sao mostradas algumas integrais que sao utilizadas para calcular os diagramas de

4-pontos e 1-loop nao-relativisticos.

n(w) é a distribuigdo de Bose-Einstein:

W= 21—tk (8.90)

/ (;ljf;g n(w) = (2;’;)3/2 Li3/2(€_ﬁ“). (8.91)
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d3 00 Qd eﬁw
/ g ()14 nw)] = /0 D e -

10 [*®p’dp 1 m \*?* . Bk
_ﬁan/o on? oo 1 <2m8) Liy (™). (8.92)

Outra integral da qual dependem os acoplamentos é:

3 n\w
/ (;lﬂl;g Ed) (8.93)

Na aproximacao de altas temperaturas para a teoria nao-relativistica, os parametros re-
speitam k; << T << m;. Atribuindo valores dentro dessas faixas e integrando numéricamente,

verifica-se que, com precisao muito boa:

3 nlw 3
/ (;if;g Ed) ~ / (;iwl))gﬁn(w)[l—l—n(w)]. (8.94)

8.5.3 Expressoes para o acoplamento em funcao da temperatura

A expressao para o acoplamento térmico ug(7') obtida a partir dos diagramas (ilustrados no

texto) é:

d3
wa(T) = ua(0) — us(0 Z / (s D) Do (—n, P) + foD3(wn, p)]
d p

1

o) © 08 fatores de simetria sdo fi = 1/3, fo = 4/3 e f3 = 3 para

onde D;(wpn,q) =
Ng = Ng =2 [6].

Portanto, temos:

4 1
T) = - 3
ug(T) = ugp(0) — uz (0 Z/ [3 w2 +w¢ + 3 (—iwy + we)?

— 3u3( Z/ _Zw”+w) (8.96)

Definindo:
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nw)=—F5— (8.97)

ao somar sobre as freqiiéncias de Matsubara, tem-se:

U2 3
ugp(T) = ue(0) — <I>3(0) / (;lﬂl)?g 23@ {1+2n(we) + 8 Lws n(we)[1 + n(ws)]}

3
—342(0) / (%3 Br(we)[1 + n(wy)] (8.98)

Tomando a aproximacao da integral de n(w)/w discutida anteriormente:

’LL2 3 3
us(T) = o (0) — ‘1)?)(0) { / (jﬁ)’g 2; + / (;if';?,w%n(w)[wn(w@)}}

3
_342(0) / (;lz’gﬁnwm + n(we)] =

)
2.0 3/2
ug(0) — uq,g( ) {T;f mb;né +50 (;1;) Lil/z[ewﬁ]}
2 my i B
—3u*(0)8 <27Tﬂ> Liyple ] =
(8.99)
Sendo que:

Liy ja(e"?) = % —¢(1/2) + O(r/T). (8.100)

Tomando a aproximagao de altas temperaturas, a aproximacao da integral n(w)/w discutida

anteriormente, e ainda mge ~ Mgy =M € K = Ky = k!

ua(T) = ug(0) — "2 0™ /57— mT [2m (5.2 (0) + 9u2(0)). (8.101)

A expressao para o acoplamento misto obtida dos diagramas de Feynman (ilustrados ao

longo do texto) é:
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3
u(T) = u(0) - u()5 > / (;l;';g[u¢<o>f1D<%<wn,q>+w<o>f2D%,<wn,q>}

3
—U(0)2;Z/(;l&z,[f:’,l)@(wn,Q)D\p(MmQ)

+ f4Da(wn, ) Dy (~wn, q) + f5De(—wn, ) Dy (wn, )] - (8.102)

onde, para Ng = Ny = 2, os fatores de simetria sdo fi = fo =1/3, fs=1efs = f5 =1/2 [6].

. 1 dp | e L 85 w§ (p)
> w(=w0) + 53 [ 55 { Oarae 3 s e
1 w3 (p)

+ 3u2(0)m — 6u2(0)m} , (8.103)

Somando sobre as frequéncias de Matsubara, temos:
U 3
um) =u0) 250 [ L5 a0l [+ )] + wn (Ol [+ n(on)])
d3 w w
w2(0) / (%‘;‘3 {w% _““w% [1+ 2n(ws)] — ﬁ 1+ 2n(w\p)]} (8.104)

Tomando a aproximagao de altas temperaturas, a aproximacgao da integral n(w)/w discutida

anteriormente, e ainda mge ~ mg =m e Kp = Ky = K:

u(T) = u(0) mT\/% u(0) (u(O) + 2“2(0) 4 2“§(0)> . (8.105)

Cdn \ ok
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