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RESUMO

Este trabalho faz uma nova proposta de método para solucionar a equacdo advectivo-
difusiva tridimensional que descreve os escoamentos Viscosos incompressivels. Este método usa
um esguema analitico baseado em split seguido de génese de equactes diferenciais. A solucédo do
problema é efetuada em duas etapas distintas. A primeira etapa consiste na aplicagdo de um split
ndo-homogéneo sobre as Equacbes de Navier-Stokes, no qual uma das equagdes do sistema
resultante contém a derivada temporal e o termo viscoso, constituindo uma equacéo diferencial
linear ndo-homogénea. A solucdo dessa equacdo é obtida via mapeamento em uma equacdo de
primeira ordem, fornecendo o formato do campo de velocidades. A partir deste se obtém o
formato da funcdo corrente para fins de génese. Desta forma fazse com que simulagdes possam
ser obtidas usando computadores portateis e, mesmo assim, requeiram tempo de processamento
pequeno para a solucdo de problemas ditos de engenharia. Estas vantagens podem ser
diretamente traduzidas em gplicacfes préaticas de simulagdo como, por exemplo, a possibilidade
de tomada de decisdo em tempo real sobre o controle de um processo em andamento numa planta
industrial, respostas transientes num escoamento turbulento ou na previsdo da disperséo de
poluertes em rios e mananciais criticos a salide da popul agéo.

Palavr as-chave: Navier-Stokes, escoamento de fluido viscoso, turbuléncia, método analitico.



ABSTRACT

“VISCOUS FLOW SIMULATIONS USING DIFERENTIAL EQUATION MAPPINGS”

This work proposes a new method to solve the three-dimensional advective-diffusive
equation which describes incompressible viscous flows. The proposed solution uses an analytical
method based in the split of the original equation, followed by a genesis of differential equations.
The problem is solved in two distinct steps. The first step consists of applying a non
homogeneous split on the Navier-Stokes equations, which results in one non-homogeneous
partial differential equation containing the time derivative and the viscous term. This equation is
solved by mapping it into afirst order equation that provides the velocity field format. Using this
result we are able to obtain the stream function format, which will be used in the following
genesis. This sequence allows the use of portable computers to achieve simulation results for
engineering problems in small enough processing time. These advantages can be used in
applications such as real-time decision making about industrial processes variables, transient
turbulent flow calculations or pollution dispersion simulations in rivers or other water sources

critical to the population.

Keywor ds: Navier-Stokes, viscous fluid flow, turbulence, analytical method.
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fc— funcéo de contorno;

l¢ — comprimento dissipativo de Kolmogorov g(u 3/9)1/ “3;

Ry —raio da esfera [m]

Ry - referénciatransversal ao contorno do corpo;

R_- referéncia longitudinal, no sentido do escoamento;

t - tempo [g]

u - componente cartesiana da velocidade do fluido no eixo X [m/g)]
U, - velocidade do escoamento n&o-perturbado [m/s]

Vv - componente cartesiana da velocidade do fluido no eixo Y [m/s]

w - componente cartesiana da vel ocidade do fluido no eixo Z [m/g]

w - velocidade angular do fluido [rad/s];

u - viscosidade cinemética do fluido [n/s]

y - funcéo corrente;

h - primeiro argumento da fungéo corrente tridimensional;

g - segundo argumento da funcéo corrente tridimensional;

f —potencia escalar da velocidade na definigéo tridimensional;

C.S — Corpo Submerso;

EDP - Equacéo Diferencia Parcidl;

EMR — Equacbes Médias de Reynolds, obtidas das equactes de Navier- Stokes (RANS);
ppm — partes por milh&o (concentracdo);

SGE — Simulac&o de Grandes Escalas (LES);

SN\D — Simulacdo Numérica Direta (DNS);
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho obtemos solucBes andliticas particulares para escoamentos Viscosos
incompressiveis em torno de corpos submersos de formato arbitrario. As ferramentas
matematicas utilizadas e sua sequéncia de aplicacdo serdo também objetos de estudo com o
intuito de estabelecer um roteiro de utilizacdo do novo método proposto.

Obter solucbes para equacOes advectivo-difusivas que descrevem  escoamentos
turbulentos tridimensionais costuma ser computacionalmente oneroso, especialmente quando a
geometria dos contornos ou dos corpos submersos for complexa. Nestes escoamentos a resolucéo
através de métodos numeéricos costuma ser particularmente dificil, mesmo utilizando sistemas
eficientes para a geracdo de maha adaptativa, devido a elevada ordem de grandeza dos sistemas
algébricos resultantes da discretizagao.

Escoamentos em regime turbulento ndo permitem grande reducéo da densidade da malha,
mesmo em partes do dominio nas quais a vorticidade pode ser considerada previamente
desprezivel. Em especial para a obtencdo do campo de velocidades, a ndo-linearidade do termo
advectivo exige que sejam efetuadas linearizagOes locais sobre a equacdo diferencia ou que os
sistemas agébricos produzidos através da discretizacdo sejam resolvidos atraves de esquenas
iterativos [Torres, 1980; Ortega e Poole, 1981; Delaney, 1983; Greenspan e Casuli, 1988;
Zabadal e Ferreira, 1990]. A consequéncia prética do emprego dessas formulagdes esta no
elevado tempo de processamento requerido para a obtencdo do campo de velocidades. A
aplicacdo do método hibrido proposto neste trabalho é baseada na utilizacdo de mapeamentos
[Ibragimov, 1995] das equacOes diferenciais que descrevem os campos de velocidade e
vorticidade ao redor de obstaculos tridimensionais com contornos arbitrarios, associada ao
tratamento numérico dos contornos e das fronteiras do dominio. Uma importante vantagem do
método proposto consiste na diminuicdo do tempo de processamento requerido para a execucao
de simulagdes baseadas nas solucfes particulares obtidas através dele.

Este método visa obter solucfes particulares suficientemente amplas para contemplar as
condicdes restritivas do problema, mas ele ainda carece de um roteiro ou estratégia pratica de
aplicacdo. Pensando nisso foram incluidas no Capitulo 2 as descrigbes de algumas formas
analiticas para manipulacéo de EDP's, onde procuramos mostrar como podem ser aplicadas no
novo método, aém de fazer uma recapitulacdo histérica daquelas que acreditamos terdo uso em
estudos posteriores. No Capitulo 3 e no Apéndice Il mostramos uma s&ie de tentativas de
obtencdo de solucdes cujos resultados foram utilizados para delinear estratégias de aplicacdo do

método proposto, culminando nas simulacdes apresentadas no Capitulo 4.



1.1. ESTUDO DE PROBLEMAS EM FENOMENOS DE TRANSPORTE:
VISAO GLOBAL DOS METODOS CORRENTES DE RESOLUCAO

Durante grande parte do século passado os métodos de resolucdo analitica de equactes
diferenciais foram relegados a um segundo plano em funcdo de dois importantes fatores:
primeiro a dificuldade, ou mesmo impossibilidade, de obter solugdes em forma fechada para
sistemas de equacdes que descrevam problemas de Fendémenos de Transporte, e o segundo fator
foi 0 grande impulso que a computacdo digital proporcionou aos métodos numeéricos. Casos
mais abrangentes geometricamente, para os quais ainda é ato o custo computacional dos
métodos numéricos, além do desenvolvimento dos programas de resolucdo simbdlica,
proporcionaram 0 ressurgimento dos métodos analiticos como ferramentas viaveis naquelas
instancias para as quais eles s8o0 mais convenientes e, inegavelmente, mais eficientes quando
adequadamente utilizados.

M étodos surgidos no fim do século X1X e quase esguecidos até o fim do século XX, sdo
reconhecidos como ferramentas extremamente Uteis na resolucdo de sistemas de equagOes
diferenciais parciais ndo-lineares, segja pela capacidade de transforma-las em equagdes lineares,
ordin&rias, ou simplesmente reconhecivelmente solUvels por outros métodos mateméticos
corriqueiros. Formas iterativas de resolucéo utilizando métodos baseados em split, aplicacdo de
simetrias, mapeamentos das equacOes originais em sSistemas mais smples com geracéo de
condi¢bes auxiliares, bem como outros tantos métodos analiticos [Zwillinger, 1992], podem
transformar um sistema de equactes diferenciais aparentemente insolivel em um outro cuja
solucéo é conhecida ou facilmente obtida [lIbragimov, 1995]. Estas formas de manipulacdo ndo
geram obrigatoriamente solugdes gerais para 0s sistemas de equactes estudados, porém os casos
nos quais sdo aplicadas na verdade podem n&o exigir que elas 0 sgam, mas apenas impor que as
solucBes obtidas possam descrever de forma adequada os fendbmenos fisicos obedecendo as
condigOes iniciais e de contorno do problema.

Ferramentas de resolucéo numeéricas como a Simulacdo Numérica Direta (SND) [Freire et
al., 2002] sdo atuamente utilizadas para gerar soluges que servirdo como benchmarks para a
validacdo de outros métodos, porém sua utilizacdo como método para a efetiva solucéo de muitos
problemas concretos ainda € invidvel com a capacidade computacional atualmente disponivel a
grande maioria dos pesquisadores [White, 1991, pg.397]. Ja a Simulagdo de Grandes Escalas
(SGE) proporciona uma ferramenta cuja viabilidade ja se verifica com 0s recursos atuais, mesmo
excluindo escoamentos em regides distantes da parede ou em transi¢do, situacdes essas nas quais

0 tempo e 0S recursos necessarios tornam seu uso ainda pouco indicado. O calculo dinamico de



uma funcéo de proporcionaidade [Freire et al., 2002] € um avanco no uso da SGE, porém faz
com que a obtencdo da viscosidade turbulenta fique computacional mente onerosa.

Além dos métodos anteriormente comentados h& varios outros sendo continuamente
desenvolvidos pela comunidade cientifica, e esta breve comparacéo ndo pretende abarcar a todos,
mas mostrar algumas das principais restricbes a0 seu UsO, as quais Se repetem em maior ou
menor grau em outros métodos ndo citados aqui.

Um dos objetivos desta tese € mostrar como alguns métodos analiticos podem ser
utilizados e racionalmente administrados com o intuito de minimizar o esfor¢o dispendido na
resolucdo de problemas que seriam computacionalmente onerosos quando tratados por outros
métodos. Para tanto, iremos aplicalos na resolucdo de escoamentos Viscosos incompressives
transientes tridimensionais. Neste Capitulo 1 sdo expostas as principais diferencas entre a
metodol ogia ora proposta e a de alguns dos principais métodos atualmente em voga. O Capitulo 2
tem como objetivo mostrar algumas entre tantas possibilidades analiticas de manipulagcdo das
equacles diferenciais, em especia aquelas que serdo posteriormente utilizadas para tratar o
objeto desta tese. As explanagfes ndo visam unicamente descrever os diversos métodos como
formas de manipulacdo de equacbes diferenciais, mas também mostrar de forma coerente os
objetivos por tras de cada um, conduzindo o texto de forma [6gica aos motivos para os quais eles
serdo aplicados posteriormente. A incluséo de alguns métodos ndo utilizados neste trabalho tem
como propadsito expor de forma concisa um conjunto de métodos hibridos capazes de solucionar

outros problemas de igual importancia.



1.2. METODOS HiBRIDOS — ASPECTOS OPERACIONAIS

As tentativas de solucionar os sistemas de equacdes que descrevem problemas da érea de
Fendmenos de Transporte costumam seguir a seguinte ordem de execucao:

a) obter uma solucéo geral para o problema;

b) particularizar a solugdo através de condigdes de contorno e/ou condigdes iniciais;

Esta sequiéncia aparentemente Obvia € a causa da virtual impossibilidade de obtencdo de
solucdes analiticas para grande parte dos problemas de contorno que descrevem cenarios fisicos a
smular.

Além disso, estamos implicitamente levando em conta que os sistemas de equacdes
diferenciais disponiveis em livros texto representam adequadamente os problemas estudados. No
caso da turbuléncia, nossa aparente incapacidade de reproduzi-la sem aproximacdes que
restrinjam muito 0 nimero de cend&rios de aplicacdo, parece mostrar que suas equagdes
descritivas ndo descrevem acuradamente o fendmeno. Uma ferramenta comumente utilizada em
anos recentes e anteriormente citada € a SGE, que troca a interpretacdo exata dos fendmenos
fisicos do escoamento abaixo de determinada escala por modelos de geragdo e dissipacdo de
energia, chamados Modelos de Sub-malha [Freire et a., 2002. pg.163]. Td artificio fez com que
0 estudo da turbuléncia pudesse avancar nos ultimos anos e introduziu uma nogao inovadora de
discretizagdo do dominio, a qual determina a ordem de grandeza da maha em funcéo da
predominancia de uma ou outra espécie de fendbmeno a partir de certa escala de medida.

Ja aidéia geral da utilizacdo dos métodos hibridos consiste em, ao contrério dos métodos
de solucdo analitica tradicionais, procurar solucdes particulares no lugar de gerais. Essas soluctes
seriam muito restritivas para descrever um grande nimero de cendrios, mas se mostram muito
féceis e rapidas de obter quando se faz uso de programas de computacdo ssimbdlica. A forma de
poder aplicar este tipo de método em casos reais, ditos de Engenharia, decorre do fato de que
algumas solugdes particulares tém a capacidade de descrever o escoamento em regides muito
maiores que a escala usual dos elementos de uma maha numérica. Podemos assim encaré-las
como modelos particulares de sub-maha numa discretizagdo do espago que seria considerada
grosseira para qualquer outro método. A solucdo mais ampla, embora nunca gera, do
escoamento passa pela resolugdo de um sistema de equacdes que imponha a continuidade da
solucédo e de suas derivadas nas interfaces dos diversos subdominios do espaco descritos por cada
solucdo analitica local.

Como exemplo poderiamos subdividir um escoamento em regides com caracteristicas

marcantemente distintas como: regido de entrada, regido de descolamento, esteira de vortices e



regides ndo-perturbadas. Essa divisdo geraria uma “malha analitica’ composta por poucas
solugdes particulares e um pegqueno sistema resultante da imposi¢éo da continuidade da solucéo e
de suas derivadas nas interfaces, ja que normalmente cada uma dessas solugdes pode ser aplicada
em regides bastante amplas do dominio sem que se perca a precisdo na reproducdo dos
fendbmenos fisicos. Para um escoamento em torno de uma esfera, seriam necessarias apenas 3
regides. a montante, em torno do corpo submerso e a jusante dele. Contrastando com iSso vemos
a seguir a Figura 1.1 fornece uma nocdo da quantidade de volumes de uma malha numérica

utilizada em SGE para calcular o escoamento em torno da mesma esfera:
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Figura 1.1 — exemplo de malha ndo-estruturada em torno de uma esfera (SGE) contendo
1,2 x 10° nés e 6,6 x 10° tetraedros [Geuzaine].

b

A obtencéo de solucbes particulares para subdominios se aplica perfeitamente aos casos
onde as equacdes que descrevem o problema fisico ndo permitem a fécil obtencdo de uma
solucdo suficientemente genérica para todo o dominio, ou ainda quando sua obtengdo signifique
um esforco intelectual e computacional muito grande se comparado a esta subdivisdo. H& no
entanto sistemas de equacdes que permitem uma manipulacdo de tal ordem que elimine a
necessidade da divisdo do dominio. A aplicacdo das Equacdes de Helmholtz na simulacdo de
escoamentos ao redor de corpos submersos € um exemplo tipico deste Ultimo caso. Elas serdo
utilizadas, juntamente com as EquacOes de Navier-Stokes, para dter soluces analiticas para
escoamentos Viscosos incompressives tridimensionais, solucdes ainda particulares porém validas
paratodo o dominio escolhido. Esta escolha pouco usua decorre basicamente do fato de que ndo

existem simetrias disponiveis na literatura para as Equacdes de Navier-Stokes providas de



modelos de turbuléncia, de modo que sO se torna possivel construir solugbes exatas para
escoamentos laminares. As solugfes obtidas para as Equacdes de Navier-Stokes possuem
formato valido também para as Equactes de Helmholtz, mostrando que as solugdes das Equactes
de Helmholtz sdo capazes de contemplar as componentes flutuantes do escoamento tipicas dos

model os de turbuléncia, pois estas pertencem ao espaco nulo do operador rotacional.

1.3. MAPEAMENTO DE CONTORNOS

Antes de passarmos a forma de resolucdo de qualquer sistema de equagOes devemos
examinar o dominio escolhido. Este pode ser um simples corpo submerso, uma bancada de tubos
no interior de um trocador de calor ou mesmo uma extensa por¢ao da superficie terrestre com seu
relevo totamente particular. A prética usua dos métodos numéricos envolve subdividir o
dominio usando uma malha que consiga se adaptar aos contornos das superficies presentes nele.
Os mapeamentos sdo mudancas de variaveis efetuadas sobre as equaces do nosso sistema. Por
exemplo, as transformagbes conformes sG0 mapeamentos que realizam essa mudanga sobre
contornos bidimensionais [Avila, 1990; Churchill, 1975; Dettman, 1965; Spiegel, 1964]. Mapear
0s contornos visa transforma-1os em formas mais facilmente tratéveis, facilitando a aplicacdo das
suas condicdes restritivas. O mapeamento permite, por exemplo, que uma bancada de tubos possa
ser tratada como uma seqiiéncia de placas planas de espessura infinitesimal. Outras Simetrias de
Lie admitidas pela Equagdo de Helmholtz tridimensional deverdo ser utilizadas para mapear
contornos 3D, permitindo que estes casos sgjam tratados numa geometria simplificada como por

exemplo uma placa plana.



2. METODOS ANALITICOS APLICADOS A SOLUCAO DE EDP'S

Neste Capitulo € feita a exposicao de uma série de métodos analiticos que terdo aplicacéo
direta ou indireta na solugéo do problema proposto. Este resumo tem por objetivo exemplificar
cada forma de manipulacdo que podera ser utilizada mais adiante, visto que estes métodos tém
sido mais utilizados por pesquisadores ligados a escola européia do que a escola norte-americana,
esta Ultima a mais difundida no meio académico brasileiro. O leitor ja familiarizado com
formulacdes envolvendo split, simetrias de Lie e mapeamentos entre equacgdes diferenciais pode
passar diretamente ao Capitulo 3.

O estudo iniciado por Marius Sophus Lie (1842-1899) e Albert Victor Backlund (1845-
1922) abriu uma nova perspectiva sobre possiveis transformacfes, também chamadas de
simetrias que determinadas equagdes admitem. Os objetivos basicos deste estudo, em especia
agueles de particular importancia para a solucéo de problemas em Fendmenos de Transporte, sdo
0S seguintes:

a) simplificar as equacdes originais, seja pela diminuicdo de sua ordem, por sua conversao
de equacdes parciais em ordinérias ou por outro artificio que facilite sua resolucéo;

b) gerar novas solugdes capazes de satisfazer as condicOes iniciais e/ou de contorno do
problema partindo de solugdes iniciais exatas, particulares e de mais féacil obtencdo, porém
incapazes de satisfazer as condicdes referidas anteriormente;

C) testar, através da génese de equacles diferenciais, possivels formatos de solucdes
particulares baseadas em propriedades das equacdes originais;

d) proporcionar uma visdo mais ampla das relagdes entre os diversos componentes das
equactes gque descrevem cada fendmeno fisico, em especia os modelos de turbuléncia e a
capacidade que as solugdes da Equacéo de Helmholtz possuem para descrevé-los.

Todas as mudancas de variaveis que transformam solucbes exatas de determinada
equacdo diferencial em novas solugdes ou em solugdes equivalentes sGo denominadas simetrias
de Lie admitidas pela equacéao, transformacgdes auto-Béckiund ou simplesmente simetrias. Pode-
se utilizar diversas técnicas analiticas desenvolvidas para obter simetrias [Ibragimov, 1995;
Dattoli et a., 1998; Zwillinger, 1992], como 0 método de substituicéao direta [Bluman e Kumel,
1989]. No entanto, fazse necesséria a0 menos uma solucdo para dar inicio ao processo, a qual

dentre outras formas pode ser obtida por métodos baseados em split, descritos a seguir.



2.1. METODOS BASEADOS EM SPLIT

Estes métodos consistem basicamente em desmembrar a equacdo diferencia em duas
outras, onde o desmembramento seré feito para que um dos operadores sgja facilmente inversivel
e tenha espaco nulo conhecido. Uma hipdtese comumente feita nas andlises de escoamento,
guando se constata uma grande diferenca de ordem de grandeza entre termos da equagéo, é a
eliminagdo dos termos considerados despreziveis para determinado caso particular. Aqui ndo ha
comparagdo dessa espécie nem se despreza qualquer termo, somente o espaco das solucdes é que
sera particularizado para um subconjunto no qual ainda assim sdo satisfeitas as condicoes

A resolucéo se fard igualando cada metade da equacdo origina a uma fonte, que pode ser
inicialmente constante ou mesmo nula, e a seguir resolvendo o sistema resultante. Para
desmembrar a equacdo diferencial num sistema de duas equagdes, comegamos agrupando seus
termos para que elafique naforma Af = Bf , onde A e B sdo operadores diferenciais, dos quais B
deve ser facilmente inversivel e ter seu espago nulo conhecido. O critério para a separacao esta
sendo aqui propositalmente simplificado, porém mais adiante explicaremos quais seriam algumas
condicOes desgjaveis para que um split sgja feito sem restringir demasiadamente o espaco de
solugdes resultante. O esquema iterativo se baseia em aplicar a solucdo do sistema obtida numa

etapa (n) como fonte para a etapa seguinte (n+1):

iAfn+1: n

Bf =f , com f, =0 2.1)
n+l n

— —

As funcBes f, ser@o solugdes exatas da equacdo origina. Este sistema iterativo sO pode ser

aplicado nos casos em que os operadores A e B comutem, ou sgja, AB=B A. Para exemplificar

usaremos a seguinte equagao

xfx Ty
gue podemos expressar através dos operadores A e B no seguinte sistema
i
1 X X
] (2.3)
ig=1_
1 y



Verificando que AB=BA para estes operadores, concluimos que o méodo iterativo é
aplicavel, embora sempre devamos testar a solugdo obtida na equacdo original para garantir que

ndo segja uma solucédo degenerada, com bifurcagdes. Iniciamos entdo com uma fonte nula

Al Q, onde Q=0 (2.9)
Bf=Q

N
z
A

Sendo o operador B facilmente inversivel e de espago nulo conhecido, acha-se uma solucéo para

Bf=0 integrando-a com relacdo ao tempo e somando seu espaco nulo. Logo, a solucéo
f,=g,(x) (2.5

€ aplicada a equacdo A f=0, resultando para Eﬂl 0,(x) =0, onde
X I x

g1=cte (2.6)

A solucdo fi=g;=cte=c; é entdo substituidaem Bf=Q, quefica

i
iy
que apds ser invertida (integrada em x) gera uma nova solugéo
fo= 1y + g(x) (2.8)

aqua sera novamente aplicada em Af=Q , lembrando que agora Q=c;, para nos fornecer a forma

final de g2(x), que sera

9,(X) =Cx+¢, (29)

Esta, apos ser substituida em (2.8), gerara a segunda solucdo, dada por

& 0
f,=cc—+y=tc, (2.10)
eX g
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Cada iteracdo do método produz uma solucdo contendo maior nimero de constantes
arbitrérias do que a anterior. Para um grande nimero de problemas, este méodo pode ser
aplicado até que se obtenha quantidade suficiente de constantes ou fungdes arbitrarias para
satisfazer as condi¢Bes de contorno em subdominios, ou mesmo eventualmente até obter uma
forma invariante de solucéo. Quanto maior for o niUmero de constantes arbitrarias presentes na
solugdo, mais ampla a classe de condi¢des de contorno que podem ser satisfeitas, ou maior o sub-
dominio sobre o qual a solucéo € vadida. Além disso, o processo iterativo poder ser iniciado com
uma solucdo particular previamente conhecida e n&o somente com a solucao trivial, permitindo a

geracao de resultados ainda melhores apds um pequeno nimero de iteracoes.
2.2. METODO DE SUBSTITUICAO DIRETA

Ao fazer uma substituicdo das variaveis independentes de uma equacdo por outras
variaveis estamos mudando a equacdo, pois aformafinal da mesma sera mudada assim como sua
solugdo. Se, no entanto impusermos que a forma fina da equagéo deve permanecer inalterada
frente a mudanca de variaveis, estaremos automaticamente garantindo que a solugdo nas novas
varidveis é também solucdo da equagdo original. A vantagem deste método esta no fato de que
ele as vezes gera um sistema auxiliar de equagdes mais simples de solucionar que o inicial.

O método consiste portanto em mapear a equacdo diferencial pela introducdo de novas
varidvels no lugar das originais. As derivadas em relagdo as novas variaveis sdo obtidas pela
aplicacao da regra da cadeia sobre as derivadas originais. Este mapeamento € realizado de forma
ando aterar aforma da equagdo original, ou seja, mantendo-ainvariante.

Partindo por exemplo da equacao

ar _ (2.11)

gue podemos mapear pela mudanca de variavel X ® a( x) , resultando

d—f%=f ® d—fax=f
da dx da

Para que a forma da equacéo se torne invariante frente a mudanca de variavel realizada, a

derivada de a(x) em relagdo ax (que passaremos a representar como a, , de forma adistinguir as
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derivadas da fungéo original daguelas de seus argumentos) deve ser igual al. Resolvendo a, =1
encontramos a= Xx+c, sendo ¢ uma constante arbitrédria. Logo a mudanca de variavel

X® x+c,denominada simetria translacional, ndo altera a equacéo origina e é uma simetria de
Lie admitida pela equacéo g_f =f.
X
As condicBes necess&rias para que 0 mapeamento respeite a invariancia de forma da
equacdo geram um conjunto de equagdes auxiliares a serem satisfeitas. Por exemplo, para mapear
aequacédo

T _ &ﬂzf
x gﬂ%

2
+E;+ (2.12)

naqual f € umafuncéo escalar e k uma constante, é realizada a seguinte mudanca de variaveis

X® a(x,y)
y® b (xy) @)
gue a mapeara na equacdo transformada
i(a2+a Z)ﬂzf +(b2 )
qf qf J. X y ﬂaz X JI
@, - k@, +a,))e—+(b, - k(b +b,,))+—=k{ y
fa T ;
. +t2@b,+ab )
t fa ‘IT b b
(2.19)

Para satisfazer a condicdo de invariancia de forma, ou sga para que a equacdo-alvo
resulte

ﬂf_kaa[ ﬂfo

fa e‘ﬂa ﬂb2

os coeficientes dos termos da equacdo original e da equacdo mapeada devem ser igualados um a
um, gerando um sistema de equagdes auxiliares que deve ser resolvido para que o mapeamento

sga uma simetria de Lie admitida pela equacéo original.
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Neste caso, 0 sistema a ser resolvido seria dado por

_‘|_ a, =1+k(,, +ayy)
I
i b, =k(b, + bW)

I

ja +a, =1 (2.15)
_'_ 2 2 —

i b,“+b, =1

| —

jab,=-ab,

Aparentemente, a determinacdo das varidveis a (xy,t)eb(x,y,t) so dificulta a

obtenc&o de novas solugdes para a equagdo (2.12), ja que agora é preciso resolver um sistema de
seis equacles diferenciais parciais ao invés de apenas uma. Uma vantagem deste tipo de
mapeamento é ndo haver nenhum comprometimento das novas variaveis com condicbes de
contorno, fazendo com que qualquer solucéo particular deste sistema permita obter uma simetria
admitida pela equacdo (2.12). Quanto mais elementos arbitrarios existirem na solugdo encontrada
para o sistema (2.15), sendo esta particular mas compativel com a simetria imposta, maior a
extensdo do subdominio no qual ela satisfara as condigdes de contorno do problema original. Isto
vem do fato desta transformagdo ser funcional ao invés de ponto-a-ponto, gerando uma

variedade que permitira aplicar novas restri¢des para entdo obter uma nova solugdo particular.
2.2.1. SUBSTITUICAO DIRETA NA EQUACAO DE HELMHOLTZ

Partindo da equacdo de Helmholtz bidimensional

W oW W R (2.16)

ft % W

h& uma solucdo particular dela que é dada por

y = g(eco+cl><+cqy+u(tf+cz)t)+y . (2.17)

Esta solucdo foi obtida em um estudo prévio [Beck, 2005], entre cujos objetivos estava
gerar solugbes particulares suficientemente abrangentes para serem utilizadas na obtencéo de

solugdes do caso tridimensional da equacéo de Helmholtz.
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A fim de construir novas solucdes ef etuaremos a seguinte mudanca de variaveis:

X% 3 a(x,y)

Y %43 b(xy) (2.18)
onde a e b representam as partes rea e imaginaria de uma funcéo de varidvel complexa f(2),
sendo z=x+iy. Isto ocorre porque qualquer transformacdo conforme corstitui uma simetria
admitida pela equacdo de Helmholtz bidimensional, isto €, quando x for substituido por a ey por
b em (2.16) uma nova solucéo exata € produzida. A aplicacdo de uma transformacéo conforme
sobre a solucéo obtida pode ser utilizada para facilitar a aplicacéo das condig¢des de contorno, ou
até mesmo para introduzir a rugosidade sobre a superficie do corpo submerso. O segundo
processo pode ser responsavel pelo mecanismo que dard origem as componentes flutuantes nas
pequenas escalas do escoamento, sendo ele em Ultima insténcia uma das formas pelas quais a
equacdo de Helmholtz pode descrever a geracdo das componentes flutuantes em escoamentos
turbulentos. Outra forma mais simples de atingir este objetivo € a aplicacéo de um campo inicia
de vorticidade baseado em dados experimentais relativos a tamanho médio de vortices e expresso

em funcdo do nimero de Reynolds do escoamento [Beck, 2005].

2.2.1.1. TRANSFORMACOES CONFORMES — SIMETRIAS ADMITIDAS PELA EQUACAO
DE HELMHOLTZ BIDIMENSIONAL EM REGIME ESTACIONARIO

Efetuando as mudancas dadas por (2.18) na equacdo de Helmholtz em regime
estacionario, obtém se a seguinte equagdo nas novas variavels:

(LB, 1\, - U\Fe)—+(tq+vq U\PO“—N-UQEE +&) Tﬁ”*{bfﬁi) +2(axt;+agn) C (2.19)

Para que as referidas mudancas constituam simetrias admitidas pela equacdo de
Helmholtz, basta que a forma da equacdo permaneca invariante em relacdo a essa troca de

variaveis, isto €, que a equacdo (2.19) assumaaforma

yw,, W efw T
_+V__ 0
ua e—? F“_ (2.20)
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onde as componentes do vetor velocidade nas novas varidvels séo definidas como

U= e -y (2.21)
b fa

Essa definicéo € andloga a das componentes de velocidade presentes na equacéo em sua

formaoriginal:

u=J , v=- (2.22)

Ty X

Assim, o chamado critério de invariancia [Bluman e Kumei, 1989] consiste em preservar
a forma da equacéo original, exceto pela troca de variaveis, e constitui uma condic¢éo suficiente
para que a mudanca transforme uma determinada solucdo da equacdo em uma nova solucéo
exata. 1sso ocorre porque, se f(x,y) € solucdo da equacdo original, f ( a(xy), b(xy) ) sera
automaticamente solucéo da equacdo mapeada. Uma forma prética de estabelecer a invariancia

da equacéo consiste em dividir todos os termos por ( af + ai ) , @ aseguir impor as restri¢coes que

mantém inalterada a forma da equacédo original, quais sgjam

02 b =2 + &
ab +ab =0 (2.23)

U+, = (o +2) 1

o = a2y (2.24)
tua, Fva, =-(a; +ay)ﬁ
Impondo as primeiras duas restri¢des, dadas por (2.23), obtém-se
b =*a, e b, =Fa, (2.25)
0 que implicaem
N’a=N’b=0 (2.26)

ou sga, a e b sdo fungbes potenciais consistentes com a transformacéo conforme.
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Assim, aequacéo (2.19) resulta

a&ua, +va, ('.j'|1w+aeubx+vby Oqw ae'|12w+ﬂ2w6

: : - ==0 2.2
gaj+ay2 5 Ta gaf+a§ 5 1b ug‘ﬂat2 m° 4 (2.27)
Impondo agora as restri¢des dadas por (2.24), obtém-se
ala, +va, o tua, FV
i o i _ T (2.28)
§arva; 5 Wb (af+ay)  Ta

Reescrevendo u e v em termos da fungéo corrente, e utilizando aregra da cadeia, resulta

u:‘"y =a Ty +b Tly v:‘"y :ax.”y +bx‘”y . (229
fla b

Y2 Y 1b X

Substituindo as definicbes de u e v em (2.24), obtemos

(mﬁaﬁ)‘% :(af+a§)1%ib (230)
e
(+a+ ai)%z - (a2 +a§)1]”Lb (2.31)

Ambas as equagOes se reduzem a identidades a0 especificar os sinais nas relagdes

presentes em (2.25). Desse modo, para
by = ax (2.32)
by = -ay (2.33)
as equagoes (2.30) e (2.31) séo identicamente satisfeitas. Entretanto, essas restrigdes constituem
as condicdes de Cauchy-Riemann relativas a uma transformacéo conforme cujas partes real e

imaginéria correspondem, respectivamente, as funcdes b e a. Portanto, qualquer transformacao

conforme € uma simetria de Lie admitida pela equacdo de Helmholtz bidimensional.



16

2.3. TRANSFORMACOES DE BACKLUND

O método de substituicdo direta é aquele através do qual se obtém as simetrias de Lie
admitidas pela equacdo avo utilizando mudangas de variavel, que constituem um caso particular
das chamadas transformagdes auto-Backlund. Como foi explicado no item 2.2., ap0s fazer uma
substituicdo direta aplica-se uma condicdo de invariancia de forma a equacdo resultante. Caso a
condicdo de invariancia de forma ndo sgja imposta obteremos uma transformacéo de Backiund,
cuja equacdo resultante (2.14) terd forma diferente da equagdo original (2.12). Ndo obstante, pode
ser exatamente isso que Se desgja como veremos a segulir.

O objetivo de qualquer transformacao é facilitar a obtencdo da solucéo para a equacéo em
estudo ou facilitar a aplicagdo das condigdes restritivas. Utilizando transformagdes de Bécklund
podemos tentar atingir o primeiro objetivo de duas formas distintas:

1) Partir da equacéo origina e transformé-la em outra para a qual a solucéo é conhecida;

2) Transformar uma equagdo cuja solugdo € conhecida na equacdo original;

A segunda forma pode parecer mais Obvia por supor que a equacdo transformada é
sempre mais complexa e mais dificil de resolver do que a equacdo original. No entanto, aplicar
restricdes aos coeficientes de uma equacéo transformada é sempre mais facil do que tentar obté-
los naforma em que se apresentam na equacao-alvo, especia mente sem ter nogéo prévia de qual

mudanca de variaveis deve ser realizada. Por exemplo, para mapear a equacao

2
ﬂ:ﬂ I+fﬂ (2_34)
ix 9x fy
realizamos a seguinte mudanca de variavels
® 1
x®a (xy) (2.35)
y® b(x,y)
gue a mapeardo na equacao transformada
@.+fa-a)lem, +tb by ea 2Tt p Tt Lo p T o (030
XX y X ﬂa XX y X 1-[b X ﬂaz X ﬂbz X Xﬂaﬂb .
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Dividindo a equagdo (2.36) por a,’e impondo as seguintes restrigdes aos Seus
coeficientes,

ia, +fa -a, _
2

i a,

'[bxx+ fb, - b, 0

: a’ - (2.37)
i

1 bxz =1 ou &:1, logo b,=a,

T a'X a'X

torna-se possivel obter como equacéo-avo

T, ff,, 1°f

=0 2.38
fa b fafb (2.38)
cuja solucdo é imediata, uma vez que admite a fatoracéo
& o] o]
f + 1 o +ﬂ f=0 (2.39)

§Ma Tbyfa Tby

A equacdo (2.39) pode ser resolvida em duas etapas, uma vez que sua forma fatorada

pode ser convertida no sistema

(2.40)

cuja solucdo pode ser facilmente obtida utilizando softwares de processamento simbdlico. Este
exemplo da primeira forma de aplicacdo das transformagdes de Backlund mostra claramente
como uma equacdo parcia ndo-linear pode ser resolvida através de dois sistemas de equacdes
parciais lineares smples (2.37) e (2.40). Ha uma série de formas de EDP's, de solucdo geral ou
particular conhecida, que podem ser utilizadas como equacdes-alvo, facilitando a solucédo da

equacdo original para quem adquiriu prética na aplicacdo das transformagdes de Backlund.
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2.3.1. VARIAVEIS AUXILIARES E AS EQUACOES DE NAVIER-STOKES

Foi mencionado em segdes anteriores que as solugdes da equacdo de Helmholtz nos
permitem reproduzir as componentes flutuantes do escoamento e, portanto, a turbuléncia. Para
demonstrar que as componentes flutuantes do escoamento sdo contempladas nas solugdes da
equacdo de Helmholtz por pertencerem ao espaco nulo do operador rotacional, faremos uma
mudanca de variavel nas EquacOes Médias de Navier-Stokes bidimensionais, usualmente
utilizadas para tratar escoamentos turbulentos via métodos numéricos. Tomemos a solucéo
particular da equacéo de Helmholtz dada por (2.17). Nessa solucéo a funcéo corrente é composta
por duas parcelas, sendo que a primeira € uma funcéo arbitraria g(x,y,t), cujo argumento serd uma
Unica variavel auxiliar h

h = g Xy (el

(2.41)
Fazendo a substituicdo nas Equacdes Médias de Navier- Stokes obtemos

duf —. - 2, o2)) 2.6 dp, % d’u dud,  du'v’

—(cu+c,v+u(c + =-21—— —=+C

dh(l vu (gl ey)) Gl 9)3 e ahy 2 dn &P

duf —. - ZZ_QE E%dudu du'v’

—|qu+c,v+u(ci+c,))=- =— + ++C

dh(cl vru(etre?)) r dh +u(e’ “z)g a? g *dn &P
G dv_o o drdr o
“an % dn “n % '

Multiplicando a equacéo (2.42) por c; e aequacgao (2.43) por ¢, e somando-as, obtemos

Continuidade=0

{cu+c v+u(c12+022))=

2 2\ — — — — . —_—. (2.45)
_(C.L +Cz)@+u( 2 2)33 dzu hdV ﬂ+cﬂg+2 Caedu'v'g

9 & dh g

Continuidade=0

h(i Continuidade)=0
dh




19

Apos retirarmos da equacdo os termos nulos, chegamos a seguinte igual dade

(c?+¢)ap_.  aiav's
\n = /8P -, . 2.4
r dh %g dh o (246)

a qua demonstra que os termos flutuantes do escoamento podem ser escritos como uma funcéo
da pressdo média do escoamento, pertencendo portanto ao espaco nulo do operador rotacional.

Esse resultado nos permite assumir que as solugdes da equacéo de Helmholtz englobam
os termos flutuantes do escoamento porque repdem todo o espaco nulo do operador rotacional,
no qual eles estdo contidos. Ndo menos importante, também mostra que nédo alteramos a equagao
de Helmholtz a0 aplicar o operador rotacional sobre as EquacOes Médias de Navier-Stokes
guando expressamos as componentes flutuantes como funcgbes do gradiente de pressdo. Isto
ocorreria se o fizéssemos na sua forma origina e, invariavelmente, violaria o balanco resultante.
Essa conclusdo ndo vem para contestar hipoteses cuja aplicagdo contribuiu para a continuidade da
pesquisa da turbuléncia, mas para auxiliar a compreensdo da real natureza desta Ultima,
mostrando possiveis solucfes para 0s muitos problemas decorrentes do seu tratamento na forma
atual.

2.4. FUNCOES ARBITRARIAS E RESTRICOES DIFERENCIAIS

Como foi dito no inicio deste capitulo, um dos objetivos desta metodologia € obter
solucBes particulares para as equacOes diferenciais originais. Através das vérias formas de
manipulagdo expostas anteriormente pode-se eventualmente obter solugbes que ndo sgam
suficientemente abrangentes para que sejam aplicadas as condi¢des de contorno do problema em
toda a extensdo da fronteira, ou utiliza&la em alguma geometria de especia interesse por
insuficiéncia de elementos arbitrérios na sua composi ¢ao.

Uma forma conveniente de solucdo é aquela expressa por uma funcdo arbitréria de
argumentos dependentes das variaveis originais. Nesse caso estaremos dizendo implicitamente
gue as derivadas dessa funcdo em relac8o a seus respectivos argumentos, € ndo as variaves
originais do problema, podem assumir quaisquer valores, tornando-se necessario que 0S
coeficientes de cada uma de suas derivadas sejam nulos para que a equacdo origina possa entéo
ser satisfeita. Como as condi¢des de contorno cléssicas impdem o valor das derivadas da fungdo
no contorno, fica facil escolher a funcdo que tera o comportamento desgado, ja que ela é

arbitréria.
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Novamente a solucdo proposta parece aumentar a complexidade do problema, pois gera
um sistema com nimero de equactes varias vezes maior que o existente no sistema original. Na
verdade estaremos resolvendo um novo sistema que torna possivel obter relacBes mais simples e
diretas entre as incognitas, pois reduz o nimero de termos de cada equacdo a0 mesmo tempo em
gue aumenta o nimero de equacOes. Além disso, 0 sistema resultante possui alto grau de
desacoplamento, permitindo sua resolucdo através de substituicoes sucessivas.

Para exemplificar utilizaremos a Equacdo de Laplace bidimensional

T f ‘|T2
ﬂx2 ﬂy

(2.47)

cujas derivadas em relacéo a x e y da funcéo incoégnita podem ser expressas como derivadas de

uma funcao arbitraria de dois argumentos a e I3 dependentes destas mesmas variavels.
f=f(a (xy), Bxy))
de forma que, utilizando a regra da cadeia, podemos reescrever as derivadas def (a ,[3) como

Y 2 2 2 2

: 2 =a, 2 2ax X X 2 XX XX QT
1 X fla fla Tb b o b
LR 1°f 0°f 1t 1f (249
! —a?~—+2a b, ——+b? +a +
Tﬂyz y ﬂaZ y yﬂaﬂb y ﬂbZ Wﬂa ny[b
Substituindo estas defini¢des na equagéo original teremos:
X y ﬂa2 ﬂbz
(2.49)

+@,, +aw)%+(b” +byy)‘ﬂ_b:O

Ao fazermos com que f sgga uma funcéo arbitréria, teremos um novo sistema composto

pel os coeficientes das suas derivadasem relacdo a a  (Xx,y) e 3 (X,y), na seguinte forma
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iDaj’+a =0

i2) 2(a,b, +a,b ) =0

_is) b2 +b2=0 (250
-|-4)axx+ayy =0

[5) b, +b,, =0

sistema esse gque nos dara as dependéncias entre os argumentos a (x,y) e [¥(x,y) e, eventualmente,
permitird chegar a forma final dos mesmos. As equacdes (1) e (3) do sistema (2.50) nos levam a
conclusio que a solucgo f(a (x.y) , R(x,y) ) pode ser qualquer funcéio de z=x +iy ou z=x- iy,
conclusdo esta usada ja como premissa no estudo das transformagdes conformes (se¢do 1.2.1),
confirmando a vaidade da manipulagéo feita.

Durante a resolucdo do problema as equacOes originais e as condi¢les iniciais e de
contorno acabardo por restringir o dominio destas funges até que cheguemos a um formato
conveniente para elas e/ou seus argumentos. Caso nos tenhamos baseado em alguma solucéo
particular previamente conhecida para extrapolar um possivel formato fina da solucéo, podemos
impd-10 ao invés de apenas impor seus argumentos. Neste caso estariamos determinando também
aforma de suas derivadas e obtendo um sistema de equactes bem mais simples e, possivelmente,
algébrico. Este caso particular serd referido mais adiante como génese de equacOes, e 0
aplicaremos para testar alguns formatos de solucBes que consideramos promissores pelas
tentativas anteriores.

Voltando ao caso da imposi¢éo apenas dos argumentos também podemos, caso tenhamos
uma nogdo aproximada do comportamento da solucéo, impor previamente certas relagdes entre
suas derivadas. A essas relagbes chamaremos simplesmente de restricBes diferenciais, cuja
aplicacdo depende em grande parte do nosso conhecimento dos fendmenos fisicos descritos pela
equacdo, bem como do comportamento da solu¢éo em casos e circunstancias particulares. Aqui,
mais uma vez, fazse necessario aertar para o fato de que as manipulagbes analiticas demandam:

- que as equacOes diferenciais a serem solucionadas expressem fielmente os fendmenos
fisicos envolvidos,

- que as condicgdes restritivas (condicdo inicial e condi¢cdes de contorno) aplicadas as

equacdes sgjam igualmente fiéis a realidade.
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2.5. GENESE DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Na secéo 2.4 foi descrito como podemos gerar um sistema auxiliar que nos permita
resolver as equagdes originais, pela aplicacdo nessas equagdes de uma possivel solucdo composta
por uma ou mais fungdes de argumentos pré-determinados. Se impusermos um formato arbitrario
para essa funcdo ao invés de apenas impor quais seriam seus argumentos, ja estaremos pré-
determinando também o formato das suas derivadas. Ao fazer isso, ressavada a remota
possibilidade de acharmos uma solugdo adequada ao arbitrarmos a aproximagdo inicial,
geraremos um sistema de equagdes auxiliares que sera usado para determinar as constantes e
funcdes arbitrarias existentes no formato proposto.

Arbitrar um formato para a solugéo pode ser muito restritivo e, portanto, devemos nos
bascar em solugdes obtidas anteriormente, bem como em expressdes que gerem
matematicamente os fenémenos que visamos reproduzir. Alguns fendbmenos fisicos pertinentes
a0ns escoamentos viscosos que devem aparecer em solucdes de escoamentos seriam:

a) propagacao;

b) difusdo;

C) atenuagao.

A possibilidade de geracdo de perturbagbes, normalmente atribuida a uma condicdo
inicial ja perturbada, pode eventual mente também ser incorporada a solugdo através de um estudo
mais profundo dos fatores de geracdo e propagacdo das perturbacdes originadas nos contornos.
Além disso, veremos mais adiante que alguns formatos de solucdo que satisfazem o sistema
origina simplesmente ndo sdo capazes de reproduzir escoamentos turbulentos tridimensionais.

Outra possibilidade é a imposicdo de um formato mais genérico, decorrente de
propriedades matematicas que partes ou toda a equagdo original, devem satisfazer. Um exemplo
simples desse tipo de condi¢do pode ser encontrado ra Secéo 2.2.1.1, ra qual mostramos que
qualquer funcdo que respeitar as condigdes de Cauchy-Riemann é solucdo da Equacdo de
Helmholtz. Este tipo de imposicdo sera explorado mais adiante na resolucdo do problema
proposto.

De forma geral a génese de equacOes diferenciais € uma poderosa ferramenta, cuja
eficacia depende da nossa capacidade para previamente relacionar os fendmenos envolvidos a um

formato de solucéo suficientemente abrangente para ser capaz de reproduzi-10s.
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3. SOLUCAO DO PROBLEMA PROPOSTO

No inicio do Capitulo 2 explicamos que ha diversas formas de satisfazer as condicbes
restritivas de um problema partindo de uma solucdo exata embora particular das equagdes. Uma
das possiveis formas de fazé-1o seria extrapolar para o caso tridimensional uma solucdo exata
bidimensional. Outra consiste em fazer um split nas equagdes, gerando um sistema néo
homogéneo de equacles diferenciais parciais. Este passo levara a um possivel formato de
solucdo, 0 qual sera usado numa génese para particulariz&-1o ao ponto de ser aplicavel em

escoamentos reais.

3.1. EXTENSAO DE SOLUCOES BIDIMENSIONAIS

Uma das formas de tentar simular escoamentos tridimensionais citadas anteriormente é
estender para este caso solugdes bidimensionais obtidas anteriormente.
Uma solugdo bidimensional para as eguacbes de Helmholtz pode ser encontrada em

[Dettman, 1965], na qual avariavel auxiliar utilizada é definida como

h=¢g+cXx+c,y +C,t (3.1

e cuja extensdo natural para 3D seria uma fungdo na forma

hp = F(G+GX+Cy+Gz+G 1) (3.2

Essa extensdo da solugcdo bidimensional, que seria como visto na se¢cdo 2.4. uma
imposicdo de funcdo arbitréria a qual sabemos que é capaz de reproduzir os fenémenos fisicos de
um escoamento no caso bidimensional, sera testada nas equacfes tridimensionais. Simplesmente
substitui-se a solugdo nas equacdes e, sabendo-se que ela tem que ser satisfeita e que a fungdo f
deve ser mantida arbitréria, gera-se uma série de equacOes diferenciais resultantes da anulacéo
individual de todos os coeficientes das derivadas de f nas equacbes. Antes de fazé-1o devemos
escrever as Equagbes de Helmholtz para o caso tridimensional utilizando uma definicéo

particular para afuncéo corrente.
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3.1.1. FUNCAO CORRENTE E VELOCIDADE TRIDIMENSIONAIS

A definicdo de funcéo corrente usualmente encortrada na literatura é bidimensional. Para
gue possamos obter uma plotagem das linhas de fluxo em um plano de corte precisamos usar as
equacdes expressas em termos da funcdo corrente, pois a vorticidade ndo nos permitiriaisso, e 0
vetor velocidade dificulta o pds-processamento. Definiremos a seguir um caso particular de
funcdo corrente para o problema tridimensiona e o respectivo formato para o campo de
velocidades.

Para escoamentos incompressiveis o divergente do vetor velocidade é zero, condicéo esta
gue representa a equacdo da continuidade. As trajetérias definidas pelas isolinhas da fungdo
corrente representam as linhas de fluxo de um escoamento e o vetor velocidade é sempre
tangente a elas. Uma forma totalmente vetorial de expressar a fungdo corrente tridimensional foi
implementada por Elshabka, [Elshabka e Chung, 1999]. Esta forma totamente vetoria esta
fisicamente correta, mas ndo facilita o processo de plotagem. Ao invés disso usaremos uma
funcéo corrente cuja amplitude € definida como um campo vetorial obtido de uma fungdo escalar
y dadopor F(y ,y ,y ). Estafuncdo com trés componentes iguais possui uma diregdo fixa, mas
nos permite reproduzir facilmente a estrutura dos vortices. O vetor velocidade obtido atraves

dessa definicdo de funcéo corrente, onde rotacional do vetor axial F(y ,y ,y ) representa a

porcdo solenoidal e sua porgdo potencial € dada pelo vetor polar gradiente de @, € dado por

V=N F(y y y )+Nf (3.3)

satisfazendo implicitamente a equacdo da continuidade para escoamentos incompressiveis e

resultando nas componentes da velocidade expressas na forma

o L=ty
&i ] k 6 : ™>x Ty 1z
(; - .
v ¢l I if Nf = :'v:'"l+£-ﬂi (3.4)
gﬂx Ty fz= i z Ty Tx
& YV Yo L=l ¥ W
|
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Ao substituirmos estas componentes na definicio w= N~V , obtemos para a vorticidade
suas componentes cartesianas, onde os termos do potencial sdo automaticamente eliminados por

definicéo

[T 2 52 2 &
Ty Tz Ty 92
_1 W .1 1y ¥
w _:_Wy ﬂxﬂy+ﬂyﬂz w2 12 (3.5)
T
T
f

=

SV A A 5
X1z fylz 1x° Ty?

WZ

chegando por fim a um sistema com trés EDP's de quarta ordem em y para o balanco da

vorticidade.
A seguir reproduzimos a equagdo na componente X para mostrar o formato final do

sistema a ser resolvido, onde os termos de quarta ordem compdem o |laplaciano da vorticidade e
0s ultimos termos da direita com derivadas de primeira ordem em @ representam 0 vortex

stretching, caracteristico da turbuléncia tridimensional
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A natural dificuldade para solucionar sistemas de quarta ordem compostos por equagoes
como (3.6) € o principa fator que tem inviabilizado a aplicagdo de métodos analiticos
tradicionais na resolucdo de problemas tridimensionais em mecanica dos fluidos. Uma das
diferencas encontradas aqui € o tratamento da funcdo corrente ndo como um vetor, mas como
uma funcdo escalar a partir da qual se produz um campo vetorial. Esta escolha, mesmo néo
congtituindo a Unica representacdo possivel, permite que sgiam implementadas condicdes de
contorno fisicamente realistas, a0 mesmo tempo em gue facilita a solucéo do problema utilizando
0s métodos citados anteriormente.

3.1.2. APLICACAO DA FUNCAO ARBITRARIA DE ARGUMENTO LINEAR

Ao substituirmos na equagdo (3.6) afungdo arbitréria (3.2) veremos que as superficies nas
guais a funcéo corrente possui valor constante sdo sempre paralelas, como as da Figura 3.1 vista
a seguir como exemplo ilustrativo. Se as cortassemos por um plano transversal teriamos isolinhas

abertas iguamente paraelas, 0 que impossibilita a existéncia de vortices.

Figura 3.1 - fungdo com isolinhas abertas (paralelas).
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Este tipo de argumento se mostrou incapaz de produzir solugbes capazes de gerar
vortices. Para reproduzirmos escoamentos reais precisamos de solucles para a funcdo corrente
gue tenham isosuperficies com saliéncias e concavidades, cujas isolinhas vistas num plano de
corte transversal sejam fechadas. Este tipo de comportamento s6 péde ser gerado por argumentos
polinomiais ce grau maior ou igual a 2, ou entdo por produtos de dois ou mais argumentos

lineares independentes. A Figura 3.2. ilustra a seguir um corte com isolinhas fechadas.

Figura 3.2 - fungéo com isolinhas fechadas.

3.1.3. FUNCOES DE MULTIPLOS ARGUMENTOS LINEARES

A tentativa seguinte consistiu na aplicagdo de fun¢bes com dois ou mais argumentos
lineares, por serem elas capazes de produzir isolinhas fechadas. A linearidade dos argumentos
smplifica muito a derivacdo em relagdo as variavels espaciais, evitando su aparecimento nos
coeficientes das derivadas def.

Foram realizadas tentativas com fungdes de dois, trés e quatro argumentos lineares com
formato similar aguele proposto em (3.2), porém o resultado da resolucéo das equactes auxiliares
fazia com que os \&rios argumentos fossem sempre linearmente dependentes, o que geraria
novamente hipersuperficies abertas, reproduzindo apenas escoamentos inviscidos. Como
tentativas com argumentos de segundo grau ou superiores seriam dificultadas pela razéo exposta
no primeiro parégrafo, passamos a uma tentativa de solucdo aplicando antes um split baseado nas

propriedades das equacfes, para posteriormente aplicar a génese.
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3.2. GENESE DE EDP' SAPOS SPLIT NAS EQUACOES ORIGINAIS

Na secdo 2.5 expusemos de forma sucinta o que seria uma Génese de EDP's, comentando
no final que fariamos uso deste método ao tentar solucionar nosso problema utilizando alguma
condicdo matematica que parte das equactes devera respeitar. Com este objetivo vamos agora
fazer uma andlise da estrutura das Equacfes de Navier-Stokes bem como das Equacfes de
Helmholtz. Organizando convenientemente as equacdes em notacdo vetorial, obtemos para as
Equagtes de Navier-Stokes
1 .

™ RAy =

— -V.NV -=N 3.7

Mt - D P 37)
e para as Equacdes de Helmholtz

%V- uR%w =-VRw - w.RV (39)

—=-uN’F=N (39)

onde N representa a parte ndo-linear de cada equacéo, e a funcéo vetorial F corresponde ao
vetor velocidade em Navier-Stokes e ao vetor vorticidade em Helmholtz. O operador referente a

parte linear passaremos a chamar A, de modo que

a=T0) e ()

It

A propriedade matematica que nos permite realizar um split entre as partes linear e a néo-
linear de ambas equacles vetoriais € o fato de que a parte linear pertence ao espaco nulo do

operador divergente pois

2
DO
E
1
[
pral
N
Tl
1]
o

=
—
Q - O
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conseqlientemente também N.(N) =0, mostrando que N resulta da aplicacdo do operador

rotacional sobre um campo vetorial 1, ou sgja

N=N"r (3.10)

O golit resultara, tanto para as equacdes de Navier-Stokes quanto para as de Helmholtz, num

sstema na forma

i
o)

(3.11)

Z >
I m

L e e 14

onde Q €, por enquanto, uma fonte incognita. A partir deste ponto passamos a resolucéo da parte
linear do split, o que seréa facilitado pela obtencdo de um operador diferencial que nos permita
mapear solugdes simples desta equagdo em novas solugdes mais abrangentes da mesma equagao.
Este operador, que chamaremos de operador B, € um operador diferencial linear que ao ser
aplicado sobre qualquer fungdo vetoriad F, a transformard em outra fungdo vetoria F .,
igualmente pertencente ap espaco de solucdes de A[ E] =Q. Em suma, o operador B acrescenta

a0 NOSsO Sistema a equacao auxiliar

AQ3[E]E|=Q (3.12)

e sua estrutura terd a forma

p=all),p10) , IC) +g'”(') +h (3.13)
i Ty 1z Mt

onde a, b, ¢, ge h sdo fungdes lineares em X, y, ze t, sendo | o operador identidade. A seguir
aplicamos o operador B em (3.12) para obtermos suas funcdes a, b, ¢, g e h a partir de equagbes

diferenciais aplicadas aos coeficientes das derivadas de F , como seréd mostrado a seguir.
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3.2.1. OBTENDO O FORMATO DO OPERADOR B E DA FONTE Q

A equacdo linear do sistema (3.11) é dada por A[f]=Q, sendo Q um campo vetoria
arbitrério que obedece a equacdo da continuidade. Isolando a derivada temporal na equacéo, esta

fica na forma

i a&ﬂf ‘ﬂzf ﬂfo

TR S 2 "o (3.14)

Substituindo a expressao correspondente em B[f] eimina-se a derivada no tempo antes
de a substituirmos na equagdo auxiliar A[B[f]]=Q.

Uma forma equivalente a imposicdo simultanea das restricbes A[f]=Q e A[B[f]]=Q
consiste na condi¢do de comutatividade dos operadores A e B. Isso implica que o operador B
opere Simetrias de Lie admitidas por A[f]=Q, isto &, transforme solucdes exatas desta equacdo
em novas solucles exatas da mesma. Além disso, ao expandirmos A[B[f]]=Q vemos que as
derivadas de f(x,y,zt) no tempo se anulam Ao anularmos individualmente cada um desses
coeficientes, mantemos f arbitraria. Como pode ser visto no Apéndice Ill, uma vez aplicada a
lista de substituicdes sobre as restricdes A[f]-Q=0 e A[B[f]]-Q=0, todas as equacdes auxiliares
decorrentes da anulagdo dos coeficientes das derivadas de f resultam identicamente satisfeitas,

surgindo apenas a seguinte restricdo diferencial para a fungéo fonte

)1Q fiQ
iy

1
(A)OOO + AbOOt + B ) ﬂS + (BOOOO+ BOOO]!: +BOOCP( +BOOS +

1Q @Aboo X+ E6001 0
Cop, tB Q=0
( 003Y) s 8 U .Q
(3.15)
que equivae a equacao de ponto fixo B[ Q] =Q. Resolvendo essa equacéo fazendo uso do método
das caracteristicas obtemos para Q dois argumentos pl e p2. Para termos uma notacdo
conveniente renomeamos as constantes restantes assim: Aoooo=A0 , Aooo1=A1 , Booo=Bo , Booo1=B1 ,

Boo3= B2 ,Boooo= Bz € Coo=Co , ficando os dois argumento obtidos expressos por

|
fm:%y+ﬁty—§%— B,x- Btx- B,xz
! P : (3.16)

:(Ab+A1t' BOY)Z' (Co' BzY)X
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Em resumo, a equacéo de ponto fixo do operador B foi resolvida em parte utilizando o

método das caracteristicas, produzindo uma fungdo Q na seguinte forma:

iy X +y’)B, 0 0
Q=gCAYy+ALYy- g{%: Byx - Btx- Bxz,(A +At- Byy)z- (G- By)x=
& o 2

¢ F y+ B2 :

EZE- Kyp- Alxz—quJ (- CO+BZy)A1(A1x4Bly)i

it ;
(3.17)

Como a estrutura da fonte resulta a mesma da funcéo incognita, a forma da solucdo da
fonte Q serve para toda f que satisfaca o split. Dessa forma ela pode ser usada para expressar a
parte solenoidal do campo de velocidades, bem como para o campo de vorticidade. O formato
aqui obtido sera posteriormente utilizado para obter o campo de pressdo, visto que a definicdo
particular de funcdo corrente aplicada em (3.3) sera utilizada apenas para a plotagem. A seguir
obteremos um formato para esta definic¢éo particular de funcéo corrente, utilizando para o0 campo

de velocidades uma forma genérica de (3.17).
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3.2.2. FUNCAO CORRENTE OBTIDA DO CAMPO DE VELOCIDADES

O formato obtido em (3.17) possui constantes e funcbes arbitrarias suficientes para que
possamos impor as condicdes restritivas do escoamento. Porém sua manipulagdo por programas

de solucdo simbdlica € mais conveniente em uma forma genérica como

V, =g,@,.b,)e"**2Y (3.18)

onde o indice N é utilizado para ressaltar que cada componente do vetor velocidade depende de
uma funcéo g(a,b) distinta daguela das outras componentes. A funcéo h(x,y,zt), no entanto, é a
mesma para as trés componentes cartesianas da velocidade. Isto decorre do fato de que o formato
do campo de velocidades € igualmente valido para o campo de vorticidade. Se tentarmos obter o
campo de vorticidade aplicando o rotacional sobre o campo de velocidades, concluiremos que se
afuncdo h(x)y,zt) for diferente para cada uma das componentes da \elocidade teriamos para a

vorticidade um formato com vérias parcelas, que para a componente em X seria

_Tg9; hs hsﬂh3 a9, h l‘hﬂhz 0
=—Le3t+e3 3g,-cRe2+e2—2(,= _
Ty v 2 ez vy (319

Wl
0 que ndo corresponderia ao formato genérico obtido anteriormente. Ja se a exponencia de

h(x,y,zt) for idéntica para todas componentes da velocidade, estas teriam a forma

Vi =0 @y 0y e’ (3.20)

e o formato da componente em x da vorticidade seria dado por

— ﬁ[gg ﬂh ﬂgz ﬂ_h(._jeh

—= +Qg,—- —=-

Sy Py 1z P, (321

1

onde o somatério entre parénteses pode ser considerado como uma nova funcdo in (On+1.,

On+2,,0 N+15,0 N+ 2,,11), Ccorrespondendo portanto ao formato genérico prescrito anteriormente.
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A seguir recorremos a nossa funcéo corrente tridimensional e fazemos @m que suas
isolinhas coincidam com as tangentes locais do vetor velocidade impondo que sua derivada

material sgja nula

2T RV TRV IRV

or - Vg Py e =0 (3.22)

onde vlzﬁvzzﬂ ng‘ﬂ_z
it qt

@ (3.23)

A expressdo (3.22) define uma hipersuperficie sobre a qual as variagbes da funcéo
corrente No espago e no tempo se compensam mutuamente, mantendo constante seu valor. Para
gue a funcéo corrente possa ser uma funcéo arbitréria de dois argumentos h (x,y,zt) e q (X,y,zt)
devemos zerar os coeficientes de suas derivadas na equacéo (.22). Resolverdo o sistema
resultante chegaremos a uma relagdo entre os dois argumentos da funcéo corrente. Para iSso,
inicialmente substituimos as componentes da velocidade por um modelo baseado nas equagdes

(3.18), bem como a funcéo corrente por y (h ,q), aplicando a regra da cadeia as suas derivadas

para chegarmos a seguinte expressao

Dyb.g) _Thixyzt)fy 0.a), fakxy.zt)Ty b.a),

ah(xy,zt) Ty b g) Ta(xyzt) Ty ©.q)6
1 1’b1 h 1 ) t + -+
(o (as,b:)h(x v 2 ))8 0 h » 0
&h(x,y,zt) Ty b.9)  Taxy.zt) Ty b q)o (3.24)
,b h Y, Z t + et
(gz(az 2) )(X V, Z, )g y h Ty T
h Y,z t , .zt ’ ..
(93(a3,b3)h(x,y,z,t))?1 (xﬂ: 2 )ﬂy#; q) +ﬂQ(Xﬂ32/ Z )ﬂy;:l q>§=0

O sistema a ser resolvido inclui duas equagdes adicionais. A primeira delas € a equagéo
da continuidade para escoamentos incompressiveis, que implica a nulidade do divergente do
vetor velocidade

No :ﬂv1+ﬂvz+ﬂv3:
X Y 1z

0 (3.25)



e a segunda é a condi¢do de independéncia entre os argumentos da funcéo corrente

fh g, Thfq  1hTq _

Nh-Ng = X X Iyly 1z Tz

(3.26)

pois, se os argumentos h e g fossem dependentes, de forma que q = f(h ), teriamos na verdade
uma funcéo corrente dependente de apenas um argumento.

Anulando individualmente os coeficientes chs derivadas da fungdo corrente em (3.24)
obtemos um sistema auxiliar. Nesse ponto isolamos uma das componentes da velocidade nas
equacOes dos coeficientes, por exemplo Vi, para obtermos expressdes das outras duas

componentes em funcdo desta:

ly,=&hfa_fhf96 adh g _1h Jaq, /afh g o afh 96
e 2 s X 2 2 e/ Sy 2y $92 Ty g

} (3.27)
: &hfq_th1q0,a0h fa_ThfaQ, /ofh fa o afh 190

£

SR Wy My STy Ty Ka'/ Sy s ST Wy

A seguir substituimos as definic¢fes (3.27) em (3.25), anulando os coeficientes das derivadas de

01, @ € gz para manté-las arbitrarias. Simplificando o sistema resultante obtemos as seguintes

relagOes entre as derivadas de h eq:

ifq _th Ta /Th
'lﬂy Ty 1x/ x
| (3.28)
i9a _fh fa /T
9z Tz 9ix ‘Hx

Se isolarmos a derivada tempora de g em (3.26) e substituirmos a expressdo resultante
juntamente com as relagdes (3.28) em (3.25), esta Ultima resulta automaticamente satisfeita,
restando apenas as restricdes (3.28) para limitar o formato dos argumentos da funcéo corrente.
Vale aqui notar que as Unicas restri¢des aos argumentos da funcédo corrente dependem apenas das
componentes da velocidade serem da forma dada em (3.18) e n&o obrigatoriamente como em

(3.17), portanto, na deducéo a seguir ndo vincularemos 'V ao formato obtido para Q.
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3.2.3. DEFININDO OS ARGUMENTOS DA FUNCAO CORRENTE

Como as Unicas restricdes ao formato dos argumentos de y sdo as relacbes (3.28),
poderiamos arbitrar o formato de um deles e facilmente obter o do outro. O passo seguinte seria
aplicar as condigdes de contorno. Caso possamos juntar estes dois passos poderiamos arbitrar
formatos parah ou g que funcionassem como coordenadas ortogonais num espaco com eixos h ,
g e y (h ,q). Pensando puramente na forma mais conveniente para aplicar as condicoes de
contorno, o ideal seriaque h eq expressassem coordenadas que:

a) reproduzam para vaores constantes de y as hipersuperficies paralelas ao corpo
submerso como em um escoamento potencial;

b) reflitam aforma de propagacéo das perturbactes desde o contorno até além da camada
limite, e na esteira gerada pelo corpo submerso.

Estes objetivos podem ser atingidos se arbitrarmos um dos argumentos, por exemplo h,

na seguinte forma

h(xy,z) =R (x,y,2)(1- fz(X,y,2)) (3.29)

onde fc(X,y,2), que chamaremos de fungdo de contorno, serve para descrever a posicado do ponto

em relacdo ao contorno do corpo submerso. Especificamos fc (X,y,2) de tal forma que quando ela
for unitaria estaremos na regido que h =0 e, portanto, sobre a isosuperficie da funcéo corrente

y =0 localizada exatamente no contorno do corpo. Quando h for maior que a unidade estaremos
fora do corpo. A funcdo Ry é uma referéncia transversal ao contorno do corpo, ou a linha ou
plano de simetria do mesmo no resto do escoamento. Para uma esfera, com centro na origem e

escoamento principal na diregdo X, no seu entorno teriamos R =x*+y?+Z - R, que é a

distancia do ponto a superficie, ja no resto do escoamento R; :,/y2+ 7>, representando a

disténcia do ponto ao eixo X. Quando aplicamos (3.29) as relagdes (3.28), chegamos facilmente

uma solugdo em linha de comando para o formato de g, que ficaria
q(xy.z,t) = g R (x,y, 2),(2- fc(x,y,2)1) (3.30)
Dessa forma, h  possui uma funcdo fc (X,y,2) que nos permitira trocar de geometria do corpo

submerso conforme necesséario, assim como q passa a ser uma fungdo arbitraria dependente do

tempo e capaz de refletir outros fatores pertinentes a difuséo das perturbactes turbulentas.
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3.2.4. CONSIDERACOES SOBRE PERTURBACOES E SUA PROPAGACAO

Como estipulamos anteriormente, os argumentos da funcdo corrente devem ter formato
tal que permitam expressar as perturbagdes causadoras da turbuléncia, bem como sua propagacéo
para o corpo do escoamento. A partir do momento em que eliminamos a dependénciade h no
tempo, transferimos paraq a necessidade de expressar as perturbacdes do escoamento. Para tanto
vamos considerar que a rugosidade da superficie do corpo submerso possa ser expressa como
uma sendide.

V gjlamos entdo como uma perturbacéo senoidal se propagaria utilizando outro conceito de
matemética aplicada. Quando falamos em obter uma solucdo formal para uma equacdo

diferencial que pode ser expressa como

2—: = Af (3.31)

onde f(ry,...,rn,t) € uma funcio das varidveis espaciais e do tempo e A é um operador

diferencial, estamos dizendo que existe para ela uma solugdo na forma

f =g"gf, (3.32)

onde f representa a expressio para a fungdo em t=0, representando o estado inicial do sistema.

Para transformarmos expressdo em uma solucéo explicita, expandimos a exponencia do

operador diferencial em série de Taylor:

tkk

R (3.33)
0 .

@
I
Qox

~
1l

Seja nosso operador A tal que transforme (3.31) numa equagdo advectivo-difusiva, por

simplicidade considerada unidimensional, como

LIPS LR
Tt % %

(334)
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e nossa fungio incognita f uma perturbacio senoidal da velocidade naforma dV = e sen(f x), os

primeiros termos da série da solucdo explicita seriam

S e sen(f x)) +u (ef 2 sen(f X) +ef sen(f x)cos(f x)) +... (3.35)

prt. =

O primeiro termo simplesmente reproduz a perturbagdo, mas o segundo termo mostra claramente
o efeito das parcelas advectiva e difusiva da equagdo sobre ela. A primeira parcela do segundo

termo representa a difusdo da perturbacéo, cuja influéncia depende explicitamente da relacéo
u /f . Como a ordem de grandeza da viscosidade para liquidos é de 10°[nf/s], as maiores
fregliéncias, cujos comprimentos de onda f sejam nenores que 10°m, serdo amplificadas por
esse termo para grande parte dos escoamentos incompressiveis. Ja a segunda parcela desse termo

representa a advecgdo da perturbacdo, porém seu efeito € o de gerar uma nova perturbacéo com

niimero de onda igual ao dobro daquele da perturbacZo original. E facil reconhecer que

ef sen(f x)cos(f X) = e‘cse”f(z“)
ou sgja, a nova perturbacdo com freqiiéncia dobrada tem a amplitude multiplicada por f /2. Caso

esse fator sgga maior que um havera amplificacdo do novo harménico da perturbacdo. Um detalhe

importante esta no fato de que, como a viscosidade ndo se dtera, arelagdo U /f ? faz com que

cada parcela advectiva do termo subsequente da série amplifique geometricamente o harménico
gerado pelo termo anterior. Quando algum método lineariza algum termo da equacdo, ndo s6 esta
aproximando a solucdo, mas também eliminando os harménicos que sdo gerados por ele. 1sso se
da porque a solucdo formal de uma EDP linear sO € capaz de amplificar ou amortecer a
perturbacdo com comprimento de onda original, sem ser capaz de produzir novas perturbactes
com maior nimero de onda.

Pensando na coeréncia fisica da solucéo, podemos assumir gue 0s termos que gerarem
perturbacdes com comprimentos de onda menores que a escala molecular do fluido néo seréo
realistas, devendo a série ser truncada antes deles. Cabe, portanto, observar que sb devemos
aplicar anélise de ordem de grandeza para desprezarmos termos da solucéo obtida, nunca para
desprezar mos termos da equacao original. Estes argumentos nos permitem concluir que, quando
simulamos escoamentos sobre contornos e corpos submersos, se desprezarmos a influéncia de

alguns termos por sua pequena ordem de grandeza estaremos eliminando a geragéo, propagacéo e
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amplificacdo de perturbaces de ata freqiiéncia até o corpo do escoamento. Analises classicas
baseadas nas Equactes Médias de Reynolds (EMR) [Schlichting, 1979, pg. 450] tendem a
cometer esse equivoco, eli minando termos quadraticos das perturbagdes ab mesmo tempo em que
reconhecem a observagdo experimental de perturbagdes de alta fregiiéncia, que demonstramos
serem geradas e amplificadas por estes mesmos termos.

A conseguéncia imediata dessas tentativas de smplificagdo das EquacBes Médias de
Navier-Stokes, por inadvertidamente terem eliminado alguns dos mecanismos responsaveis pela
geracdo de perturbagdes, fez com que se buscasse a origem da instabilidade nas perturbacdes a
montante do corpo submerso ou mesmo no escoamento livre [Schlichting, 1979, pg. 400]. A
influéncia dessas perturbacdes € importante e ndo deve ser desprezada, porém a inexisténcia
delas ndo deveria impedir a eventual transicdo do regime de laminar para turbulento no interior
da camada limite. Poderemos simular tal escoamento a partir de um estado inicial de repouso,
desde que os mecanismos fisicos de geracdo de turbuléncia estegam presentes na formulacéo
utilizada.

Téo importante quanto isso € perceber que as condigdes de contorno cléssicas séo
igualmente inadequadas por ndo serem capazes de refletir mecanismos oriundos de escalas
préximas da molecular. As médias espaciais e temporais, representadas por condicbes de
contorno de segunda espécie, servem como aproximacdo valida apenas para fendmenos
macroscopicos, restritos em sua abrangéncia pela hipétese do continuo e excluindo, portanto,
alguns dos mecanismos geradores de turbuléncia. N&o deixaria de ser fisicamente incoerente
considerar que uma camada de particulas de fluido estivesse solidéria ao contorno, respeitando
assim as condicles classicas, pois ndo ha justificativa plausivel para que a segunda camada
dedlize sobre a primeira: ou ambas deslizam ou ambas sd0 solidarias ao contorno solido. Na
segunda hipdtese ndo haveria escoamento algum, portanto, resta-nos admitir que fisicamente ndo
pode haver uma condicéo de travamento, mas uma condicdo de deslizamento parcial, descrita por
uma condicdo de contorno de terceira espécie.

Resumindo as consideragdes anteriores, estamos afirmando que as condic¢des de contorno
cléssicas ndo sdo fisicamente coerentes com fendmenos observados em microescala. Elas devem
ser consideradas como meédias temporais e espaciais das verdadeiras condigdes de contorno, e sua
validade diminui a medida que estudamos fenémeros que se manifestem em escalas préximas da
molecular. Como a turbuléncia envolve fendmenos que ocorrem nessas escalas, somos levados
naturamente a aplicar uma definicdo adequada da funcdo corrente junto aos contornos. Para

tanto traduziremos a rugosidade como um somatorio de componentes senoidais, as quais dardo
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origem a uma série de perturbactes proporcionais as flutuactes das componentes da velocidade

sobre 0 corpo submerso.

3.2.5. CONDICOES RESTRITIVAS PARA ESCOAMENTOS TURBULENTOS

Como é sabido, condicdes de contorno de primeira espécie impdem o valor da variavel
como funcdo das coordenadas espaciais, as de segunda espécie fazem constante o valor das
derivadas da fungdo, j& as de terceira espécie expressam essas mesmas derivadas de forma
proporcional a propria variavel. Pelos argumentos expostos anteriormente fica claro que os dois
primeiros tipos de condicdo de contorno ndo sao capazes de reproduzir a fungéo sobre o contorno
sem transforméla numa média espacial, temporal, ou mesmo de fazé-la dependerte das
caracteristicas fisico-quimicas do fluido ao invés de apenas da geometria do contorno. Sendo
assim, seria adequado utilizarmos uma condicéo de terceira espécie que poderia ser traduzida de
forma mais ampla como uma restricdo diferencial sobre afuncéo.

Uma restricdo diferencial ndo precisa necessariamente estar associada somente ao
contorno, mas pode refletir também a forma pela qual os fenbmenos gerados no contorno se
propagam para o resto do dominio. Vista assim, umarestri¢do diferencia passa a ser aforma pela
gual um fendmeno fisico se manifesta em relacdo a uma variavel do escoamento, podendo ela ser
um dos eixos, 0 tempo ou mesmo uma variavel auxiliar como h ou g . Sendo assm, uma
condicdo de terceira espécie da derivada da funcdo corrente em relagdo a uma variavel do

escoamento, por exemplo x, teria a forma gera

Ty (x,y,z,t)
X

= f,( Xy zt)y (3.36)

onde f; € uma funcdo que dependente de todos o0s argumentos para que y ndo sga

obrigatoriamente linear em X. A integracéo de (3.36) gera uma fungdo corrente naforma

1(x.y,z,t)dx

y (X,y,zt)=0,(y,z 9.e (3.37)

a qua podemos restringir estabelecendo condi¢Bes assintGticas para grandes disténcias (no
infinito), sobre o contorno, no instante inicia e, possivelmente, ap0s 0 escoamento estar

plenamente desenvolvido. Observando (3.37) podemos ver que a fungdo g; depende de todos os
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argumentos da funcé@o corrente menos aquele para o qual foi imposta a restricdo diferencial.

Como a forma que estamos procurando deve ser suficientemente abrangente para abarcar os
fenbmenos presentes no escoamento, podemos dizer que tanto a funcéo g; quanto o argumento da
exponencial devem ser um somatorio de diversos termos relacionados as formas de propagacéo e
amortecimento da perturbacéo nas direcdes espaciais e no tempo.

Se aplicarmos inicialmente uma restricéo diferencial em h na forma de (3.36), veremos
gue no instante inicial a perturbacdo deve se anular. Como ja arbitramos que a perturbacéo sera
senoidal, estaremos restringindo a forma da fun¢éo gi(g) a um seno cujo argumento seja nulo no
instante t=0. Por simplicidade faremos que ele sga uma fungdo multiplicada por t, ou entédo que

g tenhaum formato tal como

qd=¢t9,(R(xY,2),2- fc(X,y,2)) (3.38)

Ja sobre o contorno a exponencial deve ter valor unitario para que h =0, logo uma forma que

satisfaga essas condigdes resultaria numa funcéo corrente como

y =U, e20DMgen(g,(q)) (3.39)

onde a funcdo f, do argumento da exponencial € a forma genérica da integral de f; vista em
(3.37), sendo valida para aregido do dominio a partir do corpo submerso e a jusante dele. Para a
regido a montante do corpo submerso, considerando que esta é uma regido ndo-perturbada, a
funcéo corrente seigualaa Uy .h , que € a forma usual de expressar a fungdo corrente em duas
dimensdes.

Procurando refletir através de restrigdes diferenciais o amortecimento da perturbacéo,
tanto na direcdo do escoamento como transversalmente a ela, acrescentariamos outros termos ao
argumento da exponencia. Este mesmo formato de funcdo corrente pode ser obtido através de
uma andlise fisica do comportamento em microescala do fluido junto ao contorno do corpo
submerso. Baseando este comportamento num somatoério de perturbacdes decorrentes de cada
ponto da superficie do corpo. A influéncia de todas as fontes puntuais pode ser obtida através de

uma convolugdo como a descrita mais detal hadamente no Apéndice V deste trabal ho.
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Uma forma resultante para a fungdo corrente seria a seguinte

o

CR _UER-C  h?
Ina?L+ C2(@) 0=

%

-e

000083

[2g)

y =Uyh+0g,(...)sen(g;(a))e (3.40)

onde R_ é uma referéncia longitudinal a direcdo do escoamento obtida da mesma forma que Ry,

e os coeficientes C; a C4 podem ser constantes ou ter dependéncia nas dimensdes do corpo
submerso ou nas componentes da velocidade do escoamento livre Uy, . A fungéo g;, por sua vez,
representa as contribuicdes das outras varidveis que ndo estggam incluidas na perturbacdo
senoidal. Como as condicdes restritivas aplicadas ainda permitem que q continue sendo uma

funcdo arbitraria, tentamos inicialmente utilizar a seguinte forma polinomia simplificada para q

0 + I:{T (1' fC))2
2

(3.41)

q= \/_Rpte—(c o tRr(1- o))+ (

oo o

onde ¢y é uma constante arbitréria e a fracdo logo a esquerda € um fator de proporcionalidade
multiplicado pelo tempo. Esse fator leva em consideragdo as caracteristicas fisicas que devem
influenciar a perturbacdo, a qual aumenta com a velocidade e € inversamente proporcional a
distancia do ponto a superficie do corpo, além de ser amortecida pela viscosidade do liquido.
Foram feitos testes com a série entre colchetes truncando-a nos termos de primeiro, segundo e
terceiro graus. Os resultados das trés tentativas ndo apresentaram diferenca perceptivel,
mostrando que a série converge muito rapidamente. Sendo assim, utilizamos apenas o primeiro
termo para obter as plotagens da funcéo corrente nos resultados mostrados logo adiante.

A seguir podemos ver um corte da curva de amplitude da perturbacdo no plano XY.

Figura 3.3 - amplitude da perturbacéo para Us de 0,5 m/s (continua) e 1 m/s (tracejada).
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A curva continua, a mais baixa e curta da Figura 3.3, reflete uma velocidade média de
escoamento inferior a da curva tracegjada com amplitude levemente maior, cujo amortecimento
mais lento e esteira mais longa sdo qualitativamente condizentes com um escoamento mais
rapido. Esta Ultima mostra claramente o formato de sigmaéide resultante da convolugdo deduzida
no Apéndice V.

Para a plotagem a funcdo corrente € multiplicada por uma funcgéo fy, que visa anular seu
valor sobre o corpo submerso usando o fato de sua viscosidade poder ser considerada muito
superior a do fluido. Isso mantém a representacdo fisica e visuamente coerente, evitando a
ocorréncia de valores negativos para a funcdo corrente no interior do corpo submerso. Sua

influéncia sobre uma constante unitaria ao longo do eixo X pode ser vista nha figura a seguir.

o MEmoa =

2 2 4 i 4} =] 10

Figura 3.4 - efeito da funcéo de viscosidade f, sobre uma constante ao longo do eixo X.



4. RESULTADOS

Para um escoamento de agua, utilizando uma esfera com raio unitério, foram obtidos
gréficos da fungéo corrente num corte sobre o plano XY. As isolinhas resultantes da intersecéo do

plano de corte com as hipersuperficiesde y mostram claramente os vortices se desprendendo da

superficie daesfera.

Figura 3.7 - escoamento em torno de esfera com Re=1.000.000.
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Caracteristicas qualitativas da esteira tais como 0 aumento do angulo de abrangéncia da
esteira em torno do corpo, bem como seu alongamento a medida que Re aumenta podem ser
observados. Em animagdes de escoamentos com Re=100, de onde foi obtido o quadro da Figura
3.5, é possivel observar a aternancia de vortices caracteristica de uma esteira de Von Kéarman,
mostrando que 0 modelo tem boas perspectivas para analisar escoamentos com amplos limites
para valores de velocidade média. A distribuico mais homogénea de vértices de menor
dimensdo, reflexo dos efeitos do termo de vortex stretching da equagéo de Helmholtz, pode ser
claramente percebida na simulagdo para Re=1.000.000 da Figura 3.7, mostrando a efetiva
passagem do escoamento de laminar para turbulento.

Tendo em vista que as simulacdes para uma esfera se mostraram coerentes, fizemos a
seguir uma série de simulacfes para uma barra de secéo retangular de lado igual a2 m imersaem

agua. Cortes para simulacdes com nimeros de Reynolds 100.000 e 1.000.000 podem ser vistos a

Seguir.

Figura 3.9 — escoamento em torno de barra de se¢do quadrada com Re =1.000.000.
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As Figuras 3.8 e 3.9 mostram claramerte a geracéo de turbuléncia e o descolamento da
camada limite nas bordas superior e inferior do perfil. Também pode ser visto o refinamento dos
vortices com o aumento da velocidade. Levando em conta a zona de baixa presséo proxima a face
posterior (a jusarte) do perfil retangular, um aumento local da intensidade da perturbacéo em
relacéo ao observado na esfera ja era esperado di.

Devemos aqui ressaltar que a descri¢do analitica de um perfil retangular ndo pode ser
feita nos mesmos moldes usados para descrever a esfera. Sendo assim, algumas definicdes de
referéncias longitudinais, transversais e medidas de distancia do ponto ao contorno foram
adaptadas no algoritmo do Apéndice VI. Para que este algoritmo fosse utilizavel para ambas
geometrias ha linhas com dfinigbes especificas indicadas por comentarios como “...#para a
esfera’, de modo que possam ser habilitadas as do caso em uso e desabilitadas as da outra

geometria antes de rodar a simulagéo.
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5. CONCLUSOES

Mostramos ao longo deste trabalho que perturbaces geradoras de turbuléncia podem ser
obtidas por uma interpretacéo fisicamente realista dos fenémenos que ocorrem na interface entre
0 corpo submerso e o fluido. Ao associarmos esta interpretacéo a aplicacdo do método de
mapeamentos aqui exposto sobre as Equacbes de Navier-Stokes e de Helmholtz, obtivemos
simulagdes qualitativamente realistas de escoamentos viSCosos incompressives.

A simplicidade dos agoritmos de simulagéo vistos nos Apéndices 11, IV e VI permitiu
gue estas fossem realizadas num computador de custo mediano exigindo periodos de tempo
muito pequenos se comparados ao exigido para simulacdes numéricas. O computador utilizado
possui um processador AMD Opteron 165 de nicleo duplo e freqliéncia de 1,8 GHz, bem como 2
GB de meméria DDR-400, resultando em tempos de processamento para as simulagdes variando
entre 25 segundos e 5 minutos. Hardware equivalente a este é financeiramente acessivel e
atualmente disponivel também em computadores portateis. Ndo so a portabilidade do hardware
necessario a aplicacéo do método, mas o tempo necessario para realizar as simulagdes também é
compativel com a proposta de tomada de decisdes em tempo real, caracteristicas esta desgjaveis a
resolucéo de problemas ditos de engenharia.

A adequacdo dos coeficientes e funcbes arbitrarias através de comparagdo com dados
experimentais € um dos passos seguintes na diregdo de obter resultados quantitativamente
vélidos. De forma especial, 0 guste da funcdo que representa a perturbacdo deve ser feito
levando em consideracdo as frequiéncias observadas experimentalmente. Estes aperfeicoamentos
vao levar o método aqui aplicado em direcdo a uma representacdo mais fiel da perturbacdo
produzida pelo corpo submerso sobre 0 escoamento, sem que para isso segja necessario sacrificar

Sua rapidez e praticidade de uso.
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APENDICE |. DESCRICAO ANALITICA DE ESCOAMENTOS VISCOSOS

Alguns modelos se justificam engquanto formos obrigados a admitir nosso total ou parcial
desconhecimento do real funcionamento de certo fendmeno, no presente caso a turbuléncia. Por
outro lado, a proposta desta tese envolve questionar as possivels origens da dificuldade que os
eguacionamentos tém em expressar certos fendmenos ou circunstancias em particular. Outro
propésito desta explanacdo € aproximar o ponto de vista em microescala da forma intuitiva pela
gual a engenharia mecanica ainda se permite tratar alguns fendmenos fisicos. Uma visdo mais
realista dos fendbmenos fisicos aplicada as formulactes existentes e suas condicdes restritivas
pode servir tanto para confirmé&las quanto para indicar suas possiveis deficiéncias. Os
guestionamentos feitos a seguir ndo visam elaborar nenhuma nova teoria, mas apenas indicar em
guais pontos especificos uma atualizacdo baseada em pesquisas recentes podera nos gjudar a

aproximar um pouco mais da realidade as atuais formulagdes em uso.

1. FENOMENOS DOS ESCOAMENTOS VISCOSOS INCOMPRESSIVEIS

Os fendmenos tipicos de um escoamento turbulento em fluido incompressivel podem ser
divididos intuitivamente nas seguintes manifestacoes fisicas.

1) adveccdo de quantidade de movimento;

2) difusdo de quantidade de movimento;

3) fontes de instabilidades (variagdes sibitas de quantidade de movimento) no corpo e
fronteiras do escoamento.

A subdivisdo acima se basela no costume de atribuir a agrupamentos de termos das
Equacdes de Navier-Stokes diferentes partes das manifestagdes fisicas presentes no escoamento.
Além disso, para escoamentos turbulentos de fluidos viscosos incompressiveis, fazemos
usualmente as seguintes simplificagdes nas equacdes, originalmente aplicadas por Sokes em
1845 [White, 1991, pg. 67]:

a) o fluido é um meio continuo;

b) o fluido é newtoniano: ha uma relagcdo linear entre tensdo aplicada sobre ele e a
deformacdo resultante, e quando ndo ha tensdo sobre o fluido, a lei de deformacdo se reduz a
condicdo de pressdo estatica;

c) as propriedades do fluido sdo isotrépicas. sdo uniformes em todo o dominio, em
particular sua viscosidade cinematica;

d) as forcas de campo se resumem exclusivamente a acdo da gravidade.
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Além disso, também € usua impor mais uma condicdo simplificativa quando estudamos
exclusivamente a turbuléncia:

€) 0 escoamento é adiabético,
caso contrario, em situagGes onde a troca de calor ou as tensdes de cisalhamento forem grandes
junto ao contorno, a ocorréncia de mudanca de fase por aumento de temperatura e/ou diminuicao
local da presséo no fluido ndo pode ser desprezada [White, 1991, pg. 69].

Essas hipdteses smplificam bastante as Equactes de Navier-Stokes, sendo ainda uma
razoavel aproximagdo para situacoes reais em grande parte do escoamerto.

A maior parte dos equacionamentos e hipoteses simplificativas ainda hoje aplicados aos
escoamentos viscosos foram elaboradas na segunda metade do século XIX. Diversos fendbmenos
em microescala e em escala molecular foram amplamente estudados durante o €culo XX e
continuam o sendo atualmente, aprofundando nossa compreensdo dos escoamentos Viscosos e

conduzindo de forma natural aos questionamentos feitos agui.

1.1. HIPOTESE DE MEIO CONTINUO

A hipdtese de meio continuo nada mais é que a aplicacdo de uma média espacia as
propriedades fisicas do fluido em estudo. Ela é a base das deducfes em uso corrente e implica
em que as propriedades fisicas somente possuem descontinuidades nas interfaces, nunca em
pontos isolados ou que possam assumir valores infinitos. Segundo ela, as propriedades do fluido
assumem em cada ponto do espaco um valor determinado, definido como uma média feita entre
grande nimero de moléculas a uma pequena distancia desse ponto, distancia essa ainda grande se
comparada a distancia intermolecular. A este conjunto de moléculas se denomina particula de
fluido . Sendo assim, a velocidade de uma particula é considerada igual @ média das vel ocidades
das moléculas nela contidas [Papanastasiou et a., 1999, pg. 74]. Pode-se dizer que, pela
integracdo, as leis do continuo incluem como casos especiais as leis validas para massas pontuais
[Panton, 1996, pg. 03].

A aplicacdo de qualquer tipo de média implica em perda de informagdo em escala inferior
aquela que supde-se ndo influenciar mais o fendmeno estudado [Panton, 1996, pg. 751]. O
problema aqui consiste em determinar se escalas menores que o livre caminho médio (para gases)
ou que alguns diametros moleculares (para liquidos) realmente ndo tem influéncia na geracao de
turbuléncia.

Quando pensamos no comprimento dissipativo de Kolmogorov |q (tipicamente entre 0,1

mm e 1 mm), que nos da a dimensdo abaixo da qual uma flutuacdo turbulenta ndo consegue
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superar o efeito amortecedor da viscosidade, podemos imaginar gue € justamente em dimensdes
inferiores a esta que os fendmenos Vviscosos exercem sua maior influéncia [Freire et al., 2002].
Qualquer fenbmeno que afete os efeitos viscosos proximo a parede ird também influir na
turbuléncia do escoamento. Se negligenciarmos erroneamente a menor escala em gque o fendbmeno
se manifesta, sua provavel origem sera iguamente posta de lado, 0 que pode resultar em
incoeréncia fisica do modelo utilizado. Nesse ponto os model os de sub-malha utilizados em SGE
s80 coerentes ao estabelecer faixas de maior influéncia deste ou daguele fendbmeno, mesmo que

sem total exatidao.

1.2. COMPORTAMENTO NEWTONIANO E VISCOSIDADE DO FLUIDO

Se tomarmos um volume infinitesimal de um fluido newtoniano, diz-se que havera
proporcionalidade entre tensdo cisahante e deformagdo resultante sobre ele. Isto implica
necessariamente em pureza quimica, ou seja, total auséncia de particulas estranha ou com
comportamento ndo-newtoniano no fluido. Pode-se dizer que a existéncia de um fluido
perfeitamente newtoniano é uma hipétese valida para estudos tedricos, mas uma condicéo real
(fluido com impurezas) fard com que dados experimentais, justamente aqueles que utilizamos
como benchmarks ndo gerem exatamente 0 mesmo comportamento. A existéncia de impurezas
pode significar a origem de pequenas instabilidades nas fronteiras do escoamento (onde essas
particulas costumam se acumular), as quais podem perfeitamente causar turbuléncia. Considerar
estati sticamente no equacionamento que, junto aos contornos dos corpos submersos, pode ocorrer
comportamento ndo-newtoniano, poderia inserir uma perturbacdo que faga com que a solucgéo
resultante sgga mais fiel fisicamente.

A linearidade entre tensdo e deformag&o, ou seja, a dependéncia da componente viscosa
do tensor das deformacOes em relacdo apenas as primeiras derivadas das componentes da
velocidade em relacdo aos deslocamentos, implica em que os gradientes das componentes da
velocidade sejam muito pequenos [Landau e Lifshitz, 1987, pg.44].

Se olharmos para um contorno real que apresente certa rugosidade e pequenas
imperfeicdes, como por exemplo sobre uma chapa de ago usinada, observaremos algo como o
gue pode ser visto na Figura 1. As maiores imperfeicdes desta amostra tem em torno de 0,01mm
(picos em laranja e vermelho), algo como 10% da escala de Kolmogorov. Este valor é no entanto
muito maior do que o tamanho tipico de uma molécula de um liquido, fazendo com que mesmo
uma particula de um fluido dito continuo, que esteja escoando transversalmente as ranhuras da

chapa, tenha gradientes de vel ocidade que ndo podem ser considerados pequenos.
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Figural - ampliacédo da rugosidade de uma placa de aluminio tipica.

Havera porcBes de fluido estagnado bem como regifes de recirculacdo no interior destas
ranhuras. Isto faria com que, exatamente onde os efeitos da viscosidade sdo mais sentidos, a
hipétese de comportamento newtoniano ndo esteja correta, devendo ser incluidas as dependéncias
em derivadas de maior ordem das componentes da velocidade no célculo do seu coeficiente
guando a rugosidade da superficie for de ordem maior que certa porcentagem da escala de
Kolmogorov.

Nas Ultimas duas décadas tem se acentuado o estudo do comportamento de fluidos
viscoelasticos, em especial aqueles presentes em processos industriais onde as variagbes de
viscosidade em funcéo da temperatura podem influenciar varidvel's importantes para seu processo
de obtenc&o. Entre os fluidos mais estudados estéo uma infinidade de polimeros dos quais nossa
industria faz cada vez mais uso. Embora este estudo ndo objetive abordar fluidos ndo-
newtonianos, a existéncia de contaminantes no fluido em estudo é um fator inerentemente real,
mesmo em circunstancias experimentais de laboratério. Ja em 1949, o efeito de pequenas
guantidades de alguns polimeros solUveis em agua foi observado por B.A. Toms [Toms, 1949],
mostrando que concentragdes entre 5 e 100 ppm de algumas dessas substancias podem afetar de
forma importante o comportamento da camada limite de um fluido newtoniano como a égua. E
interessante lembrar que entre 0s elementos que possuem este comportamento estdo tintas,
glicering, dleos, graxas, sangue e argila em suspensdo (lama), todos comumente encontrados em
nossas estacOes de tratamento de agua, nos rios que abastecem instalagbes industriais, bem como
interagindo com mecanismos sujeitos a turbuléncia como hélices de propulsdo e rotores de
bombas centrifugas. O efeito citado acima diz respeito ao amortecimento das componentes
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turbulentas de alta freqiéncia, diminuindo o gradiente de velocidade e as tensdes cisalhantes
junto a parede, reduzindo desta forma o arrasto do corpo submerso [Panton, 1996, pgs. 137 a
140]. Em situacBes reais, nas quais certa contaminacdo do fluido deve ser considerada, a
ocorréncia de instabilidades devidas a estes efeitos tipicamente ndo- newtonianos junto a parede

poderia ser considerada ao se analisar as condi¢des de contorno impostas ao problema em estudo.

1.3. ISOTROPIA DO FLUIDO E DE SEUS VORTICES

I sotropia para um fluido implica que seu comportamento fisico é independente da direcéo
de interesse, fazendo com que suas propriedades fisicas também o sgam e possam ser
representadas por quantidades escalares ao invés de vetoriais. E sabido que, ao contrério dos
fluidos em que ocorrem, os pegquenos vortices ndo sdo completamente isotrépicos, aém de serem
gerados aos pares e de forma intermitente. Evidéncias experimentais mostram que apenas 0s
grandes vortices podem ser considerados isotropicos [Panton, 1996, pg. 771], comportamento
este que certamente ndo tem relagcdo com as propriedades do fluido, mas com a geometria dos
contornos préximos de onde sdo gerados [White, 1991, pgs. 399 e 402], ou com a ocorréncia de
alguma instabilidade causada por impurezas ou outros fendbmenos n&o usualmente considerados
no equacionamento. Costuma-se chamar o efeito delas de viscosidade turbulenta, indicando que
h& um aumento da dissipacdo de energia nas regides onde ocorre turbuléncia. Todos esses
indicios levam a conclusdo que, embora o fluido possa ser isotrépico seu comportamento em
regime turbulento ndo o é, devendo ser levada em conta a influéncia das fronteiras e contornos do
meio onde esta escoando. Tais influéncias nos conduzem normamente as condigdes iniciais e de
contorno, porém veremos mais adiante que as condicdes classicas também envolvem certa perda
de informagdo por representarem uma média espacial ou temporal do comportamento do fluido.
Novamente somos remetidos as condicdes restritivas do problema como sendo possivelmente
simplificadas em excesso para um estudo em que pequenas instabilidades podem gerar efeitos

importantes ao se propagarem para o corpo do escoamento.

1.4. ESCOAMENTO ADIABATICO E MUDANCA DE FASE

A imposicao de que 0 escoamento seja adiabético tem por finalidade evitar que sgjamos
obrigados a considerar duas ocorréncias problematicas para a formulacéo analitica:
a) variagdes na densidade do fluido com sua posicdo e ao longo do tempo;

b) a ocorréncia de mudanca de fase.
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A primeira possibilidade simplesmente faria com que ndo pudéssemos retirar de dentro
das derivadas a densidade do fluido, pois ela se dteraria tanto com a posicdo quanto com o
tempo. Isso exigiria a introducdo de um modelo para a densidade dependente da temperatura
local a cada instante, obrigando o uso da equacdo de transporte de energia acoplada ao sistema ja
existente.

Uma possivel mudanca de fase de peguenas porgdes do fluido, além de poder ser causada
pela elevacdo da temperatura até o ponto de ebulicdo do liquido, pode também se dever a um
gradiente de pressdo que leve uma porc¢éo do fluido a sua pressdo local de vapor, causando sobre
0 sistema de equagbes a ser resolvido efeito semelhante ao da primeira possibilidade. A
influéncia da pressdo na densidade do fluido causando instabilidades € mais comumente
lembrada como cavitagdo, fendbmeno indesgavel sgja em escoamentos em sistemas fechados
(rotores de bombas) ou abertos (hélices e outros propul sores), cuja situacao € tipica de problemas
de engenharia.

Temos na mudanca de fase, qualquer que sgja sua causa, outra possivel origem de
instabilidade que normal mente negligenciamos e pode afetar sensivelmente o comportamento do

escoamento junto aum contorno.

2. CONDICOES RESTRITIVAS

O que chamamos aqui de condi¢des restritivas sdo aquelas condi¢des impostas por fatores
gue determinam limites para 0 comportamento do fluido em duas circunstancias:

a) no instante inicial de tempo a partir do qual nos interessa prever o0 comportamento do
escoamento, chamada de condicéo inicial;

b) nas fronteiras e cortornos de corpos imersos no fluido, chamadas de condicbes de
contorno.

Sua aplicacdo tem por finalidade particularizar a solugéo para 0 escoamento que estamos
estudando, restringindo-a para a geometria e para 0 estado inicial do escoamento em todo o
dominio ou apenas em determinada regido dele. Vae aqui comentar novamente que as solugdes
analiticas que buscamos nesta tese séo igualmente particulares, portanto devem ser capazes de
satisfazer estas mesmas condicdes restritivas em uma ou mais regides do dominio. A obtencéo de
uma solucdo analitica para todo o dominio serd expressa por um conjunto de solucdes
particulares adaptadas as condicBes restritivas de cada uma das regibes nas quais o

subdividirmos.
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Examinemos alguns detalhes da implementacdo de cada uma das condigdes restritivas

individua mente.

2.1. CONDICAO INICIAL

Costuma-se utilizar como condigdo inicial para as equagOes de Helmholtz uma
distribuicdo de vorticidade formulada de modo a reproduzir o comportamento aproximado de um
campo rea de escoamento j& em regime turbulento. Para as equagdes de Navier-Stokes essa
distribuicdo seria das componentes da velocidade do fluido.

A guase totalidade dos métodos de simulacdo de escoamentos depende de condices
iniciais que indiquem a passagem do escoamento de laminar para turbulento, ndo sendo capazes
de fazer esta transicdo diretamente. Como €é sabido que esta transicdo ndo ocorre
espontaneamente nas formul agdes classicamente usadas, pode-se pensar na possibilidade de estar
ausente nelas agum mecanismo responsavel por esse fendmeno. Como os balancos que
originaram as equagfes ndo sd0 questiondvels, as hipGteses de ocorréncia estatistica de
perturbagbes causadas por contaminantes e irregularidades nos contornos do dominio sdo
complementos quase ébvios ao sistema original. Mesmo em um escoamento macroscopicamente
laminar, este tipo de perturbacdo poderia ser considerado como turbuléncia em microescala,

podendo suaintroducéo gerar a desejada transi¢&o.

2.2. CONDICOES DE CONTORNO

Quando pensamos nas condi¢cBes de contorno classicas de néo-dedlizamento e néo-
penetracdo ndo levamos em conta a real geometria das superficies em microescala. A superficie
real de uma placa plana macroscopicamente lisa também possui certa rugosidade, a qual pode ser
definida como uma distribuicdo em torno de uma cota média com variagdo muito pequena entre
seus valores maximo e minimo. Se fizermos uma média espacial ao longo de uma regido que
possa ser considerada pequena macroscopicamente, chegaremos ao valor da cota normamente
considerada para todos os pontos ao longo dela.

Ao desconsiderarmos as pequenas variactes de cota da superficie, estamos igualmente
desconsiderando pequenas variagdes de velocidade do fluido junto a ela, cuja existéncia ja havia
sido constatada experimentalmente por Klebanoff em 1955 [White, 1991, pgs. 399-401]. A
média espacial das componentes da velocidade junto a superficie também seria nula ou muito
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proxima a isso, mas ao tirarmos esta média negligenciamos o que poderiamos chamar de ruido
associado as flutuagdes das componentes da vel ocidade junto a superficie do corpo submerso.

Se pensarmos nas linhas de corrente préximas a uma superficie usinada como a da Figura
3.1, sendo o escoamento transversal aos sulcos, havera uma oscilagdo transversal de pequena
amplitude gerada pela rugosidade cuja freqiiéncia é proporcional a velocidade do escoamento.
Essa oscilag8o, ou ruido como a chamamos anteriormente, é resultado da recirculagdo nas
reentrancias, bem como de pequenas componentes transversais nos bordos das cristas. Ao
tirarmos uma média espacia o resultado equivaleria as condigdes de ndo-dedlizamento e ndo-
penetracdo, mas o fendmeno fisico que se desenvolve na escala da rugosidade reflete a formacéo
de pequenos vortices e flutuacbes das derivadas das componentes ch velocidade. A pequena
magnitude desses fendmenos nos faz pensar que a dissipacdo viscosa tém plena capacidade de
atenué-los, mas € possivel mostrar que sua propagacdo é capaz de gerar as instabilidades que

podem causar atransicdo entre o regime laminar e o turbulento em macroescala.
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APENDICE II. TENTATIVASINICIAIS DE RESOLUCAO

No inicio do Capitulo 3 apenas enumeramos de forma sucinta algumas das tentativas
iniciais de resolucdo, mostrando apenas algumas figuras ilustrativas do tipo de isolinhas
produzidas por elas em um corte ao longo do escoamento. Naquele ponto ndo nos aprofundamos
mais sobre 0 motivo do insucesso dessas tentativas por achar que isso desviaria o foco do
trabalho, sendo essa discussdo mais apropriada a un apéndice como este. A seguir expomos
brevemente os principais motivos pelos quais as géneses iniciais ndo produziram os resultados
esperados, bem como algumas conclusdes que podem ser tiradas da sua comparagdo com as
tentativas bem sucedidas.

As conclusdes obtidas na secdo 2.3.1 mostraram que as solugbes das EquacOes de
Helmholtz sdo capazes de abarcar componentes flutuantes causadas por turbuléncia. A partir
delas passamos a examinar possivels formatos de solugdes tridimensionais para elas, iniciando
pela extensdo de uma solucdo bidimensional, a variavel auxiliar (3.2), a qual ndo se mostrou
capaz de reproduzir os fendmenos fisicos da turbuléncia.

A imposicdo de apenas um argumento linear sO € capaz de gerar isolinhas abertas. Ja
utilizando mais de um argumento linear podemos, em teoria, produzir as isolinhas fechadas que
desgjamos para reproduzir os vortices. Uma caracteristica do método que fez com que esses
argumentos lineares ndo produzissem os efeitos desgjado esta no fato de impormos que a fungdo
dos mesmos sgja arbitréria, forcando que as derivadas deles anulassem termo a termo da equagéo
resultante. Derivadas segundas naturalmente seriam nulas, e derivadas primeiras resultam em
somas de coeficientes das variaveis independentes. Esse fato, que a principio facilitaria a
resolucdo, tem como efeito colateral forcar que os coeficientes de cada variavel independente

sgjam iguais, por exemplo, num argumento polinomia como o seguinte

(G +OX+CY+ G Z+G, 1)

C1, & ecz devem ser iguais para satisfazer as Equactes de Helmholtz. Até esse ponto pode
parecer que apenas chegamos a conclusdo que um argumento com igual peso nas variave's
geométricas deve ser utilizado, 0 que poderia ser associado a um tipo de isotropia. A
consequiéncia seguinte esta no fato de que ambos o0s argumentos, no caso uma génese com dois
argumentos lineares, acabarem sendo linearmente dependentes, pois a relacdo entre ¢, @ € ¢

também deve ser a mesma para ambos 0s argumentos.
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Nossas tentativas envolveram de 2 a 4 argumentos polinomiais lineares, resultando
sempre na dependéncia linear entre eles, o que equivaleria a dizer que sdo apenas multiplos de
um anico argumento.

Da mesma forma quando experimentamos um argumento polinomia quadrético naforma

F(G +CX+CY+GZ+C XY+ X2+ GYZ+C X +GY +GZ +Cyt)

obtivemos ¢4 = Cs = Cs € C; = Cg = Cy, mantendo a mesma relacéo entre ¢, Co, C4, C7 € Cp para
todos. O resultado produz novamente apenas um argumento, porém desta vez quadrético.
Infelizmente a aplicacéo desse argumento resulta na restricdo ¢4 = 2¢; , O que ndo parece
problemético até se perceber que isto transforma o argumento numa série de poténcias de
(x+y+2), ou sgja, novamente uma funcdo linear nas variavels espaciais. As tentativas com

argumentos polinomiais de terceiro grau tiveram 0 mesmo resultado, ou sgja

fx.y,2 1) = gg?w(t) +8 o (x+y+ z)kg

k=1

onde n é o grau do polinémio inicialmente proposto. Estes resultados fizeram com que a partir
deste momento encerrassemos as tentativas de génese da funcdo corrente baseadas em

argumentos polinomiais. O passo seguinte foi estudar as caracteristicas das equagdes, como pode
ser visto a partir da secéo 3.2.



59

APENDICE IIl. ALGORITMO PARA OBTENCAO DO FORMATO DO OPERADOR B E DA
FONTE Q DA PARTE LINEAR DO SPLIT DAS EQUACOES DE NAVIER-
STOKES E DE HELMHOLTZ (MAPLE)

>restart:

>w t h( PDEt ool s) :

>w t h( DEt ool s) :

>w t h(Li near Al gebra):

Uma vez feito o split sobre o sistema original, o problema auxiliar puramente difusivo pode ser
resolvido utilizando transformacBes de Béacklund, em particular, através do emprego de um
operador diferencial linear B que mapeara solugdes em novas solucdes. A equacdo auxiliar linear
€ dada por A[f]=Q, sendo Q um campo vetoria arbitrario que obedece a equacdo da
continuidade.

SA =f->diff(f,t)-nu*(diff(f,x$2)+diff(f,y$2)+diff(f,z%$2));

. 2 . 2 . 2 .
A=f® %fg- n%f%+?f%+%f%
Uy dx?> § &dy’ § &dZ 2%

Utilizaremos esta forma particular para o operador B:
>B0: =f ->a(x,y, z,t)*diff(f,x)+b(x,y,z, t)*diff(f,y)+c(x,y,z,t)*
di ff(f,z)+g(t)*diff(f,t)+h(x,y,z,t)*f;

BO=f®
0 0 0 0
axy,zt) %fﬂ;+ b(x,y, z,t) %fﬂ;+ c(x Y, zt) %szL o(t) %fﬁ;+ h(x,y, zt)f

A lista de substituicdes decorrentes da resolucdo das equagbes auxiliares que derivam da
condicdo de comutatividade entre os operadores A e B sdo enumeradas a seguir:

>a(x,y,z,t):=a0(y, z,t):#1_

>b(x,y,z,t):=b0(x,z,t):#2

>c(Xx,y,z,t):=cO(x,y,t):#3

>g(t):=0:#4

>al(x,y,z,t):=subs(a0(y, z,t)=a00(z,t)+y*a01(z,t),a(x,y,z,t)): #6
>bl(x,y,z,t):=subs(b0(x,z,t)=b00(z,t)+x*b01(z,t),b(x,y,z,t)):#6
>a2(x,y,z,t):=subs(a01(z,t)=-b01(z,t),al(x,y,z,t)):#6
>cl(Xx,y,z,t):=subs(cO(x,y,t)=c00(y,t)+x*c01(y,t),c(x,y,z,t)):#7
>a3(x,y,z,t):=subs(a00(z,t)=a000(t)+z*a001(t),a2(x,y,z,t)):#7
>b2(x,y,z,t):=subs(b01(z,t)=b000+z*b001(t), b1l(x,y,z,t)):#7,12
>a4(x,y,z,t):=subs(b01(z,t)=b000+z*b001(t), ald3(x,y,z,t)):#12
>c2(Xx,Y,z,t):=subs(c01(y,t)=a001+y*c001(t),cl(x,y,z,t)): #8, 14
>a001(t)=0*t:#9 e #10

>b001(t)=0*t:#9 e #10

>c001(t)=0*t: #10
>ab5(x,y,z,t):=sinplify(subs(a001(t)=0,b001(t)=0,a4(x,y,z,t))):
>b3(x,y,z,t):=subs(b001(t) =0, b2(x,y,z,t)):
>c3(x,Y,z,t):=subs(c001(t)=0,a001=0, c2(x,y,z,t)):
>c4(Xx,y,z,t):=subs(c00(y,t)=c002+y*c003(t), c3(x,y,z,t)):#10, 16
>b4(x,y,z,t):=subs(b00(z,t)=b002(t)+z*b003, b3(x,y,z,t)):#10, 14
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>c5(x,y,z,t):=subs(c003(t)=-b003,c4(x,y,z,t)):#11, 14
>a6(x,y,z,t):=sinmplify(subs(a000(t)=a0000+a0001*t,a5(x,y,z,t))):
#17
>b5(x,y,z,t):=subs(b002(t)=b0000+b0001*t, b4(x,y, z,t)): #17
>p002(t): =b0000+b0001*t : #17
>h(x,y,z,t):=-1/2*((diff(a6(x,y,z,t),y$2)+di ff(ab(x,y,z,t), z%$2)-
(diff(a6b(x,y,z,t),t)/ nu))*x+h0(y, z,t)):#5
>hi(x,y,z,t):=subs(h0(y, z,t)=h00(z,t)+y*h01(z,t), h(x,y, z,t)):#13
>hii(x,y,z,t):=subs(h01(z,t)=-(diff(b002(t),t)+z*diff(b003,t))/
nu, hi (x,y,z,t)): #14
>hiii(x,y,z,t):=subs(h00(z,t)=0,hii(x,y,z,t)):# 15 e #16

Uma vez substituidas as expressdes que definem os coeficientes do operador B, este assume a
forma

>B: =f->a6(x,y,z,t)*diff(f,x)+b5(x,y,z,t)*diff(f,y)+c5(x,y,z,t)*
diff(f,z)+g(t)*diff(f,t)+ hiii(x,y,z, t)*f;

B=f® ab(x YV, z t)§£f°+ b5(x, Y, z, t)gfyf°+c5(x,y Z, t)gd 9+ g(t)
+hii (xy,zt)f

ﬂ

>B(f(x,y,z,t));
f 0
0000 + a0001 t- yb00O f L Z, 1) 3
(a a y )%(xyz );z

+(b000O + b0001 t + zb003 + x b00O) glf(x, V.2, t)Q

+(c002 - yboos)§T f(xy,zt)0+§@0001x ybg(r)]mgf(x,y,z,t)

Voltando a seqiiéncia de passos, vejamos qual o raciocinio que levou a eles:

>>utilizando a equacdo difusiva (linear) oriunda da aplicacdo do split ndo-homogéneo sobre as
equactes originais A[f]=Q, equivalente a A[ f] -Q=0

>ea: =A(f(x,y,z,t))-QAX,y,2z,t);

_d 6 . o, &l o, e’ 0
€a = ket (x,y,z,t)g— n@xz (x,y,z,t)g E?’yz (x,y,z,t)[%J g?zz (x,y,z,t)éj_Eﬂ
- Q(xy, z1)

isolamos a derivada tempora na equacéo difusiva, resultando
>ft:=rhs(isolate(ea,diff(f(x,y,z,t),t)));

ft-:ngg'”if(x,yzt)%fif(xyzt)9+§2f(xyzt)@+quzt)
B 3 SRR ) SR ) P73 o

Substituindo a expressio correspondente em B[ f], elimina-se a derivada no tempo, obtendo
> bf : =expand(subs(di ff(f(x,y,z,t),t)=ft,B(f(x,y,z,t))));
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=g 0 1 0 ) |l )
bf ._%f(x, Y, z,t)gaoooo +%(f(x Y, z,t);ﬂa0001t %f(x, Y, Z,t)gy b000
1 0 )l 0 \| 4
+ (%Y, 2 1)200000 + EEL(x, ¥, 2, 1) 260001 t + EF(x, v, 2,) 22003
Ry 0% 203 By [0y 20 By (062,03

Al o 1 8002 . & o
+§ﬂyf(x, Y, Z, I)EX b000 +%Zf(x, Y, 2, t)EcOOZ %Zf(x, Y, Z t)gybOOS

+} f(x,y, z t) a0001 x +} f(x,y, z t)y b0001
2 n 2 n

Uma forma equivalente & imposi¢cdo simulténea das restricbes A[f]=Q e A[B[f]]=Q consiste na
condicdo de comutatividade dos operadores A e B, pois dizer que o operador B transforma
solucBes em novas solugdes € 0 mesmo que dizer que ele opera uma Simetria de Lie, o que
implica na comutatividade entre ele e o operador A.

>e0: =A(bf)-Qx,y,z,t):

...mas, apesar do operador A fazer nova derivacdo no tempo, ao expandirmos el vemos que as
derivadas de f(x,y,zt) €M t somem
>el: =expand(subs(di ff(f(x,y,z, t),t)=ft,e0)):

>cft:=coeff(el, ft);
cft:=0

O uso de mnemdnicos gera outra forma de reagrupar a expressao obtida nos coeficientes de f e

suas derivadas, bem como de Q e suas derivadas:

>e2: =subs(diff(f(x,y,z,t),x$2)=fX2, diff(f(x,y,z,t),y$2)=fY2,
diff(f(x,y,z,t),z%$2)= fz2,diff(f(x,y,z,t),x,y)=FfXyY,
diff(f(x,y,z,t),x,z)=fXz, diff(f(x,y,z,t),y,z)=fYZ
diff(f(x,y,z,t),x)=fXdiff(f(x,y,z,t),y)=fyY, diff(f(x,y,z,t),
z)=ftZ, diff(Qx,y,z,t),x)=gX, diff(Qx,y,z,t),y)=qY,
diff(Qx,y,z,t),z)=qZ,f(x,y,z,t)=F, QXx,y,z,t)=q, el):

>e3:=collect(e2, [fX Y, fZ X2, Y2, 122, fXY,fXZ fYZ qgX qY, qZ, q, F]
,distributed):

Ao zerarmos individualmente cada um desses coeficientes, mantemos f arbitréria e determinamos
a forma do operador B. As equacbes produzidas ao igualarmos cada coeficiente a zero geram
restrices as dependéncias das fungdes a, b, ¢, ge h em relacdo as varidveis x, y, ze t. A seguir
vemos quais seriam elas e a partir de que coeficiente ela se originou. Os nomes dos coeficientes
S80 expressos da seguinte forma: cfy2= coef. da derivada segunda de f em relacéo ay, e assim por
diante. Os nimeros vistos a direita (#n) correspondem as substituicfes da primeira pagina.

>cf x: =coef f (e3, f X); #l ogo h=(menbr o direito da eq.
correspondente) *X + g(vy, Z)f(#S)O
cfx:=

>cfy: =coeff(e3,fY); #l ogo bOOO:cfte 6#12) e hO é linear emy (#13)
cfy =

> cfz:=coeff(e3,f2);# ogo c000 e bO03 sao lineares em t (#14),

hOO(z,t)=0 (#15), c002=cte (#16)
cfz:=0

> cfx2:=coeff(e3,fX2);#sonme porque a nado depende de X(#1) e
dg/ dt =0( #4)
cfx2:=0



> cfy2:=coeff(e3,fY2);#sonme porque b nado depende de Y(#2)
dg/ dt =0( #4)
cfy2:=0

> cfz2:=coeff(e3,fZ2);#some porque c nédo depende de Z(#3)
dg/ dt =0( #4)
cf22:=0

>cfxy:=sinplify(coeff(e3,fXY));# ogo a0l(z,t):=-b01(z,t) (#6)
cfxy:=0
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> cfxz:=sinplify(coeff(e3,fX2));# ogo a00 e b0l séo lineares em
z, e cO é linear em x(#7) e c01 ¢é linear em y (#8),

a001(t)=-c000(t) e _b001(t)=c001(t) (#9)
cfxz:=0

> cfyz: =coeff(e3,fYZ); #l ogo c001=0 (#10) e c00 é linear emy e

bO00 é linear em z(#10) e c003(t)=-b003(t) (#11)
cfyz:=0

>cf:=coeff(e3,F);#l ogo a000 e b002 sé&o lineares emt (#17)
cf=0

Uma vez aplicada a lista de substituicOes sobre as restricdes A[f] -Q=0 e A B[ f]] -Q=0, todas as

equacOes auxiliares decorrentes da anulagdo dos coeficientes das derivadas de f resultam

identicamente satisfeitas, surgindo apenas a seguinte restricdo diferencia para a funcéo fonte (o

gue restade el apos as substitui coes):
>el;

a0001t§Q(x y,zt)o QX Y, 2,t) + 1a0001XQ(X y,2t) , 1yb0001 Q(x.y, 2 t)

n 2 n

el 0 0 I )

+a0000 g%( QX Y, Z, t)E+ b0000 %ﬂqx, Y, Z t)E+ c002 %ZQ‘;X Y, Z, t)IE+
_ 0 el 0 0
y b000 %( Q(x, Y, z, t)5+ b0001 t §TyQ(x, Y, Z t)6+ z b003 §|Ty QX V, z, t)a

+xbOOO%Q(x, Y, z,t)g- y b003 %Q(x, Y, Z, t)%’

Essa restricdo equivale a B[Q]=Q, pois quando subtraimos €l de B[ Q] resta apenas a funcéo
fonte Q.

>BQ =(B(QAx,y,z,1))); g
= - 0
BQ :=(a0000 +a0001 t - y b000) %(Q(x, Y, z,t)5

+ (b0000 + b00O01 t +zh003 + x b00O) % QX Y, z, t)Q

q 4 580001 X bOOOl
+(c002-ybOOS)%ZQ(X,y,Z,t)%+ T +2 °Q( XY,z t)

>eqBQ =sinplify(BQel);#se el for B[Q-Q0, BQel = B[Q-B[Q+Q

= Q

Essa equacdo pode ser resolvida através do método das caracteristicas:
>k1: =coeff(e3, gX):

>k2: =coeff(e3, qY):
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>k3: =coeff(e3, q2):
>k0: =coeff(e3,Qq):

Resolvendo a equagao relativa aos incrementos dx e dy:
>cXY:=int(kl,y)-int(k2,x);

2
exv:= 20000 y + 20001 ty- L2290 h0000 x- b000L. t x - 26003 x - X200

2 2

Resolvendo a equagéo relativa aos incrementos dx e dz:
>cXZ: =int(kl,z)-int(k3,Xx);

cXZ = (a0000 +a0001 t - yb000) z- (c002 - y b003) X

Assim, a solucdo da equacdo que considera a presenca das derivadas em X, y e z consiste em uma
funcdo arbitraria dos argumentos cXY e cXZ. Replicando os argumentos cXY e cXZ em novas
varidveis mul e mu2 e renomeando as constantes restantes para simplificar a notacéo, temos
>mul: =subs(a0000=A0, a0001=A1, b000=B0, b0001=B1, b003=B2, b0O000=B3,
c002=C0, cXY);
B0 x* BO

ML= AOy + ALty - VT B3X- Bltx- zB2x- >

>mu2: =subs(a0000=A0, a0001=A1, b000=B0, b0001=B1, b003=B2, b0000=B3,
c002=C0, cX2) ;
n2:=(A0O+Alt- yB0)z- (CO- yB2)x

Em resumo, o problema de autofuncéo B[Q]=Q € resolvido em parte utilizando o método das
caracteristicas e utilizando linhas de comando no Maple. A forma final da funcdo Q é
apresentada a seguir:

>B: =f->cl*di ff(f,x)+c2*diff(f,y)+c3*diff(f,z)+ca*f;

B=f® Cl?fg+c2§ifg+03§_jfg+c4f
dx g dy ¢ dz ¢

>cl: =a0+al*t- bO*y; #argunento cl=aBl
cl=a0+alt- b0y

>c2: =b3+b1*t +b2* z+b0* x; #ar gunent o c2=bB1
c2:=b3+blt+b2z+hb0 x

>c3: =c0- b2*y; #ar gunent o c3=cBl
c3:=c0- b2y

>c4: =1/ 2/ nu*(al*x+bl*y); #argunent o c4=h3
_alx+bly
4 =—F
2n

Resolvendo a equacao relativa aos incrementos dx e dz
>e31: =k31+int(c3,x)-int(cl, z);
€31:=k31+(c0- b2y)x- (a0+alt- bOy)z

>t:=rhs(isolate(e31,t));
~ -k31- (c0- b2y)x
z

-a0+b0y
t:=

al



Resolvendo a equacéo relativa aos incrementos f e dz:
>e34: =k34+int(c3,f)-int(c4,z);
€34 = k34 + (O - b2y)f- LPLX*FDly)2

2n

>z:=rhs(isol ate(e34,2));
2(-k34- (cO- b2y)f)n
alx+bly

Resolvendo a equagao relativa aos incrementos f e dy:
>ed2: =k42+int(c4,y)-int(c2,1);

bly*
al xy+——
42 = ka2 + 2 ap.Llblin((-cO+b2y)f- k34) k3L x
2n 2 n(-cO+b2y)
21 b12In((-cO+b2y) f- k34) k31y+1 blIn((-cO+b2y)f- k34) x* cO
2 aln(-cO0+b2y) 2 n(-c0+b2y)
1b12 IN((-cO+b2y) f- k34) xcOy 1 blin((-cO+b2y)f- k34)x* b2y
i) aln(-cO0+b2y) 2 n(-c0+b2y)
1 b1%In((-cO+b2y)f- k34)xb2y2+b1a0f bl bOyf 2b2nk34f
2 aln(-cO+b2y) al  al  alx+bly

_ b2nf’c0  b2*nfly
alx+bly alx+bly

>f0:=(rhs(isolate(ed42,f)));

al xy+ b12y2
fO:= -2 &- k42 -
2n

- bOxf

n(-cO+b2y)al (al x+bly)

K‘ﬂ' I=]-1O:

>Q =g(nul, mu2) *exp(f0);

2 2
Q=gral0y+alty- yZbO_ b3x- bltx- zb2x- x2b01

& _® alxy bl_
§2E kd42- ——= -.-( CO+yb2)na1(a1x+yb1)-.—
(a0+alt- yb0)z- (cO- yb2)x e

Como Q é solucéo de um problema de autofuncdo B[Q]=Q, sua forma também é aplicavel a
solugdo de toda f que satisfaga o split, podendo ser usada para a por¢ao solenoidal do campo de
velocidades V, bem como para o campo de vorticidade ?.
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APENDICE IV. ALGORITMO PARA GENESE DA FUNCAO CORRENTE A PARTIR DO
CAMPO DE VELOCIDADES (MAPLE)

>restart:
>w t h( DEt ool s):
>w t h( PDEt ool s):

Definindo as componentes da vel ocidade e da fungédo corrente:
>vl(all,bel):=f1(al 1, bel)*h(x,y,z,t):#u(x,y,z,t)
>v2(al 2,be2):=f2(al 2, be2)*h(x,y,z,t):#v(X,y,2z,1t)
>v3(al 3,be3):=f3(al 3,be3d)*h(x,y,z,t):#MXx,y, z,t)
>#psi (eta,theta): =f0(eta,theta):

Define as derivadas da funcdo corrente em relacdo as varidvels espaciais x, y, ze em relacéo ao

tempo:

>df x: =f-di ff(f,x)+diff(eta(x,y,z,t),x)*diff(f,eta)+
diff(theta(x,y,z,t),x)*diff(f,theta)+diff(al 1(x,y,z,t),x)*di
ff(f,al1)+diff(bel(x,y,z,t),x)*diff(f,bel)+diff(al2(x,y,z,t)
,X)*di ff(f,al 2)+diff(be2(x,y,z,t),x)*diff(f,be2)+diff(al 3(x,
y,z,t),x)*diff(f,al 3)+diff(be3(x,y,z,t),x)*diff(f, be3);

- 0, & ol (6, el o (o
dfix:=f® gxféﬁ%h(x, Y, 2, t)aﬁfa+%q(x, Y, Z t)E%fa
T od (6, &l o d (o
+§€ di(xy, z, t)E@ff% bel(x,y, z, t).gﬁflfﬁ;
0 0 0 0
+%d2(x, Y, Z’t)B%fEﬁ% be2(x, y, z,t)a%fa

T oed (o, &l o d (o
+%d3(x,y,z,t)fﬁff+%be3(x,y,z,t)f%e?)f-ﬁ;

>dfy: =f->diff(f,y)+diff(eta(x,y,z,t),y)*diff(f,eta)+
diff(theta(x,y,z,t),y)*diff(f,theta)+diff(al1(x,y,z,t),y)*di
ff(f,all)+diff(bel(x,y,z,t),y)*diff(f,bel)+diff(al2(x,y,zt)
,y)*di ff(f,al 2)+diff(be2(x,y,z,t),y)*diff(f,be2)+diff(al3(x,
y,z,t),y)*diff(f,al 3)+diff(be3(x,y,z,t),y)*diff(f, bel):

>dfz: =f->diff(f,z)+diff(eta(x,y,z,t),z)*diff(f,eta)+
diff(theta(x,y,z,t),z)*diff(f,theta)+diff(al 1(x,y,z,t),z)*di
ff(f,al1)+diff(bel(x,y,z,t),z)*diff(f,bel)+diff(al2(x,y,z,t)
,z)*diff(f,al2)+diff(be2(x,y,z,t),z)*diff(f, be2)+diff(al 3(x,
y,z,t),z)*diff(f,al 3)+diff(be3(x,y,z,t),z)*diff(f, be3):

S>dft:=f->diff(f,t)+diff(eta(x,y,z, t),t)*diff(f,eta)+
diff(theta(x,y,z,t),t)*diff(f,theta)+diff(al 1(x,y,z,t),t)*di
ff(f,al1)+diff(bel(x,y,z,t),t)*diff(f,bel)+di ff(al2(x,y,zt)
,U)*diff(f,al 2)+diff(be2(x,y,z,t),t)*diff(f, be2)+diff(al 3(x,
y,z,t),t)*diff(f,al 3)+diff(be3(x,y,z,t),t)*diff(f,be3):



Montando a equacdo das isosuperficies da funcéo corrente

>|so: =expand(dft (psi(eta,theta))+vl(all, bel)*
df x(psi (eta,theta))+v2(al 2, be2)*df y(psi (eta,theta))+
v3(al 3, be3)*df z(psi (eta,theta)));

1s0:= 5 kv 2 DLy (n )2+ B atx v 2 0Ly (h, o)
+f1(alL be) x,y.2. ) B ey, 2 D 9Ly (h o)
+f1(al1, bel) h(x, y, z,t)%q(x, v, Z t)%%y(h, q)%
+12(al2, be2) h(x, Y, z,t)%:;h(x, V.2, t)%g%y(h, q)%
+f2(a12, be2) h(x, ¥, 2.t) Egr alx . zt)fg%y(h, 92
+13(al3, be3) h(x, y, 2.t) %h(x, y, z,t)%j?%y(h, q)%
+13(a13, be2) hx,y.z. ) & ax v, 2 DIEL y (h, )

Separa os coeficientes das derivadas da funcéo correnteemrelacdo a ?e ?
>cPsi E: =coeff(lso,diff(psi(eta,theta),eta));

el 0 Al o)
cPsE = g%"t h(x, Y, z t)3+f1(all, bel) h(x y, z t) % h(x,y, z t)B

+f2(al2, be2) h(x,y, z t) %h(x, Y, Z, t)g+f3(a13, be3) h(x,y,z t) ﬁzh(x, Y, Z, t)g
¢ ¢

>cPsi T: =coeff (1 so,diff(psi(eta,theta),theta));

L o) l 0
cPST = ot alxy, z, t)§+f1(all, bel) h(x,y, z t) % q(x, Y, z, t)E

+f2(al2, be2) h(x,y, z1) %q(x, Y, Z t)%+f3(a13, be3) h(x, y, z,t)gﬂlzq(x, Y,Z, t)%

| sola VV3=f3(al3,be3)*h em cPsIE

>F3Ha: =sinplify(rhs(isolate(cPsiE, (f3(al3,be3))))*h(x,y,z,t));

- o T o
F3Ha:= %h(x, Y, z,t)6+ f1(al1, bel) h(x, y, z t) % h(x, Y, z, t)B

+f2(al2, be2) h(x, y, z,t)%h(x,y,z,t)%/ﬂlzh(x,y,z,t)

IsolaVV3=f3(al3,be3)*h em cPs T

>F3Hb: =sinplify(rhs(isolate(cPsiT, (f3(al3,be3))))*h(x,y,z,t)):
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Iguala as anteriores para eliminar V3=h*{3...
>eqF3H: =si nplify(F3Ha- F3Hb) ;

- 6 6
egF3H = Eﬁzq(x, Y, Z, t)5§ h(x, Y, z t)+ﬂ

+§Zq(x, Y, Z t)%fl(a]l, bel) h(x, y, z 1) % h(x, Y, Z, t)%
+§Zq(x, Y, Z t)%fZ(aJZ, be2) h(x, y, z t) %h(x, v, Z, t)%
- gzh(x, y,z,t);;j i A% y,z,t)%j

_ gzh(x, v.2. 9211 bel) hx y,2.1) g%(q(x, v 208

%)
: 0 I o) 0
gzh(x, Y2, 1)2f2(al2, be2) h(x,y. 2 t)%(}(x, Y, Z’t)EE/ %Zh(x, %202
Xy, 212
B atey. 2%

A seguir isolamos h*f2(al2,be2)=V2 em egF3H e obtemos V2=g2(V1(h*f1))
>F2Ha: =si mpl i fy(rhs(isol ate(eqF3H, (f2(al 2,be2))))*h(x,y,z,t)):
>V2: =F2Ha,;

— 0 0
V2= %Zq(x, Y, Z t)5§ h(x,y, z t)5

0 Al 0
+§Zq(x, Y, Z t)-E-fl(all, bel) h(x, y, zt) % h(x, Y,z t)Q;
-gih(x,y,z,t)g ax 208

?h(xyz,t)ofl(all bel)h(xyz,t)?q(xyzt) /g
?q(xyzt) n(ey. 23 ?h(xyzt) 9Eq a(xy.z )%

...e substituimos em F3Ha para achar V3=g3(V1(h*f1))
>eqF3H: =si npl i fy(subs(f2(al 2,be2)=V2/h(x,y,z,t),F3Ha));

_ Ol o
eqF3H:= %h(x, ¥, 2, t)+§ ax vz, t)+

+fl(all, bel) h(x,y, z t)%h(x Y,z 1)z §Q(X, Y, Z, t)g
¢

67
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iyl 0 0
%yh(x, Y. 202 dx %2 03

o o | 9‘_@/
%yh(x, Y. 2 ) $f1(alL, bel) h(x,y, 2 t)%q(x, V208 §
ozl o ozl 60
g%q(x,y, 2038 nxy. 208 g;ﬂzh(x, vz DBty 2%

>V3: =sinplify(egF3H); #obtém H*f 3(H*f 1) =v3 de eqF3H

— ol o
vs.—%h(x,y, 209 . y.2.02
1 Hael )
+f1(al1, bel) h(x, y, z,t)%h(x, Y,2 t)f% 9% Y.z 02

iyl 0 0
By Ny 2D3Eq A0 .2 02

o 5 T bo'/
%h(x, v.2 )M(al1, bet) h(x.y, 2 t)%{q(x, v.202 g
ozl 0. ol 00
%Zq(x,y, z,t)Q;%h(x,y, z,t);E_E %Zh(x, Y,z t)E%Q(X,y,Zt)Ef

Agora calcula o divergente de V (continuidade para fluido incompressivel) para zerar os

coeficientes das derivadas de f1 e manté-la arbitréria

>divV: =(df x(vl(al 1, bel)) +df y(V2) +df z(V3)):

>di vVi : =subs(di ff(fl(al 1, bel),al 1)=F1A1,diff(fl(al 1, bel), bel)=
FiB1,f1(al 1, bel)=F1,divV):

>cflal:=sinplify(coeff(divVi, F1Al)):

>cf lali:=nunmer(sinplify(cflal/Cl/h(x,y,z,t)));

. _ el 0 Haall )
cflali .= %( dl(xy, z t)Egzq(x, Y, Z t)%ﬂ% h(x, v, z, t)%
- %11(310(, Y Z,t)%ﬁﬂzh(x, Y, Z t)%%q(x, Y, z,t)g
T 0 ozl 9
- %dl(x, Y, Z,t)ggz a(x,y, z t)g% h(x,y, z t)f;a
+ %ﬂydl(x, Y, Z, t)%% h(X, Y, Z, t)%%(q(x, Y, Z, t)%
L0y, 2 0 28 hox v 2 08 a0 .20
_ ol el 6
B a100y. 2 DI nox vz DIE alx vz 0

>cflbl: =sinplify(coeff(divVi, F1Bl)):



> cf 1b1i : =numer (si npl i fy(cf 101/ Cl/ h(x,y, z,t))):
- daell daal o)
f1bli = 1l - - h <
cf1bli %be (x,y,z,t)aﬁzq(x,y,z,t)a%y (x,y,z,t)E

- gbel(x Y, Z, t)Qgh(x Y, zt)ggﬂq(x Y, Z, t)g
Ebel(x Y, Z, t)ogq(x Y,z t)= ?h(x Y, Z, t)0
?bel(x Y, Z, t)Ogh(x y,z 1)< %q(x Y,z t)°
gbel(x, Y, 7 t)2§ h(x Y,z t)2§ a(x, v,z t)%fa

gﬂbel(x y, Z,t) h(x y,2,1)8 ?q(x, v,z t)%

Isolaaderivadade ? emrel. az em 2 coeficientes e iguala ambas para elimin& la
>thetaZl: =rhs(isolate(cflali,diff(theta(x,y,z, t),z)));

thetaZ1:= %ﬂxzﬂ(x, Y, 7 t)%gzh(x, Y, Z, t)%g% ax v, z, t)%
- ?ﬂdl(x Y, Z, t)Q?ﬂ h(x,y, z,t)Qgﬂq(x Y, z,t)Q
- B0y, 2 0 28 hox v 2 08 ol z.t)°
?dl(xy z1)2 ?h(xyzt) §T alxy, Zt) /g

0. el 00
%dl(x y,zt)% %h(x Y, Z, t) %dl(x, Y, z,t)‘z;gTX h(x,y, z,t)E;E;

>thetaZ2: =rhs(isolate(cflbli,diff(theta(x,y,z,t),z)));

thetaz2:= %bel(x, Y, Z t)%gzh(x, Y, Z, t)ggﬂ% aix,y, z, t)%
- ?ﬂbel(x Y, Z, t)gg h(x, Y, zt)ggﬂq(x Y, z,t)Q
- Fabet(xy, 2 09 e v,z 9 alx z.t)°

gbel(xyz,t) ?h(xyzt) §1 a(x Zt) /g

0. 00
%{ bel(x, y, z, t)z% h(x,y, z, t)f ﬁ/ bel(x,y, z, t)f% h(x,y, z t):&;

>t hetaZl2: =(t hetaZl-thetaZ2):
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Isola na expressdo resultante aderivadade ? emrelagdo ay
>thetaY:=sinplify(rhs(isolate(thetazl2,diff(theta(x,y,z,t),y)

)));

el ogel 0
%ﬁwh(x’ Y, Z'”gETx qxy.2 02

1
ﬂ_xh(x’ Y,z t)

thetaY:=

>thetaZ: =sinplify(subs(diff(theta(x,y,z,t),y)=thetay,thetaz2));

- h(x Y,z 1)2 7 1)2
thetazZ:= §Z (x yﬂz )a%q(x,y i )fa
Wh(x,y,z,t)

Verificao que sobrou da expressdo do divergente apds substituir as expressdes das derivadas de ?

>cfl:=sinplify(coeff(divVi,Fl)):

>cfli:=subs({diff(theta(x,y,z,t),y)=thetay,
diff(theta(x,y,z,t),z)=thetaz}, nuner(sinplify(cfl/Cl)));

cfli =0

>resto: =(sinmplify((divVi)-(F1Al*cflal) - (F1B1*cf 1bl)-(Fl*cfl))):

Renomeia as derivadas de ? paraisolar suas definicdes

>restol: =nuner (expand(subs({diff(theta(x,y,z,t),y)=
thetaY,diff(theta(x,y,z,t),z)=thetaZ}, nunmer(resto)))):

>resto2: =nuner (expand(subs({diff(theta(x,y,z,t),y)=thetay,
diff(theta(x,y,z,t),z)=thetaz, diff(theta(x,y,z,t),x,y)=dif
f(thetaY,x)},restol))):

>resto3: =expand(resto2/diff(eta(x,y,z,t),z)/
diff(eta(x,y,z,t),y)"2);

resto3:= h(x y,zt)2 ?q(x y,zt)O q(x Y, Z,t)3 §1 h(x, y,z,t)o

‘HZ‘H

h(x Y, Z, t)oﬁq(x Y,z t)0 'ﬂz‘ﬂx h(x Y,z )T ?h(x Y,z t)O

) 0 0 0 0
%h(x, Y, Z, t)%ﬂ%q(x, Y, Z 03% h(x,y, z t)gg q(xy, z t)ﬁ% h(x, Y, z, t):é:0
2
Ol o oeel® 0
+§Zh(x, Y, Z, t)B%q(X, Y, Z t)5 % h(x,y,z UEETXZ h(x Y, z, t)£+
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o A0 y, z1)2 q(x Y, zt)I ?h(x y,z,t)O

ﬂzﬂx

a0 Y. 2 02 ?q(x y,zt)o h(xy, zt)x %h(x y,zt)o

‘Hz X

0 0 o 9
+§Zh(x, Y, Z t)E it a(x,y, z,t)g% h(xy, z t)E g?q(x, Y, Z, t)E

: 0 o o™ Oel 0
gzh(xl y! Z, t)a ﬂt q(X1 y! Z’t)a% C](X, y’ Z’t)EgTXZ h(X, y’ Z t)z%h(xl y’ Z, t)a

Impd&e a independéncia dos dois argumentos ? e ? fazendo grad(?).grad(?)=0

>eauxl:=diff(eta(x,y,z,t),x)*diff(theta(x,y,z,t),x)+
diff(eta(x,y,z,t),y)*diff(theta(x,y,z,t),y)+diff(eta(x,y,z
,t),z)*diff(theta(x,y,z,t),z)+diff(eta(x,y,z,t),t)*
diff(theta(x,y,z,t),t);

eauxl:= ?ﬂ h(x, Y, z t)gg a(xy, z t)g+ %ﬂh(x, Y, Z, t)g% alx, y, z t)%

g@ﬂh(x w20 q(x 2 0% Bh(x Y.z D9 alxy, 2 )8

Isolando d?/dt nessa equagdo auxiliar, obtém-se
>t hetaT: =rhs(isol ate(eauxl,diff(theta(x,y,z,t),t)));

—gegl ozl 6. gl Geell o
thetaT:= g% h(x,y, z t)agb( a(x Y.z, t)r+a % h(x Y,z t)agy a(x Y.z, t)E
i ozl 6 /1
%h(x, Y,z t)5§zq(x, Y,z t)E_E / I h(x,y,z1t)

Substituindo a expressao obtida nos termos independentes oriundos da equagéo da continuidade,

resulta uma Unica equacdo diferencial parcia que relaciona os argumentos da funcéo corrente

>eaux2: =nuner (sinplify(subs(diff(theta(x,y,z,t),t)=thetaT,
resto3d))):

Entretanto, equacao resulta identicamente satisfeita quando as expressdes para d?/dy e d?/dz

s80 substituidas nas parcel as correspondentes, bem como nas derivadas de ordem superior:

>eaux3: =expand(subs({di ff(theta(x,y, z,t),y)=thetay,
diff(theta(x,y,z,t),z)=thetaz, diff(theta(x,y,z,t),x,z)=dif
f(thetaZ, x)}, eaux2));

eaux3:=0

Assim, restam apenas duas restricdes que relacionam os argumentos ? e ?, de modo que um dos
argumentos pode ser arbitrado e o restante calculado. Escolhendo ? = y(1 - fc(X,y,2)), sendo que a
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expressdo fc(x,y,2)=1, ou sgja ?=0, descreve locamente a superficie do corpo submerso, obtém:

Se arespectiva coordenada ? resolvendo a equagéao

>eay: =diff(theta(x,y,z,t),y)-expand(subs({eta(x,y,z,t)=y*(1-
fc(x,y,z))},thetay));

Al | 6
ﬂX Q(X, y’ Z’ t) ) %( Q(X, y’ Z1 t):éfC(X, y! Z)

) o
eay = aix,y, z t)z+ - "
b 6 ygeﬂ—’Lfc(x, .2)2 y%fc(x, y.2)8

el ol 0
_ g]x q(x, y, z,t)Eﬁ/fc(x, Y, z)3

1
‘ﬂ_x fc(x, Y, 2)

>eaz:=diff(theta(x,y,z,t), z)-expand(subs({eta(x,y,z,t)=y*(1-

fe(x,y,z))}, thetaz)); . 11
q(xy, z t) Q- fe(x, v, 2) 2

0 X : 7 I

S PO il it

1
ch(x, Y,2)

Isolando d?/dx em ambas as expressdes e igualando os resultados obtidos, € produzida uma unica
equacdo diferencial para o argumento ?:
>bx1l: =rhs(isol ate(eay,diff(theta(x,y,z,t),x)));

1
o, CI(X, y! Z, t)
bx1:=- Ty

1
1 fc(x,y, 2) Ty fe(x y, 2)

T 5 el 6 T
yg]xfc(x, v.2)2 y%xfc(x, %, 22 g fexy2)

>bx2: =rhs(isol ate(eaz,diff(theta(x,y,z,t),x)));
el oge] 0
e §1z a(x.y, z UE% fe(xv.2)2

1
‘ﬂ_z fc(x,y, 2)

>eal0: =nuner (si nplify(bx2-bxl));
— ol O agel 0. gl 0
eall: %fc(x,y,z)gﬁq(x,y, Z’t)E %Zq(x,y,z,t)gfc(x,y,z)

1 ogell 0, , &l 0, gl 60
- 6—q(xy, zt)zp-fc(xy, )y + XY,21t)x fc(x Y, z) =
Bz a00 Y 2 DR ey, 2)2y + Bera(x v, 2, )2y fe(x.y, )25
Essa equacéo pode ser resolvida diretamente em linha de comando fornecendo a forma de ?:
>pdsol ve(ealO, theta(x,y, z,t), build);

a(x, v,z t) =_F1(x, -yfc(x,y,z) +y, t)
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APENDICE V. CONVOLUCAO DE FONTES PUNTUAIS DE PERTURBACAO

Uma das possiveis formas de se obter a influéncia de uma superficie sobre o corpo de um
escoamento € somar a contribuicdo individual de cada ponto da mesma. Dessa forma podemos
mais facilmente avaliar qual seria o efeito de apenas um ponto para posteriormente soma-|o aos
de todos os outros que compdem a superficie do corpo submerso. Essa operacdo pode ser
realizada através da convolucdo de solucdes relativas a fontes puntuais distribuidas ao longo do
corpo submerso com afonte original do problema, estabelecendo uma fung&o peso, ou fungéo de
ponderacéo, atraves da qual sua amplitude possa ser individualizada ponto a ponto.

Para realizarmos operacdo, primeiro vamos determinar o formato da fonte puntual.
Essa fonte costuma ser representada por um delta de Dirac, mas pode igualmente ser representada
por qualquer fungdo continua de érea unitaria que se anule na vizinhanca de um ponto central.
Levando em conta que estamos representando o amortecimento de uma perturbagcdo, vamos
utilizar uma funcdo gaussiana com as caracteristicas previamente citadas. Essa fonte terd seu
formato dado por um produto de fungdes d(x) d(y) d(2), as quais geram um pico gaussiano num

ponto no espaco como se pode ver na figuraa seguir

Figural - pico gaussiano puntual.

Cadadeltatem aforma

X2

e4S

d(x)=Ilim

S®0J4p_s

correspondendo a um pico gaussiano numa das variaveis espaciais.
A envoltéria da esteira gerada por um corpo submerso (C.S.) é aregido influenciada pelo
somatério de perturbagdes gerado pelo mesmo no corpo do escoamento. Ela é definida por uma

funcéo dependente apenas da forma do C.S., cujo argumento sim depende do tempo e fatores
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externos como a velocidade do escoamento incidente. Sendo assim, podemos obter a forma dessa
funcéo solucionando para a perturbacdo a parte linear do split (3.11) em regime estacionario,

logo a aproximacdo para a funcéo de Green correspondente deve satisfazer a equacdo

Essafuncdo G é uma aproximagdo da funco de Green que descreve o escoamento em torno de
um corpo de dimensdes diminuta mas n&o puntuas.

Para fazermos uma andlise qualitativa da envoltéria iniciaremos resolvendo o problema
bidimensional. A seguir obteremos uma superficie tridimensional composta pela seqiéncia de
curvas continuas que sdo solucdes nos cortes bidimensionais sucessivos na diregdo do
escoamento principal. Como nossa fonte ndo € nula o escoamento deve ser viscoso, ja que ela
deveria ser nula para que ele fosse potencial. A solucdo bidimensional desse problema é
facilmente obtida empregando variaveis complexas, sendo sua forma analoga aquela das proprias
aproximagdes gaussianas utilizadas para a delta de Dirac. Desta forma, ao construirmos um C.S.
pela justaposicaéo de obstaculos de dimensdes diminutas, 0 campo de velocidades do escoamento
resulta num somatorio das contribuic¢fes de cada fungdo distribuidas ao longo do contorno do
mesmo. Por exemplo, para uma placa plana semi-infinita, cujo eixo longitudinal coincida com a
direcdo X, e considerando x=0 como seu bordo de atagque, a funcéo fonte do problema original

seria dada por
Q=h(x)
portanto o campo de velocidade € obtido pela convolucdo
\X *
Qh(x- V)G W)V

resultando numa envoltéria em formato de sigméide. Este formato permanece vaido para
quaisquer geometrias quando o problema € expresso em coordenadas curvilineas, definidas de tal

forma que o C.S. se reduz a uma placa plana nesse sistema de coordenadas.
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APENDICE VI: ALGORITMO DE SlMULAQAO EM TORNO DE UMA ESFERA OU DE
UM PERFIL DE SECAO QUADRADA (MAPLE)

>restart:

>w th(plots):

>w t h( Sumrool s):

Para que eta represente as linhas de fluxo em torno do objeto ela tem que ser composta por um
fator que sga zero sobre 0 objeto e menor que zero em seu interior. Além disso, devemos
multiplicd lo por uma funcéo de proporcionalidade (positiva) para que represente 0 aumento das
isosuperficies de velocidade a medida que se afasta em diregcdo ao infinito. A Funcdo de contorno
Fc é igua a 1 sobre o contorno, ou sgja, se ROM2=x"2+y"2+z"2 para uma esfera temos que
r2 /3@ +y? +22 =(1=12)

Paraisso inicialmente definimos o raio do ponto em relacdo a origem

>Rp: =sqrt (x"2+y"2+z"2):

...e depois a Funcéo de contorno (=1 sobre a superficie do corpo)

>Fc: =( RO/ Rp) : #defi nindo o contorno duna esfera

> #Fc: =exp( - x"(2*ee) -y~ (2*ee)): #definindo o contorno do quadrado

>ee: =100: #define o quao abrupto é o "degrau" de densi dade do
perfil quadrado

...agorauma Distancia do eixo de Simetria, na qual compenso o fato da esfera estar sobre a

origem

> Dsi mD: =(u0*x+v0*y)/ UO:

>Dsi ml: =(u0* Xd+v0*Yd) / UO:

>Dsi m =(u0* (x+R0) +vO*(y+R0) )/ UO: #tentati va de conpensar parte
negativa antes do centro da esfera...

Para uma vel ocidade que aumente linearmente com a Distancia do contorno Dc
>Dc: =(Rp)- RO: #para a esfera
>#Dc: =Ynj : #para o quadrado

A seguir definimos as Funcdes de Conexdo (FCmj) para montante-jusante e sobre o corpo
submerso (FCcs)
>FCnj : =exp(-1/1 n(l+eps+exp(Cc*Ff))):#vale 0 emDc e 1 no resto>>
bom a nontante e jusante
>FCcs: =exp(-1/1 n(1l+eps+exp(-Cc*Ff))):#vale 1 emDc e 0 no
rest o>> bom sobre o contorno

...resultando uma funcgéo de distancia do contorno/eixo de simetria
> Fdcsi m =(subs(Cc=1000, Ff =Dsi nD, FCnj ) +subs( Cc=1000, Ff =Dc, FCcs) ) :

Para substituir a coordenada Y sobre o contorno so isola ela ha equacdo da esfera:
>Ys:=sqrt(y"2)/y:#s6 o SINAL de Y
>Yc: =sqrt (RON2-x"2-272):

Agorafazendo o mesmo para o quadrado:
>Ynj:=sqrt(y"2+z72)*Ys: #para a esfera
>#Yn :=(sqrt(y”"2)-sgrt((RO*Fc)"2))*Ys: #para o quadrado
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>Yd: =(subs(Cc=1000, Ff =Dc, FCnj ) * Ynj +subs( Cc=1000, Ff =Dc, FCcs) *Yc) :
#para a esfera
>#Yd: =Ynm) : #para o quadr ado

Introduzindo outro conceito de distancia do ponto no plano transformado:
>Dp: =Dc: #para a esfera
>#Dp: =sqrt (Dc”2+(x-R0)"2): #para o quadrado

Definindo o argumento eta :
>etaXY: =Ynj *(1-Fc):#igual a definicado inicial

Da mesma formaqueisolel Y naequagdo do contorno, fazemos com X:
>Xc: =sqrt (RON2-y"2-2"2):

>Xs:=sqgrt(x"2)/x:#s6 o SINAL de X

>Xnj o =sqrt(x"2+z"2) * Xs: #

> Xd: =x:

Definindo o argumento Theta:

>tt:=(U0/sqgrt(nu)*(t/(Rp"2))):#tt nuda a fornma da esteira, prop-
>tam voértices

>t het aXY: =Xnj : #*((Yd- 1)/ (Yd+eps)):

Alguns fatores proporcionais a velocidade do escoamento usados nos coeficientes
>Fu0: =sqgrt (UO0/ 10) : #f at or de vel oci dade

>Fu02: =sqrt (U0O"3/ 10) : #f ator de vel oci dade 2

>FRe: =| 0og10( Rei ) : #pot énci a do nunmero de Reynol ds

...e separando os expoentes do coeficiente da perturbacdo para ficar mais compreensivel:
>pert2: =((abXyY) *exp(exl+ex2+ex3) *si n(2*ar gXyY)):

..expoente ex1 determina o inicio da regido perturbada
>exl: =-exp(-a3XY*t het axy): #t het aXY no | ugar de Xd

..expoente ex2 da a extensdo da esteira de vortices

>cx2:=cxi 2*FRe:# ...emtorno de 12 para Re=10"6

>cxi 2: =2:

>ex2: =-exp(al*(thetaXY-cx2*R0)): #t het aXY no | ugar de Xd

..expoente ex3 da a abertura transversal da esteira (envoltoéria)

>cx3: =cxi 3*sqrt (U0):

>cxi 3: =2*FRe:

>ex3: =-Ym "2/ 1 n(1+exp(a2*cx3*t het axXY)): #Yn] no lugar de etaXY
>psi: =U0*et aXY*(1+pert 2/ (Dp*Ynj)): #esfera & quad-C

Fazendo apenas 0 argumento da perturbacdo uma série truncada no termo linear (ou quadratico)

>#ar gXY: =(Yn *tt+t het aXY*tt +( Ynm) *t het aXY+Ynj "2+t het aXY"2) *tt"2):
#trunca no terno quadratico

>argXY: =(Ynj *tt +t het aXY*tt): #s6 o terno |linear



...e acrescentando a influéncia da vel ocidade na propagacéo

>C0: =1/ FuO: #100: #const ant e adi ci onada a thetaO para que a
perturbacdo avance no espacgo

>(g: =subs(z=0, psi):

>eps: =1/ (10"3):

>Fv: =(subs(Cc=1000, Ff =Dc, FCj ) ) : #f uncdo vi scosi dade>> anul a psi
dentro da esfera

>#Fv: =1- Fc: #f uncdo vi scosi dade>> anul a psi dentro do quadrado

>g0: =g* Fv: #subs(subs( Cc=100, Ff =(x- RO-eps), FCm ) =a8, psi)

Define o raio da esfera ou metade do lado do quadrado:
>R0: =1:

Agora separamos as componentes por direcdo u0, vO (, wo):
>nu: =10"(-6): #nR/ s
>U0: =sqrt (u0”r"2+v0"2+wW0"2) :

.. € acertamos as componentes da vel ocidade para um NUmero de Reynolds especifico:
>ReF: =1*1073: #N° de Reynol ds final a ser atingido
>Rei : =(2*R0) *UO/ nu: #N\N° de Reynol ds i nstant aneo para cal cul o do
et axy
>tf:=80:
>Ue: =(ReF*nu)/ (2*R0): #Ure= vel oci dade final para aquel e
Reynol ds pretendi do

Para uma aceleracdo de Re=0 até ReF s6 com velocidade no eixo X (u0):

>CmUD: =Ure/ (tf+(tf"2)/10): #coeficiente para escoanento
uni di reci onal em acel eracao

>#u0: =CnUD* (t +(t"2)/10): #

...ou mantendo constante na velocidade desgjada desde o comego

>u0: =Ure: #

>v0: =0: WO: =0: #zero para escoanento na direcao X
>z:=0:#...pois estanbs num corte no plano XY
>FRO: =(1/ (2*R0)) :

Coeficientes e suas influéncias na amplitude e alcance da perturbacéo

>al: =1: #Fu0”2: #>>f ator de anplitude da perturbacdo: bomentre
0.1 e1l0

>a2:=0.2:#0. 1: #*sqrt (U0/ 10) : #>>anort eci nent o Longi tudi nal da
pr opagacao
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>a3XY: =FRe: #antes 5 ou 5*R0O#>>da o ponto a partir do qual COVECA

a perturbacéao
>a5XY: =(1+eps):

Usar esse plot para achar um quadro especifico

>gl: =subs(t=tf,g0):#...0u t="nn" (tenpo desej ado)

>plot3d(gl, x=-(2*R0)..(10*R0), y=-(4*R0).. (4*R0), cont our s=40,
axes=boxed, st yl e=pat chcont our, gri d=[ 90, 90] , ori entati on=[ -
90, 0]);



E, por fim, a animagéo

>ani mat e3d( g0, x=-(2*R0) .. (10*R0),y=-(4*R0O).. (4*R0O), t=51..101,
frames=51, cont our s=50, axes=boxed, styl e=pat chcont our,
grid=[ 80, 80], orientation=[-90,0]); #retangul o
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