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Resumo

Apresentamos neste trabalho solucoes analiticas e numeéricas para o
escoamento potencial relativistico de fluidos ideais satisfazendo uma equacao
de estado barotropica do tipo p = p através de uma esfera rigida e um buraco
negro. Como pano de fundo, utilizamos as métricas de Reissner-Nordstrém-
de Sitter e Anti-de Sitter. Para constante cosmologica nula, apresentamos
solucoes analiticas. Quando a constante cosmologica & diferente de zero,
€ necessario o uso de técnicas numeéricas para a obtencao do potencial
de quadri-velocidades. Em ambos os casos, verificamos que o padrao do
escoamento, quando analisado via suas linhas de corrente, difere muito
pouco com a variacao da carga elétrica ou da constante cosmologica, sendo a
influéncia destes parametros melhor analisada em termos dos contornos de
isodensidades e da taxa de acrecao (no caso do escoamento através de buracos
negros).



Abstract

Analytical and numerical solutions for the steady-state relativistic potential
flow of an ideal fluid satisfying a barotropic equation of state of the form
p = p orbiting a hard sphere and a blackhole are presented. As the
background metric, we use the Reissner-Nordstréom-de Sitter and Anti-de
Sitter spacetimes. For null cosmological constant, analytical solutions are
presented. When the cosmological constant is present, it is necessary to
use numerical techniques for the obtention of the four-velocity potential. In
both cases, we verify that the flow pattern, when analysed by means of its
streamlines, differs very little with the variation of the electric charge or the
cosmological constant, being the influence of these parameters better analysed
by means of the density isocontours and accretion rate (in the case of a black
hole).



Introducao

Intimeras sao as situacoes astrofisicas nas quais se faz necessaria a analise
e compreensao do escoamento de fluidos. Em particular, pode-se citar a
acrecao de matéria em sistemas binarios ou buracos negros, o movimento
de fluidos em velocidades relativisticas através de objetos compactos como
estrelas de néutrons, o movimento de fluidos através de objetos astrofisicos
rotantes [1, 2, 3] ou ainda na modelagem de situacoes mais complexas como
supernovas, se interpretadas como um sistema composto de um caroco duro
e uma casca de matéria [4, 5]. Apesar de toda a possivel motivacao, sao
escassos os estudos referentes a dinamica de fluidos sob influéncia de campo
gravitacional intenso, o que exige que tais fluidos sejam considerados como
relativisticos e o escoamento seja tratado com relatividade geral.

Com a presente dissertacao pretendemos contribuir com o estudo do
caso do escoamento de fluidos ideais relativisticos no campo gravitacional
de objetos compactos esfericamente simétricos, dotados de carga elétrica e
estaticos inseridos em um universo com constante cosmologica. Tais objetos
podem ser estrelas compactas duras (como o sao as estrelas de néutrons) ou
buracos negros.

Para tal estudo, utilizamos a técnica do escoamento potencial. Neste
tipo de situacao, o fluido escoa sempre sem qualquer conveccao ou tur-
buléncia. Exclui-se entao a existéncia de dissipacao de energia, campos
eletromagnéticos ou quaisquer outros tipos de interacao além da puramente
gravitacional, restringindo assim o estudo aos fluidos ideais. Satisfeitas tais
hipoteses, resulta entao que o campo de quadrivelocidades do fluido pode ser
obtido a partir de um potencial escalar, chamado potencial de velocidades.

Devido ao fato de o escoamento potencial ter-se mostrado, em sua
versao newtoniana, particularmente pertinente ao estudo do escoamento de



fluidos através de objetos com superficies curvas e lisas, como aerofélios [6],
esperamos que sua versao relativistica seja igualmente eficaz no estudo do
escoamento de fluidos através de objetos astrofisicos.

Um conceito util que utilizaremos em nosso estudo € o da linha de corrente,
definida de forma que a tangente a uma linha de corrente em qualquer ponto
indica a direcao da velocidade do fluido em tal ponto. Se ocorrer ainda de o
escoamento ser estacionario - como assumiremos em nosso estudo - as linhas
de corrente, por nao variarem com o tempo, indicam ainda a trajetoria das
particulas de fluido em cada instante de tempo. O mapeamento de tais linhas
é, portanto, uma boa forma de se avaliar o padrdao de escoamento e uma
ferramenta util para se verificar a influéncia de parametros diversos sobre
este.

Com relacao aos aspectos termodinamicos dos fluidos, estes sao descritos
utilizando-se sempre termodinamica classica. As abordagens de casos
relativisticos de escoamento de fluidos seguem geralmente as propostas de
Eckart [7] ou Landau [6].

Considerando-se ainda que nos sistemas de interesse a massa do objeto
astrofisico pelo qual o fluido escoa € muitas vezes maior que a massa do fluido
em si, assumimos por hipotese que a geometria do espaco-tempo na regiao de
interesse € determinada unicamente por parametros relacionados ao objeto
astrofisico, sendo o fluido tratado como um fluido de teste. Tal hipotese é
razoavel quando se considera, por exemplo, sistemas binarios compostos de
uma estrela gigante que emite na forma de vento solar uma quantidade de
matéria equivalente a cerca de 10~" massas solares por ano em direcao a sua
companheira compacta cuja massa se equivale a do sol [8].

No que diz respeito a consideracao de uma constante cosmologica, faze-
mos isto principalmente, embora nao unicamente, a titulo de generalidade.
Observacoes recentes indicam limites superiores para tal constante pequenos
demais para que esta se manifeste de maneira significativa na escala de
distancias em que se considera o escoamento [9]. Entretanto, a expectativa
de que presenca de uma constante cosmologica na métrica do espaco-tempo
possa mudar de alguma forma o padrao do escoamento € motivo suficiente
para sua manutencao na presente investigacao.

Outro ganho que uma abordagem relativistica nos da € a analise da



influéncia puramente gravitacional da presenca de carga elétrica no objeto
astrofisico através do qual o fluido escoa. Tal fendmeno surge como previsao
da relatividade geral de que toda forma de energia e momento interage
gravitacionalmente e nao possui contraparte newtoniana.

A presente dissertacao se encontra organizada da seguinte forma: no
primeiro capitulo apresentamos uma revisao geral da dinamica de fluidos
relativisticos, culminando com a derivacao da versao relativistica da equacao
de Euler para escoamento potencial. Dadas as dificuldades na pesquisa por
solucoes analiticas para tal equacao, precisamos de uma metodologia para
seu trato numeérico. O segundo capitulo trata entao da apresentacao de um
esquema completo para abordar computacionalmente equacoes diferenciais
parciais, a saber: o método das diferencas finitas. No terceiro capitulo,
apresentamos a solucao de Reissner-Nordstrom com constante cosmologica,
que representa o espaco tempo escolhido para a investigacao. Neste capitulo
apresentamos alguns aspectos gerais da métrica, bem como os passos para
sua obtencao a partir das equacoes de Einstein. Nos capitulos finais apre-
sentamos entao os resultados obtidos para o estudo dos casos de escoamento
potencial através de esferas rigidas e buracos negros. No quarto capitulo,
apresentamos solucoes analiticas para o caso de constante cosmologica nula e
no quinto capitulo entao apresentamos resultados numeéricos com a presenca
de constante cosmologica. Neste caso, consideramos valores tanto negativos
quanto positivos para a constante cosmologica. Finalizamos entao com a
analise e discussao dos resultados.



Capitulo 1

Introducao a dinamica de fluidos
relativisticos

Neste capitulo, fazemos uma breve revisao sobre o tratamento de fluidos
relativisticos. Comecamos, no contexto da relatividade especial, por uma
introducao ao fluido ideal, definido por meio de seu tensor de energia-
momento. Tal tensor nos € de interesse tanto por conter toda a informacao
sobre as propriedades mecanicas da matéria-energia, quanto por ser iden-
tificado como representativo das fontes do campo gravitacional, no contexto
da relatividade geral. Em seguida, obtemos as equacdes que descrevem a
dinamica de tais fluidos, que sao, em sintese, as leis de conservacao de
energia-momento, adicionadas de uma equacao de continuidade; definimos
na sequéncia a situacao de escoamento potencial e a classe de equacoes
de estado tipo politropica, que assumiremos para a termodinamica do
fluido. Finalisamos entao com a passagem do problema para o contexto da
relatividade geral.

1.1 O fluido ideal relativistico

Seguindo a abordagem contida nas referéncias [6, 10, 11, 12], definimos de
forma geral o tensor de energia-momento de um meio continuo material por
meio de suas componentes em relacao a tetrada ortonormal constituida de
seus quatro autovetores reais. Designamos tais autovetores por SE‘U), em que

os indices indicam a p-ésima componente do vetor ), € estes constituem um
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conjunto de trés vetores tipo-espaco € um vetor tipo-tempo, associados aos
quais temos quatro autovalores reais \,). Temos assim

Ty = No)E(o)us (1.1)

sendo que as componentes covariantes e contravariantes se relacionam por
meio da métrica 7,

o = Nuvd(o);
j—juy — n,uaTow;

T;u/ = np,anllﬂTaﬁ‘

Definimos entao a quadri-velocidade U* do meio como sendo o autovetor
tipo-tempo de 7),,, associado ao qual temos a densidade propria de energia, p,
como autovalor:

T,,U" =—=pU,, (1.2)

devendo-se o sinal negativo ao fato de que o quadri-momento das particulas
materiais apontarem para o futuro, do que resulta-nos também U*U, = —1.

Diferentes tipos de fluidos relativisticos sao determinados por meio do

tensor de tensoes, S,,, definido através de

T, = pUU, — Sy (1.3)

Podemos verificar que S,, possui apenas seis componentes independentes,
dado que, de acordo com a equacao (1.2), temos

S, U” = 0. (1.4)

O fluido mais simples que podemos conceber desta forma é aquele em que
S, = 0. Tal fluido € constituido de matéria incoerente nao interagente, ou,
simplesmente, poeira. Neste caso, sua dinamica € descrita completamente
pela quadri-velocidade e um campo de densidade propria de matéria-energia,
p, € as linhas de escoamento sao simplesmente geodésicas.

O segundo tipo de fluido que podemos pensar em escala de complexidade

é aquele que designamos por fluido ideal. Para a completa caracterizacao
de tal fluido € necessario e suficiente um campo extra em relacao a poeira,
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a saber, um campo de pressao escalar p. Neste caso, excluimos fluxos de
momento-energia nao-puramente mecanicos, de forma que nao ha viscosidade
e, portanto, nenhuma troca de energia na forma de calor entre diferentes
partes do fluido nem entre o fluido e o meio que o cerca. Pragmaticamente,
exigimos que 7), possua trés autovalores iguais, correspondendo aos seus
autovetores tipo-espaco. Feitas estas consideracoes, concluimos que, no
referencial co-movel associado a um dado elemento de fluido, o tensor de
energia-momento 1é

o —

oS O O
o o O
o o O
" O O O

Para determinar a forma de 7" para qualquer outro volume elementar de
fluido que se move com velocidade v arbitraria, lembremos que, devido ao seu
carater tensorial, 7" deve se transformar como

T = A (V)N (v) TP, (1.5)

em que os A" representam o “boost” de Lorentz

A% = 4 (1.6)
AiO = Aoi = yv; (1.7)
, -1
Azj = 51']' + Uﬂ)jw (18)
1
= — 1.9

Nas definicoes (1.6) a (1.9) fazemos uso da escolha de unidades que sera
adotada durante o resto do texto, nas quais ¢ = 1. Resulta-nos assim:

+ pv?

70— LRV 1.10

v ( )

ro-P12),, (1.11)
ij (p+p)

T :péij—i-mvﬂ]j (1.12)
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em que

dt
UOZEZ% (1.13)
) dz’ )

sendo que usamos a definicao de tempo-proprio dr = dt/y. Podemos assim

escrever o tensor de energia-momento do fluido ideal relativistico como

T =" + (p + p)U*U". (1.15)

Se entdao em um referencial co-movel a um elemento de fluido, a densidade
do numero de particulas é n, definimos, neste mesmo referencial, a quadri-
corrente de particulas N*, de componentes

Nozn,
Ni=0 (1.16)

em que n € a densidade do numero N. Em qualquer outro referencial que se
relacione com esse por um "boost” de Lorentz, temos que

NO =A% Nv = qn,
N' = A" NV = ynv'. (1.17)

A almejada equacao de continuidade pode entao ser escrita como

0, N" =0, (1.18)
NP =nU*".

Vale ainda notar o seguinte a respeito de n. Por definicdo, quantidades do
tipo z = X/V sao dependentes de referencial, dado que V, devido a contracao
de Lorentz, € dependente de referencial. Entretanto, a densidade n € definida
como sendo a densidade do numero de particulas no referencial do centro de
momento de um elemento de fluido e, podemos facilmente verificar que

N¥N, = —n?, (1.19)

é escalar. Devemos entdao, de forma mais precisa, nos referir a n como

13



densidade de repouso, ou ainda, densidade préopria do numero de particulas.

1.2 Equacoes de movimento para o fluido ideal

Vimos que uma das equacoes que descrevem a dinamica de um fluido
perfeito é necessariamente a equacao de continuidade (1.18). As demais sao
sintetizadas na forma das leis de conservacao de energia e momento

0,T" = 0. (1.20)

Substituindo-se o tensor de energia-momento do fluido ideal (1.15) na
equacao anterior, ficamos com

Oy [ + (p + p)U*U"] = 0. (1.21)

Podemos separar esta equacao em suas partes se observarmos que se
definem duas classes de direcoes em relacdao ao tensor 7"”: a direcao tipo-
tempo definida por U* e as direcoes tipo-espaco, dadas pela projecao sobre a
hipersuperficie perpendicular, obtida pela acao to tensor de projecao P* tal
que

P = + U*U", (1.22)

ou seja, P*U, = 0. Contraindo-se a equacao (1.21) com U, obtemos
U0, [pn™ + (p +p)UrUY] = U"0,p — 0, [(p+p) U"] = 0, (1.23)

em que utilizamos a identidade U,0,U" = 0. Substituindo-se entao a definicao
da quadri-corrente de particulas, N* = nU" e a equacao da continuidade

nU" [p&, <%) 0, (g)] =0. (1.24)

Comparando-se esta ultima equacao com a primeira lei da termodinamica

Tda:d(p)erd (1> (1.25)

n n

(1.18), resulta-nos
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em que o denota a entropia molar (o = S/N), podemos escrever

(nT) U*8,0 = 0. (1.26)

Se observarmos que a expressao U”0, = d/dr é a derivada ao longo da linha
mundo (worldline) do elemento de fluido, temos:

do

— =0 1.27

d’T Y ( )
ou seja, a entropia permanece constante sobre qualquer ponto que se mova
juntamente com o fluido.

Podemos ainda definir a quadri-corrente de entropia especifica, sU”, de
maneira que a equacao (1.23) pode ser reescrita como

8, (sU") = 0. (1.28)

As equacoes (1.27) e (1.28) nao devem constituir nenhuma novidade. Na
forma como definimos o tensor de energia-momento (1.15), consideramos que
em um fluido ideal nao ha trocas de calor. As exigéncias simultaneas de
equilibrio termodinamico e auséncia de trocas de calor implica automatica-
mente na conservacao da entropia.

Vamos agora contrair a equacao (1.21) com o tensor de projecao F,,
definido na equacao (1.22). Dado que P,,U* = 0 e utilizando-se novamente
a identidade U,0,U" = 0, temos

P,,0,T" =P 0,p+ (p+p)U"0,U, (1.29)
Desta forma, o equivalente relativistico da equacéao de Euler pode ser escrito

Ccomo
(p+ p)U O, U" = —0'p — U*U 9, p. (1.30)

Para melhor compararmos esta equacao com sua equivalente nao-relati-
vistica, reescrevemo-na considerando-se u = i € {1,2,3} e substituimos na
equacao resultante o que obtemos quando consideramos ;. = 0. Observando-
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se ainda que U’ = v'U", obtemos

v 1-) (o
E+(v~8)v—— o) <—V+0p>. (1.31)

Uma observacao que podemos fazer com relacao a equacao (1.30) é
que a presenca de termos no seu lado direito representando gradientes de
pressao indicam que as linhas mundo dos elementos de fluido desviam-se das
geodésicas, curvas estas as quais seguiriam caso tal equacao lé-se U”0,U* = 0.

1.3 Escoamento Potencial Relativistico

Para processos isentropicos a equacao (1.25) implica em
Oup = no,h, (1.32)
em que h = (p + p)/n € a entalpia por particula.

Levando-se este fato em conta, podemos reescrever a equacao relativistica
de Euler (1.30) como
U'wu =0, (1.33)

em que
W = 0, (hU,) — 0, (hU,) . (1.34)

O tensor de componentes w,,, € o equivalente relativistico da vorticidade, de
modo que o escoamento potencial relativistico € dado por

W = 0, (1.35)
tendo assim, a equacao (1.33) solucoes da forma

W, = 8,9. (1.36)

Observando-se a equacao de continuidade (1.18), podemos escrever a
equacao (1.36) como
n
—_OH =
oy (ha <I>) 0. (1.37)
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Temos assim uma equacao diferencial de segunda ordem para o potencial de
velocidades ®. Dado que p, p € n se relacionam por uma dada equacao de
estado, podemos esperar que, em geral, a equacao (1.37) seja nao linear.

Consideremos entao uma equacao de estado do tipo politropica, ou seja

p— KnL. (1.38)

De acordo com a primeira lei da termodinamica dada na forma da equacéao
(1.25), temos ainda que p = p(n); sua integracdo com do = 0, dado que o
escoamento € isentropico, resulta em

nF

-1

p=po+ K (1.39)

em que K € constante. Como era de se esperar, a densidade total de massa-
energia € composta de uma densidade de repouso de massa-energia, p, €
de uma densidade de energia interna, Kn'(I' — 1)~! . Considerando-se que
o escoamento € essencialmente relativistico, podemos desprezar a primeira
parcela em relacao a segunda. Resulta-nos assim uma equacao de estado na
forma barotropica:

p=(T—1)p. (1.40)

A densidade de numero n pode entao ser dada em termos da entalpia por

n = kh/T1 (1.41)

u)l/(l“—l)
TK .

evento por meios de sua relacao com o potencial de velocidades ¢, possibili-

em que k = ( A entalpia, por sua vez, € calculada em qualquer

tada pela condicao de normalizacao U*U, = —1:

h=\/—0,50n%. (1.42)

Contextualisando o problema em termos de relatividade geral, substitui-
mos a meétrica do espaco-tempo plano de Minkowski, 7,,, por uma meétrica
g, designando um espaco-tempo curvo e substituimos as derivadas parciais
0 por derivadas covariantes V. Os principios de equivaléncia, covariancia
e acoplamento minimo nos garantem que tal procedimento € tudo que
precisamos fazer para realisarmos a passagem da relatividade especial para
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relatividade geral, uma vez que temos todas as equacoes em forma tensorial.

Substituindo-se (1.41) em (1.37), podemos entao obter

Od + <%) 9, (Inh) O"® = 0, (1.43)

em que definimos o operador [J como

1

Lo —0

(vV=99"0,0). (1.44)

Percebemos aqui que a situacao mais simples se da quando I' = 2. Neste
caso, a equacao (1.43) se reduz a [J® = 0, sendo, portanto, linear. Tais fluidos
para os quais I' = 2 sao ditos duros, dado que a velocidade do som nestes,
definida por

u? = @, (1.45)
dp
passa a ser igual a unidade, o que em nossas unidades implica nesta ser igual
a velocidade da luz. Para 1 < T < 2, a equacao (1.43) € nao-linear. Observemos
ainda que a equacao (1.43) nao se aplica a situacao I' = 1, que corresponde a
fluido sem pressao, também conhecido como poeira.

Para resolvermos a equacao (1.43), precisamos ainda determinar ¢,,. Em
resumo, isto implica em resolvermos as equacoes de Einstein,

G + ANgu = KT,

uvs

(1.46)

tendo o tensor de energia-momento do fluido em questdao contribuindo
em seu lado direito. Ao invés disso, entretanto, assumiremos a hipotese
simplificadora de que o fluido nao auto-gravita, ou seja, a métrica g, €
dada a priori. Tal hipotese de um fluido de teste é entendida como sendo
representativa de uma primeira aproximacao para a solucao do problema
completo.

Nosso problema pode entao ser sumarizado da seguinte forma: dado um
espaco-tempo representado por g,,, vamos resolver a equacao (1.43) com
condicoes de contorno apropriadas € um determinado valor de I'. Em nosso
estudo escolhemos o valor I' = 2, com a finalidade de tratarmos da equacao
(1.43) em uma forma linear.
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Tal tarefa ja apresenta certa dificuldade per si. Uma equacdo como a
dada em (1.43) &, em geral, de dificil solucao. Como veremos, podemos obter
algumas solucoes analiticas quando A = 0. Com constante cosmologica nao-
nula, entretanto, precisamos utilizar técnicas numeéricas. No capitulo que
segue veremos um roteiro de como abordar computacionalmente equacoes
diferenciais parciais como a equacao (1.43).
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Capitulo 2

Tratamento numerico de equacoes
diferenciais parciais (EDP’s)

Vimos no capitulo anterior que a equacao de nosso interesse, a equacao
relativistica de Euler aplicada a escoamento potencial €, em geral, de dificil
solucao, o que praticamente nos obriga a trata-la numericamente. A
abordagem computacional deste tipo de equacao € o alvo do presente capitulo.

Uma equacao diferencial parcial de segunda ordem como a equacao (1.43)
pode ser escrita genericamente na forma'!

A®,, + Bb,, + CD,, + DD, + E®, + FO = G, (2.1)

em que os coeficientes A, B,C, D, F e F', bem como ¢ e G podem depender de x
e y. Esta nos servira, portanto, como prototipo de uma EDP linear de segunda
ordem. Vejamos entao a seguir um dos possiveis procedimentos para se tratar
numericamente equacoes deste tipo.

ISomente neste capitulo utilizaremos a notacdo comum nos livros de equacées diferenciais,

~ - . 2
nos quais as derivadas sao representadas por subindices, como em e — D,,.
Ox0y Y
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2.1 Diferenciacao numérica: equacoes de diferen-
cas finitas

Resolver numericamente uma EDP como a da equacao (2.1) demanda
aproxima-la por uma equivalente que se possa definir em um dominio
numeérico discreto. Um dos possiveis procedimentos que podemos adotar €
o de converter uma equacao de tal tipo em uma equacgao de diferencas finitas,
de forma que as diferenciais sdo numericamente aproximadas, a partir da
definicao de derivada, por expressoes do tipo

O(x + Ax) — O(x)
Az ’

b, ~ (2.2)

em que Az se aproxime de zero tanto quanto desejarmos e pode, ou nao,
ser constante sobre todo o dominio de solucao. Tal abordagem recebe a
denominacao de método das diferencas finitas.

Se designarmos por erro de truncamento a diferenca numeérica entre as
equacoes diferencial parcial e de diferencas finitas, a exigéncia mais basica
que se pode fazer com respeito ao método das diferencas finitas, € a de que,
quanto mais proximo de zero for Az, menor sera o erro de truncamento e mais
a solucao numérica deve se aproximar da solucao analitica. Como a solucao
analitica € incognita, esperamos que este critério seja satisfeito pela hipotese
a equacao de diferencas finitas tenda a equacéao diferencial parcial no limite
em que Ax tenda a zero. Temos assim estabelecido um critério de consisténcia.

Diferenciais finitas da forma (2.2) podem ser obtidas por meio de pro-
cedimentos diversos, como, por exemplo, ajuste polinomial. Todavia, a
verificacao do critério de consisténcia pode se tornar dificil em alguns casos. A
metodologia de obtencao das “diferenciais finitas“ na qual mais facilmente se
verifica a satisfacao de tal critério consiste no truncamento da série de Taylor
até a ordem de poténcia desejada.

Designemos por ®; o valor de ¢ no ponto de coordenada » = z;, de modo
que? ¢,y = O(x;+Ax;) = ®(2,11). Seja entdo a expansio de &, nas vizinhancas
de Z;:

(l’z‘+1 - xz‘)g
3!

2Lembremos que neste ponto ainda nao decidimos se Az; é funcdo de x ou se é constante.

. (l’z‘+1 - xi)Q
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Da mesma forma podemos expandir ®; ; nas vizinhancas de z;:

2

(% - xi—l) 3

(l‘z‘ - l’z‘—l)

Das equacoes (2.2), (2.3) e (2.4), podemos inferir que

D, — Dy

d,l; = —— + O(Ax) EDF (2.5)
(Tig1 — x4)
P, — P,

®,|; = ———L + O(Ax) EDT (2.6)
(ilfi - xifl)

B, — 21 =it | gpg2) EDC (2.7)

(l’iﬂ — g;ifl)

em que as siglas EDF, EDT e EDC designam, respectivamente, esquema de
diferenciacao para frente, para tras e centrado. A notacdao do o maitsculo,
(O) indica a poténcia de Az equivalente a qual o erro de truncamento tende
a zero. Fica evidente entdao que o esquema de diferenciacdo centrado tem
precisao uma ordem de grandeza maior que os esquemas “direcionais”.

Para obtermos expressoes equivalentes para a derivada segunda, apli-
camos sucessivamente alguma das expressoes para a derivada primeira.
Obtemos assim expressoes como:

(Po)]iv1 — (Po)]in

Dl =
m’Z (SCz'+1 - xz’fl)

+ O(Az?).

utilizando-se EDC, ou equivalentes utilizando-se EDF ou EDT. Podemos,
entretanto, obter melhores aproximacoes se tomarmos as derivadas “internas®
em pontos localizados no intermédio de z; e z,+;. Desta forma, obtemos o
equivalente EDC para a derivada segunda:

LI) = (i — i) Pig1 + (41 — )Py — (i1 — 24-1) Dy
o (2; — 2im1) (@1 — ) (@ig1 — Ti1)

. +0(Az?) EDC (2.8)

As derivadas mistas da forma 0,(20,®) podem ser aproximadas de maneira
semelhante, com as derivadas internas aproximadas na distancia inter-

mediaria entre x; € x;41:

) Pit1-P;\ = i—®i
1 =ity \ T - =i—5 \ Zi—wi 1
-0, (E®,) |i = : (2.9)

Tiy1 — Ti—1

No caso especifico em que as coordenadas z; sao igualmente espacadas, temos
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que

Tip1 — T = Ty — Ty = 2(Tip1 — ) = h,

donde resulta a simplificacao

P, — D

D,|; = % + O(h) EDF (2.10)
®; — P;_

o, = Tl + O(h) EDT (2.11)
D1 — D

®,|;, = % + O(h?) EDC (2.12)
Oy 1 + B,y — 20,

B, | = St S+ O(h?) EDC (2.13)
Bt (Pig — @) —Z,_1 (B — D,

0, (2®,)|; = + (Bin >h2 - ( ) + O(h*) EDC ponto médio (2.14)

Definamos agora um dominio discreto D, a que denominamos malha
numérica (ou ainda, grade numeérica), como sendo a coletividade dos pontos F;;
que marcam a interseccao das linhas dadas por x = constante e y = constante,
sendo (z;,y;) suas coordenadas. Definamos ainda o intervalo de variacao das
coordenadas x e y como

em que z; € y; satisfazem as rela¢coes de ordenamento

yi =yo+ (J — 1)Ay, 1<j<N;

de forma que o contorno B de D seja definido pelas linhas © = xg, z = X, y = yp
e y = Y. Conforme vemos ilustrado na figura (2.1).

A aplicacao do EDC sobre uma equacao como a equacao (2.1), resulta, para
cada ponto P, ; do dominio D, em uma aproximacao finitamente diferenciada
na forma

Aic1 ;i + AP+ AP+ AP + A1 jPig = Qi (2.15)

de modo que toda a informacao sobre a geometria da discretizacao encontra-
se nos coeficientes A e as quantidades (), ; contém apenas termos presumida-
mente conhecidos, ou seja, que nao sao funcoes dos .
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Figura 2.1: Discretizacdo de um dominio via coordenadas retangulares.

A equacao (2.15) esta para ser posta na forma explicita de uma equacao
algébrica matricial. Para tanto, as incognitas @, ; precisam ser as componentes
de um vetor coluna. O fato de ¢ ser representado em cada n6é da malha
numeérica por dois indices nos passa, entretanto, a impressao de que estes
formam algum tipo de matriz. Esta dificuldade pode ser eliminada se
enumerarmos com apenas um indice cada valor @, ; de acordo com sua posi¢cao
da malha seguindo o mapa

Os demais vizinhos de ®,; pertinentes a discretizacao podem entdo ser
referidos via notacdo de btissola, de acordo com as relacoes:

Oy, = Pp E=1+N; (2.17)
®; 4 =Py N=I+1 (2.18)
O,y =Dy W =1-N;, (2.19)
O, = Dy S=1-1 (2.20)

conforme podemos ver na figura (2.2).

Utilizando-se a notacao de bussola, a equacao (2.15) pode entao ser
reescrita como

AWCI)W—FASCI)S—FAPCI)p-i-ANCDN-i-AE(DE ZQP. (221)

Vale observar que, devido ao fato de a aplicacao de EDC resultar no
envolvimento de @, ; e seus quatro vizinhos, ®;;, ;,®;,_1 ;, ®;,+1 € ®; ;-1 em cada
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Figura 2.2: Ordenacao da malha numérica e exemplificacdo da notacdo de bussola.
Ao ponto P e seus vizinhos inclusos no esquema de diferenciacdo denominamos molécula
computacional.

uma destas equacoes, rende a este procedimento a nomenclatura adicional de
esquema de cinco pontos. Ao conjunto de ®;, e seus vizinhos envolvidos na
discretizacao denominamos molécula computacional.

2.2 Discretizacao e aplicacao das condicoes de
contorno

A aplicacao das diversas condicoes de contorno se manifesta na equacao de
diferencas finitas na forma de relacoes entre os coeficientes que acompanham
as incognitas. Uma boa pratica € entao reescrevermos a equacao (2.21) em
termos de coeficientes ()

Cwow + Cs®s + CpPp + CnPy + CpPr = Qp, (2.22)

que se relacionam com os coeficientes A; via determinada condicao de
contorno.
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Suponhamos entao que a equacao (2.21) seja acompanhada de uma
condicao de contorno de Dirichlet sobre a linha dada por ¢ = 1, como, por
exemplo, ®,—,; = «. Isto quer dizer que o valor de ® € conhecido sobre esta
linha e, portanto, esta € excluida do dominio da equacao geral (2.21). A
aplicacao da condicao de Dirichlet se da entao pela substituicao de ¢y por
a na equacao correspondente a : = 2 e, todo o termo Cy Py, que nao possui
incognitas, passa para o lado direito, i.e.

CS(I)S + CPCI)P + CN(I)N + CE(I)E = —OéCW 7= 2. (223)

Comparando-se as equacoes (2.23) e (2.21), concluimos que as equacoes
algébricas com ¢ = 2 sdao da forma

AsPs + ApPp + AnON + ApPr = Qp

As =Cs

Ap=0Cp

Ay = Cy i—2 (2.24)
Agp=Cg

Aw =0

Qp = —aCy

Suponhamos, por outro lado, que sobre a linha i = N; a derivada normal
de ® com relacao a = seja dada. Por exemplo, seja

o, =0 i= N (2.25)

Como a condicao de Von Neumann especifica a derivada normal de ¢, mas

nao atribui um valor a este, temos que o dominio da equacao (2.21) inclui a
linha i = N,. Discretizando-se a condicao (2.25) via EDC, obtemos

Oy — Py

T (2.26)

entretanto, ¢y = ®,;, ; constitui um ponto fora da malha numeérica.

Uma maneira de resolver este impasse € considerar a existéncia de nds
Jantasmas de indices ¢ = N; + 1 na malha numérica. A justificativa para
tal procedimento é a de que a informacao sobre ¢ nestes pontos se da via a
propria condicao sobre a derivada. Desta forma, nas equacoes para os pontos
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com i = NV;, substituimos ¢ por 245 + ¢y, do que resulta

Aw Py + Asg®s + ApDp + AyOn = Qp

Aw =Cw + Cg

As =Cg

Ap=Cp 1= N; (2.27)
Ay =Cxn

Ap=Cg

Qp = —2h3Ck

Pode ocorrer entretanto, de a aplicacao da condicao de Von Neumann via
meétodo dos nos fantasmas acarretar em um erro grande caso a discretizacao
(2.26) nao seja satisfatoria ou caso ¢ nao exiba simetria com relacao a linha
1= N; [13].

Uma alternativa para a técnica dos noés fantasmas é considerar que o
contorno fisico sobre o qual se aplica a condicao (2.25) encontra-se, na
verdade, a uma distancia h da linha i = N; da malha numérica. Discretizamos
entao a condicao (2.25) via EDF

Op — Dp

T (2.28)

de modo que as equacoes algébricas com ¢ = N; tornam-se agora

AW(I)W + AquS + qu)p + AN(I)N = Qp

Ay = Cw

Ag = Cg

Ap=Cp+Cg i=N; (2.29)
Ay =Cy

Ap=0

Qp = —hBCg
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2.3 O sistema algébrico: método de Stone

Vimos que a aplicacdo do método de diferencas finitas resulta na subs-
tituicao de uma equacao diferencial parcial por um sistema de equacoes
algébricas, sendo cada equacao associada a um ponto da malha numeérica
onde o valor de ¢ é incognito. Observando-se que a regra de multiplicacao
matricial &€ da forma “linha-por-coluna”, concluimos que a matriz de coefici-
entes A do sistema de equacoes algébricas

Ad = Q, (2.30)

que obtemos tem dimensoes N; x N;, sendo, em geral, ndao-nulos apenas cinco
elementos por linha, a saber: Ay, As, Ap, Ay € Ag. A figura (2.3) ilustra esta

situacao.

Yy

NN . Ws
. NOANAN AN
Ay s Ap Ay “Ag Up|=|Qp
N NN N
N

Ve

L Jc J v J

Figura 2.3: Sistemas de equacdes algébricas resultantes do esquema de cinco pontos tém
a estrutura altamente “esparsa“, as vezes referida como pentadiagonal ou tridiagonal com
franjas [14].

Para resolver sistemas de equacoes algébricas como o dado em (2.30),
dispomos de duas classes de métodos. Na primeira, temos os métodos diretos
convencionais, como eliminacao Gauss-Jordan e eliminacao gaussiana com
retro-substituicio. A outra classe consiste dos métodos iterativos ou de
relaxacdo, baseados em uma aproximacao inicial da solucao e subsequiente
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eliminacao de um certo residuo. Nesta ultima classe temos, por exemplo,
os meétodos de Jacobi e de sobre-relaxacoes sucessivas (no inglés, SOR:
successive over-relaxation) e o procedimento vetorizado fortemente implicito de
Stone, o qual utilizamos no presente trabalho.

A principal distin¢cao entre estas duas classes de métodos de solucao pode
ser considerado o balanco entre (tempo de processamento computacional)
versus (precisao). Os métodos diretos demandam por natureza maior tempo
computacional e o erro por arredondamento (intrinseco ao calculo computaci-
onal) pode tornar-se demasiado em sistemas maiores. Os métodos iterativos,
por sua vez, sao mais rapidos e os erros por arredondamento tendem a
ser corrigidos a cada passo iterativo sendo, portanto, uma preocupacao a
menos. Tais métodos, entretanto, sao de natureza aproximativa, como ja dito.
O estabelecimento de critérios de convergéncia €, desta forma, a principal
preocupacao quando se trata da aplicacao de métodos iterativos, sendo, em
geral, dificultosa e dependente do tipo de equacao discretizada.

Um ponto a ser notado na escolha do método é o fato de o erro cometido
por truncamento durante o processo de discretizacao ser geralmente muitas
vezes maior que os erros cometidos por arredondamento durante a aritmeética
computacional. A implementacao de métodos diretos de solucao pode, como
na maioria dos casos, constituir a busca por solucoes com precisao maior que
a fornecida pela discretizacao [15].

O método que adotamos no presente estudo €, como mencionamos
anteriormente, o procedimento de Stone. Dentre as vantagens de tal método,
podemos destacar duas: devido ao carater vetorial do método, este utiliza
em suas operacoes somente os elementos das diagonais nao-nulas da matriz
dos coeficientes - que vemos esquematizadas na figura 2.3. Isto reduz
consideravelmente o tempo computacional, tornando o método mais eficiente.
Outro fator decisivo na escolha do método foi sua facil implementacao em
FORTRAN 90, linguagem de programacao adotada para a realizacao dos
calculos.

De posse entao do ferramental computacional para abordar numerica-
mente a equacao (1.43), nos resta somente a definicdo da métrica g,, a ser
empregada. No capitulo que segue, falaremos das solucoes de Reissner-
Nordstréom com constante cosmologica, que representam os espacos-tempos
escolhidos para a analise do escoamento potencial.
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Capitulo 3

Os espacos-tempos de
Reissner-Nordstrom-de Sitter e
Anti-de Sitter

Vimos no primeiro capitulo que o escoamento potencial relativistico €
governado pela equacao relativistica de Euler (1.30), que assume a forma
(1.43) na auséncia de vorticidade. Esclarecemos ainda, na secao (1.4), que em
nossa abordagem consideramos o fluido como sendo um fluido de teste que
escoa em um espaco-tempo que atua como plano de fundo, sem contribuir
para a curvatura de tal espaco-tempo.

Neste capitulo veremos os principais aspectos da geometria de Reissner-
Nordstrom com constante cosmologica que sejam pertinentes a presente
investigacao. Veremos também um breve roteiro de como obter tal solucao
para as equacoes de Einstein.

3.1 Obtencao da métrica

As equacoes de Einstein com constante cosmologica A podem ser escritas
como
G + ANg = KTEM (3.1)

pv

em que o tensor 7" representa campos eletromagnéticos.
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Os espacos-tempos de Reissner-Nordstrom-(A)dS sao solucoes para as
equacoes (3.1) tendo como fonte o tensor de energia-momento do campo
elétrico de uma carga puntiforme.

Devido a simetria esférica tanto da distribuicao de matéria quanto de carga
elétrica, a solucao g,, pode ser escrita em termos de coordenadas estaticas
semelhantes as de Schwarzschild

ds? = —e’dt* + e*dr® + r2df* + r?sin® 0d¢?, (3.2)

em que v € A dependem somente de r e t. Para esta métrica, as componentes
nao-nulas do tensor de Einstein sao

Gtt = e”fA (—1 + 6)\ + T)\/) /7’2 (33)

G, =2 (3.4)
2r

G, = (1 — M+ 7“1/) /r? (3.5)

Goo = r2e™ [/ + (V)2 + 20/ — N)Jr —V/N] J4 — 12 [2& +(A)? - Ap] /4 (3.6)

G = Gog (3.7)

em que a linha (') denota diferenciacao em relacao a coordenada r e o ponto
sobreposto (), diferenciacao em relacao a coordenada t.

O quadri-potencial eletromagnético A, dada sua simetria esférica, pode
depender somente das coordenadas t e r. Podemos ainda utilizar a liberdade
que temos sobre escolha de calibres da forma ffu = A,+0,x(t,r) em que y € uma
funcao qualquer das coordenadas ¢ e r. Fazendo-se entao A, =0=A, + Or X,
resta somente nao-nula a componente ¢ do quadri-potencial, que denotamos
por ¢:

A, =(4,0,0,0). (3.8)

O tensor eletromagnético F, = 0,4, — 0,4, tem entdao somente uma
componente independente nao-nula

For = —¢'. (3.9)

Dado que F*# = g*t¢?F,,, as equagoes de Maxwell para o vacuo, V,F* = 0,
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resultam em

o =L (3.10)
T

sendo () uma constante de integracao. Com as componentes do tensor
eletromagnético, calculamos as do tensor de energia-momento

1 1
Tw = (FM(;FV‘S - Z—LgWFM;FWS> : (3.11)
para as quais, encontramos
Q* A2 .2
Ty = 8ﬂr4d1ag(e”,—e , 75, resin f). (3.12)

Das equacoes (3.1), resultam entao

e’ M (—=1+er+rN) /P — Ae¥ = (Q*/r')e” (3.13)
(1—e*+r) /rP+ Ae = —(Q%/r")e (3.14)
A=0, (3.15)

sendo a equacao associada a componente Gy (e, portanto, a associada a Gy)
automaticamente implicada por estas trés. Somando-se as equacoes (3.13) e
(3.14), resulta-nos

V4N =0, (3.16)

0 que implica em
v+ A= f(t). (3.17)

Podemos aplicar a meétrica (3.2) uma transformacao de coordenadas
envolvendo somente a coordenada temporal, do tipo t = h(t'), que resulta em
redefinirmos a coordenada ¢, mantendo inalterada a forma da meétrica [16].
Para tal transformacao, vale a relacao entre coeficientes gy, = h2go, em que
h = dxg /dxy. Caso

h=e /2 (3.18)

temos que
oo =€ T goo = €. (3.19)

Interpretamos assim a transformacao como sendo simplesmente adicionar a
v uma funcao arbitraria do tempo, f(t). De acordo com a equacao (3.19),
podemos escolher a funcao h de forma que v + A = 0 nas novas coordenadas.
A equacao (3.15), por sua vez, indica que, neste caso, ambos v € A sao
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independentes do tempo. Tomando-se entao
v+A=0, (3.20)

sobra apenas uma equacao independente a ser resolvida. Reescrevendo-se a
equacao (3.14) na forma

2
(re”) — 1+ Tt Ar? =0, (38.21)

obtemos via sua integracao direta
ef=1-—+=—-r", (3.22)

sendo —2M uma constante de integracao.

Aplicando-se a condicao (3.20) sobre a equacao (3.10), esta resulta em

§=2 (3.23)
T

que interpretamos como sendo a Lei de Coulomb da eletrostatica. Disso segue
nossa interpretacdo de ¢’ como sendo o campo elétrico associado a carga @
localizada na origem das coordenadas. O parametro M tem sua interpretacao
como na solucao de Schwarzschild de ser a massa da fonte.

Explicitamente, obtivemos entao a solucao

ds® = —f(r)dt* + f 7 (r)dr® + r*d6* + r* sin® 0de?, (3.24)
em que
. 2M @Q* A,
flr)=1-—=+5-37 (3.25)

Para A = 0, a métrica (3.24) se reduz a solucao de Reissner-Nordstrém.
Com A # 0, esta tem a forma assintotica

A AN\
ds® = — (1 — grz) dt® + (1 — gTQ) dr? 4+ r2d6? + r? sin? 0d¢?, (3.26)
que € a solucao de de Sitter para espacos vazios com curvatura constante.

Devido a isto, este tipo de métrica recebe a designacao “de Siter” caso A > 0
ou "Anti-de Sitter”, caso A < 0.
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3.2 Regioes de interesse na métrica de RN(A)dS

Podemos interpretar a métrica (3.24) como sendo a solucao para o exterior
de um objeto esférico eletricamente carregado ou como sendo a solucao
completa para uma carga puntiforme localizada em r = 0.

Para valores positivos de A, a métrica (3.24) pode possuir possuir trés
horizontes, dados pelas raizes reais positivas da equacao r*f(r) = 0. Sendo
esta uma equacao algébrica de quarto grau, podemos, via analise de seu

discriminante [17], concluir que esta tera quatro raizes reais caso

M_< M < M, (3.27)

em que
My =Ty (1-2T3%); (3.28)
2ATE =14 /1 —4Q?A. (3.29)

Suas raizes positivas, que designamos por R;, Ry € R., de modo que 0 <
R; < Ry < R., localizam entao os trés horizontes possiveis: um horizonte
interno, o horizonte de eventos do buraco negro e um horizonte cosmologico,
respectivamente.

O horizonte cosmologico em r = R., implica em os observadores na regiao
r < Rc terem acesso somente a eventos ocorrendo em r < R., de forma
similar ao que ocorre com o horizonte de eventos do buraco negro [18, 19].
Ja o horizonte interno, localizado em r» = R; nao se trata de um horizonte de
eventos. Uma particula que entra no buraco negro pode atingir a superficie
r = R, em um tempo finito, cruza-la e voltar para a regiao R; < r < Ry.
Isto marca uma peculiar diferenca entre o buraco negro RN em relacao ao de
Schwarzschild: particulas neutras sao repelidas pela singularidade localizada
em r =0 [20, 21, 12].

Para valores negativos de A, a quartica tem sempre duas raizes reais
positivas representando, respectivamente, os horizontes interno e de eventos.

Nao ha neste caso, portanto, um horizonte cosmologico.

Existem ainda situacoes extremas associadas a métrica (3.24), incluindo
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a possibilidade de singularidades nuas [22]. Neste trabalho consideramos
valores de A tanto positivos quanto negativos sendo que para A > 0, nos
limitamos as situacoes em que os parametros da métrica satisfazem a relacao
(3.27).

Nas figuras (3.1) e (3.2) podemos ver o comportamento da funcao f(r) com
constantes cosmologicas positivas e negativas, respectivamente. Fica evidente
que a magnitude de A define o comportamento de f(r) para grandes valores
da coordenada r, enquanto que para pequenos valores de r o comportamento
de f(r) € dominado pela magnitude de da carga elétrica, dede que |Q|/M ~
107!, Em ambos os casos, consideramos uma regidao dada por r ~ 300M,
a qual delimita o dominio de nosso estudo. Podemos ainda observar que,
nesta regiao, o efeito de A fica mais acentuado quando AM? ~ 107°. Como

0.4 T T T T T T T
0.35 ~0 A=0 &“Hu“r;'
03 | Q=010 s e
005 | 1QIF0-2M, AM*=10
'02 | IQI=0.5M, A M*=10"°
S 01'5 |Q|=0.9M, A M?=10°°
'O ) |Q|=0.99M, A M?=10°°
0.05 Lt
0 H{;;;;It—*‘éf:f; ************ .=
0.05 ' a0
1 1.2
r
1.05 T T T T T
1+ ‘ ‘ i
0.95 W*x@%mxxﬂ,ﬂﬂi !
09 i Mﬁx“x)(x ]
. o
W‘_&x
E o085} Q=0,A\=0 —— e -
= 2 .5 e
08 L |Q=0.2M, AM?=107> ——x—— s i
075 | 1QI=0.99M, AM*=107° -+~ “% i
07 L [QI=0.99M, AM=10 e P
065 1 1 1 1 1
50 100 150 200 250 300

Figura 3.1: Comportamento da func¢éo f(r) para diversos valores de Q. O efeito da constante
cosmologica se acentua para valores da ordem de AM? ~ 1075. A linha vertical marca o raio
de Schwarzschild e a linha horizontal marca o zero.

podemos ver nos graficos das figuras (3.1) e (3.2), a distin¢ao entre os casos
de Sitter e Anti-de Sitter se da para grandes valores de . No caso AdS, nao
temos a presenca do horizonte cosmologico, de forma que a funcao f(r) cresce
ilimitadamente.
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Figura 3.2: Comportamento da funcéo f(r) para diversos valores de Q. A distin¢ao entre os
casos dS e AdS se define para grandes valores da coordenada r. A linha vertical marca o raio
de Schwarzschild e a linha horizontal marca o zero.
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No capitulo que segue apresentamos os resultados obtidos para o esco-
amento potencial através de esferas rigidas e buracos negros representados
pela métrica (3.24).
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Capitulo 4

Solucoes exatas

Neste capitulo apresentamos duas solucoes exatas para a equacao (1.43)
com ' = 2 (ou seja, p = p) e métrica (3.24) com A = 0. Com estas condicoes, a
equacao (1.43) pode ser expandida como

1 0 19 [, 0P 1 90 (. 00 1 90
_%W + 2o {7“ Q(T)E] 2500 00 (81119%) a0 sinQGT& =0, (4.1)
em que
2M 2
gr)=1-—+ Q—2 (4.2)
r r

Vamos entao resolver a equacao (4.1) para dois casos. Primeiramente
consideramos um fluido escoando através de uma esfera rigida. No segundo
caso, consideramos o escoamento através de um buraco negro. Estes dois
casos diferem um do outro basicamente pela condicao sobre o contorno que
representa a superficie do objeto astrofisico.

A ambos os casos, entretanto aplicamos a condicao de que o escoamento €
estacionario. Isto quer dizer que os gradientes de ¢ nao dependem do tempo,
dado que estes se relacionam diretamente com as componentes da quadri-
velocidade do fluido.

Assumimos ainda que a grandes distancias o fluido tem movimento
homogéneo e uniforme. Observando-se que as componentes da quadri-
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velocidade U* sao tais que U = (U2, U,) = v(1,v,,), temos!
&=z, U+ = —Ugot—i—Uoo-x r — 00. (4.3)

Considerando-se ainda, sem perda de generalidade, que a tri-velocidade
assintotica do fluido aponta na direcao do poélo norte das coordenadas
esféricas, temos

b = —Ugot + Uyt cos @ r— 00 (4.4)

Seguindo o procedimento de separacao de variaveis, como proposto por
Petrich et al [1], concluimos que as solucoes para a equacao (4.1) sdao da forma

O =—ULt+ Y ApBi(r)Yim(0, 9). (4.5)
l,m

em que Y, denota os harmonicos esféricos e a parte radial deve satisfazer a

equacao

d |, dR B
o {r g(r)%} —Ill+1)R=0. (4.6)

Efetuando-se a mudanca de variaveis

r—M
T’H—M7

r—§&= 4.7)
em que ry designa a raiz M + \/M? — ? da quartica r%g(r) = 0, e, portanto,
o horizonte de eventos; percebemos que a equacao (4.6) € uma equacao de
Legendre para a variavel £. Suas solucoes sao entao da forma

Ry(§) = AR(E) + BQi(£), (4.8)

em que A e B sao coeficientes a serem determinados pelas condicoes de
contorno e P, e (); sao, respectivamente, os polinomios de Legendre e as
funcoes de Legendre de segunda espécie. A solucao geral para a equacao
(4.1) em caso estacionario é entao

¢ = ULt + Y [AnPi() + BinQi(€)] Yim (8, 9)- (4.9)
Im

ILembremos aqui que no primeiro capitulo escalamos a entalpia em relagdo ao seu valor
assintotico, vide equacao (1.36).
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Desta forma, obtemos para as componentes da quadri-velocidade

hUy = Uy (4.10)
_ 1 AR . dQi(e) |
WU, = ——7 %: {Alm ge T B e | Yim(0:9); (4.11)
WU =Y [Aim P(€) + Bun@Qi(€)] aYlma—(:’gb); (4.12)
I,m
Wy = 3 i) + Bunu(©) 20, @19

Im

Observemos neste ponto que a manutencao do simbolo h se da por
comodidade, dado que, de acordo com a equacao (1.41), temos que h ~ n
para o caso em que [' = 2, ou seja, neste caso, h representa a densidade do
numero de particulas. A partir da equacao (1.42) obtemos

1
e

1

1
r r2sin® 0

W= ——(Uy)" = g(r)(hU,)?

g(r) (hUe)” -

(hU4)?. (4.14)

Vamos agora obter solucdes especificas para o escoamento através de
esferas duras e buracos negros.

4.1 Buraco negro de Reissner-Nordstrom

A condicao de contorno que indica que fluido escoa através de um buraco
negro deve, necessariamente, estar associada ao fato de que a quantidade de
fluido que entra no buraco negro nao mais sai deste. Uma forma eficaz de
expressar tal condicao segue do argumento que encontramos na referéncia [1]
e que reproduziremos aqui.

Dado que o fluido tem caminho livre para entrar no buraco negro sem,
entretanto, sair deste ndao ha porque esperarmos um acumulo de fluido na
regiao proxima ao horizonte de eventos. Entretanto, de acordo com a equacao
(4.14), o comportamento da entalpia € divergente conforme r — ry, ou, de
forma equivalente, ¢ — 1. Verificamos isto observando o comportamento
assintético das funcodes Q;(§) e suas derivadas. Considerando-se apenas o
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termo dominante, resta-nos

2

1 —M
W — = (UR)? — % > BinYim r—rm, (4.15)
g(T) Ty I

Vemos que para cancelar a divergéncia da equacao (4.15), todos os
coeficientes By,,, com excecao de By, devem ser nulos, de forma que

2
-
A solucao (4.9) assume entao a forma
U £+1
= U0ty Mo ln( )+ A P(E)Yim (6, ). (4.17)
2w — a0 e %; mB1(§)Yim (0, ¢)

Os coeficientes A;,, sao definidos pela condicao que ¢ satisfaz assintotica-
mente, dada pela equacao (4.4). Para grandes valores de £, a contribuicao
logaritmica da solucdao dada pela equacao (4.17) se anula, de forma que,
assintoticamente

> A Pi(€)Yim(6, ¢) — Use cost. (4.18)
Im

Como o limite dado pela equacao (4.18) nao apresenta dependéncia em ¢,
temos que todos os A, sao nulos exceto, possivelmente, Ay € Ajy. Além disso,
dado que Yy, nao apresenta dependéncia em ¢, sobra somente o coeficiente
Ajp, a ser entao determinado pelo limite

Alopl(f)ylg(g,gb) — Uoo COSQ, (419)
de onde concluimos que A;g = \/47/3(rg — M)Us.

Obtemos entao a solucao

% E+1

O=-U+ -2 0]
o+ ein (5

) + (rg — M)Us& cos ), (4.20)
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ou, em termos da coordenada radial

20 r—r;
d= U0t HZ0 i (r = M) cosf 4.21
U, +2(7“H—M) n(r—rH)+U (r ) cos b, ( )

em que r; designa a raiz M — \/M? — Q? da equacao r?g(r) = 0.

A partir da solucao (4.21) calculamos entao as componentes da quadri-
velocidade do fluido

hU; = —U2, (4.22)
7“2 UO

hU, = — = 4 U cosb (4-velocidade) (4.23)
r2g(r)

hUg = —Use(r — M) sin 6 (4.24)

hUg =0 (4.25)

Percebe-se ainda que ha a presenca do ponto de estagnacao, no qual o
fluido apresenta velocidade radial nula em relacdo ao buraco negro. Da
equacao (4.23) vemos que tal ponto se encontra na posicao angular § = 0 e
coordenada radial dada pela solucao da equacao

r?gg(r) B 0, (4.26)

em que U, /U% = v,. Obtemos entao

7’5:M

2
1+ \/1 - % <Q2 - T—H>] (Ponto de estagnacao). (4.27)

Uma coisa que podemos perguntar com relacao a posicao do ponto de
estagnacao € se, em alguma circunstancia, a equacao (4.27) prevé para este
um valor extremo como, por exemplo, interno ao buraco negro. Observando-se
que rg = M + \/m , podemos reescrever a solucao (4.27) na forma

2

TS:TH+\/(M2—Q2)+T_H_\/(M2_Q2)7 (428)

o0

de onde concluimos que o ponto de estagnacao encontra-se sempre fora do
buraco negro.
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Para finalizar, calculamos a taxa de acrecao de fluido para dentro do buraco
negro. Integrando-se a equacao de continuidade (1.18) sobre um volume V
encerrado por uma superficie S e aplicando-se o teorema de Gauss sobre a
parcela espacial, obtemos

8t/nUU\/—gd3x: —/nUi\/—gdSi, (4.29)
s

ou ainda

N = —/nUi\/—gdSi. (4.30)
S

Observando-se que, de acordo com as equacoes (1.41) e (1.36), temos
que nU, = nh%@ﬂ). Se ainda a superficie S for a esfera bidimensional que
encerra o buraco negro, entao a taxa de acrecao de fluido para dentro deste €
simplesmente, para ' = 2

N = —/g"(nUr)\/—ng
S
S / 70D/ =gdQ. (4.31)
S

Integrando-se diretamente, obtemos

N = 47rU%r% (Taxa de acrecao). (4.32)

Estes resultados, embora derivados de forma independente, conferem com
resultados recentes da literatura [23].

4.2 Esfera rigida de Reissner-Nordstrom

A condicao de contorno sobre a superficie de uma esfera rigida € dada pela
exigéncia de que o fluido nao entre na esfera. Matematicamente, impomos
sobre a componente radial da quadri-velocidade a condicao

0P

U'=g W—O r=R, (4.33)

em que r = R indica a superficie da esfera.
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Aplicando-se esta condicao sobre a equacao (4.9), concluimos que os
coeficientes A;,, e By, se relacionam por

Bim = _Alm Pl,<€R) (434)

em que g = (R — M)/(rg — M) e a linha (') denota diferenciacao em relacao a
coordenada £. A condicao assintoética, ja analisada no caso do buraco negro,
implica em todos os coeficientes A;, serem nulos, com excecao de A;;, que
é determinado pela equacao (4.19). Desta forma, a solucao da equacao (4.9)
para escoamento através de uma esfera rigida é

_ 0 B B Ql(f)]
O =—-U_t+ Usx(ry —M)cost [ﬁ A1k (4.35)

sendo );(¢) dado pela expressao usual

e [+
Qu(€) = 3n (le) —1 (4.36)

Para as componentes da quadri-velocidade, obtemos entao

hU; = U2, (4.37)
hU, = Uy, cost {1 — @) ] (4-velocidade) (4.38)
Q1 (r)
: Q1(8) ]
hUy = —Ux - M 0 &— 4.39
o= ~Uslrn = M)sing |6~ Gy (4.39
hUg = 0. (4.40)

4.3 Analise qualitativa do efeito da carga elétrica
sobre as linhas de corrente, densidade e taxa
de acrecao

Como mencionamos anteriormente, uma das formas adotadas para a
analise do escoamento € por meio das suas linhas de corrente. Definimos
entao tais linhas como sendo as curvas r(f) que satisfazem a equacao

dr  df
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Na figura (4.1) temos a representacao do escoamento para dois valores de
@/M em comparacdo com o caso Schwarzschild. Podemos ver que o padrao
do escoamento € sempre o mesmo. A principal diferenca, entretanto, se da em
relacao aos contornos de isodensidades.

Na figura (4.3) encontramos a razao entre as taxas de acrecao para o caso
Reissner-Nordstrom em relacao ao caso Schwarzschild para diversos valores
de |Q|/M. Vemos que as taxas de acrecao sao basicamente iguais a menos que
@ seja comparado a M na razao |Q|/M ~ 1071

Como no caso do escoamento através de buraco negro, o efeito da carga
elétrica no escoamento potencial de fluido duro através de uma esfera rigida
de Reissner-Nordstrom se manifesta de forma mais expressiva nos contornos
de isodensidade. Como se pode ver na figura (4.2), o aumento da densidade
na regido mais proxima ao objeto varia significantemente conforme |Q| se
equipara a M.

Comparando-se as figuras (4.1) e (4.2) podemos perceber que o comporta-
mento angular da densidade nao segue o mesmo padrao para esferas rigidas
e buracos negros. Na figura (4.4) temos um perfil angular da densidade na
regiao mais proxima ao objeto astrofisico, no qual podemos ver explicitamente
que, no caso do buraco negro, esta nao é simétrica em relacdo a 0 = x/2.
Esta assimetria implica em os contornos de isodensidade se apresentarem
deslocados em relacao ao centro do buraco negro, como vemos nos graficos da
figura (4.1). Pelo fato de a variacao angular ser muito pequena, da ordem de 2%
em relacdo a = n/2, os contornos de isodensidade parecem circunferéncias.

Nas figuras (4.5) e (4.6) temos graficos onde se pode ver que, no caso do
escoamento através de esferas rigidas o efeito da carga elétrica € o de diminuir
a densidade do numero de particulas na regiao mais proxima ao redor do
objeto astrofisico. Ja no caso do buraco negro, vemos que o efeito da carga ¢é
o de aumentar a densidade em sua proximidade. Podemos associar este efeito
ao fato de que o aumento de carga elétrica diminui o horizonte de eventos,
causando um maior acimulo de fluido que acreta.
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|Q|=0.9M |Q|=0.99M

Figura 4.1: Escoamento potencial através de um buraco negro de Reissner-Nordstrém com
velocidade assintética v, = 0.6. Os contornos tracejados indicam isodensidades. Em todos os
casos o escoamento se da da esquerda para a direita. As coordenadas retangulares X e Y se
definem por X =rcosf e Y = rsinf, sendo r dado em unidades de M.

46



|Q|=0.9M |Q[=0.99M

Figura 4.2: Escoamento potencial através de uma esfera rigida de Reissner-Nordstrém
com raio R = 2.5M. A velocidade assintética do fluido € v, = 0.6. Os contornos tracejados
indicam isodensidades. Em todos os casos o escoamento se da da esquerda para a direita. As
coordenadas retangulares X e Y se definem como na figura (4.1).
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Figura 4.3: Taxa de acre¢do de fluido para dentro de um buraco negro de Reissner-
Nordstrém em relacao ao caso Schwarzschild: R = Nrn / Ng. Velocidade assintotica v, = 0.6.

n/k

7 Esfera rigida

n/k

T Buraco negro

n w2 0

Figura 4.4: Comparacao entre os perfis angulares da densidade na regido mais proxima
ao objeto (r = R para a esfera rigida e r ~ ry para o buraco negro) para os casos de
escoamento potencial através de uma esfera rigida e um buraco negro de Reissner-Nordstrém
respectivamente. A densidade néo € simétrica em relacdo a § = n/2 para buracos negros.
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Figura 4.5: Influéncia da carga elétrica sobre a densidade na regido mais proxima ao redor
de esferas rigidas (r = R). O aumento de carga diminui a densidade de fluido nas vizinhancas

da esfera.
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Figura 4.6: Influéncia da carga elétrica sobre a densidade na regido mais proxima ao redor
de buracos negros (r ~ rx). Neste caso, o aumento de carga aumenta a densidade sem, no
entanto, influenciar no perfil angular desta.
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Capitulo 5

Resultados numericos

Como discutimos no primeiro e segundo capitulos, nossa metodologia para
obtencao de solucoes para a equacao (1.43) € uma abordagem numeérica; cuja
descricao geral encontra-se no segundo capitulo. Inicialmente, efetuamos a

transformacao de variaveis

r—M
T’H—M

r—§&= 0 — 1= cosb, (5.1)
de forma que as novas variaveis definam um sistema retangular. Podemos
assim expandir a equacao (1.43) com a métrica dada na equacao (3.24) da

seguinte maneira

Oe [P f(r)0eY] + (ryy — M)?0,, [(1 — p*)0, V] +
2—-T 2-T
+ ’["Qf(’l“) (ﬁ) (9511/85 Inh + (TH — M)2(1 — 1u2) (ﬁ) 8,}1/8“ Inh = 07 (5.2)
sendo que aqui ja consideramos as condicoes de estacionariedade e simetria
esférica do problema e, por comodidade, mantemos na equacao r = r(§),

definido implicitamente pelas transformacoées (5.1).

A parte linear da equacao (5.2), dada em sua primeira linha e a qual esta se
resume quando [' = 2 e que é portanto, o alvo de nosso estudo, pode entao ser
discretizada seguindo-se o procedimento apresentado no segundo capitulo.
Associando-se entao a variavel ¢ o indice i e a variavel p o indice j, obtemos as
equacoes de diferencas finitas, validas para pontos internos ao dominio

OW(I)W + CSCI)S + Cpq)p + CN(I)N + Cpdr = Qp, (53)
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com os coeficientes dados por

Chp — [er((Z)gi);l/?,j (5.4)
Cp = % (5.5)
Cs = (1 — M>2% (5.6)
Cy = (1 — M)?% (5.7)
Cp=—(Cw+Cs+Cy+Cg). (5.8)

A discretizacao da condicao de escoamento sobre uma esfera rigida, dada
neste caso por J:® = 0, é facilmente implementada via EDT e dispensa mais
comentarios. Por outro lado, a aplicacao da condicao de escoamento sobre
buraco negro requer mais detalhes, como segue.

Como no caso analitico, a condicao para escoamento sobre buraco negro
€é dada pelo cancelamento da divergéncia da entalpia sobre o horizonte de
eventos, ocasionada pela presenca do termo f~!(r)(U%)?> na equacao (4.14).
Explicitamente

h? = 1) (UL)2 — f(r) (g—f)Q L (g—?)Q. (5.9)

72

Para isso, generalizamos para o presente caso o o desenvolvimento
proposto por Abrahams e Shapiro [3]. Inicialmente observamos que, caso
a quartica r?f(r) tenha r = ry como raiz, o que de fato consideramos
como verdade para nosso estudo (vide terceiro capitulo), entao f(r) pode ser

expressa na forma
A
fr) == —r) [Jr =), (5.10)
k

3r2

em que r; denota as demais raizes. Isto quer dizer entao que a divergéncia
da entalpia pode ser anulada se f(r)0,® puder ser expandido para r — rgy
suavemente na forma

0P
f(T)W =-U +ay(r —ry) +as(r —ry)* + ... (r —ry) (5.11)
em que ag,as, ... sao coeficientes que podem ser tratados como constantes
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para nosso proposito. Desconsiderando-se termos de ordem quadratica
e superiores, podemos entao finalmente obter uma forma tratavel para a
condicao de contorno sobre o horizonte de eventos

(5.12)

Oay 0 [f(r)&@%—Ugo] 0

f(r)ﬁ :f<7”)§ (T—TH)

A discretizacao da condicao (5.12) em termos da variavel ¢ resulta entao
em uma equacao algébrica da forma

a ser resolvida para Cy, sobre o horizonte de eventos e com coeficientes

Cw = [&} (5.14)
(r—rm) i—1/2,j
Cp = [ﬂl (5.15)
(r—ru) i+1/2,j
Cp=—(Cw+Cg) (5.16)
rg — M\?2
Qp = (AE)? ( 2 ) Ue.. (5.17)
r—rg ij

Em relacdo aos casos ja estudados de escoamento potencial de fluidos
duros através de objetos dados pelas métricas de Schwarzschild e Reissner-
Nordstrém, obtemos com esta abordagem computacional informacoes novas,
a respeito do efeito da presenca de constante cosmologica. Como no
caso das solucoes exatas, as ferramentas de analise que utilizamos sao o
comportamento das linhas de corrente e da densidade, além da taxa de
acrecao no caso do escoamento através de um buraco negro.

Um fato que nao mencionamos até o momento € que a equacao para
obtencao das linhas de corrente (4.41) € resolvida através de integracao
numeérica. O método de nossa escolha € o de Runge-Kutta de quarta ordem
(RK4), proprio para resolver problemas de valor inicial da forma

dy/dx = f(y, )
y(wo) = Yo

Tratando de solucoes exatas sabemos analiticamente f(z,y), mais especifica-
mente (¢"U,)/(9%°Uy). No caso das solugbes numéricas, entretanto, sabemos
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o valor de ® e, portanto, os de suas derivadas, somente nos nés da malha
numeérica. Isto requer entao a etapa adicional constituida de um processo de
interpolacao para se avaliar estes valores para quaisquer coordenadas. Para
tal tarefa escolhemos o algoritmo de interpolacao bilinear [14].

Para calcularmos a taxa de acrecao, resolvemos na malha numeérica a
equacao N = — [ ¢""(nU,)/—gdQ), que neste caso assume a forma

1
N = <2 =) [ 0 G R o 0o, (5.18)
sendo o fator multiplicativo 27 devido ao fato de termos usado a simetria
axial da acrecao, ¢i designa uma superficie que encontra-se o mais proximo
possivel do horizonte de eventos e o fator (ry — M) surge de \/—g = (&) (ry—M).
Para I' = 2, o termo contendo h desaparece do integrando, de forma que a
equacao (5.18) resume-se neste caso a

1

N = —2mn(r = M) [ 1(€n)g" (€n)OcBle—eudn (5.19)

-1

Como haviamos previsto no terceiro capitulo, a influéncia de constante
cosmologica passa a ser mais evidente quando esta é tao grande quanto AM? ~
107°. No que diz respeito as linhas de corrente, os efeitos de A nao sao visiveis
graficamente na regiao de interesse.

No grafico da figura (5.1) podemos ver que o efeito de uma constante
cosmologica positiva € o de aumentar a densidade do nimero de particulas
do fluido na regiao de incidéncia deste sobre o buraco negro e diminuir a
densidade na regiao oposta, sendo que, para valores negativos da constante
cosmologica ocorre exatamente o oposto.  Podemos concluir disso que os
contornos de isodensidade em graficos como os da figura (5.3) deslocam-se
para a esquerda no caso de uma constante cosmologica positiva expressiva e
para a direita, caso tenhamos uma constante cosmologica negativa. Qualquer
que seja o sinal de A, esta tende a influenciar muito pouco sobre a taxa de
acrecao, como podemos ver na figura (5.2). O resultado que surge, todavia,
€ o de que uma constante cosmologica positiva tende a aumentar a taxa de
acrecao, enquanto que uma constante cosmologica negativa atua no sentido
de diminuir a taxa de acrecao de fluido para dentro de buracos negros.

Ja o efeito da presenca de constante cosmologica positiva no escoamento
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Figura 5.1: Influéncia da constante cosmologica sobre a densidade na regido mais proxima

ao redor de buracos negros (r ~ rg).
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Figura 5.2: Influéncia da constante cosmologica A sobre a taxa de acrecdo de fluido
para dentro do buraco negro. Os valores sio medidos fracionalmente em relacdo ao caso

Schwarzschild.
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Q=0, AM?=10"* Q=0, AM?=-10"*

Figura 5.3: Escoamento potencial através buracos negros de Reissner-Nordstréom com
constante cosmologica e velocidade assintética v, = 0.6. Os contornos tracejados indicam
isodensidades. Em todos os casos o escoamento se da da esquerda para a direita. As
coordenadas retangulares X e Y se definem como na figura (4.1).
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através de esferas rigidas € o de aumentar a densidade do numero de
particulas na regiao mais proxima ao redor do objeto, sendo o efeito de
constante cosmologica negativa neste caso o de diminuir a densidade. Para
quaisquer valor de A, o efeito € mais acentuado na regidao 6 = 7/2, como
podemos ver na figura (5.4). Este padrao indica que os contornos de densidade
tornam-se mais ou menos oblatos, caso A seja pronunciadamente positiva ou
negativa, respectivamente. Em graficos como os da figura (5.5), entretanto,
constatamos que visualmente o efeito € principalmente o de causar expansao
ou contracao nos contornos de isodensidades.

Por fim, podemos visualizar nos graficos das figuras (5.6) a (5.9) como se da
a concorréncia entre a carga elétrica e a constante cosmologica na influéncia
sobre o padrao angular da densidade do numero de particulas ao redor de
buracos negros e esferas rigidas. Se considerarmos o caso Schwarzschild
como marco padrao, podemos concluir que, para o caso de buraco negro, se
A for negativamente pronunciada € preciso uma maior quantidade de carga
elétrica para que a densidade aumente como um todo com relacao aos casos
em que a constante cosmologica € positiva. No caso do escoamento através
de esferas rigidas, podemos ainda verificar que o aumento de carga elétrica
em contraste com o aumento da magnitude de uma constante cosmologica
positiva ocasiona, inicialmente, uma diminuicao na densidade do numero
de particulas que se acentua nas regioes § = 0 e § = m, dado que A, neste
caso, tende a aumentar a densidade sobretudo na regido § = /2. No caso
em que contrastamos um aumento de carga elétrica com um aumento na
magnitude de uma constante cosmologica negativa, percebemos que ambos
os parametros atuam no mesmo sentido, o de diminuir a densidade. Vemos
ainda, constrastando-se as figuras (5.8), (5.9) e (4.5) que a alteracao provocada
por A sobre o padrao se mantém mesmo para valores maiores da carga elétrica.
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Figura 5.4: Influéncia da constante cosmologica sobre a densidade na regido mais proxima
ao redor de esferas rigidas (r = R).
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Q=0, AM?=10"* Q=0, AM?=-10"*

Figura 5.5: Escoamento potencial através de esferas rigidas de Reissner-Nordstrém com
constante cosmologica e raio R = 2.5M. A velocidade assintotica do fluido € v, = 0.6. Os
contornos tracejados indicam isodensidades. Em todos os casos o escoamento se da da
esquerda para a direita. As coordenadas retangulares X e Y se definem como na figura
4.1).
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Figura 5.6: Concorréncia entre carga elétrica e constante cosmologica positiva na
influéncia sobre o padrao da densidade do ntiimero de particulas ao redor de buracos negros
(r ~rg).
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Figura 5.7: Concorréncia entre carga elétrica e constante cosmologica negativa na

influéncia sobre o padrao da densidade do ntimero de particulas ao redor de buracos negros

(r ~rg).
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Figura 5.8: Concorréncia entre carga elétrica e constante cosmologica positiva na influéncia
sobre o padrao da densidade do numero de particulas ao redor de esferas rigidas (r = R).
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Figura 5.9:

influéncia sobre o padrao da densidade do niimero de particulas ao redor de esferas rigidas

(r = R).
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Apresentamos neste trabalho solucoes para o escoamento potencial rela-
tivistico de fluidos ideais satisfazendo uma equacao de estado barotréopica do
tipo p = p nos espacos tempos de Reissner-Nordstrom com ou sem constante
cosmologica. No caso de constante cosmologica nula, apresentamos solucoes
analiticas que, embora derivadas de maneira independente, conferem com
resultados agora conhecidos na literatura [23]. No caso onde a constante
cosmologica se faz presente, consideramos tanto valores positivos quanto
negativos para esta. Neste caso, entretanto, faz-se necessaria uma analise
numeérica para a obtencao do potencial de quadri-velocidades, bem como das
linhas de corrente, dos contornos de isodensidades e da taxa de acrecao. Em
qualquer caso, verificamos que o padrao do escoamento, quando analisado
via suas linhas de corrente, difere muito pouco com a variacdo da carga
elétrica ou da constante cosmologica, sendo a influéncia destes parametros
melhor analisada em termos dos contornos de isodensidades e da taxa de
acrecao (no caso do escoamento através de buracos negros). Concluimos em
nossa analise que a influéncia da carga elétrica manifesta-se de forma mais
significativa quando /M 2 0.1, sendo a influéncia da constante cosmologica
mais sutil e perceptivel somente quando esta for, pelo menos, tdo grande
quando |A| 2 107°M 2 em uma regiao limitada por R ~ 150M.

De nossa analise dos efeitos da carga elétrica sobre o escoamento potencial,
pudemos concluir que esta, no caso das esferas rigidas, atua no sentido de
contrair os contornos de isodensidade, ou seja, o de diminuir a densidade de
fluido nas vizinhancas da esfera. No caso do escoamento através de buracos
negros, notamos uma expansao dos contornos de isodensidade, o que implica
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em um aumento na densidade de fluido na sua vizinhanca. Vemos ainda que a
taxa de acrecao diminui conforme a carga elétrica aumenta. Podemos associar
isto ao fato de um aumento em carga elétrica implicar em uma diminuicao no

horizonte de eventos.

No que diz respeito a constante cosmologica, o fato de termos considerado
para esta valores tanto positivos quanto negativos da-se a titulo de completeza.
Resultados recentes do estudo da cosmologia apontam com cerca de 99%
de confianca para A > 0 [24], sendo mais recorrente valores da ordem de!
A ~ 10752/m? [24, 25, 26]. Pressupondo-se entdo valores desta magnitude para
a constante cosmologica, temos que uma relacao entre massa e constante
cosmologica tal que AM? ~ 1077 implica em M ~ 10?2 massas solares. Se
considerarmos ainda que os buracos negros supermassivos que se acredita
existir no centro das galaxias possuem massa da ordem de até 10° massas
solares [27], podemos concluir que a influéncia da constante cosmologica
sobre o escoamento potencial de fluidos é de dificil deteccao em uma escala
de distancias que podemos chamar de local. De qualquer forma, podemos
concluir a partir de nossa investigacdo que o efeito de uma constante
cosmologica positiva sobre o escoamento através de buracos negros € o
de aumentar a densidade de fluido na regidao de incidéncia e diminuir
esta na regiao oposta, resultando disto um deslocamento dos contornos de
isodensidade para a direcao em que o fluido incide. No caso de constante
cosmologica negativa, observamos o contrario. No caso do escoamento através
de esferas rigidas, por outro lado, a influéncia da constante cosmologica
€ observada essencialmente pela expansao ou contracao dos contornos de
isodensidade caso esta seja positiva ou negativa, respectivamente.

1A este valor de A associa-se o “parametro de densidade” Q1 = 0.7 [9].
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