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Santo André, SP, Brasil
2009



Ficha catalográfica produzida na Biblioteca da Universidade Federal do ABC

COLVERO, Gustavo Cipolat

Escoamento potencial em relatividade geral: soluções para o caso
Reissner – Nordström com constante   cosmológica / Gustavo Cipolat
Colvero. – Santo Andre: Universidade Federal do ABC, 2009.

IV, 64 f.: il; 31 cm.

Orientador: Maximiliano Ujevic Tonino

Dissertação (mestrado) – Universidade Federal do ABC, Centro de
Ciências Naturais e Humanas, Programa de Pós­graduação em Física,
2009.

Referencias Bibliográficas: f. 63­64

1. Escoamento Potencial – Física. 2. Soluções numéricas­Física 
3.Soluções analíticas – Fisica 4.  Relatividade Geral­Tese I. Tonino,
Maximiliano Ujevic. II. Universidade Federal do ABC, Centro de Ciências
Naturais e Humanas,  Programa de Pós­graduação em Física. III. Titulo.

      CDD 530.11



Aos meus pais e minha irmã.
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2.1 Diferenciação numérica: equações de diferenças finitas . . . . . . 21

2.2 Discretização e aplicação das condições de contorno . . . . . . . . 25
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Resumo

Apresentamos neste trabalho soluções analı́ticas e numéricas para o

escoamento potencial relativı́stico de fluidos ideais satisfazendo uma equação

de estado barotrópica do tipo p = ρ através de uma esfera rı́gida e um buraco

negro. Como pano de fundo, utilizamos as métricas de Reissner-Nordström-

de Sitter e Anti-de Sitter. Para constante cosmológica nula, apresentamos

soluções analı́ticas. Quando a constante cosmológica é diferente de zero,

é necessário o uso de técnicas numéricas para a obtenção do potencial

de quadri-velocidades. Em ambos os casos, verificamos que o padrão do

escoamento, quando analisado via suas linhas de corrente, difere muito

pouco com a variação da carga elétrica ou da constante cosmológica, sendo a

influência destes parâmetros melhor analisada em termos dos contornos de

isodensidades e da taxa de acreção (no caso do escoamento através de buracos

negros).
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Abstract

Analytical and numerical solutions for the steady-state relativistic potential

flow of an ideal fluid satisfying a barotropic equation of state of the form

p = ρ orbiting a hard sphere and a blackhole are presented. As the

background metric, we use the Reissner-Nordström-de Sitter and Anti-de

Sitter spacetimes. For null cosmological constant, analytical solutions are

presented. When the cosmological constant is present, it is necessary to

use numerical techniques for the obtention of the four-velocity potential. In

both cases, we verify that the flow pattern, when analysed by means of its

streamlines, differs very little with the variation of the electric charge or the

cosmological constant, being the influence of these parameters better analysed

by means of the density isocontours and accretion rate (in the case of a black

hole).

6



Introdução

Inúmeras são as situações astrofı́sicas nas quais se faz necessária a análise

e compreensão do escoamento de fluidos. Em particular, pode-se citar a

acreção de matéria em sistemas binários ou buracos negros, o movimento

de fluidos em velocidades relativı́sticas através de objetos compactos como

estrelas de nêutrons, o movimento de fluidos através de objetos astrofı́sicos

rotantes [1, 2, 3] ou ainda na modelagem de situações mais complexas como

supernovas, se interpretadas como um sistema composto de um caroço duro

e uma casca de matéria [4, 5]. Apesar de toda a possı́vel motivação, são

escassos os estudos referentes à dinâmica de fluidos sob influência de campo

gravitacional intenso, o que exige que tais fluidos sejam considerados como

relativı́sticos e o escoamento seja tratado com relatividade geral.

Com a presente dissertação pretendemos contribuir com o estudo do

caso do escoamento de fluidos ideais relativı́sticos no campo gravitacional

de objetos compactos esfericamente simétricos, dotados de carga elétrica e

estáticos inseridos em um universo com constante cosmológica. Tais objetos

podem ser estrelas compactas duras (como o são as estrelas de nêutrons) ou

buracos negros.

Para tal estudo, utilizamos a técnica do escoamento potencial. Neste

tipo de situação, o fluido escoa sempre sem qualquer convecção ou tur-

bulência. Exclui-se então a existência de dissipação de energia, campos

eletromagnéticos ou quaisquer outros tipos de interação além da puramente

gravitacional, restringindo assim o estudo aos fluidos ideais. Satisfeitas tais

hipóteses, resulta então que o campo de quadrivelocidades do fluido pode ser

obtido a partir de um potencial escalar, chamado potencial de velocidades.

Devido ao fato de o escoamento potencial ter-se mostrado, em sua

versão newtoniana, particularmente pertinente ao estudo do escoamento de
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fluidos através de objetos com superfı́cies curvas e lisas, como aerofólios [6],

esperamos que sua versão relativı́stica seja igualmente eficaz no estudo do

escoamento de fluidos através de objetos astrofı́sicos.

Um conceito útil que utilizaremos em nosso estudo é o da linha de corrente,

definida de forma que a tangente à uma linha de corrente em qualquer ponto

indica a direção da velocidade do fluido em tal ponto. Se ocorrer ainda de o

escoamento ser estacionário - como assumiremos em nosso estudo - as linhas

de corrente, por não variarem com o tempo, indicam ainda a trajetória das

partı́culas de fluido em cada instante de tempo. O mapeamento de tais linhas

é, portanto, uma boa forma de se avaliar o padrão de escoamento e uma

ferramenta útil para se verificar a influência de parâmetros diversos sobre

este.

Com relação aos aspectos termodinâmicos dos fluidos, estes são descritos

utilizando-se sempre termodinâmica clássica. As abordagens de casos

relativı́sticos de escoamento de fluidos seguem geralmente as propostas de

Eckart [7] ou Landau [6].

Considerando-se ainda que nos sistemas de interesse a massa do objeto

astrofı́sico pelo qual o fluido escoa é muitas vezes maior que a massa do fluido

em si, assumimos por hipótese que a geometria do espaço-tempo na região de

interesse é determinada unicamente por parâmetros relacionados ao objeto

astrofı́sico, sendo o fluido tratado como um fluido de teste. Tal hipótese é

razoável quando se considera, por exemplo, sistemas binários compostos de

uma estrela gigante que emite na forma de vento solar uma quantidade de

matéria equivalente a cerca de 10−7 massas solares por ano em direção a sua

companheira compacta cuja massa se equivale à do sol [8].

No que diz respeito a consideração de uma constante cosmológica, faze-

mos isto principalmente, embora não unicamente, a tı́tulo de generalidade.

Observações recentes indicam limites superiores para tal constante pequenos

demais para que esta se manifeste de maneira significativa na escala de

distâncias em que se considera o escoamento [9]. Entretanto, a expectativa

de que presença de uma constante cosmológica na métrica do espaço-tempo

possa mudar de alguma forma o padrão do escoamento é motivo suficiente

para sua manutenção na presente investigação.

Outro ganho que uma abordagem relativı́stica nos dá é a análise da
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influência puramente gravitacional da presença de carga elétrica no objeto

astrofı́sico através do qual o fluido escoa. Tal fenômeno surge como previsão

da relatividade geral de que toda forma de energia e momento interage

gravitacionalmente e não possui contraparte newtoniana.

A presente dissertação se encontra organizada da seguinte forma: no

primeiro capı́tulo apresentamos uma revisão geral da dinâmica de fluidos

relativı́sticos, culminando com a derivação da versão relativı́stica da equação

de Euler para escoamento potencial. Dadas as dificuldades na pesquisa por

soluções analı́ticas para tal equação, precisamos de uma metodologia para

seu trato numérico. O segundo capı́tulo trata então da apresentação de um

esquema completo para abordar computacionalmente equações diferenciais

parciais, a saber: o método das diferenças finitas. No terceiro capı́tulo,

apresentamos a solução de Reissner-Nordström com constante cosmológica,

que representa o espaço tempo escolhido para a investigação. Neste capı́tulo

apresentamos alguns aspectos gerais da métrica, bem como os passos para

sua obtenção à partir das equações de Einstein. Nos capı́tulos finais apre-

sentamos então os resultados obtidos para o estudo dos casos de escoamento

potencial através de esferas rı́gidas e buracos negros. No quarto capı́tulo,

apresentamos soluções analı́ticas para o caso de constante cosmológica nula e

no quinto capı́tulo então apresentamos resultados numéricos com a presença

de constante cosmológica. Neste caso, consideramos valores tanto negativos

quanto positivos para a constante cosmológica. Finalizamos então com a

análise e discussão dos resultados.
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Capı́tulo 1

Introdução à dinâmica de fluidos
relativı́sticos

Neste capı́tulo, fazemos uma breve revisão sobre o tratamento de fluidos

relativı́sticos. Começamos, no contexto da relatividade especial, por uma

introdução ao fluido ideal, definido por meio de seu tensor de energia-

momento. Tal tensor nos é de interesse tanto por conter toda a informação

sobre as propriedades mecânicas da matéria-energia, quanto por ser iden-

tificado como representativo das fontes do campo gravitacional, no contexto

da relatividade geral. Em seguida, obtemos as equações que descrevem a

dinâmica de tais fluidos, que são, em sı́ntese, as leis de conservação de

energia-momento, adicionadas de uma equação de continuidade; definimos

na seqüência a situação de escoamento potencial e a classe de equações

de estado tipo politrópica, que assumiremos para a termodinâmica do

fluido. Finalisamos então com a passagem do problema para o contexto da

relatividade geral.

1.1 O fluido ideal relativı́stico

Seguindo a abordagem contida nas referências [6, 10, 11, 12], definimos de

forma geral o tensor de energia-momento de um meio contı́nuo material por

meio de suas componentes em relação à tetrada ortonormal constituı́da de

seus quatro autovetores reais. Designamos tais autovetores por ξµ(σ), em que

os ı́ndices indicam a µ-ésima componente do vetor ξ(σ), e estes constituem um
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conjunto de três vetores tipo-espaço e um vetor tipo-tempo, associados aos

quais temos quatro autovalores reais λ(σ). Temos assim

Tµνξ
ν
(σ) = λ(σ)ξ(σ)µ, (1.1)

sendo que as componentes covariantes e contravariantes se relacionam por

meio da métrica ηµν

ξ(σ)µ = ηµνξ
ν
(σ);

T ν
µ = ηµαT

αν ;

Tµν = ηµαηνβT
αβ.

Definimos então a quadri-velocidade Uµ do meio como sendo o autovetor

tipo-tempo de Tµν, associado ao qual temos a densidade própria de energia, ρ,

como autovalor:

TµνU
ν = −ρUµ, (1.2)

devendo-se o sinal negativo ao fato de que o quadri-momento das partı́culas

materiais apontarem para o futuro, do que resulta-nos também UµUµ = −1.

Diferentes tipos de fluidos relativı́sticos são determinados por meio do

tensor de tensões, Sµν, definido através de

Tµν = ρUµUν − Sµν . (1.3)

Podemos verificar que Sµν possui apenas seis componentes independentes,

dado que, de acordo com a equação (1.2), temos

SµνU
ν = 0. (1.4)

O fluido mais simples que podemos conceber desta forma é aquele em que

Sµν ≡ 0. Tal fluido é constituido de matéria incoerente não interagente, ou,

simplesmente, poeira. Neste caso, sua dinâmica é descrita completamente

pela quadri-velocidade e um campo de densidade própria de matéria-energia,

ρ, e as linhas de escoamento são simplesmente geodésicas.

O segundo tipo de fluido que podemos pensar em escala de complexidade

é aquele que designamos por fluido ideal. Para a completa caracterização

de tal fluido é necessário e suficiente um campo extra em relação à poeira,
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a saber, um campo de pressão escalar p. Neste caso, excluı́mos fluxos de

momento-energia não-puramente mecânicos, de forma que não há viscosidade

e, portanto, nenhuma troca de energia na forma de calor entre diferentes

partes do fluido nem entre o fluido e o meio que o cerca. Pragmaticamente,

exigimos que Tµν possua três autovalores iguais, correspondendo aos seus

autovetores tipo-espaço. Feitas estas considerações, concluı́mos que, no

referencial co-móvel associado a um dado elemento de fluido, o tensor de

energia-momento lê

T̃ µν =


ρ 0 0 0

0 p 0 0

0 0 p 0

0 0 0 p

.

Para determinar a forma de T µν para qualquer outro volume elementar de

fluido que se move com velocidade v arbitrária, lembremos que, devido ao seu

caráter tensorial, T µν deve se transformar como

T µν = Λµ
α(v)Λν

β(v)T̃αβ, (1.5)

em que os Λµ
ν representam o “boost” de Lorentz

Λ0
0 = γ (1.6)

Λi
0 = Λ0

i = γvi (1.7)

Λi
j = δij + vivj

(γ − 1)

v2
(1.8)

γ =
1√

1− v2
(1.9)

Nas definições (1.6) a (1.9) fazemos uso da escolha de unidades que será

adotada durante o resto do texto, nas quais c = 1. Resulta-nos assim:

T 00 =
ρ+ pv2

1− v2
; (1.10)

T i0 =
(ρ+ p)

1− v2
vi; (1.11)

T ij = pδij +
(ρ+ p)

(1− v2)
vivj (1.12)
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em que

U0 =
dt

dτ
= γ; (1.13)

U i =
dxi

dτ
= γvi; (1.14)

sendo que usamos a definição de tempo-próprio dτ = dt/γ. Podemos assim

escrever o tensor de energia-momento do fluido ideal relativı́stico como

T µν = pηµν + (ρ+ p)UµUν . (1.15)

Se então em um referencial co-móvel a um elemento de fluido, a densidade

do número de partı́culas é n, definimos, neste mesmo referencial, a quadri-
corrente de partı́culas Nµ, de componentes

Ñ0 = n,

Ñ i = 0 (1.16)

em que n é a densidade do número N . Em qualquer outro referencial que se

relacione com esse por um ”boost“ de Lorentz, temos que

N0 = Λ0
νÑ

ν = γn,

N i = Λi
νÑ

ν = γnvi. (1.17)

A almejada equação de continuidade pode então ser escrita como

∂µN
µ = 0, (1.18)

Nµ = nUµ.

Vale ainda notar o seguinte a respeito de n. Por definição, quantidades do

tipo x = X/V são dependentes de referencial, dado que V , devido à contração

de Lorentz, é dependente de referencial. Entretanto, a densidade n é definida

como sendo a densidade do número de partı́culas no referencial do centro de

momento de um elemento de fluido e, podemos facilmente verificar que

NµNµ = −n2, (1.19)

é escalar. Devemos então, de forma mais precisa, nos referir a n como
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densidade de repouso, ou ainda, densidade própria do número de partı́culas.

1.2 Equações de movimento para o fluido ideal

Vimos que uma das equações que descrevem a dinâmica de um fluido

perfeito é necessariamente a equação de continuidade (1.18). As demais são

sintetizadas na forma das leis de conservação de energia e momento

∂νT
µν = 0. (1.20)

Substituindo-se o tensor de energia-momento do fluido ideal (1.15) na

equação anterior, ficamos com

∂ν [pηµν + (ρ+ p)UµUν ] = 0. (1.21)

Podemos separar esta equação em suas partes se observarmos que se

definem duas classes de direções em relação ao tensor T µν: a direção tipo-

tempo definida por Uµ e as direções tipo-espaço, dadas pela projeção sobre a

hipersuperfı́cie perpendicular, obtida pela ação to tensor de projeção P µν tal

que

P µν = ηµν + UµUν , (1.22)

ou seja, P µνUν = 0. Contraindo-se a equação (1.21) com Uµ obtemos

Uµ∂ν [pηµν + (ρ+ p)UµUν ] = Uν∂νp− ∂ν [(ρ+ p)Uν ] = 0, (1.23)

em que utilizamos a identidade Uµ∂νUµ = 0. Substituindo-se então a definição

da quadri-corrente de partı́culas, Nµ = nUµ e a equação da continuidade

(1.18), resulta-nos

nU ν

[
p∂ν

(
1

n

)
+ ∂ν

(ρ
n

)]
= 0. (1.24)

Comparando-se esta última equação com a primeira lei da termodinâmica

Tdσ = d
(ρ
n

)
+ pd

(
1

n

)
, (1.25)

14



em que σ denota a entropia molar (σ = S/N ), podemos escrever

(nT )Uν∂νσ = 0. (1.26)

Se observarmos que a expressão Uν∂ν ≡ d/dτ é a derivada ao longo da linha

mundo (worldline) do elemento de fluido, temos:

dσ

dτ
= 0, (1.27)

ou seja, a entropia permanece constante sobre qualquer ponto que se mova

juntamente com o fluido.

Podemos ainda definir a quadri-corrente de entropia especı́fica, sU ν, de

maneira que a equação (1.23) pode ser reescrita como

∂ν (sU ν) = 0. (1.28)

As equações (1.27) e (1.28) não devem constituir nenhuma novidade. Na

forma como definimos o tensor de energia-momento (1.15), consideramos que

em um fluido ideal não há trocas de calor. As exigências simultâneas de

equilı́brio termodinâmico e ausência de trocas de calor implica automatica-

mente na conservação da entropia.

Vamos agora contrair a equação (1.21) com o tensor de projeção Pαµ

definido na equação (1.22). Dado que PαµU
µ = 0 e utilizando-se novamente

a identidade Uµ∂νUµ = 0, temos

Pαµ∂νT
µν = P ν

α ∂νp+ (ρ+ p)Uν∂νUα (1.29)

Desta forma, o equivalente relativı́stico da equação de Euler pode ser escrito

como

(ρ+ p)Uν∂νU
µ = −∂µp− UµUν∂νp. (1.30)

Para melhor compararmos esta equação com sua equivalente não-relati-

vı́stica, reescrevemo-na considerando-se µ = i ∈ {1, 2, 3} e substituimos na

equação resultante o que obtemos quando consideramos µ = 0. Observando-

15



se ainda que U i = viU0, obtemos

∂v

∂t
+ (v· ∂)v = −(1− v2)

(ρ+ p)

(
∂p

∂t
v + ∂p

)
. (1.31)

Uma observação que podemos fazer com relação à equação (1.30) é

que a presença de termos no seu lado direito representando gradientes de

pressão indicam que as linhas mundo dos elementos de fluido desviam-se das

geodésicas, curvas estas as quais seguiriam caso tal equação lê-se Uν∂νU
µ = 0.

1.3 Escoamento Potencial Relativı́stico

Para processos isentrópicos a equação (1.25) implica em

∂µp = n∂µh, (1.32)

em que h = (ρ+ p)/n é a entalpia por partı́cula.

Levando-se este fato em conta, podemos reescrever a equação relativı́stica

de Euler (1.30) como

Uνωµν = 0, (1.33)

em que

ωµν ≡ ∂ν (hUµ)− ∂µ (hUν) . (1.34)

O tensor de componentes ωµν é o equivalente relativı́stico da vorticidade, de

modo que o escoamento potencial relativı́stico é dado por

ωµν = 0, (1.35)

tendo assim, a equação (1.33) soluções da forma

hUµ = ∂µΦ. (1.36)

Observando-se a equação de continuidade (1.18), podemos escrever a

equação (1.36) como

∂µ

(n
h
∂µΦ

)
= 0. (1.37)
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Temos assim uma equação diferencial de segunda ordem para o potencial de

velocidades Φ. Dado que ρ, p e n se relacionam por uma dada equação de

estado, podemos esperar que, em geral, a equação (1.37) seja não linear.

Consideremos então uma equação de estado do tipo politrópica, ou seja

p = KnΓ. (1.38)

De acordo com a primeira lei da termodinâmica dada na forma da equação

(1.25), temos ainda que ρ = ρ(n); sua integração com dσ = 0, dado que o

escoamento é isentrópico, resulta em

ρ = ρ0 +K
nΓ

Γ− 1
(1.39)

em que K é constante. Como era de se esperar, a densidade total de massa-

energia é composta de uma densidade de repouso de massa-energia, ρ0 e

de uma densidade de energia interna, KnΓ(Γ − 1)−1 . Considerando-se que

o escoamento é essencialmente relativı́stico, podemos desprezar a primeira

parcela em relação a segunda. Resulta-nos assim uma equação de estado na

forma barotrópica:

p = (Γ− 1)ρ. (1.40)

A densidade de número n pode então ser dada em termos da entalpia por

n = κh1/(Γ−1), (1.41)

em que κ =
(

Γ−1
ΓK

)1/(Γ−1). A entalpia, por sua vez, é calculada em qualquer

evento por meios de sua relação com o potencial de velocidades Φ, possibili-

tada pela condição de normalização UµUµ = −1:

h =
√
−∂µΦ∂µΦ. (1.42)

Contextualisando o problema em termos de relatividade geral, substitui-

mos a métrica do espaço-tempo plano de Minkowski, ηµν, por uma métrica

gµν, designando um espaço-tempo curvo e substituı́mos as derivadas parciais

∂ por derivadas covariantes ∇. Os princı́pios de equivalência, covariância

e acoplamento mı́nimo nos garantem que tal procedimento é tudo que

precisamos fazer para realisarmos a passagem da relatividade especial para
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relatividade geral, uma vez que temos todas as equações em forma tensorial.

Substituindo-se (1.41) em (1.37), podemos então obter

�Φ +

(
2− Γ

Γ− 1

)
∂µ (lnh) ∂µΦ = 0, (1.43)

em que definimos o operador � como

�Φ =
1√
−g

∂µ
(√
−ggµν∂νΦ

)
. (1.44)

Percebemos aqui que a situação mais simples se dá quando Γ = 2. Neste

caso, a equação (1.43) se reduz a �Φ = 0, sendo, portanto, linear. Tais fluidos

para os quais Γ = 2 são ditos duros, dado que a velocidade do som nestes,

definida por

u2 =
dp

dρ
, (1.45)

passa a ser igual à unidade, o que em nossas unidades implica nesta ser igual

à velocidade da luz. Para 1 < Γ < 2, a equação (1.43) é não-linear. Observemos

ainda que a equação (1.43) não se aplica à situação Γ = 1, que corresponde a

fluido sem pressão, também conhecido como poeira.

Para resolvermos a equação (1.43), precisamos ainda determinar gµν. Em

resumo, isto implica em resolvermos as equações de Einstein,

Gµν + Λgµν = kTµν , (1.46)

tendo o tensor de energia-momento do fluido em questão contribuindo

em seu lado direito. Ao invés disso, entretanto, assumiremos a hipótese

simplificadora de que o fluido não auto-gravita, ou seja, a métrica gµν é

dada a priori. Tal hipótese de um fluido de teste é entendida como sendo

representativa de uma primeira aproximação para a solução do problema

completo.

Nosso problema pode então ser sumarizado da seguinte forma: dado um

espaço-tempo representado por gµν, vamos resolver a equação (1.43) com

condições de contorno apropriadas e um determinado valor de Γ. Em nosso

estudo escolhemos o valor Γ = 2, com a finalidade de tratarmos da equação

(1.43) em uma forma linear.
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Tal tarefa já apresenta certa dificuldade per si. Uma equação como a

dada em (1.43) é, em geral, de difı́cil solução. Como veremos, podemos obter

algumas soluções analı́ticas quando Λ = 0. Com constante cosmológica não-

nula, entretanto, precisamos utilizar técnicas numéricas. No capı́tulo que

segue veremos um roteiro de como abordar computacionalmente equações

diferenciais parciais como a equação (1.43).

19



Capı́tulo 2

Tratamento numérico de equações
diferenciais parciais (EDP’s)

Vimos no capı́tulo anterior que a equação de nosso interesse, a equação

relativı́stica de Euler aplicada à escoamento potencial é, em geral, de difı́cil

solução, o que praticamente nos obriga a tratá-la numericamente. A

abordagem computacional deste tipo de equação é o alvo do presente capı́tulo.

Uma equação diferencial parcial de segunda ordem como a equação (1.43)

pode ser escrita genericamente na forma1

AΦxx +BΦxy + CΦyy +DΦx + EΦy + FΦ = G, (2.1)

em que os coeficientes A, B,C, D, E e F , bem como Φ e G podem depender de x

e y. Esta nos servirá, portanto, como protótipo de uma EDP linear de segunda

ordem. Vejamos então a seguir um dos possı́veis procedimentos para se tratar

numericamente equações deste tipo.

1Somente neste capı́tulo utilizaremos a notação comum nos livros de equações diferenciais,
nos quais as derivadas são representadas por subı́ndices, como em ∂2Φ

∂x∂y ≡ Φxy.
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2.1 Diferenciação numérica: equações de diferen-

ças finitas

Resolver numericamente uma EDP como a da equação (2.1) demanda

aproximá-la por uma equivalente que se possa definir em um domı́nio

numérico discreto. Um dos possı́veis procedimentos que podemos adotar é

o de converter uma equação de tal tipo em uma equação de diferenças finitas,

de forma que as diferenciais são numericamente aproximadas, a partir da

definição de derivada, por expressões do tipo

Φx '
Φ(x+ ∆x)− Φ(x)

∆x
, (2.2)

em que ∆x se aproxime de zero tanto quanto desejarmos e pode, ou não,

ser constante sobre todo o domı́nio de solução. Tal abordagem recebe a

denominação de método das diferenças finitas.

Se designarmos por erro de truncamento a diferença numérica entre as

equações diferencial parcial e de diferenças finitas, a exigência mais básica

que se pode fazer com respeito ao método das diferenças finitas, é a de que,

quanto mais próximo de zero for ∆x, menor será o erro de truncamento e mais

a solução numérica deve se aproximar da solução analı́tica. Como a solução

analı́tica é incógnita, esperamos que este critério seja satisfeito pela hipótese

a equação de diferenças finitas tenda a equação diferencial parcial no limite

em que ∆x tenda a zero. Temos assim estabelecido um critério de consistência.

Diferenciais finitas da forma (2.2) podem ser obtidas por meio de pro-

cedimentos diversos, como, por exemplo, ajuste polinomial. Todavia, a

verificação do critério de consistência pode se tornar difı́cil em alguns casos. A

metodologia de obtenção das “diferenciais finitas“ na qual mais facilmente se

verifica a satisfação de tal critério consiste no truncamento da série de Taylor

até a ordem de potência desejada.

Designemos por Φi o valor de Φ no ponto de coordenada x = xi, de modo

que2 Φi±1 = Φ(xi±∆xi) = Φ(xi±1). Seja então a expansão de Φi+1 nas vizinhanças

de xi:

Φi+1 = Φi + (xi+1 − xi)(Φx)i +
(xi+1 − xi)2

2
(Φxx)i +

(xi+1 − xi)3

3!
(Φxxx)i + . . . (2.3)

2Lembremos que neste ponto ainda não decidimos se ∆xi é função de x ou se é constante.
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Da mesma forma podemos expandir Φi−1 nas vizinhanças de xi:

Φi−1 = Φi + (xi − xi−1)(Φx)i +
(xi − xi−1)2

2
(Φxx)i +

(xi − xi−1)3

3!
(Φxxx)i + . . . (2.4)

Das equações (2.2), (2.3) e (2.4), podemos inferir que

Φx|i =
Φi+1 − Φi

(xi+1 − xi)
+O(∆xi) EDF (2.5)

Φx|i =
Φi − Φi−1

(xi − xi−1)
+O(∆xi) EDT (2.6)

Φx|i =
Φi+1 − Φi−1

(xi+1 − xi−1)
+O(∆x2

i ) EDC (2.7)

em que as siglas EDF, EDT e EDC designam, respectivamente, esquema de

diferenciação para frente, para trás e centrado. A notação do o maiúsculo,

(O) indica a potência de ∆x equivalente à qual o erro de truncamento tende

a zero. Fica evidente então que o esquema de diferenciação centrado tem

precisão uma ordem de grandeza maior que os esquemas ”direcionais”.

Para obtermos expressões equivalentes para a derivada segunda, apli-

camos sucessivamente alguma das expressões para a derivada primeira.

Obtemos assim expressões como:

Φxx|i =
(Φx)|i+1 − (Φx)|i−1

(xi+1 − xi−1)
+O(∆x2

i ).

utilizando-se EDC, ou equivalentes utilizando-se EDF ou EDT. Podemos,

entretanto, obter melhores aproximações se tomarmos as derivadas “internas“

em pontos localizados no intermédio de xi e xi±1. Desta forma, obtemos o

equivalente EDC para a derivada segunda:

1

2
Φxx|i =

(xi − xi−1)Φi+1 + (xi+1 − xi)Φi−1 − (xi+1 − xi−1)Φi

(xi − xi−1)(xi+1 − xi)(xi+1 − xi−1)
+O(∆x2

i ) EDC (2.8)

As derivadas mistas da forma ∂x(Ξ∂xΦ) podem ser aproximadas de maneira

semelhante, com as derivadas internas aproximadas na distância inter-

mediária entre xi e xi±1:

1

2
∂x (ΞΦx) |i =

Ξi+ 1
2

(
Φi+1−Φi
xi+1−xi

)
− Ξi− 1

2

(
Φi−Φi−1

xi−xi−1

)
xi+1 − xi−1

. (2.9)

No caso especı́fico em que as coordenadas xi são igualmente espaçadas, temos
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que

xi+1 − xi = xi − xi−i = 2(xi+1 − xi−i) = h,

donde resulta a simplificação

Φx|i =
Φi+1 − Φi

h
+O(h) EDF (2.10)

Φx|i =
Φi − Φi−1

h
+O(h) EDT (2.11)

Φx|i =
Φi+1 − Φi−1

2h
+O(h2) EDC (2.12)

Φxx|i =
Φi+1 + Φi−1 − 2Φi

h2
+O(h2) EDC (2.13)

∂x (ΞΦx) |i =
Ξi+ 1

2
(Φi+1 − Φi)− Ξi− 1

2
(Φi − Φi−1)

h2
+O(h2) EDC ponto médio (2.14)

Definamos agora um domı́nio discreto D, a que denominamos malha
numérica (ou ainda, grade numérica), como sendo a coletividade dos pontos Pij
que marcam a intersecção das linhas dadas por x = constante e y = constante,

sendo (xi, yj) suas coordenadas. Definamos ainda o intervalo de variação das

coordenadas x e y como

x0 ≤ xi ≤ X,

y0 ≤ yj ≤ Y,

em que xi e yj satisfazem as relações de ordenamento

xi = x0 + (i− 1)∆x, 1 ≤ i ≤ Ni

yj = y0 + (j − 1)∆y, 1 ≤ j ≤ Nj

de forma que o contorno B de D seja definido pelas linhas x = x0, x = X, y = y0

e y = Y . Conforme vemos ilustrado na figura (2.1).

A aplicação do EDC sobre uma equação como a equação (2.1), resulta, para

cada ponto Pi,j do domı́nio D, em uma aproximação finitamente diferenciada

na forma

Ai−1,jΦi−1,j + Ai,j−1Φi,j−1 + Ai,jΦi,j + Ai,j+1Φi,j+1 + Ai+1,jΦi+1,j = Qi,j, (2.15)

de modo que toda a informação sobre a geometria da discretização encontra-

se nos coeficientes A e as quantidades Qi,j contêm apenas termos presumida-

mente conhecidos, ou seja, que não são funções dos Φ.
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Figura 2.1: Discretização de um domı́nio via coordenadas retangulares.

A equação (2.15) está para ser posta na forma explı́cita de uma equação

algébrica matricial. Para tanto, as incógnitas Φi,j precisam ser as componentes

de um vetor coluna. O fato de Φ ser representado em cada nó da malha

numérica por dois ı́ndices nos passa, entretanto, a impressão de que estes

formam algum tipo de matriz. Esta dificuldade pode ser eliminada se

enumerarmos com apenas um ı́ndice cada valor Φi,j de acordo com sua posição

da malha seguindo o mapa

Φi,j 7→ Φl l = (i− 1)Nj + j. (2.16)

Os demais vizinhos de Φi,j pertinentes à discretização podem então ser

referidos via notação de bússola, de acordo com as relações:

Φi+1,j = ΦE E = l +Nj (2.17)

Φi,j+1 = ΦN N = l + 1 (2.18)

Φi−1,j = ΦW W = l −Nj (2.19)

Φi,j−1 = ΦS S = l − 1 (2.20)

conforme podemos ver na figura (2.2).

Utilizando-se a notação de bússola, a equação (2.15) pode então ser

reescrita como

AWΦW + ASΦS + APΦP + ANΦN + AEΦE = QP . (2.21)

Vale observar que, devido ao fato de a aplicação de EDC resultar no

envolvimento de Φi,j e seus quatro vizinhos, Φi+1,j,Φi−1,j, Φi,j+1 e Φi,j−1 em cada
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Figura 2.2: Ordenação da malha numérica e exemplificação da notação de bússola.
Ao ponto P e seus vizinhos inclusos no esquema de diferenciação denominamos molécula
computacional.

uma destas equações, rende a este procedimento a nomenclatura adicional de

esquema de cinco pontos. Ao conjunto de Φi,j e seus vizinhos envolvidos na

discretização denominamos molécula computacional.

2.2 Discretização e aplicação das condições de

contorno

A aplicação das diversas condições de contorno se manifesta na equação de

diferenças finitas na forma de relações entre os coeficientes que acompanham

as incógnitas. Uma boa prática é então reescrevermos a equação (2.21) em

termos de coeficientes Cl

CWΦW + CSΦS + CPΦP + CNΦN + CEΦE = QP , (2.22)

que se relacionam com os coeficientes Al via determinada condição de

contorno.
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Suponhamos então que a equação (2.21) seja acompanhada de uma

condição de contorno de Dirichlet sobre a linha dada por i = 1, como, por

exemplo, Φi=1,j = α. Isto quer dizer que o valor de Φ é conhecido sobre esta

linha e, portanto, esta é excluı́da do domı́nio da equação geral (2.21). A

aplicação da condição de Dirichlet se dá então pela substituição de ΦW por

α na equação correspondente à i = 2 e, todo o termo CWΦW , que não possui

incógnitas, passa para o lado direito, i.e.

CSΦS + CPΦP + CNΦN + CEΦE = −αCW i = 2. (2.23)

Comparando-se as equações (2.23) e (2.21), concluı́mos que as equações

algébricas com i = 2 são da forma

ASΦS + APΦP + ANΦN + AEΦE = QP

AS = CS

AP = CP

AN = CN i = 2 (2.24)

AE = CE

AW = 0

QP = −αCW

Suponhamos, por outro lado, que sobre a linha i = Ni a derivada normal

de Φ com relação a x seja dada. Por exemplo, seja

Φx = β i = Ni. (2.25)

Como a condição de Von Neumann especifica a derivada normal de Φ, mas

não atribui um valor a este, temos que o domı́nio da equação (2.21) inclui a

linha i = Ni. Discretizando-se a condição (2.25) via EDC, obtemos

ΦE − ΦW

2h
= β, (2.26)

entretanto, ΦE = Φi+1,j constitui um ponto fora da malha numérica.

Uma maneira de resolver este impasse é considerar a existência de nós
fantasmas de ı́ndices i = Ni + 1 na malha numérica. A justificativa para

tal procedimento é a de que a informação sobre Φ nestes pontos se dá via a

própria condição sobre a derivada. Desta forma, nas equações para os pontos
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com i = Ni, substituı́mos ΦE por 2hβ + ΦW , do que resulta

AWΦW + ASΦS + APΦP + ANΦN = QP

AW = CW + CE

AS = CS

AP = CP i = Ni (2.27)

AN = CN

AE = CE

QP = −2hβCE

Pode ocorrer entretanto, de a aplicação da condição de Von Neumann via

método dos nós fantasmas acarretar em um erro grande caso a discretização

(2.26) não seja satisfatória ou caso Φ não exiba simetria com relação à linha

i = Ni [13].

Uma alternativa para a técnica dos nós fantasmas é considerar que o

contorno fı́sico sobre o qual se aplica a condição (2.25) encontra-se, na

verdade, à uma distância h da linha i = Ni da malha numérica. Discretizamos

então a condição (2.25) via EDF

ΦE − ΦP

h
= β, (2.28)

de modo que as equações algébricas com i = Ni tornam-se agora

AWΦW + ASΦS + APΦP + ANΦN = QP

AW = CW

AS = CS

AP = CP + CE i = Ni (2.29)

AN = CN

AE = 0

QP = −hβCE
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2.3 O sistema algébrico: método de Stone

Vimos que a aplicação do método de diferenças finitas resulta na subs-

tituição de uma equação diferencial parcial por um sistema de equações

algébricas, sendo cada equação associada a um ponto da malha numérica

onde o valor de Φ é incógnito. Observando-se que a regra de multiplicação

matricial é da forma ”linha-por-coluna”, concluı́mos que a matriz de coefici-

entes A do sistema de equações algébricas

AΦ = Q, (2.30)

que obtemos tem dimensões Ni×Nj, sendo, em geral, não-nulos apenas cinco

elementos por linha, a saber: AW , AS, AP , AN e AE. A figura (2.3) ilustra esta

situação.

=AW AS AP AN AE

ψW

ψS

ψP

ψN

ψE

QP

Figura 2.3: Sistemas de equações algébricas resultantes do esquema de cinco pontos têm
a estrutura altamente “esparsa“, às vezes referida como pentadiagonal ou tridiagonal com
franjas [14].

Para resolver sistemas de equações algébricas como o dado em (2.30),

dispomos de duas classes de métodos. Na primeira, temos os métodos diretos
convencionais, como eliminação Gauss-Jordan e eliminação gaussiana com

retro-substituição. A outra classe consiste dos métodos iterativos ou de

relaxação, baseados em uma aproximação inicial da solução e subseqüente

28



eliminação de um certo resı́duo. Nesta última classe temos, por exemplo,

os métodos de Jacobi e de sobre-relaxações sucessivas (no inglês, SOR:

successive over-relaxation) e o procedimento vetorizado fortemente implı́cito de

Stone, o qual utilizamos no presente trabalho.

A principal distinção entre estas duas classes de métodos de solução pode

ser considerado o balanço entre (tempo de processamento computacional)

versus (precisão). Os métodos diretos demandam por natureza maior tempo

computacional e o erro por arredondamento (intrı́nseco ao cálculo computaci-

onal) pode tornar-se demasiado em sistemas maiores. Os métodos iterativos,

por sua vez, são mais rápidos e os erros por arredondamento tendem a

ser corrigidos a cada passo iterativo sendo, portanto, uma preocupação a

menos. Tais métodos, entretanto, são de natureza aproximativa, como já dito.

O estabelecimento de critérios de convergência é, desta forma, a principal

preocupação quando se trata da aplicação de métodos iterativos, sendo, em

geral, dificultosa e dependente do tipo de equação discretizada.

Um ponto a ser notado na escolha do método é o fato de o erro cometido

por truncamento durante o processo de discretização ser geralmente muitas

vezes maior que os erros cometidos por arredondamento durante a aritmética

computacional. A implementação de métodos diretos de solução pode, como

na maioria dos casos, constituir a busca por soluções com precisão maior que

a fornecida pela discretização [15].

O método que adotamos no presente estudo é, como mencionamos

anteriormente, o procedimento de Stone. Dentre as vantagens de tal método,

podemos destacar duas: devido ao caráter vetorial do método, este utiliza

em suas operações somente os elementos das diagonais não-nulas da matriz

dos coeficientes - que vemos esquematizadas na figura 2.3. Isto reduz

consideravelmente o tempo computacional, tornando o método mais eficiente.

Outro fator decisivo na escolha do método foi sua fácil implementação em

FORTRAN 90, linguagem de programação adotada para a realização dos

cálculos.

De posse então do ferramental computacional para abordar numerica-

mente a equação (1.43), nos resta somente a definição da métrica gµν a ser

empregada. No capı́tulo que segue, falaremos das soluções de Reissner-

Nordström com constante cosmológica, que representam os espaços-tempos

escolhidos para a análise do escoamento potencial.
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Capı́tulo 3

Os espaços-tempos de
Reissner-Nordström-de Sitter e
Anti-de Sitter

Vimos no primeiro capı́tulo que o escoamento potencial relativı́stico é

governado pela equação relativı́stica de Euler (1.30), que assume a forma

(1.43) na ausência de vorticidade. Esclarecemos ainda, na seção (1.4), que em

nossa abordagem consideramos o fluido como sendo um fluido de teste que

escoa em um espaço-tempo que atua como plano de fundo, sem contribuir

para a curvatura de tal espaço-tempo.

Neste capı́tulo veremos os principais aspectos da geometria de Reissner-

Nordström com constante cosmológica que sejam pertinentes à presente

investigação. Veremos também um breve roteiro de como obter tal solução

para as equações de Einstein.

3.1 Obtenção da métrica

As equações de Einstein com constante cosmológica Λ podem ser escritas

como

Gµν + Λgµν = kTEMµν , (3.1)

em que o tensor TEMµν representa campos eletromagnéticos.
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Os espaços-tempos de Reissner-Nordström-(A)dS são soluções para as

equações (3.1) tendo como fonte o tensor de energia-momento do campo

elétrico de uma carga puntiforme.

Devido a simetria esférica tanto da distribuição de matéria quanto de carga

elétrica, a solução gµν pode ser escrita em termos de coordenadas estáticas

semelhantes às de Schwarzschild

ds2 = −eνdt2 + eλdr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2, (3.2)

em que ν e λ dependem somente de r e t. Para esta métrica, as componentes

não-nulas do tensor de Einstein são

Gtt = eν−λ
(
−1 + eλ + rλ′

)
/r2 (3.3)

Gtr =
λ̇

2r
(3.4)

Grr =
(
1− eλ + rν ′

)
/r2 (3.5)

Gθθ = r2e−λ
[
2ν ′′ + (ν ′)2 + 2(ν ′ − λ′)/r − ν ′λ′

]
/4− r2e−ν

[
2λ̈+ (λ̇)2 − λ̇ν̇

]
/4 (3.6)

Gφφ = Gθθ (3.7)

em que a linha (′) denota diferenciação em relação a coordenada r e o ponto

sobreposto (.), diferenciação em relação a coordenada t.

O quadri-potencial eletromagnético A, dada sua simetria esférica, pode

depender somente das coordenadas t e r. Podemos ainda utilizar a liberdade

que temos sobre escolha de calibres da forma Ãµ = Aµ+∂µχ(t, r) em que χ é uma

função qualquer das coordenadas t e r. Fazendo-se então Ãr = 0 = Ar + ∂rχ,

resta somente não-nula a componente t do quadri-potencial, que denotamos

por φ:

Aµ = (φ, 0, 0, 0). (3.8)

O tensor eletromagnético Fµν = ∂µAν − ∂νAµ tem então somente uma

componente independente não-nula

F01 = −φ′. (3.9)

Dado que Fαβ = gαµgβνFµν, as equações de Maxwell para o vácuo, ∇νF
µν = 0,
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resultam em

φ′ =
Q

r2
e
ν+λ

2 , (3.10)

sendo Q uma constante de integração. Com as componentes do tensor

eletromagnético, calculamos às do tensor de energia-momento

Tµν =
1

4π

(
FµδF

δ
ν −

1

4
gµνFγδF

γδ

)
, (3.11)

para as quais, encontramos

Tµν =
Q2

8πr4
diag(eν ,−eλ, r2, r2 sin θ). (3.12)

Das equações (3.1), resultam então

eν−λ
(
−1 + eλ + rλ′

)
/r2 − Λeν = (Q2/r4)eν (3.13)(

1− eλ + rν ′
)
/r2 + Λeλ = −(Q2/r4)eλ (3.14)

λ̇ = 0, (3.15)

sendo a equação associada à componente Gθθ (e, portanto, a associada à Gφφ)

automaticamente implicada por estas três. Somando-se as equações (3.13) e

(3.14), resulta-nos

ν ′ + λ′ = 0, (3.16)

o que implica em

ν + λ = f(t). (3.17)

Podemos aplicar à métrica (3.2) uma transformação de coordenadas

envolvendo somente a coordenada temporal, do tipo t = h(t′), que resulta em

redefinirmos a coordenada t, mantendo inalterada a forma da métrica [16].

Para tal transformação, vale a relação entre coeficientes g′00 = ḣ2g00, em que

ḣ ≡ dx0/dx
′
0. Caso

ḣ = e−f(t)/2, (3.18)

temos que

g′00 = e−fg00 = eν−f . (3.19)

Interpretamos assim a transformação como sendo simplesmente adicionar à

ν uma função arbitrária do tempo, f(t). De acordo com a equação (3.19),

podemos escolher a função h de forma que ν + λ = 0 nas novas coordenadas.

A equação (3.15), por sua vez, indica que, neste caso, ambos ν e λ são
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independentes do tempo. Tomando-se então

ν + λ = 0, (3.20)

sobra apenas uma equação independente à ser resolvida. Reescrevendo-se a

equação (3.14) na forma

(reν)′ − 1 +
Q2

r2
+ Λr2 = 0, (3.21)

obtemos via sua integração direta

eν = 1− 2M

r
+
Q2

r2
− Λ

3
r2, (3.22)

sendo −2M uma constante de integração.

Aplicando-se a condição (3.20) sobre a equação (3.10), esta resulta em

φ′ =
Q

r2
, (3.23)

que interpretamos como sendo a Lei de Coulomb da eletrostática. Disso segue

nossa interpretação de φ′ como sendo o campo elétrico associado a carga Q

localizada na origem das coordenadas. O parâmetro M tem sua interpretação

como na solução de Schwarzschild de ser a massa da fonte.

Explicitamente, obtivemos então a solução

ds2 = −f(r)dt2 + f−1(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2, (3.24)

em que

f(r) = 1− 2M

r
+
Q2

r2
− Λ

3
r2. (3.25)

Para Λ = 0, a métrica (3.24) se reduz à solução de Reissner-Nordström.

Com Λ 6= 0, esta tem a forma assintótica

ds2 = −
(

1− Λ

3
r2

)
dt2 +

(
1− Λ

3
r2

)−1

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2, (3.26)

que é a solução de de Sitter para espaços vazios com curvatura constante.

Devido a isto, este tipo de métrica recebe a designação “de Siter“ caso Λ > 0

ou ”Anti-de Sitter“, caso Λ < 0.
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3.2 Regiões de interesse na métrica de RN(A)dS

Podemos interpretar a métrica (3.24) como sendo a solução para o exterior

de um objeto esférico eletricamente carregado ou como sendo a solução

completa para uma carga puntiforme localizada em r = 0.

Para valores positivos de Λ, a métrica (3.24) pode possuir possuir três

horizontes, dados pelas raı́zes reais positivas da equação r2f(r) = 0. Sendo

esta uma equação algébrica de quarto grau, podemos, via análise de seu

discriminante [17], concluir que esta terá quatro raı́zes reais caso

M− < M < M+, (3.27)

em que

M± = Γ±
(
1− 2Λ

3
Γ2
±
)

; (3.28)

2ΛΓ2
± = 1±

√
1− 4Q2Λ. (3.29)

Suas raı́zes positivas, que designamos por Ri, RH e Rc, de modo que 0 <

Ri < RH < Rc, localizam então os três horizontes possı́veis: um horizonte

interno, o horizonte de eventos do buraco negro e um horizonte cosmológico,

respectivamente.

O horizonte cosmológico em r = Rc, implica em os observadores na região

r < RC terem acesso somente a eventos ocorrendo em r ≤ Rc, de forma

similar ao que ocorre com o horizonte de eventos do buraco negro [18, 19].

Já o horizonte interno, localizado em r = Ri não se trata de um horizonte de

eventos. Uma partı́cula que entra no buraco negro pode atingir a superfı́cie

r = Ri em um tempo finito, cruzá-la e voltar para a região Ri < r < RH.

Isto marca uma peculiar diferença entre o buraco negro RN em relação ao de

Schwarzschild: partı́culas neutras são repelidas pela singularidade localizada

em r = 0 [20, 21, 12].

Para valores negativos de Λ, a quártica tem sempre duas raı́zes reais

positivas representando, respectivamente, os horizontes interno e de eventos.

Não há neste caso, portanto, um horizonte cosmológico.

Existem ainda situações extremas associadas à métrica (3.24), incluindo
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a possibilidade de singularidades nuas [22]. Neste trabalho consideramos

valores de Λ tanto positivos quanto negativos sendo que para Λ > 0, nos

limitamos às situações em que os parâmetros da métrica satisfazem a relação

(3.27).

Nas figuras (3.1) e (3.2) podemos ver o comportamento da função f(r) com

constantes cosmológicas positivas e negativas, respectivamente. Fica evidente

que a magnitude de Λ define o comportamento de f(r) para grandes valores

da coordenada r, enquanto que para pequenos valores de r o comportamento

de f(r) é dominado pela magnitude de da carga elétrica, dede que |Q|/M ∼
10−1. Em ambos os casos, consideramos uma região dada por r ∼ 300M ,

a qual delimita o domı́nio de nosso estudo. Podemos ainda observar que,

nesta região, o efeito de Λ fica mais acentuado quando ΛM2 ∼ 10−5. Como
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Figura 3.1: Comportamento da função f(r) para diversos valores de Q. O efeito da constante
cosmológica se acentua para valores da ordem de ΛM2 ∼ 10−5. A linha vertical marca o raio
de Schwarzschild e a linha horizontal marca o zero.

podemos ver nos gráficos das figuras (3.1) e (3.2), a distinção entre os casos

de Sitter e Anti-de Sitter se dá para grandes valores de r. No caso AdS, não

temos a presença do horizonte cosmológico, de forma que a função f(r) cresce

ilimitadamente.

35



-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4

f(
r)

r

Q=0, Λ=0
|Q|=0.2M, Λ Μ2=−10−5

|Q|=0.5M, Λ Μ2=−10−5

|Q|=0.9M, Λ Μ2=−10−5

|Q|=0.99M, Λ Μ2−=10−5

 0.9

 0.95

 1

 1.05

 1.1

 1.15

 1.2

 1.25

 1.3

 50  100  150  200  250  300

f(
r)

r

Q=0, Λ=0
|Q|=0.2M, Λ Μ2=−10−5

|Q|=0.99M, Λ Μ2=−10−5

|Q|=0.99M, Λ Μ2=−10−6

Figura 3.2: Comportamento da função f(r) para diversos valores de Q. A distinção entre os
casos dS e AdS se define para grandes valores da coordenada r. A linha vertical marca o raio
de Schwarzschild e a linha horizontal marca o zero.

36



No capı́tulo que segue apresentamos os resultados obtidos para o esco-

amento potencial através de esferas rı́gidas e buracos negros representados

pela métrica (3.24).
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Capı́tulo 4

Soluções exatas

Neste capı́tulo apresentamos duas soluções exatas para a equação (1.43)

com Γ = 2 (ou seja, p = ρ) e métrica (3.24) com Λ = 0. Com estas condições, a

equação (1.43) pode ser expandida como

− 1

g(r)

∂2Φ

∂t2
+

1

r2

∂

∂r

[
r2g(r)

∂Φ

∂r

]
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Φ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2Φ

∂φ2
= 0, (4.1)

em que

g(r) = 1− 2M

r
+
Q2

r2
. (4.2)

Vamos então resolver a equação (4.1) para dois casos. Primeiramente

consideramos um fluido escoando através de uma esfera rı́gida. No segundo

caso, consideramos o escoamento através de um buraco negro. Estes dois

casos diferem um do outro basicamente pela condição sobre o contorno que

representa a superfı́cie do objeto astrofı́sico.

A ambos os casos, entretanto aplicamos a condição de que o escoamento é

estacionário. Isto quer dizer que os gradientes de Φ não dependem do tempo,

dado que estes se relacionam diretamente com as componentes da quadri-

velocidade do fluido.

Assumimos ainda que a grandes distâncias o fluido tem movimento

homogêneo e uniforme. Observando-se que as componentes da quadri-
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velocidade Uµ são tais que Uµ
∞ = (U0

∞,U∞) = γ(1,v∞), temos1

Φ = xµU
µ = −U0

∞t+ U∞·x r →∞. (4.3)

Considerando-se ainda, sem perda de generalidade, que a tri-velocidade

assintótica do fluido aponta na direção do pólo norte das coordenadas

esféricas, temos

Φ = −U0
∞t+ U∞r cos θ r →∞ (4.4)

Seguindo o procedimento de separação de variáveis, como proposto por

Petrich et al [1], concluı́mos que as soluções para a equação (4.1) são da forma

Φ = −U0
∞t+

∑
l,m

AlmRl(r)Ylm(θ, φ), (4.5)

em que Ylm denota os harmônicos esféricos e a parte radial deve satisfazer a

equação
d

dr

[
r2g(r)

dR

dr

]
− l(l + 1)R = 0. (4.6)

Efetuando-se a mudança de variáveis

r → ξ =
r −M
rH −M

, (4.7)

em que rH designa a raiz M +
√
M2 −Q2 da quártica r2g(r) = 0, e, portanto,

o horizonte de eventos; percebemos que a equação (4.6) é uma equação de

Legendre para a variável ξ. Suas soluções são então da forma

Rl(ξ) = APl(ξ) +BQl(ξ), (4.8)

em que A e B são coeficientes a serem determinados pelas condições de

contorno e Pl e Ql são, respectivamente, os polinômios de Legendre e as

funções de Legendre de segunda espécie. A solução geral para a equação

(4.1) em caso estacionário é então

Φ = −U0
∞t+

∑
l,m

[AlmPl(ξ) +BlmQl(ξ)]Ylm(θ, φ). (4.9)

1Lembremos aqui que no primeiro capı́tulo escalamos a entalpia em relação ao seu valor
assintótico, vide equação (1.36).
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Desta forma, obtemos para as componentes da quadri-velocidade

hUt = −U0
∞; (4.10)

hUr =
1

rH −M
∑
l,m

[
Alm

dPl(ξ)

dξ
+Blm

dQl(ξ)

dξ

]
Ylm(θ, φ); (4.11)

hUθ =
∑
l,m

[AlmPl(ξ) +BlmQl(ξ)]
∂Ylm(θ, φ)

∂θ
; (4.12)

hUφ =
∑
l,m

[AlmPl(ξ) +BlmQl(ξ)]
∂Ylm(θ, φ)

∂φ
; (4.13)

Observemos neste ponto que a manutenção do sı́mbolo h se dá por

comodidade, dado que, de acordo com a equação (1.41), temos que h ∼ n

para o caso em que Γ = 2, ou seja, neste caso, h representa a densidade do

número de partı́culas. A partir da equação (1.42) obtemos

h2 =
1

g(r)
(U0
∞)2 − g(r)(hUr)

2 − 1

r2
(hUθ)

2 − 1

r2 sin2 θ
(hUφ)2. (4.14)

Vamos agora obter soluções especı́ficas para o escoamento através de

esferas duras e buracos negros.

4.1 Buraco negro de Reissner-Nordström

A condição de contorno que indica que fluido escoa através de um buraco

negro deve, necessariamente, estar associada ao fato de que a quantidade de

fluido que entra no buraco negro não mais sai deste. Uma forma eficaz de

expressar tal condição segue do argumento que encontramos na referência [1]

e que reproduziremos aqui.

Dado que o fluido tem caminho livre para entrar no buraco negro sem,

entretanto, sair deste não há porque esperarmos um acúmulo de fluido na

região próxima ao horizonte de eventos. Entretanto, de acordo com a equação

(4.14), o comportamento da entalpia é divergente conforme r → rH, ou, de

forma equivalente, ξ → 1. Verificamos isto observando o comportamento

assintótico das funções Ql(ξ) e suas derivadas. Considerando-se apenas o
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termo dominante, resta-nos

h2 → 1

g(r)

(U0
∞)2 −

[
(rH −M)

r2
H

∑
l,m

BlmYlm

]2
 r → rH , (4.15)

Vemos que para cancelar a divergência da equação (4.15), todos os

coeficientes Blm, com exceção de B00 devem ser nulos, de forma que

B00Y00(θφ) =
r2
H

(rH −M)
U0
∞. (4.16)

A solução (4.9) assume então a forma

Φ = −U0
∞t+

r2
HU

0
∞

2(rH −M)
ln

(
ξ + 1

ξ − 1

)
+
∑
l,m

AlmPl(ξ)Ylm(θ, φ). (4.17)

Os coeficientes Alm são definidos pela condição que Φ satisfaz assintotica-

mente, dada pela equação (4.4). Para grandes valores de ξ, a contribuição

logarı́tmica da solução dada pela equação (4.17) se anula, de forma que,

assintoticamente ∑
l,m

AlmPl(ξ)Ylm(θ, φ)→ U∞ cos θ. (4.18)

Como o limite dado pela equação (4.18) não apresenta dependência em φ,

temos que todos os Alm são nulos exceto, possivelmente, A00 e A10. Além disso,

dado que Y00 não apresenta dependência em θ, sobra somente o coeficiente

A10, a ser então determinado pelo limite

A10P1(ξ)Y10(θ, φ)→ U∞ cos θ, (4.19)

de onde concluı́mos que A10 =
√

4π/3(rH −M)U∞.

Obtemos então a solução

Φ = −U0
∞t+

r2
H

2(rH −M)
U0
∞ ln

(
ξ + 1

ξ − 1

)
+ (rH −M)U∞ξ cos θ, (4.20)
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ou, em termos da coordenada radial

Φ = −U0
∞t+

r2
HU

0
∞

2(rH −M)
ln

(
r − ri
r − rH

)
+ U∞(r −M) cos θ, (4.21)

em que ri designa a raiz M −
√
M2 −Q2 da equação r2g(r) = 0.

A partir da solução (4.21) calculamos então as componentes da quadri-

velocidade do fluido

hUt = −U0
∞ (4.22)

hUr = − r
2
HU

0
∞

r2g(r)
+ U∞ cos θ (4-velocidade) (4.23)

hUθ = −U∞(r −M) sin θ (4.24)

hUφ = 0 (4.25)

Percebe-se ainda que há a presença do ponto de estagnação, no qual o

fluido apresenta velocidade radial nula em relação ao buraco negro. Da

equação (4.23) vemos que tal ponto se encontra na posição angular θ = 0 e

coordenada radial dada pela solução da equação

r2
Sg(r)− r2

H

v∞
= 0, (4.26)

em que U∞/U0
∞ = v∞. Obtemos então

rS = M

[
1 +

√
1− 1

M2

(
Q2 − r2

H

v∞

)]
(Ponto de estagnação). (4.27)

Uma coisa que podemos perguntar com relação à posição do ponto de

estagnação é se, em alguma circunstância, a equação (4.27) prevê para este

um valor extremo como, por exemplo, interno ao buraco negro. Observando-se

que rH = M +
√
M2 −Q2, podemos reescrever a solução (4.27) na forma

rS = rH +

√
(M2 −Q2) +

r2
H

v∞
−
√

(M2 −Q2), (4.28)

de onde concluimos que o ponto de estagnação encontra-se sempre fora do

buraco negro.
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Para finalizar, calculamos a taxa de acreção de fluido para dentro do buraco

negro. Integrando-se a equação de continuidade (1.18) sobre um volume V

encerrado por uma superfı́cie S e aplicando-se o teorema de Gauss sobre a

parcela espacial, obtemos

∂t

∫
nU0
√
−gd3x = −

∫
S

nU i
√
−gdSi, (4.29)

ou ainda

Ṅ = −
∫
S

nU i
√
−gdSi. (4.30)

Observando-se que, de acordo com as equações (1.41) e (1.36), temos

que nUµ = κh
2−Γ
Γ−1∂µΦ. Se ainda a superfı́cie S for a esfera bidimensional que

encerra o buraco negro, então a taxa de acreção de fluido para dentro deste é

simplesmente, para Γ = 2

Ṅ = −
∫
S

grr(nUr)
√
−gdΩ

= −κ
∫
S

grr∂rΦ
√
−gdΩ. (4.31)

Integrando-se diretamente, obtemos

Ṅ = 4πκU0
∞r

2
H (Taxa de acreção). (4.32)

Estes resultados, embora derivados de forma independente, conferem com

resultados recentes da literatura [23].

4.2 Esfera rı́gida de Reissner-Nordström

A condição de contorno sobre a superfı́cie de uma esfera rı́gida é dada pela

exigência de que o fluido não entre na esfera. Matematicamente, impomos

sobre a componente radial da quadri-velocidade a condição

U r = grr
∂Φ

∂r
= 0 r = R, (4.33)

em que r = R indica a superfı́cie da esfera.
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Aplicando-se esta condição sobre a equação (4.9), concluı́mos que os

coeficientes Alm e Blm se relacionam por

Blm = −Alm
P ′l (ξR)

Q′l(ξR)
, (4.34)

em que ξR = (R −M)/(rH −M) e a linha (′) denota diferenciação em relação a

coordenada ξ. A condição assintótica, já analisada no caso do buraco negro,

implica em todos os coeficientes Alm serem nulos, com exceção de A10, que

é determinado pela equação (4.19). Desta forma, a solução da equação (4.9)

para escoamento através de uma esfera rı́gida é

Φ = −U0
∞t+ U∞(rH −M) cos θ

[
ξ − Q1(ξ)

Q′1(ξR)

]
, (4.35)

sendo Q1(ξ) dado pela expressão usual

Q1(ξ) =
ξ

2
ln

(
ξ + 1

ξ − 1

)
− 1. (4.36)

Para as componentes da quadri-velocidade, obtemos então

hUt = −U0
∞ (4.37)

hUr = U∞ cos θ

[
1− Q′1(ξ)

Q′1(ξR)

]
(4-velocidade) (4.38)

hUθ = −U∞(rH −M) sin θ

[
ξ − Q1(ξ)

Q′1(ξR)

]
(4.39)

hUφ = 0. (4.40)

4.3 Análise qualitativa do efeito da carga elétrica

sobre as linhas de corrente, densidade e taxa

de acreção

Como mencionamos anteriormente, uma das formas adotadas para a

análise do escoamento é por meio das suas linhas de corrente. Definimos

então tais linhas como sendo as curvas r(θ) que satisfazem a equação

dr

U r
=
dθ

U θ
(4.41)
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Na figura (4.1) temos a representação do escoamento para dois valores de

Q/M em comparação com o caso Schwarzschild. Podemos ver que o padrão

do escoamento é sempre o mesmo. A principal diferença, entretanto, se dá em

relação aos contornos de isodensidades.

Na figura (4.3) encontramos a razão entre as taxas de acreção para o caso

Reissner-Nordström em relação ao caso Schwarzschild para diversos valores

de |Q|/M . Vemos que as taxas de acreção são basicamente iguais a menos que

Q seja comparado a M na razão |Q|/M ∼ 10−1.

Como no caso do escoamento através de buraco negro, o efeito da carga

elétrica no escoamento potencial de fluido duro através de uma esfera rı́gida

de Reissner-Nordström se manifesta de forma mais expressiva nos contornos

de isodensidade. Como se pode ver na figura (4.2), o aumento da densidade

na região mais próxima ao objeto varia significantemente conforme |Q| se

equipara à M .

Comparando-se as figuras (4.1) e (4.2) podemos perceber que o comporta-

mento angular da densidade não segue o mesmo padrão para esferas rı́gidas

e buracos negros. Na figura (4.4) temos um perfil angular da densidade na

região mais próxima ao objeto astrofı́sico, no qual podemos ver explicitamente

que, no caso do buraco negro, esta não é simétrica em relação à θ = π/2.

Esta assimetria implica em os contornos de isodensidade se apresentarem

deslocados em relação ao centro do buraco negro, como vemos nos gráficos da

figura (4.1). Pelo fato de a variação angular ser muito pequena, da ordem de 2%

em relação à θ = π/2, os contornos de isodensidade parecem circunferências.

Nas figuras (4.5) e (4.6) temos gráficos onde se pode ver que, no caso do

escoamento através de esferas rı́gidas o efeito da carga elétrica é o de diminuir

a densidade do número de partı́culas na região mais próxima ao redor do

objeto astrofı́sico. Já no caso do buraco negro, vemos que o efeito da carga é

o de aumentar a densidade em sua proximidade. Podemos associar este efeito

ao fato de que o aumento de carga elétrica diminui o horizonte de eventos,

causando um maior acúmulo de fluido que acreta.
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Figura 4.1: Escoamento potencial através de um buraco negro de Reissner-Nordström com
velocidade assintótica v∞ = 0.6. Os contornos tracejados indicam isodensidades. Em todos os
casos o escoamento se dá da esquerda para a direita. As coordenadas retangulares X e Y se
definem por X = r cos θ e Y = r sin θ, sendo r dado em unidades de M .
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Figura 4.2: Escoamento potencial através de uma esfera rı́gida de Reissner-Nordström
com raio R = 2.5M . A velocidade assintótica do fluido é v∞ = 0.6. Os contornos tracejados
indicam isodensidades. Em todos os casos o escoamento se dá da esquerda para a direita. As
coordenadas retangulares X e Y se definem como na figura (4.1).
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Figura 4.3: Taxa de acreção de fluido para dentro de um buraco negro de Reissner-
Nordström em relação ao caso Schwarzschild: R = ṄRN/ṄS. Velocidade assintótica v∞ = 0.6.
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Figura 4.4: Comparação entre os perfis angulares da densidade na região mais próxima
ao objeto (r = R para a esfera rı́gida e r ∼ rH para o buraco negro) para os casos de
escoamento potencial através de uma esfera rı́gida e um buraco negro de Reissner-Nordström
respectivamente. A densidade não é simétrica em relação à θ = π/2 para buracos negros.
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Figura 4.5: Influência da carga elétrica sobre a densidade na região mais próxima ao redor
de esferas rı́gidas (r = R). O aumento de carga diminui a densidade de fluido nas vizinhanças
da esfera.
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Figura 4.6: Influência da carga elétrica sobre a densidade na região mais próxima ao redor
de buracos negros (r ∼ rH ). Neste caso, o aumento de carga aumenta a densidade sem, no
entanto, influenciar no perfil angular desta.
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Capı́tulo 5

Resultados numéricos

Como discutimos no primeiro e segundo capı́tulos, nossa metodologia para

obtenção de soluções para a equação (1.43) é uma abordagem numérica; cuja

descrição geral encontra-se no segundo capı́tulo. Inicialmente, efetuamos a

transformação de variáveis

r → ξ =
r −M
rH −M

θ → µ = cos θ, (5.1)

de forma que as novas variáveis definam um sistema retangular. Podemos

assim expandir a equação (1.43) com a métrica dada na equação (3.24) da

seguinte maneira

∂ξ
[
r2f(r)∂ξΨ

]
+ (rH −M)2∂µ

[
(1− µ2)∂µΨ

]
+

+ r2f(r)

(
2− Γ

Γ− 1

)
∂ξΨ∂ξ lnh+ (rH −M)2(1− µ2)

(
2− Γ

Γ− 1

)
∂µΨ∂µ lnh = 0, (5.2)

sendo que aqui já consideramos as condições de estacionariedade e simetria

esférica do problema e, por comodidade, mantemos na equação r = r(ξ),

definido implicitamente pelas transformações (5.1).

A parte linear da equação (5.2), dada em sua primeira linha e à qual esta se

resume quando Γ = 2 e que é portanto, o alvo de nosso estudo, pode então ser

discretizada seguindo-se o procedimento apresentado no segundo capı́tulo.

Associando-se então à variável ξ o ı́ndice i e à variável µ o ı́ndice j, obtemos as

equações de diferenças finitas, válidas para pontos internos ao domı́nio

CWΦW + CSΦS + CPΦP + CNΦN + CEΦE = QP , (5.3)
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com os coeficientes dados por

CW =
[r2f(r)]i−1/2,j

(∆ξ)2
(5.4)

CE =
[r2f(r)]i+1/2,j

(∆ξ)2
(5.5)

CS = (rH −M)2
(1− µ2)i,j−1/2

(∆µ)2
(5.6)

CN = (rH −M)2
(1− µ2)i,j+1/2

(∆µ)2
(5.7)

CP = −(CW + CS + CN + CE). (5.8)

A discretização da condição de escoamento sobre uma esfera rı́gida, dada

neste caso por ∂ξΦ = 0, é facilmente implementada via EDT e dispensa mais

comentários. Por outro lado, a aplicação da condição de escoamento sobre

buraco negro requer mais detalhes, como segue.

Como no caso analı́tico, a condição para escoamento sobre buraco negro

é dada pelo cancelamento da divergência da entalpia sobre o horizonte de

eventos, ocasionada pela presença do termo f−1(r)(U0
∞)2 na equação (4.14).

Explicitamente

h2 = f−1(r)(U0
∞)2 − f(r)

(
∂Φ

∂r

)2

− 1

r2

(
∂Φ

∂θ

)2

. (5.9)

Para isso, generalizamos para o presente caso o o desenvolvimento

proposto por Abrahams e Shapiro [3]. Inicialmente observamos que, caso

a quártica r2f(r) tenha r = rH como raiz, o que de fato consideramos

como verdade para nosso estudo (vide terceiro capı́tulo), então f(r) pode ser

expressa na forma

f(r) = − Λ

3r2
(r − rH)

∏
k

(r − rk), (5.10)

em que rk denota as demais raı́zes. Isto quer dizer então que a divergência

da entalpia pode ser anulada se f(r)∂rΦ puder ser expandido para r → rH

suavemente na forma

f(r)
∂Φ

∂r
= −U0

∞ + a1(r − rH) + a2(r − rH)2 + ... (r → rH) (5.11)

em que a1, a2, . . . são coeficientes que podem ser tratados como constantes
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para nosso propósito. Desconsiderando-se termos de ordem quadrática

e superiores, podemos então finalmente obter uma forma tratável para a

condição de contorno sobre o horizonte de eventos

f(r)
∂a1

∂r
= f(r)

∂

∂r

[
f(r)∂rΦ + U0

∞
(r − rH)

]
= 0. (5.12)

A discretização da condição (5.12) em termos da variável ξ resulta então

em uma equação algébrica da forma

CWΦW + CPΦP + CEΦE = QP , (5.13)

a ser resolvida para CW sobre o horizonte de eventos e com coeficientes

CW =

[
f(r)

(r − rH)

]
i−1/2,j

(5.14)

CE =

[
f(r)

(r − rH)

]
i+1/2,j

(5.15)

CP = −(CW + CE) (5.16)

QP = (∆ξ)2

(
rH −M
r − rH

)2

i,j

U0
∞. (5.17)

Em relação aos casos já estudados de escoamento potencial de fluidos

duros através de objetos dados pelas métricas de Schwarzschild e Reissner-

Nordström, obtemos com esta abordagem computacional informações novas,

a respeito do efeito da presença de constante cosmológica. Como no

caso das soluções exatas, as ferramentas de análise que utilizamos são o

comportamento das linhas de corrente e da densidade, além da taxa de

acreção no caso do escoamento através de um buraco negro.

Um fato que não mencionamos até o momento é que a equação para

obtenção das linhas de corrente (4.41) é resolvida através de integração

numérica. O método de nossa escolha é o de Runge-Kutta de quarta ordem

(RK4), próprio para resolver problemas de valor inicial da forma

dy/dx = f(y, x)

y(x0) = y0.

Tratando de soluções exatas sabemos analiticamente f(x, y), mais especifica-

mente (grrUr)/(g
θθUθ). No caso das soluções numéricas, entretanto, sabemos
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o valor de Φ e, portanto, os de suas derivadas, somente nos nós da malha

numérica. Isto requer então a etapa adicional constituı́da de um processo de

interpolação para se avaliar estes valores para quaisquer coordenadas. Para

tal tarefa escolhemos o algoritmo de interpolação bilinear [14].

Para calcularmos a taxa de acreção, resolvemos na malha numérica a

equação Ṅ = −
∫
grr(nUr)

√
−gdΩ, que neste caso assume a forma

Ṅ = −2πκ(rH −M)

∫ 1

−1

h
2−Γ
Γ−1 (ξR, µ)r2(ξR)gξξ(ξR)∂ξΦ|ξ=ξRdµ, (5.18)

sendo o fator multiplicativo 2π devido ao fato de termos usado a simetria

axial da acreção, ξR designa uma superfı́cie que encontra-se o mais próximo

possı́vel do horizonte de eventos e o fator (rH−M) surge de
√
−g = r2(ξ)(rH−M).

Para Γ = 2, o termo contendo h desaparece do integrando, de forma que a

equação (5.18) resume-se neste caso a

Ṅ = −2πκ(rH −M)

∫ 1

−1

r2(ξR)gξξ(ξR)∂ξΦ|ξ=ξRdµ. (5.19)

Como havı́amos previsto no terceiro capı́tulo, a influência de constante

cosmológica passa a ser mais evidente quando esta é tão grande quanto ΛM2 ∼
10−5. No que diz respeito às linhas de corrente, os efeitos de Λ não são visı́veis

graficamente na região de interesse.

No gráfico da figura (5.1) podemos ver que o efeito de uma constante

cosmológica positiva é o de aumentar a densidade do número de partı́culas

do fluido na região de incidência deste sobre o buraco negro e diminuir a

densidade na região oposta, sendo que, para valores negativos da constante

cosmológica ocorre exatamente o oposto. Podemos concluir disso que os

contornos de isodensidade em gráficos como os da figura (5.3) deslocam-se

para a esquerda no caso de uma constante cosmológica positiva expressiva e

para a direita, caso tenhamos uma constante cosmológica negativa. Qualquer

que seja o sinal de Λ, esta tende a influenciar muito pouco sobre a taxa de

acreção, como podemos ver na figura (5.2). O resultado que surge, todavia,

é o de que uma constante cosmológica positiva tende a aumentar a taxa de

acreção, enquanto que uma constante cosmológica negativa atua no sentido

de diminuir a taxa de acreção de fluido para dentro de buracos negros.

Já o efeito da presença de constante cosmológica positiva no escoamento
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Figura 5.3: Escoamento potencial através buracos negros de Reissner-Nordström com
constante cosmológica e velocidade assintótica v∞ = 0.6. Os contornos tracejados indicam
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através de esferas rı́gidas é o de aumentar a densidade do número de

partı́culas na região mais próxima ao redor do objeto, sendo o efeito de

constante cosmológica negativa neste caso o de diminuir a densidade. Para

quaisquer valor de Λ, o efeito é mais acentuado na região θ = π/2, como

podemos ver na figura (5.4). Este padrão indica que os contornos de densidade

tornam-se mais ou menos oblatos, caso Λ seja pronunciadamente positiva ou

negativa, respectivamente. Em gráficos como os da figura (5.5), entretanto,

constatamos que visualmente o efeito é principalmente o de causar expansão

ou contração nos contornos de isodensidades.

Por fim, podemos visualizar nos gráficos das figuras (5.6) a (5.9) como se dá

a concorrência entre a carga elétrica e a constante cosmológica na influência

sobre o padrão angular da densidade do número de partı́culas ao redor de

buracos negros e esferas rı́gidas. Se considerarmos o caso Schwarzschild

como marco padrão, podemos concluir que, para o caso de buraco negro, se

Λ for negativamente pronunciada é preciso uma maior quantidade de carga

elétrica para que a densidade aumente como um todo com relação aos casos

em que a constante cosmológica é positiva. No caso do escoamento através

de esferas rı́gidas, podemos ainda verificar que o aumento de carga elétrica

em contraste com o aumento da magnitude de uma constante cosmológica

positiva ocasiona, inicialmente, uma diminuição na densidade do número

de partı́culas que se acentua nas regiões θ = 0 e θ = π, dado que Λ, neste

caso, tende a aumentar a densidade sobretudo na região θ = π/2. No caso

em que contrastamos um aumento de carga elétrica com um aumento na

magnitude de uma constante cosmológica negativa, percebemos que ambos

os parâmetros atuam no mesmo sentido, o de diminuir a densidade. Vemos

ainda, constrastando-se as figuras (5.8), (5.9) e (4.5) que a alteração provocada

por Λ sobre o padrão se mantém mesmo para valores maiores da carga elétrica.
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Figura 5.5: Escoamento potencial através de esferas rı́gidas de Reissner-Nordström com
constante cosmológica e raio R = 2.5M . A velocidade assintótica do fluido é v∞ = 0.6. Os
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esquerda para a direita. As coordenadas retangulares X e Y se definem como na figura
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Capı́tulo 6

Considerações finais

Apresentamos neste trabalho soluções para o escoamento potencial rela-

tivı́stico de fluidos ideais satisfazendo uma equação de estado barotrópica do

tipo p = ρ nos espaços tempos de Reissner-Nordström com ou sem constante

cosmológica. No caso de constante cosmológica nula, apresentamos soluções

analı́ticas que, embora derivadas de maneira independente, conferem com

resultados agora conhecidos na literatura [23]. No caso onde a constante

cosmológica se faz presente, consideramos tanto valores positivos quanto

negativos para esta. Neste caso, entretanto, faz-se necessária uma análise

numérica para a obtenção do potencial de quadri-velocidades, bem como das

linhas de corrente, dos contornos de isodensidades e da taxa de acreção. Em

qualquer caso, verificamos que o padrão do escoamento, quando analisado

via suas linhas de corrente, difere muito pouco com a variação da carga

elétrica ou da constante cosmológica, sendo a influência destes parâmetros

melhor analisada em termos dos contornos de isodensidades e da taxa de

acreção (no caso do escoamento através de buracos negros). Concluı́mos em

nossa análise que a influência da carga elétrica manifesta-se de forma mais

significativa quando Q/M & 0.1, sendo a influência da constante cosmológica

mais sutil e perceptı́vel somente quando esta for, pelo menos, tão grande

quando |Λ| & 10−6M−2 em uma região limitada por R ∼ 150M .

De nossa análise dos efeitos da carga elétrica sobre o escoamento potencial,

pudemos concluir que esta, no caso das esferas rı́gidas, atua no sentido de

contrair os contornos de isodensidade, ou seja, o de diminuir a densidade de

fluido nas vizinhanças da esfera. No caso do escoamento através de buracos

negros, notamos uma expansão dos contornos de isodensidade, o que implica
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em um aumento na densidade de fluido na sua vizinhança. Vemos ainda que a

taxa de acreção diminui conforme a carga elétrica aumenta. Podemos associar

isto ao fato de um aumento em carga elétrica implicar em uma diminuição no

horizonte de eventos.

No que diz respeito à constante cosmológica, o fato de termos considerado

para esta valores tanto positivos quanto negativos dá-se a tı́tulo de completeza.

Resultados recentes do estudo da cosmologia apontam com cerca de 99%

de confiança para Λ > 0 [24], sendo mais recorrente valores da ordem de1

Λ ∼ 10−52/m2 [24, 25, 26]. Pressupondo-se então valores desta magnitude para

a constante cosmológica, temos que uma relação entre massa e constante

cosmológica tal que ΛM2 ∼ 10−7 implica em M ∼ 1022 massas solares. Se

considerarmos ainda que os buracos negros supermassivos que se acredita

existir no centro das galáxias possuem massa da ordem de até 109 massas

solares [27], podemos concluir que a influência da constante cosmológica

sobre o escoamento potencial de fluidos é de difı́cil detecção em uma escala

de distâncias que podemos chamar de local. De qualquer forma, podemos

concluir a partir de nossa investigação que o efeito de uma constante

cosmológica positiva sobre o escoamento através de buracos negros é o

de aumentar a densidade de fluido na região de incidência e diminuir

esta na região oposta, resultando disto um deslocamento dos contornos de

isodensidade para a direção em que o fluido incide. No caso de constante

cosmológica negativa, observamos o contrário. No caso do escoamento através

de esferas rı́gidas, por outro lado, a influência da constante cosmológica

é observada essencialmente pela expansão ou contração dos contornos de

isodensidade caso esta seja positiva ou negativa, respectivamente.

1A este valor de Λ associa-se o “parâmetro de densidade” ΩΛ = 0.7 [9].
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