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Resumo

Neste trabalho, estuda-se um modelo de infiltração no fundo de uma barragem com

fundo semi-permeável em um meio poroso. O modelo proposto consiste em um problema

de fronteira livre com condições de complementaridade no fundo. A parte da fronteira do

domı́nio, chamada fronteira livre, pode ser encontrada com uma parte da solução. A pressão

do fluido, bem como o fluxo no fundo da barragem são desconhecidos a priori e são definidos

por condições de complementaridade.

Para analisar este modelo, propõe-se uma transformação do tipo Baiocchi para proble-

ma. Obtém-se uma inequação quase-variacional associada ao problema de fronteira livre.

Mostra-se que esta inequação é equivalente ao problema original de fronteira livre. Mostra-se

também que sob condições adicionais, a solução desta inequação quase-variacional é única.

A implementação numérica do modelo é baseada em técnicas de otimização. Implementou-

se uma discretização através de elementos de contorno, obtendo-se um problema de pro-

gramação matemática não-linear com condições de complementaridade. Para resolvê-lo

usou-se o algoŕıtmo dos pontos interiores de Herskovits. Exemplos numéricos são apresen-

tados.
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Abstract

In this work a new model of unconfined flow through the porous dam with semi permeable

bottom are studied. The proposed model consists in free boundary-value-problem with

complementarities conditions on the bottom. The part of the domain boundary, called free

boundary, can be found as a part of solution. The pressure of the flow as well as the flow

velocity on the dam bottom are unknowns a priori and are defined by a complementarities

conditions.

To analyze this model we propose a Baiocchi-like transformation of the problem variables

and obtain a quasivaritaional inequality associated with the boundary-value problem. We

prove that this inequality is equivalent to the original free-boundary-value problem. We also

prove that under some additional conditions the solution of this quasivariational inequality

is unique.

The numerical implementation of the model is based on the optimization approach. We

perform a boundary-element discretization and get a nonlinear mathematical programming

problem with complementarities conditions. To solve it we use Herskovits’s interior point

algorithm. Numerical examples are presented.
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constante, permitindo que eu enxergasse mais longe, através de seus comentários profundos
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momentos, em assuntos do meu interesse no projeto PQI da CAPES da qual fiz parte.

Por fim, mas nem por isso menos importante, gostaria de agradecer a CAPES que finan-

ciou meus estudos de doutorado através do programa PQI. Em particular, a Coordenadora
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1 Introdução

Problemas de Fronteira Livre

Os problemas para os quais a solução de uma equação diferencial satisfaz certas condições

no contorno de um domı́nio prescrito são conhecidos como problemas de valor de contorno.

Em vários casos importantes a fronteira do domı́nio não é conhecida, mas precisa ser de-

terminada como parte da solução. O termo problema de fronteira livre é comumente usado

quando a fronteira está associado a um problema estacionário.

São necessárias duas condições na fronteira livre, uma para determinar a fronteira em

si e a outra para completar a definição da solução da equação diferencial. Também deve-

se fornecer condições convenientes na parte da fronteira fixa e quando conveniente, uma

condição inicial também prescrita como o usual. Nestes modelos apresenta-se um problema

fronteira livre e que também requer a solução de uma equação diferencial eĺıptica.

Neste trabalho, tipicamente um problema de fronteira livre consiste de uma equação

diferencial do tipo eĺıptica definida em um domı́nio limitado juntamente com as condições

de contornos necessárias. Em uma parte da fronteira do domı́nio, a fronteira livre é uma

das variáveis do problema e deve ser determinada como parte da solução. Para tornar isso

posśıvel, adiciona-se condições espećıficas na fronteira livre.

O estudo de fluxo em meio poroso é uma importante fonte de problemas de fronteira

livre, mas especificamente em relação a fenômenos de escoamento que ocorrem na natureza.

Como exemplos, temos escoamento em barragens de terra, escoamento em canais abertos

como os rios e tanques e também em sistemas de irrigação ou poços.

As aplicações práticas são as mais variadas e não aparecem apenas e exclusivamente na

área de fluxos em meio poroso. Muitos outros problemas de fronteira livre aparecem nas

mais variadas áreas, como por exemplo, ondas de choque em gases dinâmicos, fraturas em

mecânica dos sólidos ou problema de parada ótima em teoria de decisão. O interesse prático

em problemas de fronteira livre não está restrito apenas a escoamento de fluidos, mas se

estende também a assuntos relacionados a plasmas f́ısicos, semicondutores e eletroqúımica.

A fronteira livre aparece também em fluxos porosos quando o meio poroso é ocupado por

dois fluidos separados por fina interface, que é a fronteira livre. As interfaces água/ar são as

mais comuns, mas as interfaces água/vapor d’água, óleo/água, óleo/gás e água doce/água
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salgada também são importantes. A afirmação da existência de uma fina interface faz com

que o fluxo poroso seja saturado, ou seja, qualquer parte particular do meio poroso é saturado

por um fluido, esteja contido nele ou não, de modo que existem interface finas, a fronteira

livre, entre as regiões ocupadas pelos diferentes fluidos. Por exemplo, em um fluxo saturado

água/ar alguma porção do meio está seco ou molhado.

A formulação de fronteira livre em fluxo poroso pode ser reconhecido como uma aproxi-

mação de fluxos parcialmente saturados nos quais o fluido contendo parte do meio pode

estar entre zero até o máximo valor correspondente a saturação. Algumas vezes a com-

paração entre a solução matemática de um modelo de fronteira livre com a solução para o

correspondente fluxo parcialmente saturado pode indicar se a hipótese de fluxo saturado é

justificável.

Segurança em Construção de Barragens

Com vista à sua boa execução, no que diz respeito a segurança de construção de bar-

ragens, os órgãos reguladores elaboraram normas relativas ao projeto, à construção, à ex-

ploração e à observação e inspeção de barragens. As normas de construção de barragens dão

cumprimento, na parte que lhes cabe, disposição legal, estabelecendo os prinćıpios gerais que

devem orientar as atividades de construção de barragens que permitam realizar as obras,

com base no projeto aprovado, de forma a garantir a sua qualidade e ainda as atividades de

construção relativas a reforço, demolição e abandono de barragens, bem como a supervisão

da mesma.

A consolidação tem por objetivo proporcionar caracteŕısticas mecânicas adequadas ao

bom comportamento estrutural do conjunto barragem-fundação. A impermeabilização é um

tratamento destinado a controlar o escoamento da água na fundação. A drenagem destina-

se a recolher a água escoada a fim de reduzi-la para valores convenientes a subpressão no

fundo da barragem e nas superf́ıcies de deslizamento potencial. O controle dos trabalhos de

consolidação e impermeabilização da fundação devem garantir a estabilidade da barragem

e o impacto ambiental.

Uma das grandes preocupações com a segurança diz respeito as conseqüências da ruptura

de qualquer parte da obra. Entre elas podemos citar a infiltração, que é o movimento da

água para dentro da superf́ıcie do solo. O tamanho e a disposição dos espaços porosos têm

a maior influência na velocidade de infiltração de um solo. As pequenas barragens de terra
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exigem inspeção regular e manutenção.

Na maioria das barragens, alguma água deverá vazar do reservatório (infiltração) atráves

do fundo da mesma (fundação). Se a intensidade da infiltração for suficientemente grande, o

solo deverá ser erodido na fundação da barragem provocando falhas estruturais na barragem.

Neste caso deve-se adotar procedimentos de emergência. Desta forma deve-se realizar um

controle e um monitoramento regular nos ı́ndices de infiltração no fundo da barragem para

evitar falhas.

Neste trabalho estuda-se o problema de infiltração em barragens com fundo semi-permeável.

O fenômeno representa a perda de fluido no fundo da barragem causado pela infiltração.

Os estudo atuais sobre o assunto são baseados em geral em métodos emṕıricos e es-

tat́ısticos. Métodos numéricos também são utilizados como ferramenta de análise e previsão

de infiltração em fundo de barragens.

Evolução dos Problemas em Meio Poroso

O objetivo deste trabalho é apresentar o modelo f́ısico do problema de infiltração em

barragens com fundo semi-permeável, bem como a modelagem matemática para o mesmo,

a qual propõem um forma de resolvê-lo atráves de um problema quase-variacional. Também

realiza-se neste trabalho uma implementação numérica para este modelo, onde vários testes

foram realizados.

A forma apresentada neste trabalho recai em um problema de fronteira livre. Assim a

solução do problema é um par (ϕ, u), onde ϕ é uma função que determina a posição da

fronteira livre e u o potencial de velocidade do fluido. Neste trabalho, o método utilizado

para mostrar a existência da solução, pela forma empregada, permite também localizar o

intervalo de infiltração no fundo da barragem.

Os métodos utilizados para estudar a existência e unicidade de solução para problemas

em meio poroso são realizados através da teoria de inequações variacionais, empregando

o método da transformada de Baiocchi proposto em [1], [2], [3] e [24]. Essencialmente

este método consiste em transformar um problema de fronteira livre em um problema com

domı́nio fixo. Este novo problema, em geral, pode ser resolvido sob a forma de uma inequa-

ção variacional. A utilização do método de transformação para diversos problemas de infil-

tração pode ser encontrado em [2].

O primeiro problema tratado por este método de transformação, conhecido como proble-
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ma clássico, consiste de um escoamento entre dois reservatórios de ńıveis diferentes separados

por um meio poroso homogêneo e isotrópico. O meio poroso ocupa uma área retangular R

e possui um fundo impermeável. O modelo matemático é definido pela equação de estado

∆u = 0 no domı́nio Ω, onde condições sobre o potencial de velocidade u e o fluxo q ≡ ∂u

∂~ν
são fornecidos sobre a fronteira ∂Ω de Ω e onde ~ν representa a normal exterior.

Figura 1.1: Problema Clássico em Meio Poroso

Vários outros problemas também foram tratados, entre eles podemos citar o caso onde

o meio poroso é constitúıdo por material não-homogêneo. A principal mudança no modelo

aparece na equação de estado que assume a forma div(k∇(u)) = 0, onde k = k(x, y) é o

coeficiente de permeabilidade do meio. Também estuda-se modelos em que o material é

composto de dois meios homogêneos Ω1 e Ω2 com diferentes coeficientes de permeabilidade,

dispostos em ńıveis horizontais ou verticais. Desenhos destes modelos podem ser visualizados

na figura 1.2 da página seguinte.
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Figura 1.2: Problema em Meios Não-Homogêneos

Figura 1.3: Problema Com Dois Fluidos Que Não Se Misturam

Outra forma tratada é um modelo de escoamento não-misćıvel de fluidos com diferentes

densidades. O problema neste caso possui mais de uma fronteira livre (fronteiras livres Γλ1

e Γλ2 na fig. 1.3). Entre estes casos, podemos citar a interação entre água doce e salgada,

água/óleo, entre outros.
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Uma outra classe tratada tem uma significante diferença do ponto de vista matemático.

A descarga Q através de uma seção transversal ao movimento do fluido, que nos casos ante-

riores era uma função expĺıcita, agora torna-se desconhecida. Três casos são considerados. O

primeiro supõe-se que a fronteira correspondente ao reservatório com ńıvel mais alto não seja

vertical. Considera-se o caso em que ela é dada por um segmento inclinado (fig. 1.4). No

segundo, com fundo impermeável não-horizontal (fig. 1.4). Por último, tem-se o problema

que se caracteriza pela presença de um muro vertical impermeável Γλω de comprimento d na

parte superior do reservatório de maior ńıvel (fig. 1.5). Em todos os casos, Q é constante,

porém é desconhecida.

Figura 1.4: Problema com Parede e Fundo Obĺıquos

Figura 1.5: Problema com Parte Vertical Impermeável Γω

6



Em todos esses problemas descritos, a evoporação de água através do meio poroso e a

infiltração no fundo da barragem, foi desconsiderado, o que significa a imposição de uma

condição de Neumann homogênea sobre a fronteira livre e de Dirichlet sobre o fundo da

barragem, respectivamente. Entretanto em alguns casos isso não é apropriado. Por exemplo,

em [36], estuda-se o problema em que a quantidade de água evaporada através de um arco da

fronteira livre é proporcional à projeção horizontal desse arco. A condição sobre a fronteira

livre assume a seguinte forma:
∂u

∂~ν
= Cx, onde C > 0 é a razão de evaporação e ~ν a normal

exterior. Neste modelo a fronteira livre pode não ser monótona.

Em [22] considera-se o caso em que há recarga por chuva ou descarga por evaporação dada

por uma constante C e também a existência de infiltração através do fundo da barragem

dada por uma função l(x). Assim as condições de contorno sobre o fundo assume a forma
∂u

∂~ν
(x, 0) = l(x) e sobre a fronteira livre fica

∂u

∂~ν
(x, ϕ(x)) = −c

√
1 + (ϕ′(x))2, onde y = ϕ(x)

representa a fronteira livre e ~ν a normal exterior. Neste modelo a inequação variacional

obtida depende de C e l(x).

Em [10], [11], [28] e [30] apresenta-se um modelo onde a descarga por transpiração da

área florestal ocorre apenas na área de contato do lençol freático com o sistema radicu-

lar, diferentemente dos casos mencionados acima. Sendo assim, esta descarga depende da

posição do lençol freático, que é desconhecido a priori. Nestes trabalho, o modelo recai em

um problema quase-variacional, onde introduziu-se novos métodos para se obter a existência

da solução.

Apresentação do Trabalho

Os problemas descritos acima, envolvendo ou não, carga ou descarga através da fronteira

livre, possuem fundo da barragem impermeável ou tem uma infiltração dada através de uma

função conhecida a priori. Neste trabalho a infiltração no fundo da barragem ocorre através

de uma condição do tipo complementaridade, ou seja, faz com que o fundo da barragem

possa ser interpretado como uma membrana semi-permeável que possibilita apenas a sáıda

do fluxo do fluido e não o seu retorno para dentro do meio poroso. De qualquer forma ainda

temos um problema de fronteira livre, que ainda é desconhecida e sofre alteração em sua

forma, quando comparada ao modelo clássico.

Entre os métodos numéricos para o problema clássico de barragem em meio poroso,

destaca-se a implementação através de método dos elementos de contorno (B.E.M.), pois
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apresenta a facilidade de se trabalhar com discretização apenas na fronteira da região onde o

problema está definido. A utilização do método dos elementos de contorno, juntamente com

técnicas iterativas, foi apresentada por Ligget [13], menciona-se também [9]. No método

iterativo para problemas em meio poroso, umas das duas condições definidas na fronteira

livre é escolhida para se resolver, a cada iteração, um problema de valor de contorno direto. A

partir de uma aproximação inicial, a posição da fronteira livre é ajustada, a cada iteração,

fazendo com que a outra condição de contorno seja cumprida e dessa forma, o problema

direto é resolvido. Em [25] realiza-se uma implementação numérica para o problema de

infiltração clássico, aplicando-se técnicas de otimização de forma e programação matemática

não-linear.

Este trabalho é dividido em um caṕıtulo introdutório e mais cinco caṕıtulos onde se

desenvolve todo o trabalho, além de um apêndice. O Caṕıtulo 2 é dividido em sete seções.

Nas duas primeiras apresenta-se conceitos básicos de hidrodinâmica e o modelo básico de um

barragem retangular em meio poroso. Nas seções seguintes apresenta-se de forma resumida

os modelos mais significativos em meio poroso, sua formulação matemática e forma usada

para resolvê-los através da transformação de Baiocchi ([3] e [24]).

No Caṕıtulo 3 apresenta-se um modelo para infiltração em barragem com fundo semi-

permeável e sua formulação matemática. O modelo é dado por um problema de valor de

contorno com condições de contato no fundo da barragem, que caracteriza a infiltração

no fundo e sua semi-permeabilidade. Para resolver este problema foi introduzido a trans-

formação de Baiocchi a fim de se obter uma formulação variacional para o mesmo, que é da

forma quase-variacional. Ou seja, transforma-se o problema original na variável u que é de

fronteira livre em um problema de domı́nio fixo na variável w.

No Caṕıtulo 4 apresenta-se vários resultados que permitiram mostrar a equivalência

entre os dois problemas, ou seja, o problema transformado na variável w com o problema

originalmente proposto da variável u, que é de fronteira livre. A inequação quase-variacional

obtida é usada para se fazer o estudo de existência e unicidade da solução do modelo estudo.

No Caṕıtulo 5 são obtidos resultados de existência e unicidade de solução para o modelo.

A partir da inequação quase-variacional é constrúıda uma famı́lia de inequações variacionais.

Das soluções destas inequações variacionais, que existe e é única pelos resultados clássicos

da teoria das inequações variacionais, é extráıda uma seqüência que converge para a solução

da inequação quase-variacional. Este método foi originalmente introduzido em [10], [11] e
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[30].

No Caṕıtulo 6 é apresentada uma implementação numérica para o modelo estudado.

A técnica utilizada para a implementação numérica foi primeiramente apresenta em [25] e

depois em [10]. Ela é baseada na teoria de otimização de forma combinada com o método

de elementos de contorno. O problema de fronteira livre é transformado em um problema

de otimização de forma. O funcional objetivo contém as condições sobre a fronteira livre,

enquanto que a equação de estado, juntamente com as de contato no fundo da barragem e

as demais condições de contorno são consideradas como restrições do problema. Procura-

se pelo mı́nimo do funcional objetivo. Utilizando-se discretização através de elementos de

contorno (B.E.M.), obtém-se um problema de programação matemática não-linear, que é

resolvido pelo algoŕıtmo do ponto interior ([18]).

No Apêndice apresenta-se alguns resultados básicos de análise funcional, EDP e otimização,

a solução do problema variacional com condições de contorno mista no fundo e que surge

na construção da famı́lia de inequações variacionais a partir da quase-variacional e também

o algoŕıtmo do ponto interior.

Os principais resultados deste trabalho são:

• Modelo Matemático

Neste trabalho é apresentado um modelo inédito com formulação matemática para o

problema de infiltração em barragem de meio poroso com fundo semi-permeável. É intro-

duzido o método de transformação de Baiocchi para transformar o problema de fronteira

livre em um problema de domı́nio fixo. Este modelo dá origem a uma inequação quase-

variacional. Mostra-se a equivalência entre este dois problemas. Os resultados referentes a

esta parte estão em:

PIERMATEI FILHO, O.; LEONTIEV, A., Modelo de infiltração em barragem com fundo

semi-permeável. 61o Seminário Brasileiro de Análise (61o SBA), Maio, São João

Del Rei - MG, Brasil, UFSJ (2005). v.1. p.5-12.

• Método para Existência e Unicidade da Solução

Pelo fato da formulação variacional para problema ser quase-variacional, tornou-se necessário

a introdução de um método adequado para se provar a existência da mesma. Usou um
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método semelhante ao usado em [10], [11] e [30]. O método utilizado, pela sua construção,

também permitiu localizar o intervalo da infiltração no fundo da barragem. Mostra-se a

existência para este problema. Os resultados referentes a esta parte estão em:

PIERMATEI FILHO, O.; LEONTIEV, A., Existência e unicidade para o problema de

infiltração em barragem com fundo semi-permeável. 62o Seminário Brasileiro de Análise

(62o SBA), Novembro, Rio de Janeiro - RJ, Brasil, UniRio (2005).v.31. p.1-7.

• Implementação Numérica

Foi utilizado o método de elementos de contorno (B.E.M.), otimização e programação

matemática não-linear para se obter um modelo de simulação computacional para o proble-

ma de infiltração com fundo semi-permeável. Vários exemplos foram apresentados neste

trabalho no Caṕıtulo 6.
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2 Problemas de Escoamento em Barragens

2.1 Conceitos Hidromecânicos Básicos

Temos como objetivo neste caṕıtulo, introduzir conceitos básicos referentes a hidromecânica

e que são estudados de forma ”clássica” em [6], [7], [8], [33] e [38]. Utilizou-se também parte

do texto [10].

Foi Darcy, em 1856, um dos pioneiros nos estudos dos fenômenos de infiltração em meio

poroso. Ele realizou experimentos sobre o fluxo de água em meios (ambiente) cheio de areia

e estabeleceu uma lei de regularidade desse movimento, que é de natureza macroscópica.

Posteriormente, outros pesquisadores realizaram experimentos similares em larga escala.

Ainda no século XIX, Dupuit e Boussinesq forneceram uma embasamento teórico sobre a

hidráulica do movimento de águas subterrâneas.

Apresentaremos agora alguns conceitos e propriedades hidromecânicos, nos quais as bases

da teoria de infiltração devem ser fundamentadas. Tomamos como referências os seguintes

textos: [6], [33] e [38].

Composição do Solo

O solo é um sistema singular, consistindo de part́ıculas minerais e coloidais, cercadas

por água contendo sais dissolvidos e elementos em estado gasoso (ar, vapor d’água). Os

solos podem ser divididos em conglomerados consolidados e não-consolidados (ou fofos). Os

não-consolidados são formados pela quebra de rochas densas. Elas formam solos de dois

tipos básicos: o tipo arenoso (sem coesão) e do tipo argiloso (coeso).

A parte do solo que não está preenchida por material sólido constitui os poros do meio.

Em geral estes poros podem conter partes de ĺıquidos e de gases. Somente os interst́ıcios

(poros) conectados podem agir como condutores elementares dentro da formação. Estes

poros quando conectados entre si formam pequenos canais, os capilares. A água preenche

completamente os espaços do solo e se desloca de regiões de maior pressão para regiões de

pressão muito menor.
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Escoamentos em Meios Porosos

Os meios porosos são constitúıdos por part́ıculas sólidas, granulares, que deixam entre si

interst́ıcios ou poros, formando pequenos canais através dos quais é posśıvel o escoamento

de fluidos. Se um meio tem os vazios totalmente preenchidos por um ĺıquido diz-se que está

saturado desse ĺıquido. Estuda-se neste trabalho escoamentos ĺıquidos nas zonas saturadas

dos meios porosos e fora da influência das forças de capilaridade.

A zona saturada por um ĺıquido com possibilidade de ascensão capilar, se estiver em

contato com a atmosfera, pode situar-se acima da superf́ıcie em que se verifica a pressão

atmosférica - superf́ıcie freática. De fato, acima da superf́ıcie freática existe a franja capilar,

na qual o ĺıquido é retido pelas forças de capilaridade. O teor ĺıquido na franja capilar varia

com a profundidade desde a saturação, no fundo, junto à superf́ıcie freática, até um valor

muito baixo, no topo. Assim, a superf́ıcie de saturação e a superf́ıcie freática não coincidem.

Abaixo da superf́ıcie freática, a pressão é superior à pressão atmosférica.

As formações geológicas naturais, integradas no ciclo hidrológico, denominam-se aqúıferos.

Podem ser freáticos ou confinados, dependendo do escoamento que se fizer, respectivamente,

com superf́ıcie livre ou sob pressão. Os poços abertos em aqúıferos confinados dizem-se

artesianos.

Neste trabalho nos limitaremos aos estudo do escoamento de ĺıquidos nos meios porosos

que se podem considerar como incompresśıveis, isto é, cuja porosidade não varia com a

pressão a que está sujeito o ĺıquido.

A porosidade designa a relação do volume de vazios existentes numa determinada porção

do meio poroso e o volume total da mesma porção.

Alguns meios porosos não podem ser considerados incompresśıveis, isto é, não pode

desprezar-se a variação da sua porosidade com a pressão a que está sujeito o ĺıquido. Tal

pressão influi na tensão efetiva, que se transmite através dos contatos entre as part́ıculas,

ou seja, através da estrutura sólida do meio.

Observa-se que para o escoamento de fluidos, nem sempre está dispońıvel a totalidade

do volume de vazios correspondentes à porosidade acima definida. De fato, um meio poroso

pode reter ĺıquido contra a atração da gravidade devido às forças de atração molecular. No

caso do ĺıquido retido ser a água, deve-se distinguir entre água higroscópica, que só pode

sofrer deslocamento no estado de vapor e a água capilar, que é suscet́ıvel de se mover no

estado ĺıquido.
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Define-se porosidade efetiva relativamente à água como o quociente entre o volume de

vazios dispońıveis para o escoamento da água sob ação da gravidade, no meio saturado, e o

volume total ocupado pelo meio.

O estudo dos escoamentos em meios porosos tem larga aplicação em engenharia civil,

nas áreas da geotecnia, da hidrologia de águas subterrâneas e do saneamento.

Lei de Darcy e Permeabilidade

A diferença da altura piezométrica entre dois pontos (ou duas seções) de um meio poroso

saturado de um ĺıquido dá lugar ao escoamento deste.

Em função das reduzidas dimensões transversais dos capilares, o ĺıquido circula neles com

lentidão. Devido à baixa velocidade do escoamento através desses capilares e às reduzidas

dimensões transversais dos mesmos, é de esperar que o escoamento seja laminar, como no

caso de tubos ciĺındricos. Assim a velocidade é proporcional à perda de carga unitária.

O emaranhado dos capilares formados pelos interst́ıcios (poros) dos grãos de um meio

poroso é tão complexo que desafia a sua descrição racional, a não ser de um ponto de

vista estat́ıstico. Assim, torna-se muito dif́ıcil analisar o movimento através dos capilares

individualmente.

A forma habitual de estudar o escoamento em meios porosos consiste em considerar, não a

velocidade efetiva através dos capilares, mas uma velocidade aparente no meio poroso. Esta

forma macroscópica de analisar o escoamento de fluidos em meios porosos foi estabelecida

por Darcy em 1856, no trabalho Fontaines Publiques de la Ville de Dijon e que é conhecida

hoje em dia por lei de Darcy, que é dada pela expressão:

V = −k grad
(
y +

p

γ

)
,(2.1)

onde V = V(x, y) é a velocidade do fluido, p = p(x, y) é a pressão na área ocupada pelo

fluido, γ é o peso espećıfico do fluido (γ = ρg, onde ρ representa a sua massa espećıfica e g

o módulo da aceleração da gravidade) e k é o coeficiente de permeabilidade do meio poroso

em relação ao fluido.

Observa-se que a permeabilidade depende da porosidade efetiva, das caracteŕısticas do

meio (através das dimensões dos capilares) e a viscosidade do ĺıquido.

A permeabilidade de um meio depende da natureza (areia, material sedimentar, etc.), da

forma das part́ıculas (esferoidal, lamelar) e das dimensões e arranjo delas. Os meios porosos

13



naturais são na sua maioria anisotrópicos, apresentando em geral, maior permeabilidade na

direção horizontal do que na direção vertical.

Observa-se também que a lei de Darcy é válida quando o regime do escoamento nos

capilares é laminar. Quando o regime do escoamento é turbulento, existe outra lei para o

escoamento e que não será tratada aqui neste trabalho. A velocidade nos escoamentos em

meios porosos (seja velocidade aparente ou a velocidade efetiva) é necessariamente pequena,

pois a linha de energia e a linha piezométrica podem ser consideradas coincidentes. Assim,

na fórmula de Darcy, o coeficiente de permeabilidade é geralmente considerado como a perda

de carga piezométrica unitária, também chamada de gradiente hidráulico.

Um meio diz-se isotrópico em relação à permeabilidade quando o valor desta, num ponto,

é independente da direção do escoamento. Se, além disso, a permeabilidade é constante em

todos os pontos, o meio diz-se homogêneo e isotrópico. Em tal meio, a permeabilidade é

representada apenas um único valor k.

Em um ĺıquido em movimento (ou em repouso) num meio poroso, é posśıvel definir

superf́ıcies com igual valor das alturas piezométricas - superf́ıcies isopiezométricas.

O escoamento se dá dos pontos (ou seções) de maior altura piezométricas para os

pontos (ou seções) de menor altura piezométrica. Se um meio homogêneo e isotrópico

tiver duas superf́ıcies isopiezométricas muito próximas, o percurso do escoamento será o

mais curto posśıvel, o que significa que as linhas de corrente são normais às superf́ıcies

isopiezométricas. Para os escoamentos planos podem traçar-se feixes de linhas de corrente

e de linhas isopiezométricas, que são normais entre si (nos meios homogêneos e isotrópicos).

Observa-se que quando a lei de Darcy se reduz a forma V = − grad
(
Ky
)
, o campo

de velocidade aparente de um escoamento num meio homogêneo e isotrópico deriva de uma

função potencial φ = Ky, ou seja, V = − grad φ. Isto justifica o termo correntemente

utilizado de superf́ıcie equipotenciais para as superf́ıcies isopiezométricas.

Tipos de Fronteiras em Barragens

Ao tratar de problemas de escoamento de água em barragens sob estruturas hidráulicas,

no corpo de barragens de terra e também em escoamento de água de canais até o subsolo,

podem aparecer quatro tipos de fronteira para a região de fluxo ou alagadas:

(a) Fronteiras Impermeáveis: são os contornos subterrâneos das estruturas hidráulicas e

também a fronteira da região de fluxo com solos impermeáveis. Não há fluxo de água
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através de tais fronteiras. As fronteiras impermeáveis são linhas de fluxos ao longo

das quais devem assumir valor constante. Usualmente as fronteiras impermeáveis

consistem de segmentos retiĺıneos.

(b) Fronteiras de Reservatórios de Água: são os limites entre as região de fluxo e reser-

vatórios de água. Para grande dimensões de reservatórios de água, pode-se considerar

que a pressão da água está distribúıda de acordo com a lei da hidrostática, ou seja,

a pressão é dada por: p = pa + ρg(h1 − y), onde pa é a pressão na superf́ıcie do

reservatório e igual a pressão atmosfériaca, h1 é a altura do reservatório, y é a altura

medida a partir de um ponto horizontal x no reservatório.

(c) Linha de Fronteira Livre: consiste de uma linha separanto a parte seca do solo da parte

molhada. Aqui pode-se considerar que a pressão é igual à pressão atmosférica, pois os

poros do solo estão em contato mútuo com o ar (pa = 0). Por causa da presença de

capilaridade do solo, assume-se que ao longo da fronteira livre a pressão tem um valor

constante, menor que a pressão atmosférica em grandeza, mas levando em consideração

a altura da capilaridade calculada no solo: p = pa + ρghk.

(d) Superf́ıcie de Percolação: em barragens de terra podem existir faixas onde a água flui

para fora, não para o interior de um reservatório de água, mas sim diretamente para

a atmosfera. Tais faixas são chamadas superf́ıcies de percolação e podem aparecer

também ao longo de paredes de poços, canais de drenagem e outros. Ao longo da

superf́ıcie de percolação a pressão deve ser igual a pressão atmosférica.

(e) Fronteira Semi-Permeável: a semi-permeabilidade é uma condição de contorno que

ocorre quando uma membrana de espessura despreźıvel permite a passagem de fluido

apenas em um dos sentidos, impedindo fluxo no sentido contrário. As condições de

contorno podem ser caracterizadas como do tipo complementaridade. Neste caso, a

propriedade da membrana faz com que a pressão interior em um ponto da fronteira

semi-permeável seja estritamente menor que uma pressão exterior dada p0(x, y), im-

pedindo a passagem de fluxo e quando a pressão interior em um ponto da fronteira é

igual a pressão exterior p0(x, y), tem-se fluxo de flúıdo através da fronteira deste tipo.

As conseqüências das caracteŕısticas de cada fronteira para a formulação matemática de

problemas de infiltração serão vistas nas seções seguintes.
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2.2 Barragem Retangular

Um simples caso de escoamento através de uma barragem de meio poroso, separando

dois reservatórios de diferentes ńıveis (alturas piezométricas) pode ser considerado como o

fluxo estacionário saturado de um fluido incompresśıvel através de um meio homogêneo e

isotrópico. A barragem retangular tem as paredes verticais paralelas e o fundo é horizontal,

que pode ser impermeável (modelo clássico) ou permitir infiltração no fundo semi-permeável.

Estes casos tem sido estudado por vários autores como modelo de problemas avaliando novos

métodos de solução para problemas de fronteira livre.

Considera-se dois reservatórios com ńıveis h1 e h2 (h1 > h2), respectivamente, separados

por um meio poroso ABEF com uma base AB de comprimento l. O segmento vertical CD

determina a superf́ıcie de percolação e a curva DF a fronteira livre.

Figura 2.1: Barragem Retangular

Observa-se que o conhecimento da rede de escoamento e da permeabilidade permite

determinar o caudal escoado através da barragem.
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2.3 O Problema Clássico de Filtração em Meio Poroso

Modelo F́ısico do Problema Clássico de Barragem

Considera-se dois reservatórios com ńıveis h1 e h2 (h1 > h2), respectivamente, separados

por um meio poroso ABEF, constituindo a barragem, de comprimento L e com uma base

Γ0, que no modelo clássico, é considerada impermeável.

Figura 2.2: Problema clássico da barragem

A diferença entre os ńıveis provocará um escoamento do fluido formando uma área satu-

rada Ω em ABEF, cuja parte da fronteira dada pela curva DF, Γλ, é livre. A parte Γσ da

fronteira, segmento CD, é conhecida como superf́ıcie de percolação.

A equação de estado é obtida a partir da lei de Darcy:

V = −k grad
(
y +

p

γ

)
, em Ω,(2.2)

onde V = V(x, y) é a velocidade do fluido em Ω, p = p(x, y) é a pressão na área ocupada

pelo fluido, γ é o peso espećıfico do fluido (γ = ρg, onde ρ representa a sua massa espećıfica
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e g o módulo da aceleração da gravidade) e k é o coeficiente de permeabilidade do meio

poroso em relação ao fluido.

Foi considerado neste estudo um fluido ideal, ou seja, escoamento permanente, o meio

poroso é homogêneo com coeficiente de permeabilidade constante k = 1. Assim, tomando

u = y +
p

γ
(2.3)

pela lei de Darcy tem-se:

V = − grad u, em Ω,(2.4)

logo u é potencial de velocidade.

A equação da continuidade é dada por:

Dρ

Dt
+ ρdivV = 0.(2.5)

Da incompressibilidade do fluido, segue-se que divV = 0, que junto com (2.4) dá a

equação de estado:

∆u = 0, em Ω.(2.6)

Para terminar a dedução do modelo, define-se as condições na fronteira de Ω:

(a) As fronteiras juntos ao reservatórios, Γ1 e Γ2: Considera-se Γ1. Desprezando

a velocidade do fluido no reservatório em relação ao interior da barragem, pode-se

dizer que o mesmo encontra-se em repouso e portanto, u é constante no interior do

reservatório. Dessa forma, Γ1 é uma linha equipotencial, ou seja,

u = Const. sobre Γ1.

Observando que na superf́ıcie há contato do fluido com a atmosfera, tem-se p = 0 e

assim, segue-se de (2.3) que u = h1. Desta forma, tem-se

u = h1 sobre Γ1.(2.7)

Analogamente,

u = h2 sobre Γ2.(2.8)

(b) A superf́ıcie de percolação Γσ: Como em Γσ há contato do fluido com a atmosfera,

tem-se p = 0 e assim, segue de (2.3) que

u = y sobre Γσ.(2.9)
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(c) A fronteira livre, desconhecida a priori Γλ: O caso clássico prevê a ausência de

qualquer tipo de descarga ou recarga (evaporação ou infiltração). Dessa forma, tem-se:

∂u

∂~ν
= 0 sobre Γλ,(2.10)

onde ~ν é o vetor normal exterior. Além disso, a pressão ao longo de toda a fronteira

livre é igual a pressão atmosférica, que é assumida como zero. Dessa forma, obtém-se

u = y sobre Γλ.(2.11)

(d) A base impermeável Γ0: Como o fluido não pode atravessar a base impermeável, a

componente normal da velocidade é igual a zero ao longo de Γ0, ou seja, V · ~ν = 0,

onde ~ν é o vetor normal à fronteira. Dessa forma, obtém-se

∂u

∂~ν
= 0 sobre Γ0.(2.12)

Modelo Matemático para o Problema Clássico de Barragem

A formulação matemática para o problema pode ser dada na seguinte forma:

Problema 2.1 Sejam L, h1, h2 ∈ IR satisfazendo L > 0 e 0 < h2 < h1. Encontrar uma

função não-crescente y = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ L, com

ϕ(0) = h1 e ϕ(L) > h2

e uma função u(x, y), (x, y) ∈ Ω, onde

Ω = {(x, y)| 0 < y < ϕ(x), 0 < x < L},

satisfazendo:

(i) ∆u = 0 em Ω e u ∈ C0(Ω),

(ii)





u(0, y) = h1 sobre Γ1 (0 ≤ y ≤ h1),

u(L, y) =

{
h2 sobre Γ2 (0 ≤ y ≤ h2),

y sobre Γσ (h2 ≤ y ≤ ϕ(L)),
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(iii)





u(x, y) = y sobre Γλ (y = ϕ(x), 0 < x < L),

∂u

∂~ν
(x, y) = 0 sobre Γλ (y = ϕ(x), 0 < x < L),

(iv) q =
∂u

∂~ν
= 0 sobre Γ0,

onde q =
∂u

∂~ν
é o fluxo normal do potencial.

Embora Γλ seja desconhecida, tem-se duas condições para determinar sua posição: u = y

e q = 0. Sendo ϕ a função que determina a altura da fronteira livre no ponto de abscissa x,

então pela Proposição 7.3 (Apêndice), ϕ é estritamente decrescente.

Verifica-se que o Problema 2.1 possui uma única solução {u,Γλ} tal que u ∈ H2(Ω) ∩

C0(Ω) e Γλ é suave. O método utilizado para esse fim, dito de transformação ([1], [2], [3],

[4] e [24]), consiste em utilizar uma mudança de variável conhecida como transformação de

Baiocchi, para transformar o problema definido em um domı́nio com fronteira livre, em um

outro equivalente com domı́nio fixo. Para o novo problema, que aparece sob a forma de uma

inequação variacional, obtém-se os resultados de existência e unicidade de solução.

2.4 Solução Anaĺıtica Para o Problema Clássico de Barragem em

Meio Poroso

Para regiões com geometria simples, existem fórmulas anaĺıticas para encontrar a posição

de Γλ, como o estudo apresentado em [33] e [6]. No caso de uma região retangular, tem-se:

x = L−
∫ τ

0

K(sen2 τ ) sen τ dτ√
(1 − α sen2 τ )(1 − β sen2 τ )

, 0 ≤ τ ≤ π/2,

y = h2 + h0 +

∫ τ

0

K(cos2 τ ) sen τ dτ√
(1 − α sen2 τ )(1 − β sen2 τ )

, 0 ≤ τ ≤ π/2,

Aqui K(τ ) denota a integral eĺıptica completa de primeiro tipo, dada por

K(ξ) =

∫ π
2

0

dϕ√
1 − ξ sen2ϕ

=
π

2

[
1 +

(1

2

)2

ξ2 +
(1 · 3

2 · 4

)2

ξ2 + ...

]
,

e α, β ∈ (0, 1) são parâmetros que definem a geometria do problema, isto é, definem os
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valores h1, h2 e L:

h1 =

∫ π
2

0

K(α+ (β − α) sen2 τ ) dτ√
β − α + (1 − β) sen 2 τ

,

h2 =
√
α

∫ π
2

0

K(α sen2 τ )sen τ dτ√
(1 − α sen2 τ )(β − α sen2 τ )

,(2.13)

L =

∫ π
2

0

K(α+ (1 − β) sen2 τ ) dτ√
1 − α − (β − α) sen 2 τ

.

Para o comprimento da superf́ıcie de percolação obtém-se:

h0 =

∫ τ

0

K(cos2 τ ) sen τ cos2 τ dτ√
(1 − (1 − α) sen2 τ )(1 − (1 − β) sen2 τ )

.

2.5 Formulação Variacional Para o Problema Clássico de Bar-

ragem em Meio Poroso

Apresentamos agora, em linhas gerais, o método de transformação de C. Baiocchi intro-

duzido em [1] e [2], bem como a formulação variacional para o Problema 2.1. Nesta seção

nos basearemos no método utilizado em [24]. Outras referências são [3] e [4].

Define-se a descarga de fluido através de qualquer linha l, unindo um ponto de Γ0 a outro

de Γλ por:

Ql =

∫

l

V · ~ν dl,

onde l é uma linha ligando o fundo da barragem Γ0 e a fronteira livre Γλ e ~ν é o vetor normal

a l.

Para o caso particular em que l é uma seção vertical de Ω, temos

Q(x) = −
∫ ϕ(x)

0

ux(x, t)dt,

onde ux(x, y) representa a derivada do campo potencial u(x, y) na direção x.
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Lema 2.1 (Fórmula de Dupuit) Se u é solução do Problema 2.1, então:

Q(x) =
h2

1 − h2
2

2L
.

Lema 2.2 Se u(x, y) é uma solução do Problema 2.1, então u(x, y) > y, ∀(x, y) ∈ Ω.

Seja agora w solução do problema de Cauchy

{
wy = y − u em Ω,

w(x, y) = 0 sobre Γλ.

Assim,

w(x, y) =

∫ ϕ(x)

y

[u(x, t)− t]dt.(2.14)

Seja R = (0, L) × (0, h1) e considere a extensão nula de w em R, ainda denotada por w,

dada por: {
w(x, y), (x, y) ∈ Ω,

0, (x, y) ∈ R \Ω.

Observamos que w ≥ 0 em R e w > 0, ∆w = 1 em Ω, que pode ser verificado em [15] e

[24].

As condições nas fronteiras Γ1,Γ2 e Γσ são dadas, respectivamente, por:

w(0, y) =

∫ ϕ(0)

y

[u(0, t)− t]dt =

∫ h1

y

(h1 − t)dt =
(h1 − y)2

2
,

w(L, y) =

∫ ϕ(L)

y

[u(L, t)− t]dt =

∫ h2

y

(h2 − t)dt =
(h2 − y)2

2
,

w(L, y) =

∫ ϕ(L)

y

[u(L, t)− t]dt =

∫ ϕ(L)

y

[t− t]dt = 0.

Como não há uma condição para u sobre Γ0, torna-se necessário a utilização da fórmula

de Dupuit para obter-se o valor de w em Γ0:

wx(x, 0) =

∫ ϕ(x)

0

ux(x, t)dt+ [u(x, ϕ(x))− ϕ(x)]ϕ′(x) = −Q(x) =
h2

2 − h2
1

2L
,
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e portanto,

w(x, 0) =
h2

1

2
− h2

1 − h2
2

2L
x.

Finalmente segue-se da definição de w que w = 0 no restante de ∂R.

Seja

g(x, y) =





1
2
(h1 − y)2 +

x

2L
[(h2 − y)2 − (h1 − y)2], 0 ≤ y ≤ h2,

1
2
(h1 − y)2 − x

2L
(h1 − y)2, h2 ≤ y ≤ h1.

Segundo a definição de g(x, y), g = w e g ∈ H2(R).

Lema 2.3 Seja w a função dada por (2.14). Então, ∀ξ ∈ C∞
0 (R),

∫

R

(∇w · ∇ξ)dxdy +

∫

R

IΩ ξdxdy = 0,

∀ξ ∈ C∞(R) que se anula em x = 0, x = L e y = 0.

Agora definindo o conjunto convexo K por

K = {v ∈ H2(R) | v ≥ 0 em R, v = g sobre ∂R},(2.15)

tem-se que w ∈ K e usando o Lema 2.3, a fórmula de Green, a equação de estado para w em

Ω e as condições no contorno ∂R, chega-se à seguinte inequação variacional para a função

w:

w ∈ K,

∫

R

[∇w · ∇(v − w)]dxdy ≥ −
∫

R

(v − w)dxdy, ∀v ∈ K.(2.16)

Segue-se assim o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Seja {u, ϕ} uma solução do Problema 2.1, com ϕ(x) suave e u ∈ H1(Ω) ∩

C0(Ω). Considere-se w dada por (2.14) e

w(x, y) =

{
w(x, y), (x, y) ∈ Ω,

0, (x, y) ∈ R \Ω.

Então, w satisfaz

w ∈ K,

∫

R

[∇w · ∇(v − w)]dxdy ≥ −
∫

R

(v − w)dxdy, ∀v ∈ K,

onde K é definido em (2.15).
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Uma consequência do Teorema 2.1 é

Corolário 1 Se {u, ϕ} é uma solução do Problema 2.1, com ϕ(x) suave e u ∈ H1(Ω) ∩

C0(Ω), então a solução do Problema 2.1 é única.

Mostraremos a seguir de forma resumida que a inequação variacional (2.16) é equivalente

ao Problema 2.1 que por consequência possui uma única solução.

Pelo Teorema 7.1 (Apêndice), a inequação variacional (2.16) possui uma única solução

w(x, y). Além disso, segue-se das Proposições 7.1 e 7.2 que w ∈ W 2,p(R) ∩ C1,λ(R), para

1 ≤ p <∞, 0 < λ < 1.

Seja Ω o aberto definido por

Ω = {(x, y) ∈ R |w(x, y) > 0},

e observa-se que

∆w = 1 em Ω e w = wx = wy = 0 em R \Ω.

A fim de se definir ϕ e estudar o seu comportamento, são dados quatro lemas.

Lema 2.4 A função w satisfaz wx ≤ 0 e wy ≤ 0 em R.

Lema 2.5 Seja P0 = (x0, y0) ∈ R e considere os conjuntos dados por

Q+(P0) = {(x, y) ∈ R |x > x0, y > y0}

e

Q−(P0) = {(x, y) ∈ R |x < x0, y < y0}

Se P0 ∈ R \Ω, então Q+(P0) ⊂ R \Ω e se P0 ∈ R ∩ ∂Ω, então Q−(P0) ⊂ Ω.

Lema 2.6 Sejam Γ4 a parte da fronteira de R definida por

Γ4 = {(x, h1) | 0 < x < L}.

A função w satisfaz wy = 0 sobre Γ4. Além disso, ∂Ω ∩ Γ4 = ∅ e ∂Ω ∩R 6= ∅.
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Define-se agora a função ϕ(x) da seguinte maneira:

ϕ(x) = inf{y | (x, y) ∈ R \Ω} para 0 < x < L,

(2.17)

ϕ(0) = lim
x→0+

ϕ(x), ϕ(L) = lim
x→L−

ϕ(x).

De acordo com o Lema 2.5, a função ϕ(x) é não-crescente. Em particular, ϕ(x) é não-

crescente em uma vizinhança de x = 0 e x = L e portanto, os limites acima existem.

Lema 2.7 O conjunto ∂Ω∩R não contém segmentos paralelos aos eixos x ou y. Logo ϕ(x)

é cont́ınua e estritamente decrescente.

Definindo a função u := y − wy, verifica-se que u satisfaz a equação de estado e as

condições de contorno do Problema 2.1. Assim, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 2.2 O Problema 2.1 admite uma única solução {u, ϕ}. Em particular, sendo w

uma solução da inequação variacional (2.16) e definindo

u = y − wy,

e ainda sendo ϕ como em (2.17), então o par {u, ϕ} é a solução do Problema 2.1.

A formulação 2.16 possui uma interpretação mecânica, Figura 2.3. A função w(x, y)

define o deslocamento de uma membrana sobre um obstáculo ŕıgido. A membrana ocupa

uma área cuja projeção no plano (x, y) é igual a R e suas extremidades estão situadas a

altura definida pela função g(x, y), (x, y) ∈ ∂R. A força externa aplicada sobre a membrana

é igual a f = −1 e o obstáculo coincide com o plano 0xy.
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Figura 2.3: Interpretação da Formulação Variacional

do Problema Clássico de Barragem em Meio Poroso

A formulação variacional é usada para provar a existência e a unicidade da solução do

Problema 2.1 e pode servir também para modelagem numérica aplicando-se métodos para

resolução dos problemas de contato ([3]).

2.6 Problema com Fluxo Conhecido no Fundo da Barragem

Os trabalhos [15], [16], [22] e [23] do final da década de 70 e ińıcio dos anos 80, intro-

duziram modelos de problemas em meio poroso e de fronteira livre envolvendo infiltração no

fundo da barragem. Em todos os casos eles usaram o método da transformada de Baiocchi

para obter um problema equivalente e usaram os resultados clássicos de inequações varia-

cionais para mostrar a existência e a unicidade da solução. Nestes trabalhos, os autores se

mostraram mais interessados em estudar, entre outras coisas, o comportamento da fronteira

livre quanto existência ou não da monotonicidade da mesma.
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Problema 2.2 Sejam L, h0, h1, h2 ∈ IR satisfazendo L > 0, 0 < h0 < h1 e 0 < h2 < h1.

Estudar o comportamento de uma função y = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ L, com

ϕ(0) = h1 e ϕ(L) > h2

e uma função u(x, y), (x, y) ∈ Ω, onde

Ω = {(x, y)| 0 < y < ϕ(x), 0 < x < L},

satisfazendo:

(i) ∆u = 0 em Ω e u ∈ C0(Ω),

(ii)





u(0, y) = h1 sobre Γ1,

u(L, y) =

{
h1 sobre Γ2,

y sobre Γσ,

(iii)

{
u(x, y) = y sobre Γσ ∪ Γλ,

q = l(x) sobre Γ0,

(iv) q = −C [1 + (ϕ′(x))2]1/2 sobre Γλ,

onde q =
∂u

∂~ν
e ~ν é o vetor normal exterior a Γ0 ∪ Γλ, C > −1 é constante, l(x) é uma

função conhecida e que é Hölder cont́ınua em [0, L], satisfazendo l(0) = l(L) = 0. Quando

l(x) > 0 temos fluido movendo para baixo de Γ0 e quando l(x) < 0, temos fluido movendo

para cima através de Γ0. O termo −C [1+ (ϕ′(x))2]1/2 seria responsável pela evaporação da

água através da fronteira livre.

Observe que este problema, também de fronteira livre, tem uma infiltração no fundo da

barragem que é conhecida a priori. Este problema é transformado, via método de Baiocchi,

em um problema de fronteira fixa e que ainda é de natureza variacional. Não aparece muita

coisa nova no que diz respeito a existência e unicidade da solução. Embora seja um problema

que generaliza o problema clássico proposto por Baiocchi, não apresenta novidades do ponto

de vista do estudo da solução. Nestes trabalhos o que aparece de significativo é o estudo do

comportamento da fronteira livre (fig. 2.4).
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Figura 2.4: Modelo com Fluxo Conhecido no Fundo da Barragem

2.7 Modelo Matemático do Impacto Florestal

Em [10], apresentou um modelo de problema de natureza quase-variacional. Foram

vários trabalhos apresentados e que deram origem a esta tese, entre eles, podemos citar [11],

[25], [26], [27], [28], [29] e [30]. Neste modelo existe a possibilidade de ocorrer um fluxo de

fluido através do lençol freático, o que acontece quando o aqúıfero entra em contato com o

sistema radicular (fig. 2.5).
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Figura 2.5: Problema do Impacto Florestal

Seja R = [0, L]×[0, h0] a região ocupada pelo meio poroso e S = [0, L]×[h0, h1] o sistema

radicular de profundidade d > 0, cuja distância do fundo de R é h0. Supõe-se que na parte

do lençol freático em que há o contato com o fundo do sugador S0 = {x ∈ IR | 0 ≤ x ≤

L e y = h0}, ocorre um fluxo por sucção de razão dada pela função diferenciável ε(x) ≥ 0.

A parte Γw = {y ∈ IR | h0 ≤ y ≤ h1, x = 0} de S é considerada impermeável. A área de

contato entre o aqúıfero e S0 é desconhecida a priori. Define-se o restante da fronteira ∂R

de R da seguinte forma:

Γ1 := {y ∈ IR | 0 ≤ y ≤ h0, x = 0},

Γ2 := {y ∈ IR | 0 ≤ y ≤ h2, x = L},

Γ0 := {x ∈ IR | 0 ≤ x ≤ L, y = 0},

Γσ := {y ∈ IR | h2 ≤ y ≤ ϕ(L), x = L},

Γλ := {y = ϕ(x), 0 < x < L}.
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A formulação matemática para o Problema do Impacto Florestal pode ser dada na

seguinte forma:

Problema 2.3 Sejam L, h0, h1, h2 ∈ IR satisfazendo L > 0, 0 < h0 < h1 e 0 < h2 < h1.

Encontrar uma função não-crescente y = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ L, com

ϕ(0) = h1 e ϕ(L) > h2

e uma função u(x, y), (x, y) ∈ Ω, onde

Ω = {(x, y)| 0 < y < ϕ(x), 0 < x < L},

satisfazendo:

(i) ∆u = 0 em Ω e u ∈ C0(Ω),

(ii)





u(0, y) = h1 sobre Γ1,

u(L, y) =

{
h1 sobre Γ2,

y sobre Γσ,

(iii)

{
u(x, y) = y sobre Γσ ∪ (Γλ \S0),

q = 0 sobre Γ0 ∪ (Γλ \S0),

(iv) q = −ε(x) sobre Γλ ∩ S0,

onde q =
∂u

∂~ν
(x, y). ~ν é o vetor normal exterior a Γ0∪Γλ e ε(x) ≥ 0 é uma função diferenciável.

Observe que este problema também tem fronteira livre. O método introduzido para

resolver este problema é semelhante ao usado no modelo clássico.

Introduz-se uma transformada do tipo Baiocchi com o objetivo de obter um novo proble-

ma em domı́nio de fronteira fixa:

w(x, y) =

∫ ϕ(x)

y

[u(x, t)− t]dt+ w0(x), em Ω.(2.18)

onde {
w0 ∈ C1[0, L], w0(0) = d2/2, w0(L) = 0,

w′′
0(x) = −ε(x), x ∈ [0, l0] e w′′

0(x) = 0, x ∈ (l0, L].
(2.19)
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Mostra-se que as condições de contorno satisfeitas por w(x, y) sobre a fronteira ∂R de R

são as mesmas obtidas no modelo clássico. Obtém-se também:

wx(x, 0) = −Q(x) + w′
0(x),

de onde se obtém sobre Γ0:

w(x, 0) =
h2

1

2
− h2

1 − h2
2

2L
x.

Seguindo as idéias originais mostra-se o seguinte resultado:

Teorema 2.3 Seja {ϕ, u} uma solução do Problema 2.3, ϕ(x) uma função suave e u ∈

H1(Ω)∩C0(Ω). Considere w dada por (2.18), w0(x) definida pelas condições (2.20), w0(x, y) ≡

w0(x) para (x, y) ∈ R e

w(x, y) =

{
w(x, y), (x, y) ∈ Ω,

w0(x, y), (x, y) ∈ R \Ω.

Então w satisfaz

w ∈ K0,

∫

R

∇w · ∇(v − w)dxdy ≥ −
∫

R

(v − w)dxdy, ∀v ∈ K0,(2.20)

onde

K0 = {v ∈ H1(R) | v ≥ w0 em R e v = G sobre ∂R}(2.21)

e G ∈ C1(R) uma função que coincide com os valores de w sobre ∂R e G ∈ C2(U ), para

algum aberto U ⊂ R com (∂R \S0) ⊂ ∂U .

Observação 2.1 Pela definição da função w0, o conjunto K0 depende implicitamente do

ponto l0 e portanto, do fluxo através da área de contato de Γλ. Tal área é desconhecida a

priori e é definida pela função w. Desta forma temos que (2.20)-(2.21) se carateriza como

uma inequação quase -variacional.

Usando técnicas semelhantes introduzidas no modelos clássico, obtém-se vários resul-

tados análogos ao mesmo e que permitem conduzir ao seguinte resultado que mostra a

equivalência entre os problemas:

Teorema 2.4 Seja w ∈ W 2,p(R) ∩ C1,λ(R), com 1 ≤ p < ∞ e 0 < λ < 1, uma solução

da inequação quase-variacional (2.20)-(2.21). Sejam Ω o conjunto definido por {(x, y) ∈
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R |w(x, y) > w0(x, y)} e u := y − wy em Ω. Assuma que ε(x) ≥ 0, diferenciável, satisfaça

a condição ∫ L

0

ε(x) ≤ h2
0 − h2

2

2L

e ε′(x) ≥ 0. Defina ϕ(x) por

ϕ(x) = inf{y | (x, y) ∈ R \Ω}, para l0 < x < L,

ϕ(l0) = lim
x→l+0

ϕ(x), ϕ(L) = lim
x→L−

ϕ(x).

Então o par {u, ϕ} é solução do Problema 2.3.

Observamos que a hipótese ε′(x) ≥ 0 garante que wx ≤ w0
x em Ω, o que significa que o

fluxo é sempre não-negativo, ou seja, o fluido sempre escoa do lado esquerdo para o lado

direito e nunca na direção oposta.

Para mostrar a existência e unicidade da solução do problema, foi introduzido um método

inédito, que consiste em construir uma famı́lia de inequações variacionais e em seguida obter

uma seqüência formada pelas suas soluções que converge para a solução da inequação quase-

variacional (2.20)-(2.21).

O problema variacional aproximado pode ser constrúıdo segunda as idéias expostas a

seguir. Para cada l ∈ [0, L] fixo, denota-se por w0
l (x, y) a respectiva função definida a

partir das condições impostas sobre w(x, y). Assim, obtém-se uma inequação variacional

dependente do parâmetro l:

w ∈ Kl,

∫

R

∇w · ∇(v − w)dxdy ≥ −
∫

R

(v − w)dxdy, ∀v ∈ Kl,(2.22)

onde

Kl = {v ∈ H1(R) | v ≥ w0 em R e v = Gl sobre ∂R}(2.23)

e G é definida a partir dos valores de w sobre ∂R, substituindo-se w0(x, y) por w0
l (x, y).

A inequação variacional (2.22)-(5.2) possui solução única, denotada por wl(x, y), pelo

Teorema 7.1 (Apêndice). Além disso, w ∈ W 2,p(R) ∩ C1,λ(R) para 1 ≥ p < ∞, 0 < λ < 1,

pelas Proposições 7.1 e 7.2 (Apêndice).

Seja o seguinte aberto Ωl{(x, y) ∈ R |wl(x, y) > w0
l (x, y)}. Assim, segue-se do Teorema

7.2 (Apêndice) que:

∆wl = 1 em Ωl e ∆wl ≤ 1 em R.(2.24)
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Defina agora o conjunto

Xl = {x ∈ [0, L] |wl(x, y) > w0
l (x, y), ∀y ∈ (0, h0)}

e seja

l∗ = maxXl.(2.25)

Definido desta maneira, tem-se que l∗ representa o ponto que determina o extremo direito

da área de contato entre o lençol freático e o sistema radicular.

Tomando-se l arbitrariamente, tem-se que o valor encontrado para l∗ pode ser, em geral,

diferente de l. Assim, utilizando a transformação e a técnica sugerida anteriormente, verifica-

se que a inequação variacional (2.22)-(5.2) é equivalente a um problema de escoamento

semi-confinado. Em ambos os casos tem-se a condição sobre Γλ




∂u

∂~ν
= −ε(x)νy, x ∈ [0, l],

∂u

∂~ν
= 0, x ∈ (l, L].

Observa-se que no caso em que l = l∗, a função wl é uma solução da inequação quase -

variacional (2.20)-(2.21). Obtém-se vários resultados técnicos, com interpretação geométricas

nos mesmos, a fim de mostrar que l = l∗ existe e é único e que implica na existência e uni-

cidade da solução de (2.20)-(2.21). Apresentaremos aqui apenas os dois resultados mais

significativos.

Lema 2.8 Se {ln} é uma seqüência decrescente em [0, L] tal que ln → l, então l∗n → l∗.

Teorema 2.5 Existe um única solução w de classe W 2,p∩C1,λ(R), 1 ≤ p <∞ e 0 < λ < 1

da inequação quase-variacional (2.20)-(2.21).
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3 Infiltração em Barragem com Fundo Semi-Permeável

3.1 Introdução

Analisaremos agora duas situações f́ısicas de fluidos através de membranas. As idéias

apresentadas aqui foram baseadas em [14] e que serviram de motivação para o problema

proposto e estudado neste trabalho.

(a) Membrana de Espessura Despreźıvel:

Supomos que a fronteira Γ de Ω seja uma membrana de espessura despreźıvel e semi-

permeável, isto é, que deixa passar livremente o fluido que entra em Ω, mas ao contrário

impede a sáıda o fluido.

Aplica-se sobre a parte exterior da fronteira Γ de Ω uma pressão dada por h(x, y),

(x, y) ∈ Γ. Duas situações são posśıveis nos pontos (x, y) da fronteira:

(i) u(x, y) > h(x, y) :

a pressão exterior h(x, y) é inferior a pressão interior u(x, y) nos mesmos pontos (x, y) ∈ Γ.

O fluido portanto tende a sair de Ω, mas a membrana semi-permeável a impede e por

conseguinte, o fluxo através da membrana é nulo nestes pontos, de onde segue-se que q·~ν = 0,

onde ~ν é a normal exterior. Como q = −k grad u, temos:

∂u

∂~ν
= 0.

(ii) u(x, y) ≤ h(x, y) :

a pressão exterior h(x, y) é superior a pressão interior u(x, y) nos mesmos pontos (x, y) ∈ Γ.

Portanto o fluido tende a entrar em Ω, pois isto é permitido pelo fato da membrana ser

semi-permeável. Segue-se dáı que:

q · ~ν ≤ 0.

Mas q ·~ν = −k∂u
∂~ν

deve ser finito, isto faz com que u(x, y) seja cont́ınua sobre a normal ~ν

em uma vizinhança de (x, y) e portanto como a membrana é de espessura despreźıvel, temos

que h(x, y) = u(x, y).

A propriedade da membrana faz com que a pressão interior u(x, y) em um ponto da

fronteira seja estritamente menor que a pressão exterior h(x, y).
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Resumindo o problema fica assim:

Problema 3.1 Encontrar u(x, y) que satisfaça:

−∆u = g, em Ω,

com as condições seguintes sobre Γ:




u(x, y) > h(x, y) ⇒ ∂u

∂~ν
= 0,

u(x, y) = h(x, y) ⇒ ∂u

∂~ν
≥ 0,

(b) Membrana de Espessura Finita:

Como no caso anterior, a membrana deixa somente entrar o fluido, que é devido a uma

pressão de fluido exterior h(x, y). Duas situações são posśıveis:

(i) u(x, y) > h(x, y) :

o fluido interior a Ω tende a sair de Ω, mas a membrana semi-permeável a impede, de onde

segue-se que o fluxo é nulo neste ponto de Γ, isto é,

∂u

∂~ν
= 0.

(ii) u(x, y) ≤ h(x, y) :

o fluido tende a entrar em Ω, atravessando a membrana de espessura finita. Então é razoável

admitir que o fluxo que atravessa a membrana é proporcional a diferença de pressão, ou seja,

−∂u
∂~ν

= k(u− h),

onde k > 0 é uma medida da condutividade da membrana. Se a condutividade da membrana

k é nula o fluido não pode entrar e nem sair.

Resumindo o problema fica assim:

Problema 3.2 Encontrar u(x, y) em um reservatório satisfazendo:

−∆u = g, em Ω,

com as condições sobre a fronteira Γ:




u(x, y) > h(x, y) ⇒ ∂u

∂~ν
= 0,

u(x, y) ≤ h(x, y) ⇒ ∂u

∂~ν
= −k(u− h).
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3.2 Formulação do Problema

No problema clássico, [1] e [2], temos nenhuma possibilidade de fluxo no fundo da

barragem. Nos modelos estudados em [22], [23], [16] e [17] é proposto uma infiltração no

fundo da barragem que é dada através de uma função conhecida a priori. Este problema

se torna, de certa forma, um pouco artificial, pois neste modelo já se conhece a infiltração

no fundo da barragem e seu comportamento, por isto os autores se preocuparam mais em

estudar o comportamento da fronteira livre. Em todos estes modelos, a idéia é transformar

o problema de fronteira livre em um problema de fronteira fixa usando a transformação de

Baiocchi, o qual pode ser reescrito através de uma inequação variacional e que pode ser

analisada pelos métodos clássicos.

No problema de infiltração em barragem com fundo semi-permeável, que estamos es-

tando neste trabalho, o que o torna diferente em relação aos modelos citados, é que não

sabemos qual é a infiltração no fundo da barragem, isto é, apenas sabemos que existe uma

possibilidade de ocorrer um fluxo de fluido através do fundo da barragem Γ0 e que esta

posśıvel infiltração no fundo da barragem está relacionada com uma pressão externa (sobre

Γ0) conhecida p0(x) e que pode facilmente ser aferida. Assim, através da medição da pressão

pode-se fazer uma análise de possibilidade de infiltração no fundo da barragem. Este modelo

proposto generaliza os casos anteriores e conduz a uma inequação quase-variacional.

Seja R a região ocupado pelo meio poroso. Supõe-se que no fundo da barragem existe

uma condição do tipo complementaridade, dada pela condição (iv) do Problema 3.3 abaixo,

onde pode ocorrer infiltração. A fronteira livre Γλ e o potencial de velocidade u em Ω

são desconhecidos. Supomos ainda que a função ϕ(x) que define a fronteira livre Γλ seja

decrescente.

Define-se para o problema de infiltração em barragem com fundo semi-permeável os val-

ores sobre Γ1,Γ2 e Γσ da mesma forma do que no problema clássico, Problema 2.1.

A presença de uma condição de complementaridade no fundo da barragem, que indica

a presença de uma infiltração no fundo da barragem, altera as condições na fronteira livre

(fig. 3.1).
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Figura 3.1: Problema de infiltração em barragem com fundo semi-permeável

O modelo matemático para este problema pode ser escrito da seguinte forma:

Problema 3.3 Sejam L, h1, h2 ∈ IR satisfazendo L > 0 e 0 < h2 < h1. Encontrar uma

função não-crescente y = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ L, com

ϕ(0) = h1 e ϕ(L) > h2

e uma função u(x, y), (x, y) ∈ Ω, onde

Ω = {(x, y)| 0 < y < ϕ(x), 0 < x < L},

satisfazendo:

(i) ∆u = 0 em Ω e u ∈ C0(Ω),

(ii)





u(0, y) = h1 sobre Γ1 (0 ≤ y ≤ h1),

u(L, y) =

{
h2 sobre Γ2 (0 ≤ y ≤ h2),

y sobre Γσ (h2 ≤ y ≤ ϕ(L)),
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(iii)

{
u(x, y) = y sobre Γλ (y = ϕ(x), 0 < x < L),
∂u

∂~ν
(x, y) = 0 sobre Γλ (y = ϕ(x), 0 < x < L),

(iv)





u(x, 0) ≤ p0(x) sobre Γ0 ((x, 0), 0 < x < L),
∂u

∂~ν
≤ 0 sobre Γ0 ((x, 0), 0 < x < L),

(u− p0)
∂u

∂~ν
= 0 sobre Γ0 ((x, 0), 0 < x < L),

onde p0(x) é uma função que representa a pressão dada no fundo da barragem e ~ν é a

normal exterior.

Observação 3.1 da segunda desigualdade em (iv), temos:

∂u

∂~ν
= ∇u · ~ν = (ux, uy) · (0,−1) = −uy ≤ 0 (ou uy ≥ 0)

Quando uy = 0 não tem infiltração no fundo da barragem e quando uy > 0 tem infiltração

no fundo.

Usando a primeira e segunda partes de (iv) na terceira, temos:

(u− p0)
∂u

∂~ν
= (u− p0)(−uy) = 0 ⇒

{
u = p0, se uy ≥ 0,

u < p0, se uy = 0.

Esta condição pode ser resumida da seguinte maneira:

- tem-se possibilidade de infiltração no fundo da barragem (apenas saindo através de Γ0 e

não entrando, pois o fundo é semi-permeável) nos pontos x ∈ Γ0 nos quais u(x, 0) = p0(x),

- tem-se infiltração no fundo da barragem nos pontos x ∈ Γ0 nos quais u(x, 0) = p0(x) e
∂u

∂~ν
(x, 0) < 0 simultaneamente,

- nenhuma infiltração no fundo da barragem nos pontos de x ∈ Γ0 tais que u(x, 0) < p0(x)

e
∂u

∂~ν
= 0.

A idéia para resolver este problema de fronteira livre consiste em transformá-lo em um

problema de fronteira fixa através de uma transformação conveniente. Em seguida, mostra-

se que este problema de fronteira fixa é equivalente ao Problema 3.3. Depois procura-se

uma solução para o problema de fronteira fixa e através de uma relação que associa os dois

problemas, mostra-se a existência para o problema original.
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No restante deste caṕıtulo, iremos procurar por tal transformação e também por condições

que nos permita obter um problema de fronteira fixa, ou seja, obter uma nova equação e no-

vas condições de contorno para este novo problema. Para isso, iremos supor inicialmente que

o Problema 3.3 tem solução, apenas com a intenção de formalizar as contas e transformá-lo

em outro problema.

A equivalência entre os problemas será estuda no Caṕıtulo 4 e a existência de solução

para o novo problema de fronteira fixa, será estudado no Caṕıtulo 5.

Lema 3.1 A solução do Problema 3.3 satisfaz:

∫

Ω

(uxξx + uyξy)dxdy =

∫

Γ0|{u=p0}

∂u

∂~ν
ξ,

∀ξ ∈ C1(Ω) tal que ξ = 0 em uma vizinhança dos segmentos ∂Ω∩{x = 0} e ∂Ω∩{x = L}.

Demonstração: Pela fórmula de Green, temos:

0 = −
∫

Ω

∆uξ =

∫

Ω

∇u · ∇ξ −
∫

∂Ω

∂u

∂~ν
ξ

⇒
∫

Ω

∇u · ∇ξ =

∫

∂Ω

∂u

∂~ν
ξ

=

∫

Γ1

∂u

∂~ν
ξ +

∫

Γ2

∂u

∂~ν
ξ +

∫

Γσ

∂u

∂~ν
ξ +

∫

Γλ

∂u

∂~ν
ξ +

∫

Γ0

∂u

∂~ν
ξ

=

∫

Γ0

∂u

∂~ν
ξ +

∫

Γ0 |{u=p0}

∂u

∂~ν
ξ +

∫

Γ0 |{u<p0}

∂u

∂~ν
ξ.

Na segunda integral temos que
∂u

∂~ν
= −uy = 0, pela Observação 3.1. Assim,

∫

Ω

∇u · ∇ξ =

∫

Γ0|{u=p0}

∂u

∂~ν
ξ,

que é o que queŕıamos demonstrar.

39



Mostraremos agora que a pressão é não-negativa em Ω.

Lema 3.2 Seja u ∈ H1(Ω) uma solução do Problema 3.3. Então,

u(x, y) ≥ y em Ω.

Demonstração: Inicialmente temos que:

u(0, y) = h1 ≥ y; u(L, y) =

{
h2, 0 ≤ y ≤ h2,

y, h2 ≤ y ≤ ϕ(L).
⇒ u(L, y) ≥ y.

Temos também que u(x, y) = y sobre Γλ.

Agora considere a seguinte função:

ξ = min{u− y, 0} =

{ 0, se u ≥ y,

u− y, se u ≤ y.

que é não-positiva, pois u − y =
1

γ
p(x, y) e que se anula em x = 0 e x = L. Podemos

descrever ξ como uma função que é nula nos pontos onde a pressão é não-negativa e ”igual”

a pressão, onde a mesma for não positiva.

Temos também que:

ξx =

{ 0, se u ≥ y,

ux, se u ≤ y.
e ξy =

{
0, se u ≥ y,

uy − 1, se u ≤ y.

Aplicando o Lema 3.1 e o fato que ξ = 0 em Γλ (u = y em Γλ), temos:

∫

Γ0|{u=p0}

∂u

∂~ν
ξ =

∫

Ω

∇u · ∇ξ =

∫

{u≤y}
∇u · ∇ξ +

∫

{u≥y}
∇u · ∇ξ =

∫

{u≤y}
∇u · ∇ξ

Assim,

∫

{u≤y}
∇u · ∇ξ =

∫

Γ0|{u=p0}

∂u

∂~ν
ξ.
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Porém pela Observação 3.1, temos que os pontos de Γ0 para os quais u(x) = p0(x), são

aqueles em que temos infiltração no fundo da barragem (uy(x, 0) 6= 0), ou seja, u(x) ≥ p0(x),

assim a pressão é não-negativa. Pela definição de ξ temos que ξ = 0 em Γ0|{u=p0}. Assim a

integral do segundo membro acima é igual a zero, ou seja,

∫

{u≤y}
∇u · ∇ξ = 0.

Substituindo os valores de ξx e ξy na igualdade acima, obtemos:

0 =

∫

{u≤y}
(uxξx + uyξy) =

∫

{u≤y}
[ξxξx + (ξy + 1)ξy)]

=

∫

{u≤y}
(ξ2
x + ξ2

y + ξy) =

∫

{u≤y}
(ξ2
x + ξ2

y + ξy) +

∫

{u≥y}
0

=

∫

Ω

(ξ2
x + ξ2

y + ξy) =

∫

Ω

(ξ2
x + ξ2

y)dxdy +

∫

Ω

ξydxdy

=

∫

Ω

(ξ2
x + ξ2

y)dxdy +

∫ L

0

∫ ϕ(x)

0

ξy(x, y)dydx

=

∫

Ω

(ξ2
x + ξ2

y) +

∫ L

0

[ξ(x, ϕ(x)) − ξ(x, 0)]dx

=

∫

Ω

(ξ2
x + ξ2

y ) −
∫ L

0

ξ(x, 0)dx ≥
∫

Ω

(ξ2
x + ξ2

y ) =

∫

Ω

|∇ξ|2,

pois
(
−
∫ L

0

ξ(x, 0)dx
)
≥ 0 devido ao fato de ξ ≤ 0 (não-positiva). Assim temos que ξ é

constante e portanto ξ = 0 para u ≥ y em Ω. Segue-se dáı que u ≥ y em Ω.

Para o problema clássico da barragem
(∂u
∂~ν

= 0 sobre Γ0

)
temos o seguinte resultado:
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Proposição 3.1 Seja u uma solução para problema clássico da barragem, isto é, Problema

3.3 no qual
∂u

∂~ν
= 0 sobre Γ0. Então,

Q(x) = −
∫ ϕ(x)

0

ux(x, t)dt =
1

2L
(h2

1 − h2
2) para 0 < x < L.

Demonstração: Tomando ξ = ξ(x), uma função apenas de x que se anula em x = 0 e x = L

e usando o Lema 3.1 temos:

∫ L

0

∫ ϕ(x)

0

ux(x, y)ξ
′(x)dydx =

∫

Γ0|{u=p0}

∂u

∂~ν
ξ = 0.

Assim,

0 =

∫ L

0

[∫ ϕ(x)

0

ux(x, t)dt
]
ξ′(x)dx =

[∫ ϕ(x)

0

ux(x, t)dt
]
ξ(x)

∣∣∣∣
L

0

−
∫ L

0

[∫ ϕ(x)

0

ux(x, t)dt
]′
ξ(x)dx.

como ξ(0) = ξ(L) = 0, temos:

∫ L

0

[∫ ϕ(x)

0

ux(x, t)dt
]′
ξ(x)dx = 0, ∀ ξ(x) com suporte compacto em[0, L].

Assim temos que:

[ ∫ ϕ(x)

0

ux(x, t)dt
]′

= 0 ⇒
∫ ϕ(x)

0

ux(x, t)dt = k = Const.

Mas

k =
1

L

∫ L

0

∫ ϕ(x)

0

ux(x, t)dtdx =
1

L

∫

∂Ω

u(x, t)dt =
1

2L
(h2

2 − h2
1).

No nosso modelo não temos o fato de que
∂u

∂~ν
= 0 sobre todo Γ0. Assim não temos como

obter o fato de que Q(x) = −
∫ ϕ(x)

0

ux(x, t)dt = constante.

Como temos infiltração em alguns pontos do fundo da barragem, temos que partir do

fato de que a descarga Q(x) é variável em nosso modelo.

Nosso próximo passo é transformar o Problema 3.3 de fronteira livre em um outro pro-

blema que possui fronteira fixa e que esperamos que seja ”mais fácil” para ser analisado.

Para isto faremos uma mudança de variáveis através de uma tranformação do tipo Baiocchi.
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Seja R = {0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ y ≤ h1}. Inicialmente estendemos u continuamente a R,

fazendo:

u(x, y) =

{
u(x, y), em Ω,

y, em R \Ω.

Agora introduzimos a transformada w:

w(x, y) =

∫ h1

y

[u(x, t)− t]dt.(3.1)

A seguir investigaremos algumas propriedades de w(x, y).

(I) Na fronteira livre Γλ e em R \Ω temos w = 0. Assim, w é cont́ınua em R, pois (3.1)

implica em:

(3.1a) w(x, y) =

∫ ϕ(x)

y

[u(x, t)− t]dt em Ω.

(II) w(x, y) > 0 em Ω. De fato, a substituição de u(x, y) = y+
1

γ
p(x, y) em (3.1) nos dá:

w(x, y) =

∫ ϕ(x)

y

1

γ
p(x, t)dt,

como, pelo Lema 3.2, p(x, y) e γ são quantidades positivas em Ω, temos que w > 0 em Ω.

(III) Cálculo das derivadas de w(x, y) em R. Diferenciando (3.1a) com relação à x e

usado a fórmula de Leibnitz, temos que:

wx(x, y) = ϕx(x) [u(x, ϕ(x))− ϕ(x)] +

∫ ϕ(x)

y

ux(x, t)dt

=

∫ ϕ(x)

y

ux(x, t)dt,(3.2)

pois ϕ(x) = y em Γλ e u(x, ϕ(x)) = ϕ(x).
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De modo análogo, podemos mostrar:

wy(x, y) = y − u(x, y) (≤ 0 em Ω pelo Lema 3.2).(3.3)

Assim, wx = wy = 0 sobre y = ϕ(x) e também em R \Ω. Além disso, as derivadas

primeiras de w são cont́ınuas em R.

Nosso próximo passo é determinar uma equação satisfeita por w em R. Inicialmente

temos uma informação obtida a partir da fórmula de Green: para toda ξ ∈ C∞(R) que se

anula numa vizinhança de x = 0, x = L e y = 0, tem-se

∫

R

∇w · ∇ξ =

∫

∂R

∂w

∂~ν
ξ −

∫

R

∆wξ

=

∫

Γ0

∂w

∂~ν
ξ +

∫

Γ1

∂w

∂~ν
ξ +

∫

{y=h1}

∂w

∂~ν
ξ +

∫

{x=L}

∂w

∂~ν
ξ −

∫

R

∆wξ

⇒
∫

R

∇w · ∇ξ = −
∫

R

∆wξ.(3.4)

Aqui foi usado o fato mencionado acima, ou seja, que wx = wy = 0 sobre y = ϕ(x) e

também em R \Ω.

O próximo resultado juntamente com (3.4) permite obter uma equação satisfeita por w

em R.

Lema 3.3 Seja w definida por (3.1). Então, com IΩ denotando a função caracteŕıstica de

Ω, temos que:

∫

R

[wxξx + wyξy]dxdy +

∫

R

IΩξ dxdy = 0,

∀ξ ∈ C∞(R) que se anula numa vizinhança de x = 0, x = L e y = 0.

Demonstração: A fim de mostrar o resultado desejado, introduz-se uma nova função ψ(x, y)

definida por:
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ψ(x, y) =

∫ y

0

ξ(x, t)dt,(3.5)

isto é,

ξ(x, y) = ψy(x, y).(3.6)

Desta forma podemos obter uma nova expressão para
∫
R
∇w · ∇ξ, da seguinte maneira:

∫

R

∇w · ∇ξ =

∫

Ω

∇w · ∇ξ +

∫

R \Ω

∇w · ∇ξ =

∫

Ω

∇w · ∇ξ

=

∫

Ω

(wxξx + wyξy) =

∫

Ω

(wxψxy + wyψyy)

∫

R

∇w · ∇ξ =

∫

Ω

wxψxy +

∫

Ω

wyψyy.(3.7)

Integrando por partes em relação a y na primeira integral do segundo membro, obtemos:

∫

Ω

wxψxy =

∫

∂Ω

wxψx~νy −
∫

Ω

wxyψx

=

∫

Γ0

wxψx~νy +

∫

Γ1

wxψx~νy +

∫

Γλ

wxψx~νy +

∫

Γ2∪Γσ

wxψx~νy −
∫

Ω

wxyψx

= −
∫

Ω

wxyψx.

Integrando por partes mais uma vez, obtemos:

∫

Ω

wxψxy = −
∫

Ω

wxyψx =

∫

Ω

wyψxx −
∫

∂Ω

wyψx~νx

=

∫

Ω

wyψxx −
∫

Γ0

wyψx~νx −
∫

Γ1

wyψx~νx −
∫

Γλ

wyψx~νx −
∫

Γ2∪Γσ

wyψx~νx

∫

Ω

wxψxy =

∫

Ω

wyψxx.(3.8)
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Substituindo (3.8) em (3.7), obtemos:

∫

R

∇w · ∇ξ =

∫

Ω

wyψxx +

∫

Ω

wyψyy =

∫

Ω

wy(ψxx + ψyy),

∫

R

∇w · ∇ξ =

∫

Ω

wy∆ψ.(3.9)

Agora iremos substituir

ξ(x, y) = ψy(x, y), wy = y − u(x, y) e u(x, y) =

{
u(x, y), em Ω,

y, em R \Ω,

em (3.9), para obter:

∫

R

∇w · ∇ξ =

∫

Ω

wy∆ψ = −
∫

Ω

(u− y)∆ψ

=

∫

Ω

∇(u− y) · ∇ψ −
∫

∂Ω

(u− y)
∂ψ

∂~ν

=

∫

Ω

∇(u− y) · ∇ψ −
∫

Γλ

(u− y)
∂ψ

∂~ν
−
∫

∂Ω \Γλ

(u− y)
∂ψ

∂~ν
.

Assim,

∫

R

∇w · ∇ξ =

∫

Ω

∇(u− y) · ∇ψ =

∫

Ω

[(ux, uy − 1) · (ψx, ψy)]

=

∫

Ω

(uxψx + uyψy − ψy) =

∫

Ω

(uxψx + uyψy) −
∫

Ω

ψy

=

∫

Ω

(uxψx + uyψy) −
∫

Ω

ξ.

Pelo Lema 3.1

∫

Ω

(uxψx + uyψy) =

∫

Γ0

∂u

∂~ν
ψ,
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pois ψ se anula em uma vizinhança de Ω ∩ {x = 0} e Ω ∩ {x = L}. Porém temos também

que ψ se anula em y = 0 (pela própria definição de ψ). Assim,

∫

Ω

(uxψx + uyψy) =

∫

Γ0

∂u

∂~ν
ψ = 0.

Deste modo, temos que:

∫

R

∇w · ∇ξ =

∫

Ω

−ξ =

∫

R

−ξIΩ,

ou seja,

∫

R

∇w · ∇ξ +

∫

R

IΩξ = 0.(3.10)

Agora vamos usar (3.4) e o resultado do Lema 3.3 para escrever:

∫

R

∇w · ∇ξ = −
∫

R

∆wξ e

∫

R

∇w · ∇ξ = −
∫

R

IΩξ

⇒
∫

R

∆wξ =

∫

R

IΩξ,

∀ξ ∈ C∞(R) que se anula numa vizinhança de x = 0, x = L e y = 0.

Assim, ∆w = IΩ no sentido das distribuições, ou seja,

∆w =

{
1, em Ω (w > 0),

0, em R \Ω (w = 0).
(3.11)

Para completar a formulação do novo problema, precisamos estabelecer as condições sa-

tisfeitas por w(x, y) na fronteira de R. Assim,

(I) Em Γ1 (x = 0 em u = (0, y) = u(0, y) = h1):

w(0, y) =

∫ h1

y

[u(0, t)− t]dt =

∫ h1

y

[h1 − t]dt =
1

2
(h1 − y)2.

47



(II) Em Γ2 (x = L em u = (L, y) = u(L, y) = h2):

w(L, y) =

∫ h1

y

[u(L, t)− t]dt =

∫ h1

y

[h2 − t]dt =
1

2
(h2 − y)2.

(III) Em Γσ (x = L em u = (L, y) = u(L, y) = y):

w(L, y) =

∫ h1

y

[u(L, t)− t]dt =

∫ h1

y

[t− t]dt = 0.

(IV) Em x = L e h2 ≤ y ≤ h1, u(L, y) = y (R \Ω):

w(L, y) =

∫ h1

y

[u(L, t)− t]dt =

∫ h1

y

[t− t]dt = 0.

(V) Em 0 ≤ x ≤ L e y = h1, u(x, y1) = y (R \Ω):

w(x, h1) =

∫ h1

h1

[u(x, t)− t]dt = 0.

(VI) Em Γ0 (0 ≤ x ≤ L e y = 0):

Encontrar as condições satisfeitas por w(x, y) sobre Γ0 é bem mais delicado do que no

modelo clássico, pois temos uma condição de complementaridade satisfeita por u nesta parte

da fronteira e não um valor da derivada normal explicitamente em Γ0.

A partir deste ponto investigaremos algumas propriedades satisfeitas por wy sobre Γ0.

(i) como wy(x, y) = y − u(x, y), temos em particular que wy(x, 0) = −u(x, 0). Assim,

wy(x, 0) + p0(x) = −u(x, 0) + p0(x) = −[u(x, 0)− p0(x)] ≥ 0,

pois u(x, 0) − p0(x) ≤ 0 por hipótese sobre Γ0.

(ii) Também temos que:

wxx(x, y) = 1 − wyy(x, y) = [y − wy(x, y)]y = uy(x, y)

wxx(x, 0) = uy(x, 0) = (−ux(x, 0),−uy(x, 0)) · (0,−1) = −∂u
∂~ν

(x, 0) ≥ 0,
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pois
∂u

∂~ν
(x, 0) ≤ 0 por hipótese sobre Γ0.

(iii) Por fim, temos que

[wy(x, 0) + p0(x)]wxx(x, 0) = [−u(x, 0) + p0(x)]wxx(x, 0) = [u(x, 0)− p0(x)]
∂u

∂~ν
(x, 0) = 0,

com a última igualdade obtida também por hipótese sobre Γ0.

Podemos reescrever todas estas condições sobre Γ0 da seguinte forma:





wy + p0 ≥ 0,

wxx ≥ 0,

(wy + p0)wxx = 0.

(3.12)

Observe que estas últimas condições podem ser resumidas da seguinte maneira: sobre Γ0

temos wy(x, 0) = −p0(x) ou wxx(x, 0) = 0.

Após todas estas informações, temos um novo problema para ser resolvido.

Problema 3.4 Sejam L, h1, h2 ∈ IR satisfazendo L > 0 e 0 < h2 < h1. Considere também

R = [0, L]× [h1, h2] e Ω = {(x, y)| w(x, y) > 0}. Encontrar uma função w(x, y) satisfazendo

as seguintes condições:

(i) ∆w =

{
1, em Ω (w > 0),

0, em R \Ω (w = 0).

(ii)





w(0, y) = 1
2
(h1 − y)2, sobre Γ1 (x = 0, 0 ≤ y ≤ h1),

w(L, y) =

{
1
2
(h2 − y)2, sobre Γ2 (x = L, 0 ≤ y ≤ h2),

0, sobre Γ3 (x = L, h2 ≤ y ≤ h1),

w(x, h1) = 0 sobre Γ4 (y = h1, 0 < x < L).

(iii) Sobre Γ0 temos as condições:





wy + p0 ≥ 0,

wxx ≥ 0,

(wy + p0)wxx = 0.
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Observação 3.2 A condição (iii) do problema acima pode ser reescrita da seguinte forma:
∂w

∂~ν
(x, 0) = −wy(x, 0) = p0(x) (quando houver infiltração na base) ou wxx(x, 0) = 0 (quando

não houver infiltração). Observe também que o problema acima não tem fronteira livre.

Figura 3.2: Interpretação da Formulação Variacional do

Problema de Infiltração com Fundo Semi-Permeável

O problema acima ainda fica dif́ıcil de ser estudado na forma que está colocado. Para

tentar melhorar a sua forma, vamos re-interpretar estas condições sobre Γ0. A idéia para

determinar w(x, 0) em 0 ≤ x ≤ L é seguir inicialmente os passos do modelo clássico. Sabe-

mos que

wx(x, y) =

∫ ϕ(x)

y

ux(x, t)dt.
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Dáı temos que:

wx(x, 0) =

∫ ϕ(x)

0

ux(x, t)dt = −Q(x).

Da definição de Q, ou seja,

Q(x) = −
∫ ϕ(x)

0

ux(x, t)dt,

temos que a mesma é integrável. Assim, integramos em relação à x para obter:

w(x, 0) = −
∫
Q(x)dx+ C, 0 ≤ x ≤ L.

No caso clássico conhecemos a descarga do fluxo Q(x), que em particular é constante e

isto nos permite determinar facilmente w(x, y) sobre Γ0. No nosso caso o fluxo não é cons-

tante (e nem é conhecido a priori), pois temos uma infiltração no fundo da barragem. Como

a descarga do fluxo é variável, podemos supor inicialmente que ela seja uma função de x.

Assim w(x, 0) é uma nova função de x, digamos:

w(x, 0) = k(x), 0 ≤ x ≤ L.(3.13)

Veremos agora as condições que k(x) deve satisfazer:

(i) k′(x) = wx(x, 0) = −Q(x).(3.14)

Levando em consideração que a descarga Q(x) é uma função não-negativa (caso contrário,

não teŕıamos fluido algum do lado direito da barragem), temos que k′(x) ≤ 0.

(ii) k′′(x) = −Q′(x).(3.15)

Como a descarga Q(x) é uma função não-crescente, temos que Q′(x) ≤ 0 o que implica

em k′′(x) ≥ 0.

51



Observação 3.3 Q′(x) nos dá a taxa de variação da descarga do fluxo em Ω. Podemos

supor que a ”quantidade” de infiltração no fundo da barragem é igual a taxa de variação da

descarga de fluxo em Ω, isto é,

Q′(x) = l(x).

onde Q(x) é a descarga de fluxo em cada seção vertical de Ω e l(x) a infiltração no fundo

da barragem Γ0.

Segue-se da Observação 3.3 e de (3.14) que:

l(x) = Q′(x) e k′′(x) = −Q′(x),

⇒ k′′(x) = −l(x).

Por outro lado, tomando l(x) =
∂u

∂~ν

∣∣∣
Γ0

, isto é,

l(x) = −∂u
∂y

(x, 0),

temos

k′′(x) =
∂u

∂y
(x, 0).(3.16)

Continuando, temos por (I) que

w(0, y) =
1

2
(h1 − y)2,

o que nos dá

w(0, 0) =
h2

1

2
.(3.17)

E por (II), temos que:

w(L, y) =
1

2
(h2 − y)2 ⇒ w(L, 0) =

h2
2

2
.

Como k(x) = w(x, 0), 0 ≤ x ≤ L, temos

k(0) =
h2

1

2
e k(L) =

h2
2

2
.

Além disso, k′′(x) = −l(x) = uy(x, 0). Assim,





k′′(x) = uy(x, 0),

k(0) =
h2

1

2
,

k(L) =
h2

2

2
.

(3.18)
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A solução deste último problema é dada por:

k(x) =
1

2
h2

1 −
x

L

(
h2

1 − h2
2

2
+

∫ L

0

(L− t)uy(t, 0)dt

)
+

∫ x

0

(x− t)uy(t, 0)dt.(3.19)

Hipóteses adicionais:

(i) uy(x, 0) é Hölder cont́ınua, uy(0, 0) = 0 e uy(L, 0) = 0,

(ii) k(x) > 0; 0 ≤ k′′(x) ≤ 1 , se 0 < x < L.

O problema agora é que não temos informações explićıtas a respeito de uy(x, 0), ou seja,

do fluxo
∂u

∂~ν
sobre Γ0. Porém sabemos que existe uma infiltração no fundo da barragem.

Neste caso podemos dizer que existe uma função ε(x) ≥ 0 satisfazendo:

∂u

∂~ν
= −ε(x), sobre Γ0.

Os pontos em que ε(x) > 0 representam a infiltração sobre Γ0 e os pontos em que ε(x) = 0

representam a parte impermeável.

Assim podemos reescrever a função k(x) da seguinte forma:

k(x) =
1

2
h2

1 −
x

L

(
h2

1 − h2
2

2
+

∫ L

0

(L− t)ε(t)dt

)
+

∫ x

0

(x− t)ε(t)dt.(3.20)

Problema 3.5 Sejam L, h1, h2 ∈ IR satisfazendo L > 0 e 0 < h2 < h1. Considere também

R = [0, L]× [h1, h2] e Ω = {(x, y)| w(x, y) > 0}. Encontrar uma função w(x, y) satisfazendo

as seguintes condições:

(i) ∆w =

{
1, em Ω, (w > 0),

0, em R \Ω, (w = 0).

53



(ii)





w(0, y) = 1
2
(h1 − y)2, sobre Γ1 (x = 0, 0 ≤ y ≤ h1),

w(L, y) =

{
1
2
(h2 − y)2, sobre Γ2 (x = L, 0 ≤ y ≤ h2),

0, sobre Γ3 (x = L, h2 ≤ y ≤ h1),
w(x, h1) = 0, sobre Γ4 (y = h1, 0 < x < L).

(iii) Sobre Γ0 temos a condição:

w(x, 0) = k(x),

além das condições:

{
wy + p0 ≥ 0,

(wy + p0)wxx = 0.

Agora iremos iniciar o processo que permitirá escrever o Problema 3.5 para w em uma

única desigualdade. Para isto, sendo h1 > 0 a altura do dique, faça

R = {(x, y)| 0 < x < L, 0 < y < h1}.

Defina uma função g(x, y) sobre ∂R por:





g(0, y) = 1
2
(h1 − y)2, se 0 < y < h1,

g(L, y) = 1
2
(h2 − y)2, se 0 < y < h2,

g(x, 0) = k(x), se 0 ≤ x ≤ L,

g = 0, no resto de ∂R.

(3.21)

Observe que g(x, y) é uma função definida a partir dos valores de contorno de w(x, y)

em Ω.

Agora vamos estender g(x, y) a uma função de W 2,∞(R), que será denotada por G(x, y),

fazendo:

G(x, y) =





1
2
(h1 − y)2 +

[k(x)− k(0)]

2[k(L) − k(0)]
[(h2 − y)2 − (h1 − y)2], 0 ≤ y ≤ h2,

1
2
(h1 − y)2 − [k(x)− k(0)]

2[k(L) − k(0)]
(h1 − y)2, h2 ≤ y ≤ h1.

(3.22)

Note que G(x, y) é uma função cujos valores na fronteira ∂R de R, coincide com w(x, y).

54



Problema 3.6 O Problema 3.5 pode ser reescrito da seguinte forma mais geral:

{
−∆w = f, em R,

w = G, sobre ∂R.

onde f = −IΩ e G ∈ H1(R) é a função G(x, y) dada em (3.22).

Considere também o conjunto K, subconjunto de H1(R), não-vazio, definido por:

K = {v ∈ H1(R) | v ≥ 0 em R, v = G sobre ∂R(3.23)

e vy + p0 ≥ 0, (vy + p0)vxx = 0 sobre Γ0},

com G(x, y) dada em (3.22).

Observação 3.4 Observamos que o conjunto K dado por (3.23) acima não é necessaria-

mente convexo, o que pode ser verificado através das condições ”extras” adicionadas Γ0 ao

mesmo, ou seja, vy + p0 ≥ 0 e (vy + p0)vxx = 0.

Faça

w(x, y) =

{
w(x, y), em (x, y) ∈ Ω,

0, em (x, y) ∈ R \Ω.

Seja G(x, y) dada por (3.22), tem-se que G ∈ K. De fato,

(i) G ∈ H1(R),

(ii) G ≥ 0 em R,

(iii) Gy + p0 ≥ 0 e (Gy + p0)Gxx = 0 sobre Γ0. O que pode ser verificado diretamente a

partir dos valores de G(x, y).

Por densidade, qualquer que seja v ∈ K, a função v−w pode ser aproximada por funções

ξ satisfazendo as hipóteses do Lema 3.3. Assim,

∫

R

∇w · ∇(v − w) =

∫

∂R

∂w

∂~ν
(v − w) −

∫

R

∆w(v − w)
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= −
∫

R \Ω

0(v − w) −
∫

Ω

1(v − w) = −
∫

Ω

(v − w)

= −
∫

R

(v − w) +

∫

R\Ω

(v − w)

= −
∫

R

(v − w) +

∫

R \Ω

v

≥ −
∫

R

(v −w).

Mostramos assim, o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Seja {ϕ, x} solução do Problema 3.3 com u ∈ H1(Ω)∩C0(Ω) e ϕ suave. Seja

w a solução do problema de Cauchy

{
wy = y − u, em Ω,

w = 0, sobre Γ : y = ϕ(x), 0 < x < L.

e defina

w =

{
w, em Ω,

0, em R \Ω.

Então, w ∈ K satisfaz a inequação quase-variacional

∫

R

∇w · ∇(v − w) ≥ −
∫

R

(v − w), ∀ v ∈ K,(3.24)

onde K é definido por (3.23). Além disso,

Ω = {(x, y)| w(x, y) > 0}.

Observação 3.5 Pela definição da função G(x, y), temos que ela coincide com a função

k(x) sobre Γ0 (0 ≤ x ≤ L e y = 0). Porém a função k(x) depende de uy(x, 0) (
∂u

∂~ν
=
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−ε(x) sobre Γ0) e nós não conhecemos a priori o seu valor. Para determinar ε(x) pre-

cisamos conhecer a solução u. Assim temos que k(x) depende implicitamente de u e por-

tanto G depende de u, consequentemente temos que o ”obstáculo” depende da solução u.

Desta forma, temos que a inequação obtida, sendo válida em K, se caracteriza como quase-

variacional, diferentemente do modelo clássico no qual é obtida uma inequação variacional.
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4 Equivalência Entre as Formulações

No Caṕıtulo 3 mostrou-se que era posśıvel transformar o problema de fronteira livre (na

variável u) em um problema de fronteira fixa (na variável w) através da transformada de

Baiocchi. Para isso, supõe-se que o problema de fronteira livre tinha solução conhecida.

Neste caṕıtulo, será realizado o processo inverso, ou seja, vamos supor conhecida a

solução do problema de fronteira fixa (na variável w) e mostrar que este problema se trans-

forma no problema de fronteira livre (na variável u), para o qual procura-se a solução.

O método usado para mostrar que o problema de fronteira fixa tem de fato uma solução,

será realizado no Caṕıtulo 5.

Tem-se como objetivo encontrar uma solução para o Problema 3.3 estudando a inequação

quase-variacional (3.24). Isto será feito mostrando que u = y−wy e o conjunto Γ = ∂Ω∩R,

Ω = {(x, y)| w(x, y) > 0}, constituem uma solução para o Problema 3.3 e onde w(x, y)

é solução da inequação quase-variacional (3.24). Também será feito aqui um estudo da

forma e da suavidade da fronteira livre Γ. Não será mostrado nesta seção a existência e

unicidade da inequação quase-variacional. Assume-se a existência e a unicidade em um

espaço ”suficientemente bom”.

Inicialmente procura-se a suavidade para a solução w. Para aplicar resultado da teoria

de regularidade ([24]), deve-se mostrar que uma solução do problema de Dirichlet:

{
−∆v = f, em R,

v = h, sobre ∂R.
(4.1)

satisfaz v ∈ W 2,p(R) quando f ∈ Lp(R) e h ∈ W 2,p(R), para 2 ≤ p < ∞. Este resultado

não é imediato em uma vizinhança de um vértice de R, pois ∂R deixa de ser suave áı.

Este problema admite uma única solução v ∈ H1(R) ([24], pág. 24). Substituindo v por

v − h, pode-se tomar v = 0.

Estenda v a região R∗ = {(x, y)| 0 < x < a, −h1 < y < 0} fazendo:

v(x, y) =

{
v(x, y), (x, y) ∈ R,

−v(x,−y), (x, y) ∈ R∗.

Com Γ0 = {(x, 0)| 0 < x < a} sendo a base do dique, tem-se que −v(x, y) ∈ H1(R ∪

Γ0 ∪ R∗) ([24], pág. 55).
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Além disso, para qualquer x0, 0 < x0 < L, temos

v =∈ H2(R ∩Bε(x0, 0)) ∩H2(R∗ ∩Bε(x0, 0)),

para ε suficientemente pequeno, pela teoria de regularidade.

Observe que

−∆v = f , q. s. em R ∪ R∗,(4.2)

onde

f (x, y) =

{
f(x, y), (x, y) ∈ R,

−f(x,−y), (x, y) ∈ R∗.

Deseja-se que (4.2) seja válido no sentido das distribuições. Para verificar isto, escolha

ξ ∈ C∞
0 (Bε(x0, 0)), 0 < x0 < L e ε > 0 suficientemente pequeno. Faça B+

ε = R ∩

Bε(x0, 0)), B−
ε = R∗ ∩Bε(x0, 0)).

Assim, ∫

Bε

∇v · ∇ξ =

∫

B+
ε

∇v · ∇ξ +

∫

B−
ε

∇v · ∇ξ

=

(∫

∂B+
ε

∂v

∂~ν
ξ −

∫

B+
ε

∆vξ

)
+

(∫

∂B−
ε

∂v

∂~ν
ξ −

∫

B−
ε

∆vξ

)

=

(∫

∂B+
ε

∂v

∂~ν
ξ +

∫

B+
ε

fξ

)
+

(∫

∂B−
ε

[
∂

∂~ν
(−v(x,−y))]ξ(x, y)+

∫

B−
ε

−f(x,−y)ξ(x, y)
)

=

(∫

B+
ε

fξ +

∫

∂B++
ε

∂v

∂~ν
ξ +

∫

|x−x0|<ε

∂v

∂~ν
ξ

)
+

(∫

B−
ε

−f(x,−y)ξ(x, y)

+

∫

∂B−−
ε

[
∂

∂~ν
(−v(x,−y))]ξ(x, y) +

∫

|x−x0 |<ε
[
∂

∂~ν
(−v(x,−y))]ξ(x, y)

)
,

onde ∂B++
ε = ∂B+

ε \ {|x− x0| < ε} e ∂B−−
ε = ∂B−

ε \ {|x− x0| < ε}.

Deste modo, como ξ = 0 em ∂B++
ε e ∂B−−

ε (ξ ∈ C∞
0 (Bε(x0, 0)):

∫

Bε

∇v · ∇ξ =

∫

B+
ε

fξ +

∫

|x−x0|<ε
[(vx(x, 0), vy(x, 0) · (0,−1)]ξ(x, 0)dx+

∫

B−
ε

−f(x,−y)ξ(x, y)
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+

∫

|x−x0 |<ε
[(−vx(x, 0), vy(x, 0) · (0, 1)]ξ(x, 0)dx

∫

Bε

∇v · ∇ξ =

∫

B+
ε

fξ −
∫

|x−x0|<ε
vy(x, 0)ξ(x, 0)dx

+

∫

B−
ε

−f(x,−y)ξ(x, y) +

∫

|x−x0|<ε
vy(x, 0)ξ(x, 0)dx

=

∫

B+
ε

fξ +

∫

B−
ε

−f(x,−y)ξ(x, y) =

∫

Bε

fξ.

Aqui foi usado o fato de que os traços de vy sobre Γ0 ∩ Bε(x0, 0) estão bem definidos

desde que v ∈ H2(Bε ∩ R) ∩ H2(Bε ∩R∗).

Portanto (4.2) é válido no sentido das distribuições, assim v é uma solução de

{
−∆v = f em R ∪ R∗,

v = 0 sobre x = 0.

Agora x = 0 é uma superf́ıcie suave, assim a teoria de regularidade diz que v ∈

H2,p [Bε(0, 0) ∩ (R ∪ R∗)]. Logo nosso critério está estabelecido em (x, y) = (0, 0). O

tratamento para os demais vértices é feito da mesma forma. Isto assegura que a solução w

da inequação quase-variacional satisfaz

w ∈ W 2,p (R) ∩ C1,λ (R), 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < λ < 1.(4.3)

Agora defina

Ω = {(x, y) ∈ R | w(x, y) > 0}.(4.4)

e observe que:

∆w = 1 em Ω e w = wx = wy = 0 em R \Ω.

Para facilitar a descrição de Ω, considere a seguinte notação:

Γ0 = {(x, 0) | 0 < x < L}, Γ1 = {(0, y) | 0 < y < h1},

Γ2 = {(L, y) | 0 < y < h2}, Γ3 = {(L, y) | h2 < y < h1},

Γ4 = {(x, h1) | 0 < x < L}.
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Lema 4.1 Com a notação acima, temos:

wx ≤ 0 sobre Γ3, wy ≤ 0 sobre Γ4,

wx = 0 sobre Γ4, wx ≤ 0 sobre Γ0,

wy = 0 sobre Γ3, wy ≤ 0 sobre Γ2,

e wy ≤ 0 sobre Γ1, onde w denota a solução da inequação quase-variacional (3.24).

Demonstração:

- Sobre Γ1, temos:

w(0, y) =
1

2
(h1 − y)2 ⇒ wy = −(h1 − y) ≤ 0, pois 0 < y < h1.

- Sobre Γ2, temos:

w(L, y) =
1

2
(h2 − y)2 ⇒ wy = −(h2 − y) ≤ 0, pois 0 < y < h2.

- Sobre Γ0, temos:

w(x, 0) = k(x), 0 < x < L ⇒ wx(x, 0) = k′(x) = −Q(x) ≤ 0.

- Sobre Γ3, temos:

G(x, y) =
1

2
(h1 − y)2 − [k(x)− k(0)]

2[k(L) − k(0)]
(h1 − y)2, h2 < y < h1.

w(L, y) = 0 ⇒ wy(L, y) = 0.

- Sobre Γ4, temos:

G(x, y) =
1

2
(h1 − y)2 − [k(x) − k(0)]

2[k(L) − k(0)]
(h1 − y)2

Gx(x, y) = − k′(x)

2[k(L) − k(0)]
(h1 − y)2

Gx(x, h1) = − k′(x)

2[k(L)− k(0)]
(h1 − h1)

2 ⇒ Gx(x, h1) = 0.

Resta mostrar que wx ≤ 0 sobre Γ3 e wy ≤ 0 sobre Γ4.
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Para isto usaremos um argumento baseado no prinćıpio do máximo. Entre outras pro-

priedades para w, temos que





∆w = 0, sobre R \Ω,

w ≥ 0 em R,

w = 0 em ∂ (R \Ω).

em particular w = 0 em Γ3 ∪Γ4. Pelo prinćıpio do máximo (mı́nimo), temos que o mı́nimo

de w é atingido sobre ∂R. Como w ≥ 0 em ∂R e w = 0 sobre Γ3 ∪ Γ4, em particular, temos

que o mı́nimo é atingido também sobre Γ3∪Γ4. Segue-se dáı que a derivada de w em relação

a x é não-positiva sobre Γ3 e que a derivada de w em relação a y é não-positiva sobre Γ4,

isto é,

wx ≤ 0 sobre Γ3 e wy ≤ 0 sobre Γ4.

Lema 4.2 A solução w da inequação quase-variacional (3.24) é cont́ınua juntamente com

suas derivadas segundas em uma vizinhança de Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2 em R e

wxx = 0 sobre Γ1 ∪ Γ2 e wyy = 1 − k′′(x) sobre Γ0.(4.5)

Demonstração: Pela continuidade de w e a positividade de G sobre Γ0 ∪Γ1∪Γ2, existe uma

vizinhança em Ω de Γ0∪Γ1∪Γ2. Lembrando que ∆w = 1 em Ω e que G ∈ C 2,λ (Γ0∪Γ1∪Γ2),

a teoria de regularidade permite concluir que existe uma bola Bε(x0, y0), ε suficientemente

pequeno, para cada (x0, y0) ∈ (Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2), tal que:

w ∈ C 2,λ (Bε(x0, y0) ∩ Ω), 0 < λ < 1.

Portanto, wxx = 1 − wyy = 1 −Gyy = 1 − 1 = 0 sobre Γ1 ∪ Γ2.

Além disso,

wyy = 1 −wxx = 1 −Gxx = 1 − k′′(x) sobre Γ0.

Cálculo de Gxx e Gyy :

- Sobre Γ0:

G(x, y) =
1

2
(h1 − y)2 +

[k(x) − k(0)]

2[k(L) − k(0)]
[(h2 − y)2 − (h1 − y)2], 0 ≤ y ≤ h2,
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Gx(x, y) =
k′(x)

2[k(L) − k(0)]
[(h2 − y)2 − (h1 − y)2],

Gxx(x, y) =
k′′(x)

2[k(L) − k(0)]
[(h2 − y)2 − (h1 − y)2].

Sobre Γ0, temos pontos (x, 0):

Gxx(x, 0) =
k′′(x)

2[k(L) − k(0)]
(h2

2 − h2
1) = k′′(x),

pois k(L) = h2
2/2 e k(0) = h2

1/2.

- Sobre Γ1 ∪ Γ2:

G(x, y) =





1
2
(h1 − y)2 +

[k(x)− k(0)]

2[k(L) − k(0)]
[(h2 − y)2 − (h1 − y)2], 0 ≤ y ≤ h2,

1
2
(h1 − y)2 − [k(x) − k(0)]

2[k(L) − k(0)]
(h1 − y)2, h2 ≤ y ≤ h1.

· Para 0 ≤ y ≤ h2:

Gy(x, y) = (y − h1) +

[
k(x) − k(0)

k(L) − k(0)

]
[(y − h2) − (y − h1)],

Gyy(x, y) = 1 +

[
k(x)− k(0)

k(L) − k(0)

]
(1 − 1) = 1,

⇒ Gyy = 1, para 0 ≤ y ≤ h2; x = 0 e x = L.

· Para h2 ≤ y ≤ h1:

Gy(x, y) = (y − h1) −
[
k(x) − k(0)

k(L) − k(0)

]
(y − h1),

Gyy(x, y) = 1 −
[
k(x) − k(0)

k(L) − k(0)

]
,

Gyy(0, y) = 1 −
[
k(0) − k(0)

k(L) − k(0)

]
= 1,

⇒ Gyy = 1, para h2 ≤ y ≤ h1 x = 0.
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Resta mostrar para y = h2. Como estamos assumindo regularidade C 2 para G, temos

pelo fato de Gxx = 1 numa vizinhança de y = h2, que Gxx = 1 quando y = h2.

Lema 4.3 A solução w da inequação quase-variacional (3.24) satisfaz:

wx ≤ 0 e wy ≤ 0 em R.(4.6)

Demonstração: Como w ∈ C 1,λ (R), 0 < λ < 1, temos que as funções wx e wy são cont́ınuas

em R. Além disso, temos que wx = wy = 0 em R \Ω. Como ∆wx = ∆wy = 0 em Ω, temos

pelo prinćıpio do máximo, que:

wx ≤ sup
∂Ω

wx e wy ≤ sup
∂Ω

wy.

Pelo Lema 4.2, temos que wxx = 0 sobre Γ1 ∪ Γ2. Assim,

- Sobre Γ1:
∂wx
∂~ν

= ∇wx · ~ν = (wxx, wxy) · (−1, 0) = −wxx = 0.

- Sobre Γ2:
∂wx
∂~ν

= ∇wx · ~ν = (wxx, wyy) · (1, 0) = wxx = 0.

Deste modo, pelo prinćıpio do máximo de Hopf (Apêndice), temos que wx não atinge

seu máximo sobre Γ1 ∪ Γ2. Portanto,

wx ≤ sup
Γ∪Γ0∪Γ3

, Γ = ∂Ω − (Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4).

Como wx = 0 em R \Ω, por continuidade de wx, temos que wx = 0 sobre Γ. Pelo Lema

4.1, temos que:

wx ≤ 0 sobre Γ0 ∪ Γ3 ∪ Γ4.

Portanto, temos wx ≤ 0 em Ω. Consideraremos agora wy. Pelo Lema 4.2, temos que

wyy = 1 − k′′(x) sobre Γ0. Assim, sobre Γ0, temos:

∂wy
∂~ν

= ∇wy · ~ν = (wyx, wyy) · (0,−1) = −wyy = −(1 − k′′(x)) = k′′(x) − 1.

Se tomarmos como hipótese que 0 < k′′(x) < 1, temos que:

∂wy
∂~ν

< 0.
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Usando o prinćıpio do máximo de Hopf, temos que o máximo de wy não é atingido sobre

Γ0. Assim,

wy ≤ sup
∂Ω\Γ0

wy.

Pelo Lema 4.1, temos que wy ≤ 0 sobre ∂Ω \Γ0, donde se conclui que wy ≤ 0 em Ω.

Notação: Para qualquer ponto P0 = (x0, y0) ∈ R, faça

Λ+(P0) = {(x, y) ∈ R | x > x0, y > y0}

e Λ−(P0) = {(x, y) ∈ R | x < x0, y < y0}.

Lema 4.4 Se P0 ∈ R \Ω, então Λ+(P0) ⊂ R\Ω e se P0 ∈ R ∩ ∂Ω, então Λ−(P0) ⊂ Ω.

Demonstração: Se P0 = (x0, y0) ∈ R \Ω, então w(x0, y0) = 0. Pelo Lema 4.3, temos que

wx ≤ 0 e wy ≤ 0 em R. Então temos que w(x, y) ≤ 0, para (x, y) próximos de (x0, y0) e tais

que x ≥ x0 e y ≥ y0. Como w ≥ 0 em R, segue-se que w(x, y) = 0 para x ≥ x0 e y ≥ y0, ou

seja,
Λ+(P0) ⊂ R \Ω.

Suponha agora que P0 ∈ R ∩ ∂Ω e Λ−(P0) não esteja contido em Ω. Então deve existir um

ponto P0 ∈ Λ−(P0) tal que w(x0, y0) = 0. Pelo caso anterior segue-se que Λ+(P0) ⊂ R \Ω.

Logo, Λ+(P0) é disjunto deR∩∂Ω, o que é uma contradição, pois P0 ∈ Λ+(P0) e P0 ∈ R∩∂Ω.

Portanto, Λ−(P0) ⊂ Ω.

Lema 4.5 A solução w da inequação quase-variacional (3.24) satisfaz:

wy = 0 sobre Γ4.

Além disso, ∂Ω ∩ Γ4 = ∅ e ∂Ω ∩ R 6= ∅.

Demonstração: Seja 0 < x0 < L e escolha λ suficientemente pequeno de modo que 0 < x0 <

x0 + λ < L. Assim,
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wy(x0 + λ, h1) − wy(x0, h1) = − lim
t→0+

1

t

{[
w(x0 + λ, h1 − t) − w(x0 + λ, h1)

]

−
[
w(x0, h1 − t) − w(x0, h1)

]}

= − lim
t→0+

1

t

{[
w(x0 + λ, h1 − t) −G(x0 + λ, h1)

]

−
[
w(x0, h1 − t) −G(x0, h1)

]}
.

Substituindo estes pontos em G(x, y), obtemos:

wy(x0 + λ, h1) − wy(x0, h1) = − lim
t→0+

1

t
[w(x0 + λ, h1 − t) −w(x0, h1 − t)]

= −λ lim
t→0+

1

t
wx(x0 + θλ, h1 − t) ≥ 0,

pois wx ≤ 0 emR. Portanto wy(x, h1) é uma função não-decrescente de x. Como ela se anula

em x = 0 e x = L, necessariamente temos wy(x, h1) = 0 para 0 < x < L. Se (x0, h1) ∈ ∂Ω,

então necessariamente o intervalo

I = {(x, h1) | 0 < x < x0} ⊂ ∂Ω,

caso contrário (x0, h1) ∈ Λ+(P ) para algum P ∈ R ∩ ∂Ω. Para (x0, h1) ∈ I, ∆wy = 0

próximo de (x1, h1) e wy assume seu valor mı́nimo 0 em (x1, h1). Logo wxy(x1, h1) < 0. Mas

da primeira afirmação deste Lema, wxy(x1, h1) = wyx(x1, h1) = 0. Deste modo, ∂Ω∩ Γ4 = ∅

enquanto ∂Ω ∩R 6= ∅.

Definição 4.1 Define-se agora a função ϕ(x) da seguinte maneira:

ϕ(x) = inf{y | (x, y) ∈ R \Ω}, para 0 < x < L,

(4.7)

ϕ(0) = lim
x→0+

ϕ(x) e ϕ(L) = lim
x→L−

ϕ(x).
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O ponto (x, ϕ(x)) ∈ ∂Ω, 0 < x < L. Do Lema 4.4, ∂Ω ∩ Λ+(P ) = ∅ para P =

(x, ϕ(x)) ∈ R \Ω, assim ϕ é uma função não-crescente. Em particular, os limites acima

existem.

Finalmente,

Ω = {(x, y) | 0 < y < ϕ(x), 0 < x < L},

onde recordamos que Ω é definido por (4.4), porque wy ≤ 0.

Lema 4.6 O conjunto ∂Ω ∩ R não contém segmentos paralelos aos eixos x e y. Portanto

ϕ é cont́ınua e estritamente decrescente.

Demonstração: A demonstração é feita por contradição. Suponha que exista um segmento

Σ paralelo ao eixo y em ∂Ω ∩ R. Então, como w ≡ 0 em ∂Ω ∩ R, existe uma vizinhança

aberta U ⊂ Ω com Σ ⊂ U tal que w ∈ C∞(U ∪ Σ) e





∆wy = 0 em U,

wy ≤ 0 em U,

w = wy = wx = 0; sobre Σ,

pelo Lema 4.2. Consequentemente a função harmônica não-positiva wy atinge seu máximo

sobre Σ e portanto segue-se do prinćıpio do máximo de Hopf que wyx < 0 sobre Σ. Entretanto

(wy)x = wyx = wxy = 0 sobre σ pelas condições acima e pela suavidade de w. Analogamente,

não existem segmentos paralelos ao eixo x em ∂Ω ∩R.

Teorema 4.1 Seja w ∈ W 2,p (R) ∩ C 1,λ (R) com 1 ≤ p ≤ ∞ e 0 ≤ λ < 1, uma solução da

inequação quase-variacional (3.24). Sejam Ω o conjunto definido por {(x, y) ∈ R | w(x, y) >

0} e u := y − wy em Ω. Defina ϕ(x) pela fórmula (4.7). Então o par {u, ϕ} é solução do

Problema 3.3.

Demonstração: Considerando a função u := y−wy em Ω, verifica-se a partir das propriedades

de w que u satisfaz a equação de estado ∆u = 0 em Ω. De fato, ∆u = ∆(y−wy) = −∆wy =

0.

As condições de contorno do Problema 3.3 sobre Γ1, Γ2 e Γσ podem ser verificadas do

seguinte modo:
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- Sobre Γ1:

u(0, y) = y − wy(0, y) = y − [
1

2
(h1 − y)2]y = y − (y − h1) = h1.

- Sobre Γ2:

u(L, y) = y −wy(L, y) = y − [
1

2
(h2 − y)2]y (0 ≤ y ≤ h2),

⇒ u(L, y) = y − (y − h2) = h2.

- Sobre Γσ:

u(L, y) = y − wy(L, y) = y − 0 = y, (h2 ≤ y ≤ h1),

Sobre Γλ, tem-se u = y, pois wy = 0. Para mostrar que
∂u

∂~ν
= 0 sobre Γλ, considere

inicialmente uma função ξ ∈ C∞
0 (R). Segue-se da definição de u e do fato de que ∆wy = 0

em Ω que

∫

Ω

∇u·∇ξ =

∫

Ω

(uxξx+uyξy)dxdy =

∫

Ω

[−wxyξx+(1−wyy)ξy]dxdy =

∫

R

[−wxyξx+(1−wyy)ξy]dxdy

=

∫

R

(−wxyξx + wyyξy)dxdy +

∫

R

ξydxdy = −
∫

R

(∇wy) · ∇ξdxdy +

∫

R

ξydxdy

=

∫

R

(∆wy)ξ −
∫

∂R

∂wy
∂~ν

ξ +

∫ L

0

∫ h1

0

ξy(x, y)dydx.

⇒
∫

Ω

∇u · ∇ξ =

∫ L

0

[ξ(x, h1) − ξ(x, 0)]dx = 0.(4.8)

Por outro lado, usando a fórmula de Green e o fato de que ∆u = 0 em Ω (já mostrado),

tem-se:

−
∫

Ω

∇u · ∇ξ =

∫

Ω

∆uξ −
∫

∂Ω

∂u

∂~ν
ξ = −

∫

∂Ω

∂u

∂~ν
ξ

= −
∫

Γ0

∂u

∂~ν
ξ −

∫

Γ1

∂u

∂~ν
ξ −

∫

Γ2∪Γσ

∂u

∂~ν
ξ −

∫

Γλ

∂u

∂~ν
ξ

⇒
∫

Ω

∇u · ∇ξ =

∫

Γλ

∂u

∂~ν
ξ.(4.9)
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De (4.8) e (4.9), temos que:

∫

Γλ

∂u

∂~ν
ξ = 0, ∀ξ ∈ C∞

0 (R).

⇒ ∂u

∂~ν
= 0 sobre Γλ,

pois ξ ∈ C∞
0 (R) é arbitrária.

Além disso, pelas condiçôes (iii) do Problema 3.5 satisfeitas por w sobre Γ0, temos que:

u(x, 0)− p0(x) = −wy(x, 0) − p0(x) ≤ 0.

∂u

∂~ν
(x, 0) = −uy(x, 0) = wyy(x, 0) − 1 = −wxx(x, 0) = −k′′(x) ≤ 0.

(u(x, 0) − p0(x))
∂u

∂~ν
(x, 0) = (wy(x, 0) + p0(x))wxx(x, 0) = 0.
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5 Existência da Solução

5.1 Aproximação da Inequação Quase -Variacional

Neste caṕıtulo mostraremos a existência de solução para o problema de fronteira fixa

usando um método que consiste basicamente em construir uma famı́lia de inequações varia-

cionais e em seguida obter uma seqüência formada pelas suas soluções que converge para a

solução da inequação quase-variacional estudada.

Para mostrar a equivalência entre os problemas, nós assumimos que a pressão no fundo

da barragem, Γ0, poderia ser variável no intervalo [0, L], ou seja p0 = p0(x). Para mostrar

a existência da solução, iremos supor que p0 = constante sobre Γ0. Isto não influencia a

natureza prática do problema e nem o torna artificial. Em geral, em construção de barragens,

o fundo da mesma é feita de material (poroso) conhecido e que, em geral, pode ser conside-

rado homogêneo, mesmo sendo feito de material diferente do que constitui a barragem. A

pressão no fundo (base) da barragem pode ser facilmente aferido e pela natureza homogênea

do meio, a mesma apresentará pouca variação, de forma que podemos tomá-la constante.

Considere agora para cada l ∈ [0, L] fixo, o seguinte problema aproximado, que é de

fronteira fixa:

Problema 5.1 Sejam L, h1, h2 ∈ IR satisfazendo L > 0 e 0 < h2 < h1 e l ∈ [0, L] um ponto

conhecido. Considere também R = [0, L] × [h1, h2] e Ωl = {(x, y)| wl(x, y) > 0}. Encontrar

uma função wl(x, y) satisfazendo as seguintes condições:

(i) ∆wl =

{
1, em Ω (wl > 0),

0, em R \Ω (wl = 0).

(ii)





wl(0, y) = 1
2
(h1 − y)2, sobre Γ1 (x = 0, 0 ≤ y ≤ h1),

wl(L, y) =

{
1
2
(h2 − y)2, sobre Γ2 (x = L, 0 ≤ y ≤ h2),

0, sobre Γ3 (x = L, h2 ≤ y ≤ h1),

wl(x, h1) = 0, sobre Γ4 (y = h1, 0 < x < L).
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(iii) Sobre Γ0 temos as condições:

{
(wl)y(x, 0) + p0 = 0, 0 ≤ x ≤ l,

(wl)xx(x, 0) = 0, l < x ≤ L.

Agora iremos dar uma formulação variacional para este problema de fronteira fixa, isto

é, iremos iniciar o processo que permitirá escrever o Problema 5.1 para w em uma única

desigualdade.

Observando que as condições sobre Γ0 para o problema aproximado são

{
(wl)y(x, 0) + p0 = 0, 0 ≤ x ≤ l,

(wl)xx(x, 0) = 0, l < x ≤ L,

temos que wl está definida por uma função kl, de modo que wl(x, 0) = kl(x), onde a função

kl satisfaz: kl(x) ≥ 0, k′l(x) ≤ 0 e 0 ≤ k′′l (x) ≤ 1, para todo x ∈ [0, L], além de kl(0) =
h2

1

2
e

kl(L) =
h2

2

2
, ∀l ∈ [0, L], ou seja, com as mesmas propriedades satisfeistas por k definida em

(3.18).

Denote por Γp0 o subconjunto de Γ0 onde (wl)y(x, 0) + p0 = 0. Para cada l ∈ [0, L] fixo,

introduza uma função Gl ∈ C2(R), tal que Gl ≥ 0, dada por:

Gl(x, y) =





1
2
(h1 − y)2, x = 0, 0 ≤ y ≤ h1,

1
2
(h2 − y)2, x = L, 0 ≤ y ≤ h2,

2(L− l)

h2
2 − kl(l)

x+

[
h2

2

2
− 2L(L− l)

h2
2 − kl(l)

]
, y = 0, l ≤ x ≤ L,

0, no resto de ∂R \Γp0 .

(5.1)

Observamos ainda que a expressão (wl)xx(x, 0) = 0 para l < x ≤ L significa que a função

wl(x, y) tem a forma de um segmento de reta decrescente no intervalo [l, L], o qual faz parte

da definição da função Gl(x, y), pois esta coincide com os valores de wl sobre ∂R \Γp0 .

Agora podemos reescrever o Problema 5.1. Para isso, considere l ∈ [0, L] fixo.

Problema 5.2 O Problema 5.1 pode ser reescrito da seguinte forma mais geral:
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−∆wl = f, em R,

wl = Gl, sobre ∂R \Γp0 ,

(wl)y(x, 0) + p0 = 0, em 0 ≤ x ≤ l.

onde f = −IΩ, p0 = constante e Gl ∈ H1(R) é a função Gl(x, y) dada acima em (5.1).

Considera-se que ∂R \Γp0 seja ”suficientemente grande”, no sentido que a forma de

Dirichlet seja coersiva para as funções que se anulam sobre ∂R \Γp0 , isto é,

||ξ||H1(R) ≤ c||∇ξ||L2(R), sobre ∂R \Γ0,

ξ ∈ H1(R), para uma constante c > 0 e independente de ξ.

Considere agora os seguintes subconjuntos de H1(R):

Kl = {v ∈ H1(R) | v ≥ 0 em R e v = Gl sobre ∂R \Γp0}(5.2)

e

K0 = {v ∈ H1(R) | v = 0 sobre ∂R \Γp0}

Observe que o conjunto Kl é não-vazio, pois Gl ∈ Kl.

Agora faça

wl(x, y) =

{
wl(x, y), em (x, y) ∈ Ω,

0, em (x, y) ∈ R \Ω.

Para cada l ∈ [0, L] fixo, mostra-se (Apêndice, Teorema 7.5) que o Problema 5.1 pode

ser reescrito na seguinte formulação variacional, que é dependente do parâmetro l:

wl ∈ Kl,

∫

R

∇wl · ∇(v −wl) ≥
∫

Γp0

p0(v − wl) −
∫

R

(v − wl), ∀v ∈ Kl,(5.3)

onde Kl é dado por (5.2 ) e Gl é definida por (5.1).

Observação 5.1 Analisando a condição (iii) (sobre Γ0) para o Problema 5.1 (problema

aproximado), vemos que são as mesmas para a inequação variacional (5.3)-(5.1).
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A inequação variacional (5.3)-(5.1) possui uma única solução, denotada por wl(x, y), pelo

Teorema 7.1 (Apêndice). Além disso, wl ∈ W 2,p(R)∩C1,λ(R), 1 ≤ p <∞, 0 < λ < 1, pelas

Proposições 7.1 e 7.2 (Apêndice).

Considere o seguinte conjunto aberto

Ωl = {(x, y) ∈ R | wl(x, y) > 0}.

Segue-se do Teorema 7.2 (Apêndice) que

∆wl = 1, em Ωl e ∆wl ≤ 1, em R.(5.4)

Por hipótese, assuma que existe fluxo de fluido saindo no fundo da barragem Γ0 na

vizinhança direita de x = 0 para o problema aproximado. Essa hipótese não é restritiva,

pois estamos tomando p0 constante, o que faz sentido f́ısico devido ao fato do valor da

pressão no fundo da barragem ser alta, pois seu valor é igual a altura piezométrica em x = 0

(u(x, 0) = h1). O mesmo acontecendo nesta vizinhança. Isto faz com que a pressão exercida

nesta vizinhança impeça a entrada de fluxo pelo fundo. Se o valor de p0 for muito alto, não

haverá fluxo algum saindo no fundo da barragem, o que é caracterizado no modelo clássico

estudado por Baiocchi. Na prática, mede-se o valor de p0 e depois verifica se há infiltração

ou não a partir dos estudos aqui realizados.

Agora defina

X∗
l = {t ∈ [0, L] | (wl)y(x, 0) + p0 = 0 e (wl)xx(x, 0) > 0, ∀x ∈ [0, t]}.(5.5)

Note que a hipótese de ter fluxo saindo sobre uma vizinhança de x = 0, faz com que

(wl)xx(x, 0) > 0, nesta vizinhança. Assim, temos que este conjunto X∗
l 6= ∅.

Dentro deste último subconjunto de [0, L] vamos procurar por um ponto l∗ que seja o

maior ponto que determina o intervalo de infiltração no fundo da barragem para o problema

aproximado, associado um dado ponto l, tal que 0 ≤ l ≤ L. Assim, defina

l∗ := maxX∗
l .(5.6)

Observe que sempre temos a condição l∗ ≤ l. Caso contrário, ou seja, l∗ > l teŕıamos

wy(x, 0) + p0 = 0 e (wl)xx(x, 0) > 0 para valores de x > l, o que contradiz a hipótese do

problema aproximado.
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Definido desta forma, temos que l∗ representa o ponto que determina o extremo direito

do intervalo que possui fluxo de fluido saindo pelo fundo Γ0.

Quando toma-se l arbitrariamente, o valor encontrado para l∗ pode, em geral, ser dife-

rente de l.

As condições satisfeitas para a solução do Problema 3.3 (na variável u) sobre Γ0 são as

seguintes:





u(x, 0) ≤ p0 sobre Γ0 ((x, 0), 0 < x < L),

∂u

∂~ν
≤ 0 sobre Γ0 ((x, 0), 0 < x < L),

(u− p0)
∂u

∂~ν
= 0 sobre Γ0 ((x, 0), 0 < x < L).

Para a correspondente solução w do problema equivalente, associado a inequação quase -

variacional, temos sobre Γ0, que estas condições são equivalentes as seguintes:





wy + p0 ≥ 0, sobre Γ0,

wxx ≥ 0, sobre Γ0,

(wy + p0)wxx = 0, sobre Γ0.

Para mostrarmos a existência, faremos o seguinte:

- procurar por um ponto l0 que esteja associado a uma função wl0 e que seja uma solução

para a inequação quase -variacional (3.24);

- que ponto l0 seja o extremo direito do intervalo de infiltração no fundo da barragem,

intervalo [0, L], para o problema quase -variacional, isto é, l0 é o maior x ∈ [0, L] tal que

(wl0)xx(l0, 0) > 0;

- que a ”pressão” seja estritamente menor do que p0 à direita de l0.

Para este caso, deveremos buscar por um ponto que satisfaça as condições:
{

(wl0)y(x, 0) + p0 = 0 e (wl0)xx(x, 0) > 0, 0 ≤ x ≤ l0,

(wl0)y(x, 0) + p0 > 0 e (wl0)xx(x, 0) = 0, l0 ≤ x ≤ L.

Assim, temos o seguinte resultado:

Lema 5.1 Sejam l1, l2 ∈ [0, L] tais que l1 < l2. Então kl2(x) ≤ kl1(x).

Demonstração: Faça K(x) = kl1(x)− kl2(x). Da definição de k(x) (3.19)-(3.20), tem-se que

K(x) satisfaz:
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(i) K ∈ C1([0, L]);

(ii) K(x) é linear em [0, l1];

(iii) K(x) tem gráfico côncavo pra baixo [l1, l2];

(iv) K(x) é linear em [l2, L];

(v) K(0) = K(L) = 0.

Devemos analisar o sinal de K(x) em três sub-intervalos: (0, l1], (l1, l2) e [l2, L).

- Intevalo (0, l1]: podemos ter K(x) < 0 ou K(x) ≥ 0. Suponha que K(x) < 0, x ∈ (0, l1].

Como K(x) é linear em [0, l1], temos que K ′(x) = C < 0, x ∈ (0, l1], pois neste caso K(x)

seria um segmento de reta decrescente. Como K(x) é côncava pra baixo em [l1, l2], então

teŕıamos K ′(x) ≤ C < 0, x ∈ [l1, l2]. Mas como K(x) é linear em [l2, L], teŕıamos para todo

x ∈ [l2, L], K ′(x) = K ′(l2) ≤ C < 0, ou seja, K(x) é seria um segmento de reta decrescente

no intervalo [l2, L]. Assim, K(x) < 0 para x ∈ [l2, L], mas isto contradiz o fato de que

K(L) = 0. Portanto, K(x) ≥ 0 em (0, l1].

- Intevalo (l1, l2): suponha agora que K(l2) < 0. Como K(x) é côncava pra baixo, teŕıamos

K ′(l2) ≤ 0. Mas como K(x) é linear em [l2, L], temos que K ′(x) ≤ 0 e K(x) < 0, x ∈ [l2, L],

o que contradiz o fato de K(L) = 0. Logo, K(x) ≥ 0, x ∈ [l1, l2].

- Intevalo [l2, L): K(x) é linear em [l2, L]. Como K(l2) ≥ 0 e K(L) = 0, segue-se que

K(x) ≥ 0, x ∈ [l2, L].

Isto mostra que K(x) ≥ 0 em [0, L], ou seja, se l1 < l2, então kl2 ≤ kl1.

Inicialmente, considere a seguinte aplicação Λ : [0, L] → C1(R) dada por:

Λ(l) = (wl)(x, y).

Lema 5.2 A aplicação Λ(l) é não-crescente.

Demonstração: Sejam l1, l2 ∈ [0, L] tais que l1 < l2 e faça W (x, y) = wl1(x, y)−wl2(x, y) em

R. Defina o conjunto aberto D = {(x, y) ∈ R; W (x, y) < 0}.

A demonstração será feita por redução ao absurdo. Suponha que D 6= ∅. Então existe

P ∈ D tal que W (P ) = wl1(P ) − wl2(P ) < 0.

Como wl1(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈ Ωl1 (conseqüência da positividade da transformada), temos

wl2(P ) > wl1(P ) ≥ 0.
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Portanto, P ∈ Ωl2. Sendo P ∈ D arbitrário, temos que D ⊂ Ωl2. Desta forma, temos que:

∆(−W ) = ∆(wl2 − wl1) = 1 −∆wl1 ≥ 0 em D.

Pelo prinćıpio do máximo de Hopf, temos que −W (x, y) possui um máximo positivo na

fronteira ∂D de D, ou seja, que W (x, y) possui um mı́nimo negativo na fronteira ∂D de D.

Assim, temos que W (x, y) assume um valor negativo no interior de R, pois D ⊂ R.

Por outro lado, temos que:

∆W (x, y)
∣∣∣
R

= ∆[wl1(x, y)− wl2(x, y)] = ∆wl1(x, y)
∣∣∣
R
− ∆wl2(x, y)

∣∣∣
R
,

∆W (x, y)
∣∣∣
R

= ∆wl1(x, y)
∣∣∣
Ω1

+ ∆wl1(x, y)
∣∣∣
R \Ω1

− ∆wl2(x, y)
∣∣∣
Ω2

− ∆wl2(x, y)
∣∣∣
R \Ω2

,

∆W (x, y)
∣∣∣
R

= 1 + 0 − 1 + 0 = 0,

mostrando queW (x, y) é harmônica em R. Assim, pelo prinćıpio do máximo clássico, temos

que W (x, y) atinge seu máximo e mı́nimo na fronteira ∂R de R.

Agora vamos analisar os valores deW (x, y) sobre a fronteira ∂R de R. Devido aos valores

de wl1(x, y) e wl2(x, y) sobre ∂R, temos W (x, y) = 0 sobre Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 (Γ3 : x = L e

h2 ≤ y ≤ h1).

Resta analisar a parte Γ0 da fronteira ∂R de R. Nesta parte temos:

W (x, 0) = wl1(x, 0) − wl2(x, 0) = kl1(x) − kl2(x) ≥ 0, 0 ≤ x ≤ L,

pelo Lema 5.1. Desta forma temos que W (x, y) ≥ 0 sobre ∂R, ou seja, o seu menor valor

(mı́nimo) só poderá ser zero. Isto contradiz o fato de W (x, y) possuir um mı́nimo negativo

sobre ∂D que é um subconjunto de R. Logo, D = ∅, ou seja,

l1 < l2 ⇒ wl2(x, y) ≤ wl1(x, y).

Lema 5.3 A aplicação Λ é cont́ınua.

Demonstração: Sejam l1, l2 ∈ [0, L], l1 6= l2 e (x0, y0) ∈ R fixo, mas arbitrário. Considere

também as normas || · ||1 e || · ||2 para C1(R) e IR2, respectivamente. Temos,

||Λ(l2) − Λ(l1)||1 = ||wl2(x, y)− wl1(x, y)||1 =

= ||[wl2(x, y)− wl2(x0, y0)] + [wl2(x0, y0) −wl1(x0, y0)] + [wl1(x0, y0) −wl1(x, y)]||1 ≤
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≤ ||wl2(x, y)− wl2(x0, y0)||1 + ||wl1(x, y) −wl1(x0, y0)||1 + ||wl2(x0, y0) −wl1(x0, y0)||1

Agora tomamos ||(x, y)− (x0, y0)||2 < δ = |l2− l1|, de forma que (x, y) → (x0, y0) quando

l2 → l1. Assim temos, pela continuidade da transformada wl(x, y), pra cada l, que

||wl1(x, y)− wl1(x0, y0)||1 < ε1 e ||wl2(x, y)− wl2(x0, y0)||1 < ε2.

Pelo Lema 5.2, temos que que a aplicação Λ é monótona, então para cada ponto (x0, y0)

fixo, a seqüência de escalares {wln(x0, y0)}, que é limitada, é convergente. Assim, ||wl2(x0, y0)−

wl1(x0, y0)||1 → 0 quando l2 → l1. Portanto, temos que ||Λ(l2) − Λ(l1)||1 → 0, mostrando

assim a continuidade de Λ(l).

Agora, considere as seguintes aplicações Λ1,Λ2 : [0, L] → C1(R) dadas, respectivamente,

por:

Λ1(l) = (wl)xx(x, 0), Λ2(l) = (wl)y(x, 0).

Lema 5.4 A aplicação Λ1(l) = (wl)xx(x, 0) é cont́ınua para cada x ∈ [0, L] fixo.

Demonstração: Seja l ∈ [0, L] e considere uma seqüência {ln} em [0, L] tal que ln → l.

Assim,

lim
n→∞

Λ1(ln) = lim
n→∞

(wln)xx(x, 0) = lim
n→∞

k′′ln(x) = lim
n→∞

lim
t→0+

k′ln(x+ t)− k′ln(x)

t

= lim
t→0+

lim
n→∞

k′ln(x+ t) − k′ln(x)

t
= lim

t→0+

k′l(x+ t)− k′l(x)

t
= k′′l (x) = (wl)xx(x, 0) = Λ1(l).

Justificando a troca dos limites. A expressão

[
k′ln(x+ t)− k′ln(x)

]

pode ser identificada à seguinte seqüência

fn(t) = k′ln(x+ t)− k′ln(x).

Como k′ln(t) é não-decrescente, ∀n, pois k′ln(t) ≤ 0 e k′′ln(t) ≥ 0, ∀n e ∀t ∈ [0, L], temos

que:

k′ln(x+ t) ≥ k′ln(x), ∀t ∈ [0, L].
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Assim,

k′ln(x+ t) ≥ k′ln(x), ∀t ∈ [0, L]

⇒ fn(t) = k′ln(x+ t)− k′ln(x) ≥ 0, ∀t ∈ [0, L].(5.7)

Por outro lado, como k′ln(x) é não-decrescente, temos que:

k′ln(x+ t) ≤ k′ln(L) e k′ln(0) ≤ k′ln(x), ∀t ∈ [0, L].

Assim,

fn(t) = k′ln(x+ t) − k′ln(x) ≤ k′ln(L) − k′ln(0).

Como k′ln(L) ≤ k′l1(L) e k′l1(0) ≤ k′ln(0), ∀n, temos

fn(t) ≤ k′ln(L) − k′ln(0) ≤ k′l1(L) − k′l1(0).

Sendo os valores de k′l1(L) e de k′l1(0) finitos, pois existe a derivada k′′ln(t), ∀n e ∀ t ∈ [0, L],

temos que:

fn(t) ≤ C, ∀n,(5.8)

onde C é uma constante positiva.

Segue-se de (5.7) e (5.8) que fn(t) é limitada. Logo, existe uma subseqüência, ainda

denotada por fn(t), convergente. Isto mostra que o limite existe.

Precisa ser mostrado que este limite é uniforme. Para isso, usamos o seguinte fato: se

uma seqüência de funções fn : X → IR, deriváveis no compacto X, converge simplesmente

em X para uma função f e além disso, |f ′
n(t)| ≤ c para todo n e todo t ∈ X, então a

convergência é uniforme em X.

Tomando

fn(t) = k′ln(x+ t)− k′ln(x),

temos que |f ′
n(t)| ≤ c, pois 0 ≤ k′′ln(t) ≤ 1, ∀n e ∀t ∈ [0, L]. Desta forma, como os limites

iterados existem, eles coincidem.

Lema 5.5 Se l ∈ [0, L], então

(wl)yx(x, 0) > 0, para l ≤ x ≤ L.
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Demonstração: Por (3.22), temos que:

G(x, y) =
1

2
(h1 − y)2 +

[k(x) − k(0)]

2[k(L) − k(0)]
[(h2 − y)2 − (h1 − y)2], 0 ≤ y ≤ h2, 0 ≤ x ≤ L.

Gy(x, y) = −(h1 − y) +
[k(x)− k(0)]

[k(L) − k(0)]
[−(h2 − y) + (h1 − y)],

Gy(x, y) = (y − h1) +
[k(x)− k(0)]

[k(L) − k(0)]
[(h1 − y)− (h2 − y)],

Gyx(x, y) = k′(x)
[(h1 − y) − (h2 − y)]

[k(L) − k(0)]
⇒ Gyx(x, 0) = k′(x)

(h1 − h2)

k(L) − k(0)
,

onde h2 < h1 e k(L) < k(0).

Por outro lado, usando a definição de kl(x) a partir da definição de k(x) dada em (3.20)

e derivando em relação a x, obtemos:

k′l(x) = − 1

L

(
h2

1 − h2
2

2
+

∫ L

0

(L− t)εl(t, 0)dt

)
+

∫ x

0

εl(t, 0)dt,

onde

εl(x) =

{
εl(x), para 0 ≤ x ≤ l,

0, para l < x ≤ L.

Segue-se dáı que

k′l(x) = − 1

L

(
h2

1 − h2
2

2

)
para ∀x ∈ (l, L],

ou seja, que k′l(x) < 0, para x ∈ (l, L], pois h2 < h1.

Como (wl)yx(x, 0) = (Gl)yx(x, 0), pela regularidade da solução, temos que:

(wl)yx(x, 0) > 0, para l ≤ x ≤ L.

Lema 5.6 Seja li ∈ [0, L], i = 1, 2. Para l1 < l2 e para cada x ∈ [0, l2] fixo, temos

(wl2)y(x, 0) ≤ (wl1)y(x, 0).

Demonstração: {
(wl1)y(x, 0) + p0 = 0, ∀x ∈ [0, l1],

(wl1)xx(x, 0) = 0, ∀x ∈ (l1, L].
(5.9)

e {
(wl2)y(x, 0) + p0 = 0, ∀x ∈ [0, l2],

(wl2)xx(x, 0) = 0, ∀x ∈ (l2, L].
(5.10)
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· Para ∀x ∈ [0, l1], temos:

(wl1)y(x, 0) + p0 = 0 = (wl2)y(x, 0) + p0.

(wl1)y(x, 0) = (wl2)y(x, 0).

· Para ∀x ∈ (l1, l2], temos:

(wl2)y(x, 0) + p0 = 0 e (wl1)y(x, 0) + p0 > 0.

A última desigualdade se justifica pelo uso do Lema 5.5. Assim,

(wl2)y(x, 0) = −p0 e (wl1)y(x, 0) > −p0 ⇒ (wl1)y(x, 0) > (wl2)y(x, 0).

Portanto,

(wl1)y(x, 0) ≥ (wl2)y(x, 0), x ∈ [0, l2].

Observação 5.2 O uso dos Lemas 5.5 e 5.6 nos permite concluir que ul(x, 0) ≤ p0 sobre

Γ0, onde ul(x, 0) é a correspondente solução do problema ”original” associada ao problema

aproximado. Além disso,

u(x, y) = y +
1

γ
p(x, y) ⇒ −1

γ
p(x, y) = y − u(x, y).

A expressão (wl1)y(x, 0) ≥ (wl2)y(x, 0) pode ser reescrita, em termos do problema original,

da seguinte forma:

−p2(x, 0) ≤ −p1(x, 0), ⇒ p2(x, 0) ≥ p1(x, 0),

onde pi(x, y) é a respectiva pressão para l = 1, 2.

Segue-se dáı que, se p1(x, 0) = γp0 (isto é, região com possibilidade de fluxo para l = 1 ),

então

γp0 = p1(x, 0) ≤ p2(x, 0) ≤ γp0 ⇒ p2(x, 0) = γp0,

ou seja, implica na possibilidade de fluxo para l = 2.

Resumindo: a região com possibilidade de fluxo para l = 1 está contida na região com

possibilidade de fluxo para l = 2.

Lema 5.7 A aplicação Λ∗ : [0, L] → [0, L] definida por Λ∗(l) = l∗ é não-crescente.
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Demonstração: Sejam l1, l2 ∈ [0, L], tal que l1 < l2. Mostraremos que l∗2 ≤ l∗1.

Seja X∗
l o subconjunto de [0, L] dado por (5.5). Neste caso, temos que l∗ = maxX∗

l .

Tome x0 ∈ X∗
l2
, então

(wl2)y(x0, 0) + p0 = 0 e (wl2)xx(x0, 0) > 0.

Pelo Lema 5.1 temos que kl2(x) ≤ kl1(x) para l1 < l2. Como (wli)xx(x, 0) = kli(x, 0),

temos:

(wl1)xx(x0, 0) ≥ (wl2)xx(x0, 0) > 0 ⇒ (wl1)xx(x0, 0) > 0.

Por outro lado, usando o Lema 5.6, temos que:

(wl1)y(x0, 0) ≥ (wl2)y(x0, 0).

Como p0 > 0, temos que:

(wl1)y(x0, 0) + p0 ≥ (wl2)y(x0, 0) + p0 = 0 ⇒ (wl1)y(x, 0) + p0 ≥ 0.

Como (wl1)y(x0, 0) + p0 ≥ 0 e (wl1)xx(x0, 0) > 0, temos que existe fluxo de fluido neste

ponto, logo deveremos ter

(wl1)y(x0, 0) + p0 = 0,(5.11)

pois a condição (wl1)y(x0, 0) + p0 > 0 diz que (wl1)xx(x0, 0) = 0.

Isto implica que x0 ∈ X∗
l1
. Como x0 ∈ Xl é arbitrário, temos que X∗

l2
⊂ X∗

l1
. Pela

definição de l∗, temos que l∗2 ≤ l∗1.

Lema 5.8 A aplicação Λ2 : [0, L] → IR definida por Λ2(l) = (wl)y(x, 0) é cont́ınua para

cada x ∈ [0, L] fixo.

Demonstração: Seja l ∈ [0, L] e tome uma seqüência {ln} em [0, L] tal que ln → l. Pelo

Lema (5.7), temos:

lim
n→∞

(wln)y(x, 0) = lim
n→∞

lim
t→0+

wln(x, 0 + t) − wln(x, 0)

t

= lim
t→0+

lim
n→∞

wln(x, t)− wln(x, 0)

t
= lim

t→0+

wl(x, t)− wl(x, 0)

t
= (wl)y(x, t).

Justificativa na troca dos limites: considere a mudança de variáveism = 1/t. A expressão

1

t

[
wln(x, t)− wln(x, 0)

]
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pode ser identificada à seqüência dupla de números reais dada por

Xnm = m
[
wln(x,

1

m
) −wln(x, 0)

]
.

Como a transformada decresce na direção na direção y (com x fixo), temos que:

wln(x,
1

m
) ≤ wln(x, 0), ∀x ∈ [0, L].

Assim,

mwln(x,
1

m
) ≤ mwln(x, 0), ∀x ∈ [0, L]

⇒ m
[
wln(x,

1

m
) − wln(x, 0)

]
≤ 0, ∀x ∈ [0, L].(5.12)

Por outro lado, como a transformada decresce na direção x (com y fixo) temos:

wln(0, 0) ≥ wln(x, 0) e wln(x,
1

m
) ≥ wln(L,

1

m
), ∀x ∈ [0, L].

Assim,

Xnm = m
[
wln(x,

1

m
) − wln(x, 0)

]
= mwln(x,

1

m
) −mwln(x, 0) ≥

≥ mwln(L,
1

m
) −mwln(x, 0) ≥ mwln(L,

1

m
) −mwln(0, 0) =

=
m

2
(h2 −

1

m
)2 − m

2
h2

1 =
m

2

[
(h2 −

1

m
)2 − h2

1

]
≥ 1

2
(h2

2 − h2
1)

Xnm ≥ 1

2
(h2

2 − h2
1),(5.13)

para todos m,n naturais. Observe que (h2
2 − h2

1) é negativo, pois h2
2 < h2

1.

Segue-se de (5.12) e (5.13) que Xnm é limitada. Logo, existe uma subseqüência, ainda

denotada por Xmn, convergente. Isto mostra que o limite existe.

Precisa ser mostrado que este limite é uniforme. Para isso, usamos o seguinte fato:

Seja fn : K → IR, K compacto, tais que fn(0) = a para todo n e existe k > 0 tal que

|fn(X) − fn(Y )| ≤ k|X − Y |, para todo n e todo X,Y ∈ K. Então {fn} possui uma

subseqüência que converge uniformemente em K.

Lembremos que wln(0, 0) =
h1

2
para todo n. Agora usaremos o teorema do valor médio.

Sejam X = (x1, t1), Y = (x2, y2) em R, t = min{t1, t2}, Mn = max {|∇wln(x, y)|; (x, y) ∈

R} e M = maxMn.

Fazendo fn(x, t) = wln(x, t) −wln(x, 0), temos

|fn(X) − fn(Y )| = |fn(x1, t1) − fn(x2, t2)| =
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=
∣∣∣
[
wln(x1, t1) − wln(x1, 0)

]
−
[
wln(x2, t2) − wln(x2, 0)

]∣∣∣ =

=
∣∣∣
[
wln(x1, t1) − wln(x2, t2)

]
+
[
wln(x2, 0) −wln(x1, 0)

]∣∣∣ ≤

≤ |wln(x1, t1) − wln(x1, 0)| + |wln(x2, t2) − wln(x2, 0)| ≤ (TVM)

≤ |∇wln(x2 + θ1x1, t2 + θ2t1)||(x2 − x1, t2 − t1)| + |∇wln(x2 + θx1, 0)||(x2 − x1, 0)| ≤

≤Mn|(x2 − x1, t2 − t1)| +Mn|(x2 − x1, 0)| ≤

≤Mn|(x2 − x1, t2 − t1)| +Mn|(x2 − x1, t2 − t1)| ≤

≤ 2Mn|(x2 − x1, t2 − t1)| =≤ 2M |(x2 − x1, t2 − t1)| =

≤ k|(x2 − x1, t2 − t1)| = k|X − Y |.

Usando o resultado citado acima, obtemos a convergência uniforme. Desta forma, como

os limites iterados existem, eles coincidem.

Lema 5.9 l∗ = min{x ∈ [0, L] | (wl)y(x, 0) + p0 ≥ 0 e (wl)xx(x, 0) ≤ 0}.

Demonstração: SejamX∗
l dado por (5.5) eX

′

l = {x ∈ [0, L] | (wl)y(x, 0)+p0 ≥ 0 e (wl)xx(x, 0) ≤

0}. Assim, por definição tem-se que:

l∗ = max X∗
l .

Seja x > l∗, então existe x0 ∈ (l∗, L] tal que (wl)y(x, 0) + p0 ≥ 0 e (wl)xx(x, 0) ≤ 0, ∀x ∈

[x0, L]. Isto mostra que X
′

l é não-vazio.

Agora seja x0 < l∗ e suponha que (wl)xx(x0, 0) ≤ 0. Isto contradiz o fato de que

l∗ = max X∗
l , ou seja, (wl)y(l

∗, 0) + p0 = 0 e (wl)xx(l
∗, 0) > 0. Assim, tem-se que l∗ é cota

inferior para X
′
l . Seja l

′
= min X

′
l .

Se l
′
< l∗, então tem-se que l

′ ∈ X∗
l , ou seja, (wl)y(l

′
, 0)+p0 = 0 e (wl)xx(l

′
, 0) < 0, então

não se teria l
′ ∈ X

′

l . Se l
′
> l∗, então existe um x0 ∈ (l∗, l′) satisfazendo uma das condições:

(wl)y(x, 0) + p0 ≥ 0 e (wl)xx(x, 0) ≤ 0, ∀x ∈ (l∗, x0]

ou

(wl)y(x, 0) + p0 ≥ 0 e (wl)xx(x, 0) > 0, ∀x ∈ (l∗, x0].

Na primeira situação tem-se, pela continuidade de (wl)xx(x, 0), uma contradição com o

fato l
′
= min X

′

l e na segunda possibilidade uma contradição de que l∗ = max X∗
l . Logo

tem-se que l
′
= l∗. Segue-se dáı que l∗ = min X

′

l .

83



5.2 Resultados de Existência

Nesta seção verificaremos a existência de solução para a inequação quase -variacional

(3.24) utilizando as soluções das inequações variacionais (5.3)-(??).

Observamos que uma solução da inequação quase -variacional (3.24) é uma função (wl)(x, y)

satisfazendo (3.24)-(3.23) e tal que l ≡ l∗.

Lema 5.10 Se {ln} é uma seqüência decrescente em [0, L] tal que ln → l, então l∗n → l∗.

Demonstração: Pelo Lema 5.7, Λ(l) = l∗ é não-crescente, então a correspondente seqüência

{l∗n} é não-decrescente, logo é convergente por sua monotonicidade. Suponha que l∗n → l 6= l∗.

Como {ln} é decrescente, temos que l ≤ {ln}. Assim,

l∗n < l ≤ l∗, ∀n.

Deste modo, temos que existe x0 ∈ (l, l∗) tal que:

(wl)y(x0, 0) + p0 = 0 e (wl)xx(x0, 0) > 0,(5.14)

pois x0 < l∗ e l∗ = max X∗
l , dado em (5.5), ou ainda, l∗ é o maior dos x ∈ [0, L] tal que

(wl)y(l
∗, 0) + p0 = 0 e (wl)xx(l

∗, 0) > 0.

Por outro lado, pelo Lema 5.9, temos que:

(wln)y(x0, 0) + p0 ≥ 0 e (wln)xx(x0, 0) ≤ 0, ∀n,(5.15)

pois l∗n ≤ l < x0.

Porém, pelos Lemas (5.4) e (5.8), temos que (wl)y(x, 0) e (wl)xx(x, 0) são cont́ınuas, o

que implica na continuidade de (wl)y(x, 0) + p0, em particular. Assim, tomando limite em

(5.15), deveŕıamos ter

(wl)y(x0, 0) + p0 ≥ 0 e (wl)xx(x0, 0) ≤ 0,

o que contradiz (5.14).

Teorema 5.1 Existe uma solução w ∈ W 2,p(R) ∩ C1,λ(R), 1 ≤ p < ∞, 0 < λ < 1, da

inequação quase-variacional (3.24)-(3.23).
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Demonstração: Seja l0 = L. Considere a função wl0 solução de

{
w ∈ Kl,

∫
R
∇w · ∇(v −w)dxdy ≥ −

∫
R
(v − w)dxdy, ∀v ∈ Kl,

Kl = {v ∈ H1(R) | v ≥ 0 em R, v = Gl sobre ∂R}.
(5.16)

Por definição
l∗ = max X∗

l ,(5.17)

onde X∗
l é dado por (5.5).

Assim, l∗0 ≤ L. Vamos desconsiderar o caso l∗0 = L, pois representa o modelo de fluxo de

fluido em todo Γ0 e que foi analisado em [16], [17], [22] e [23]. Suponha então que l∗0 < L.

Construa uma seqüência decrescente {ln}, ln ∈ [0, L], n = 0, 1, 2, ... satisfazendo:

(i) l∗n+1 ≥ l∗n, n = 0, 1, 2, ...

(ii) ln ≥ l∗n, n = 0, 1, 2, ...

(iii) ln − l∗n → 0, n→ ∞.

A condição (i) é garantida pelo Lema 5.7. De fato, conforme observado também na

demonstração do Lema 5.10, temos que, se a seqüência {ln} é decrescente e Λ(l) = l∗ é

não-crescente, então a correspondente seqüência {l∗n} é não-decrescente.

As condições (ii) e (iii) são garantidas pelo Lema 5.10. De fato, uma das conseqüência

do Lema 5.10 garante que a aplicação Λ : [0, L] → IR, dada por Λ(l) = l∗ é cont́ınua. Assim

o limite l∗ da seqüência {l∗n} nunca irá superar o limite l da seqüência {ln}, ou seja, l∗ ≤ l,

de onde segue que l∗n ≤ ln.

Quanto o ı́tem (iii), podemos dizer que em geral a condição ln − l∗n → 0 nem sempre é

verdadeira. Porém, conforme já observado acima, o Lema 5.10 garante que a aplicação que

leva l em l∗ é cont́ınua. Dessa forma, sendo ln decrescente e l∗n não-crescente, podemos ir

tomando ln satisfazendo a condição (ii) de modo que l∗n não ultrapasse ln e se aproximem

um do outro (isso não seria garantido se a aplicação citada não fosse cont́ınua).

Como as seqüências {ln} e {l∗n} são monótonas em [0, L], existem l, l′ ∈ [0, L] tais que:

lim
n→∞

ln = l e lim
n→∞

l∗n = l′.(5.18)

Sejam wl a solução única de (5.3)-(??) correspondente a l (valor limite de {ln}) e l∗

definido em (5.6). Pelo Lema 5.10, temos que l′ = l∗. Além disso, temos:

|l− l∗| = |(l− ln) + (ln − l∗n) + (l∗n − l∗)| ≤ |l − ln| + |ln − l∗n| + |l∗n − l∗|.
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Fazendo n→ ∞ e usando a propriedade (iii) das seqüências e (5.18), conclúımos que l = l∗.

Desta forma wl ∈ W 2,p(R)∩C1,λ(R), 1 ≤ p <∞, 0 < λ < 1, é uma solução da inequação

quase -variacional (3.24).

5.3 Sobre a Unicidade da Solução

Nesta seção analisaremos a unicidade da solução para a inequação quase -variacional

(3.24).

Suponha que existam duas diferentes soluções w1 e w2 para o problema quase-variacional

(3.24)-(3.23). Então w1 e w2 satisfazem a inequação variacional para o problema aproximado

(5.3)-(5.2), com l = l1 e l = l2, respectivamente, pois já mostramos que existe solução para o

problema quase-variacional. Além disso, l1 = l∗1 e l2 = l∗2. Como para cada valor fixado de l,

a solução da inequação variacional (5.3)-(5.2) é única, conclui-se, sem perda de generalidade,

que l1 < l2. Dessa forma, pelo Lema 5.7, tem-se que l∗1 ≥ l∗2. Sendo l1 = l∗1 e l2 = l∗2, obtém-se

uma contradição e portanto, w1 = w2.

Como casos particulares para o problema quase-variacional estudado, podemos citar dois:

- Quando l0 = 0: neste caso teremos wxx(x, 0) = 0, ∀x ∈ [0, L], ou seja, o caso onde não

existe fluxo de fluido sobre Γ0, que foi estudado originalmente por C. Baiocchi;

- Quando l0 = L: neste caso teremos wy(x, 0)+p0 > 0, ∀x ∈ [0, L], ou seja, caso onde teremos

infiltração em todo o fundo Γ0 da barragem. Embora o modelo estudado por R. Jensen e A.

Friedman fosse para um fluxo conhecido no fundo da barragem, este é semelhante ao caso

onde a pressão no fundo seja estritamente menor do que uma pressão dada e conhecida p0.
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6 Implementação Numérica

Nesse caṕıtulo, apresenta-se um resultado de implementação numérica para o modelo de

escoamento em barragem com fundo semi-permeável, cuja formulação esta dada na seguinte

forma (Caṕıtulo 3): encontrar o potencial de velocidade de fluxo u(x, y) e a função estrita-

mente decrescente ϕ(x) que define a porção de Γλ, satisfazendo




∆u = 0 em Ω,

u = h1 sobre Γ1,

u = h2 sobre Γ2,

u = y sobre Γσ ∪ Γλ,

q = 0 sobre Γλ,



u(x, 0) ≤ p0 sobre Γ0,

q ≤ 0 sobre Γ0,

(u− p0)q = 0 sobre Γ0,

(6.2)

onde a pressão p0 é uma função conhecida e q ≡ ∂u

∂~ν
, com ~ν a normal exterior.

6.1 Problema de Otimização de Forma e sua Formulação Integral

Formulação equivalente ao Problema 3.3 pode ser dada em termos de um problema de

otimização de forma para o sistema governado pela equação de Laplace. Para isso, considera-

se um conjunto Φ de todas as formas admisśıveis para a fronteira livre Γ0, formado por curvas

suaves por partes. O problema de otimização consiste em encontrar uma função ψ ∈ Φ e o

pontencial de velocidade do fluxo u tais que:




min
ψ∈Φ

∫

Γλ

(q)2dΓ,

onde q =
∂u

∂~ν
, ~ν é a normal exterior e u(x, y) é uma solução do problema:





∆u = 0 em Ω,

u = h1 sobre Γ1,

u = h2 sobre Γ2,

u = y sobre Γσ ∪ Γλ,

q = 0 sobre Γλ,



u(x, 0) ≤ p0 sobre Γ0,

q ≤ 0 sobre Γ0,

(u− p0)q = 0 sobre Γ0.

(6.3)
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O funcional de custo contém o quadrado do fluxo ao longo da fronteira livre Γλ. A

escolha da posição ótima dessa fronteira livre força o funcional de custo a ser zero e vice

versa. Uma formulação alternativa do problema de otimização pode ser dada usando como

critério de otimalidade a condição para o potencial ao longo da fronteira livre, [25].

A formulação (6.3) interpreta o fronteira livre Γλ como uma fronteira ótima. Tal conceito

envolve apenas valores na fronteira. Dessa forma, não é necessário resolver o problema no

domı́nio todo Ω e só na fronteira Γ. Por outro lado, encontrando a posição de Γλ, pode-se

obter u(x, y) em Ω, resolvendo-se as equações do problema (6.3), por exemplo pelo método

de elementos finitos (F.E.M.).

No caso bi-dimensional para o problema governado pela equação de Laplace, os valores

do fluxo e do potencial verificam, na fronteira Γ ≡ ∂Ω, a equação integral, [9]:

0.5u(ξ) +

∫

Γ

q∗(ξ, χ)u(χ)dΓ =

∫

Γ

u∗(ξ, χ)q(χ)dΓ,(6.4)

onde χ ≡ (x, y) ∈ Γ, u∗(ξ, χ) é a solução fundamental da equação de Laplace, q∗(ξ, χ) sua

derivada normal, e ξ ∈ Γ é o ponto de colocação .

Sendo assim, para definir a posição da fronteira livre, tem-se:





min
ψ∈Φ

F (u, q),

onde q e u satisfazem, em Γ, a equação integral:

0.5u(ξ) +

∫

Γ

q∗(ξ, χ)u(χ)dΓ =

∫

Γ

u∗(ξ, χ)q(χ)dΓ,

(6.5)

com F (u, q) =

∫

Γλ

(q)2dΓ e os valores de contorno definidos como no Problema 6.3.

6.2 Discretização e Problema de Programação Matemática

A formulação (6.5) fornece a oportunidade da discretização via método dos elementos

de contorno (B.E.M.), [9]. Com essa finalidade, introduz-se N nós geométricos e divide-se

Γ em N elementos, ou seja, Γ =
N∑
j=1

Γj . Considerando aproximação com funções constantes

do fluxo e do potencial, para cada Γj , j = 1, ..., N , tem-se a seguinte discretização para a

equação integral do problema (6.5):

0.5ui +
N∑

j=1

(∫

Γj

q∗i dΓj

)
uj =

N∑

j=1

(∫

Γj

u∗i dΓj

)
qj, i = 1, ..., N,
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onde ui = u(ξi), u
∗
i = u∗(ξi, χ), q∗i = q∗(ξi, χ), uj = u(χ), qj = q(χ), com ξi ∈ Γi e

χ ∈ Γj , j = 1, ..., N . Usando as notações

Hij =

∫

Γj

q∗i dΓj , para i 6= j, Hii = 0.5 +

∫

Γi

q∗i dΓi e Gij =

∫

Γj

u∗idΓj ,

pode-se reescrever esta equação na forma matricial:

[H]u = [G]q.

Sejam (xi, yi) as coordenadas dos nós i = 1, ..., N e xN+1 = x1, yN+1 = y1. Então, obtém-se

formas expĺıcitas para os coeficientes de G e H:

∀i, j = 1, ..., N , i 6= j :

Gij = −
4∑

k=1

0.5ωk
(
a2
x + a2

y

)1/2
ln
(
(xc − axγk − bx)

2 + (yc − ayγk − by)
2
)
,(6.6)

Hij = −
4∑

k=1

ωk
(
ay(axγk + bx − xc) − ax(ayγk + by − yc)

)

(
xc − axγk − bx

)2

+
(
yc − ayγk − by

)2 ,(6.7)

∀i, j = 1, ..., N , i = j :

Gii = 2
(
a2
x + a2

y

)(
1 − ln

(
a2
x + a2

y

)1/2)
,(6.8)

Hii = π,(6.9)

onde ax = 0.5
(
xj+1 − xj

)
, bx = 0.5

(
xj+1 + xj

)
, ay = 0.5

(
yj+1 − yj

)
, by = 0.5

(
yj+1 + yj

)
,

xc = 0.5
(
xi + xi+1

)
, yc = 0.5

(
yi + yi+1

)
, e γk, ωk são as abscissas e pesos da quadratura de

Gauss.

Agora, sejam n, m, l, r e k os números dos elementos de contorno localizados nos seg-

mentos Γσ, Γλ, Γ1, Γ0 e Γ2 da fronteira Γ, respectivamente. Para o análogo discreto do

problema (6.3), considera-se como variáveis independentes:

· n− 1 valores das coordenadas y dos nós sobre Γσ: X1, ...,Xn−1;

· m valores das coordenadas y dos nós da fronteira livre Γλ: Xn, ...,Xn+m−1;

· l valores do fluxo nos elementos de contorno de Γ1: Xn+m, ...,Xn+m+l−1;
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· r valores do potencial nos elementos de contorno de Γ0: Xn+m+l, ...,Xn+m+l+r−1;

· k + n valores do fluxo nos elementos de contorno de Γ2: Xn+m+l+r , ...,XN−1;

· n valores do fluxo nos elementos de contorno de Γσ: XN , ...,Xn+m+l+r+k+n−1 ;

· m valores do fluxo nos elementos de contorno da fronteira livre Γλ: X2n+m+l+r+k , ...,

X2n+2m+l+r+k−1;

· r valores do fluxo nos elementos de contorno de Γ0: X2n+2m+l+r+k , ...,X2n+2m+l+2r+k−1.

Utiliza-se agora as seguintes notações : K ≡ n +m, L ≡ K+l, M ≡ L+r, N ≡ M+k,

P ≡ N+n, R ≡ P+m e S ≡ R +r − 1. Assim as relações acima assumem as seguintes

formas:

· valores das coordenadas y dos nós sobre Γσ: X1, ...,Xn−1;

· valores das coordenadas y dos nós da fronteira livre Γλ: Xn, ...,XK−1;

· valores do fluxo nos elementos de contorno de Γ1: XK , ...,XL−1;

· valores do potencial nos elementos de contorno de Γ0: XL, ...,XM−1;

· valores do fluxo nos elementos de contorno de Γ2: XM , ...,XN−1;

· valores do fluxo nos elementos de contorno de Γσ: XN , ...,XP−1;

· valores do fluxo nos elementos de contorno da fronteira livre Γλ: XP , ...,XR−1;

· valores do fluxo nos elementos de contorno de Γ0: XR, ...,XS.

Seja X = (X1...XS), então para u e q, temos:

u= (u1...ul,XL...XM−1, ul+r+1...uN),

q= (XK ...XL−1,XR...XS,XM ...XR−1),

onde os valores do potencial u nos segmentos Γσ e Γλ são os correspondentes definidos nas

condições do Problema 6.2:

ul+r+k+1 = 0.5(h2 +X1),

ul+r+k+i = 0.5(Xi−1 +Xi), i = 2, ..., n+m− 1,

uN = 0.5(h1 +XK−1),
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bem como os demais valores de u e q.

As condições de complementaridade implicam em:

XL+i ≤ p0, i = 0, .., r − 1,(6.10)

XR+i ≤ 0, i = 0, .., r − 1,(6.11)

XL+i ·XR+i = 0, i = 0, .., r− 1.(6.12)

O funcional objetivo é dado por

F (X) =
R−1∑

i=P

X2
i .(6.13)

Além disso, caso existam nós na superf́ıcie de percolação (ou seja, se n ≥ 2), surgirão

as seguintes restrições lineares para as coordenadas y destes nós: Xi − Xi+1 ≤ 0, para

i = 1, ..., n− 2.

De acordo com (6.6), (6.7), (6.8) e (6.9), os coeficientes de H e G são funções de X; mais

precisamente, das coordenadas y dos nós do contorno livre e da superf́ıcie de percolação:

H(X) ≡ H(X1, ...,Xn+m−1),

G(X) ≡ G(X1, ...,Xn+m−1).

Fazendo este tipo de discretização para (6.5), obtém-se um problema de programação

matemática não-linear:




min
X

F (X)

H(X)u−G(X)q = 0,

XL+i ≤ p0, XR+i ≤ 0, XL+i ·XR+i = 0, i = 0, .., r − 1,

ul+r+k+1 = 0, 5(h2 +X1),

ul+r+k+i = 0, 5(Xi−1 +Xi), i = 2, ...,K − 1,

uN = 0, 5(h1 +XK−1),

h2 ≤ Xi ≤ h1, i = n, ..., n+m.

(6.14)
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O problema (6.14) é um problema de programação matemática, com funcional objetivo

(6.13) quadrático, que tem S variáveis X1...XS, N + (r − 1) restrições de igualdade não-

lineares, K restrições de igualdade lineares e 2(r − 1) +m restrições do tipo ”Box”.

A resolução dos problemas de programação matemática envolvendo condição do tipo

complementaridade é considerado como um problema de otimização convexa de dois ńıveis.

A otimização convexa de dois ńıveis apresenta dificuldades normalmente não encontrada

em programação matemática de um ńıvel. Como temos uma aplicação não-diferenciável,

o funcional objetivo F e todas as restrições são geralmente não-suaves. Assim, a natureza

desta não-diferenciabilidade é diferente da otimização clássica não-suave. Se substitúırmos o

problema de baixo ńıvel pelas suas condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), [5], obtemos

um programa matemático com restrição de equiĺıbrio chamado (MPEC), [32]. Este é um

problema que não satisfaz independência linear na qualificação das restrições, [5], por causa

da presença da condição fraca de complementaridade do problema de baixo ńıvel, juntamente

com suas condições admisśıveis primal e dual no conjunto de restrições.

Vários estudos tem sido realizado em diferentes áreas de otimização numérica para re-

solver problemas de dois ńıveis. Uma lista detalhada pode ser encontrada em [39] e [37].

Em [21] propõe-se condições necessárias e suficientes de otimalidade para programação

de dois ńıveis que envolve um programa matemático auxiliar de um ńıvel. Sob hipóteses

convenientes este programa de um ńıvel satisfaz a independência linear na qualificação das

restrições e é obtida substituindo o problema de baixo ńıvel pela suas condições de KKT sem

as condições admisśıveis primal e dual. Mostra-se que o conjunto de soluções do programa

de dois ńıveis é o mesmo conjunto das soluções do problema auxiliar que são admisśıveis

primal e dual para o problema de baixo ńıvel.

Para resolver estas condições emprega-se a técnica de pontos interiores para otimização

não-linear com restrição, [18]. Não se utiliza penalização na condição de otimalidade e

no algoŕıtmo. O programa de dois ńıveis é resolvido com um custo semelhante ao um

problema de otimização clássico com restrição não-linear bem-comportada. Empregando

um modelo baseado em programação de dois ńıveis, tal método foi aplicado em controle

ótimo de inequações variacionais [31], esboço da forma de sólidos em contato [19] e problema

de equiĺıbrio de Stackelberg-Cournot-Nash [20]. Realizou-se vários experimentos numéricos

desta forma e os problemas foram resolvidos de forma muito eficiente, sem qualquer mudança

nos parâmetros internos do algoŕıtmo.
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6.3 Testes Numéricos

Na implementação numérica considera-se um domı́nio retangular R com o fundo da

barragem de comprimento L = 6.1592 e com os ńıveis dos reservatórios h1 = 6.3014,

h2 = 1.2359. Os dados coincidem com os valores α = 0.3 e β = 0.9 nas fórmulas (2.13),

considerado no caso clássico que foi implementado em [25].

Figura 6.1: Discretização do Problema, Elementos de Contorno

Na discretização pelo método B.E.M., usamos os seguintes números de elementos de

contorno: n = 3, m = 13, l = 7, r = 62 e k = 4. Desta forma teremos 7 elementos sobre Γ1,

62 elementos sobre Γ0, 4 elementos sobre Γ2, 3 elementos sobre Γσ e 13 elementos sobre Γλ.

Então temos K = 17, L = 23, M = 85, N = 89, P = 92, N +(r−1) = 150, 2(r−1)+m = 135

e S = 166. Os passos dos intervalos sobre Γ0 são de 0.1 para dar mais precisão na posição do

ponto de descolagem l0. Ou seja, o intervalo do fluxo no fundo é encontrado com precisão

de 0.2 e que neste caso foi de 0.33%.

Testes numéricos foram realizados para os seguintes valores de p0:

p0 = 10, p0 = 6, p0 = 5.5, p0 = 5.0, p0 = 4.5, p0 = 4.0, p0 = 3.5, p0 = 3.0, p0 = 2.5, p0 = 2.0,

p0 = 1.7 e p0 = 1.6.
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Os resultados dos testes numéricos estão apresentados na Tabela 1. Aqui a primeira

coluna corresponde as variáveis do problema (X1...Xi...XS), S = 166. As demais colunas

apresentam os valores destas variáveis encontrados numericamente para cada valor espećıfico

da pressão p0.

As figuras (6.2)-(6.13), mostram o campo do fluxo para cada exemplo e foram obtidas

a partir dos dados exibidos nas tabelas abaixo de cada figura, resolvendo numericamente

o problema diretamente no MatLab com aux́ılio da ferramenta PDETool. As setas estão

normalizadas e exibe-se também as linhas do campo de fluxo. As tabelas mostram os valores

de contorno usados e as coordenadas da parte ”livre” da fronteira.

Observa-se que o caso p0 = 10 corresponde ao escoamento sem fluxo de fluido no fundo da

barragem (caso clássico). A posição da fronteira livre e os valores no contorno, correspondem

aos valores calculados no trabalho [25].

A partir da pressão p0 = 6 até p0 = 1.6, surge fluxo de fluido no fundo da barragem.

Depois deste valor não foi realizado mais cálculo, pois o ponto de percolação ”passa” de h2

e o problema perde sentido f́ısico.
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Tabela 1:
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Tabela 2:
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Figura 6.2: Exemplo com p0 = 10

Valores no Contorno

Contorno Intervalo u q

Γ0 (0.0000, 0.0000)− (6.1592, 0.0000) - 0.0000

Γ1 (0.0000, 0.0000)− (0.0000, 6.3014) 6.3014 -

Γ2 (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2359) 1.2359 -

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.7382) - -1.4845
Γσ (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 2.3200) - -0.8772

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 2.5129) - -0.5414

Γλ: Coordenadas y

x y

0.0000 6.3014
0.2000 6.2510
0.4000 6.2133
0.8000 6.0836
1.3000 5.9053
2.0000 5.6145
2.8000 5.2299
3.4922 4.8457
4.3000 4.3393
4.9928 3.8230
5.4906 3.3813
5.7453 3.1109
5.9969 2.7990
6.1592 2.5129
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Figura 6.3: Exemplo com p0 = 6

Valores no Contorno

Contorno Intervalo u q

Γ0 (0.0000, 0.0000)− (0.2000, 0.0000) 5.9999 -
(0.2000, 0.0000)− (6.1592, 0.0000) - 0.0000

Γ1 (0.0000, 0.0000)− (0.0000, 6.3014) 6.3014 -

Γ2 (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2359) 1.2359 -

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.9464) - -1.3262
Γσ (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 2.0857) - -0.7668

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 2.4934) - -0.6820

Γλ: Coordenadas y

x y

0.0000 6.3014
0.2000 6.2654
0.4000 6.2064
0.8000 6.0855
1.3000 5.9017
2.0000 5.6122
2.8000 5.2254
3.4922 4.8406
4.3000 4.3329
4.9928 3.8160
5.4906 3.3741
5.7453 3.1039
5.9969 2.7922
6.1592 2.4934
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Figura 6.4: Exemplo com p0 = 5.5

Valores no Contorno

Contorno Intervalo u q

Γ0 (0.0000, 0.0000)− (0.8000, 0.0000) 5.4999 -
(0.8000, 0.0000)− (6.1592, 0.0000) - 0.0000

Γ1 (0.0000, 0.0000)− (0.0000, 6.3014) 6.3014 -

Γ2 (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2359) 1.2359 -

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.9729) - -1.2952
Γσ (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 2.0810) - -0.6935

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 2.4661) - -0.6681

Γλ: Coordenadas y

x y

0.0000 6.3014
0.2000 6.2643
0.4000 6.2048
0.8000 6.0822
1.3000 5.8963
2.0000 5.6028
2.8000 5.2110
3.4922 4.8217
4.3000 4.3093
4.9928 3.7893
5.4906 3.3461
5.7453 3.0753
5.9969 2.7632
6.1592 2.4661
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Figura 6.5: Exemplo com p0 = 5.0

Valores no Contorno

Contorno Intervalo u q

Γ0 (0.0000, 0.0000)− (1.3000, 0.0000) 4.9999 -
(1.3000, 0.0000)− (6.1592, 0.0000) - 0.0000

Γ1 (0.0000, 0.0000)− (0.0000, 6.3014) 6.3014 -

Γ2 (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2359) 1.2359 -

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.8473) - -1.3523
Γσ (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.9420) - -0.8250

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 2.4074) - -0.7151

Γλ: Coordenadas y

x y

0.0000 6.3014
0.2000 6.2626
0.4000 6.2023
0.8000 6.0770
1.3000 5.8870
2.0000 5.5865
2.8000 5.1853
3.4922 4.7874
4.3000 4.2660
4.9928 3.7406
5.4906 3.2954
5.7453 3.0244
5.9969 2.7120
6.1592 2.4074
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Figura 6.6: Exemplo com p0 = 4.5

Valores no Contorno

Contorno Intervalo u q

Γ0 (0.0000, 0.0000)− (1.8000, 0.0000) 4.4999 -
(1.8000, 0.0000)− (6.1592, 0.0000) - 0.0000

Γ1 (0.0000, 0.0000)− (0.0000, 6.3014) 6.3014 -

Γ2 (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2359) 1.2359 -

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.8661) - -1.2918
Γσ (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.9680) - -0.7254

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 2.3423) - -0.6701

Γλ: Coordenadas y

x y

0.0000 6.3014
0.2000 6.2609
0.4000 6.1994
0.8000 6.0705
1.3000 5.8751
2.0000 5.5647
2.8000 5.1497
3.4922 4.7389
4.3000 4.2037
4.9928 3.6698
5.4906 3.2212
5.7453 3.9497
5.9969 2.6380
6.1592 2.3423
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Figura 6.7: Exemplo com p0 = 4.0

Valores no Contorno

Contorno Intervalo u q

Γ0 (0.0000, 0.0000)− (2.3000, 0.0000) 3.9999 -
(2.3000, 0.0000)− (6.1592, 0.0000) - 0.0000

Γ1 (0.0000, 0.0000)− (0.0000, 6.3014) 6.3014 -

Γ2 (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2359) 1.2359 -

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.8200) - -1.2671
Γσ (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.9201) - -0.7033

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 2.2490) - -0.6518

Γλ: Coordenadas y

x y

0.0000 6.3014
0.2000 6.2591
0.4000 6.1961
0.8000 6.0631
1.3000 5.8608
2.0000 5.5378
2.8000 5.1045
3.4922 4.6761
4.3000 4.1212
4.9928 3.5752
5.4906 3.1222
5.7453 2.8504
5.9969 2.5357
6.1592 2.2490

102



Figura 6.8: Exemplo com p0 = 3.5

Valores no contorno

Contorno Intervalo u q

Γ0 (0.0000, 0.0000)− (2.8000, 0.0000) 3.4999 -
(2.8000, 0.0000)− (6.1592, 0.0000) - 0.0000

Γ1 (0.0000, 0.0000)− (0.0000, 6.3014) 6.3014 -

Γ2 (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2359) 1.2359 -

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.6056) - -1.3889
Γσ (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 2.0060) - -0.8066

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 2.1361) - -0.5044

Γλ: Coordenadas y

x y

0.0000 6.3014
0.2000 6.2572
0.4000 6.1925
0.8000 6.0547
1.3000 5.8444
2.0000 5.5063
2.8000 5.0501
3.4922 4.5981
4.3000 4.0159
4.9928 3.4527
5.4906 2.9942
5.7453 2.7224
5.9969 2.4137
6.1592 2.1361
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Figura 6.9: Exemplo com p0 = 3.0

Valores no contorno

Contorno Intervalo u q

Γ0 (0.0000, 0.0000)− (3.4000, 0.0000) 2.9999 -
(3.4000, 0.0000)− (6.1592, 0.0000) - 0.0000

Γ1 (0.0000, 0.0000)− (0.0000, 6.3014) 6.3014 -

Γ2 (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2359) 1.2359 -

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.3160) - -2.0665
Γσ (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.6160) - -1.1443

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.9691) - -0.7013

Γλ: Coordenadas y

x y

0.0000 6.3014
0.2000 6.2553
0.4000 6.1888
0.8000 6.0459
1.3000 5.8267
2.0000 5.4712
2.8000 5.9872
3.4922 4.5047
4.3000 4.8853
4.9928 3.2974
5.4906 2.8317
5.7453 2.5611
5.9969 2.2557
6.1592 1.9691
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Figura 6.10: Exemplo com p0 = 2.5

Valores no Contorno

Contorno Intervalo u q

Γ0 (0.0000, 0.0000)− (3.9000, 0.0000) 2.4999 -
(3.9000, 0.0000)− (6.1592, 0.0000) - 0.0000

Γ1 (0.0000, 0.0000)− (0.0000, 6.3014) 6.3014 -

Γ2 (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2359) 1.2359 -

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.4639) - -1.3638
Γσ (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.7023) - -0.7854

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.8034) - -0.4960

Γλ: Coordenadas y

x y

0.0000 6.3014
0.2000 6.2534
0.4000 6.1849
0.8000 6.0368
1.3000 5.8080
2.0000 5.4332
2.8000 4.9167
3.4922 4.3954
4.3000 3.7243
4.9928 3.1001
5.4906 2.6252
5.7453 2.3583
5.9969 2.0623
6.1592 1.8034
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Figura 6.11: Exemplo com p0 = 2.0

Valores no Contorno

Contorno Intervalo u q

Γ0 (0.0000, 0.0000)− (4.5000, 0.0000) 1.9999 -
(4.5000, 0.0000)− (6.1592, 0.0000) - 0.0000

Γ1 (0.0000, 0.0000)− (0.0000, 6.3014) 6.3014 -

Γ2 (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2359) 1.2359 -

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.3808) - -1.3678
Γσ (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.4815) - -0.8051

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.5878) - -0.5773

Γλ: Coordenadas y

x y

0.0000 6.3014
0.2000 6.2515
0.4000 6.1811
0.8000 6.0276
1.3000 5.7889
2.0000 5.3935
2.8000 4.8397
3.4922 4.2696
4.3000 3.5262
4.9928 2.8458
5.4906 2.3596
5.7453 2.1027
5.9969 1.8253
6.1592 1.5878

106



Figura 6.12: Exemplo com p0 = 1.7

Valores no Contorno

Contorno Intervalo u q

Γ0 (0.0000, 0.0000)− (4.9000, 0.0000) 1.6999 -
(4.9000, 0.0000)− (6.1592, 0.0000) - 0.0000

Γ1 (0.0000, 0.0000)− (0.0000, 6.3014) 6.3014 -

Γ2 (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2359) 1.2359 -

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2600) - -2.3277
Γσ (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.3350) - -1.1529

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.4482) - -0.6786

Γλ: Coordenadas y

x y

0.0000 6.3014
0.2000 6.2504
0.4000 6.1789
0.8000 6.0222
1.3000 5.7775
2.0000 5.3693
2.8000 4.7912
3.4922 4.1864
4.3000 3.3854
4.9928 2.6550
5.4906 2.1610
5.7453 1.9177
5.9969 1.6625
6.1592 1.4482
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Figura 6.13: Exemplo com p0 = 1.6

Valores no Contorno

Contorno Intervalo u q

Γ0 (0.0000, 0.0000)− (5.0000, 0.0000) 1.5999 -
(5.0000, 0.0000)− (6.1592, 0.0000) - 0.0000

Γ1 (0.0000, 0.0000)− (0.0000, 6.3014) 6.3014 -

Γ2 (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2359) 1.2359 -

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.2871) - -1.6638
Γσ (6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.3502) - -0.9635

(6.1592, 0.0000)− (6.1592, 1.4103) - -0.4444

Γλ: Coordenadas y

x y

0.0000 6.3014
0.2000 6.2500
0.4000 6.1718
0.8000 6.0204
1.3000 5.7738
2.0000 5.3612
2.8000 4.7748
3.4922 4.1575
4.3000 3.3344
4.9928 2.5834
5.4906 2.0871
5.7453 1.8509
5.9969 1.6074
6.1592 1.4103
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A figura abaixo permite visualizar os resultados sobre o valor do fluxo no fundo encon-
trado para cada valor do parâmetro p0 (Tabela 3) e mostra seu o comportamento ”uniforme”.
Os dados que permitiram obter estas curvas estão na tabela da página seguinte.

Figura 6.13: Comportamento da Infiltração no Fundo da Barragem

Na última página exibimos dois gráficos: o primeiro mostra o comportamento do ponto
de percolação (S.P.) em relação a pressão p0 e o segundo o comportamento do intervalo de
infiltração até l0 em relação a pressão p0.
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Tabela 3

Fluxo - Γ0

Num y1(x) y2(x) y3(x) y4(x) y5(x) y6(x) y7(x) y8(x) y9(x) y10(x) y11(x)

104 0.0000 1.1771 4.2667 7.3779 10.4987 0.0000 16.7525 19.8824 23.0132 24.8920 25.5184

105 2.5963 4.9072 6.1471 7.3793 8.6095 13.6242 11.0674 12.2958 13.5240 14.2608 14.5064

106 0.0000 1.2313 2.1904 3.1297 4.0627 9.8387 5.9211 6.8486 7.7755 8.3313 8.5166

107 0.0000 1.0662 1.8517 2.6047 3.3475 4.9927 4.8212 5.5552 6.2882 6.7276 6.8741

108 0.0000 0.8272 1.5115 2.1481 2.7705 4.0856 3.9988 4.6092 5.2182 5.5831 5.7047

109 0.0000 0.6185 1.2441 1.8008 2.3387 3.3863 3.3937 3.9164 4.4374 4.7494 4.8533

110 0.0000 0.4298 1.0311 1.5312 2.0072 2.8683 2.9337 3.3911 3.8464 4.1189 4.2097

110 0.0000 0.2024 0.8575 1.3175 1.7470 2.4731 2.5748 2.9819 3.3864 3.6284 3.7089

112 0.0000 0.0000 0.7103 1.1431 1.5370 2.1641 2.2875 2.6547 3.0190 3.2367 3.3091

113 0.0000 0.0000 0.5797 0.9967 1.3633 1.9160 2.0522 2.3873 2.7191 2.9172 2.9831

114 0.0000 0.0000 0.4574 0.8706 1.2167 1.7121 1.8560 2.1648 2.4699 2.6518 2.7123

115 0.0000 0.0000 0.3346 0.7593 1.0905 1.5414 1.6896 1.9767 2.2597 2.4282 2.4842

116 0.0000 0.0000 0.1689 0.6586 0.9800 1.3959 1.5466 1.8157 2.0801 2.2372 2.2895

117 0.0000 0.0000 0.0000 0.5649 0.8817 1.2701 1.4222 1.6762 1.9249 2.0724 2.1214

118 0.0000 0.0000 0.0000 0.4749 0.7928 1.1598 1.3128 1.5540 1.7894 1.9287 1.9749

119 0.0000 0.0000 0.0000 0.3845 0.7111 1.0620 1.2155 1.4460 1.6700 1.8023 1.8462

120 0.0000 0.0000 0.0000 0.2880 0.6347 0.9741 1.1281 1.3496 1.5639 1.6902 1.7320

121 0.0000 0.0000 0.0000 0.1511 0.5619 0.8942 1.0490 1.2630 1.4690 1.5900 1.6300

122 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.4909 0.8208 0.9766 1.1845 1.3834 1.4999 1.5384

123 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.4197 0.7525 0.9099 1.1129 1.3058 1.4183 1.4555

124 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3454 0.6882 0.8478 1.0470 1.2349 1.3440 1.3800

125 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.2633 0.6268 0.7896 0.9860 1.1697 1.2760 1.3110

126 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1452 0.5675 0.7344 0.9292 1.1095 1.2134 1.2475

127 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.5091 0.6817 0.8759 1.0536 1.1554 1.1888

128 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.4506 0.6307 0.8255 0.9524 1.1015 1.1343

129 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3902 0.5809 0.7776 0.9061 1.0512 1.0834

130 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3258 0.5317 0.7316 0.8621 1.0039 1.0357

131 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.2530 0.4822 0.6872 0.8201 0.9592 0.9908

132 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1526 0.4316 0.6440 0.7798 0.9170 0.9483

133 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3787 0.6014 0.7409 0.8767 0.9079

134 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3216 0.5592 0.7030 0.8381 0.8693

135 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.2566 0.5169 0.6660 0.8011 0.8324

136 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1786 0.4738 0.6295 0.7652 0.7967

137 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0042 0.4292 0.5933 0.7304 0.7622

138 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3821 0.5570 0.6964 0.7287

139 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3311 0.5203 0.6630 0.6958

140 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.2733 0.4828 0.6299 0.6635

141 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.2041 0.4439 0.5970 0.6315

142 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0739 0.4031 0.5640 0.5997

143 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3592 0.5306 0.5678

144 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3107 0.4965 0.5355

145 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.2547 0.4615 0.5027

146 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1866 0.4249 0.4690

147 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0463 0.3861 0.4340

148 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3443 0.3972

149 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.2979 0.3578

150 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.2442 0.3148

151 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1789 0.2663

152 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0455 0.2090

153 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1246

154 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
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Figura 6.14: Ponto de Percolação versus Pressão p0

Figura 6.15: Intervalo de Infiltração versus Pressão p0
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Conclusão

Ao estudar o fenômeno de infiltração em barragem com fundo semi-permeável, percebeu-
se a necessidade de introduzir condições de contato no fundo que impactuam na fronteira
livre. O problema estudado generaliza o caso clássico com fundo impermeável proposto e
estudado pro Baiocchi, bem como o modelo com infiltração conhecida estudado por Jensen.
O modelo tem a caracteŕıstica de apresentar uma maior aplicabilidade em problemas reais.

O modelo matemático obtido pode ser transformado em um novo problema através de
uma inequação. A solução da inequação equivalente ao problema original, está definida em
um conjunto que depende da localização do extremo direito da infiltração e que influencia na
determinação da fronteira livre e isto faz com que o mesmo pertença a uma classe de proble-
mas de natureza quase-variacional. O estudo de existência e unicidade da solução necessita
de novas técnicas, que são diferentes das utilizadas para outros problemas variacionais e
quase-variacionais.

As técnicas de análise matemática e numérica desenvolvidas neste trabalho podem ser
aplicadas a uma ampla classe de problemas que envolvem fronteira livre.

Os resultados dos testes numéricos mostraram que, para o modelo aqui apresentado,
considera-se apenas algumas caracteŕısticas principais do fenômeno. Isto permitiu aplicar o
método de valor de contorno para realizar a implementação numérica.
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7 Apêndice

7.1 Espaços Funcionais

Seja Ω um subconjunto aberto e limitado do IRn, com fronteira Γ bem regular. Denota-se
por Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, o espaço de Banach

Lp(Ω) = {u : Ω → IRn, u mensurável,

∫

Ω

|u(x)pdx <∞}

com a norma definida por ||u||p =
(∫

Ω
|u(x)|pdx

) 1
p
, se 1 ≤ p <∞ e ||u||∞ = supessx∈Ω|u(x)|.

No caso particular p = 2, tem-se o espaço de Hilbert L2(Ω), com o produto interno definido
por (u, v) =

∫
Ω
u(x)v(x)dx.

Para α = (α1, α2, ..., αn) ∈ INnex = (x1, x2, ...xn) ∈ IRn, define-se |α| =
∑n

i=1 αi, por Dα

representa-se o operador de derivação de ordem |α|, definido por

Dα =
∂α

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

.

Quando α = (0, 0, ...0) define-se D0u = u.
Representa-se por D(Ω) o espaço das funções testes em Ω, formado por todas as funções

infinitamente diferenciáveis em Ω e com suporte compacto em Ω (C∞
0 (Ω)), munido da

seguinte noção de convergência:
{φn}n∈IN em D(Ω) converge para φ, quando a sequência {φn − φ}n∈IN converge para zero,
isto é:
(i) support(φn − φ) ⊂ K, onde K é um compacto fixo de Ω;
(ii) Para cada α ∈ INn, a sequência {Dα(φn−φ)}n∈IN converge uniformemente para zero em Ω.

Representa-se por D′(Ω) o espaço das distribuições sobre Ω, isto é, o espaço vetorial
formado por todas as aplicações lineares e cont́ınuas, no sentido da convergência definida
sobre D(Ω), de D(Ω) em IR.

Para todo m ∈ IN, p ∈ [1,∞), define-se o espaço de Sobolev Wm,p(Ω), como o espaço
de Banach de todas as funções u ∈ Lp(Ω), tais que para todo |α| ≤ m, Dαu ∈ Lp(Ω), sendo
Dαu a derivada no sentido das distribuições. Para cada u ∈ Wm,p(Ω), denota-se a norma
de u por:

||u||m,p =
(∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu(x)|pdx
) 1

p
.

Define-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de D(Ω) emWm,p(Ω). Para p = 2, denota-se

Wm,2(Ω) = Hm(Ω). Quando m = 0, H0(Ω) é identificado com L2(Ω). Hm(Ω) é um espaço
de Hilbert com o produto interno e a norma dados por

(u, v)m =
∑

|α|≤m

∫

Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx,

||u||m =
(∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu(x)|2dx
)1

2

.
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Por Hm
0 (Ω) representa-se o fecho de D(Ω) em Hm(Ω). Com Γ regular, demonstra-se que

Hm
0 (Ω) é constitúıdo pelas funções de Hm(Ω) tais que os traços das funções e das derivadas

normais de todas as ordens menores do que m são nulas sobre Γ. O dual topológico de
Hm

0 (Ω) será representado por H−m(Ω).
Por fim, denota-se por Cm,λ(Ω) o conjunto das funções m vezes continuamente difer-

enciáveis em alguma vizinhança de Ω e cujas m-ésimas derivadas satisfazem à condição de
Holder com expoente λ, dada por:

existe M > 0 tal que
|u(x) − u(x′)|

|x− x′|λ < M, ∀x, x′ ∈ Ω.

7.2 Problemas Variacionais Elipticos

Apresenta-se agora alguns resultados sobre problemas variacionais elipticos mencionados ao
longo deste texto.

Teorema 7.1 (Stampacchia [24] (pág. 24)) Sejam H um espaço de Hilbert real e H ′ o seu
dual. Considere-se a(u, v) uma forma bilinear e coerciva em H, K ⊂ H fechado e convexo
e f ∈ H ′. Então existe uma única solução para o problema: encontrar u ∈ K tal que:

a(u, v − u) ≥ 〈f, v − u〉, ∀v ∈ K,

onde 〈., .〉 denota a dualidade de H.

Teorema 7.2 (Stampacchia [24] (pág. 44)) Seja Ω ⊂ IRn limitado, conexo e com fronteira
suave ∂Ω e define-se a aplicação

L : H1
0 (Ω) → H−1(Ω)

por
〈Lu, v〉 = a(u, v), u, v ∈ H1

0 (Ω),

onde a(u, v) é como no Teorema 7.1. Sejam ainda funções ψ, φ ∈ H1(Ω) tais que φ ≥ ψ
sobre ∂Ω. Então, sendo f ∈ H−1(Ω), a solução do problema: encontra u ∈ K tal que

a(u, v − u) ≥ 〈f, v − u〉, ∀v ∈ K,

onde K = {v ∈ H1(Ω) | v ≥ ψ em Ω, v − φ ∈ H1
0 (Ω)}, satisfaz

Lu = f em Ω\I,

com I = {x ∈ Ω | u(x) = ψ(x)}.

Proposição 7.1 (Stampacchia [24] (pág. 235)) Sendo R um retângulo, subconjunto aberto
de IRn, uma solução do problema de Dirichlet

{
−∆u = f, em R,
u = h sobre ∂R,

satisfaz u ∈ W 2,p(R), sempre que f ∈ Lp(R) e h ∈ W 2,p(R), para 2 ≤ p ≤ ∞.
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Proposição 7.2 (Stampacchia [24] (pág. 133)) Seja Ω ⊂ IR2 um conjunto aberto com
fronteira suave ∂Ω. Sejam f ∈ Lp(Ω) e ψ, φ ∈ H1(Ω) tais que φ ≥ ψ sobre ∂Ω, para algum
1 ≤ p <∞. Suponha que se w é solução de

{
−∆w = f, em Ω,
w = φ sobre ∂Ω,

satisfaz w ∈ W 2,p(Ω). Então a solução u de

u ∈ K,

∫

Ω

∇u · ∇(v − u))dxdy ≥
∫

Ω

f(v − u)dxdy, ∀v ∈ K,

onde K = {v ∈ H1(Ω) | v ≥ ψ em Ω, v−φ ∈ H1
0 (Ω)}, verifica u ∈ W 2,p(Ω)∩C1,λ(Ω), com

λ = 1 − 2
p
.

Definição 7.1 Sejam Ω ⊂ IRn um conjunto aberto com fronteira ∂Ω. Um ponto x ∈ ∂Ω é
dito um ponto de Hopf se existe x0 ∈ Ω e r > 0 tais que a bola aberta Br(x0) satisfaz:
(i) Br(x0) ⊂ Ω;
(ii) x ∈ Br(x0).
O conjunto aberto Ω é dito um conjunto aberto de Hopf se todos os pontos de ∂Ω são pontos
de Hopf.

Definição 7.2 Sejam Ω ⊂ IRn um conjunto aberto com fronteira ∂Ω e x ∈ ∂Ω um ponto
de Hopf. Além disso, sejam x0 ∈ Ω e r > 0 nas condições da definição anterior e l um
ponto de Br(x0). Diz-se que o ponto l (ou vetor I = lx) determina uma direção exterior a
Ω em x se existem t > 0 e r > 0 tais que

{x ∈ IRn | x = x+ tI, t ∈ (0, t]} ⊂ Br(x) ∩ (IRn\Ω).

Se I determina uma direção exterior a Ω em x, o limite

∂−u

∂I
= lim inf

t→0+

u(x− tI)− u(x)

t

é dito a derivada inferior com respeito a I em u(x).

Teorema 7.3 (Baiocchi [3], (pág. 367)) (Prinćıpio do Máximo de Hopf)
Sejam Ω ⊂ IRn um conjunto aberto com fronteira ∂Ω e u ∈ C2(Ω) uma solução da desigual-
dade

n∑

i,j

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑

i=1

bi
∂u

∂xi
≥ 0 em Ω,(7.15)

onde as funções aij = aij(x) e bi = bi(x) são limitadas em Ω e aij são tais que o operador
diferencial associado a 7.15 é uniformemente fortemente eliptico em Ω. Se u assume o seu
máximo u0 em Ω, então u(x) ≡ u0 em Ω. Em particular, se Ω é limitado e u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω)
é não-constante, então o valor máximo u0 é assumido exclusivamente em ∂Ω; além disso,
se x é um ponto de Hopf de ∂Ω, então ∂−u

∂I
> 0, qualquer que seja a direção exterior I a Ω

em x.
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Teorema 7.4 (Baiocchi [3], (pág. 369)) (Prinćıpio do Máximo Fraco)
Seja Ω um subconjunto aberto e convexo do IR2 e considere L o operador diferencial uni-
formemente fortemente eliptico dado por:

Lu = −
2∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

∂

∂xj
u
)

+
2∑

i=1

bi
∂

∂xi
u+

2∑

i=1

∂

∂xi
(ciu) + du,

onde aij ∈ L∞(Ω), bi, ci ∈ L2+ε(Ω) e d ∈ L1+ε(Ω), com ε > 0. Suponha ainda que

e ≡ d+
2∑

i=1

∂ci
∂x1

≥ 0

no sentido das distribuições.
Seja u ∈ H1(Ω) ∩ L∞(Ω) uma solução de Lu ≤ 0 em Ω e considere µ = supessΩu > 0.

Se existe x ∈ Ω tal que, ∀r > 0, supessB(x,r)∩Ωu = µ, então u = µ quase sempre em Ω.

Proposição 7.3 Se o par {u, ϕ} é solução do problema clássico de infiltração ??, então ϕ
é estritamente decrescente.

Demonstração: Sendo ϕ(x) a função que determina a altura da fronteira livre Γλ no ponto
de abscissa x, os vetores unitários tangente e normal a Γλ na ”direção do fluxo” são dados,
respectivamente, por

τ =

(
1√

1 + (ϕ′(x))2
,

ϕ′(x)√
1 + (ϕ′(x))2

)
e ν =

(
−ϕ′(x)√

1 + (ϕ′(x))2
,

1√
1 + (ϕ′(x))2

)
.

Como ∂u
∂~ν

= 0, obtém-se
∂u

∂y
= ϕ′(x)

∂u

∂x

e portanto,

V = −grad u = −
(
∂u

∂x
, ϕ′(x)

∂u

∂x

)
=

(
−∂u
∂x

√
1 + (ϕ′(x))2

)
τ = −∂u

∂s
τ,

onde s denota o comprimento de arco. Logo,

∂u

∂s
< 0, sobre Γλ,

ou seja, u é estritamente decrescente em Γλ. Dessa forma, sendo u = y sobre Γλ, conclui-se
a monotonicidade de ϕ.

7.3 Um Problema Variacional

Nesta seção apresenta-se uma solução para um problema de fronteira fixa usando o método
de Inequações Variacional e que é utilizado na forma de problema aproximado como método
para resolver o nosso problema quase-variacional proposto neste trabalho.

Temos o seguinte problema a ser resolvido:
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Problema 7.1 Sejam L, h1, h2 ∈ IR satisfazendo L > 0 e 0 < h2 < h1. Considere também
R = [0, L]× [h1, h2] e Ω = {(x, y)| w(x, y) > 0}. Encontrar uma função w(x, y) satisfazendo
as seguintes condições:

(i) ∆w =

{
1, em Ω (w > 0)
0, em R \Ω (w = 0)

(ii)





w(0, y) = 1
2
(h1 − y)2, sobre Γ1 (x = 0, 0 ≤ y ≤ h1)

w(L, y) =

{
1
2
(h2 − y)2, sobre Γ2 (x = L, 0 ≤ y ≤ h1)

0, sobre Γ3 (x = L, h2 ≤ y ≤ h1)
w(x, h1) = 0 sobre Γ4 (y = h1, 0 < x < L)

(iii) Sobre Γ0 temos as condições:

{
wy(x, 0) + u0(x) = 0, em 0 ≤ x ≤ l,
wxx(x, 0) = 0, em l ≤ x ≤ L.

Observação 7.1 A condição (iii) do teorema acima pode ser interpretada da seguinte
forma: ∂w

∂~ν
(x, 0) = −wy(x, 0) = u0(x) (i.é., quando houver infiltração na base) ou wxx(x, 0) =

0 (i.é., quando não houver infiltração). Observe também que o problema acima não tem
fronteira livre.

Agora iremos iniciar o processo que permitirá escrever o Problema 7.1 para w em uma
única desigualdade. Para isto, sendo h1 > 0 a altura do dique, faça

R = {(x, y)| 0 < x < L, 0 < y < h1}.

Defina uma função g(x, y) sobre ∂R por:




g(0, y) = 1

2
(h1 − y)2, se 0 < y < h1

g(L, y) = 1
2
(h2 − y)2, se 0 < y < h2

g = 0, no resto de ∂R \ Γ0

(7.16)

Observe que g(x, y) é uma função definida a partir dos valores de contorno de w(x, y)
em Ω.

Problema 7.2 O Problema 7.1 pode ser reescrito da seguinte forma mais geral:





−∆w = f, em R
w = g, sobre ∂R \Γ0{
wy(x, 0) + u0(x) = 0, em 0 ≤ x ≤ l,
wxx(x, 0) = 0, em l ≤ x ≤ L.

onde f = −IΩ, u0 ∈ L2(Γu0) e g ∈ H1(R) é a função g(x, y) dada acima em 7.16.

Agora iremos supor que ∂R \Γu0 seja ”suficientemente grande” no sentido que a forma
de Dirichlet é coerciva para as funções que se anulam sobre ∂R \Γu0 , isto é,
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||ξ||H1(R) ≤ c ||∇ξ||L2(R), para ξ = 0 sobre ∂R \Γ0,

ξ ∈ H1(R), para uma constante c > 0 e independente de ξ.

Considere os seguintes subconjuntos de H1(R):

Kg = {v ∈ H1(R) | v ≥ 0 em R e v = g sobre ∂R \Γu0}(7.17)

e
K0 = {v ∈ H1(R) | v = 0 sobre ∂R \Γu0}

Fazendo

w(x, y) =

{
w(x, y), em (x, y) ∈ Ω
0, em (x, y) ∈ R \Ω

,

temos que
(i) w ∈ H1(R), pois u ∈ H1(Ω) por hipótese;
(ii) w ≥ 0 em R, como já visto antes;
(iii) w = g sobre ∂R \Γu0 .

Dáı conclúımos que w ∈ Kg.

Observação 7.2 O Problema 7.2 pode ser escrito na seguinte forma fraca:

w ∈ Kg :

∫

R

∇w · ∇ξ =

∫

R

f ξ +

∫

Γu0

u0 ξ para ξ ∈ K0

De fato, multiplicando a equação por ξ ∈ K0 e integrando por partes, obtemos:

−
∫

R

∆w ξ =

∫

R

fξ ⇒
∫

R

∇w · ∇ξ −
∫

∂R

∂w

∂~ν
ξ =

∫

R

fξ

∫

R

∇w · ∇ξ =

∫

∂R\Γu0

∂w

∂~ν
ξ +

∫

Γu0

∂w

∂~ν
ξ +

∫

R

fξ

∫

R

∇w · ∇ξ =

∫

∂R\Γu0

∂w

∂~ν
0 +

∫

Γu0

u0ξ +

∫

R

fξ

∫

R

∇w · ∇ξ =

∫

Γu0

u0ξ +

∫

R

fξ

Tomando v,w ∈ Kg, temos que v −w ∈ K0. Usando a fórmula de Green, obtemos:

∫

R

∇w · ∇(v − w) =

∫

∂R

∂w

∂~ν
(v − w) −

∫

R

∆w (v − w)

=

∫

∂R\Γu0

∂w

∂~ν
(v − w) +

∫

Γu0

∂w

∂~ν
(v − w) −

∫

R

∆w (v −w)
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=

∫

Γu0

u0 (v − w) −
∫

Ω

(v − w)

=

∫

Γu0

u0 (v − w) −
∫

R

(v − w) +

∫

R\Ω

(v − w)

=

∫

Γu0

u0 (v −w) −
∫

R

(v − w) +

∫

R \Ω

v

≥
∫

Γu0

u0 (v − w) −
∫

R

(v − w), ∀(v − w) ∈ K0

Assim, temos que

∫

R

∇w · ∇(v− w) ≥
∫

Γu0

u0 (v −w) −
∫

R

(v − w)

Mostramos assim, o seguinte resultado:

Teorema 7.5 Seja {ϕ, x} solução do Problema 7.1 com u ∈ H1(Ω)∩C0(Ω) e ϕ suave. Seja
w a solução do problema de Cauchy

{
wy = y − u, em Ω
w = 0, sobre Γ : y = ϕ(x), 0 < x < L

e defina

w =

{
w, em Ω
0, em R \Ω.

Então, w ∈ K satisfaz a inequação variacional

∫

R

∇w · ∇(v − w) ≥
∫

Γu0

u0 (v − w) −
∫

R

(v − w), ∀ v ∈ K,(7.18)

onde K = Kg é definido por 7.17. Além disso,

Ω = {(x, y)| w(x, y) > 0}.

Observação 7.3 Temos que a inequação obtida, sendo válida em K, se caracteriza como
uma inequação variacional, a qual pode ser resolvida através dos resultados clássicos de
problemas variacionais apresentados neste apêndice, que garantem existência e unicidade
para problemas desta natureza.
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7.4 Algoritmo do Ponto Interior

Nesta seção apresenta-se um algoritmo utilizado para resolver problemas não-lineares de
programação matemática, proposto por Herskovits [?].

Considera-se o problema não-linear de otimização com restrições:




min
X
f(x)

tal que g(X) ≤ 0
h(X) = 0.

Aqui h : IRq → IRp, g : IRq → IRl. Define-se a função φc(X) = f(X) +
∑p

i=1 ci|hi(X)|, onde
ci são constantes positivas e sejam as seguintes notações: G(X) é uma matriz diagonal com
Gii(X) = gi(X) e Λ é uma matriz diagonal tal que Λii = λi.

Parâmetros: γ ∈ (0, 1), ν ∈ (0, 1), ϕ > 0 e ν ∈ (0, 1).

Dados: X ∈ ∆0, 0 < λ ∈ IRl, B ∈ IRq×q simétrico e positivo definido, 0 < ωi ∈ IRl, 0 <
ωe ∈ IRp e 0 < c ∈ IRp.

Passo 1: Cálculo de uma Direção de Busca
(i) Calcule (d0, λ0, µ0) resolvendo o sistema linear

Bd0 + ∇g(X)λ0 + ∇h(X)µ0 = −∇F (X),

Λ∇gt(X)d0 + G(X)λ0 = 0,

∇ht(X)d0 = −h(X).

Se d0 = 0, pare.
(ii) Calcule (d1, λ1, µ1) resolvendo o sistema linear

Bd1 + ∇g(X)λ1 + ∇h(X)µ1 = −∇F (X),

Λ∇gt(X)d1 + G(X)λ1 = −Λωi,

∇ht(X)d1 = −ωe.

(iii) Se ci < 1.2µ0i, então tome ci = −2µ0i, i = 1, ..., p.
(iv) Se dt1∇φc(X) > 0, tome

ρ = min{ϕ||d0||22; (γ − 1)dt0∇φc(X)/dt1∇φc(X)}.

Caso contrário, tome ρ = ϕ||d0||22.
(v) Calcule a direção de pesquisa d = d0 + ρd1 e também λ = λ0 + ρλ1.

Passo 2: Busca Linear
Calcule t, o primeiro número da sequência {1, ν, ν2, ν3, ...} satisfazendo

φc(X + td) ≤ φ(X) + tηdt∇φc(X),

h(X + td) ≤ 0,

gi(X + td) < 0, se λi ≥ 0,
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gi(X + td) ≤ gi(X) caso contrário.

Passo 3: Redefinições (i) Tome X := X + td e defina novos valores para ωi > 0, ωe >
0, λ > 0 e B simétrico e positivo definido.
(ii) Vá para o Passo 1.
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