
EXISTÊNCIA E COMPORTAMENTO ASSINTÓTICO
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RESUMO

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de evolução não linear abstrato

com amortecimento:

(*)

∣∣∣∣∣∣∣
u′′(t) + Au(t) +Bαu′(t) = 0, t > 0

u(0) = u0 , u
′(0) = u1

onde o operador não linear A é a derivada de Frécht de um funcional convexo J , Bα

é um operador linear e α um número real verificando 0 < α ≤ 1.

O objetivo deste trabalho é demonstrar a existência de soluções globais para o

problema (*) e estudar o seu comportamento assintótico.



ABSTRACT

In this work we consider the following abstract nonlinear evolution problem with

damping:

(*)

∣∣∣∣∣∣∣
u′′(t) + Au(t) +Bαu′(t) = 0, t > 0

u(0) = u0 , u
′(0) = u1

where the nonlinear operator A is the derivative of Fréchet of a convex functional

J , Bα is a linear operator and α is a real number verifying 0 < α ≤ 1.

The objective of this work is to demonstrate the existence of global solutions for

such problem and study their asymptotic behavior.
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INTRODUÇÃO

Sejam V e H espaços de Hilbert reais, H identificado com seu dual, e W um

espaço de Banach reflexivo real tal que

W ↪→ V ↪→ H ≡ H ′ ↪→ V ′ ↪→ W ′

sendo as injeções cont́ınuas e cada espaço denso no seguinte. Aqui H ′, V ′ e W ′

denotam os duais de H, V e W , respectivamente. O produto escalar e a norma de

V e de H serão denotados, respectivamente, por ((u, v)), ||u|| e (u, v), |u|.

Suponhamos que são satisfeitas as seguintes condições:

b(u, v)é uma forma bilinear cont́ınua e simétrica em V × V com b(u, u) ≥ 0.

Existem α0 e β em R, com β > 0, tais que:

b(v, v) + α0|v|2 ≥ β||v||2, ∀ v ∈ V.

Sejam nas condições acima:

R o operador definido pela terna {V,H, b(u, v)}

U o operador definido pela terna {V,H, b̃(u, v)}

onde b̃(u, v) = b(u, v) + α0(u, v).

Consideremos um operador não linear A : W → W ′.

Nas condições acima, temos o seguinte problema não linear:

(*)

∣∣∣∣∣∣∣
u′′(t) + Au(t) +Bαu′(t) = 0, t > 0

u(0) = u0 , u
′(0) = u1
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Com a finalidade de obtermos a existência de soluções do problema (*), intro-

duzimos algumas hipóteses sobre os espaços V e H e o operador não linear A.

Suponhamos que:

(H1) H é separável;

(H2) A imersão de V em H é compacta;

(H3) A é monótono, isto é, 〈Au− Av, u− v〉W ′×W ≥ 0, ∀u, v ∈ W ;

(H4) ||Au||W ′ ≤ c||u||p−1
W , ∀u ∈ W , onde p > 1 é um número real e c > 0 é uma

constante independente de u;

(H5) 〈Au, u〉W ′×W = ||u||pW , ∀u ∈ W ;

(H6) O operador A é Fréchet diferenciável em cada u ∈ W ;

(H7) A(u) é fortemente homogêneo no sentido de Dubinskii [4], isto é, para cada

u,w ∈ W

(**) 〈A′(u)u,w〉W ′×W = 〈A′(u)w, u〉W ′×W = (p− 1)〈Au,w〉W ′×W ,

onde A′(u) é a derivada de Fréchet de A em u.

Sob as hipóteses (H1)–(H7), M. Tsutsumi [18] obteve a existência de soluções

globais do problema (*) para o caso α = 1. O objetivo do presente trabalho é

melhorar o resultado de M. Tsutsumi [18]. Mais precisamente, proporcionar uma

classe de operadores não lineares e considerar os casos 0 < α ≤ 1. Além disso

estuda-se o comportamento assintótico das soluções.

Consideremos então um funcional J : W 7→ R tal que

2



(H8) J é conexo e Fréchet diferenciável.

Seja A = J ′(u). Decorre de (H8) que A é monótono e hemicont́ınuo (ver por

exemplo J.L. Lions [10]).

Suponha também que o operador não linear A : W → W ′ verifica:

(H9) A leva conjuntos limitados de W em conjuntos limitados de W ′.

Assumindo as hipóteses (H1), (H2), (H5–(H9) e definindo o operador Bα em um

determinado domı́nio, obtemos neste trabalho a existência de soluções globais para

o problema (*). Estudamos também o comportamento assintótico dessas soluções.

Assim, este trabalho melhorar o resultado de M. Tsutsumi [18].

No estudo de existência de soluções do problema (4), utilizamos as aproximações

de Galerkin, os métodos de compacidade e de monotonia e de forma fundamental

um resultado de Browder e Bui An Ton [3] sobre a construção de espaços de Hilbert

imersos continuamente em espaços de Banach. O comportamento assintótico da

energia do sistema é obtido aplicando-se um resultado de Nakao [14]. Na parte final

da tese é proporcionado um exemplo de um operador não Linear A satisfazendo as

hipóteses (H3 – H9).
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CAPÍTULO I

NOTAÇÕES E RESULTADOS PRELIMINARES

Neste caṕıtulo fixaremos as notações e os principais resultados que serão utiliza-

dos nos caṕıtulos posteriores. Alguns resultados enunciados aqui serão admitidos

sem demonstrações, mas, daremos referências onde poderão ser encontrados.

I.1 – Os espaços Lp(0, T ;X)Lp(0, T ;X)Lp(0, T ;X)

Seja X um espaço de Banach. Uma função u definida em ] 0, T [ com valores em

X é mensurável quando para toda f ∈ X ′ (dual topológico de X) a função numérica

t 7→ 〈f, u(t)〉X′×X for mensurável a Lebesgue em ] 0, T [ .

A função u : ] 0,T[→ X é integrável no sentido de Bochner em ] 0, T [ , se u for

mensurável e a função t 7→ ||u(t)||X for integrável à Lebesgue em ] 0, T [ . Neste caso,

a integral de Bochner de u é o vetor de X denotado por

∫ T

0

u(t) dt e caracterizado

por:

(1.1)

〈
f,

∫ T

0

u(t) dt

〉
X′×X

=

∫ T

0

〈f, u(t)〉X′×X dt, ∀ f ∈ X ′.

Sejam 1 ≤ p < ∞ e T > 0 números reais. Denotamos por Lp(0, T ;X) o espaço

vetorial das (classes) funções u : ] 0,T[→ X mensuráveis e tais que a aplicação t 7→

||u(t)||pX é integrável à Lebesgue em ] 0, T [ . Em Lp(0, T ;X) define-se a norma:

||u||
Lp(0,T ;X)

=

[∫ T

0

||u(t)||p dt
] 1

p

,

em relação a qual Lp(0, T ;X) é um espaço de Banach.
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Observação 1.1. Se p = 2 e X é um espaço de Hilbert, então L2(0, T ;X) é um

espaço de Hilbert munido do produto escalar,

(u, v)
L2(0,T ;X)

=

∫ T

0

(u(t), v(t)) dt, ∀u, v ∈ L2(0, T ;X).

Por L∞(0, T ;X) estaremos denotando o espaço vetorial das (classes) funções

mensuráveis u : ] 0,T[→ X tais que:

supess
t∈]0,T [

||u(t)|| <∞.

Neste espaço definimos a norma:

||u||
L∞(0,T ;X)

= supess
t∈]0,T [

||u(t)||

em relação a qual L∞(0, T ;X) é um espaço de Banach.

Se 1 ≤ p < ∞, o dual topológico de Lp(0, T ;X) se identifica com o espaço

Lp′(0, T ;X ′), onde
1

p
+

1

p′
= 1 e X ′ representa o dual topológico de X. Demonstra-

se também que se X for reflexivo (resp. separável) e 1 < p <∞ (resp. 1 ≤ p <∞)

então Lp(0, T ;X) é reflexivo e (resp. separável). Com esta identificação temos:

〈f, u〉
Lp′ (0,T ;X′)×Lp(0,T ;X)

=

∫ T

0

〈f(t), u(t)〉
X′×X

.

∀ f ∈ Lp′(0, T ;X ′) e ∀u ∈ Lp(0, T ;X).

Temos também que o dual topológico de L1(0, T ;X) se identifica com o espaço

L∞(0, T ;X ′).

I.2 – Distribuições Vetoriais

No que se segue, iremos supor que os espaços de Banach X são sempre reais,

separáveis e reflexivos. Em muitas situações X será um espaço de Hilbert.
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Suponhamos u ∈ Lp(0, T ;X) e para ϕ ∈ D(0, T ) consideremos a aplicação

ũ : D(0, T ) → X definida por:

(1.2) 〈ũ, ϕ〉 =

∫ T

0

u(s)ϕ(s) ds ∈ X

onde a integral é entendida como a integral de Bochner emX. A equação (1.2) define

uma aplicação linear e cont́ınua de D(0, T ) em X. Portanto, ũ ∈ L(D(0, T );X), que

é por definição o espaço das distribuições vetoriais definidas em D(0, T ) com valores

em X, o qual representa-se por D′(0, T ;X). Além disso, demonstra-se (ver por

exemplo, R. Temam [17], que a distribuição ũ é univocamente determinada por u,

de modo que podemos identificar u com ũ. Neste sentido, identifica-se Lp(0, T ;X)

com uma parte de D′(0, T ;X), isto é, Lp(0, T.X) ⊂ D′(0, T ;X). Dessa forma, sendo

todo elemento u de Lp(0, T ;X) uma distribuição, u possui derivada no sentido das

distribuições, isto é, u′ ∈ D′(0, T ;X) e é definido por:

(1.3) 〈u′, ϕ〉 = −〈u, ϕ′〉 = −
∫ T

0

u(s)ϕ′(s) ds.

Diz-se que uma sucessão (uν)ν∈N
de vetores de D′(0, T ;X) converge para a dis-

tribuição u em D′(0, T ;X), se 〈uν , ϕ〉 → 〈u, ϕ〉, ∀ϕ ∈ D(0, T ).

Sejam V e H espaços de Hilbert reais. Suponhamos que V é denso em H e que

a injeção de V em H é cont́ınua. Escrevemos V ↪→ H para indicar tal situação.

Identificando-se H com seu dual topológico H ′ segue-se:

(1.4) V ↪→ H ≡ H ′ ↪→ V ′,

onde V ′ é o dual topológico de V .

A seguir enunciaremos dois resultados cujas demonstrações podem ser encon-

tradas em [8] e [17].
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Lema 1.1. Se u, v ∈ L2(0, T ;V ) e u′, v′ ∈ L2(0, T ;V ′) então a aplicação

t 7→ (u(t), v(t))H é absolutamente cont́ınua em [0, T ] e vale a seguinte igualdade:

(1.5)
d

dt
(u(t), v(t))H = 〈u′(t), v(t)〉V ′×V + 〈v′(t), u(t)〉V ′×V

onde a derivada no primeiro membro da igualdade é a derivada no sentido das

distribuições sobre [0, T [ da função (u(t), v(t))H .

Lema 1.2. Se v ∈ L2(0, T ;V ), u, v′ ∈ L2(0, T ;H) e u′ ∈ L2(0, T ;V ′), então:

(1.6)
d

dt
(u(t), v(t))H = 〈u′(t), v(t)〉V ′×V + (u(t), v′(t))H .

(1.7) Lema 1.3. Se u ∈ L2(0, T ;V ) e u′ ∈ L2(0, T ;V ′), então u é após uma

modificação eventual em um conjunto de medida nula cont́ınua de [0, T ] em H e

temos a seguinte igualdade no sentido das distribuições escalares sobre [0, T ]:

(1.8)
d

dt
|u(t)|2H = 2〈u′(t), u(t)〉V ′×V .

Lema 1.4. Sejam X e Y espaços de Banach, tais que X ↪→ Y , sendo X reflexivo.

Se u ∈ L∞(0, T ;X) e u ∈ C0
s ([0, T ];Y ), então u ∈ C0

s ([0, T ];X), onde C0
s ([0, T ];Y ) e

C0
s ([0, T ];X) são os espaços das funções fracamente cont́ınuas de [0, T ] em Y e [0, T ]

em X, respectivamente.

I.3 - Os Operadores R e Rs.

Suponhamos que sejam satisfeitas as seguintes condições:

(1.9) b(u, v) é uma forma bilinear cont́ınua e simétrica em V × V com b(v, v) ≥ 0.

Existem α0 e β em R, com β > 0, tais que

(1.10) b(v, v) + α0|v|2 ≥ β||v||2,∀ v ∈ V
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(1.11) A injeção de V em H é compacta.

Nas condições acima considera-se:

(1.12) R o operador definido pela terna {V,H, b(u, v)}

e

(1.13) U o operador definido pela terna {V,H, b̃(u, v)}

onde b̃(u, v) = b(u, v) + α0(u, v).

Nessas condições, Milla Miranda [13] provou que:

(i) D(U) = D(R) e U = R + α0I;

(ii) G(α0) = (R + α0I)
−1 é um operador compacto de H;

(iii) O conjunto dos valores próprios de R é no máximo enumerável e estes são da

forma:

γν =
1− α0βν

βν

onde (βν)ν∈N
é a coleção de valores próprios de G(α0);

(iv) O espectro σ(R) de R é constitúıdo unicamente por valores próprios de R e

σ(R) é um conjunto discreto.

A seguir enunciaremos o Teorema Espectral para o operador R demonstrado pelo

antor citado anteriormente.

Teorema 1.1 (Teorema Espectral). Nas condições (1.9)− (1.11), obtemos:

(i) R é auto-adjunto e existe um sistema ortonormal completo (Ψν)ν∈N
de H

constitúıdo por vetores próprios de R;
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(ii) Se (γν)ν∈N
são os valores próprios correspondentes aos (Ψν)ν∈N

então,

0 ≤ γ1 ≤ γ2 ≤ · · · ≤ γν · · · ; γν →∞,

D(R) =

{
u ∈ H;

∞∑
ν=1

γ2
ν |(u, ψν |2 <∞

}
e

Ru =
∞∑

ν=1

γν(u,Ψν)Ψν , ∀u ∈ D(R).

Como (Rv, v) = b(v, v) ≥ 0, v ∈ D(R), então R é um operador auto-adjunto não

limitado positivo de H e a teoria espectral para estes operadores define as potências

Rs de R com s ∈ R, s ≥ 0, dados por dadas por:

(1.14) D(Rs) =

{
u ∈ H;

∞∑
ν=1

γ2s
ν |(u, ψν |2 <∞

}
e

(1.15) Rsu =
∞∑

ν=1

γs
ν(u,Ψν)Ψν , ∀u ∈ D(Rs).

Em D(Rs) introduzimos o produto escalar:

(1.16) (u, v)
D(Rs)

= (u, v) + (Rsu,Rsv), ∀u, v ∈ D(Rs).

Então, D(Rs) com este produto escalar é um espaço de Hilbert. Este resultado é

uma conseqüência direta de Rs ser fechado posto que Rs é auto-adjunto.

Como Rs é auto-adjunto e positivo, ∀ s ∈ R, s ≥ 0, tem sentido definirmos a raiz

quadrada de Rs. Consideremos então:

D(Q) =

{
u ∈ H;

∞∑
ν=1

γs
ν |(u,Ψν |2 <∞

}
e

Qu =
∞∑

ν=1

γs/2
ν (u,Ψν)Ψν , ∀u ∈ D(R)
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Prova-se também que Q é o único operador auto-adjunto positivo tal que:

Q2 = Rs

isto é,

Rs/2 ◦Rs/2 = Rs.

Logo:

(Rsu, u) = (Q2u, u) = (Rs/2, Rs/2).

Notamos também que as potências de R satisfazem a seguinte propriedade:

D(Rs2) ⊂ D(Rs1) se 0 ≤ s1 ≤ s2 .

Finalmente, observamos que se s > 0 a imersão de D(Rs) em H é compacta,

onde o produto escalar de D(Rs) foi definido em (1.16).

I.4 - Espaços Intermediários entre VVV e HHH

Consideremos os espaços de Hilbert V e H nas condições estudadas, isto é,

V ↪→ H, a imersão de V em H é compacta, V é denso em H e H separável. Seja U

o operador definido pela terna {V,H, b̃(u, v)} satisfazendo as condições (1.10)–(1.13).

Denotemos por S a raiz quadrada positiva de U . Nessas condições, Milla Miranda

[13] provou que:

V = D(S) = D((B + α0I)
1/2) e b̃(u, v) = (Su, Sv), ∀u, v ∈ V.

A teoria de interpolação permite obter uma famı́lia de Espaços de Hilbert deno-

tados por Xθ = [V,H]θ = D(S1−θ), 0 ≤ θ ≤ 1, munido do produto escalar

(u, v)Xθ
= (S1−θu, S1−θv) +H =

(
U

1−θ
2 u, U

1−θ
2

)
H
.
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Observamos que X0 = [V,H]0 = V e X1 = [V,H]1 = H. Notemos também que se

θ1 ≤ θ2 então Xθ1 ⊂ Xθ2 . Temos então o seguinte resultado:

Proposição 1.1. Seja 0 ≤ θ1 < θ2 ≤ 1. Então:

(i) A injeção de Xθ1 em Xθ2 é cont́ınua;

(ii) Xθ1 é denso em Xθ2 .

Demonstração: Ver Milla Miranda [13].

I.6 - Um Teorema de Compacidade em Espaços de Banach

Sejam X0, X e X1, espaços de Banach tais que:

(1.17) X0 ⊂ X ⊂ X1,

onde as injeções são cont́ınuas e

(1.18) Xi é reflexivo, i = 0, 1.

(1.19) A injeção X0 → X é compacta.

Consideremos o espaço W (0, T ) definido por:

(1.20) W (0, T ) = {v.v ∈ Lp0(0, T ;X0), v
′ ∈ Lp1(0, T ;X1)}

onde T é finito e 1 < pi <∞, i = 0, 1.

Munido da norma

(1.21) ||v||W (0,T ) = ||v||
Lp0 (0,T ;X0)

+ ||v′||
Lp1 (0,T ;X1)

11



W é um espaço de Banach.

Evidentemente W ⊂ Lp0(0, T ;X) com injeção cont́ınua. Temos então o seguinte

resultado

Teorema 1.2 (Teorema de Aubin-Lions). Sob as hipóteses (1.17) − (1.19) e se

1 < pi <∞, i = 0, 1, a injeção de W (0, T ) em Lp0(0, T ;X) é compacta.

Demonstração: Ver Roger Teman [17].

1.6 - O operador não linear AAA e o espaço WWW

Consideremos o operador não linear A : W → W ′ e suponhamos que A satisfaz

as seguintes hipóteses:

(1.22) 〈Au, u〉
W ′×W

= ||u||pW , ∀u ∈ W

(1.23) A é Fréchet diferenciável em cada u ∈ W.

A(u) é fortemente homogêneo de grau p − 1 no sentido de Dubinskii, isto é, para

cada u,w ∈ W ,

(1.24) 〈A′(u)u,w〉
W ′×W

= 〈A′(u)w, u〉
W ′×W

= (p− 1)〈A(u), w〉
W ′×W

,

onde A′(u) é a derivada de Fréchet de A em u.

Nessas condições obtemos o lema enunciado a seguir.

Lema 1.5. Suponhamos que o operador não linear A : W → W ′ satisfaz (1.22) −

(1.24). Então, para cada u ∈ C1(0, T ;W ), obtemos

(1.25)

∫ t

0

〈Au(s), u′(s)〉W ′×W ds =
1

p
||u(t)||pW − 1

p
||u(0)||pW .
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Demonstração: De fato, pela regra da cadeia e por (1.24), obtemos:

(1.26)

〈
d

dt
Au(t), u(t)

〉
W ′×W

= 〈A′(u(t))u′, u(t)〉W ′×W

= (p− 1)〈Au(t), u′(t)〉W ′×W .

Por outro lado, temos que:

(1.27)
d

dt
〈Au(t), u(t)〉W ′×W =

〈
d

dt
Au(t), u(t)

〉
W ′×W

+ 〈Au(t), u′(t)〉W ′×W .

Substituindo-se (1.26) em (1.27), resulta que:

(1.28)
d

dt
〈Au(t), u(t)〉W ′×W = (p− 1) 〈Au(t), u′(t)〉W ′×W + 〈Au(t), u′(t)〉W ′×W .

Logo, integrando-se a equação (1.28) com respeito a s, com 0 ≤ s ≤ t e usando-se a

hipótese (1.22) obtemos (1.25).

I.7 - O Teorema de Imersão de Browder e Ton

O teorema de imersão de Browder e Ton [3] é uma versão abstrata dos teoremas

clássicos de imersão de espaços de Sobolev no contexto dos espaços funcionais. De

fato, seja

(1.29) W m,p(Ω) = {u |Dαu ∈ Lp(Ω) para todo |α| ≤ m}

onde Ω é um conjunto aberto limitado do Rn. Se 1 ≤ p <∞, k −m ≥ 1 e

1

p
>

1

2
− k −m

n
,

então pelo teorema de imersão de Sobolev a injeção natural i : W k,2(Ω) → Wm,p(Ω)

é uma aplicação linear compacta tendo imagem densa em Wm,p(Ω).

Em 1968, Felix Browder e Bui An Ton provaram a versão abstrata do teorema

de imersão de Sobolev enunciado acima. Eles mostraram que, para qualquer espaço

13



de Banach separável real X existem um espaço deHilbert separável real H̃ e uma

injeção linear compacta ψ : H̃ → X tal que ψ(H̃) é densa em X.

Teorema 1.3 (Teorema de Imersão de Browder e Ton). Seja X um espaço

de Banach separável real de dimensão infinita. Então existem um espaço de Hilbert

separável H̃ e uma injeção linear compacta ψ : H̃ → X tal que ψ(H̃) é densa em X.

Demonstração: Sendo X separável existe uma coleção S = {v1, v2, ...} de vetores

linearmente independentes de X tais que ‖vk‖X = 1, ∀k ∈ N e S gera X. Denota-se

por
[
S
]

o subespaço linear de X gerado por S, isto é,
[
S
]

= X. Seja (ak)k∈N uma

sequência de números reais tal que (ak)k∈N ∈ l2. Então, a série

∞∑
k = 1

ak

k
vk

converge em X. De fato, denotando sn =
n∑

k = 1

ak

k
vk obtemos:

(1.30) ‖sn+p − sn‖X =

n+p∑
k = n+1

|ak|
k

≤

(
n+p∑

k = n+1

1

k2

)1/2( n+p∑
k = n+1

a2
k

)1/2

para todo n ∈ N e p = 1, 2, 3, .... Logo (sn)n∈N é uma sequência de Cauchy em

X e portanto converge neste espaço, pois por hipótese X é um espaço de Banach.

Notemos que a representação u =
∞∑

k = 1

ak

k
vk, (ak)k∈N ∈ l2, de u não é necessariamente

única (ver Lindenstrauss J. e Tzafriri L. [9]). Definimos a aplicação i : l2 → X

escolhendo

i(−→a ) =
∞∑

k = 1

ak

k
vk

para toda −→a = (ak)k∈N ∈ l2. Então i é linear e pela estimativa (1.30)

‖i(−→a )‖X ≤ c0 ‖−→a ‖l2 ,

14



onde c0 =

(
∞∑

k =1

1

k2

)1/2

. Então a aplicação i : l2 → X é cont́ınua. Além disso, a

aplicação i é compacta desde que ela é o limite uniforme de operadores tendo imagem

de dimensão finita. De fato, denotando in(−→a ) =
n∑

k = 1

ak

k
vk resulta de (1.30) que

‖i(−→a )− in(−→a )‖X =

(
∞∑

k = n+1

1

k2

)1/2( ∞∑
k = n+1

a2
k

)1/2

.

Portanto

‖i− in‖ = sup
‖−→a ‖=1

‖i(−→a )− in(−→a )‖X ≤

(
∞∑

k = n+1

1

k2

)1/2

,

provando a assertiva. DenotemosW0 = Ker(i), o qual é um subespaço linear fechado

de l2. Definimos um espaço de Hilbert separável real H̃ escolhendo

H̃ = W⊥
0 = {−→a ∈ l2 |−→a ⊥W0}.

Então H̃ ∼= l2/W0 = l2/Ker(i) e consequentemente a aplicação ψ = i |H : H̃ → X

é uma injeção linear compacta. Além disso, denotando por P : l2 → H̃ a projeção

ortonormal, temos i(−→ej ) = ψ(P−→ej ) =
vj

j
∈ X para todo j ∈ N+, onde−→ej = (δj,k)k∈N .

Claramente o subconjunto SH = ψ−1(S) de H é enumerável e ψ([S]) = [S] . Então

[S] ⊂ ψ(H), o que completa a demonstração.

OBSERVAÇÃO 1.2. O espaço de Banach X possui uma base de Schauder

{v1, v2, ...} se para cada vetor u de X, existe uma única sucessão (αk)k∈N de números

reais tal que

u =
∞∑

k = 1

αk vk.

Por um comentário de H.Brezis. [2] todos os espaços usuais de Banach separáveis

possuem uma base de Schauder. Temos então o seguinte resultado enunciado a

seguir.
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Proposição 1.2. Seja W um espaço de Banach que possui uma base de Schauder

(vk)k∈N Então:

H̃ =

{
u ∈ W

∣∣∣∣∣
∞∑

k = 1

(kαk)
2 <∞, onde u =

∞∑
k =1

αkvk

}
e o produto escalar é dado por

(u, v) eH =
∞∑

k = 1

k2αkβk, onde u =
∞∑

k =1

αkvk e v =
∞∑

k =1

βkvk

Demonstração: De fato, tem-se:

‖u‖W =

∥∥∥∥∥
∞∑

k =1

αkvk

∥∥∥∥∥
W

≤
∞∑

k =1

|αk| =
∞∑

k =1

k
|αk|
k

≤ (
∞∑

k =1

1

k2
)1/2(

∞∑
k =1

k2α2
k)

1/2 = c ‖u‖ eH .
A seguir mostraremos que H̃ é um espaço de Hilbert. Com efeito, seja (uν)ν∈N uma

sucessão de Cauchy em H̃,

uν =
∞∑

k =1

αk ,νvk.

Temos que:

‖uν − uµ‖2eH =
∞∑

k =1

k2(αk , ν − αk , µ)2 → 0, ν, µ→∞.

Logo,

(k αk , ν) é uma sucessão de Cauchy em l2.

Como l2 é completo existe (zk)k∈N ∈ l2 tal que

(1.31) k αk , ν → zk em l2, ν →∞.

Dado ε > 0, existe L > 0 tal que para N > M > L, temos:∥∥∥∥∥
N∑

k =1

zk

k
vk −

M∑
k =1

zk

k
vk

∥∥∥∥∥
W

≤
N∑

k = M+1

∣∣∣zk

k

∣∣∣ ≤ (
N∑

k = M+1

1

k2
)1/2(

N∑
k = M+1

z2
k)

1/2

≤ c(
N∑

k = M+1

z2
k)

1/2. ≤ cε
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Portanto:

u =
∞∑

k =1

zk

k
vk ∈ W.

Como
∞∑

k =1

k2(
zk

k
)2 =

∞∑
k =1

z2
k <∞ resulta que u ∈ H̃.

Evidentemente, uν → u em H̃, pois de (1.31) resulta que

‖uν − u‖2eH =
∞∑

k =1

(k αk , ν − zk)
2 → 0, ν →∞.

Notemos que
(vk

k

)
é uma base de Hilbert do espaço H̃.

Decorre do exposto que:

H̃ ↪→ W, H̃ é denso em W.

Afirmamos que a identidade I : H̃ → W é um operador compacto. Com efeito, seja

Im a aplicação linear

Im : H̃ → W, u 7→ Imu =
m∑

k =1

αkvk = um, u =
∞∑

k =1

αkvk

Então, Im é compacta. Seja ε > 0 então existe L > 0 tal que para m > L resulta

‖u− um‖W =

∥∥∥∥∥
∞∑

k = m+1

αkvk

∥∥∥∥∥
W

≤
∞∑

k = m+1

|αk| =
∞∑

k = m+1

k
|αk|
k

≤

≤ (
∞∑

k = m+1

1

k2
)1/2(

∞∑
k = m+1

(kαk)
2)1/2 ≤ ε(

∞∑
k = m+1

(kαk)
2)1/2 = ε ‖u− um‖ eH ,

isto é,

‖I − Im‖L( eH,W ) ≤ ε, ∀m > L.

Assim, o operador identidade I é compacto.

Observa-se que na topologia de H̃, u ∈ H̃ escreve-se na forma:

u =
∞∑

k = 1

kαk
vk

k
.
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Portanto, a série
∞∑

k = 1

αkvk converge em H̃ e em W.

I.8 - Lema de Nakao

Lema 1.6 (Nakao) - Seja φ : [0,∞[ → R uma função limitada e não negativa

satisfazendo:

(1.32) sup [φ(s)]1+β′

t ≤ s ≤ t+1

≤ c0 [φ(t)− φ(t+ 1)]

para t > 0, onde c0 > 0 e β′ > 0. Então:

(i) Se β′ = 0, existem c1 e δ constantes positivas tais que

φ(t) ≤ c1e
−δ t,∀t > 1.

(ii) Se β′ > 0, existe c2 > 0 tal que

φ(t) ≤ c2 [1 + t]
−

1

β′ , ∀ t > 0.

Demontração:

(i) De (1.32) tem-se que φ(t) ≤ c0 [φ(t)− φ(t+ 1)] . Sem perda de generalidade,

pode-se supor que c0 > 1. Seja ρ tal que 0 < ρ <
1

c0
< 1. Então,

ρφ(t) ≤ 1

c0
φ(t) ≤ φ(t)− φ(t+ 1).

Da desigualdade acima obtém-se que φ(t + 1) ≤ (1− ρ)φ(t). Considere t > 1 e

n ∈ N, tais que n ≤ t < (n+ 1). Então,

φ(t) ≤ (1− ρ)φ(t− 1) ≤ (1− ρ)2φ(t− 2) ≤ ... ≤ (1− ρ)nφ(t− n).
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Como 0 ≤ t− n < 1, denotando-se k0 = sup
0≤ s≤ 1

φ(s), tem-se:

φ(t) ≤ k0(1− ρ)n.

Por outro lado, como 0 < ρ < 1 e t < n + 1, segue-se que (1 − ρ)n < (1 − ρ)t − 1.

Logo,

φ(t) ≤ k0

(1− ρ)
(1− ρ)t

Denotando-se c1 =
k0

1− ρ
, definindo-se −δ = ln (1 − ρ) e como ln (1 − ρ) < 0,

obtém-se que:

φ(t) ≤ c1e
t ln(1−ρ) = c1e

−δ t, ∀ t > 1.

(ii) Sejam φ0(t) = t− θ, com θ >
1

β′
e ψ(t) = φ(t) + φ0(t). Então, segue-se:

(1.33) sup
t ≤ s ≤ t+1

[ψ(s)]1+β′ ≤ 2β′ sup
t ≤ s ≤ t+1

[
(φ(s))1+β′ + (φ0(s))

1+β′
]
,

em decorrência de

(a+ b)1+β′ ≤ 2β′(a1+β′ + b1+β′), para cada a, b, β′ > 0.

Afirmamos que a desigualdade acima é verdadeira. Com efeito, a função f(λ) =

λ1+β′ , λ > 0 é convexa. Sejam a, b ∈ R com a > 0 e b > 0. Então,[
a+ b

2

]1+β′

≤ 1

2

[
a1+β′ + b1+β′

]
.

Logo,

(1.34) [a+ b]1+β′ ≤ 2β′
[
a1+β′ + b1+β′

]
.

Segue-se de (1.33), utilizando-se (1.32) e o fato de φ0(t) ser decrescente, que

sup
t ≤ s ≤ t+1

[ψ(s)]1+β′ ≤ 2β′
[
c0(φ(t)− φ(t+ 1)) + φ0(t)

1+β′
]
.
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Logo,

(1.35) sup
t ≤ s ≤ t+1

[ψ(s)]1+β′ ≤ 2β′c0 [ψ(t)− ψ(t+ 1)] + I (t),

onde

(1.36) I (t) = 2β′
[
−c0t− θ + c0(1 + t)− θ + t− θ (1+β′)

]
Provaremos a seguir que:

(1.37)

(
1 +

1

t

)θ

> 1 +
θ

2
, ∀t > 1 e θ > 0.

De fato, seja θ ∈ R, θ > 0 e definimos f (θ) = 2θ − 1− θ

2
. Então,

f ′ (θ) = 2θ ln 2− 1

2
.

Do fato que,

2 > e1/2 > e

0@1

2

1Aθ+1

obtém-se

ln 2 >

(
1

2

)θ+1

.

Portanto, f ′(θ) > 0. Como f(0) = 0, vem que f (θ) > 0, isto é,

(1.38) 2θ > 1 +
θ

2
.

Por outro lado, provar (1.37) é equivalente a demonstrar que, (1 + x)θ > 1 +
θ

2
x, se

0 < x ≤ 1, para θ > 0, θ fixado. Consideremos a fumção g definida por:

g(x) = (1 + x)θ − 1− θ

2
x.

Então,

g′(x) = θ (1 + x)θ−1 − θ

2
= θ

[
(1 + x)θ−1 − 1

2

]
.
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Logo, se:

i) 0 < θ < 1, tem-se
1

(1 + x)1−θ
− 1

2
> 0, sempre que (1 + x)1−θ < 2, ou de modo

equivalente, (1 + x) < 2

1

1− θ , isto é, se x < 2

1

1− θ −1. Como, 2

1

1− θ −1 > 1, pois

por hipótese, 0 < θ < 1, segue-se que g′(x) > 0, para 0 < x ≤ 1.

ii) θ = 1, g′(x) =
1

2
> 0.

iii) θ > 1, então (1 + x)θ−1 > 1 >
1

2
. Logo, g′(x) > 0, para 0 < x ≤ 1.

Portanto, de i)− iii) resulta que g(x) é crescente para 0 < x ≤ 1 e θ > 0. Disso

e de (1.38) resulta que:

g(x) > g(1) > 0, para 0 < x ≤ 1.

Logo,

(1.39)

(
1 +

1

t

)θ

> 1 +
θ

2t
, ∀ t > 1 e θ = 0.

Afirmação: I(t) ≤ 0, para todo t suficientemente grande.

De fato:

I (t) = 2β′c0 (1 + t)− θ

[
1−

(
1 +

1

t

)θ

+
1

c0
t− θ (1+β′) (1 + t)θ .

]
De (1.39) resulta que,

1−
(

1 +
1

t

)θ

≤ −θ
2
t−1.

Logo,

I (t) ≤ 2β′c0(1 + t)− θt− 1

[
− θ

2
+
t− θ (1+β′)+1

c0
(1 + t)θ

]
, ∀ t > 1.

Seja w (t) =
(1 + t)θ

c0
t− θ (1+β′)+1. Deseja-se provar na verdade que w (t) ≤ θ

2
,
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para t suficientemente grande. Portanto, basta verificar que, lim
t−→∞

w (t) = 0. Entre-

tanto,

lim
t−→∞

w(t) = lim
t−→∞

(1 + t)θ

c0tθ (1+β′)−1
=

1

c0
lim

t−→∞

(1 + t)θ

tθ (1+β′)−1
=

1

c0
lim

t−→∞

tθ

tθ (1+β′)−1

=
1

c0
lim

t−→∞

1

tθβ′−1
= 0,

pois por hipótese θβ′ > 1. Obtém-se assim que a Afirmação é verdadeira.

Retornando-se a (1.35) tem-se que

(1.40) sup
t ≤ s ≤ t+1

[ψ(s)]1+β′ ≤ 2β′c0 [ψ(t)− ψ(t+ 1)] , para t > T.

Seja z(t) = ψ(t)− β′ . Então,

z(t+ 1)− z(t) =

∫ 1

0

d

dτ
[τψ(t+ 1) + (1− τ)ψ(t)]− β′ dτ,

ou equivalentemente,

(1.41) z(t+ 1)− z(t) = β′
∫ 1

0

[ψ(t)− ψ(t+ 1)]

[τψ(t+ 1) + (1− τ)ψ(t)]1+ β′
dτ

Mas, τψ(t+ 1) + (1− τ)ψ(t) está entre ψ(t) e ψ(t+ 1), pois 0 ≤ τ ≤ 1. Logo,

τψ(t+ 1) + (1− τ)ψ(t) ≤ sup
t ≤ s ≤ t+1

ψ(s).

Substituindo-se a desigualdade acima em (1.41), obtém-se

z(t+ 1)− z(t) > β′
∫ 1

0

[ψ(t)− ψ(t+ 1)]

sup
t ≤ s ≤ t+1

[ψ(s)]1+ β′
dτ

Utilizando-se (1.40) resulta que

(1.42) z(t+ 1) > z(t) +
β′

c02β′
, ∀ t > T.
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Seja n ∈ N. Escolhendo-se t > T , tal que n+ T ≤ t ≤ n+ T + 1, segue-se então

de (1.42) que,

z(t) > z(t− 1) +
β′

c02β′
> ... > z(t− n) +

nβ′

c02β′
,

isto é,

(1.43) [ψ(t)]− β′ > z(t− n) +
nβ′

c02β′
.

Como T < t− n < T + 1, tem-se

z(t− n) > inf
T ≤ s ≤ T+1

z(s) =

[
sup

T ≤ s ≤ T+1
ψ(s)

]− β′

= c.

Logo, retornando-se a (1.43), obtém-se

[ψ(t)]− β′ > c+
nβ′

c02β′
,

ou equivalentemente,

[ψ(t)]β
′
≤ c02

β′

cc02β′ + nβ′
.

Logo,

[ψ(t)]β
′
≤ c02

β′

nβ′
.

Como n > t− T − 1, obtém-se

(1.44) ψ(t) ≤
(
c02

β′

β′

) 1

β′
(t− T − 1)

−
1

β′ ,

para t > T.

Supondo t >
T (T + 1) + 1

T − 1
tem-se t >

T

T − 1

(
T + 1 +

1

T

)
. Logo, t

(
1− 1

T

)
>

T + 1 +
1

T
, resultando que t− T − 1 >

t+ 1

T
. Portanto, obtém-se

(t− T − 1)
−

1

β′ ≤ T

1

β′ (1 + t)
−

1

β′ .
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Substituindo-se esta desigualdade em (1.44), obtém-se

ψ(t) ≤
(
c02

β′T

β′

) 1

β′
(1 + t)

−
1

β′ , para t > T.

Denotando-se

(
c02

β′T

β′

)
= c3, segue-se da definição de ψ e da desigualdade

anterior que

(1.45) φ(t) ≤ c3(1 + t)
−

1

β′ para t > T.

Suponha agora que 0 ≤ t ≤ T. Se existisse t∗ ∈ [0, T ] tal que para cada c4 > 0,

φ(t∗) > c4(1+ t∗)
−

1

β′ , então φ não seria limitada, o que é um absurdo por hipótese.

Logo,

(1.46) φ(t) ≤ c4(1 + t)
−

1

β′ para 0 ≤ t ≤ T.

Seja c2 = max{c3, c4}. Resulta então de (1.45) e (1.46) que

φ(t) ≤ c2(1 + t)
−

1

β′ para ∀ t > 0,
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CAPÍTULO II

EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES GLOBAIS

Consideremos o problema abstrato de evolução não linear com amortecimento:

(2.1)

∣∣∣∣∣∣∣
u′′(t) + Au(t) +Bαu′(t) = 0, t > 0

u(0) = u0 , u
′(0) = u1

onde α é um número real e 0 < α ≤ 1.

Sejam V e H espaços de Hilbert reais, H identificado com seu dual e W um

espaço de Banach reflexivo real tais que,

W ↪→ V ↪→ H ≡ H ′ ↪→ V ′ ↪→ W ′

sendo as injeções cont́ınuas e cada espaço denso no seguinte:

Seja Bα : D(R
α
2 ) →

[
D
(
R

α
2

)]′
a extensão linear do operador Rα definido por:

(2.2) 〈Bαw, v〉[
D
(

R
α
2

)]′
×D
(

R
α
2

) =
(
R

α
2w,R

α
2 v), ∀w, v ∈ D

(
R

α
2

)
Observação 2.1. Sendo 0 < α ≤ 1 vem que 0 < α

2
≤ 1

2
. Portanto,

V ↪→ D(R
α
2 ) ↪→ H.

Com finalidade de obtermos existência de soluções globais do problema (2.1)

introduzimos algumas hipóteses sobre os espaços funcionais V e H e o operador não

linear A. Suponhamos que:

(H1) H é separável;

(H2) A imersão de V em H é compacta;
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(H3) 〈Au, u〉
W ′×W

= ||u||pW , p > 1, ∀u ∈ W ;

(H4) O operador A é Fréchet diferenciável em cada u ∈ W ;

(H5) A(u) é fortemente homogêneo de grau p − 1 no sentido de Dubinskii, isto é,

para cada u,w ∈ W ,

〈A′(u)u,w〉
W ′×W

= 〈A′(u)w, u〉
W ′×W

= (p− 1)〈Au,w〉
W ′×W

,

onde A′(u) é a derivada de Fréchet de A em u;

(H6) A é a derivada de Fréchet de um funcional convexo J : W 7→ R;

(H7) A leva conjuntos limitados de W em conjuntos limitados de W ′.

No que se segue será enunciado o teorema de existência de soluções globais do

problema (2.1).

Teorema 2.1. Suponha que as hipóteses (H1)-(H7) sejam satisfeitas. Seja Bα o

operador definido em (2.2), α um número real, onde 0 < α ≤ 1. Suponhamos que

u0 ∈ W e u1 ∈ H. Então, existe pelo menos uma função u : [0,∞[→ R satisfazendo

(2.3) u ∈ L∞(0,∞;W )

(2.4) u′ ∈ L∞(0,∞;H) ∩ L2
loc

(
0,∞;D

(
Rα/2

))
(2.5)

d

dt
(u′(t), v) + 〈Au(t), v〉

W ′×W
+ 〈Bαu′(t), v〉

[D(R
α
2 )]′×D(R

α
2 )

= 0,

em D′(0,∞), ∀ v ∈ W .

(2.6) u(0) = u0 , u′(0) = u1

Observação 2.2. Decorre de (2.3)-(2.5) que u swatisfaz a equação

(2.7) u′′ + Au+Bαu′ = 0 em L∞(0,∞;W ′) + L2
loc(0,∞; [D(Rα/2)]′).
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Demonstração:

Problema Aproximado

Seja a sucessão (wν)ν∈N a base hilbertiana deH formada pelos vetores próprios do

operador C definido pela terna {H̃,H, (( ·, · ) eH}, onde o espaço de Hilbert H̃ ↪→ W é

obtido do Teorema 1.3 do Caṕıtulo I. Seja H̃m, o subespaço [w1, w2, . . . , wm] gerado

pelos m primeiros vetores da base. O problema consiste em se determinar uma

função um : [0, T ] → H̃m denominada solução aproximada do problema (2.1) da

forma,

(2.8) um(t) =
m∑

i=1

gim(t)wi

onde as gim(t) são determinadas pelas condições

(2.9)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(u′′m(t), wj) + 〈Aum(t), wj〉W ′×W
+

+ 〈Bαu′m(t), wj〉[D(R
α
2 )]′×D(R

α
2 )

= 0, j = 1, 2, . . . ,m

um(0) = u0m =
m∑

j=1

αjwj → u0 forte em W

u′m(0) = u1m =
m∑

j=1

βjwj → u1 forte em H

Observação 2.3. Note que

H̃ ↪→ W ↪→ V ↪→ D(R
α
2 ) ↪→ H ∼= H ′ ↪→ [D(R

α
2 )]′ ↪→ V ′ ↪→ W ′ ↪→ H̃ ′

portanto 〈Bαu′m(t), v〉
D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )

, j = 1, . . . ,m, está bem definido.

Pelo Teorema de Carathéodory, o sistema (2.9) tem uma solução um definida

sobre o intervalo [0, tm[ , a qual poderá ser estendida a todo intervalo [0,∞[ a partir

das estimativas a priori que serão feitas a seguir.

Primeira Estimativa a Priori
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Multiplicando-se a equação aproximada por g′jm(t), somando-se em j, 1 ≤ j ≤ m

e integrando-se de 0 a t, 0 < t < tm , obtemos:

(2.10)
1

2
|u′m(t)|2 +

∫ t

0

〈Aum(s), u′m(s)〉
W ′×W

ds+

∫ t

0

|R
α
2 u′m(s)|2 ds =

1

2
|u1m|2.

Por outro lado, pelo Lema 1.5, a equação (2.10) pode ser reescrita na forma:

(2.11)
1

2
|u′m(t)|2 +

1

p
||um(t)||p

W
+

∫ t

0

|R
α
2 u′m(s)|2 ds =

1

2
|u1m|2 +

1

p
||u0m||pW .

Em virtude das convergências dadas em (2.9)2 e (2.9)3 , temos que a sucessão(
1
2
|u1m|2 + 1

p
||u0m||pW

)
m∈N

é limitada em R. Portanto:

(2.12)
1

2
|u′m(t)|2 +

1

p
||um(t)||p

W
+

∫ t

0

|R
α
2 u′m(s)|2 ds ≤ K,

∀m ∈ N e ∀ t ∈ [0, tm[ , com K > 0, constante independente de m e de t.

Do exposto acima, podemos estender a solução um(t) a todo intervalo [0,∞[ .

Da hipótese (H7) sobre o operador não linear A e de (2.12) após o prolongamento,

resulta que:

(2.13)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(um)
m∈N pertence a um conjunto limitado de L∞(0,∞;W );

(Aum)
m∈N pertence a um conjunto limitado de L∞(0,∞;W ′);

(u′m)
m∈N pertence a um conjunto limitado de L∞(0,∞;H);

(u′m)
m∈N pertence a um conjunto limitado de L2

loc(0,∞;D(R
α
2 )).

Segunda Estimativa a Priori

Como H̃m é um subespaço fechado de H, posto que tem dimensão finita, então:

H = H̃m ⊕ H̃⊥
m .
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Consideremos para cada m ∈ N, a projeção ortogonal de H sobre o subespaço de

H̃m , definida por:

(2.14) Pm v =
m∑

j=1

(v, wj)wj , ∀ v ∈ H.

Como (wν)ν∈N é uma base de Hilbert em H, obtemos que

|Pm v|2 =

∣∣∣∣∣
m∑

j=1

(v, wj)wj

∣∣∣∣∣
2

=
m∑

z=1

|(v, wj)|2 ≤
∞∑

j=1

|(v, wj)|2 = |v|2,

onde a última desigualdade é devida a Bessel. Logo:

(2.15) |Pm v| ≤ |v|.

Como

(
wν√
λν

)
ν∈N

é uma base ortonormal completa em H̃, resulta que:

||Pm v||2eH =

∥∥∥∥∥
m∑

j=1

((
v,

wj√
λj

)) wj√
λj

∥∥∥∥∥
2

eH
=

m∑
j=1

∣∣∣∣∣((v, wj√
λj

))∣∣∣∣∣
2

≤
∞∑

j=1

∣∣∣∣∣((v, wj√
λj

))∣∣∣∣∣
2

= ||v||2eH .
Logo:

(2.16) ||Pm v|| eH ≤ ||v|| eH .
Portanto, de (2.15) e de (2.16), segue que a aplicação Pm é cont́ınua sobre H e

cont́ınua sobre H̃. Além disso, obtemos que

||Pm||L(H,H)
= sup

v∈H
|v|6=0

|Pmv|
|v|

≤ 1

e

||Pm||L( eH, eH)
= sup

v∈ eH
||v|| eH 6=0

||Pmv|| eH
||v|| eH ≤ 1
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Por outro lado, consideremos P ∗
m : H̃ → H̃ ′, f → P ∗

mf definida por:

(2.17) 〈P ∗
mf, v〉 eH′× eH = 〈f, Pmv〉 eH′× eH , ∀ v ∈ H̃ e ∀ f ∈ H̃ ′,

onde P ∗
m é a adjunta de Pm .

De (2.17), obtemos que:

(2.18) ||P ∗
mf || eH′ = sup

v∈ eH
||v|| eH=1

|〈P ∗
mb, v〉 eH′× eH | = sup

v∈ eH
||v|| eH=1

|〈f, Pmv〉 eH′× eH |

Portanto, de (2.16) e de (2.18), resulta que:

(2.19) ||P ∗
m f || eH′ ≤ sup

v∈ eH
||v|| eH=1

||f || eH′ ||Pmv|| eH ≤ ||f || eH′

Logo, de (2.19), obtemos:

||P ∗
m||L( eH′, eH)

= sup
f∈ eH′

||f || eH′ 6=0

||P ∗
mf || eH′

||f || eH′
≤ 1

Seja P ∗
m : W ′ → H̃ ′, v∗ → P ∗

mv
∗, definida por:

(2.20) 〈P ∗
mv

∗, v〉 eH′× eH = 〈v∗, Pmv〉W ′×W
, ∀ v∗ ∈ W ′ e ∀ v ∈ H̃.

De (2.16), de (2.20) e de que H̃ ↪→ W por construção, resulta que

(2.21) |〈P ∗
mv

∗, v〉 eH′× eH | ≤ ||v∗||
W ′ ||Pmv||W ≤ c1||v∗||W ′ ||Pmv|| eH ≤ c1||v∗||W ′ ||v|| eH .

Logo, de (2.21), obtemos que:

(2.22) ||P ∗
mv

∗|| eH′ = sup
v∈ eH′

||v|| eH′=1

|〈P ∗
mv

∗, v〉 eH′× eH | ≤ c1||v∗||W ′ .

Em particular, seja v∗ = Aum(t). Logo, de (2.22) deduzimos que:

(2.23) ||P ∗
mAum(t)|| eH′ ≤ c1||Aum(t)||

W ′ .
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Seja P ∗
m : [D(R

α
2 )]′ → H̃ ′, w∗ 7→ P ∗

mw
∗ definida por:

(2.24) 〈P ∗
mw

∗, v〉 eH′× eH = 〈w∗, Pmv〉[D(R
α
2 )]′×D(R

α
2 )
, ∀w∗ ∈ [D(R

α
2 )]′ e ∀ v ∈ H̃.

De (2.16), de (2.24) e de que H̃ ↪→ D(R
α
2 ) ↪→ H ↪→ [D(R

α
2 )]′ ↪→ H̃ ′, obtemos

que:

(2.25)

∣∣〈P ∗
mw

∗, v〉 eH′× eH∣∣ ≤ ||w∗||
[D(R

α
2 )]′

||Pmv||D(R
α
2 )

≤ c2||w∗||[D(R
α
2 )]′

||Pmv|| eH ≤ c2||w∗||[D(R
α
2 )]′

||v|| eH .
Logo, de (2.25), obtemos que:

(2.26) ||Pmw
∗|| eH′ = sup

v∈ eH
||v|| eH=1

∣∣〈P ∗
mw

∗, v eH′× eH∣∣ ≤ c2||w∗||[D(R
α
2 )]′

.

Seja Bα o operador definido em (2.2), isto é,

(2.27) 〈Bαw, v〉
[D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )

= (R
α
2w,R

α
2 v), ∀w, v ∈ D(R

α
2 )

Em particular, seja w∗ = Bαu′m(t). Logo, de (2.26) deduzimos que:

(2.28) ||P ∗
mB

αu′m(t)|| eH′ ≤ c2||Bαu′m(t)||
[D(R

α
2 )]′

.

Por outro lado, temos que:

||Bαu′m(t)||
[D(R

α
2 )]′

= sup
v∈D(R

α
2 )

||v||
D(R

α
2 )
6=0

|〈Bαu′m(t), v〉
[D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )
|

||v||
D(R

α
2 )

,

ou equivalentemente por (2.27)

||Bαu′m(t)||
[D(R

α
2 )]′

= sup
v∈D(R

α
2 )

||v||
D(R

α
2 )
6=0

|(Rα
2 u′m(t), R

α
2 v)|

||v||
D(R

α
2 )

.
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Logo:

(2.29)

||Bαu′m(t)||
[D(R

α
2 )]′

≤ sup
v∈D(R

α
2 )

||v||
D(R

α
2 )
6=0

|Rα
2 u′m(t)| |Rα

2 v|
||v||

D(R
α
2 )

≤ sup |R
α
2 u′m(t)| = |R

α
2 u′m(t)|.

Substituindo-se (2.29) em (2.28), conclúımos que:

(2.30) ||P ∗
mB

αu′m(t)|| eH′ ≤ c2|R
α
2 u′m(t)|.

Retornando-se à equação aproximada (2.9)1, temos que:

(2.31) (u′′m(t), wj) = −〈Aum(t), wj〉W ′×W
− 〈Bαu′m(t), wj〉[D(R

α
2 )′×B(R

α
2 )

= 0

j = 1, 2, . . . ,m.

Identificando-se H com seu dual pelo isomorfismo de Riesz, podemos reescrever

(2.31) na forma:

(2.32) 〈u′′m(t), w〉 eH′× eH = 〈−Aum(t)−Bαu′m(t), w〉 eH′× eH , ∀w ∈ H̃m .

Por outro lado, se v ∈ H̃, então Pmv ∈ H̃m . Logo, de (2.32), deduzimos que:

(2.33) 〈u′′m(t), Pmv〉 eH′× eH = 〈−Aum(t)−Bαu′m(t), Pmv〉 eH′× eH .
Das definições dadas em (2.20) e (2.24), podemos reescrever (2.33) na forma:

(2.34) 〈u′′m(t), v〉 eH′× eH = 〈−P ∗
m(Aum(t))− P ∗

m(Bαu′m(t), v〉 eH′× eH ,
pois P ∗

m u
′′
m(t) = u′′m(t).

Logo, de (2.34), obtemos que:

(2.35) u′′m(t) = −P ∗
m(Aum(t))− P ∗

m(Bαu′m(t)) em H̃ ′.
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Portanto, de (2.35), resulta que:

(2.36) ||u′′m(t)|| eH′ ≤ ||P ∗
m(Aum(t))|| eH′ + ||P ∗

m(Bαu′m(t))|| eH′ .

Substituindo-se as desigualdades obtidas em (2.23) e (2.30) em (2.35), obtemos:

||u′′m(t)|| eH′ ≤ c3
{
||Aum(t)||

W ′ + |R
α
2 u′m(t)|

}
onde c3 = max{c1, c2}.

De (2.13)2 temos que (Aum)
m∈N pertence a um conjunto limitado de L∞(0,∞;W ′).

Logo, (Aum)
m∈N pertence a um conjunto limitado de L2

loc(0,∞;W ′). De (2.13)4

temos que (u′m)
m∈N pertence a um conjunto limitado de L2

loc(0,∞;D(R
α
2 )). Logo:

(2.37)

∫ T

0

||u′′m(t)||2eH′ dt ≤ c4

{∫ T

0

||Aum(t)||2
W ′ dt+

∫ T

0

|R
α
2 u′m(t)|2 dt

}
<∞.

Portanto, de (2.37), resulta que:

(2.38) (u′′m)
m∈N pertence a um conjunto limitado de L2

loc(0,∞; H̃ ′).

Passagem ao Limite

Da primeira estimativa existe uma subsucessão (uν)ν∈N de (um)
m∈N tal que:

(2.39)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uν
∗
⇀ u em L∞(0,∞;W )

Auν
∗
⇀ χ em L∞(0,∞;W ′)

u′ν
∗
⇀ u′ em L∞(0,∞;H)

u′ν ⇀ u′ em L2
loc(0,∞;D(R

α
2 ))

Da segunda estimativa temos que existe uma subsucessão (uν)ν∈N de (um)m∈N

tal que:

(2.40) u′′ν ⇀ u′′ em L2
loc(0,∞; H̃ ′).
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a) Temos por (2.39)3 que, ∀w ∈ L1(0,∞;H)∫ ∞

0

(u′ν(t), w(t)) dt −→
∫ ∞

0

(u′(t), w(t)) dt, ν →∞.

Em particular, para w(t) = θ(t)v, onde θ ∈ D(0,∞) e v ∈ W ↪→ H, deduz-se que:

(2.41)

∫ ∞

0

(u′ν(t), v))θ(t) dt −→
∫ ∞

0

(u′(t), v)θ(t) dt, ν →∞.

ou seja,

(2.42) (u′ν(t), v)) −→ (u′(t), v), ν →∞ em D′(0,∞), ∀ v ∈ W.

Logo, de (2.42), obtemos que:

(2.43)
d

dt
(u′ν(t), v) −→

ν→∞

d

dt
(u′(t), v) em D′(0,∞), ∀ v ∈ W.

b) Temos que W ↪→ D(R
α
2 ). Então, de (2.39)4 temos que para v ∈ W e θ ∈ D(0,∞),

deduz-se que∫ ∞

0

(R
α
2 u′m(t), R

α
2 v)θ(t)dt→

∫ ∞

0

(R
α
2 u′(t), R

α
2 v)θ(t)dt, ν →∞,

ou equivalentemente,

(2.43)

∫ ∞

0

〈Bαu′m(t), v〉F ′×F θ(t)dt→
∫ ∞

0

〈Bαu′(t), v〉F ′×F θ(t)dt, ν →∞

onde F = D(R
α
2 ) e F ′ = [D(R

α
2 )]′.

De (2.43) resulta que:

(2.44) 〈Bαu′ν(t), v〉F ′×F → 〈Bαu′(t), v〉F ′×F em D′(0,∞), ∀ v ∈ W.

c) Temos por (2.39)2 que, ∀w ∈ L1(0,∞;W )∫ ∞

0

〈Auν(t), w(t)〉W ′×W dt −→
ν→∞

∫ ∞

0

〈χ(t), w(t)〉 dt.
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Em particular para w(t) = θ(t)v, onde θ ∈ D(0,∞) e v ∈ W , deduz-se que∫ ∞

0

〈Auν(t), v〉W ′×W
θ(t) dt −→

ν→∞

∫ ∞

0

〈χ(t), v〉
W ′×W

θ(t) dt,

ou equivalentemente,

(2.45) 〈Au(t), v〉
W ′×W

−→
ν→∞

〈χ(t), v〉W ′×W em D′(0,∞), ∀ v ∈ W.

Multiplicando-se a equação aproximada (2.9)1 por θ ∈ D(0,∞), fazendo-se

m = ν e integrando-se em [0,∞[ resulta que

(2.46)

∫ ∞

0

(u′′ν(t), wj)θ(t) dt+

∫ ∞

0

〈Auν(t), wj〉W ′×W
θ(t) dt

+

∫ ∞

0

〈Bαu′ν(t), wj〉F ′×F
θ(t) dt = 0,

onde F = D(R
α
2 ) e F ′ é seu dual topológico.

Integrando-se por partes a primeira integral em (2.46), obtemos:

−
∫ ∞

0

(u′ν(t), wj)θ
′(t) dt+

∫ ∞

0

〈Auν(t), wj〉W ′×W
θ(t) dt

+

∫ ∞

0

〈Bαu′ν(t), wj〉F ′×F θ(t) dt = 0,

ou equivalentemente,

(2.47)

〈
d

dt
(u′ν(t), wj), θ

〉
D′(0,∞)×D(0,∞)

+

〈
〈Auν(t), wj〉W ′×W

, θ

〉
D′(0,∞)×D(0,∞)

+

〈
〈Bαuν(t), wj〉F ′×F

, θ

〉
D′(0,∞)×D(0,∞)

= 0

A igualdade (2.47) é verdadeira para todo j, 1 ≤ j ≤ m0, ν > m0, o que nos

permite escrever:

(2.48)

〈
d

dt
(u′ν(t), v), θ

〉
D′(0,∞)×D(0,∞)

+

〈
〈Auν(t), v〉W ′×W

, θ

〉
D′(0,∞)×D(0,∞)

+

〈
〈Bαuν(t), v〉F ′×F

, θ

〉
D′(0,∞)×D(0,∞)

= 0
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∀ v ∈ H̃m0 .

Tomando-se o limite em (2.48) quando ν →∞, ν > m0 e usando-se a densidade

de H̃m0 em W , obtemos de (2.43), (2.44) e (2.45) que:

(2.49)
d

dt
(u′(t), v) + 〈χ(t), v〉

W ′×W
+ 〈Bαu(t), v〉

F ′×F
= 0, em D′(0,∞)

d) Afirmamos que u′′ ∈ L2
loc(0,∞;W ′).

Com efeito, sejam u′ ∈ L∞(0, T ;H) ↪→ L2(0, T ;W ′) e θ ∈ D(0, T ). Consideremos

a aplicação ũ′ : D(0, T ) → H definida por:

(2.50) 〈ũ′, θ〉 =

∫ T

0

u′(t)θ(t) dt ∈ H ↪→ W.

A aplicação ũ′ assim definida é linear e cont́ınua de D(0, T ) em H. Logo, ũ′ ∈

L(D(0, T ;H) = D′(0, T ;H) ↪→ D′(0, T ;W ′). Assim, todo elemento de ũ′ ∈ L2(0, T ;H)

define uma distribuição. Então, ũ′ possui derivada no sentido das distribuições, isto

é,

(2.51) 〈ũ′′, θ〉 = −
∫ T

0

u′(t)θ(t)dt ∈ H ↪→ W ′.

De (2.51) obtemos que:

(2.52) (〈ũ′′, θ〉, v) = −
( ∫ T

0

u′(t)θ′(t) dt, v
)
.

Por outro lado, seja a aplifcação Tv : H → R definida por:

(2.53) Tv(w) = (w, v), ∀ v ∈ H.

A aplicação Tv assim definida é linear e cont́ınua. Seja w(t) = u′(t)θ′(t)dt. Logo,
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de (2.53) podemos reescrever (2.52) na forma:

(〈ũ′′, θ〉, v) = −Tv

( ∫ t

0

w(t)dt
)

= −
∫ T

0

Tv(w(t)) dt(2.54)

= −
∫ T

0

(w(t), v)
H
dt = −

∫ T

0

(u′(t)θ′(t), v)
H
dt

= −
∫ T

0

(u′(t), v)θ′(t) dt =

∫ T

0

d

dt
(u(t), v)θ(t) dt

Identificando-se H com seu dual pelo isomorfismo de Riesz e como W ↪→ H ≡ H ′ ↪→

W ′, obtemos:

(2.55) 〈〈ũ′′〉, v〉
W ′×W

= (〈ũ′′, θ〉, v)H .

Seja χ ∈ L∞(0, T ;W ′) ↪→ L2(0, T ;W ′) e θ ∈ D(0, T ). Consideramos a aplicação

X̃ : D(0, T ) → W ′ definida por:

(2.56) 〈χ̃, θ〉 =

∫ T

0

χ(t)θ(t) dt ∈ W ′.

De (2.56), obtemos que:

(2.57)

〈
〈χ̃, θ〉, v

〉
W ′×W

=

〈∫ T

0

χ(t)θ(t) dt, v

〉
W ′×W

.

Por outro lado, seja a aplicação Tv : W ′ → R definida por:

(2.58) Tv(w) = 〈w, v〉
W ′×W

, ∀ v ∈ W.

A aplicação Tv assim definida é linear e cont́ınua. Seja w(t) = χ(t)θ(t). Logo,

de (2.58) podemos reescrever (2.58) na forma:〈
〈χ̃, θ〉, v

〉
W ′×W

= Tv

( ∫ T

0

w(t)dt
)

=

∫ T

0

Tv(w(t)) dt(2.59)

=

∫ T

0

〈w(t)v(t), v〉W ′×W dt =

∫ T

0

〈χ(t), v〉W ′×W θ(t) dt.
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Sejam Bαu′ ∈ L2(0,D; [D(R
α
2 )]′) ↪→ L2(0, T ;W ′) e θ ∈ D(0, T ). Consideremos a

aplicação B̃αu′ : D(0, T ) → [D(R
α
2 )]′ definida por:

(2.60) 〈B̃αu′, θ〉 =

∫ T

0

Bαu′(t)θ(t) dt ∈ [D(B
α
2 )]′ ↪→ W ′.

De (2.60) resulta que:

(2.61) 〈〈B̃αu′, θ〉, v〉
[D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )

=

〈∫ T

0

Bαu′(t)θ(t) dt, v

〉
[D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )

.

Por outro lado, consideremos a aplicação Tv : [D(R
α
2 )]′ → R definida por:

(2.62) Tv(w) = (w, v)
[D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )
, ∀ v ∈ D(R

α
2 ).

A aplicação Tv assim definida é linear e cont́ınua. Sejam w(t) = Bαu′(t)θ(t). Logo,

de (2.62) podemos reescrever (2.61) na forma:

〈〈B̃αu′, θ〉, v〉
[D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )

= Tv

( ∫ T

0

w(t)dt
)

=

∫ T

0

Tv(w(t)) dt

=

∫ T

0

Tv(w(t)) dt =

∫ T

0

〈w(t), v〉
[D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )
dt

=

∫ T

0

〈Bαu′(t)θ(t), v(t)〉
[D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )
dt

Logo:

(2.63) 〈〈B̃αu′, θ〉, v〉
[D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )

=

∫ T

0

〈Bαu′(t), v〉
[D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )
.

Identificando-se H com seu dual pelo isomorfismo de Riesz e do fato que

W ↪→ D(R
α
2 ) ↪→ H ≡ H ′ ↪→ [D(R

α
2 )]′ ↪→ W ′, resulta de (2.63) que:

(2.64) 〈〈B̃αu′, θ〉, v〉
W ′×W

= 〈〈B̃αu′, θ〉, v〉
[D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )
.

Multiplicando-se (2.49) por θ ∈ D(0, T ) e integrando-se de 0 a T , deduz-se que:∫ T

0

d

dt
(u′(t), v)θ(t) dt+

∫ T

0

〈χ(t), v〉W ′×W θ(t) dt+(2.65)

+

∫ T

0

〈Bαu′(t), v〉
[D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )
θ(t) = 0.
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De (2.54), (2.59) e (2.64) podemos reescrever (2.65) na forma:

(〈ũ′′, θ〉, v) + 〈〈χ̃, θ〉, v〉
W ′×W

+ 〈〈B̃αu′, θ〉, v〉
D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )

= 0,

ou equivalentemente, pelo isomorfismo de Riesz que:

(2.66) 〈〈ũ′′, θ〉, v〉
W ′×W

+ 〈〈χ̃, θ〉, v〉
W ′×W

+ 〈〈B̃αu′, θ〉, v〉
W ′×W

= 0,

∀ v ∈ W .

Logo, de (2.66), resulta que:

(2.67) 〈ũ′′, θ〉
W ′ + 〈χ̃, θ〉

W ′ + 〈B̃αu′, θ〉
W ′ = 0, em W ′,

∀ θ ∈ D(0, T ).

Como ũ′′, χ̃ e B̃αu′ provêm de funções de L2(0, T ;W ′), identificamos as dis-

tribuições com as funções que as definem. Portanto podemos reescrever (2.67) na

forma

(2.68) u′′ = −χ−Bαu′ em D′(0, T ;W ′).

Mas, χ ∈ L∞(0,∞;W ′) ↪→ L2
loc(0,∞;W ′) e Bαu′ ∈ L2(0,∞; [D(R

α
2 )]′). Logo, como

L2(0,∞; [D(R
α
2 )]′) ↪→ L2(0,∞;W ′), segue de (2.68) que:

(2.69) u′′ = −χ−Bαu′ em L2
loc(0,∞;W ′).

o que prova a afirmação d).

Convergência do Termo não Linear

No que se segue provaremos que

(2.70) 〈Auν(t), v〉W ′×W
→ 〈Au(t), v〉

W ′×W
, em D′(0,∞), ∀ v ∈ W.
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Nesta parte usa-se de maneira fundamental a existência de uma subsucessão (u′ν)

de (u′m) tal que

(2.71) u′ν → u′ forte em L2(0, T ;H), ∀T > 0.

Com efeito, em virtude das imersões

D(R
α
2 ) ↪→

compacta
H ↪→

cont́ınua
H̃ ′.

e das estimativas obtidas para (u′m)
m∈N e (u′′m)

m∈N em L2
loc(0,∞;D(R

α
2 )) e L2

loc(0,∞; H̃ ′),

respectivamente, temos pelo Teorema de Aubin-Lions, que existe uma subsucessão

(u′ν)ν∈N de (u′m)
m∈N tal que:

(2.72) u′ν → u′ forte em L2(0, T ;H), para algum T > 0.

Usando-se o Teorema de Aubin-Lions, sucessivamente para T = 1, 2, 3, . . . , K,

obtemos:

Para T = 1, existe (um′(1))m(1)∈N subsucessão de (u′m)
m∈N tal que

um(1) → u′ forte em L2(0, 1;H).

Para T = 2, existe (u′m(2))m(2)∈N subsucessão de (u′m(1))m(1)∈N tal que

um(2) → u′ forte em L2(0, 2;H).

...

Para T = K, existe (u′m(k))m(k)∈N subsucessão de (u′m(k−1))m(k−1)∈N tal que

u′m(k) → u′ forte em L2(0, K;H).

Seja (u′ν)ν∈N a sucessão diagonal. Então, (u′ν)ν∈N é uma subsucessão de (u′m(k)),

∀ k ∈ N.
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Seja T > 0, arbitrário. Então, existe k ∈ N, k > T tal que quando ν → ∞,

obtemos:

(2.73) u′ν → u′ forte em L2(0, T ;H).

No que se segue mostraremos que faz sentido em se calcular u(0), u(T ), u′(0) e

u′(T ). De fato, das convergências (2.39)1, (2.39)2, (2.39)4 e de (2.69), então u possui

as seguintes regularidades:

(2.89)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u ∈ L∞(0,∞;W )

u′ ∈ L∞(0,∞;H)

u′ ∈ L2
loc(0,∞;D(R

α
2 ))

u′′ ∈ L2
loc(0,∞;W ′)

De (2.74)1 e de (2.74)2, resulta que:

(2.75) u ∈ L2(0, T ;W ) e u′ ∈ L2(0, T ;H), ∀T > 0.

De (2.75) e do Lema 1.3, obtemos:

(2.76) u ∈ C0([0, T ];H), ∀T > 0.

De (2.76), como u ∈ C0
s ([0, T ], H), u ∈ L∞(0, T ;W ) e W ↪→ H, então pelo Lema

1.4, obtemos que:

(2.77) u ∈ C0
s ([0, T ];W ), ∀T > 0.

Logo, u(0) e u(T ) pertencem a W .

Analogamente, de (2.74)2 e de (2.74)4 , resulta que:

(2.78) u′ ∈ L∞(0, T ;H) e u′′ ∈ L2(0, T ;W ′), T > 0.
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De (2.78) e do Lema 1.3, obtemos:

(2.79) u′ ∈ C0([0, T ];W ′), ∀T > 0,

De (2.79), como u′ ∈ C0
s ([0, T ];W ′), u′ ∈ L∞(0, T ;H) e H ↪→ W ′, então pelo

Lema 1.4, obtemos que:

(2.80) u ∈ C0
s ([0, T ];H), ∀T > 0.

Assim u′(0) e u′(T ) pertencem a H.

Retornando ao nosso objetivo de provarmos que χ = Au, seja v ∈ Lp(0, T ;W ).

Pela hipótese (H3) temos que A é monótono. Logo:

χν =

∫ T

0

〈Auν(t)− Av(t), uν(t)− v(t)〉
W ′×W

dt ≥ 0,

ou equivalentemente,

0 ≤ χν =

∫ T

0

〈Auν(t), uν(t)〉W ′×W
dt−

∫ T

0

〈Auν(t), v(t)〉W ′×W
dt−(2.81)

−
∫ T

0

〈Av(t), uν(t)− v(t)〉
W ′×W

dt.

Multiplicando-se a equação aproximada (2.9)1 por gjm(t), com m = ν, somando-

se em j, 1 ≤ j ≤ ν e integrando-se a seguir de 0 a T , obtemos:∫ T

0

(u′′ν(t), uν(t)) dt+

∫ T

0

〈Auν(t), uν(t)〉W ′×W
dt+

1

2

∫ T

0

d

dt
|B

α
2 uν(t)|2 dt = 0,

ou equivalentemente,∫ T

0

〈Auν(t), uν(t)〉W ′×W
dt =−

∫ T

0

(u′′ν(t), uν(t))dt−(2.82)

− 1

2
|B

α
2 uν(T )|2 +

1

2
|B

α
2 u0m|2.
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Do Lema 1.2, obtemos que

(2.83) (u′′ν(t), uν(t)) =
d

dt
(u′ν(t), uν(t))− |u′ν(t)|2.

Substituindo-se (2.83) em (2.82) resulta que:∫ T

0

〈Auν(t), uν(t)〉W ′×W
dt =

∫ T

0

|u′ν(t)|2 dt−
∫ T

0

d

dt
(u′ν(t), uν(t))dt+

+
1

2
|R

α
2 u0m|2 −

1

2
|R

α
2 uν(T )|2,

ou equivalentemente,∫ T

0

〈Auν(t), uν(t)〉W ′×W
dt =

∫ T

0

|u′ν(t)|2dt− (u′ν(T ), uν(T ))+(2.84)

+ (u1m, u0m) +
1

2
|R

α
2 u0m|2 −

1

2
|R

α
2 uν(T )|2

Substituindo-se (2.84) em (2.81), conclui-se que

0 ≤
∫ T

0

|u′ν(t)|2dt− (u′ν(T ), uν(T )) + (u1m, u0m) +
1

2
|B

α
2 u0m|2−(2.85)

− 1

2
|B

α
2 uν(T )|2 −

∫ T

0

〈Auν(t), v(t)〉W ′×W
dt−

−
∫ T

0

〈Av(t), uν(t)− v(t)〉
W ′×W

dt.

Tomando-se o limite superior quando ν →∞ em (2.85), resulta que:

0 ≤ lim
ν→∞

∫ T

0

|u′ν(t)|2dt+ lim
ν→∞

[−(u′ν(T ), uν(T )] + lim
ν→∞

(u1m, u0m)+(2.86)

+
1

2
lim

ν→∞
|R

α
2 u0m|2 +

1

2
lim

ν→∞
[−|R

α
2 uν(T )|2]+

+ lim
ν→∞

[
−
∫ T

0

〈Auν(t), v(t)〉W ′×W
dt

]
+

+ lim
ν→∞

[
−
∫ T

0

〈Av(t), uν(t)− v(t)〉
W ′×W

dt

]
.
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Observação 2.4. No que se segue, justificaremos cada passagem ao limite na

desigualdade (2.86). De fato:

a) De (2.73), temos que u′ν → u′ forte em L2(0, T ;H), ∀T > 0.

Logo:

(2.87) lim
ν→∞

∫ T

0

|u′ν(t)|2 dt = lim
ν→∞

∫ T

0

|u′ν(t)|2 dt =

∫ T

0

|u′(t)|2 dt.

b) De (2.9)2 e de (2.9)3 temos que:

(2.88) u0m → u0 forte em H, pois W ↪→ H

e

(2.89) u1m → u1 forte em H.

Portanto, de (2.88) e de (2.89), segue que,

(2.90) lim
ν→∞

(u1m, u0m) = lim
ν→∞

(u1m, u0m) = (u1, u0) em R.

c) De (2.12), fazendo-se t = T , obtemos:

(2.91) (um(T ))
m∈N pertence a um conjunto limitado de W

e

(2.92) (u′m(T ))
m∈N pertence a um conjunto limitado de H.

Logo, de (2.91) e de (2.92) resulta que existe uma subsucessão (uν(T ))
ν∈N de

(um(T ))
m∈N e uma subsucessão (u′ν(T ))

ν∈N de (u′ν(T )) tais que:

(2.93)

∣∣∣∣∣∣∣
uν(T ) ⇀ u(T ) em W

u′ν(T ) ⇀ u′(T ) em H
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De (2.91) e como a imersão deW emH é compacta, então existe uma subsucessão

de (uν(T ))
ν∈N que ainda denotaremos por (uν(T ))

ν∈N tal que:

(2.94) uν(T ) → ξ forte em H.

Logo, de (2.93)1 e de (2.94), obtemos:

(2.95) uν(T ) → u(T ) forte em H.

De (2.95) e de (2.93)2 , resulta que:

(2.96) lim
ν→∞

(uν(T ), u′ν(T )) = (u(T ), u′(T )) em R.

Logo:

(2.97) lim
ν→∞

[−(uν(T ), u′ν(T ))] = lim[−(uν(T ), u′ν(T ))] = −(u(T ), u′(T )) em R.

d) De (2.9)2 temos que u0m → u0 forte em W . Logo, u0m → u0 forte em D(R
α
2 ),

pois W ↪→ D(R
α
2 ). Portanto:

(2.98) lim
ν→∞

|R
α
2 u0m|2 = lim

ν→∞
|R

α
2 u0m|2 = |B

α
2 u0|2 em R.

e) De (2.93)1, uν(T ) ⇀ u(T ) em W . Disto e do fato que W ↪→ D(R
α
2 ), obtemos:

(2.99) uν(T ) ⇀ u(T ) em D(R
α
2 ).

De (2.99) e notando que |Rα
2 v| é uma seminorma em D(R

α
2 ) vem

|u(T )|2
D(B

α
2 )

= |R
α
2 u(T )| ≤ lim

ν→∞
|R

α
2 uν(T )|2.

Logo:

(2.100) −1

2
|R

α
2 u(T )|2 ≥ −1

2
lim

ν→∞
|R

α
2 uν(T )|2 =

1

2
lim

ν→∞
[−|R

α
2 uν(t)|2],
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em R.

Portanto, segue de (2.39)1 , (2.39)2 , (2.87), (2.90), (2.97), (2.113), (2.98) e (2.100)

que podemos reescrever a desigualdade (2.86) na forma:

0 ≤
∫ T

0

|u′(t)|2dt+ (u1, u0)− (u′(T ), u(T )) +
1

2
|R

α
2 u0|2−(2.101)

− 1

2
|R

α
2 u(T )| −

∫ T

0

〈χ(t), v(t)〉
W ′×W

dt−

−
∫ T

0

〈Av(t), u(t)− v(t)〉
W ′×W

dt.

Multiplicando-se a equação aproximada por θ ∈ C1([0, T ],R), com m = ν e

integrando-se em [0, T ], resulta que:∫ T

0

(u′′ν(t),θ(t)wj) dt+

∫ T

0

〈Auν(t), θ(t)wj〉W ′×W
dt+(2.102)

+

∫ T

0

〈Bα u′ν(t), θ(t)wj〉F ′×F
dt = 0,

onde F = D(R
α
2 ) e F ′ é seu dual topológico.

Integrando-se por partes o primeiro termo em (2.102), conclui-se que:

(u′ν(0), θ(0)wj)− (u′ν(T ), θ(T )wj) +

∫ T

0

(u′ν(t), θ
′(t)wj) dt−(2.103)

−
∫ T

0

〈Auν(t), θ(t)wj〉W ′×W
dt−

∫ T

0

〈Bα u′ν(t), θ(t)wj〉F ′×F
dt = 0.

Fixado m0 ∈ N e tomando-se o limite em (2.103) com ν > m0 , obtemos:

(u′(0), θ(0)wj)− (u′(T ), θ(T )wj) +

∫ T

0

(u′(t), θ′(t)wj) dt−(2.104)

−
∫ T

0

〈χ(t), θ(t)wj〉W ′×W
dt−

∫ T

0

〈Bα u′(t), θ(t)wj〉F ′×F
dt = 0.

Consideremos as funções ϕ definidas por:

(2.105) ϕ =

m0∑
j=1

θjwj ∈ H̃m0 .
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Logo, (2.104) é verdadeiro para ϕ da forma (2.105), isto é,

(u′(0), ϕ(0))− (u′(T ), ϕ(T )) +

∫ T

0

(u′(t), ϕ′(t))dt−(2.106)

−
∫ T

0

〈χ(t), ϕ(t)〉
W ′×W

dt−
∫ T

0

〈Bα u′(t), ϕ(t)〉
F ′×F

dt = 0.

Como H̃m0 é denso em W e o conjunto das funções da forma (2.105) são densas

em G = {ψ|ψ ∈ L2(0, T.W ), ψ′ ∈ L2(0, T ;H)} resulta que (2.106) é verdadeira

∀ψ ∈ G, isto é,

(u′(0), ψ(0))− (u′(T ), ψ(T )) +

∫ T

0

(u′(t), ψ′(t))dt−(2.107)

−
∫ T

0

〈χ(t), ψ(t)〉
W ′×W

dt−
∫ T

0

〈Bα u′(t), ψ(t)〉
F ′×F

dt = 0, ∀ψ ∈ G

Como u ∈ G, escolhendo-se em particular u = ψ em (2.107) resulta que:

(u′(0), u(0))− (u′(T ), u(T )) +

∫ T

0

|u′(t)|2dt−
∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉
W ′×W

dt−

− 1

2

∫ T

0

d

dt
|R

α
2 u(t)|2 dt = 0,

ou equivalentemente,

(u′(0), u(0))− (u′(T ), u(T )) +

∫ T

0

|u′(t)|2dt−
∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉
W ′×W

dt+(2.108)

+
1

2
|R

α
2 u(0)|2 − 1

2
|R

α
2 u(T )|2 = 0.

Observação 2.5. Notemos que necessitamos provar que u(0) = u0 e u′(0) = u1 .

Com efeito:

(a) u(0) = u0 .

Seja θ ∈ C1([0, T ]; R) tal que θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. Como, u′ν → u′ forte em

L2(0, T ;H), ∀T > 0, então:

(2.109)

∫ T

0

(u′ν(t), v)θ(t) dt −→
∫ T

0

(u′(t), v)θ(t) dt, ν →∞.
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Por outro lado, temos que:∫ T

0

(u′ν(t), v)θ(t)dt = (uν(T ), v)θ(T )− (uν(0), v)θ(0)−
∫ T

0

(uν(t), v)θ
′(t) dt,

ou equivalentemente,

(2.110)

∫ T

0

(u′ν(t), v)θ(t) dt = −(uν(0), v)−
∫ T

0

(uν(t), v)θ
′(t) dt.

Analogamente, obtemos que:

(2.111)

∫ T

0

(u′(t), v)θ(t) dt = −(u(0), v)−
∫ T

0

(u(t), v)θ′(t) dt.

Substituindo-se (2.110) e (2.111) em (2.109) resulta que:

(2.112) −(uν(0), v)−
∫ T

0

(uν(t), v)θ
′(t) dt→ −(u(0), v)−

∫ T

0

(u(t), v)θ′(t) dt.

Por outro lado, de (2.39)1 temos que uν ⇀ u em L∞(0,∞;W ). Logo, uν ⇀ u

em L2(0, T ;H). Portanto:

(2.113)

∫ T

0

(uν(t), v)θ
′(t) dt −→

ν→∞

∫ T

0

(u(t), v)θ′(t) dt.

Substituindo-se (2.113) em (2.112), deduz-se que:

(2.114) (uν(0), v) −→
ν→∞

(u(0), v) em R.

De (2.9)2 , temos que

(2.115) uν(0) → u0 forte em H,

pois uν(0) → u0 forte em W e W ↪→ H.

Segue de (2.115) que:

(2.116) (uν(0), v) −→
ν→∞

(u0, v) em R, ∀ v ∈ H.
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De (2.114) e de (2.116) e pela unicidade do limite conclui-se

(2.117) u0 = u(0).

b) u′(0) = u1 .

Seja θ ∈ C1([0, T ]); R) tal que θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. Multiplicando-se a equação

aproximada por θ, com m = ν e integrando-se em [0, T ], obtemos:∫ T

0

(u′′ν(t), wj)θ(t) dt+

∫ T

0

〈Auν(t), wj〉W ′×W
θ(t) dt+(2.118)

+

∫ T

0

〈Bαu′ν(t), wj〉F ′×F
θ(t) dt = 0,

onde F = D(B
α
2 ) e F ′ é o seu dual topológico.

Integrando-se por partes a primeira integral em (2.118), resulta que:

(u′ν(T ), wj)θ(T )− (u′ν(0), wj)θ(0)−
∫ T

0

(u′ν(t), wj)θ
′(t) dt

+

∫ T

0

〈Auν(t), wj〉W ′×W
θ(t) dt+

∫ T

0

〈Bαu′ν(t), wj〉F ′×F
θ(t) dt = 0,

ou equivalentemente:

−(u′ν(0), wj)−
∫ T

0

(u′ν(t), wj)θ
′(t) dt+

∫ T

0

〈Auν(t), wj〉W ′×W
θ(t) dt+(2.119)

+

∫ T

0

〈Bαu′ν(t), wj〉F ′×F
θ(t) = 0.

Fixando-se m0 ∈ N, tomando-se o limite em (2.119) quando ν → ∞, com ν >

m0 , resulta das convergências obtidas em (2.42), (2.44), (2.45) e da hipótese que

u′ν(0) → u1 forte em H, que:

−(u1, wj)−
∫ T

0

(u′(t), wj)θ
′(t) dt+

∫ T

0

〈χ(t), wj〉W ′×W
θ(t) dt+(2.120)

+

∫ T

0

〈Bαu′(t), wj〉F ′×F
θ(t) dt = 0.
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Por outro lado, provamos em (2.69) que:

(2.121) u′′ + χu+Bαu′ = 0 em L2
loc(0,∞;W ′).

De (2.121) e do fato que wjθ ∈ L2(0, T ;W ) resulta que:

〈u′′ + χu+Bαu′, wjθ〉L2(0,T ;W ′)×L2(0,T ;W )
= 0,

ou equivalentemente,∫ T

0

〈u′′(t), wj〉θ(t) dt+

∫ T

0

〈χ(t), wj〉W ′×W
θ(t) dt+(2.122)

+

∫ T

0

〈Bαu′(t), wj〉W ′×W
θ(t) dt = 0.

Integrando-se por partes o primeiro termo de (2.122) e de que 〈Bαu′(t), wj〉W ′×W
=

〈Bαu′(t), wj〉F ′×F
, obtemos:

−(u′(0), wj)−
∫ T

0

u′(t), wj)θ
′(t) dt+

∫ T

0

〈χ(t), wj〉θ(t) dt+(2.123)

+

∫ T

0

〈Bαu′(t), wj〉F ′×F θ(t) dt = 0.

De (2.120) e de (2.123) conclúımos que:

(2.124) (u1, wj) = (u′(0), wj), ∀wj ∈ H̃m0

ou equivalentemente, pela densidade de H̃m0 em H que:

(2.125) u′(0) = u1 .

De (2.117) e de (2.125) podemos reescrever (2.108) na forma:

(u1, u0)− (u′(T ), u(T )) +

∫ T

0

|u′(t)|2 dt−
∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉
W ′×W

dt+(2.126)

+
1

2
|R

α
2 u0|2 −

1

2
|R

α
2 u(T )|2 = 0.
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De (2.126) resulta que:∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉
W ′×W

dt =

∫ T

0

|u′(t)|2 dt+ (u1, u0)− (u′(T ), u(T ))+(2.127)

+
1

2
|R

α
2 u0|2 −

1

2
|R

α
2 u(T )|2.

Comparando-se (2.101) com (2.127) resulta que:∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉
W ′×W

dt−
∫ T

0

〈χ(t), v(t)−
∫ T

0

〈Av(t), u(t)− v(t)〉
W ′×W

dt ≥ 0,

ou equivalentemente,

(2.128)

∫ T

0

〈χ(t)− Av(t), u(t)− v(t)〉
W ′×W

dt ≥ 0.

Considerando-se v = u− λw, w ∈ Lp(0, T ;W ) e λ > 0, obtemos de (2.128) que:

λ

∫ T

0

〈χ(t)− A(u(t)− λv(t)), w(t)〉
W ′×W

dt ≥ 0.

Logo:

(2.129)

∫ T

0

〈χ(t)− A(u(t)− λw(t)), w(t)〉
W ′×W

dt ≥ 0.

Pela hipótese (H6) temos que A é hemicont́ınuo, isto é, a aplicação

λ 7→ 〈A(u(t)− λw(t)), w(t)〉
W ′×W

é cont́ınua de R → R. Então:

(2.130) lim
λ→0+

〈χ(t)− A(u(t)− λw(t)), w(t)〉
W ′×W

= 〈χ(t)− Au(t), w(t)〉
W ′×W

.

De (2.130) e do Teorema de Lebesgue deduz-se que:

lim
λ→0+

∫ T

0

〈χ(t)− A(u(t)− λw(t)), w(t)〉
W ′×W

dt =(2.131)

=

∫ T

0

lim
λ→0+

〈χ(t)− A(u(t)− λw(t)), w(t)〉
W ′×W

dt =

=

∫ T

0

〈χ(t)− Au(t), w(t)〉
W ′×W

dt.
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De (2.129) e de (2.131) resulta que:

(2.132)

∫ T

0

〈χ(t)− Au(t), w(t)〉
W ′×W

dt ≥ 0.

Analogamente considerando-se v = u−λw, w ∈ Lp(0, T ;W ) e λ < 0 e usando-se

os mesmos argumentos anteriores obtemos que:

(2.133)

∫ T

0

〈χ(t)− Au(t), w(t)〉
W ′×W

dt ≤ 0.

De (2.132) e de (2.133), obtemos que:

(2.134) χ = Au em Lp′(0, T ;W ′),

onde
1

p′
+

1

p
= 1.

Seja θ ∈ D(0,∞). Então, existe T > 0 tal que supp θ ⊂ ]0, T ]. Logo:∫ ∞

0

〈Auν(t), v〉W ′×W
θ(t) dt =

∫ T

0

〈Auν(t), v〉W ′×W
θ(t) dt

e ∫ ∞

0

〈Au(t), v〉
W ′×W

θ(t) dt =

∫ T

0

〈Au(t), v〉
W ′×W

θ(t) dt.

Logo, quando ν →∞, obtemos:

(2.135)

∫ ∞

0

〈Auν(t), v〉W ′×W
θ(t) dt→

∫ T

0

〈Au(t), v〉
W ′×W

θ(t) dt.

De (2.135), obtemos que:

(2.136) 〈Auν(t), v〉W ′×W
→ 〈Auν(t), v〉W ′×W

em D′(0,∞), ∀ v ∈ W.

Assim a demonstração do Teorema 2.1 está conclúıda.
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CAPÍTULO III

COMPORTAMENTO ASSINTÓTICO

No presente caṕıtulo estuda-se o comportamento assintótico da energia associada

ao problema (2.1), a qual é definida por:

(3.1) E(u(t)) =
1

2
|u′(t)|2 +

1

p
‖u(t)‖p

W , ∀t > 0 e p > 2

onde u é solução do problema:

(3.2)

∣∣∣∣∣∣∣
u” + Au+Bαu′ = 0, em L2

loc(0,∞;W ′), 0 < α ≤ 1.

u(0) = 0, u′(0) = u1

obtida no Teorema 2.1.

Notemos que a regularidade obtida no teorema supracitado não nos permite

compor u′′ com u′, pois u′ ∈ L∞(0,∞;H) ∩ L2
loc(0,∞;D(R

α
2 )). Esta dificuldade

desaparece quando trabalhamos com a solução aproximada e posteriormente calcu-

lamos o limite. Do que foi exposto provaremos o teorema enunciado a seguir.

Teorema 3.1. Seja u a solução do problema (3.2). Suponha que Bα ≥ γ0I, γ0 ∈ R,

γ0 > 0 e seja p > 2. Então, existe K ′ > 0 tal que:

(3.3) E(u(t)) ≤ K ′(1 + t)
−

1

β′ , ∀t > 0

onde β′ =
2

q
− 1, com

1

q
+

1

p
= 1 e K ′ é uma constante obtida do Lema de Nakao.

Demonstração: A prova do comportamento assintótico da energia será baseada

no Lema de Nakao. Com efeito, multipliquemos a equação aproximada dada em

(2.9)1 por g′jm(t) e somemos em j, 1 ≤ j ≤ m. Logo:

(3.4)
1

2

d

dt
|u′m(t)|2 + 〈Aum(t), u′m(t)〉W ′×W +

∣∣∣∣∣R
α

2 u′m(t)

∣∣∣∣∣
2

= 0.
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Desde que A(u) é fortemente homogêneo de grau p− 1 no sentido de Dubinskii

e que 〈Aum(t), um(t)〉W ′×W = ‖um(t)‖p
W , então:

(3.5)
d

dt
〈Aum(t), um(t)〉W ′×W =

d

dt
‖um(t)‖p

W = p 〈Aum(t), u′m(t)〉W ′×W

Da equação (3.5) podemos reescrever a equação (3.4) na forma:

(3.6)
1

2

d

dt
|u′m(t)|2 +

1

p

d

dt
||um(t)||pW + |R

α
2 u′m(t)|2 = 0.

De (3.1) e de (3.6) resulta que a energia E(um(t)) satisfaz:

(3.7)
d

dt
E(um(t)) = −|R

α
2 u′m(t)|2, ∀ t ≥ 0.

Integrando-se a equação (3.7) de 0 até t, obtemos:

(3.8) E(um(t)) +

∫ t

0

|R
α
2 u′m(s)|2 ds = E(um(0)) =

1

2
|u1m|2 +

1

p
||u0m||pW .

Portanto, de (3.7) e de (3.8) resulta que:

(3.9)

∣∣∣∣∣∣∣
E(um(t)) é não crescente, ∀ t ≥ 0

E(um(t)) é limitada

Por outro lado, integremos a equação (3.6) com respeito a s, com t1 ≤ s ≤ t2 e

t1, t2 ≥ 0. Logo, obtemos:

1

2
|u′m(t2)|2 +

1

p
||um(t2)||p +

∫ t2

t1

|R
α
2 u′m(s)|2 ds =(3.10)

=
1

2
|u′m(t1)|2 +

1

p
||um(t1)||p.

Agora multipliquemos a equação aproximada (2.9)1 por gjm(t) e somemos em j,

com 1 ≤ j ≤ m. Portanto:

(u′′m(t), um(t)) + 〈Aum(t), um(t)〉
W ′×W

+ (R
α
2 u′m(t), R

α
2 um(t)) = 0,
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ou equivalentemente,

(3.11)
d

dt
(u′m(t), um(t))− |u′m(t)|2 + ||um(t)||pW + (R

α
2 u′m(t), R

α
2 um(t)) = 0.

Integrando-se (3.11) com respeito a s, t1 ≤ s ≤ t2 e t1, t2 ≥ 0, resulta que:∫ t2

t1

||um(s)||pW ds =

∫ t2

t1

|u′m(s)|2ds+ (u′m(t1), um(t1))− (u′m(t2), um(t2))−(3.12)

−
∫ t2

t1

(R
α
2 u′m(s), R

α
2 um(s)) ds.

De (3.8) temos, para t > 0 que:

(3.13)

∫ t+1

t

|R
α
2 u′m(s)|2 ds = E(um(t))− E(um(t+ 1)) = F 2(t),

pois E(um(t) ≥ E(um(t+ 1)), por (3.9)1 .

Consideremos os subintervalos
[
t, t+ 1

4

]
e
[
t+ 3

4
, t+ 1

]
de [t, t+ 1]. Então, pelo

Teorema do Valor Médio para Integrais existem t1 ∈ ]t, t+ 1
4
[ e t2 ∈ ]t+ 3

4
, t+1[ tais

que:

(3.14)

∫ t+ 1
4

t

|R
α
2 u′m(s)|2 ds =

1

4
|R

α
2 u′m(t1)|2 ≤

∫ t+1

t

|R
α
2 u′m(s)|2 ds = F 2(t)

e

(3.15)

∫ t+1

t+ 3
4

|R
α
2 u′m(s)|2 ds =

1

4
|R

α
2 u′m(t2)|2 ≤

∫ t+1

t

|R
α
2 u′m(s)|2 ds = F 2(t).

Logo, de (3.14) e de (3.15) resulta que:

(3.16) |R
α
2 u′m(ti)|2 ≤ 4F 2(t), i = 1, 2.

De (3.12), obtemos que:∫ t2

t1

||um(s)||p
W
≤

2∑
i=1

|u′m(ti)| |um(ti)|+
∫ t2

t1

|u′m(s)|2 ds+(3.17)

+

∫ t2

t1

|R
α
2 u′m(s)| |R

α
2 um(s)| ds.

55



Por outro lado, temos pela hipótese que Bα ≥ γ0I então:

(3.18) |R
α
2 u′m(ti)|2 =

∞∑
ν=t

γα
ν |(u′m(ti), ψν |2 ≥ γα

1

∞∑
ν=1

|(u′m(ti), ψν |2 = γα
1 |u′m(ti)|2.

De (3.18) e de (3.16) resulta que:

(3.19) |u′m(ti)| ≤
1

γ
α/2
1

|R
α
2 u′m(ti)| ≤

1

γ
α/2
1

· 2F (t), i = 1, 2.

Como, por hipótese, W ↪→ H e da definição de E(um(t)), obtemos que:

(3.20) |um(ti)| ≤ c1||um(ti)||W ≤ c1 p
1
p [E(um(ti))]

1
p ,

por (3.1), ∀ i = 1, 2.

Por outro lado, como ti > t, ∀ i = 1, 2, então E(um(t)) ≥ E(um(ti)). Disto,

podemos reescrever a desigualdade (3.20) na forma:

(3.21) |um(ti)| ≤ c1 p
1
p [E(um(t))]

1
p ∀ i = 1, 2.

De (3.14) e de (3.18) temos também que:∫ t2

t1

|u′m(s)|2 ds ≤
∫ t2

t1

1

γα
1

|R
α
2 u′m(s)|2 ds(3.22)

≤ 1

γα
1

∫ t+1

t

|R
α
2 u′m(s)|2 ds =

1

γα
1

F 2(t).

Logo, de (3.19), (3.21) e (3.22), a desigualdade (3.17) pode ser reescrita na forma:∫ t2

t1

||um(s)||p
W
ds ≤ K0 F (t)[E(um(t))|

1
p +K1 F

2(t)+(3.23)

+

∫ t2

t1

|R
α
2 u′m(s)| |R

α
2 um(s)| ds,

onde K0 =
4 c1 p

1/p

γ
α/2
1

e K1 =
1

γ
α/2
1

·
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No que se segue faremos uma limitação para o último termo da desigualdade

(3.23). Com efeito, consideremos ε1 > 0. Sejam p e q, p > 2, tais que
1

p
+

1

q
= 1.

Então, pela desigualdade de Young, resulta que:

(3.24)
√
ε1 |R

α
2 um(s)| |R

α
2 u′m(s)|
√
ε1

≤ ε
p/2
1

p
|R

α
2 um(s)|p +

1

qε
q/2
1

|R
α
2 u′m(s)|q .

Por outro lado, como W ↪→ D(R
α
2 ), obtemos que:

(3.25) ||um(s)||2
D(R

α
2 )

= |R
α
2 um(s)|2 ≤ c22 ||um(s)||2

W
.

De (3.25) podemos reescrever a desigualdade (3.24) na forma:

(3.26)
√
ε1 |R

α
2 um(s)| |R

α
2 u′m(s)|
√
ε1

≤ cp2 ε
p/2
1

p
||um(s)||p

W
+

1

q ε
q/2
1

|R
α
2 u′m(s)|q.

Integrando-se (3.26) com respeito a s, t1 ≤ s ≤ t2 , resulta que:∫ t2

t1

√
ε1|R

α
2 um(s)| |R

α
2 u′m(s)|
√
ε1

ds ≤ c2 ε
p/2
1

p

∫ t2

t1

||um(s)||p
W
ds+(3.27)

+
1

q ε
q/2
1

∫ t2

t1

|R
α
2 u′m(s)|q ds.

Por outro lado, como p > 2, segue que
2

q
> 1. Sejam γ e β tais que

1

γ
+

1

β
= 1,

com γ =
2

q
· Logo, pela desigualdade de Hölder, obtemos:∫ t2

t1

|R
α
2 u′m(s)|q ds ≤

( ∫ t2

t1

ds
) 1

β
( ∫ t2

t1

|R
α
2 u′m(s)|γq ds

) 1
γ =(3.28)

= (t2 − t1)
1
β
( ∫ t2

t1

|R
α
2 u′m(s)|2 ds

) q
2 ≤ [F (t)]q,

por (3.13) e pelo fato que
1

2
< t2 − t1 < 1.

Substituindo-se (3.28) com (3.27) resulta que:∫ t2

t1

√
ε1|R

α
2 um(s)| |R

α
2 u′m(s)|
√
ε1

ds ≤ c2 ε
p/2
1

p

∫ t2

t1

||um(s)||p
W
ds+(3.29)

+
1

q ε
q/2
1

[F (t)]q.
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Segue-se de (3.29) que podemos reescrever a desigualdade (3.23) na forma:[
1− c2 ε

p/2
1

p

]∫ t2

t1

||um(s)||p ds ≤ K0 F (t)
[
E(um(t))

] 1
p +K1 F

2(t)+(3.30)

+
1

q ε
q/2
1

[F (t)]q.

Escolhendo-se ε1 > 0, pequeno, tal que, 1− cp2 ε
p/2
1

p
> 0, obtemos:

(3.31) 0 < ε1 <
p2/p

c22
·

Então, se considerarmos c3 = 1− c2 ε
p/2
1

p
, obtemos em (3.30) que:

(3.32)

∫ t2

t1

||um(s)||p
W
ds ≤ c4

{
F (t)[E(um(t))]1/p + F 2(t) + [F (t)]q

}
,

onde c4 = max

{
K0

c3
,
K1

c3
,

1

c3qε
q/2
1

}
.

Por outro lado, consideremos a função G2 definida por:

(3.33) G2(t) = F (t)[E(um(t))]
1
p + F 2(t) + [F (t)]q.

Como, E(um(s)) =
1

2
|u′m(s)|2 +

1

p
||um(t)||pW resulta de (3.22), (3.32) e (3.33)

que: ∫ t2

t1

E(um(s)) ds =
1

2

∫ t2

t1

|u′m(s)|2 ds+
1

p

∫ t2

T1

||um(s)||p
W
ds ≤(3.34)

≤ 1

2γα
1

F 2(t) +
c4
p
G2(t).

Logo, obtemos de (3.34) que:

(3.35)

∫ t2

t1

E(um(s)) ds ≤ c5{F 2(t) +G2(t)}.

onde c5 = max

{
1

2γα
1

,
c4
p

}
.
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Além disso, temos pelo Teorema do Valor Médio para Integais que existe

t∗ ∈ ]t1, t2[ tal que:

(3.36)

∫ t2

t1

E(um(s)) ds = (t2 − t1)E(um(t∗)) >
1

2
E(um(t∗)),

pois
1

2
< t2 − t1 < 1.

De (3.35) e (3.36), obtemos que:

(3.37) E(um(t∗)) ≤ c6{F 2(t) +G2(t)},

onde c6 = 2c5 .

De (3.10), (3.13) e de (3.37) resulta que:

E(um(t)) = E(um(t∗)) +

∫ t∗

t

|R
α
2 u′m(s)|2 ds ≤(3.38)

≤ c6{F 2(t) +G2(t)}+ F 2(t) ≤ c7{F 2(t) +G2(t)},

onde c7 = c6 + 1.

Portanto, da definição de G2(t) podemos reescrever (3.38) na forma:

(3.39)

sup
t≤s≤t+1

E(um(s)) = Em(t) ≤ c4
{
F 2(t) + F (t)[E(um(t))]

1
p + F 2(t) + [F (t)]q

}
=

= c4
{
2F 2(t) + F (t)[E(um(t))]

1
p + [F (t)]q

}
≤

≤ c9
{
F 2(t) + F (t)[E(um(t))]

1
p + [F (t)]q

}
,

onde c8 = 2c7 .

Por outro lado, pela desigualdade de Young, obtemos:

(3.40)
1√
ε2

F (t) ·
√
ε2

[
E(um(t))

]1/p ≤ 1

qε
q/2
2

[F (t)]q +
ε

p/2
2

p
E(um(t))
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Substituindo-se (3.40) em (3.39) vem que:

sup
t≤s≤t+1

E(um(s) = E(um(t)) ≤ c8
{
F 2(t) +

1

qε
q/2
2

[F (t)]q+

+
ε

p/2
2

p
E(um(t)) + [F (t)]q,(3.41)

ou equivalentemente:

sup
t≤s≤t+1

E(um(s)) =

[
1− c8ε

p/2
2

p

]
E(um(t)) ≤(3.42)

≤ c8
{
F 2(t) +

(1 + qε
q/2
2

qε
q/2
2

)
[F (t)]q

}
.

Escolhendo-se ε2 > 0, pequeno, tal que, 1− c8ε
p/2
2

p
> 0, obtemos:

(3.43) 0 < ε2 <

(
p

c8

) 2
q

.

Então, se considerarmos c9 = 1− c8ε
p/2
1

p
, obtemos em (3.47) que:

(3.44) sup
t≤s≤t+1

E(um(s)) = E(um(t)) ≤ c10{F 2(t) + [Ft)]q},

onde c10 = max

{
c8
c9
, c8

c9

(
1+qε

q/2
2

ε
q/2
2

)}
.

Por outro lado, temos também que

[F (t)]q + F 2(t) = [F (t)]q {1 + [F (t)]2−q} =(3.45)

= [F (t)]q
{
1 + [F (t)]2(1−

q
2
)
}
.

Por (3.8), obtemos que

(3.46)

∫ t

0

|R
α
2 u′m(s)|2 ds ≤ E(um(0))
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e

(3.47)

∫ t+1

0

|B
α
2 u′m(s)|2 ds ≤ E(um(0))

Logo, de (3.46) e (3.47) resulta que:∫ t

0

|R
α
2 u′m(s)|2 ds+

∫ t+1

0

|R
α
2 u′m(s)|2 ds ≤ 2E(um(0)),

ou equivalentemente:

(3.48)

∫ t

0

|R
α
2 u′m(s)|2 ds+

∫ t

0

|R
α
2 u′m(s)|2 ds+

∫ t+1

t

|R
α
2 u′m(s)|2 ds ≤ 2E(um(0)).

Logo, de (3.48), obtemos:

(3.49)

∫ t+1

t

|R
α
2 um(s)|2 ds = F 2(t) ≤ 2E(um(0)).

Substituindo-se o resultado obtido em (3.49) na desigualdade (3.45) resulta que:

(3.50) [F (t)]q
{
1 + [F (t)]2(1−

q
2
)
}
≤ [F (t)]q

{
1 + [2E(um(0))]1−

q
2

}
.

De (3.50) podemos reescrever (3.44) na forma:

(3.51) sup
t≤s≤t+1

E(um(s)) = E(um(t)) ≤ c11[F (t)]q,

onde c11 = c10

{
1 + [2E(um(0))]1−

q
2

}
.

Logo, de (3.51), resulta que:

(3.52) sup
t≤s≤t+1

E(um(s)) = E(um(t)) ≤ c11[F
2(t)]

q
2 ,

ou equivalentemente:

(3.53) sup
t≤s≤t+1

[E(um(s)]
2
q = [E(um(t))]

2
q ≤ (c11)

2
q F 2(t).
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Por outro lado, temos que:{
1 +

[
2E(um(0))

]1− q
2

} 2
q ≤ 2

2
q

{
1

q
2 +

[
2E(um(0))

](1− q
2
)· 2

q

}
=(3.54)

= 2
2
q

{
1 + 2

2
q
−1
[
E(um(0))

] 2
q
−1
}
.

De (3.54) obtemos que:

(
c11

) 2
q = c

2
q

10

{
1 +

[
2E(um(0))

]1− q
2

} 2
q ≤(3.55)

≤
(
2c10

) 2
q

{
1 + 2

2
q
−1
[
E(um(0))

] 2
q
−1
}
.

Da desigualdade (3.55) e de que F 2(t) = E(um(t)) − E(um(t + 1)), podemos

reescrever (3.53) na forma:

(3.56) sup
t≤s≤t+1

[
E(um(s))

] 2
q =

[
E(um(t))

] 2
q ≤ c12

[
E(um(t))− E(um(t+ 1))

]
onde c12 =

(
2c10

) 2
q

{
1 + 2

2
q
−1
[
E(um(0))

] 2
q
−1
}

.

Como, por hipótese, p > 2, então
2

q
> 1. Logo:

(3.57)
2

q
= 1 + β′ onde β′ > 0.

Substituindo-se (3.57) em (3.56) resulta que:

(3.58) sup
t≤s≤t+1

[
E(um(s))

]1+β′ ≤ c12[E(um(t)− E(um(t+ 1))].

De (3.58) e do Lema de Nakao, deduz-se que:

(3.59) E(um(t)) ≤ c13
(
1 + t

)− 1
β′ para t > T

onde c13 =

(
c12 21/β′ T

β′

) 1
β′

, t suficientemente maior que T

e

(3.60) E(um(t)) ≤ c14(1 + t)
− 1

β′ para 0 ≤ t ≤ T .
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Portanto, de (3.59) e de (3.60), obtemos:

(3.61) E(um(t)) ≤ K(1 + t)
− 1

β′ para t ≥ 0,

onde K = max{c13, c14}.

Observação 3.1. A constante K depende de um(0) = u0m e de u′m(0) = u1m . De

fato:

(3.62) c12 = (2c10)
2
q

{
1 + q

2
q
−1
[
E(um(0))

] 2
q
−1
}
.

ou equivalentemente:

(3.63) c12 = (2c10)
1+β′

{
1 + 2β′

[
1

2
|u1m|2 +

1

p
||u0m||pW

]β
}
.

Notemos que (3.61) é a estimativa assintótica da energia, porém para as soluções

aproximadas. No que se segue provaremos que (3.61) é mantida quando m → ∞.

Com efeito, considera-se t0 ∈ [0, T ] fixado. Então, por (3.61) obtemos:

(3.64)
1

2
|u′m(t0)|2 +

1

p
||um(t0)||pW ≤ K

(
1 + t0

)− 1
β′ .

Das estimativas obtidas no Caṕıtulo 2 e como Bα ≥ γ0I conclúımos que:

(3.65)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uν
∗
⇀ u em L∞(0,∞;W )

u′ν
∗
⇀ u′ em L∞(0,∞;H)

u′ν ⇀ u′ em L2(0,∞;D(R
α
2 ))

u′′ν
∗
⇀ u′′ em L2

loc(0,∞;W ′)

Auν
∗
⇀ Au em L∞(0,∞;W ′)

u(t0) ⇀ ψ em W

u′(t0) ⇀ η em H
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Como H é reflexivo e a função uν : [0, T ] → H é absolutamente cont́ınua, então

uν e diferenciável quase sempre em ]0, T [ e vale:

(3.66) uν(t)− uν(s) =

∫ t

s

u′ν(σ) dσ.

De (3.66) e da estimativa obtida para (u′ν)ν∈N em (3.65)2 resulta que:

(3.67) |uν(t)− uν(s)| < c|t− s|.

De (3.67) resulta que (uν)ν∈N é equicont́ınua de [0, T ] em H. De fato, é suficiente

escolhermos ε = δ
c
, onde |t− s| < δ.

Por outro lado, temos que:

(3.68) |uν(t)| ≤ K3 ,

∀ ν ∈ N, pois por (3.65)1 temos que ||uν(t)||W ≤ K2 e W ↪→ H.

De (3.67) e de (3.68) resulta do Teorema de Arzelá-Ascoli que:

(3.69) uν → u em C0([0, T ];H).

De (3.69), por conseqüência, obtemos que:

(3.70) uν(t0) → u(t0) forte em H.

Logo, de (3.70), resulta que:

(3.71) (uν(t0), v) → (u(t0), v) em R, ∀ v ∈ H.

De (3.71) e de (3.65)6 que nos dá que uν(t0) ⇀ ψ em W , e do fato que W ↪→ H,

obtemos:

(3.72) u(t0) = ψ.
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Considerando-se m = ν em (3.61) e tomando-se o limite inferior obtemos:

(3.73)
1

2
|η|2 +

1

p
||u(t0)||pW ≤ lim

ν→∞
K(1 + t0)

− 1
β′ ;

Temos que:

lim
ν→∞

E(uν(0)) = lim
ν→∞

{1

2
|u1ν |2 +

1

p
||u0ν ||pW

}
.

Mas, por hipótese, u1ν → u1 forte em H e u0ν → u0 forte em W . Logo:

lim
ν→∞

E(uν(0)) = lim
{1

2
|u1ν |2 +

1

p
||u0ν ||pW

}
=(3.74)

=
1

2
|u1|2 +

1

p
||u0||pW = E(u(0)).

Seja c15 = (2c10)
1
β′
{
1 + 2β′

[
1
2
|u1|2 + 1

p
||u0||pW

]}β′
. Considerando-se

c16 =

(
c15 2

1
β′ T

β′

) 1
β′

, obtemos:

(3.75) lim
ν→∞

K(1 + t0)
− 1

β′ ≤ K ′(1 + t0)
− 1

β′ ,

onde K ′ = max{c14, c16}.

De (3.75) podemos reescrever (3.73) na forma:

(3.76)
1

2
|η|2 +

1

p
||u(t0)||pW ≤ K ′(1 + t0)

− 1
β′ .

No que se segue provaremos que η = u′(t0). De fato, seja θ ∈ C0([t0, T ]; R)

definida por:

(3.77) θ(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ; 0 ≤ t < t0

− t
δ

+
t0 + δ

δ
; t0 ≤ t ≤ t0 + δ

0 ; t0 + δ < t ≤ T

onde δ > 0.
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Consideremos a equação aproximada (2.9)1 com m = ν. Logo:

(3.78) (u′′ν(t), wj) + 〈Auν(t), wj〉W ′×W
+ 〈Bαuν(t), wj〉[D(R

α
2 )]′×D(R

α
2 )

= 0,

∀wj ∈ H̃m .

Multiplicando-se (3.78) pela função θ definida em (3.77) e integrando-se em t,

t0 ≤ t ≤ T , resulta que:∫ t0+δ

t0

(u′′ν(t), wj)θ(t) dt+

∫ t0+δ

t0

〈Auν(t), wj〉W ′×W
θ(t) dt+(3.79)

+

∫ t0+δ

t0

〈Bαu′ν(t), wj〉[D(B
α
2 )]′×D(B

α
2 )
θ(t)dt

Integrando-se por partes o primeiro membro da equação (3.79), obtemos:[
(u′ν(t), wj)θ(t)

]t0+δ

t0

−
∫ t0+δ

t0

(u′ν(t), wj)θ
′(t) dt+

∫ t0+δ

t0

〈Auν(t), wj〉W ′×W
θ(t) dt+

+

∫ t0+δ

t0

〈Bαu′ν(t), wj〉[D(B
α
2 )]′×D(B

α
2 )
θ(t) dt = 0,

ou equivalentemente,

−(u′ν(t0), wj) +
1

δ

∫ t0+δ

t0

(u′ν(t), wj) dt+

∫ t0+δ

t0

〈Auν(t), wj〉W ′×W
θ(t) dt+(3.80)

+

∫ t0+δ

t0

〈Bαu′ν(t), wj〉[D(B
α
2 )]′×D(B

α
2 )
θ(t) dt = 0

Tomando-se o limite em (3.80) quando ν → ∞, ν > m0 , com as justificativas

obtidas no Caṕıtulo 2 e de (3.65)7 resulta que:

−(η, wj) +
1

δ

∫ t0+δ

t0

(u′(t), wj) dt+

∫ t0+δ

t0

〈Au(t), wj〉W ′×W
θ(t) dt+(3.81)

+

∫ t0+δ

t0

〈Bαu′ν(t), wj〉[D(B
α
2 )]′×D(B

α
2 )
θ(t) dt = 0
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A igualdade (3.81) é verdadeira ∀ j ∈ N, o que nos permite concluir que:

−(η, v) +
1

δ

∫ t0+δ

t0

(u′(t), v) dt+

∫ t0+δ

t0

〈Au(t), wj〉W ′×W
θ(t) dt+(3.82)

+

∫ t0+δ

t0

〈Bαu′ν(t), wj〉[D(B
α
2 )]′×D(B

α
2 )
θ(t) dt = 0,

∀ v ∈ H̃m0 .

De (3.65)2 e de (3.65)4 , temos que u′ ∈ L∞(0, T ;H) e u′′ ∈ L2
loc(0, T ;W ′). Logo,

u′ ∈ C0
s ([0, T ];H), que é o espaço das funções escarlamente cont́ınuas de [0, T ] em

H. Portanto, a aplicação t 7→ (u′(t), v) é cont́ınua em [0, T ]. Logo:

(3.83) lim
δ→0

1

δ

∫ t0+δ

t0

(u′(t), v) dt = (u′(t0), v).

Tomando-se o limite quando δ → 0 em (3.82) e considerando-se (3.83) deduzimos

que:

(3.84) −(η, v) + (u′(t0), v) = 0, ∀ v ∈ H̃m0 .

Por continuidade (3.84) é verdadeira ∀ v ∈ H̃ ↪→ H. Logo:

(3.85) (η, v) = (u′(t0), v), ∀ v ∈ H.

Portanto:

(3.86) η = u′(t0) em H.

O que foi feito em t0 pode ser feito em qualquer t de [0, T ] e mesmo em T . É

suficiente definir θ como se segue:

(3.87) θ(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 ; 0 ≤ t ≤ T − δ

t

δ
+
δ − T

δ
; T − δ ≤ t ≤ T
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Portanto, conclui-se que a estimativa (3.61) vale em [0, T ], qualquer que seja

0 < t <∞, ou equivalentemente por (3.75) que:

(3.88) E(u(t)) ≤ K ′(1 + t)
− 1

β′ , ∀ t ≥ 0.
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CAPÍTULO IV

UM EXEMPLO

Consideremos o operador não linear A : W 1,2q
0 (Ω) → W−1, 2q

2q−1 (Ω), 2q > 2,

definido por:

(4.1) Au = −
n∑

i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u

∂xi

)
.

Os espaços W 1,2q
0 (Ω) e W−1, 2q

2q−1 (Ω) serão denotados, respectivamente, por W e W ′.

No que se segue provaremos que o operador não linear A satisfaz as hipóteses

(H3)− (H7) enunciadas no Caṕıtulo II.

Afirmativa 1. O operador A satisfaz a hipótese (H3), isto é, 〈Au, u〉W ′×W =

||u||2q

W 1,2q
0 (Ω)

. Com efeito, de (4.1), obtemos:

〈Au, u〉W ′×W =

〈 n∑
i=1

− ∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u

∂xi

)
, u

〉
W ′×W

=
n∑

i=1

〈∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u

∂xi

,
∂u

∂xi

〉
W ′×W

,

ou equivalentemente:

〈Au, u〉W ′×W =
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u

∂xi

∂u

∂xi

dx =
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q

dx =(4.2)

= ||u||2q

W 1,2q
0 (Ω)

.

Notemos que nosso caso o p da hipótese (H3) é 2q, onde 2q > 2.

Afirmativa 2. O operador A satisfaz a hipótese (H7), isto é, A leva conjuntos

limitados de W 1,2q
0 (Ω) em conjuntos limitados de W−1,q′(Ω), 1

q′
+ 1

2q
= 1.

De fato, de (4.1) obtemos também que

(4.3) 〈Au, v〉W ′×W =
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u

∂xi

∂v

∂xi

dx

69



Provaremos a seguir que

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2p−2
∂u

∂xi

∈ Lq′(Ω),
1

q′
+

1

2q
= 1. Seja u ∈ W 1,2q

0 (Ω),

então:

(4.4)
∂u

∂xi

∈ L2q(Ω).

Logo, de (4.4) resulta,∥∥∥∥∥
∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u

∂xi

∥∥∥∥∥
q′

Lq′ (Ω)

=

∫
Ω

[∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2 ∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣
]q′

dx =(4.5)

=

∫
Ω

[∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−1
] 2q

2q−1

dx =

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q

dx <∞.

De (4.3) e de (4.5) resulta pela desigualdade de Hölder que:

|〈Au, v〉W ′×W | ≤
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u

∂xi

∂v

∂xi

∣∣∣∣dx ≤(4.6)

≤
n∑

i=1

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u

∂xi

∥∥∥∥∥
Lq′ (Ω)

∥∥∥∥ ∂v∂xi

∥∥∥∥
L2q(Ω)


Da desigualdade de Hölder podemos reescrever a desigualdade (4.6) na forma:

(4.7) |〈Au, v〉|W ′×W ≤

 n∑
i=1

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u

∂xi

∥∥∥∥∥
q′

Lq′ (Ω)

 1
q′ ( n∑

i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xi

∥∥∥∥2q

L2q(Ω)

) 1
2q

,

ou equivalentemente,

(4.8) |〈Au, v〉W ′×W | ≤

(
n∑

i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi

∥∥∥∥2q

L2q(Ω)

) 1
q′

||v||
W 1,2q

0 (Ω)
,

ou equivalentemente,

(4.9) |〈Au, v〉W ′×W | ≤ ||u||
2q
q′

W 1,2q
0 (Ω)

||v||
W 1,2q

0 (Ω)
= ||u||2q−1

W 1,2q
0 (Ω)

||v||
W 1,2q

0 (Ω)

De (4.9) conclui-se que:

(4.10) ||Au||W ′ = sup
v∈W

||v||W 6=0

|〈Au, v〉W ′×W |
||v||W

≤ ||u||2q−1

W 1,2q
0 (Ω)

.
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Seja u ∈ W 1,2q
0 (Ω) tal que ||u||

W 1,2q
0 (Ω)

≤ K, onde K é uma constante positiva.

Logo, de (4.10), resulta que:

(4.11) ||Au||
W ′ ≤ K2q−1;

Afirmativa 3. O operador A satisfaz a hipótese (H5), isto é, A(u) é fortemente

homogêneo de grau 2q − 1 no sentido de Dubinskii.

De fato, de (4.1), obtemos que

〈
A(u+ hw)− Au

h
, v

〉
W ′×W

=
1

h

[ n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂(u+ hw)

∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂(u+ hw)

∂xi

∂v

∂xi

dx−

(4.12)

−
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u

∂xi

∂v

∂xi

dx

]
.

Seja θ : R 7→ R a função definida por:

(4.13) θ(h) =
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂(u+ hw)

∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂(u+ hw)

∂xi

∂v

∂xi

dx.

De (4.12) e (4.13) resulta que:

(4.14)

〈
A(u+ hw)− Au

h
, v

〉
W ′×W

=
θ(h)− θ(0)

h
·

Por outro lado,, sejam φ e ψ, funções definidas por:

(4.15) φ(z) = |z|2q−2

e

(4.16) ψ(h) =
∂(u+ hw)

∂xi

·

De (4.14) e (4.15) podemos reescrever (4.13) na forma:

(4.17) θ(h) =
n∑

i=1

∫
Ω

φ(ψ(h))ψ(h)
∂v

∂xi

dx.
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Logo, de (4.17), obtemos:

(4.18) θ′(h) =
n∑

i=1

∫
Ω

[
φ′(ψ(h))ψ′(h)ψ(h)

∂v

∂xi

+ φ(ψ(h))ψ′(h)
∂v

∂xi

]
dx.

Mas, de (4.15) e (4.16) resulta que:

(4.19) φ′(z) = (2q − 2)|z|2q−3 z

|z|
= (2q − 2)|z|2q−4 z

e

(4.20) ψ′(h) =
∂w

∂xi

·

Portanto, obtemos que:

(4.21) φ′(ψ(h))ψ′(h) = (2q − 2)

∣∣∣∣∂(u+ hw)

∂xi

∣∣∣∣2q−4
∂(u+ hw)

∂xi

∂w

∂xi

·

Substituindo-se (4.20) e (4.21) em (4.18), deduz-se que:

θ′(h) =
n∑

i=1

∫
Ω

[
(2q − 2)

∣∣∣∣∂(u+ hw)

∂xi

∣∣∣∣2q−4
∂(u+ hw)

∂xi

∂w

∂xi

∂(u+ hw)

∂xi

∂v

∂xi

+

+

∣∣∣∣∂(u+ hw)

∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂w

∂xi

∂v

∂xi

]
dx,

ou equivalentemente,

(4.22) θ′(h) =
n∑

i=1

(2q − 1)

∫
Ω

∣∣∣∣∂(u+ hw)

∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂w

∂xi

∂v

∂xi

dx.

Portanto, de (4.22), deduz-se que:

(4.23) θ′(0) =
n∑

i=1

(2q − 1)

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂w

∂xi

∂v

∂xi

dx.

Por outro lado, tomando-se o limite em (4.14) quando h→ 0, obtemos de (4.23)

que:

lim
h→0

〈
A(u+ hw)− Au

h
, v

〉
= lim

h→0

θ(h)− θ(0)

h
= θ′(0) =(4.24)

=
n∑

i=1

(2q − 1)

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂w

∂xi

∂v

∂xi

dx.
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De (4.24) conclúımos que:

(4.25) A′(u)w = −
n∑

i=1

(2q − 1)
∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂w

∂xi

)
.

De (4.25), obtemos:

〈A′(u)w, u〉
W ′×W

=
n∑

i=1

(2q − 1)

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂w

∂xi

∂u

∂xi

dx =

(4.26)

= 〈A′(u)u,w〉
W ′×W

=
n∑

i=1

(2q − 1)

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u

∂xi

∂w

∂xi

dx =

= (2q − 1)〈Au,w〉
W ′×W

Por outro lado, segue que:∥∥∥∥∥
∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂w

∂xi

∥∥∥∥∥
q′

Lq′ (Ω)

=

∫
Ω

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂w

∂xi

∣∣∣∣q′ dx =

=

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣
(2q−2)2q

2q−1
∣∣∣∣ ∂w∂xi

∣∣∣∣ 2q
2q−1

dx,

ou equivalentemente:∥∥∥∥∥
∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂w

∂xi

∥∥∥∥∥
q′

Lq′ (Ω)

=

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣ 2q−2
2q−1

·2q ∣∣∣∣ ∂w∂xi

∣∣∣∣ 1
2q−1

·2q

dx ≤(4.27)

≤

∫
Ω

(∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣ 2q−2
2q−1

·2q
) 2q−1

2q−2

dx


2q−2
2q−1

×

×

∫
Ω

(∣∣∣∣ ∂w∂xi

∣∣∣∣ 2q
2q−1

)2q−1

dx

 1
2q−1

.

Logo:

(4.28)∥∥∥∥∥
∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂w

∂wi

∥∥∥∥∥
q′

Lq′ (Ω)

≤

(∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q

dx

) 2q−2
2q−1

dx

(∫
Ω

∣∣∣∣ ∂w∂xi

∣∣∣∣2q

dx

) 1
2q−1

<∞.
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Segue, então, de (4.28) que:

(4.29)

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂w

∂xi

∈ Lq′(Ω) = L
2q

1p−1 (Ω).

De um teorema conhecido resulta de (4.25) e (4.29) que:

(4.30) A′(u)w ∈ W−1, 2q
2q−1 (Ω),

Por outro lado, temos que:

|〈A′(u)w, v〉
W ′×W

| ≤
n∑

i=1

(2q − 1)

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2 ∣∣∣∣ ∂w∂xi

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂v∂xi

∣∣∣∣ dx =

= c
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2 ∣∣∣∣ ∂w∂xi

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂v∂xi

∣∣∣∣ dx ≤
≤ c

 n∑
i=1

∫
Ω

(∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2 ∣∣∣∣ ∂w∂xi

∣∣∣∣
) 2q

2q−1

dx


2q−1
2q [

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi

∣∣∣∣2q

dx

] 1
2q

=

= c||v||W 1,2q
0 (Ω)

[
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣
(2q−2)2q

2q−1
∣∣∣∣ ∂w∂xi

∣∣∣∣ 2q
2q−1

dx

] 2q−1
2q

A desigualdade acima pode ser reescrita na forma:

|A′(u)w, v〉
W ′×W

| ≤ c||v||
W 1,2q

0 (Ω)

( n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q

dx

) 2q−2
2q−1

(
n∑

i=1

∣∣∣∣ ∂w∂xi

∣∣∣∣2q

dx

) 1
2q−1


2q−1
2q

=

= c||v||
W 1,2q

0 (Ω)

(
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q

dx

) 2q−2
2q
(

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂w∂xi

∣∣∣∣2q

dx

) 1
2q

=

= c||v||
W 1,2q

0 (Ω)
||u||2q−2

W 1,2q
0 (Ω)

||w||
W 1,2q

0 (Ω)

(4.31)

De (4.31) deduz-se que:

(4.32) ||A′(u)w||
W ′ = sup

v∈W
||v||W 6=0

〈A′(u)w, v〉
||v||W

≤ c||u||2q−2

W 1,2q
0 (Ω)

||w||
W 1,2q

0 (Ω)
.
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Logo, de (4.32), obtemos que:

(4.33) ||A′(u)||
L(W 1,2q

0 (Ω),W
−1,

2q
2q−1 (Ω))

= sup
||w||

W
1,2q
0 (Ω)

=1

||A′(u)w|| ≤ c||u||2q−2

W 1,2q
0 (Ω)

.

Afirmativa 4. O operador A satisfaz a hipótese (H4), isto é, A é Fréchet difer-

enciável em cada u ∈ W = W 1,2q
0 (Ω).

De fato, seja wν 6= 0, tal que wν → 0 em W 1,2q
0 (Ω) e seja v ∈ W 1,2q

0 (Ω). Consid-

eremos Mν uma função definida por:

Mν = 〈A(u+ wν), v〉W ′×W
− 〈Au, v〉

W ′×W
− 〈A′(u)wν , v〉W ′×W

,

ou equivalentemente:

Mν =
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂∂xi

(u(x) + wν(x))

∣∣∣∣2q−2
∂

∂xi

(u(x) + wν(x))
∂v

∂xi

dx−(4.34)

−
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u

∂xi

∂v

∂xi

dx−
n∑

i=1

(2q − 1)

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂wν

∂xi

∂v

∂xi

dx.

Seja f(z) = |z|2q−2 z. Então:

f ′(z) = (2q − 2)|z|2q−3 z

|z|
· z + |z|2q−2 = (2q − 2)|z|2q−2 + |z|2q−2 =(4.35)

= (2q − 1)|z|2q−2.

Temos que:

(4.36) f

(
∂(u(x) + wν(x))

∂xi

)
=

∣∣∣∣∂(u(x) + wν(x))

∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂(u(x) + wν(x))

∂xi

e

(4.37) f

(
∂u(x)

∂xi

)
=

∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u(x)

∂xi

·
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Pelo Teorema do Valor Médio existe ξi,ν(x) entre
∂(u(x) + wν(x))

∂xi

e
∂u(x)

∂xi

tal

que: ∣∣∣∣∂(u(x) + wν(x))

∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂(u(x) + wν(x))

∂xi

−
∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣2q−2
∂u(x)

∂xi

=(4.38)

= (2q − 1)|ξi,ν(x)|2q−2 ∂wν(x)

∂xi

·

De (4.38) podemos reescrever a equação (4.34) na forma:

(4.39) Mν =
n∑

i=1

∫
Ω

(2q − 1)

[∣∣ξi,ν(x)∣∣2q−2 −
∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣2q−2
]
∂wν(x)

∂xi

∂v(x)

∂xi

dx.

Logo, obtemos:

|Mν | ≤ (2q − 1)
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣∣ξi,ν(x)∣∣2q−2 −
∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣2q−2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∂wν(x)

∂xi

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v(x)∂xi

∣∣∣∣ dx ≤
(4.40)

≤ (2q − 1)


n∑

i=1

∫
Ω

[∣∣∣∣∣∣∣ξi,ν(x)∣∣2q−2 −
∣∣∣∣ ∂u∂xi

(x)

∣∣∣∣2q−2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∂wν

∂xi

(x)

∣∣∣∣
] 2q

2q−1


2q−1
2q

·

·

[
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi

(x)

∣∣∣∣2q

dx

] 1
2q

=

= (2q − 1)||v||
W 2,1p

0 (Ω)

 n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣∣ξi,ν(x)∣∣2q−2 −
∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣2q−2
∣∣∣∣∣

2q
2q−1 ∣∣∣∣∂wν(x)

∂xi

∣∣∣∣ 2q
2q−1

dx


2q−1
2q

≤

≤ (2q − 1)||v||
W 1,2q

0 (Ω)

 n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣∣ξi,ν(x)∣∣2q−2 −
∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣2q−2
∣∣∣∣∣

2q
/2q−1

· /2q−1
2q−2

dx


2q−2
/2q−1

· /2q−1
2q

·

·

[
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂wν

∂xi

(x)

∣∣∣∣ 2q
/2q−1

·/2q−1

dx

] /2q−1
2q

· 1
/2q−1

76



Portanto, de (2.40), segue que:

|Mν | ≤ (2q − 1)||v||
W 1,2q

0 (Ω)
||wν ||W 1,2q

0 (Ω)
·(4.41)

·
[ n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣ξi,ν(x)∣∣2q−2 −
∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 2q
2q−1

dx

] 2q−2
2q

.

De (4.41) resulta que:

‖A(u+ wν)− Au− A′(u)wν‖
W
−1,

2q
2q−1 (Ω)

≤

≤ (2q − 1)||wν ||W 1,2q
0 (Ω)

[
n∑

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣ξi,ν(x)∣∣2q−2 −
∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2q
2q−2

dx

] 2q−2
2q

.

Como, por hipótese, wν → 0 em W 1,2q
0 (Ω), então

∂wν

∂xi

→ 0 em L2q(Ω). Logo,

existe uma subsucessão de

(
∂wν

∂xi

)
ν∈N

, ainda denotada por

(
∂wν

∂xi

)
ν∈N

, e uma

função h ∈ L2q(Ω) tal que:

(4.42)
∂wν(x)

∂xi

→ 0, quase sempre em Ω

e

(4.43)

∣∣∣∣∂wν(x)

∂xi

∣∣∣∣ ≤ |h(x)|, quase sempre em Ω.

De (4.42) e do fato que ξi,ν(x) está entre
∂(u(x) + ∂wν(x))

∂xi

e
∂u(x)

∂xi

resulta que:

(4.44)
∣∣ξi,ν(x)∣∣2q−2 →

∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣2q−2

quase sempre em Ω, ν →∞.

Portanto:

(4.45)

∣∣∣∣∣∣∣ξi,ν(x)∣∣2q−2 −
∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣2q−2
∣∣∣∣∣→ 0 quase sempre em Ω, ν →∞.
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(4.46)
∣∣ξi,ν(x)∣∣ ≤ ∣∣∣∣∂u(x)∂xi

+
∂wν(x)

∂xi

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣ .
Logo, de (4.46), resulta que:

(4.47)
∣∣ξi,ν(x)∣∣2q ≤ c(p)

[∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣2q

+

∣∣∣∣∂wν(x)

∂xi

∣∣∣∣2q
]
.

Portanto, de (4.47), obtemos que:

(4.48)
[∣∣ξi,ν(x)∣∣2q−2

] 2q
2q−2

=
∣∣ξi,ν(x)∣∣2q ≤ c(p)

[∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣2q

+

∣∣∣∣∂wν(x)

∂xi

∣∣∣∣2q
]
.

Por outro lado, como Ω é limitado temos que:

(4.49)

∥∥∥∥∂u(x)∂xi

∥∥∥∥
L2q(Ω)

<∞

e

(4.50)

∥∥∥∥∂wν(x)

∂xi

∥∥∥∥
L2q(Ω)

≤ ||h||
L2q(Ω)

.

De (4.48), (4.49) e (4.50), resulta que:

(4.51)

∣∣∣∣∣∣∣ξi,ν(x)∣∣2q−2 −
∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣2q−2
∣∣∣∣∣

2q
2q−2

≤ c(p)

[∣∣ξi,ν(x)∣∣2q
+

∣∣∣∣∂u(x)∂xi

∣∣∣∣2q
]
≤ c(p)|g|,

onde g ∈ L1(Ω).

De (4.45) e de (4.51) resulta do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

que:

(4.52) lim
ν→∞


n∑

i=1

∫
Ω

[∣∣ξi,ν(x)∣∣2q−2 −
∣∣∣∣ ∂u∂xi

(x)

∣∣∣∣2q−2
] 2q

2q−2

dx


2q−2
2q

= 0.

Logo:

(4.53) lim
||wν ||

W
1,2q
0 (Ω)

→0

||A(u+ wν)− Au− A′(u)wν ||
W
−1,

2q
2q−1 (Ω)

||wν ||W 1,2q
0 (Ω)

= 0.
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Do exposto conclui-se que A é Fréchet diferenciável e A′(u) é a derivada de

Fréchet de A em u.

Afirmativa 5. O operador A satisfaz a hipótese (H6), isto é, A é a derivada de

Fréchet de um funcional convexo J definido sobre W = W 1,2q
0 (Ω).

Com efeito, seja o funcional J : W 1,2q
0 (Ω) → R definido por:

(4.54) J(u) =
1

2q

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣2q

, ∀uW 1,2q
0 (Ω).

A partir da definição de J dada pela equação (4.54) e utilizando-se de forma análoga

a demonstração anterior prova-se que J é Fréchet diferenciável e Au é a derivada de

Fréchet de J .
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Linéaires, Dunod, Paris, 1969.

[11] Lions, J.L. and Magenes, E.; Problèmes aux limites non homogènes et appli-
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