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RESUMO

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de evolugao nao linear abstrato

com amortecimento:

) u"(t) + Au(t) + B/ (t) =0, ¢t>0
u(0) = ug, u'(0) =1uy

onde o operador nao linear A é a derivada de Frécht de um funcional convexo J, B

é um operador linear e & um nimero real verificando 0 < a < 1.

O objetivo deste trabalho é demonstrar a existéncia de solugoes globais para o

problema (*) e estudar o seu comportamento assintético.



ABSTRACT

In this work we consider the following abstract nonlinear evolution problem with

damping;:

. u'(t) + Au(t) + B/ (t) =0, ¢t>0
uw(0) = ug, u'(0) =y

where the nonlinear operator A is the derivative of Fréchet of a convex functional

J, B® is a linear operator and « is a real number verifying 0 < o < 1.

The objective of this work is to demonstrate the existence of global solutions for

such problem and study their asymptotic behavior.
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INTRODUCAO

Sejam V' e H espagos de Hilbert reais, H identificado com seu dual, e W um

espaco de Banach reflexivo real tal que
W —V —w H=H — V — W

sendo as injecoes continuas e cada espaco denso no seguinte. Aqui H', V' e W’
denotam os duais de H, V e W, respectivamente. O produto escalar e a norma de
V e de H serao denotados, respectivamente, por ((u,v)), ||u|| e (u,v), |ul.

Suponhamos que sao satisfeitas as seguintes condicoes:
b(u,v)é uma forma bilinear continua e simétrica em V' x V' com b(u,u) > 0.
Existem ag e f em R, com (> 0, tais que:
b(v, ) + aolv* > Bllv|?, Vo eV,
Sejam nas condi¢oes acima:

R o operador definido pela terna {V, H, b(u,v)}

U o operador definido pela terna {V, H, b(u, v)}

onde b(u,v) = b(u,v) + ag(u, v).
Consideremos um operador nao linear A: W — W’.

Nas condigoes acima, temos o seguinte problema nao linear:

. u'(t) + Au(t) + B/ () =0, ¢t>0
uw(0) =g, u'(0) =1y



Com a finalidade de obtermos a existéncia de solu¢oes do problema (*), intro-
duzimos algumas hipdteses sobre os espacos V e H e o operador nao linear A.

Suponhamos que:

(H1) H é separavel;

(H2) A imersao de V em H é compacta;

(H3) A é mondtono, isto é, (Au — Av,u — v)wrww > 0, Vu,v € W;

(H4) ||Au|lw: < c|ju][5!, Yu € W, onde p > 1 é um ntimero real e ¢ > 0 é uma

constante independente de u;
(H5) (Au, w)wrsw = ||ullty , Vu € W;
(H6) O operador A é Fréchet diferencidvel em cada u € W

(H7) A(u) é fortemente homogéneo no sentido de Dubinskii [4], isto é, para cada

u,w e W

(**) (A (W, wywnay = (A'(w)w, wywoaw = (p = 1) (Au, wywnaw ,

onde A’'(u) é a derivada de Fréchet de A em wu.

Sob as hipéteses (H1)—(H7), M. Tsutsumi [18] obteve a existéncia de solugoes
globais do problema (*) para o caso @« = 1. O objetivo do presente trabalho é
melhorar o resultado de M. Tsutsumi [18]. Mais precisamente, proporcionar uma
classe de operadores nao lineares e considerar os casos 0 < a < 1. Além disso
estuda-se o comportamento assintético das solugoes.

Consideremos entao um funcional J: W +— R tal que



(H8) J é conexo e Fréchet diferenciavel.

Seja A = J'(u). Decorre de (H8) que A é monétono e hemicontinuo (ver por
exemplo J.L. Lions [10]).

Suponha também que o operador nao linear A: W — W’ verifica:

(H9) A leva conjuntos limitados de W em conjuntos limitados de W'.

Assumindo as hip6teses (H1), (H2), (H5—(H9) e definindo o operador B* em um
determinado dominio, obtemos neste trabalho a existéncia de solugoes globais para
o problema (*). Estudamos também o comportamento assintético dessas solugoes.
Assim, este trabalho melhorar o resultado de M. Tsutsumi [18].

No estudo de existéncia de solugdes do problema (4), utilizamos as aproximagoes
de Galerkin, os métodos de compacidade e de monotonia e de forma fundamental
um resultado de Browder e Bui An Ton [3] sobre a construcao de espagos de Hilbert
imersos continuamente em espagos de Banach. O comportamento assintdtico da
energia do sistema ¢ obtido aplicando-se um resultado de Nakao [14]. Na parte final

da tese é proporcionado um exemplo de um operador nao Linear A satisfazendo as

hipéteses (H3 — H9).



CAPITULO I

NOTACOES E RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo fixaremos as notacoes e os principais resultados que serao utiliza-
dos nos capitulos posteriores. Alguns resultados enunciados aqui serao admitidos

sem demonstragoes, mas, daremos referéncias onde poderao ser encontrados.

I.1 — Os espacos L?(0,T; X)

Seja X um espaco de Banach. Uma fungao u definida em ] 0,7"[ com valores em
X é mensuravel quando para toda f € X' (dual topolégico de X) a fungao numérica
t — (f,u(t))xxx for mensuravel a Lebesgue em |0, 7.

A funcdo u: ]0,T[— X é integravel no sentido de Bochner em |0, 7, se u for
mensuravel e a func¢ao ¢t — ||u(t)||x for integravel a Lebesgue em |0, T'[. Neste caso,
a integral de Bochner de u é o vetor de X denotado por / ' u(t) dt e caracterizado

0

por:

(1.1) <f, /OTu(t) dt>X/><X:/OT<f,U(t)>X’><th, VfeX.

Sejam 1 < p < oo e T' > 0 ntmeros reais. Denotamos por LP(0,7; X) o espaco
vetorial das (classes) fungoes u: |0,T[— X mensurdveis e tais que a aplicacao t —

[lu(t)||% ¢ integravel a Lebesgue em |0, 7. Em L?(0,7T; X) define-se a norma:

: :
sy = | [ el at]”

em relagao a qual LP(0,7; X) é um espago de Banach.



Observagao 1.1. Se p = 2 e X é um espaco de Hilbert, entao L?(0,7; X) é um

espaco de Hilbert munido do produto escalar,

T
(U, U)LQ(O,T;X) - /0 (U(t), U(t)> dtv VU, CIS L2(07 Ta X)

Por L>(0,T; X) estaremos denotando o espago vetorial das (classes) fungoes

mensuraveis u: ] 0,T[ — X tais que:

supess ||u(t)]| < oo.
t€]0,T|

Neste espaco definimos a norma:

= supess |[u(t)|]
t€]0,T'|

HuHLoo(ovT;X)
em relagao a qual L>(0,7; X) é um espaco de Banach.
Se 1 < p < o0, o dual topoldgico de LP(0,T;X) se identifica com o espago
/ 1 1
LP(0,T; X'), onde — + — =1 e X' representa o dual topoldgico de X. Demonstra-
p P

se também que se X for reflexivo (resp. separavel) e 1 < p < oo (resp. 1 < p < 00)

entao LP(0,T; X) é reflexivo e (resp. separavel). Com esta identificagdo temos:

T
oo = |, OO

VfeLV0,T;X) eVuc LP(0,T; X).
Temos também que o dual topolégico de L'(0,T; X) se identifica com o espago

L>(0,T; X").

1.2 — Distribuigoes Vetoriais

No que se segue, iremos supor que os espagos de Banach X sao sempre reais,

separaveis e reflexivos. Em muitas situacoes X serd um espaco de Hilbert.
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Suponhamos u € LP(0,7;X) e para ¢ € D(0,7) consideremos a aplicacdo

@: D(0,T) — X definida por:

(1.2) (i, ) :/0 u(s)p(s) ds € X

onde a integral é entendida como a integral de Bochner em X. A equacao (1.2) define
uma aplicacao linear e continua de D(0,7") em X. Portanto, @ € L(D(0,T); X), que
é por definigao o espago das distribuigoes vetoriais definidas em D(0,T") com valores
em X, o qual representa-se por D'(0,7; X). Além disso, demonstra-se (ver por
exemplo, R. Temam [17], que a distribui¢do @ é univocamente determinada por wu,
de modo que podemos identificar v com @. Neste sentido, identifica-se LP(0,T"; X)
com uma parte de D'(0,7T; X), isto é, LP(0,7.X) C D'(0,T; X). Dessa forma, sendo
todo elemento u de LP(0,7"; X) uma distribui¢do, u possui derivada no sentido das

distribuigoes, isto é, v’ € D'(0,T; X) e é definido por:

(1.3) (o) ==t = = [ u(s)(s) ds.

Diz-se que uma sucessao (u, ), yde vetores de D'(0,T; X) converge para a dis-
tribuigao u em D'(0,T; X), se (u,,p) — (u,p), Vo € D(0,T).

Sejam V' e H espacos de Hilbert reais. Suponhamos que V' é denso em H e que
a injecao de V em H é continua. Escrevemos V — H para indicar tal situacao.

Identificando-se H com seu dual topolégico H' segue-se:
(1.4) Ve H=H <V

onde V' é o dual topolégico de V.
A seguir enunciaremos dois resultados cujas demonstragoes podem ser encon-

tradas em [8] e [17].



Lema 1.1. Se w,v € L*0,T;V) e u/,v' € L*0,T;V') entao a aplicagao
t — (u(t),v(t))y é absolutamente continua em [0, 7] e vale a seguinte igualdade:

(1.5) % (w(®), v())m = (W' (), v(E))vrv + (V' (E), ult))vrxv

onde a derivada no primeiro membro da igualdade é a derivada no sentido das

distribuigoes sobre [0,T'[ da fungao (u(t),v(t))n .

Lema 1.2. Sev € L*(0,T;V), u,v' € L*(0,T; H) e v’ € L*(0,T;V’), entao:
(1.6) — (u(®), o) i = (W), v())vrxv + (u(t),v'(t))n -

(1.7) Lema 1.3. Se u € L*(0,T;V) e v’ € L*(0,T;V’'), entao u é apés uma
modificagdo eventual em um conjunto de medida nula continua de [0,7] em H e

temos a seguinte igualdade no sentido das distribuigoes escalares sobre [0, T':

(18) 0l = 20 (2), ult) v

Lema 1.4. Sejam X e Y espacos de Banach, tais que X — Y, sendo X reflexivo.
Seue L®(0,T;X) eu € C2[0,T);Y), entao u € C([0,T]; X), onde C?([0,T];Y) e
CY([0,T7]; X) sao os espagos das fungoes fracamente continuas de [0, 7] em Y e [0, T

em X, respectivamente.

1.3 - Os Operadores R e R°.
Suponhamos que sejam satisfeitas as seguintes condicoes:
(1.9) b(u,v) é uma forma bilinear continua e simétrica em V x V' com b(v,v) > 0.

Existem ag e # em R, com § > 0, tais que

(1.10) b(v,v) + alv]? > Blv]|% Vv e V

7



(1.11) A injecao de V em H é compacta.

Nas condigoes acima considera-se:

(1.12) R o operador definido pela terna {V, H,b(u,v)}
e
(1.13) U o operador definido pela terna {V, H, b(u,v)}

onde b(u,v) = b(u,v) + ag(u, v).

Nessas condigoes, Milla Miranda [13] provou que:

(i) D(U)=D(R) e U =R+ apl;
(i) G(ag) = (R + apl)™! é um operador compacto de H;

(iii) O conjunto dos valores préprios de R é no maximo enumeravel e estes sao da

forma:
o 1- 05051/
By

onde (3,),.y ¢ a colegao de valores préprios de G(ap);

Y

(iv) O espectro o(R) de R é constituido unicamente por valores préprios de R e

o(R) é um conjunto discreto.
A seguir enunciaremos o Teorema Espectral para o operador R demonstrado pelo
antor citado anteriormente.
Teorema 1.1 (Teorema Espectral). Nas condigoes (1.9) — (1.11), obtemos:

(i) R ¢ auto-adjunto e existe um sistema ortonormal completo (¥,), . de H

constituido por vetores proprios de R;

8



(ii) Se (7),oy sa0 os valores préprios correspondentes aos (V,) . entao,

0< << <9 ;v — 00,

D(R) = {u € H; Y 2l < oo}
v=1

Ru = Z%(u, U )¥,, VYue D(R).

Como (Rv,v) = b(v,v) >0, v € D(R), entdo R é um operador auto-adjunto nao
limitado positivo de H e a teoria espectral para estes operadores define as poténcias

R? de R com s € R, s > 0, dados por dadas por:

(1.14) D(R®) = {u c H; Zy (u, 1, |* < oo}

(1.15) Ru = Z”yi(u, U )U,, Yue DR
Em D(R®) introduzimos o produto escalar:
(1.16) (1, 0) pgey = (w,0) + (R°u, R°v),  Vu,v e D(R).

Entao, D(R?®) com este produto escalar é um espago de Hilbert. Este resultado é
uma conseqiiéncia direta de R® ser fechado posto que R* é auto-adjunto.
Como R? é auto-adjunto e positivo, Vs € R, s > 0, tem sentido definirmos a raiz

quadrada de R®. Consideremos entao:

D(Q) = {u € H:Y 3l(u, WP < oo}
v=1

Qu—Z’ysﬂu\If v, Vue D(R)



Prova-se também que @) é o tnico operador auto-adjunto positivo tal que:
Q2 — Rs
isto é,
RS/2 o Rs/? — RS.

Logo:
(R, u) = (QPu,u) = (B2, RP?)

Notamos também que as poténcias de R satisfazem a seguinte propriedade:
D(R*?) C D(R*) se 0<s;3 <ss.

Finalmente, observamos que se s > 0 a imersao de D(R®) em H é compacta,

onde o produto escalar de D(R?) foi definido em (1.16).

1.4 - Espagos Intermediarios entre V e H

Consideremos os espacgos de Hilbert V e H nas condigoes estudadas, isto é,
V — H, aimersao de V em H é compacta, V é denso em H e H separavel. Seja U
o operador definido pela terna {V, H, b(u, v)} satisfazendo as condicoes (1.10)(1.13).
Denotemos por S a raiz quadrada positiva de U. Nessas condigoes, Milla Miranda

[13] provou que:
V =D(S) = D(B+ae])'?) e blu,v) = (Su,Sv), Yu,velV.

A teoria de interpolacao permite obter uma familia de Espacos de Hilbert deno-

tados por Xy = [V, H]y = D(S*?), 0 < # < 1, munido do produto escalar

1—-6

_(ql-0,, Q10 _ (1752 =0
(u,v)x, = (S, S v)—i—H—(U u, U )H

10



Observamos que Xog = [V, H]g =V e X; = [V, H]; = H. Notemos também que se

01 < 05 entao Xy, C Xp,. Temos entao o seguinte resultado:
Proposicao 1.1. Seja 0 < 6; < 6, < 1. Entao:

(i) A injecao de Xy, em Xy, é continua;

(ii) Xy, é denso em Xo,.

Demonstracgao: Ver Milla Miranda [13].

1.6 - Um Teorema de Compacidade em Espacos de Banach

Sejam X, X e X, espacos de Banach tais que:
(1.17) XoC X C Xy,
onde as injecoes sao continuas e

(1.18) X; éreflexivo, i=0,1.

(1.19) A injecao Xy — X ¢é compacta.
Consideremos o espago W (0,T") definido por:
(1.20) W(0,T) = {vw e LP(0,T; Xy), v € LP(0,T; X;)}
onde T" é finitoe 1 < p; < 00,7 =0, 1.
Munido da norma
(1.21) ollwo) = ol + 11l v

11



W é um espacgo de Banach.
Evidentemente W C L (0,T; X) com injegao continua. Temos entao o seguinte

resultado
Teorema 1.2 (Teorema de Aubin-Lions). Sob as hipdteses (1.17) — (1.19) e se

1 <p; <o0,i=0,1, ainjegao de W(0,T) em LP°(0,T; X) é compacta.

Demonstracao: Ver Roger Teman [17].

1.6 - O operador nao linear A e o espaco W

Consideremos o operador nao linear A: W — W’ e suponhamos que A satisfaz

as seguintes hipdteses:

(1.22) (Au,u)y, o = ullly, Yue W

(1.23) A é Fréchet diferencidvel em cada u € W.

A(u) é fortemente homogéneo de grau p — 1 no sentido de Dubinskii, isto é, para

cada u,w € W,

(1.24) (A'(u)u, w) = (A'(u)w, u)

W/xW — — 1)(A(u), w)

wiaw = (P W/ xW

onde A'(u) é a derivada de Fréchet de A em u.

Nessas condigoes obtemos o lema enunciado a seguir.

Lema 1.5. Suponhamos que o operador nao linear A: W — W’ satisfaz (1.22) —

(1.24). Entao, para cada u € C''(0,T; W), obtemos

(1.25) / (Au(s), () woscw ds = % ut)| 5 - }7 (0[5

12



Demonstracao: De fato, pela regra da cadeia e por (1.24), obtemos:

d

— Au(t), u(t) = (A'(u(®)u', ult))wxw
(1.26) <dt >W/xW

= (p = D{Au(t), o' () wrxw-
Por outro lado, temos que:
d d /

(1.27) 7 (Au(t), u(t))www = <£ Au(t),u(t)>W, . + (Au(t), v (t))wrxw-
Substituindo-se (1.26) em (1.27), resulta que:
(1.28) % (Au(t), u(t))wrxw = (p— 1) (Au(t), o' () wrw + (Aut), v’ (£))wrw-

Logo, integrando-se a equagao (1.28) com respeito a s, com 0 < s < ¢ e usando-se a

hipétese (1.22) obtemos (1.25).

1.7 - O Teorema de Imersao de Browder e Ton
O teorema de imersao de Browder e Ton [3] é uma versao abstrata dos teoremas
classicos de imersao de espacos de Sobolev no contexto dos espacos funcionais. De

fato, seja
(1.29) W ™P(Q) = {u|D € LP(2) para todo |a| < m}

onde 2 é um conjunto aberto limitado do R". Se 1 <p<oo,k—m>1e

1 1 k—m

p 2 n

I

entao pelo teorema de imersdo de Sobolev a inje¢ao natural i: WH2(Q) — W™P(Q)
¢ uma aplicagao linear compacta tendo imagem densa em W™P(Q).
Em 1968, Felix Browder e Bui An Ton provaram a versao abstrata do teorema

de imersao de Sobolev enunciado acima. Eles mostraram que, para qualquer espaco

13



de Banach separavel real X existem um espaco deHilbert separavel real H e uma

injeco linear compacta ¢ : H — X tal que w(ﬁ) ¢ densa em X.

Teorema 1.3 (Teorema de Imersao de Browder e Ton). Seja X um espago
de Banach separével real de dimensao infinita. Entao existem um espacgo de Hilbert

separavel H e uma injecao linear compacta 1) : H — X tal que w(ﬁ[ ) é densa em X.

Demonstragao: Sendo X separdvel existe uma colegao S = {vy, v, ...} de vetores
linearmente independentes de X tais que ||[vg||y = 1, Vk € N e S gera X. Denota-se
por [ﬂ o subespaco linear de X gerado por S, isto é, [ﬂ = X. Seja (ay),ey uma

sequéncia de nimeros reais tal que (ay),cy € [2. Entdo, a série

ag
k

NE

k=1

n
converge em X. De fato, denotando s, = ) 9% v; obtemos:

k=1

n+p

s o 12 4 pip 1/2
ay
(1300 sy =sili= Y P (Z ?) (Z )

k=n+1 k=n+1 k =n+1

IA

para todo n € N e p = 1,2,3,.... Logo (sp)neny é uma sequéncia de Cauchy em
X e portanto converge neste espaco, pois por hipotese X é um espago de Banach.

o
Notemos que a representacdo u = >, % vk, (ag),ey € 1, de u néo é necessariamente
k=1
tnica (ver Lindenstrauss J. e Tzafriri L. [9]). Definimos a aplicacao i : [* — X
escolhendo

: = a
i(a) = g ka
k=1

para toda ‘@ = (ax),cy € [*. Entao i é linear e pela estimativa (1.30)

li(@)llx < coll @l

14



oo 1\ 12
onde ¢y = (Z p) . Entao a aplicacdo i : 2 — X ¢ continua. Além disso, a
k=1

aplicacao 7 é compacta desde que ela é o limite uniforme de operadores tendo imagem

de dimensdo finita. De fato, denotando i,(@’) = > O vy resulta de (1.30) que

k=1 k
. ) 1/2 - 1/2
||z'(7)—@'n(7)||;<=< > ﬁ) ( 2 ai) '
Portanto
- . 1/2
i —iall = sup ||¢<7>—in<?>l|xé< 2 z) |
7=

provando a assertiva. Denotemos Wy = Ker(i), o qual é um subespaco linear fechado

de 12. Definimos um espaco de Hilbert separavel real H escolhendo
H=Wi={del?|ad LW,}.

Entdo H = 12/W, = 12/Ker(i) e consequentemente a aplicacio 1) = i|y : H — X
¢ uma injecao linear compacta. Além disso, denotando por P : [2 — H a projecao
)

U .
ortonormal, temos i(e;) = 1(Pe;) = -~ € X paratodo j € N, onde ¢; = (05 pen -
J

Claramente o subconjunto Sy = ¥ ~(S) de H ¢é enumerdvel e ¢ ([S]) = [S]. Entao

[S] C ¥(H), o que completa a demonstragao.

OBSERVACAO 1.2. O espaco de Banach X possui uma base de Schauder
{v1,v2, ...} se para cada vetor u de X, existe uma tinica sucessao (ay),y de nimeros

reais tal que

9]
u = E Q. Vg.

k =
Por um comentario de H.Brezis. [2] todos os espagos usuais de Banach separaveis

possuem uma base de Schauder. Temos entao o seguinte resultado enunciado a

seguir.

15



Proposicao 1.2. Seja W um espaco de Banach que possui uma base de Schauder

{uEW

e o produto escalar é dado por

Z k a3, onde u = Zakvk ev= Zﬁkvk

k=1

(Uk)kEN Entao:

i k‘ak < 00, ondeU—iakvk}

k=1

Demonstragao: De fato, tem-se:

Z&kvk < Z || = Zkbk\ Z k;2 1/2 Zkz 2 1/2 _ CHUH~

A seguir mostraremos que H é um espaco de Hilbert. Com efeito, seja (u,), oy uma

lully =

sucessao de Cauchy em H,

0
Uy = E A Uk
k=1

Temos que:

Hul,—uNH%: ZkQ(ak,V—ak,“)z — 0, v, u — oo.
k=1

Logo,

(k ay ) é uma sucessao de Cauchy em 2.
Como I? é completo existe (z5),cy € 1* tal que
(1.31) ko, , — 2z em [ v — oo.

Dado € > 0, existe L > 0 tal que para N > M > L, temos:

N M N N N

Z Z Z 1
ka— Ekvk < Z = <( Z @)1/2( Z 213)1/2
k= k=1 W k= M+1 k= M+1 k= M+1
N
< ¢( Z zi)l/z.gce
k= M+1

16



Portanto:
g
k
= —u, € W.
Z L Uk
k=1

o0 ~
—)2 =3 22 < oo resulta que u € H.
k=1

Evidentemente, u, — u em H , pois de (1.31) resulta que

o

HUV_UH% = Z(k ak,u_zk)Q — 0, v — 0.
k=1

Notemos que (%) ¢ uma base de Hilbert do espaco H.

Decorre do exposto que:
f:f%W, H é denso em W.

Afirmamos que a identidade I : H — W éum operador compacto. Com efeito, seja

I,, a aplicacao linear

oo
L, H—>I/V, UHImU—E QU = um,u:g QU

k=1

Entao, I,, é compacta. Seja € > 0 entao existe L > 0 tal que para m > L resulta

< Z e Z k’“’“'

= |y = Z 0V
k=m+1 k=m+1 k=m+1
0 1 00 0
<Y DY k)P <el Y (o)) = cllu— g,
kE=m+1 k=m+1 k=m+1

isto é,
I = Ll ggwy <€ Ym =L

Assim, o operador identidade I é compacto.

Observa-se que na topologia de H , U E H escreve-se na forma:

Z k?Oék

17



o ~
Portanto, a série ) vy converge em H e em W.
k=1

1.8 - Lema de Nakao

Lema 1.6 (Nakao) - Seja ¢ : [0,00[ — R uma funcdo limitada e ndo negativa

satisfazendo:

(1.32) sup [¢(s)|"T < co [p(t) — o(t +1)]

t<s<t+l

para t > 0, onde ¢g > 0 e §' > 0. Entao:

(1) Se ' = 0, existem c¢; e ¢ constantes positivas tais que

P(t) < et vt > 1.

(7i) Se ' > 0, existe co > 0 tal que
1

ot) < [1+1 P, vi=o

Demontracao:

(1) De (1.32) tem-se que ¢(t) < c¢o[p(t) —d(t+ 1)]. Sem perda de generalidade,
1

pode-se supor que ¢y > 1. Seja p tal que 0 < p < — < 1. Entao,
Co

po(t) < ~o(t) < B(t) — ot +1).

Co
Da desigualdade acima obtém-se que ¢(t + 1) < (1 — p) ¢(t). Considere t > 1 e
n € N, tais que n <t < (n+ 1). Entao,
$t) < (L—p)p(t —1) < (1= p)*(t —2) < ... < (1= p)"o(t —n).

18



Como 0 <t —n < 1, denotando-se kg = sup ¢(s), tem-se:
0<s<1

P(t) < ko(1—p)".

Por outro lado, como 0 < p < 1 et < n+ 1, segue-se que (1 — p)” < (1 — p)t ~ L

Logo,
ko
(1—p)

k
Denotando-se ¢; = 1—0, definindo-se —§ = In (1 — p) e como In (1 — p) < 0,
—p

o(t) < (1-p)

obtém-se que:
o(t) < et — ™0t > 1
1
(ii) Sejam ¢o(t) =t~ 7, com 6 > 7 e P(t) = ¢(t) + ¢o(t). Entao, segue-se:

(1.33) sup  [0(s)] <27 sup [ (0(s)F + (¢o(s)) |

t<s<ttl t<s<ttl

em decorréncia de
(a + b)"*7 <29 (" 4+ 7)), para cada a,b, 5 > 0.

Afirmamos que a desigualdade acima é verdadeira. Com efeito, a funcao f(\) =

M+ X >0 é convexa. Sejam a, b € R com a > 0 e b > 0. Entdo,

146’
{a T b} <1 [a1+ﬁ’ 4 b1+ﬁ’] _
5 <
Logo,
(1.34) o+ b+ < 2% [aHﬁ’ n blw’} .

Segue-se de (1.33), utilizando-se (1.32) e o fato de ¢o(t) ser decrescente, que

sup ({7 <27 [ea((t) — (e + 1)) + 60(t) ).

t<s<t+l
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Logo,

(1.35) sup  [1(s)]" < 2% [(8) —(t+ D]+ T (1),
t<s<t+1

onde

(1.36) I(t)=2" [—Cof R ) I A

Provaremos a seguir que:

1\’ 0

0
De fato, seja @ € R, § > 0 e definimos f (§) =2 — 1 — 3 Entao,

£ :291n2—%.

1 0+1
2> el/2 > 6(2)

0+1
In2 > (1) .
2

Portanto, f /(#) > 0. Como f(0) =0, vem que f () > 0, isto é,

Do fato que,

obtém-se

(1.38) 20 > 1+ g.

0
Por outro lado, provar (1.37) é equivalente a demonstrar que, (1 +z)% > 1+ % se

0 <x <1, paraf > 0, 0 fixado. Consideremos a fumcao g definida por:

gz) = (1+2)0 —1— gx

Entao,



Logo, se:

1 1
i) 0 < 6 < 1, tem-se m By > 0, sempre que (1 + )% < 2, ou de modo
1 1 1

equivalente, (1 + x) < 21 =0 istoé,sex <21 —0 —1. Como, 21 —0 —1 > 1, pois

por hipétese, 0 < 0 < 1, segue-se que ¢'(x) > 0, para 0 < z < 1.

1
ii) 0 =1, g'(x):§>0.

_ 1
ii) 0> 1, entdo (14+z)" ' > 1> 5 Logo, ¢/(x) > 0, para 0 <z < 1.
Portanto, de 7) — 4i7) resulta que g(z) é crescente para 0 <z < 1 e # > 0. Disso

e de (1.38) resulta que:
g(x) =2 ¢g(1) >0, para0 < x < 1.
Logo,

1\’ 0

Afirmacgao: I(t) <0, para todo t suficientemente grande.

De fato:

, 1\’ 1 ,
I(t)=2"co(1+1)" [1—<1+¥) + =t 0 (1 )
Co

De (1.39) resulta que,

Logo,
, g 400
I(t)<2%co(1+t)" %! [— st —— 1+, Vt>1.
Co
14t) , 9
Seja w (t) = (1+%) t= 0 9941 Deseja-se provar na verdade que w (t) < 2
Co
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para t suficientemente grande. Portanto, basta verificar que, 1tlim w (t) = 0. Entre-
—00

tanto,
. o (1+¢? 1. (141" 1 tf
Jim () = i et = MmN aest
t—o00
1 1
=—lim —— =0,

Cot—oot?B'—1

pois por hipdtese 3" > 1. Obtém-se assim que a Afirmacao é verdadeira.

Retornando-se a (1.35) tem-se que

(1.40) sup  [(s)]" < 2%¢o [wo(t) — (¢t + 1)], parat > T.

Seja z(t) = 1 (t)~ #. Ento,
2(t+1) —2(t) = /O — [t + 1)+ (1 =)@ 7 dr,

ou equivalentemente,

[W(t) —w(t+1)]
+1)+ (1= 7))

(141)  2(t+1)—2(t) = 5'/01 —

Mas, 79(t + 1) + (1 — 7)1 (t) estd entre ¥(t) e ¥(t + 1), pois 0 < 7 < 1. Logo,

TP+ 1)+ (1 -7)¢t) < sup  P(s).

t<s<t+l

Substituindo-se a desigualdade acima em (1.41), obtém-se

1
B : [V(t) —o(t+1)]
A+ a0 > [ o
t<s <t
Utilizando-se (1.40) resulta que
(1.42) 1))+ s T
- 6025” -
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Seja n € N. Escolhendo-se t > T, tal que n + T <t <n+ T + 1, segue-se entao

de (1.42) que,

g nf'
isto é,
- nﬁ’
(1.43) ) R 2

ComoT <t—n<T+1, tem-se

At—n)> inf z(s):{ sup w(sﬂ_ﬁl:c.

T<s<T+1

Logo, retornando-se a (1.43), obtém-se

- nﬁ’
t Zc+ —g,
I
ou equivalentemente,
/ 0026,
) < —2——
vl < i
Logo,
BI
,6/ CO2
t < .
win)” <25
Comon >t—T — 1, obtém-se
1 1
268"\ 3/ - =
(1.44) W(t) < (COB/ )6 t-T-1) 7,
parat > T.
T(T+1)+1 T 1 1
Supondo t > % tem-set > T 1 (T+ 1+ T) . Logo, t (1 — f) >
t+

1 1
T+1+ T resultando que t =T — 1 > T Portanto, obtém-se

1 1 1

t-T—1) B <7 B+ 0.
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Substituindo-se esta desigualdade em (1.44), obtém-se

1 1
P(t) < <002;/T) g (1 —l—t)_ _,, parat > T.
Denotando-se (COQ;IT) = ¢z, segue-se da definicao de ¢ e da desigualdade
anterior que
1
(1.45) o(t) < cs(1+ t)i s para t > T.

Suponha agora que 0 < ¢t < T Se existisse t* € [0,7] tal que para cada ¢y > 0,
1

o(t*) > cy(1+1t*) ﬁ/, entao ¢ nao seria limitada, o que é um absurdo por hipdtese.

Logo,

1
(1.46) o(t) < ca(l1+1) 5 para 0 <t <T.

Seja co = max{cs, c4}. Resulta entao de (1.45) e (1.46) que

1
o(t) < o1+ t)_ P para ¥Vt >0,
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CAPITULO II

EXISTENCIA DE SOLUCOES GLOBAIS

Consideremos o problema abstrato de evolugao nao linear com amortecimento:

u"(t) + Au(t) + B/ (t) =0, ¢t>0
(2.1)

u(0) = ug, u'(0) =uy
onde o é um numero real e 0 < o < 1.

Sejam V' e H espacos de Hilbert reais, H identificado com seu dual e W um

espaco de Banach reflexivo real tais que,
W —V — H=H —V — W

sendo as injecoes continuas e cada espaco denso no seguinte:

Seja B*: D(R%) — [D (R%)], a extensao linear do operador R* definido por:

(2.2) <B°‘w,v)[ ) = (R*w, R?v), Yw,ve D(R?)

Observagao 2.1. Sendo 0 < a < 1 vem que 0 < § < 5. Portanto,

1

5-
V — D(R?) — H.

Com finalidade de obtermos existéncia de solugdes globais do problema (2.1)

introduzimos algumas hipdteses sobre os espagos funcionais V' e H e o operador nao

linear A. Suponhamos que:

(H1) H é separével;
(H2) A imersao de V em H ¢é compacta;

25



(H3) {Au, u) =y, p>1, VueW;

W'xW

(H4) O operador A é Fréchet diferencidvel em cada u € W;

(H5) A(u) é fortemente homogéneo de grau p — 1 no sentido de Dubinskii, isto é,
para cada u,w € W,
(A'(w)u, w)y, = (A(Ww, w0 = (0 = DA, W) g
onde A’'(u) é a derivada de Fréchet de A em u;

(H6) A é a derivada de Fréchet de um funcional convexo J: W — R;

(H7) A leva conjuntos limitados de W em conjuntos limitados de W".

No que se segue sera enunciado o teorema de existéncia de solugoes globais do

problema (2.1).

Teorema 2.1. Suponha que as hipoteses (H1)-(H7) sejam satisfeitas. Seja B o
operador definido em (2.2), o um nimero real, onde 0 < o < 1. Suponhamos que

ug € W e u; € H. Entao, existe pelo menos uma funcao u: [0, oo[ — R satisfazendo

(2.3) u € L>(0,00; W)

(2.4) u' € L>(0,00; H) N L}

loc

(0,003 D(R?))

d (03
(25) L (W(0).0) + (Au(E). )y + B 0.0 i) = O
em D'(0,00), Vv e W.
(2.6) uw(0) =ug, u'(0)=u
Observagao 2.2. Decorre de (2.3)-(2.5) que u swatisfaz a equagao

(2.7) u’ 4+ Au+ B = 0 em L=(0,00; W') 4+ L2 (0, 00; [D(RY?)]).
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Demonstracgao:

Problema Aproximado

Seja a sucessao (w, ), cn & base hilbertiana de H formada pelos vetores proprios do
operador C definido pela terna {[TI, H,((-,-)g}, onde o espaco de Hilbert H<— Wé
obtido do Teorema 1.3 do Capitulo I. Seja Itlm, o subespaco [wy, wa, . .., wy,| gerado
pelos m primeiros vetores da base. O problema consiste em se determinar uma
fungao u,,: [0,7] — H,, denominada solucio aproximada do problema (2.1) da

forma,

(2.8) U (£) = Gim (£
i=1
onde as ¢, (t) sdo determinadas pelas condigbes

(up, (), w5) 4 (At (£), 05 ) yprr st

+ (B%u,,(t), wy) =0

<
I

\.P—‘

™
3

[D(R2))'xD(R?)

(2.9) Um(0) = uom = Zajwj — wug forte em W

j=1

ul (0) = upy, = Zﬁjwj — uy forte em H

Jj=1

Observacao 2.3. Note que

o

H—W <=V < DR?)— H=H < [DR?)] -V — W — H

portanto (B*u,,(t), U>D(R%)]/xD(R%)7 j=1,...,m, estd bem definido.
Pelo Teorema de Carathéodory, o sistema (2.9) tem uma solu¢ao w,, definida
sobre o intervalo [0, t,,[, a qual podera ser estendida a todo intervalo [0, co[ a partir

das estimativas a priori que serao feitas a seguir.

Primeira Estimativa a Priori
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Multiplicando-se a equagao aproximada por gj,,(t), somando-se em j, 1 < j <m

e integrando-se de 0 a t, 0 < t < t,,, obtemos:

1 ¢ Loy 1
(210) 5w, (BF + / (At (5), 60 (8)) yo s + / R3u,(s)| ds = 3 Jurnl*

Por outro lado, pelo Lema 1.5, a equagao (2.10) pode ser reescrita na forma:
1 / 2 1 ! N 2 1 2 1

211) S lunOF + =~ um @[, + | [R2u, ()" ds = o [urm]” + = [[uom][jy -
2 P 0 2 p

Em virtude das convergéncias dadas em (2.9); e (2.9)3, temos que a sucessao

(% |tim|? + zlo Hu()m%,)mEN é limitada em R. Portanto:

1 1 o
(2.12) 3 |u$n(t)|“’+]—j||um<t)||’;v+/0 |R>u,(s)|*ds < K,

VmeNeVte|0,t,], com K > 0, constante independente de m e de t.
Do exposto acima, podemos estender a solucao u,,(t) a todo intervalo [0, oo].
Da hipétese (HT) sobre o operador nao linear A e de (2.12) apés o prolongamento,

resulta que:

(Um)meN pertence a um conjunto limitado de L*°(0, 0o0; W);

(Atpm),, o Pertence a um conjunto limitado de L>(0, oo; W');
(2.13)

(), PeTtence a um conjunto limitado de L°°(0, oo; H);

(u,

') men DErtence a um conjunto limitado de L7, (0, co; D(R?)).

Segunda Estimativa a Priori

Como ﬁm ¢ um subespago fechado de H, posto que tem dimensao finita, entao:

H=H,®H:.
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Consideremos para cada m € N, a projecao ortogonal de H sobre o subespaco de

H,, , definida por:

(2.14) PLv= Z(v,wj)wj , YveH.
j=1
Como (w,), .y ¢ uma base de Hilbert em H, obtemos que
m 2 m o0
| P v]? = va] :Z|vw3 Z v,w;)|* = |vf?,
Jj=1 z=1 j=1

onde a ultima desigualdade é devida a Bessel. Logo:

(2.15) |Pv| < o).
w ~
Como ( Z ) ¢ uma base ortonormal completa em H, resulta que:
V)‘V veN
1P vl = = =3 (. —>)
Z:: y \/ i ; VA
o 2
Wy 2
(== = ol
j=1 Aj
Logo:
(2.16) 1Pl < el

Portanto, de (2.15) e de (2.16), segue que a aplicacao P, é continua sobre H e

continua sobre H. Além disso, obtemos que

P, = su <1
I HL(H,H) vep

|v]
[v]#0
e
[Pl
||Pm|‘£(f[7ﬁ) = SUE —nH < 1
veEH ||UHH
o] | 0
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Por outro lado, consideremos P} : H— H , [ — P f definida por:
(217) <P:1f7v>ﬁ/xf[:<f7pmv>ﬁ’><ﬁ’ VUGFIG\V/fEﬁ,,

onde P} ¢ a adjunta de P, .

De (2.17), obtemos que:
(2.18) 1Poslli = sup (P 0l = sup - [(f, Pu) i
veH veH
vl 7=1 [[v]| z=1

Portanto, de (2.16) e de (2.18), resulta que:

(2.19) o g < sup [[fllg l[Pnollg < 1117

veH
lJoll =1

Logo, de (2.19), obtemos:

. 25
1Bl = 2w St <1
fEH’ H'
1£1l5,#0

Seja Pr: W' — ]:l’, v* — P*v*, definida por:

(2.20) (Prv* ) = (v*, Pyv) Vo' e W eVuveH.

H'xH — W/'xW

De (2.16), de (2.20) e de que H—W por construcao, resulta que
(2:21) (Pov*, o) ol < NVl [[Pavllw < a0y | Pnvll g < ellvf]lw [lv]l 5 -
Logo, de (2.21), obtemos que:

(2.22) [Pl = sup [(Pov7,v)
veH’
oll =1

il < ety

Em particular, seja v* = Au,,(t). Logo, de (2.22) deduzimos que:

(2.23) 1P: At ()] 50 < 1] At (£)

1 iy -

30



Seja Pr: [D(R%)] — H', w* — Pw* definida por:

(2.24)  (Prw*,v)z,_ = = (W, Pyo) Vw* € [D(R?)] eVuv e H.

H'xH — [D(RZ))'xD(R%)

De (2.16), de (2.24) e de que H — D(R%) < H — [D(R%)]' — H’, obtemos
que:
(2.25) ‘(P;LUJ* v foH‘ < [Jw” ||[D (RS ||va||D(R%)

< C2||w*||[D(R%)y ||va||ﬁ < C2||w*|’[p(3%)y ||U||ﬁ

Logo, de (2.25), obtemos que:

(2.26) [ Prw™||g, = sup (Prw* v, 7] < 02||w*||[D(R
veH

o]l =1

NR
=

Seja B* o operador definido em (2.2), isto é,

(2.27) (B%w, v) = (R>w, R*v), Yw,v € D(R?)

[D(R%))'xD(R?)

Em particular, seja w* = B®u/, (t). Logo, de (2.26) deduzimos que:

(2.28) 1P B )l < el | B ()]

\Q

2

Por outro lado, temos que:

(B (8),9) ity i)
1Bt )|y = sup PR,
veD(R%) ||UI|D(R%)
ol 5,70

ou equivalentemente por (2.27)

[e3

ap  |FEu, 0. RS0

vED(R2) HUHD(R%)
[l

D(R2)

1B ()| sy =
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Logo:

(2.29)
R, ()] |R2v a a
||B°‘u’m(t)||[D(R%)], <  sup | i ||( ) | <sup|Rzu (t)| = |Rzu, ()|
veD(RY) Yllpr%)
ol 3,70

Substituindo-se (2.29) em (2.28), concluimos que:

(2.30) 1P, B (D)l 770 < 2l RE4, (B)].

m

Retornando-se a equagao aproximada (2.9);, temos que:

(2‘31) (u;;z(t)7wj> = _<Aum<t>7wj>wf><w - <Bau;n(t)>wj>[D(R%)/><B(R%) =0

Jg=12...,m.
Identificando-se H com seu dual pelo isomorfismo de Riesz, podemos reescrever

(2.31) na forma:

(2.32) (Wl (), w) 1, 5 = (A (t) — B (8),w) 5, 57, Yw € Hy.

m

Por outro lado, se v € H, entdo Pov € H,y, . Logo, de (2.32), deduzimos que:

(2.33) (U, (), Pm0) o i = (= At (t) — By, (), P0) g1 i -

Das definigoes dadas em (2.20) e (2.24), podemos reescrever (2.33) na forma:
(2.34) (U (8),0) fire i = (=P (Aum (8)) = B (B, (1), 0) e

pois Prul (t) =l (t).

Logo, de (2.34), obtemos que:

(2.35) u" (t) = =P (Aun(t)) — P5(B, (t) em H'.

m
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Portanto, de (2.35), resulta que:
(2.36) [t (O 770 < NP5 (At () 70+ |, (B, (0)) 7 -
Substituindo-se as desigualdades obtidas em (2.23) e (2.30) em (2.35), obtemos:

[l ()] 7 < es{ | Awm (@)l + [REu, ()]}

onde c¢3 = max{cy, ¢ }.
De (2.13), temos que (Auy, ), o Pertence a um conjunto limitado de L (0, oo; W’).

Logo, (Auy,) pertence a um conjunto limitado de L% _(0,00;W’). De (2.13),

meN loc

temos que (uj,), _ pertence a um conjunto limitado de Lj,.(0, oo; D(R?)). Logo:

loc

T T T
(2.37) /0 [[u? (D)%, dt < ¢4 {/0 || A, (8)][3, dt—l—/o IR, (t)[? dt} < 0.

Portanto, de (2.37), resulta que:

(2.38) (ul (0,00; H').

m)men  Dertence a um conjunto limitado de L

loc

Passagem ao Limite

Da primeira estimativa existe uma subsucessao (u,), y de (tm),, o tal que:

eN
u, ~u em L>(0,00; W)

Au, = x em  L™(0,00; W)
(2.39)

u, >’ em  L™(0,00; H)

u, — v em L2.(0,00;D(R?))

14

Da segunda estimativa temos que existe uma subsucessao (u,), .y de (Um)men

tal que:

(2.40) u! = v’ em L

loc

(0, oo; ]:j/)
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a) Temos por (2.39)3 que, Vw € L'(0,00; H)

/Ooo(uf/(t),w(t)) dt — /Ooo(u’(t),w(t)) dt, v — oo.

Em particular, para w(t) = 6(t)v, onde 6 € D(0,00) e v € W — H, deduz-se que:

(2.41) /Ooo(u;(t),v))e(t) dt — /Ooo(u’(t),v)G(t) dt, v — oo.
ou seja,

(2.42) (u,(t),v)) — (W' (t),v), v—00 em D'(0,00), VveW.

v

Logo, de (2.42), obtemos que:

d

(2.43) %(ufj(t),'u) e E(UI(U’U) em D'(0,00), Vv e W.

b) Temos que W < D(R?). Entdo, de (2.39)4 temos que parav € W e 6 € D(0, o0),

deduz-se que
/ (R3u! (1), RS 0)0(t)dt — / (REu/(1), R30)0()dt, v — oo,
0 0
ou equivalentemente,

(2.43) /0 T B (1), 0) pr pO()dE — /0 T B (1), D) o p ()i, v — 00

onde F'= D(R%) e F' = [D(R2)]'.

De (2.43) resulta que:

(2.44) (B, (t),v)prscr — (BU(t),v)prxr em D'(0,00), YveW.

¢) Temos por (2.39) que, Vw € L'(0, 00; W)

vV—00 0
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Em particular para w(t) = 6(t)v, onde 6 € D(0,00) e v € W, deduz-se que

| A0 b 00t [ (0 g 0
0 v=oe Jo

ou equivalentemente,

(2.45) (Au(t), v) oy — (X&), V)wrw em D'(0,00), Vv € W.

V—00

Multiplicando-se a equagdo aproximada (2.9); por 6 € D(0,00), fazendo-se

m = v e integrando-se em [0, oo[ resulta que

| e e+ [ aue) )y, 00 d

(2.46) 0 - 0

+/ (B%uy, (), w;) v, O() dt = 0,
0

onde F' = D(R?) e I’ é seu dual topoldgico.

Integrando-se por partes a primeira integral em (2.46), obtemos:
[ g O de+ [ A0 w5} 010
0 0
+ / (Bu,,(t), w;) pr«pf(t) dt = 0,
0

ou equivalentemente,

d
(5 0.0.0) (A 0,000
D’(0,00)xD(0,00) D’ (0,00)xD(0,00)

(B0 0 0

D’(0,00)xD(0,00)

(2.47)

A igualdade (2.47) é verdadeira para todo 7, 1 < j < mg, ¥ > mg, 0 que nos

permite escrever:

d
<E (uy,(t),v), 9> + <(Au,,(t), Ve 9>
D'(0,00) xD(0,00)

+ <<Baul/(t), U>F/XF7 9>D/(0,OO)XD(07OO) - 0

D’ (0,00)xD(0,00)
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Vo e ﬁmo .
Tomando-se o limite em (2.48) quando v — oo, ¥ > mg e usando-se a densidade

de H,,, em W, obtemos de (2.43), (2.44) ¢ (2.45) que:
d ! « /
(249) (0 (1), 0) + (X(0) V) + {B(D) 1)y =0, em D(0,00)

d) Afirmamos que u” € LZ (0, oo; W').

loc
Com efeito, sejam v’ € L>°(0,T; H) — L*(0,T;W’')ed € D(0,T). Consideremos

a aplicacao u': D(0,T) — H definida por:
B T
(2.50) (7, 0) = / J (0t dt € H — W,
0

A aplicacao ' assim definida é linear e continua de D(0,T) em H. Logo, u €
L(D(0,T;H)=D'(0,T; H) — D'(0,7; W'). Assim, todo elemento de = L*(0,T; H)
define uma distribuicao. Entao, u possui derivada no sentido das distribuigoes, isto

é,
_ T
(2.51) (u",0) = —/ W' (6)0(t)dt € H — W',
0
De (2.51) obtemos que:
_ T
(2.52) ((u",0),v) = —(/ u' ()0 (t) dt,v).
0

Por outro lado, seja a aplifcagao T,,: H — R definida por:

(2.53) Ty(w) = (w,v), YoveH.

A aplicacao T, assim definida ¢ linear e continua. Seja w(t) = '(¢)0'(t)dt. Logo,
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de (2.53) podemos reescrever (2.52) na forma:

(254)  ((w,0),0) = —Tv(/0 w(t)dt) = —/0 T (w(®) dt
:—/0 (w(t),v)HdtZ—/o (W ()0'(t),v) y dt
—_/0 (u’(t),v)G’(t)dt—/o %(u(t),v)ﬂt)dt

Identificando-se H com seu dual pelo isomorfismo de Riesz e como W — H = H' —

W', obtemos:

(2.55) ("), 0) sy = (W7,0),0) .

Seja x € L=(0,T;W') — L*(0,T;W’) e § € D(0,T). Consideramos a aplicacao
X:D(0,T) — W’ definida por:

(2.56) (3,0 = / e dt e W

De (2.56), obtemos que:

(2.57) <<>z, 9>,U>W,XW - </OT X(8(t) dt,v>ww.

Por outro lado, seja a aplicacao T,: W' — R definida por:

(2.58) T,(w) = (w,v) VveW.

WIxW

A aplicagao T, assim definida ¢ linear e continua. Seja w(t) = x(¢)0(t). Logo,

de (2.58) podemos reescrever (2.58) na forma:

2 (% 9>’”>W,XW - Tv(/OTw@)dt) -/ T w(t))
_ /0 w(E0(t), vy di = /0 ), 0w 60)
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Sejam B’ € L*(0,D;[D(R?))) — L*(0,T;W') e 6 € D(0,T). Consideremos a
aplicacio Bow': D(0,T) — [D(R?)]" definida por:
T
(2.60) (Bow, ) — / B/ (1)0(t) dt € [D(B3)] — W".
0
De (2.60) resulta que:

T
(2.61) ((B“u’,0),v>[D(R%)],XD(R%) = </ B/ (t)0(t) dt,v> . L
0 ID(RE ) xD(RY)

@

Por outro lado, consideremos a aplicacao T,,: [D(R2)] — R definida por:

(2.62) T,(w) = (w,v) Vv € D(R?).

[D(R%))xD(R%) >
A aplicacao T, assim definida é linear e continua. Sejam w(t) = B*u/'(t)0(t). Logo,

de (2.62) podemos reescrever (2.61) na forma:

(B, 0),0) ot i) = Tol / wid) = [ Two)ar

T T
:/0 T, (w /0 (w(t),v)[D(R%)],XD(R%)dt
T
:/0 (B (O0(0), (1) 1p(% it U
Logo:
. T
(2.63) <<Bau/79>7U>[D(R%)]’XD(R%) :/0 <Baul(t)>U>[D(R%)}’XD(R%)'

Identificando-se H com seu dual pelo isomorfismo de Riesz e do fato que

W — D(R?) — H = H — [D(R2)]' — W', resulta de (2.63) que:

(2.64) (B, ), v (B, 0),v

Y = >[D(R%)]'xD(R%)'

Multiplicando-se (2.49) por 6 € D(0,T) e integrando-se de 0 a T, deduz-se que:
T

(2.65) /0 % (W' (t),0)0(t)dt + | (x(t),v)wrw O(t) dt+

+ <Bau/(t)7U>[D(R%)]’><D(R%)Q(t) =0.

/OT
I
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De (2.54), (2.59) e (2.64) podemos reescrever (2.65) na forma:

((17/, 9)771) + <<5€7 0>7U>W’><W + <<BO‘U’, 9>’ U>D(R%)]/XD(R%) =9

ou equivalentemente, pelo isomorfismo de Riesz que:

(2.66) (W, 0),0) sy + (T 0), 0oy + (B, 0),0) 0 = 0,

YveW.

Logo, de (2.66), resulta que:
(2.67) (W, 0) s + (X, )y + (B, 0) = 0, em W,

V0 e€D,T).
Como u”,Y e Bow/ provéem de fungoes de L2(0,7;W’), identificamos as dis-
tribuigoes com as fungoes que as definem. Portanto podemos reescrever (2.67) na

forma
(2.68) u'=—x—B%' em D(0,T;W).

Mas, x € L>®(0,00; W') — L?

loc

(0,00; W) e B®u' € L*(0,00; [D(R?)]'). Logo, como

L*(0, 00; [D(R?2)]') — L*(0, 00; W), segue de (2.68) que:
(2.69) ' = —x — B em L% _(0,00;W).

loc

0 que prova a afirmacao d).

Convergéncia do Termo nao Linear

No que se segue provaremos que

(2.70) (A, (t),v) o — (Au(t),v) em D'(0,00), Vv € W.

WI'xW ?
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Nesta parte usa-se de maneira fundamental a existéncia de uma subsucessao (u)))

de (u},) tal que
(2.71) u, — ' forte em L*(0,T;H), VT > 0.
Com efeito, em virtude das imersoes

D(R?) — H — H.

compacta continua

!/

m)men € (tn

2
m)meN em L

e das estimativas obtidas para (u e

e (u (O,OO;D(R%))eLfOC(O,m;fI’),

respectivamente, temos pelo Teorema de Aubin-Lions, que existe uma subsucessao

(uy,), e de (u,),, oy tal que:
(2.72) u, — ' forte em L*(0,T; H), para algum T > 0.

Usando-se o Teorema de Aubin-Lions, sucessivamente para T = 1,2,3,..., K,
obtemos:

Para T' = 1, existe (uml(l))m(l)EN subsucessao de (uy,), . tal que
Uy — ' forte em L*(0,1; H).

Para T' = 2, existe (u),,)) subsucessao de (uy,,)) tal que

m(2)eN m(1)eN

Um2) — U’ forte em L*(0,2; H).

Para T' = K, existe (1471(k))m(k)GN subsucessao de (u;n(k—l))m(kfl)eN tal que
Upyy — 4 forte em  L?(0, K; H).

Seja (u;,), oy @ sucessao diagonal. Entéo, (u;,),oy ¢ uma subsucessao de (uy,, ),

VEkeN.
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Seja T' > 0, arbitrario. Entao, existe k € N, k > T tal que quando v — o0,

obtemos:
(2.73) u, — ' forte em L*(0,T;H).

No que se segue mostraremos que faz sentido em se calcular u(0), u(7"), v'(0) e
u'(T). De fato, das convergéncias (2.39)1, (2.39)2, (2.39)4 e de (2.69), entao u possui

as seguintes regularidades:

u € L>(0,00; W)

u' € L*(0,00; H)
(2.89)
u' € L2,(0,00; D(R?))

loc

u” € L2 (0,00, W)

loc

De (2.74); e de (2.74)9, resulta que:

(2.75) uwe L0, T;W) e o e€L*0,T;H), VT > 0.
De (2.75) e do Lema 1.3, obtemos:

(2.76) uwe C%0,T);H), YT >0.

De (2.76), como u € C%([0,T], H), u € L=(0,T; W) e W — H, entao pelo Lema

1.4, obtemos que:
(2.77) u € C%0,T); W), VT >O0.

Logo, u(0) e u(T") pertencem a W.

Analogamente, de (2.74); e de (2.74),, resulta que:

(2.78) u' € L0, T;H) e "€ L*0,T;W), T>0.
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De (2.78) e do Lema 1.3, obtemos:
(2.79) u' € C°([0, T); W), VT >0,

De (2.79), como u' € C2([0,T}; W), ' € L>(0,T;H) e H — W', entao pelo

Lema 1.4, obtemos que:
(2.80) ue C0,T); H), VYT >0.

Assim u/(0) e «/(T") pertencem a H.
Retornando ao nosso objetivo de provarmos que y = Au, seja v € LP(0,T;W).

Pela hipétese (H3) temos que A é mondtono. Logo:

Xv = /0 <AUV<t) - Av(t)7 ul/(t) - U(t>>W’><Wdt = 0’

ou equivalentemente,

(2'81) OSXV:/O <Auu(t)auV(t)>W’><Wdt_/0 <Aul/(t)7v(t)>W’><Wdt_
_/0 (Av(t), u(t) — v(t)) . d.

Multiplicando-se a equagao aproximada (2.9); por g, (t), com m = v, somando-

se em 7, 1 < j < v e integrando-se a seguir de 0 a T', obtemos:

/0 (u://@)?uz/(t)) dt + /0 <Auu(t)7uV<t>>W’><Wdt + %/0 % |B% uu<t)’2 dt = 07

ou equivalentemente,

(2.82) /O<Auy(t),u,,(t)>w,xwdt:—/0 (ul(t), u,(t))dt—
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Do Lema 1.2, obtemos que

(2.83) (1, (), un (1)) = %(%(t),uu(t)) = Ju, ().

Substituindo-se (2.83) em (2.82) resulta que:

ou equivalentemente,
T T
(2.84) / (Auy (8), 1 (8))yr. it = / ol (1)t — (e (T, (T)) +
0 0
1 o 1 o
+ (Ulm,UOm) + 5 ‘RE U()m’2 — 5 ’R§ UV(T)‘Q

Substituindo-se (2.84) em (2.81), conclui-se que

(2.85) 0< /0 Ju, ()P dt — (u;,(T), , (T)) + (tirm, tiom) + % BS ugy|2—
_ % \B% u,,(T)]2 _ /0 <Au”(t)’v(t)>W'xw dt—
—/0 (Av(t), uy () = 0(t)) oy .

Tomando-se o limite superior quando v — oo em (2.85), resulta que:

T
(2.86) 0< Tm [ |u(t)2dt + Tm [—(u,(T), uy, (T)] + T (i, tom )+

V—00 0 V—00 V—00

1
5 lim |R2 Uom |2 —|— = llm [—|R2 u, (T) ]+

ulggo[ / (Au,(t) W/det] +

Vlg&{ —v(t»w,xwdt].
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Observacao 2.4. No que se segue, justificaremos cada passagem ao limite na

desigualdade (2.86). De fato:
a) De (2.73), temos que u,, — ' forte em L*(0,T;H), VT > 0.

Logo:

_ T T T
(2.87) im [ ()2 dt = lim / W (B[ dt = / ()2 dt.
0 v=oe Jo 0

V—00

b) De (2.9); e de (2.9)3 temos que:

(2.88) Ugm — Uy forte em H, pois W — H
e
(2.89) Uy — uy  forte em H.

Portanto, de (2.88) e de (2.89), segue que,

(2.90) lim (Ui, Uom) = Hm (Wypm, wom) = (U1, up) em R.

V—00

c¢) De (2.12), fazendo-se t = T, obtemos:

(2.91) (um(T)),,eny Pertence a um conjunto limitado de W
e
(2.92) (U, (T)),,eny Pertence a um conjunto limitado de  H.

Logo, de (2.91) e de (2.92) resulta que existe uma subsucessao (u, (7)) _. de

veN

de (u,(T)) tais que:

14

(um(T)),,en © uma subsucessao (u, (1)), oy

u,(T) = u(T) em W

(2.93)
u, (T) —u(T) em H
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De (2.91) e como a imersao de W em H ¢é compacta, entdo existe uma subsucessao

de (u,(T)),cy que ainda denotaremos por (u, (7)), tal que:
(2.94) u,(T) — ¢ forteem H.
Logo, de (2.93); e de (2.94), obtemos:
(2.95) u,(T) — u(T) forte em H.
De (2.95) e de (2.93),, resulta que:
(2.96) lim (uy (T),w,(T)) = (u(T),u'(T)) em R.

Logo:

(2.97)  Tim [~ (u,(T),u,(T))] = lim[~(u,(T), u,(T))] = —(u(T),w(T)) em R.

» v e %
V—00

[N]1e)

),

d) De (2.9); temos que wug,, — ug forte em W. Logo, ug, — u forte em D(R

pois W — D(R?). Portanto:
(2.98) lim |R? ugy|? = lim |R? ugp|> = |B2 ug|> em R.
e) De (2.93)1, u,(T) — u(T) em W. Disto e do fato que W — D(R?), obtemos:

(2.99) u, (T) = u(T) em D(R?).

De (2.99) e notando que |R2v| é uma seminorma em D(Rz) vem

(D), 5, = RS ()] < Fm |RE u,(T)P
Logo:
1 a 2 1 - a 2 1 - a 2
(2.100) ~3 |R2u(T)|* > —3 lim |R2 u,(T)]" = = lim [—|R2 u,(t)|7],
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em R.
Portanto, segue de (2.39)1 , (2.39)2, (2.87), (2.90), (2.97), (2.113), (2.98) e (2.100)

que podemos reescrever a desigualdade (2.86) na forma:
T 1,
(2.101) 0< / [/ () [2dt + (uy,up) — (W/(T),u(T)) + 5 |R2 ug|*—
0
1 N T
— IR D = [0 o0y -
T
— /0 (Av(t), u(t) — v(t)) gy dt-

Multiplicando-se a equagdao aproximada por § € C([0,T],R), com m = v e

integrando-se em [0, T, resulta que:
T T
(2.102) | o) d [ (Au®.60)w) 0, di+
0 0
T
+ / (BYu,,(t),0(t)w;) o dt = 0,
0

onde F' = D(R?) e F’ é seu dual topoldgico.

Integrando-se por partes o primeiro termo em (2.102), conclui-se que:
T
(2.103) (11,,(0), 0(0)w;) — (uy,(T), 0(T)w;) + / (u, (1), 0 (t)w;) dt—
0
T T
_ /0 (Auy (£), 0(t)w;),0 i — /0 (Bl (8), 0(t)wy) et = 0.
Fixado mg € N e tomando-se o limite em (2.103) com v > mg, obtemos:
T
(2.104) ('(0), 6(0)w;) — (/' (T), 0(T)w;) + / (u'(t), ' (t)w;) di—
0
T T
—/0 <X(t),0(t)wj)w,xwdt—/0 (B (1), 6(t)w,) .t = 0.
Consideremos as fungoes ¢ definidas por:

mg
(2.105) p=> Ojw; € Hy,.

j=1

46



Logo, (2.104) é verdadeiro para ¢ da forma (2.105), isto é,
(2.106) (u'(0),9(0)) — (u'(T),9(T)) + /0 (u'(t), ¢'(t))dt—
— [ 60Oy e = [ (B0, o0t = 0

Como ﬁmo é denso em W e o conjunto das fungoes da forma (2.105) sdo densas
em G = {¢|¢p € L*0,T.W),¢' € L*0,T;H)} resulta que (2.106) é verdadeira
Vi € G, isto é,

(2107)  ((0),9(0)) — (W (T),(T)) + / (u/(8), ' (0))dt—

T T
~ [ 00Oyt = [ B0 00 =0, ViEG
Como u € G, escolhendo-se em particular u = ) em (2.107) resulta que:
T T
('(0), u(0)) = (u'(T), w(T)) +/ [u'()*dt — / @)y wlt)) ey dt—
0 0

1 (1d,
—— | —|Rzu()?dt=0
2/0 ~ R u()?dt =0,

ou equivalentemente,
(2.108)  (u'(0),u(0)) = (u(T), u(T)) + /0 [/ (t)[*dt — /0 X(@), w(t)) sy dt+

1 (e} 1 (e}
+ 3 |R2 u(0)]* — 3 IRz u(T)|* = 0.

Observagao 2.5. Notemos que necessitamos provar que u(0) = ug e v'(0) = u; .

Com efeito:
(a) u(0) =up.
Seja 6 € C'([0,T];R) tal que 8(0) = 1 e §(T) = 0. Como, u/, — u’ forte em

L*(0,T;H),YT > 0, entao:

(2.100) /0 (), 0)0(2) dt —> /0 (W(), 0)0(t) dt, v — oo,
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Por outro lado, temos que:

/0 (ul (£), 0)8(t)dt = (1, (T), 0)(T) — (1 (0), 0)6(0) — / (o (), 0)6 (1) .

ou equivalentemente,

(2.110) /0 (u, (), 0)0(t) dt = —(u, (0),v) — /O (u, (), 0)0 (¢) dt.

Analogamente, obtemos que:

(2.111) /0 (W (), 0)0(8) dt = —(u(0), v) — /0 (u(t), 0)0'(t) dt.

Substituindo-se (2.110) e (2.111) em (2.109) resulta que:

(2.112)  —(uy,(0),v) — /0 (uy(t),v)0'(t) dt — —(u(0),v) — /0 (u(t),v)d'(t) dt.

Por outro lado, de (2.39); temos que u, — u em L*>(0,00; W). Logo, u,
em L*(0,T; H). Portanto:

T

(2.113) /0 (un (1), )0 (t) dt — | (u(t), v)0'(t) dt.

V—00 0
Substituindo-se (2.113) em (2.112), deduz-se que:
(2.114) (uy,(0),v) — (u(0),v) em R.
De (2.9), temos que

(2.115) u,(0) — ug forteem H,

pois u,(0) — wug forte em W e W — H.

Segue de (2.115) que:

(2.116) (uy(0),v) — (up,v) em R, VoveH.

V—00
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De (2.114) e de (2.116) e pela unicidade do limite conclui-se
(2.117) uy = u(0).

b) v (0) = uy .
Seja 0 € C*([0,T]); R) tal que 6(0) =1 e 6(T) = 0. Multiplicando-se a equagao

aproximada por 0, com m = v e integrando-se em [0, T], obtemos:

(2.118) /OT(u’V’(t), w;)0(t) dt + /0T<Auy(t), W)y 0(8) di+
+ /T<Bau’y(t),wj>F,XF O(t)dt =0,

onde F' = D(B%) e F' é o seu dual topolégico.

Integrando-se por partes a primeira integral em (2.118), resulta que:
T
(1, (T), w;)0(T) = (u,,(0),w;)6(0) —/0 (u,, (£), w;)6' (1) di
T T
+/ (Auy (£), ;) 0.y O(F) dt +/ (B (t), ;) v 0t) dt = 0,
0 0
ou equivalentemente:
T T
@19)  ~(0.w) ~ [ @O [ (A0 0y 00 de
oT 0
+/ (B, (t), w;) v, 0(t) = 0.
0

Fixando-se mg € N, tomando-se o limite em (2.119) quando v — oo, com v >
myg , resulta das convergéncias obtidas em (2.42), (2.44), (2.45) e da hipétese que

!/

u,(0) — uy forte em H, que:

(2.120) —(ul,wj)—/o (u’(t),wj)e'(t)dt—l—/o X(1), w;) ey O(1) di+

+ /T<Bau/(t), W;) oy o O(t) dt = 0.
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Por outro lado, provamos em (2.69) que:

(2.121) u' +xu+ B =0 em L}

loc

(0, 00; W').

De (2.121) e do fato que w;f € L*(0,T; W) resulta que:

(u" + xu+ B, wj9>L2(o,T;W/)xL2(0,T;W) =0,
ou equivalentemente,

T T
(2.122) /O (" (t), w;)(t) dt + /0 (X(8), W05) gy O(1) di+

+ /OT<B“u’(t),wj>W,XW o(t) dt = 0.

Integrando-se por partes o primeiro termo de (2.122) e de que (B*u/(t), w;) . =

(B (t),w;) v, » Obtemos:
T T
(2.123) )~ [ w0+ [ (xle)w)o e
0 0
T
—I—/ (B*u'(t), w;) prwcp O(t) dt = 0.
0
De (2.120) e de (2.123) concluimos que:
(2.124) (ur,wy) = (W(0),w;), Vuw; € Hy,
ou equivalentemente, pela densidade de }NImO em H que:
(2.125) u'(0) = uy .
De (2.117) e de (2.125) podemos reescrever (2.108) na forma:
T T
(2.126)  (u1,u0) — (u'(T),w(T)) +/ [/ (t)]* dt — / X(8), u(t)) gy ey -+
0 0

1, & 1 .
+ 5 RE wl? = 5 [RE (D) = 0.
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De (2.126) resulta que:

(2.127) /O ), 1)) oy = /0 ! (£)2 dt + (ur, o) — (@ (T), u(T))+

1, a N
+ 5 ‘Ri U()’Q — 5 ’R§ u(T)|2
Comparando-se (2.101) com (2.127) resulta que:

| oDt = [ 6000 = [ (00,00 = o0yt >0,

ou equivalentemente,

(2.128) /0 (0(8) — Av(t), ut) — (). dE > 0O,

Considerando-se v = u — Aw, w € LP(0,T;W) e A > 0, obtemos de (2.128) que:

Logo:

(2.129) /0 (0(8) — Alult) — Aw(£)), w(t))yr .y dt > 0.

Pela hipétese (H6) temos que A é hemicontinuo, isto é, a aplicagao

A= (A(u(t) — dw(t)), w(t)) é continua de R — R. Entao:

W’'xW

(2.130) lim (x () — A(u(t) = Aw(t)), wt)) yrgr = X@) — Au(t), wt)) yrg -

A—0t

De (2.130) e do Teorema de Lebesgue deduz-se que:

T

(2.131) lim (x(t) — A(u(t) — Aw(t)), w(t)) dt =

A=0t Jo W'xW -
T

= lim (x(t) — A(u(t) — Mw(t)), w(t)) dt

A—0+ W!'xW o

<X(t) - Au(t)7 w(t>>wl><w dt.

/OT
I
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De (2.129) e de (2.131) resulta que:

(2.132) /OT(X(t) — Au(t), w(t)) s,y dt > 0.

Analogamente considerando-se v = u — Aw, w € LP(0,T; W) e A < 0 e usando-se

0s mesmos argumentos anteriores obtemos que:

(2.133) /OT(X(t) — Au(t), w(t)) o dt < 0.
De (2.132) e de (2.133), obtemos que:
(2.134) x=Au em LF(0,T;W"),
onde l/ + ! = 1.
p p

Seja 0 € D(0,00). Entao, existe T' > 0 tal que supp @ C |0, 7]. Logo:

/0 T Auy (), 0) 1y O1) dt = /0 (Auy (£), 0}y O(2) dt

e T
/ (Au(t), v) .y O(1) dt :/ (Au(t), v) oy O(t) dt.
0 0
Logo, quando v — oo, obtemos:
00 T
(2.135) / (Auy(£),0) .y O(8) dt — / (Au(t), v,y 0(1) dt.
0 0
De (2.135), obtemos que:

(2.136) (Auy (1), V) — (Auy(t),v) 0y, em D'(0,00), Ve W.

Assim a demonstracao do Teorema 2.1 esta concluida.
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CAPITULO III

COMPORTAMENTO ASSINTOTICO
No presente capitulo estuda-se o comportamento assintotico da energia associada

ao problema (2.1), a qual é definida por:

(3.1) Bu(t) = 3 W0 + > [u(®lfy . Ve >0ep >

onde u é solugao do problema:
u + Au+ B =0, em L2

u(0) =0, v (0) =wu

(0,00; W), 0<a<1.
(3.2)

obtida no Teorema 2.1.
Notemos que a regularidade obtida no teorema supracitado nao nos permite

compor u” com u', pois u' € L>(0,00; H) N L? (0,00; D(R?)). Esta dificuldade

loc

desaparece quando trabalhamos com a solugao aproximada e posteriormente calcu-

lamos o limite. Do que foi exposto provaremos o teorema enunciado a seguir.

Teorema 3.1. Seja u a soluc¢ao do problema (3.2). Suponha que B* > 701, 79 € R,

v > 0 e seja p > 2. Entao, existe K’ > 0 tal que:
1

(3.3) BEu) < K'(1+t) #,  w>o0
1
onde ' = - —1, com — + — =1 e K’ é uma constante obtida do Lema de Nakao.
q q P

Demonstragao: A prova do comportamento assintético da energia sera baseada
no Lema de Nakao. Com efeito, multipliquemos a equagao aproximada dada em

(2.9):1 por g},,(t) e somemos em j, 1 < j < m. Logo:

1d

(e}
A el 24 —0.
(3.4) 57 R2u, (t)) =0

[ (O + (At (), 0, (D) 1 +
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Desde que A(u) é fortemente homogéneo de grau p — 1 no sentido de Dubinskii
e que (Aum(t), um ()1 o = |um ()]}, entao:

d

(35) o (A (0) un Oy ey = e IOl = P (AU (), ()

Da equagao (3.5) podemos reescrever a equagao (3.4) na forma:

d 1d o
7 [ OF + = < Alun Ol + [R? w, (8)]* = 0.

(3.6) i

1
2
De (3.1) e de (3.6) resulta que a energia E(u,,(t)) satisfaz:

(3.7) %E(um(t)) — R34, (D)%, Vt>0.

Integrando-se a equacao (3.7) de 0 até ¢, obtemos:

B8 Blunl)+ [ 1B, ds = Blun(0) = 5+ [fuon -

Portanto, de (3.7) e de (3.8) resulta que:

E(un,(t)) ¢énao crescente, Vit >0
(3.9)
E(un,(t)) ¢ limitada

Por outro lado, integremos a equagao (3.6) com respeito a s, com t; < s <ty e

t1,to > 0. Logo, obtemos:

1 1 2
(3.10) 3 (@) 4 llum (@) + / IR, (s) ds =

t1

1 1
= = Jul, (t1)[* + = [|um (1) [P
2 P

Agora multipliquemos a equac@o aproximada (2.9); por g;,(t) e somemos em j,

com 1 < 7 < m. Portanto:

(U (8), 1 (1)) + (At (£), i (8)) 4330y + (B2 113, (), R2 i (1)) = 0,
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ou equivalentemente,

(3.11) % (U (), i (8)) = [, (O + T (D) + (R2 20, (£), R () = 0.

Integrando-se (3.11) com respeito a s, t1 < s < ty e t1,ty > 0, resulta que:

312) [ un ()l ds = [ 1 (9P + (b, n(®)) — (1), 1))~

t1 t1

— / Q(R% ul (5), R? tm(s)) ds.

t1

De (3.8) temos, para t > 0 que:
1
(3.13) / |R2 u (5)]*ds = E(um(t)) — E(un,(t+1)) = F?(t),
t

pois E(un(t) > E(un(t+ 1)), por (3.9); .

Consideremos os subintervalos [t, t+ ﬂ e [t + %, t+ 1} de [t,t + 1]. Entao, pelo
Teorema do Valor Médio para Integrais existem ¢; € J¢,t+ 1] ety €]t + 2, ¢+ 1[ tais
que:

1

(3.14) / |R= u;ﬂ(s)|2 ds = Z|R5 u;n(tl)|2 < / Rz u;n(s)|2 ds = F?(t)
¢ t
e

t+1 N 1 N t+1 N
(3.15) / RSy ()2 ds = IR uf (1) < / R% u! (s)2ds = F2(t).
t+3 t

Logo, de (3.14) e de (3.15) resulta que:
(3.16) IR> ()] <4 F%(t), i=1,2.

De (3.12), obtemos que:

B [l < Sl )]+ [ (o) s

t1

[
+/ |R% u;n(s)||R% Um ()| ds.

t1
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Por outro lado, temos pela hipétese que B* > 4/ entao:

(3.18)  [R% uj,( Z% U (t2), Y[ = A Z! D) Ul = g, (8]

De (3.18) e de (3.16) resulta que:

1

a/2
’71/

(3.19) ! (t: )|<7 CIRS W (6)] < — - 2F(1), i=1,2.

Como, por hipdtese, W — H e da defini¢ao de E(u,,(t)), obtemos que:

B =

(3.20) [um ()| < erl|um ()l < a p7 [E(un(t:)]7,

por (3.1),Vi=1,2.
Por outro lado, como t; > t, Vi = 1,2, entdo E(u,(t)) > E(un(t;)). Disto,

podemos reescrever a desigualdade (3.20) na forma:
(3.21) lum (t)] < €1 p? [E(um(t)]F Vi=1,2.

De (3.14) e de (3.18) temos também que:

to to 1 o
(3.22) / lu! (s)|*ds < / — |R? ul,(s)* ds
t tn N
1 t+1 N 1
< — |Rz ul,(s)|*ds = — F*(t).
M1 Je M

Logo, de (3.19), (3.21) e (3.22), a desigualdade (3.17) pode ser reescrita na forma:

62 [l ds < Ko FOBn@) + K PO+

t1

to
+/ |R% Ufm(S)HR% um(s)|ds,

t1

4¢y pl/? 1
onde Koz% K, =—7
T TN
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No que se segue faremos uma limitacao para o ultimo termo da desigualdade

1 1
(3.23). Com efeito, consideremos £ > 0. Sejam p e ¢, p > 2, tais que — + — = 1.
b q

Entao, pela desigualdade de Young, resulta que:

R% u] - 1
‘ | Um(5)| < €1 |R7 Um(S)‘p—i-

VEL -p qs(f/ 2

Por outro lado, como W < D(R?), obtemos que:

(3.24)  VELIRE un(s) R up, ()]

(3.25) [ ()P pag) = I1RE wm(s)]* < & llum(s)II5, -

De (3.25) podemos reescrever a desigualdade (3.24) na forma:

5 RS up,(s)] _ et? 1L,
(326)  VEr|R? um(s)] = < [um (9] + —75 [ g ()]
NG D qgtf/
Integrando-se (3.26) com respeito a s, t; < s < ty, resulta que:
2 - RS, ()|, cpel [
3.27 / e1|R2 u,,(s e ds < ! / Uy (8)| |2, ds+
(3.27) ; val (s)| e v ) [ (5)]15,
1 2 .
+ /2/ |R2 u,,(s)]|?ds.
et Ju

2 1 1
Por outro lado, como p > 2, segue que — > 1. Sejam v e ( tais que — + — = 1,
q v

g
2
com v = — - Logo, pela desigualdade de Holder, obtemos:
q

1

(3.28) /: RS W (s)|7ds < (/w ds)ﬁ(/tz RS L, ()] ds)

t1 t1

2=

— (t— 1)} (/t RS o ()2 ds)F < [F(1)),

1
por (3.13) e pelo fato que 5 <ty —t; < 1.

Substituindo-se (3.28) com (3.27) resulta que:

t2 . RS, (s)] , _ cach® [
3.29 / 1| R2 uy,(s T ds < ! / U (S|P, ds+
(3.29) ; Vel (s)| e v ) [l (5[5
1
+ PR [F' ()],



Segue-se de (3.29) que podemos reescrever a desigualdade (3.23) na forma:

p/2
3.30 1-—
aan 1o

/ ()P ds < Ko F(8)[Eun(t)]? + K1 F2(1)+

t1

1
+ qe—(f/z [F'(t)]%.
p/2

Escolhendo-se £, > 0, pequeno, tal que, 1 — 2—— > 0, obtemos:
p

p2/p
(331) O<er < —
G
¢ gp/2
Entao, se considerarmos c3 =1 — L obtemos em (3.30) que:

to

(3.32) / [l ()15 ds < ea{ () E (wn (8)]' + F2(t) + [F(8)]],
t1

Ky K, 1
onde ¢4 = max{ —,—, —— 0.

3’ 3 eyqe?

Por outro lado, consideremos a funcao G? definida por:
(3.33) G2(t) = F(O)[B(u(t)]r + F2(t) + [F(£))".

1 1
Como, E(un(s)) = 5 lul, (s)]> + p [|wm (t)|[}) resulta de (3.22), (3.32) e (3.33)

que:

(3.34) [ Etntsnas =5 R s+ [ o)l ds <

t1 t1 T

<L rPu+Zen.

2 p

Logo, obtemos de (3.34) que:

to
(3.35) / E(um(s)) ds < es{F?(t) + G*(t)}.

t1

{75l
onde ¢5 = max<{ —,— ¢.
297 p
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Além disso, temos pelo Teorema do Valor Médio para Integais que existe

t* €]t1, to] tal que:

(3.36) /t Bl () ds = (02 — 1) B () > 5 Blun(t"),
. 1

p01s§<t2—t1< .
De (3.35) e (3.36), obtemos que:

(3.37) E(un(t")) < ee{ F*(t) + G*(1)},

onde cg = 2¢5 .

De (3.10), (3.13) e de (3.37) resulta que:

(838)  E(un(t)) = E(un(t")) + / RS (5) ds <

< eo{ F2(t) + G2(1)} + F2(t) < e {F*(t) + G*(1)},

onde c; = cg + 1.
Portanto, da definigdo de G?(t) podemos reescrever (3.38) na forma:

(3.39)
sup  E(un(s)) = En(t) < 04{F2(t) + F(t)[E(um(t))]% + F2(t) + [F(t)]q} =

t<s<t+1

= e {2F2(t) + F(1)[E(um(1)]7 + [F(t)]*} <
< eo{ F2(t) + F(1)[E(un(t)]? + [F(1))7},

onde cg = 2¢7 .

Por outro lado, pela desigualdade de Young, obtemos:

B40) P VE[Ew O] € 5 FOF + 2 E )

qgy p
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Substituindo-se (3.40) em (3.39) vem que:

1
sup  E(un(s) = E(un(t)) < Cg{FZ(t) + 5 [F(1)]"+
t<s<t+1 qgg/
oP/2
(3.41) + 27 E(um(t)) + [F (1)),
ou equivalentemente:
Cgéfp/2
(3.42) sup  E(un(s)) = |1 — =2~ | E(un(t)) <
t<s<t+1 p
1+ qe?/?
< e {F2 1)+ (L) [P}
IS
ngp/Q
Escolhendo-se €5 > 0, pequeno, tal que, 1 — —2— > 0, obtemos:
(3.43) 0<ey< (3) "
Cs
088?/2

Entao, se considerarmos cg = 1 — , obtemos em (3.47) que:

(3.44) sup  E(un(s)) = E(un(t)) < cio{ F?(t) + [Ft)]7},

t<s<t+1

Cs 1+qe?/?
onde ¢;p = max{ —, = T2 .
cg O €9

Por outro lado, temos também que

(3.45) [F@))+ FA(t) = [FO)] {1 + [F ()]} =

= [F()]* {1+ [FOP"2}.
Por (3.8), obtemos que

(3.46) / RS ol () ds < E(un(0))
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t+1
(3.47) | 1B R i < Bw0)

Logo, de (3.46) e (3.47) resulta que:

" t+1
/ |R% u), (s) ds + / R, (s)[* ds < 2B (un(0)),
0 0

ou equivalentemente:

¢ ¢ t+1
(3.48) / |R2 . (s)|*ds + / |R%u, (s)|*ds + / IR2 u. (5)|? ds < 2E(up(0)).
0 0 ¢
Logo, de (3.48), obtemos:
1
(3.49) / [R5 1wy ()|2 ds = F2(£) < 2B (um(0)).
¢

Substituindo-se o resultado obtido em (3.49) na desigualdade (3.45) resulta que:

q

(3.50) [F(0)]1{1+ [F)PAD} < [F(6)]9{1 + [2E(un(0))]' 2}
De (3.50) podemos reescrever (3.44) na forma:

(3.51) sup  E(um(s)) = E(un(t)) < cn|F(t)]4,

t<s<t+1

onde ¢ = c1o{1 + [2E(u,,(0))]' 7% }.

Logo, de (3.51), resulta que:

(3.52) sup  E(un(s)) = E(un(t)) < ena[F(1)]4,

t<s<t+1
ou equivalentemente:

(3.53) sup [E(um(s)] 7 < (en) F2(1).

t<s<t+1

= [E(un(t))]
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Por outro lado, temos que:

20
—
—_
ke
_l’_
&
—~
<
3
—~
(@)
N—
N—
| S—
—
|
()

(3.54) {1 + [2E (1 (0))] 1‘%} < 2i

De (3.54) obtemos que:

(355) (011)

Da desigualdade (3.55) e de que F?(t) = E(un(t)) — E(un(t + 1)), podemos

reescrever (3.53) na forma:

(3.56) sup  [E(un(s))]

t<s<t+1

2
q

onde Cig2 = (2010) {1 + 25_1 [E<um<0))} ‘

=]
|
—
——

Como, por hipotese, p > 2, entao 3 > 1. Logo:
(3.57) 3 =1+04 onde [ >0.
Substituindo-se (3.57) em (3.56) resulta que:
(3.58) sup  [E(um ()] < cal E(um(t) = Bupm(t +1))].

t<s<t+1

De (3.58) e do Lema de Nakao, deduz-se que:

1
(3.59) E(up(t)) <ciz(1+t) 7 para t>T
ol/8" ﬁ
onde c13 = (CHT) , t suficientemente maior que T’
e
(3.60) E(un(t)) < ca(1+6) 7 para 0<t<T.
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Portanto, de (3.59) e de (3.60), obtemos:
(3.61) E(um(t)) < K(1+1)"7 para ¢>0,

onde K = max{c3,c14}-

Observagao 3.1. A constante K depende de u,,(0) = ugy, € de u),(0) = uyy, . De

fato:
(3.62) e = (2010)7 {1+ g7 [B(un(0))] 3‘1} .

ou equivalentemente:

: 1 1 7
(363) Cig2 = (2610)1+ﬁ {1 + 26 |:§ |Ulm|2 + 2_9 ||u0m||];[/:| } .

Notemos que (3.61) é a estimativa assintética da energia, porém para as solugoes
aproximadas. No que se segue provaremos que (3.61) é mantida quando m — oo.

Com efeito, considera-se ty € [0, 7] fixado. Entdo, por (3.61) obtemos:
1 1 _1

(3.64) 3 [t (o) + (o)l < K (1+t0) 7.

Das estimativas obtidas no Capitulo 2 e como B® > v,/ concluimos que:
Uy, = u em L*(0,00; W)
u, >’ em  L™®(0,00; H)
u, — u em L?(0,00; D(R?))
(3.65) ull 5o em L (0,00, W)
Au, = Au em  L*(0,00; W)
u(ty) = ¢ em W

u'(tg) = n em H
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Como H é reflexivo e a funcdo w,: [0,7] — H é absolutamente continua, entao

u, e diferencidvel quase sempre em 0,77 e vale:

(3.66) u, () — u,(s) = / u, (o) do.

De (3.66) e da estimativa obtida para (u]) _. em (3.65)s resulta que:

veN

(3.67) [u, (t) — uy(s)] < clt — s.

De (3.67) resulta que (u,), . ¢ equicontinua de [0, 7] em H. De fato, é suficiente
escolhermos € = 2, onde [t — s| < 4.

Por outro lado, temos que:

Vv €N, pois por (3.65); temos que |[u,(t)||,, < Ky e W — H.

De (3.67) e de (3.68) resulta do Teorema de Arzela-Ascoli que:
(3.69) u, —u em C°0,T); H).

De (3.69), por conseqiiéncia, obtemos que:
(3.70) u,(tyg) — u(ty) forte em H.

Logo, de (3.70), resulta que:
(3.71) (uy(to),v) — (u(ty),v) em R, Vve H.

De (3.71) e de (3.65)s que nos dé que u,(to) — ¢ em W, e do fato que W — H,
obtemos:
(3.72) u(to) = 1.
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Considerando-se m = v em (3.61) e tomando-se o limite inferior obtemos:
1 1 — -1
(3.73) 5 nl* + 5 o)l < Tim K1+ t0)7;

Temos que:

- 1 1
lim E(u,(0)) = Vh—{go{ﬁ ug, |* + » w7, }-

V—00

Mas, por hipdtese, uy, — u; forte em H e ug, — ug forte em W. Logo:

— . 1 1
(3.74) lim E(u,(0)) = lim {§ lug, |* + ]3 ||u0,,||€v} =

V—00

1, , 1
= —|u|” + = ||wol[f,, = E(u(0)).
5 a4+ ol = E(u(0)

Seja ¢15 = (cho)é{l + 25 (L |y |2+ % [|uol[3y ] }B/. Considerando-se

1
1 a7
Ci5 260 T 7
C1g = T , obtemos:

(3.75) T K(1+t) 7 < K'(14+1t) 7,

V—00

onde K" = max{cy4, c15}.

De (3.75) podemos reescrever (3.73) na forma:
1 5 1 , _L
(3.76) 5 7+ llutto)lly, < K(1+to) 2.

No que se segue provaremos que 1 = u'(ty). De fato, seja 0 € C°([ty, T];R)

definida por:

1 ; 0<t <ty
t t )
(3.77) o0 = |5+ 05* <t <ty+d
0 ;o to+ o<t < T

onde § > 0.
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Consideremos a equagdo aproximada (2.9); com m = v. Logo:

(3'78) (uZ(t>7wj) + <Aul/<t)7 wj)wfxw + <Baul/<t)7wj>[D(R%)]/><D(R%) = O?

ij' € ﬁm
Multiplicando-se (3.78) pela funcao 6 definida em (3.77) e integrando-se em ¢,

to <t < T, resulta que:

to+0 to+0
(3.79) / (" (£), w;)0(t) dt + / (Auy (£), w5 0,0y O(1) di+
to to
to+0
[ B0 0 o OO
to

Integrando-se por partes o primeiro membro da equagao (3.79), obtemos:

] = [ o [ w0,y 000

to to

to+0
+ / <Bau:/(t>’wj>[D(B%)}/XD(B%)8(t) dt - 07

to

ou equivalentemente,

, 1 to+0 . to+9
350) Gl w) g [ O [ A0 0) 0 00 de
toj—é ’
+/t <Bauix<t>vwj>[D(B%)ny(B%)0(t) dt =0
0

Tomando-se o limite em (3.80) quando v — oo, ¥ > my, com as justificativas
obtidas no Capitulo 2 e de (3.65); resulta que:
1 to+0

(3.81) —(n,w;) + 5 ; (W' (t), w;) dt + /t0+6<Au(t),wj>W,XW 0(t) dt+

to

to+0
[ B0 0) i 0O 8 = 0

to
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A igualdade (3.81) é verdadeira ¥V j € N, o que nos permite concluir que:

1 to+0

682 ) [ WO [ 0,0y, 00 i

to

t0+5
[ B0 0) i O 8 = 0,

to
Vv e ﬁmo .
De (3.65)2 e de (3.65)4, temos que v’ € L>(0,T; H) e u” € L2 .(0,T; W'). Logo,
v € CY[0,T); H), que é o espago das fungoes escarlamente continuas de [0,7] em

H. Portanto, a aplicagao t — (u/(t),v) é continua em [0, T]. Logo:

(3.83) lim + / i — (W (to), ).

Tomando-se o limite quando § — 0 em (3.82) e considerando-se (3.83) deduzimos

que:
(384) _(777 U) + (u/(t())v U) = 07 Vv € ﬁmo :

Por continuidade (3.84) é verdadeira Vv € H — H. Logo:

(3.85) (1,0) = ((to),v), VveH,
Portanto:
(3.86) n=1u'(ty) em H.

O que foi feito em t5 pode ser feito em qualquer ¢ de [0,7] e mesmo em T. E

suficiente definir 6 como se segue:

(3.87) 0(t) =




Portanto, conclui-se que a estimativa (3.61) vale em [0,7], qualquer que seja

0 < t < 00, ou equivalentemente por (3.75) que:

(3.88) BEu(t)) < K'(1+)7, Yt>0.
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CAPITULO IV

UM EXEMPLO
Consideremos o operador nio linear A: W,2(Q) — Wﬁl’%(ﬂ), 2q > 2,

22 oy
83% .

2
Os espacos W, ?(Q) e W_l’%%l(Q) serao denotados, respectivamente, por W e W".

definido por:

(4.1) Au=—3 aii (

=1

ou
axi

No que se segue provaremos que o operador nao linear A satisfaz as hipoteses

(H3) — (HT7) enunciadas no Capitulo II.

Afirmativa 1. O operador A satisfaz a hipétese (H3), isto é, (Au,u)www =

Hu|]3501’2q(9). Com efeito, de (4.1), obtemos:
"9 (| 0u] du ~ (| Qul " u ou
A W = - - dx; I
< u, U>W xW <Z a$z< 0% 8$i>7u>W/XW ; < (91’, 81‘1'7 8x>W’XW7

ou equivalentemente:

" ou > 72 du ou n ou |*
(1.2) - {Au wway ;/Q Oz;| OOz ;/Q e
. 2
= [[ull 1200

Notemos que nosso caso o p da hipétese (H3) é 2¢, onde 2g > 2.

Afirmativa 2. O operador A satisfaz a hipétese (HT), isto é, A leva conjuntos
limitados de W, %(Q) em conjuntos limitados de W =19 (1), i + i = 1.

De fato, de (4.1) obtemos também que

(4.3) (A, v)wrw = Z /Q
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Provaremos a seguir que | 2| 2% e 1), L+ L Z 1. Sejau € WIH(Q)
rovaremos a seguir que —+—=1. Sejau
g q ; 81'1 ’ q, 2(] J 0 ’
entao:
ou
44 — € L*(Q).
(4.4 o e 1)
Logo, de (4.4) resulta,
2q—2 q i 2¢—2 q
(4.5) ou ou _ / ou ou dr —
L7 (Q) L
- 11
2q—11| 2¢g-1 2q
:/ Ou dx:/ Ou dr < o0.
Q[ Ox; | |0z
De (4.3) e de (4.5) resulta pela desigualdade de Hélder que:

& u |*? du v
4.6 A / < dr <
(46)  [{Au ohwa] < Z/ e e

n 2q—2

Da desigualdade de Hélder podemos reescrever a desigualdade (4.6) na forma:

/ L 1
q q n 2q 2q
> ,
L7 () i=1 L24(Q)

1

n

(A7) HAuo)lwr < [

=1

2(]72 au

81‘1'

ou
aZL'i

ov
aCL'Z‘

ou equivalentemente,

n

ou || g
(4.8) [(Au, ohwrav] < [0l ya ey
X zzl 6% L24(€) Wo ()
ou equivalentemente,
% 2g—1
(49) W Au)wiaw] < lull e I0llassay = 2530y ol 2
De (4.9) conclui-se que:
|(Au, v)wrxw| 2g—1
. ’ = — < 4 .
(4 10) ||Au||W Séll/lp/ HUHW = ||u||W0172q(Q)
llv|lw #0
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Seja u € Wy (Q) tal que Hu||W01,2q(Q) < K, onde K é uma constante positiva.

Logo, de (4.10), resulta que:
(4.11) | Aully, < K
Afirmativa 3. O operador A satisfaz a hipétese (Hb5), isto é, A(u) é fortemente

homogéneo de grau 2¢g — 1 no sentido de Dubinskii.

De fato, de (4.1), obtemos que

(4.12)
N n 2q—2
<A(u+hw) Au’v> ZE[Z/ I(u + hw) O(u + hw) v .
h W'xW h i—1 Q (%Z 8[@ 6mz
B Zn:/ ou |’7% du ov .
i—1 Q 8% 8x2 al‘z ’
Seja 6: R — R a fungao definida por:
R A(u+ hw) > O(u + hw) v

(4.13) b =3 /Q = ) d.

De (4.12) e (4.13) resulta que:

(1) <A(u+hw)—Au7U>W/ ) 6(h) — 6(0)

h - h

Por outro lado,, sejam ¢ e v, funcoes definidas por:

(4.15) o(2) = |o[*7
(4.16) Y(h) = W

De (4.14) e (4.15) podemos reescrever (4.13) na forma:

(1.17) o) =Y [ stwimyin - .
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Logo, de (4.17), obtemos:

(1.19 =3 [ [ 5 s oo 52w

Mas, de (4.15) e (4 16) resulta que:

(4.19) ¢(2) = (2q — 2)| 2~ ﬂ — (2 —2)|zP 2
(4.20) W (h) = gj.

Portanto, obtemos que:

O(u+ hw) [~ O(u + hw) dw_

Substituindo-se (4.20) e (4.21) em (4.18), deduz-se que:
. A(u+ hw) [** d(u + hw) dw d(u + hw) dv
=" [ [2g -2 oy
i—1 YO Ly

O(u + hw)

(421) W)Y = (20— 2) ]

272 5 Qv
dx

ou equivalentemente,

n

, A(u~+ hw)|** dw v
4.22 = 2qg—1 _— .
(1.22) Py =30 [ |FGEE Ga
Portanto, de (4.22), deduz-se que:
, & ou |*7? dw dv
(4.23) 0'(0) = ;1 (2q — 1)/Q o 9. Oz dx.

Por outro lado, tomando-se o limite em (4.14) quando h — 0, obtemos de (4.23)

que:
. [ A(u+ hw) — Au . O(h)y=0(0) =
(4.24) }1}112)< . ,v> = ]1112% — = §'(0) =
_ ou 7% dw ov
= 2g —1 dx.
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De (4.24) concluimos que:

ou
al'i

(4.25) Allwyw ==Y (2¢—1) ;; (

i=1

202 A
8:131- '

De (4.25), obtemos:

(4.26)
- ou |7 dw du
/ _ _
A Wy = ;Qq N 1)/9 Ox; Ox; Ox; =
- ou 7% u ow
— I — —
= (Al 0y = ;(2(1 B 1)/9 ox; Ox; Ox; =
= (2¢ — 1){Au, w)
Por outro lado, segue que:
ou [** dw g _/ ou |2 dw q/d B
L9 (Q)
(2¢—2)2q 2q
/ Ou | 2-1 | Qw |21
= dx,
ou equivalentemente:
ou > ow ! ou SRRl ow |z
4.27 = dx <
( ) | 0901 8ZEZ LQI(Q) /Q 8[@ 8951 e
2q—2
< [/ ( Ou | > dm] X
N o \ |0
a 29\ 2q—1 2(1%1
X / Wi dx
Logo:
(4.28)
ou |?7* w ! - / ou 2qd 23_1d / ow qu 2qll<
x T x 0.
&Ei awl L‘I'(Q) - Q 8272 Q 8$7,
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Segue, entao, de (4.28) que:

(‘3@

ou
(91:1-

(4.29) e L7 (Q) = L1 (Q).

De um teorema conhecido resulta de (4.25) e (4.29) que:

(4.30) A(w)w € Wha'1(Q),

Por outro lado, temos que:

() |<i<z—1>/ all iy
U, v Wixw! = 1 89@ 8@ 8(1]1 v
ov
= <
CZ / ox; 8;1:Z o0x; d <
- ou %% | dw 2
<
<o Z/(a axi) " lzf

q

— el [Z Lo

A desigualdade acima pode ser reescrita na forma:

ox;

ox;

A (@), 0] < el (Z e

T %
= c|[vlly200 (Z/ o, ) (; g;i dx)
(4.31)
= clloll gy 12524 g ey
De (4.31) deduz-se que:
43) Al = s SO <,

ve
[[vllw#0

o0x;

1 2q—1
2¢g -1 | ¢
dx

ow
(‘9@-

@ 101wy

] _




Logo, de (4.32), obtemos que:

4. A = A < 22
(4.33) || (u)!’E(W(}gq(mwﬂq;fgl(m) - sluzf( )—1“ (wwll < cllull g1z,
WO’ Q

Afirmativa 4. O operador A satisfaz a hip6tese (H4), isto é, A é Fréchet difer-
encidvel em cada u € W = W, *(Q).
De fato, seja w, # 0, tal que w, — 0 em W,*(Q) e seja v € W, *(Q). Consid-

eremos M, uma funcao definida por:
M, = (A(u+wy), V) — (AU 0) s — <A’(u)wy,v)w,xw,

ou equivalentemente:

(434) }:/ g (ula) £ w(e))| (o) + wa) 5 do-
2q 2 n 2q—2
ou Ov ou ow, Ov
dx — 2 — 1 z dx.
8% ox; 0x; o ;( 4 ) /Q ox; Ox; Ox; o

Seja f(z) = |2|**% 2. Entao:

(4.35)  fi(2) = (20— 2)[227 S 2 222 = (20 — 2|20 4 |22 =

]
= (2¢ = )22
Temos que:
(4.36) f(a(u@)a;wy(x))) :‘a<u(x)a;wy<x>> - 5’(u(x)a—;w,,(x))
(@37 7 (Ze) — | 2ul),

)



O(u(z) + wy,(x)) . ou(x)

Pelo Teorema do Valor Médio existe &; , () entre tal
’ (93(:1 (%Z
que:
(4.38) O(u(x) + w, () [ Ou(x) + wy(x))  |du(x)|* du(x)
_, 0w, (7)
- — . 2q=2 7V,
= (24— Dl T

De (4.38) podemos reescrever a equagao (4.34) na forma:

R a2 |Ou(z) %] dw,(x) du(z)
(4.39) My_; /Q (2q — 1) [}gi,y(a;)} e ] o a0
Logo, obtemos:
(4.40)
- a2 |Ou(@)|* %] |Ow,(z)| | Ov(x)
1l < o= 03 [ flewl - |5 O | S e <
n - o 2q—2 O 5 2442731 (127;
s<2q1>{2/glgi,y<x>f F— |5 @) ;;m] } ~
i=1 ! !
- ov 2 i
. d —
S5l

[ _ ou(x) |*? 2 ow, (x T
= 2= Dlilhgory |3 [l - |25 5 dx}
=1

~ ; 22¢2q1 _22%12 24—1 2q
- 2g—2 |Ou(z) |7
=1

5y o

;qu%_l 2q 241
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Portanto, de (2.40), segue que:

(.41 M) < 20 = Dol | llygeny
n _2q9 2q—2
2g—2 6u(x) 2q—1 2q
: — = de| .
> [ [t - |2 ]
=1

De (4.41) resulta que:

!/
Ay — <
|A(u + w,) — Au— A (u)w,,HW,Lm(Q) <
2 2(;2—2
= 2g—2 | Ou(x) |22 !
< (2¢ = Dlfwy|ly2.20 0 Z/Q ‘|§,~7y(x)| - . dw] :
i=1 !

ow,
Como, por hipétese, w, — 0 em W;**(£2), entao U 0 em L*(Q). Logo,

x'l
ow,

Qa:i

ow

) . ainda denotada por ( V) , e uma
veN O veN

existe uma subsucessao de (

fungao h € L?1(Q) tal que:

dw,
(4.42) U(; (z) — 0, quase sempre em )
T
e
(4.43) ‘8118),,@) < |h(z)], quase sempre em (Q.
X

O(u(z) + dw,(x)) . ou(x)

De (4.42) e do fato que &; ,(x) estd entre resulta que:

ox; or;
(4.44) ‘fi,u(x)‘zq_z — 8;;1') . quase sempre em ), v — oo.
Portanto:
(4.45) ‘Kw(@‘mz - 8159(395) " — 0 quase sempre em (), v — o0.
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Ju(z)  Ow,(x) Ou(x)
. ; < .
Logo, de (4.46), resulta que:
2 ou(x) 2 ow,(x) 2
. ; < .
(4.47 \gxm\_m@>[a% +| 2
Portanto, de (4.47), obtemos que:
20—2] 7oL 2 ou(z)[**  |ow,(x)]*
. — e <
Por outro lado, como 2 é limitado temos que:
(4.49) ' 9ulz) < 0
8332- L24()
e
ow, (x)
. < 5 .
(4.50) H o 1Al 240

De (4.48), (4.49) e (4.50), resulta que:

2q
2q—2 2q—2

Ju(x)

8%

Ou(x)
8.771'

2q—2

< c(p) [\Si,y(m)!% +

(4.51) ||€i,u(fﬂ)| q] < c(p)lgl,

onde g € L'(Q).

De (4.45) e de (4.51) resulta do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

que:
n 3 o 2q—2 23732 2q
(4.52) JLIEO {Z/Q [l&ﬂ/(x)}% 2 %(x) ] dm} =0.
i=1 ¢
Logo:
G+ w,) — Au = A@w,|| _, 2
(4.53) lim whaT®

”w"”W&zq(Q)_’O kuHWOLQ‘J(Q)
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Do exposto conclui-se que A é Fréchet diferencidavel e A’'(u) é a derivada de

Fréchet de A em u.

Afirmativa 5. O operador A satisfaz a hipdtese (H6), isto é, A é a derivada de

Fréchet de um funcional convexo J definido sobre W = VVO1 29(Q)).

Com efeito, seja o funcional .J: Wy*?(Q2) — R definido por:

(4.54) J(u) = 2—1(12 /Q

A partir da defini¢ao de J dada pela equacao (4.54) e utilizando-se de forma andloga

2q

% . YulW, i (Q).

a demonstragao anterior prova-se que J é Fréchet diferenciavel e Au é a derivada de

Fréchet de J.
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