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RESUMO

O objetivo deste trabalho é o estudo da topologia das 3-variedades diferencidveis
compactas que admitem uma folheagao do tipo Morse compacta com singularidades.
Comecamos definindo conceitos como folheagoes diferenciaveis, funcoes de Morse e
folheagoes do tipo Morse. Provamos uma extensao do seguinte resultado

“Seja f : M — R uma funcao de Morse em uma superficie M compacta,
orientavel e conexa. Suponha que f possui exatamente uma singularidade do tipo
sela (e talvez outros pontos criticos de tipos 0 ou 2). Entao M é difeomorfa a S?
D? S' x I ou Hsy. Se flon é constante entao M ~ Hy.”

onde H, denota o disco com dois buracos. Este teorema descreve a topologia de
uma vizinhanga, em torno de uma singularidade do tipo sela, em duas dimensoes,
que pode ser encontrada no capitulo 9 do livro entitulado “Differential Topology”,
cujo autor é Morris W. Hirsch da editora Springer. Além disso, estudamos o caso
em que a variedade possui mais singularidades do tipo selas do que centros, onde as
separatrizes das selas sao iguais. No ultimo capitulo, damos algumas sugestoes para
trabalhos futuros.



ABSTRACT

The objective of this text is the study of topology of compact 3-manifolds dif-
ferentiables that admitting a compact Morse foliation with singularities. We begin
defining mathematical concepts concerning differentiable foliations, Morse functions
and Morse foliations. We prove the extension for dimension 3 of following result:

“Let f : M — R be an admissible Morse function on a compact connected
orientable surface. Suppose f has exactly one saddle (and perhaps other critical
points of type 0 or 2). Then M is diffeomorphic to either S?, D? S!' x I or H,. If
flaas is constant then M ~ H,.”

where H, denotes a disk with two holes. This theorem describe the topology of
neighborhood, around of singularity, in two dimension, that can be found in chapter
9 of the book entitled “Differential Topology”, where the author is Morris W. Hirsch
of Springer publisher. Futhermore, we study the case that manifold admitting more
saddle singularities than center singularities, where separatrix of saddle are equals.
The ultimate chapter contains sugestions for other futures works.
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Capitulo 1

Definicoes Basicas

Neste capitulo introduziremos os conceitos e notacoes basicas que utilizaremos
em todo escopo deste trabalho. Estaremos definindo Fungoes de Morse e Folheagaes,
assim como suas propriedades bésicas que utilizaremos durante este trabalho.

1.1 Folheagoes em Variedades Diferenciaveis

Nesta se¢ao introduziremos o conceito de folheagao e provaremos diversos resul-
tados fundamentais para o escopo deste trabalho.

Definicao 1. Seja M uma variedade de dimensao m.
Uma folheacio de dimensao n de M, é um atlas maximo F em M com as
seguintes propriedades:

1. Se (U,p) € F entao p(U) = Uy x Uy C R* x R™™™, onde U; e U, sao discos
abertos de R™ e de R™™" respectivamente.

2. Se (U,p) e (V,9) € F sdo tais que UV # () entdo as mudangas de co-
ordenadas 1 o o™t : (UNV) — ¢(U(V) satisfaz a seguinte expressao
(o™ (x,y) = (h(z,y), ha(y))-

Dizemos também que M ¢é folheada por F ou ainda que F é uma estrutura
folheada de dimensao n sobre M.
Chamaremos as cartas (U, ) € F de cartas trivializadoras de F.
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Definicao 2. Dada F uma folheagao de dimensao n em uma variedade M de
dimensao m, 0 < n < m. Consideremos uma carta local (U,¢) de F tal que
e(U) = Uy x Uy C R® x R™™. Os conjuntos da forma o ' (U; x {c}), ¢ € Uy
sao chamados de placas de U, ou ainda placas de F. Fixado ¢ € Uy a aplicagao
[ = ¢ Hoxia : Ui x {¢} — U é um mergulho, portanto as placas sao subvar-
iedades conexas de dimensao n de M. Além disso, se a e 3 sao placas de U entao
a=LFoualf=0.

Um caminho de placas de F é uma seqiiéncia aq,...,q, de placas de F tal
que aj(aj # 0,Vj =1,...,k — 1. Como M é recoberta pelas placas de F,
definiremos em M a seguinte relacao de equivaléncia:

“p ~ q se existe um caminho de placas aq, ..., com p € a; e g € ay.”

M




As classes de equivaléncia da relagao ~ sao chamadas de folhas de F.
Proposicao 1. Toda folha de F € um subconjunto de M conexo por caminhos.

Prova: Seja F' uma folha de F.

Se p, ¢ € F entao p ~ ¢q. Logo, existe um caminho de placas oy, ..., ax tal que
pEQ €qE .
Como cada placa «; é conexa por caminhosem M,Vi=1,... . kea;(aj+1#

0, Vj=1,...,k—1.
Logo, existe um caminho ligando p a ¢ continuo em F. W

Definicao 3. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m folheada por uma
folheacdo F de dimensdo n < m. O espago de folhas de F, M/F, é o quociente
de M pela relacao de equivaléncia R que identifica dois pontos de M se e sé se eles
estao na mesma folha de F.

Observe que, em geral, a topologia quociente M /F nao é Hausdorff, e portanto
dificil de ser estudada.

Definicao 4. Seja A C M. O saturado de A por F é por definicdo o conjunto
F(A) ={z € M; xRy para algum y € A}. Oude outra maneira, sem : M — M/F
é a projecdo no quociente, temos F(A) = 7 (m(4)) = U F,, onde F, denota a

€A
folha de F que contém .

Definicao 5. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m folheada por uma
folheacao F de dimensao n < m. Como cada folha de F é uma variedade, podemos
considerar o seu grupo fundamental, [3]. Dados um ponto p de F, folha de F, um
caminho fechado o em p contido em F e uma se¢ao transversal 3 a F em p, podemos
desenvolver caminhos a's contido em outras folhas de F, de modo que seu ponto
inicial e final ainda estejam em X, e tal forma, que formem levantamentos para
as folhas de F do caminho o em F. E de se esperar, que nao necessariamente,
nessas outras folhas, o ponto inicial e final do caminho «, seja 0 mesmo. E com
isso, podemos criar uma aplicacao de > em X que leva “ponto inicial”’em “ponto
final”, deixando p fixo, para cada caminho fechado a nao homotoépico em F. O
grupo dessas aplicacoes é chamado de holonomia da folha F. Nao é dificil mostrar
que a holonomia de uma folha F' nao depende do ponto p, assim como o grupo
fundamental de uma variedade, [1].

Vejamos um exemplo de folheacoes.
Folheagoes definidas por submersoes

Seja f : M — N uma submersao, onde M, N sao variedades diferenciaveis de
dimensao m, n respectivamente.

Pelo teorema da forma local das submersoes, dados p € M ¢ ¢ = f(p) € N
existem cartas locais (U, ) em M, (V1)) em N tais que p € U, q € V, o(U) =



U xUy CR"™™ xR e (V) =V, DU, e tal que o fop ! : U x U, coincide
com a segunda projecao (x,y) — y.

Note que, as cartas locais de (U, ) definem uma estrutura de variedade folheada,
onde as folhas sdo as componentes conexas das superficies de nivel f~!(c), c € N.

Definicao 6. Seja M uma variedade diferencial. Uma folheacao com singularidades,
F, em M, é uma folheagao F definida em toda M \ sing(F), onde sing(F) C M,
sing(F) é fechado e todos seus pontos sao isolados.

Exemplo 1: Seja f : M — R uma funcao de classe C', onde M ¢é uma variedade
diferenciavel de dimensao n compacta e conexa. Suponha que, f nao seja constante.
Note que, F possui, pelo menos, duas singularidades, o maximo e o minimo de
f. Logo, f é uma submersio em M \ sing(f), onde sing(f) := {p € M; f (p) =
0}, e portanto podemos estudar a folheacdo F definida por f~' em M \ sing(f).
Primeiramente, observemos que todas folhas de F sao compactas, pois f é continua
e M é compacta. Além disso, a folheacao F tem codimensao 1, ou, dimensao n — 1.
Como as folhas sao compactas podemos através delas entender que tipo de variedade
é M, e é justamente isso que vamos fazer no ultimo capitulo para fungoes de Morse.

Antes de prosseguirmos vamos enunciar dois Teoremas sobre folheagoes muito
importantes para este trabalho, e que utilizaremos fortemente no ultimo capitulo.

Teorema 1. (Estabilidade Local de Reeb)

Sejam F uma folheacdio de classe C' e codimensdo n de uma variedade M e F
uma folha compacta com grupo de holonomia finito. Eziste uma vizinhanca U de
F, saturada por F, na qual todas as folhas sao compactas com grupo de holonomia
finito.

Teorema 2. (Estabilidade Global de Reeb)

Sejam F uma folheacao transversalmente orientdvel de classe C e codimensao
1 em M uma variedade compacta e conexa e F uma folha compacta com grupo
fundamental finito. Entao todas as folhas sao difeomorfas a F.

A prova desses dois resultados podem ser encontradas em [1].

1.2 Funcoes de Morse

Nesta secao a palavra “diferencidvel” denotara infinitamente diferenciavel, i.e.,
as fungoes de classe C*®. O espago tangente a uma variedade diferencidvel M no
ponto p serd denotado por T,M. Se g : M — N é uma aplicagao diferenciavel com
g(p) = q, ent@o induz uma aplicacdo linear nos espagos tangentes que sera denotada
por ¢ (p) : TyM — T,N.

Definicao 7. Seja f uma funcao diferencidvel real definida em uma var-
iedade diferenciavel M. Um ponto p € M é chamado de ponto critico
de f se induz uma aplicacio f'(p) : T,M — Trm»R nula.  Tomando
um sistema de coordenadas (z1,xs,...,%,) em uma vizinhanga U de p temos
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Of ) _0F o
0xy p O p)= - Ox,
critico de f.

(p) =0. O numero real f(p) é chamado de valor

Denotaremos por M“ o conjunto dos pontos x € M tais que f(x) < a. Se a ndo
é um valor critico entao, pelo Teorema da funcao implicita, M é uma variedade
diferencidvel com bordo. O bordo f~!(a) é uma subvariedade diferencidvel de M.

Definicao 8. Um ponto critico p ¢é dito nao degenerado se a matriz
0 f

H(f)(p) = (8:1:02: ' (p)) ¢ nao singular, ou seja, com determinante nao nulo. Clara-
O

mente, ser nao degenerado é um conceito que independe do sistema de coordenadas.
Chamamos essa matriz de o Hessiano de f em p.

Utilizando o Teorema da Funcao Inversa obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 2. Sejam M € variedade diferenciavel compacta e f: M — R uma
funcao diferencidvel. Se todos os pontos criticos de f sao nao degenerados entdo so
existe uma quantidade finita de pontos criticos de f.

A demonstracao do resultado acima é clara, uma vez que os pontos criticos serem
nao degenerados implica, pelo Teorema da Fungao Inversa, em serem isolados, e dai,
como M é compacta, s6 podem existir em nimero finito.

OBS: Todas as funcoes f nas condi¢oes da proposicao acima serao chamadas de
funcoes de Morse.

Definicao 9. O indice de f em p, ou indice de H em T),M, serd a dimensao maxima
do subespaco de T, M em que H ¢é negativa definida. Observe que, como H ¢é uma
matriz podemos encontrar os autovalores de H, a dimensao do autoespaco formado
pelos autovetores associados a autovalores negativos, é o indice de f em p.

O Lema de Morse mostra que na vizinhanca de qualquer ponto p, f pode ser
completamente descrita em coordenadas locais, utilizando apenas o indice de f em
P, 0 que caracteriza localmente qualquer funcao de Morse em uma vizinhanca de um
ponto critico.

Lema 1. (Lema de Morse)

Seja p um ponto critico nao degenerado para f. FEntao existe um sistema de
coordenadas locais (y1,Yz, - - ., Yn) definidos em uma vizinhanga U de p com y;(p)
0,Vi=1,2,....,n e tal que a identidade f = f(p) — (y1)* — (y2)*> — -+ — (yn)?
(Yrr1)? + (Yrs2)®* + -+ + (yn)? vale em U, onde X € o indice de f em p.

_|_

Definicao 10. Dada f : M — R uma funcao de Morse, dizemos que um ponto
critico p de f é uma singularidade do tipo centro se o indice de f em p é igual a 0 ou
n, onde n é a dimensao de M. Caso contrario, dizemos que p é uma singularidade
do tipo sela.

Observe que conhecemos a natureza de f em vizinhangas de suas singularidades,
sendo centros ou selas.



Folheacoes definidas por funcoes de Morse

Seja f : M — R uma funcao de Morse, onde M ¢é uma variedade compacta.
Na secao anterior, vimos que f~! define uma folheacao de codimensao 1 em M, que
denotaremos por F. Como M é compacta sabemos que todas as folhas de F sao
compactas. Observe que, dado p uma singularidade de f do tipo centro, tem-se que
as folhas de F em uma vizinhanga de p, pelo Lema de Morse, sao difeomérficas a
esferas S"71, esferas de dimensao n — 1.

1.3 Folheacao de Morse

Nas duas sec¢oes anteriores definimos folheagao e fungao de Morse, nesta secao
vamos agrupar esses conceitos e definir o cerne fundamental de nosso trabalho que
é: Folheacao de Morse.

Seja w uma 1-forma integravel de classe C", r > 2 em uma variedade M de
dimensao n > 2. Pelo Teorema de Frobenius, [6], a distribuigao Ker(w) = {(p,v) €
TM; w(p)v = 0} define uma folheacdo F de codimensdao um e de classe C" em
M \ sing(w) onde sing(w) = {p € M;w(p) = 0}.

Definicao 11. Uma singularidade isolada p € sing(w) é do tipo Morse se w pode
ser escrita como w = g df, para algumas funcoes de classe C", g, f, definidas em uma
vizinhanca V' de p, onde g # 0 e f é uma forma quadratica nao degenerada.
Equivalentemente, existe uma vizinhanca V de p e uma funcao de classe C',
f 'V — R, com pontos criticos nao degenerados em p, tais que F }V\{p} ¢ dado

pelos niveis de f em V' \ {p}.

Neste caso, a separatriz de F passando por p é dada pela LU {p}, onde L é a
folha de F tal que p € L, equivalentemente L N (V' \ {p}) € £~ (p).

Uma singularidade do tipo Morse é chamada de centro se todos os autovalores
de f tem o mesmo sinal, caso contrario, a chamamos de sela.

Uma singularidade do tipo Morse, p € sing(w), é um centro, se e somente se,
todas as folhas de F préximas de p sao difeomérficas a (n — 1)-esfera. De fato,
localmente a 1-forma sera uma fungao do somatério dos quadrados das coordenadas
locais, e os niveis da funcao serao dados pela igualdade desses somatorios com con-
stantes, o que caracteriza as esferas.

Definicao 12. Uma folheacao F em M com singularidades isoladas serda chamada
de orientdvel, se existir uma 1-forma integravel w em M, tal que sing(F) = sing(w)
e a folheagao definida fora de sing(F) for dada pela restri¢ao w| M\sing(F)"

A escolha de uma 1-forma, w, serd chamada de orientacdo de F, e duas 1-formas
distintas, w e w’, definirdo a mesma orientacdo para F, se w = h.w, para alguma

funcao real positiva h definida em M.

Definicao 13. Uma folheacao F com singularidades de Morse tem conexao de
selas, se existem duas selas p # ¢ € sing(F) e uma folha L de F acumulando-se,



simultaneamente, em p e em ¢q. Ou equivalentemente, se existe uma separatriz de F
contendo as duas singularidades distintas.

Dizemos que uma singularidade do tipo sela, p € sing(F), é auto-conectada, se
existe uma folha L de F que contém dois ramos locais distintos das separatrizes de
F em p.

Definicao 14. Dizemos que uma folheacao F orientavel, de codimensao um e de
classe C", r > 2, em uma variedade M, com conjunto singular sing(F), é do tipo
Morse, se as singularidades de F sao do tipo Morse e F nao tem conexao de selas,
entretanto, auto-conexoes sao permitidas.

Uma folheagao de Morse, F, que possui todas as folhas fechadas fora de sing(F),
sera chamada de compacta.

OBS: Observe que, todas as folheagoes definidas por fungoes de Morse, sao fol-
heacoes de Morse como definimos acima. Além disso, caso M seja compacta, as
folheacoes sao folheacoes compactas.

Exemplo Considere S? = {(x,y,2) € R% 2?2 +y> + 22 =1} e f : S — R definida
por f(z,y,z) = z uma funcao de Morse. A folheacao induzida por esta funcao f
tem duas singularidades do tipo centro, p; = (0,0,1) e p, = (0,0, —1), que sao os
pontos de maximo e minimos de f, respectivamente, veja a figura abaixo.

‘z

S S

VY VY

N_

Note que, no exemplo 1, vemos que as fungoes de Morse definem uma folheacao
do tipo Morse. Utilizando algumas condic¢oes sutis o inverso também é verdade, de
fato temos:



Capitulo 2

Classificacao Local

O estudo de propriedades topoldgicas para variedades é muito amplo e
abrangente, a muitas décadas, diversos matemaéticos se concentraram em desenvolver
resultados que, de alguma forma, contribuissem para esse estudo. O nosso trabalho
estd diretamente relacionado com os trabalhos de Reeb [12], Kuiper [9] e Eells [2],
que tratam das restri¢coes geradas nas variedades diferenciaveis quando assumimos
a existéncia de funcoes reais nao degeneradas definidas nas mesmas. Através das
propriedades destas funcoes, e de um aparato topoldgico, conseguiram classificar
quais variedades que suportam um determinado tipo de aplicacao.

Nosso objetivo principal é descrever a topologia das 3-variedades compactas
(possivelmente com bordo) equipadas com uma folheagao do tipo Morse compacta,
F, utilizando o nimero de centros ¢(F) e o nimero de selas S(F) do conjunto singu-
lar sing(F). Sabemos que existe uma f : M — R, fungao de Morse, de modo que
F é definida por f e sing(F) = sing(f). Logo, podemos utilizar, simultaneamente,
as propriedades de folheacoes com as propriedades de funcoes de Morse.

Neste caso, a separatriz de uma sela p de uma folheacao do tipo Morse pode ser
de trés tipos diferentes: uma esfera bidimensional com os pélos identificados, C?,
um toro bidimensional singular com um meridiano identificado, T2, e duas esferas
bidimensionais unidas apenas por um ponto, E3. Para provarmos isso, procederemos
de um modo similar ao estudo do caso de dimensao dois encontrado em [5], Capitulo
9, para fncoes de Morse. Note que, p é ponto critico de indice 1. Seja ¢ > 0 tal
que p é o tnico ponto critico em G = f~!([—¢, €]). Assuma que, G é conexo. Defina
C_ = fl=e), Co = f710) e Cy = f~!(e). Entao, Cy e C_ sdo superficies
compactas sem bordo e C';, UC_ = dG. Suponha agora, que G ¢é orientavel. Como
G é conexo entao para Cj existem apenas trés opgoes:

Opgao 1: Cy = C? onde C? = u([0,27)?), u : [0,27]* — R3 e u(f, ¢) = ((cos() +
1)sen(y), sen(0), (cos(0) + 1)cos(y)).



Opgao 2: Cy = T2, onde u : [0,27] x [—7, 7] — R u(0,p) = ((f(p)cos(f) +
2)sen (), sen(), (f(p)sen(8) + 2)cos(p)) e

16

1
() = { L TR i p € (<,9)

17 if 2 € [_ﬂ-? _%] U [%77‘-]

2 A J(©)

K

At —————
PP

1

1
ST S
ST S

Opgao 3: Cy = FE? onde u : [-m7 x [0,271] — R e u(f,p) =
@, sen(@)sen(), cos(s)

2

Ell

Observe que, nao existem outras opgoes para Cjy, visto que Cy é uma superficie
compacta singular, isto é, nao regular em apenas um ponto. Além disso, a singu-
laridade de Morse p, que pertence a Cj, é uma sela, e portanto consegue definir um
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campo de linhas em Cy \ {p} nao singular, ou, simplesmente um campo de linhas em
Cp com somente uma singularidade, p. Portanto, nao podemos ter outras superficies
compactas singulares além das descritas acima.

Nos exemplos abaixo, ilustraremos algumas folheacoes do tipo Morse definidas
em algumas variedade compactas com bordo em R3.

Exemplo 1:

Consideremos N a variedade definida da seguinte forma: peguemos uma bola
fechada em R?, chamaremos de D?; peguemos, agora, um toro cheio contido no
interior de D?, chamaremos de T7; e finalmente, definiremos N := D3\ T3, onde A
significa o menor conjunto fechado contendo A na topologia de R3. Obviamente, N
¢ uma bola em R?® menos um toro cheio.

Observemos que, podemos colocar uma cépia C? dentro do interior de N, de
tal forma que, o interior de C? contenha T e que nenhum meridiano de 77 seja
null-homotépico no interior de C2. Agora, vamos munir N de uma folheacao F de
codimensao 1 formada apenas por 2-esferas, S?, e por toros 72 := S* x S!, definida
da seguinte forma: entre o bordo de D3 e C? as folhas sao esferas S2, dispostas de
tal forma que o interior dessas esferas contém C?; e, entre C? e o bordo de T2 as
folhas sao toros T2, dispostas de forma que o interior desses toros contém o bordo
de T3. Observe que, esta folheacio F é uma folheagao do tipo Morse com apenas
uma singularidade do tipo sela, cuja separatriz ¢ C?. Chamaremos a variedade N
de DT3.

Exemplo 2:

Neste exemplo 2, vamos considerar N a variedade definida de modo inverso a do
exemplo 1, ou seja, da seguinte forma: peguemos um toro cheio em R?, chamaremos
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de T?; peguemos, agora, uma bola fechada contida no interior de T, chamaremos
de D?; e finalmente, definiremos N := T3\ D3. Obviamente, N é um toro cheio em
R3 menos uma bola. Note, também, que S?, esfera de dimensao 3, pode ser descrita
como a uniao pelo bordo de dois toros cheios, identificando os meridianos de um
toro com os paralelos do outro, e portanto o exemplo 1 e o exemplo 2 sao a mesma
figura vistas de perspectivas diferentes em S3.

Observemos que, podemos colocar uma cépia T dentro do interior de N, de tal
forma que, o interior de T? contenha D3. Agora, vamos munir N de uma folheagao
F de codimensao 1 formada apenas por 2-esferas, S?, e por toros T? := S' x S!,
definida da seguinte forma: entre o bordo de T3 e T?? as folhas sdo toros T2, dispostas
de tal forma que o interior desses toros contém T7?; e, entre T2 e o bordo de D? as
folhas sao esferas S2, dispostas de forma que o interior dessas esferas contém o bordo
de D3. Observe que, esta folheacao F é uma folheacao do tipo Morse com apenas
uma singularidade do tipo sela, cuja separatriz é T?. Chamaremos a variedade N
de TD3.

Exemplo 3:

Consideremos N a variedade definida da seguinte forma: peguemos uma bola
fechada em R3, chamaremos de D?3; peguemos agora duas outras bolas fechadas dis-
juntas contidas no interior de D, chamaremos de D3 e D3; e finalmente, definiremos
N := D3\ (D3 U D$). Obviamente, N é uma bola em R? menos duas bolas, ou seja,
uma bola com dois buracos.

Observemos que, podemos colocar uma cépia E3 dentro do interior de N, de tal
forma que, cada uma das bolas D3 e D3 estejam contidas em componentes conexas
distintas do interior de E?, pois o interior de E2 é desconexo. Agora, vamos munir
N de uma folheacao F de codimensao 1 formada apenas por 2-esferas, S?, definida
da seguinte forma: entre o bordo de D? e E3 as folhas sdo esferas S?, dispostas de
tal forma que o interior dessas esferas contém E?; e, em cada uma das componentes
do interior de E?% as folhas sdao esferas S? contendo a bola que pertence a essa
componente, ou seja, contendo ou D? ou D3. Observe que, esta folheacio F é uma
folheagao do tipo Morse com apenas uma singularidade do tipo sela, cuja separatriz
¢ C?. Chamaremos a variedade N de DD?3.
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Os exemplos acima, sao muito importantes, uma vez que eles formam todos os
casos que podem ocorrer em uma vizinhanca de uma singularidade p do tipo sela,
como veremos no seguinte resultado:

Teorema 3. Seja F uma folheagao do tipo Morse, compacta, em uma 3-variedade
M3 compacta. Suponhamos que, existe f : M — R, funcdo de Morse, tal que F €
definida por f e sing(f) = sing(F). Seja N um subconjunto fechado de M saturado
por F que contenha uma vizinhanga de p e tal que N N sing(F) = {p}, onde p é
uma singularidade do tipo sela de F. Entao, temos trés possibilidades:

i) N é homeomorfo a DT? e F € a folheagdo descrita no exemplo 1.
i) N é homeomorfo a TD? e F é a folheagdo descrita no exemplo 2.

i) N é homeomorfo a DD? e F € a folheagdo descrita no exemplo 3.

O resultado acima é a versao em dimensao trés do Teorma 3.4 do Capitulo 9
em [5] que decreve a topologia das superficies que admitem uma funcao de Morse
com somente uma singularidade do tipo sela. No nosso caso, estamos interessados
nas folheagoes do tipo Morse compactas, que podem ser obtidas através dos niveis
de qualquer funcao de Morse definida em uma variedade compacta.

Prova do Teorema 3: Seja N como na hipdtese. Sabemos que, existe f : M — R
uma funcao de Morse cujos niveis descrevem a folheacao F e cujo conjunto singular
é idéntico ao de F, sing(f) = sing(F). Suponha que, f(p) =0e N = f~'([—¢,€]),
para algum ¢ > 0. Podemos assumir que, N é conexo. Potanto, f~1(0) ¢ uma
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separatriz de p. Como f~!(0) é compacta entao f~1(0) é homeomorfa & C?, T? ou
E2. Temos, entao, trés casos a considerar:

1Y Case: Suponha que, f~1(0) = C?.

Como cod(f~'(0)) = 1 entdo o campo gradiente grad(f) nos fornece o sentido
de interior e exterior para cada f~1(p), Vp € [—¢, €]. Podemos assumir que, N estd
mergulhada em R?, pois f~1(0) = C? e C? mergulha em R?, portanto, podemos
diminuir € para préximo de 0. De fato, como f~1(0) = C? é compacto, podemos
utilizar uma quantidade finita de parametrizacoes de M e a funcao que mergulha C?
em R3. Através disso, podemos supor, sem perdar de generalidade, que o conceito
de interior e exterior fornecido, anteriormente, pelo grad(f) coincide com o conceito
natural de interior e exterior em R?. Note que, N\ f~1(0) é desconexo e possui duas
componentes conexas N; e N,, onde N; denota o interior de N e N, o exterior de N.
Como todas as folhas sao compactas, entao a holonomia de qualquer folha é sempre
finita, e como a folheacao nao possui singularidades, excetuando-se a singularidade
p, entdo, usando o Teorema 1, lei (ou ]:’Ne) possui todos os niveis iguais, i.e.,

homeomorfos dois a dois. Logo, F | N, (ouF ’ ) possui todas as folhas homeomorfas
a 5% ou n-Toros, onde n € {1,2,3,...} e n estd fixo em ]:‘N_ (ou .7-"|N , respecti-

vamente), [6]. Agora basta analisarmos quais sao as unicas folhas que podemos ter
folheando F ‘ N (ou F ‘ N ). Daqui para a frente toda as vezes que nos referirmos a

folheacao F em N, vamos estar utilizando o fato de N estar mergulhada em R3,
para simplificarmos nossas idéias.

Suponha que, o interior de C? possua uma folheacao com folhas homeomorfas &
S2. Considere Ly uma folhas de F préxima de C?. Obviamente, Ly & S?, pois dentro
de C? todas as folhas sao iguais & S2, como visto acima. Observe que a intersecao
de {z = —3} com C? sao dois circulos, chamaremos de T'. o circulo nesta interse¢ao
que possui o menor raio. Note que, I'. tem homotopia nio trivial em C? \ {p}.
Portanto, se Ly estd préxima de C? podemos utilizar o campo gradiente, grad(f),
para “projetar”, através do fluxo dado pelo campo, I'. em uma curva fechada I'y em
Lo. Logo, I'y é bordo de um disco D? em Ly, pois Ly = S?. Por outro lado, usando
grad(f) para projetar este disco em um disco dentro de C?\ {p} com bordo L.. Isto
implica, que L. possui homotopia trivial, e isto é uma contradicao.
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Suponha que, o interior de C? possua entao somente folhas homeomorfas & 2-
toros. Seja Ly & 2-toros uma folha préxima de C2. Como estamos em R?, podemos
seccionar C? U Lg por planos az + by = 0, a,b € R tais que a? + b* # 0. Para algum
a e b, dentre todos os anteriores, existira uma secao mg, fruto desta intersecao, que
conterd cinco circulos C7, Cy, C5, Cy e (5, tais que C7 N Cs é somente um ponto;
CLUCy C C% C3UCyUC5 C Lo; int(Ch) Nint(Cy) = 0, int(C;) N int(Cy) = 0,
Vi,j € {3,4,5} e i # j; e, dois dos ciculos entre C3, Cy e C5 estdo contidos em
int(Cy) ou int(Cy). Podemos assumir, sem perda de generalidade que, C5, Cy estao
contidos em C e C5 esta contido em Cy, ver figura abaixo. Como Lj esta préoximo de
C? entao ou C3 possui seu raio préximo ao raio de C! e C, possui seu raio préximo
de zero, ou vice-versa, ou, ainda, ambos possuem seus raios préximos de zero; pois
o interior de ('3 nao contém C) e vice-versa.

T T
0 0

Observe que, o campo gradiente é ortogonal a todas as folhas de F, vide [5],
em particular, é ortogonal a Lg, e como ja dito antes, esta orientado para o interior
das regides. Como f é uma fungao de classe C* entao grad(f) é de classe C em
M. Portanto, se Ly estd proximo de C? entao o grad(f) evaluado nesses pontos
terda imagens muito préximas, i.e., vetores proximos. Note que, como o gradiente
esta orientado apontando para o interior das regioes, e esse conceito, como ja vimos,
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coincide com o conceito natural de R?, entao pontos antipodas no circulo possuem
vetores gradientes, grad(f), distantes, contrarios. Logo, como em qualquer caso
temos circulos com raio proximo de zero temos pontos antipodas préximos, e isso
contradiz o fato do vetor gradiente ser de classe C™.

Obviamente que, o mesmo ocorrerd se as folhas forem n-toros com n > 2. Por-
tanto, as folhas do interior de C? s6 podem ser 1-toros. Analogamente, podemos
mostrar que o exterior de C* somente pode ter folhas esferas S?. Entao, i) estd
provado.

2° Caso: Suponha que, f~1(0) = T2

Podemos, analogamente ao 1° Caso, usar as folhas préximas de T? em R?
para extender os conceitos usados no 1° Caso. Repetindo os argumentos feitos no
1Y Caso, podemos seccionar T pelo plano {z = 0}, afim de obter a curva chamada
de “figura oito”. Seja Ly uma folha préxima de T2, mas contida no interior de T2.
Se seccionarmos Ly por {z = 0}, obteremos uma tnica curva fechada 'y = S*.
Portanto, L & S2.

Analogamente, dada Ly uma folha préxima de T2, mas contida no exterior de
T2, temos que, a regiao {z = 0} NT? pode ser aproximada por dois circulos, C;, Cy;
e fazendo a intersecao {ax + by = 0} N T2 onde a,b € R, a® + b? # 0, vemos que 0s
pontos de Cy, Cy estdao unidos por circulos S!. Portanto, Ly = T?. Entao, ii) estd
provado.

3% Caso: Suponha que, f~(0) = E3.

Usando os mesmo argumentos dos dois casos anteriores, vamos concluir que
todas as folhas de F sdo homeomorfas & S?. Entdo, iii) estd provado. W

Usando este teorema obtemos os seguintes corolarios:

Corolario 1. Seja F uma folheacdo do tipo Morse, compacta, em uma 3-variedade
M? compacta. Suponha que, F é tangente ao OM, F possui somente uma singu-
laridade do tipo sela p. Entdo M?® é homeomorfa ou o DT, TD?* ou DD? e F
¢ descrita pelos exemplos 1, 2 ou 3, respectivamente, ou a uma variedade em R*
dada pela unidio de DD? com S* x [0,1] coladas pelos bordos. Consequentemente,
nao existem variedades de dimensao trés fechadas suportanto uma folheacao F de
Morse com somente uma singularidade do tipo sela.

Prova do Corolario 1: Como M? sé possui uma singularidade do tipo sela entao
podemos tomar N = M3. Nos casos em que, tomando uma vizinhanca menor N da
singularidade p temos N = DT? ou N' = TD?, entdo como o bordo de cada uma
dessas variedades sao superficies distintas, S? e T2, é impossivel, através de uma
regiao sem singularidades, transformar esses bordos em outra superficie, ou colé-los
de modo que nao existissem em M. No caso em que N = DD?, temos duas opcoes:
a primeira, é que M? mergulhe em R?, e portanto teremos M3 = N = DD3; a
segunda, é que como M? nio mergulha em R® e N’ possui trés esferas S? como
bordo, pois N = DD? M?3 serd entdo formada por N’ unido pelo bordo com um
cilindro esférico S? x [0,1] (cuja folheagao trivial ndao é singular) onde seu bordo,
que é composto de duas esferas S?, ¢ identificado com duas dentre as trés esferas
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/ J1, . .~ . .

do bordo de N'. Neste tltimo caso, essa unido se procede em R* criando assim M
uma variedade com bordo formado apenas por uma esfera S2. Em todos os casos,
M possui bordo, e portanto nao pode ser fechada. M

Corolario 2. Seja M3 uma variedade compacta de dimensdo trés irredutivel. Nao
existe uma folheagdo F do tipo Morse compacta definida em M3 com somente uma
singularidade do tipo sela.
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Capitulo 3

Caso: Mais Selas do que Centros

Nao estamos interessados somente em descrever o caso em que temos apenas
uma singularidade do tipo sela na variedade de dimensao trés, queremos entender a
topologia da variedade quando acontece de possuirmos mais singularidades do tipo
sela que singularidades do tipo centro. Este caso é bem mais amplo, e o resultado
abaixo nos fornece uma resposta completa para o caso em que as singularidades do
tipo sela admitem separatrizes apenas do tipo E3.

Teorema 4. Seja M uma 3-variedade compacta e conexa (possivelmente com bordo)
e F uma folheagao do tipo Morse definida em M. Suponhamos que, existe f : M —
R, fun¢ao de Morse, tal que F € definida por f e sing(f) = sing(F). Assuma que
S(F) = c(F) + k para algum k € {1,2,...}. Se todas as separatrizes das selas em
F sao E3 e M? mergulha em R? entao OM # () e OM ¢é formado por k + 2 esferas
S2, ou seja, M ¢é uma bola em R com k + 1 buracos.

E importante notar que precisamos da hipétese de M mergulhar em R3. Ob-
servemos que, ao retirar essa hipétese, vamos ter muitas opcoes para a variedade M,
visto que nao temos como determinar como as esferas se conectam. No Corolario 1,
vimos que as esferas do possivel bordo de M podem se conectar através de um cilin-
dro esférico, S? x [0, 1], eliminando assim essas esferas do bordo, uma vez que elas,
ao se conectarem, nao fazem mais parte do bordo. Por exemplo, uma superficie com
dois circulos, S, no bordo pode ser transformada, em R?, pela simples “colagem”
desses circulos, por intermédio de um cilindro, S* x [0,1], tornando-a assim uma
superficie sem bordo. Dessa mesma forma, os possiveis k£ 4+ 1 buracos, poderiam ou
nao existir, e até possivelmente, no caso em que k é impar, M poderia ter bordo
vazio, ou seja, ser fechada.

Prova do Teorema 4: Iremos provar esse resultado utilizando a inducao dupla em
ke c(F).

1* Base: Suponha que, ¢(F) = 0.

2% Base: Suponha que, k = 1.
Entdo, M3 =~ DD? =~ D3\ (D3UD3), pelo Corolario 1.

2* Hipétese de Indugao: Se k < [ entdo M?* = D*\ D{U...UD; .
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2% Passo: Suponha que, k = 1.

Como M3 mergulha em R?® e F tem codimensdo um entao todas as
folhas de F tem dimensao dois e, por hipétese, sao compactas, além disso
podemos usar o conceito natural de interior e exterior que temos em R?
para as folhas F, e, podemos supor, sem perda de generalidade, que o
sentido de interior e exterior dado pelo vetor gradiente coincide com o
sentido natural de R3.

Seja p uma singularidade do tipo sela de F. Note que, F, = E3, e,
portanto uma vizinhanga de F, possui todas as folhas de F homeomorfas
a esferas 52, com excegao de F,. Como o sing(F) é finito entao podemos
supor que o int(F,) nado contém singularidades de F, i.e., int(F,) N
sing(F) = 0. Seja L, uma folha de F préxima de F, tal que L, C ext(F,)
e int(L.) N sing(F) = {p}.

Denote M = M \ int(L.) e F = F|,,. Entao sing(F) =1—1,
S(F)=1—1ec(F) = 0. Portanto, M = D3\ (D3U...UD}), pois
podemos utilizar a 2 Hipétese de Inducao. Note que N = int(L,)
é uma trés-variedade com uma folheacao de Morse F'=F | com uma
Unica singularidade, que é uma singularidade do tipo sela p, € a separatriz
de p é E3, portanto, pelo Coroldrio 1, N = D3\ (D3UD?). Entao,
M = D*\ (D{U...UD} ,UD3UD?).

1* Hipotese de Inducao: Se ¢(F) <l —1e S(F) = ¢(F) + k entdo M =
D\ (D{U...UD}).
1 Passo: Suponha que, ¢(F) = I.

Seja p uma singularidade do tipo centro de F. Vamos definir C,,(F) como sendo a
componente conexa que contém p do subconjunto de M contendo p e todas as folhas

do tipo esferas S? de F. Note que, dC,(F) é separatriz para alguma singularidade
do tipo sela de py de F. Temos quatro casos para analisar:

1° Caso: F,, = E3, i.e., F,, contém duas esferas S; e Sy tais que S; N Sy = {po},
int(S1) Nint(Sz) = 0 e ou int(Sy) D {p} ou int(S2) D {p}.

Podemos assumir que, int(S;) D {p}. Sabemos que, ext(F,,) é folheada por
esferas S? proximas a Fj,,. Seja S, uma folha de F préxima de F, tal que (int(S.)N
ext(F,,)) N sing(F) = 0.
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Considere F = F ’ Podemos extender F identificado Sy com S., e

ext(Se)
= ‘7:{527 pois Sy, = S,. Portanto, F estd definido em M,

C(F)=cF)—1lec(F)+k=sF). Logo, M = D3\ (D}U...UD}_,), pela
1* Hip6tese de Inducao.

considere F’ |m HS2)

2° Caso: F,, = E3, i.e., F,, contém duas esferas S; e Sy tais que S;NSy = {po}, ou
int(S1) D int(Sz) e int(Sy)\int(Se) D {p} ouint(Ss) D int(Sy) e int(Sy)\int(S1) D
{r}-

Podemos assumir que int(S1) D int(Sy) e int(S1) \ int(S2) D {p}. Sabemos que,
ext(F),) é folheado por esferas S? proximas de F),,. Seja S, uma folha de F préxima
a Iy, tal que (int(Se) Next(Fy,)) N sing(F) = 0.

Considere F = F |m . Podemos extender F  identificado S, com S,, e con-
sidere F' ‘int 5.) 3’:‘52, pois 52 >~ S,. Logo, F est4 definido em M, ¢(F') = ¢(F)—1
e c(F)+k= S(j’:/). Portanto, M = D*\ (DjU...UD},,), pela 1* Hip6tese de
Inducgao.

3" Caso: F,, = E?, i.e., F,, contém duas esferas S; e Sy tais que S; NSy = {po},
ou int(Sy) D int(Ss2) e int(Sy) D {p} ou int(Sz) D int(Sy) e int(Sy) D {p}.

Analogamente ao 2° Caso.

4% Caso: F,, = E?, i.e., F,, contém duas esferas S; e Sy tais que S; NSy = {po} e
ext(Fp,) 2 {p}.

Sabemos que, préximo a Sy e Sy, as folhas de F sdo esferas S?. Seja S, e S;,
folhas de F préximas de S; e S, respectivamente, tais que {[int(Sy) N ext(S;, )| U
[int(S2) Next(S;,)]} N sing(F) = 0.

Considere M’ a variedade resultante pela “colagem”do int(S;,) e int(S;,) pelo
bordo, S;, e S;,. Note que, M mergulha em S%. Considere em M a folheacio
F deﬁmda por F = }"‘mt uint(S,)" Como S(F) > ¢(F) entdo S(F |-—=— ) >

o(F m) ou S(F |znt(5’ > c( ]—"‘ . Portanto, int(S;,) ou int(S;,) possui

algum “buraco”, i.e., dint(S;,) ou 8mt(512) contém pelo menos uma esfera .S;, ou
S;,, respectivamente. Entdo, M  mergulha em S® mas M néo é homeomorfa a S°.
Logo, M mergulha em R?, pois S*\ {¢} = R?, onde ¢ € S® qualquer ponto.

znt

fmt
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Note que, ¢(F) = 1l —1e ¢(F)+k = s(F). Portanto, M
(Di"L:J...L:JD,iH), pela 1 Hipétese de Indugdo. Entdo M = M
(D3U...UD}.). N

D3\
D3\

e 112

O teorema 4 mostra que o caso tri-dimensional é bem mais sutil que o caso de
duas dimensoes, de fato, uma das razoes é que possuimos trés opgoes para separa-
trizes de selas. A primeira extensao natural do caso de duas dimensoes, é quando
temos as separatrizes de sela do tipo E?, pois esta ¢ a “figural oito” natural em trés
dimensoes. Sendo assim, comegamos o capitulo fazendo este resultado.
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Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho exploramos a topologia das variedades tri-dimensionais com-
pactas e conexas que possuem uma folheacao de Morse compacta com mais sin-
gularidades do tipo sela que centros. Fizemos apenas alguns casos, pois vimos a
sutileza deste tema. Como sugestao para trabalhos futuros podemos acrescentar
algumas perguntas:

1. Podemos no teorema 4 retirar a hipétese de M mergulhar em R3?

2. No teorema 4 o que aconteceria se as separatrizes fossem todas 77 ou C?? E
se podessem ser dos trés tipos? Ainda assim pode ou nao M ser mergulhada
3
em R°?

3. O que poderiamos ter em dimensoes maiores que trés? Quais seriam as selas
para dimensoes maiores que trés?

4. O que ainda se mantém se a folheacao nao tiver folhas compactas?

Essas e muitas outras perguntas servem como caminho, para podermos extender
este trabalho. O caso de dimensao maior que trés é bastante complexo, pois em
todo texto utilizamos fortemente o fato de que sabemos quais sao as variedades de
dimensao dois compactas, isso ja nao ocorre com as variedades de dimensao trés
compactas, que serao as suas folhas no caso de dimensao quatro.
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