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SUBGRUPOS NORMAIS FINITAMENTE GERADOS EM GRUPOS
LIMITES

ELAINNE LADISLAU FERREIRA PEREIRA

MANAUS
2009



 
 
 
 
 

Livros Grátis 
 

http://www.livrosgratis.com.br 
 

Milhares de livros grátis para download. 
 



UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS - UFAM
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RESUMO

Subgrupos Normais finitamente gerados em Grupos Limites

A caracterização de Sela sobre os grupos limites como subgrupos finitamente gerados de
grupos torres ω-residualmente livres foi feito através do resultado descrito a seguir:
Considerando um espaço topológico X como obtido pela colagem de uma superfı́cie Σ sobre
um espaço Y . Se existe ϕ : X → Y um retrato de X sobre Y , enviando um subespaço Y ′ de Y
tal que π1(Y

′) é não abeliano, então o resultado de Sela garante que π1(X) é um grupo limite.
Com esta caracterização provaremos a:
Proposição: Seja Γ um grupo limite não abeliano e seja N 6= {1} um subgrupo normal. Se N
é finitamente gerado, então Γ/N é finito.
A qual descreve uma larga classe de grupos que tem a propriedade que cada um de seus sub-
grupos normais finitamente gerados não-triviais é de ı́ndice finito.
O objetivo central desse trabalho é demonstrar um resultado que estabelece uma contribuição
acerca da estrutura dos subgrupos de grupos limites, à saber, um subgrupo finitamente gerado
não trivial de um grupo limite tem ı́ndice finito em seu normalizador ou seu normalizador é
abeliano.
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ABSTRACT

Subgroups normals finitely generated in Limit Groups

The Sela’s caracterization about group limits to able be subgroups finitely generated of
groups ω-residually free towers were done through the result report under: Considere the topol-
ogy space X
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Introdução

Os grupos limites surgem de modo natural na teoria geometrica dos grupos, e são uma fer-
ramenta fundamental pois estes grupos foram caracterizados em diferentes maneiras no estudo
dos grupos livres finitamente gerados não abelianos. Destacamos neste sentido que Zlil Sela
[21] e [22], provou um famoso problema proposto por Alfred Tarski que pergunta que grupos
finitamente gerados tem a mesma teoria elementar que os grupos livres, e estes grupos ele de-
nominou grupos limites. A teoria elementar de um grupo G é o conjunto de todas as sentenças
de primeira ordem que são verdadeiras em G.

Também destacam-se as caracterizações obtidas por Olga Kharlampovich e Alexei Myas-
nikov em [12] e Sela em [21], mostrando que os grupos limites podem ser obtidos recursi-
vamente dos grupos livres, dos grupos de surperfı́cie e dos grupos abelianos livres através de
uma sequência finita de produtos livres com amalgamação sobre Z, e estes artigos também
fornecem uma solução para o problema de Tarski citado acima. Mais precisamente, a primeira
caracterização de grupos limites é devida a Kharlamvich-Myasnikov, eles provaram que um
grupo finitamente gerado é um grupo limite se, e somente se, este grupo pode ser obtido
de um grupo livre por uma sequência de extensões livres de centralizador. Enquanto que a
caracterização de Sela não requer passagem ao subgrupo, a saber, grupos limites são precisa-
mente o que Sela definiu como grupos torres totalmente residualmente livre (veja [22]). Além
dos importantes trabalhos citados acima, existe uma vasta literatura sobre o tema.

O objetivo desse trabalho é demonstrar em detalhes um resultado obtido por Martin R.
Bridson and James Howie em [2], que estabelece uma contribuição acerca da estrutura dos
subgrupos de grupos limites, que afirma o seguinte

Teorema 1: Se Γ é um grupo limite e H ⊂ Γ é um subgrupo não trivial, finitamente gerado,
então H tem ı́ndice finito em seu normalizadores, ou normalizador de H em Γ é abeliano.

O Terema 1 e o Teorema 2 dados em [2], podem ser aplicados para o estudos de produtos
subdiretos de grupos limites, e isto é o conteúdo da última parte deste trabalho.

No Capı́tulo 1, apresentaremos os conceitos fundamentais sobre apresentação de grupos,
teoria combinatória dos grupos e o Teorema de estrutura da Teoria de Bass-Serre sobre grupo
agindo sobre grafos. No Capı́tulo 2, veremos conceitos e propriedades dos grupos limites entre
outros, demonstraremos a Proposição 3.1.1 que será de suma importância para demonstrar o
Teorema 1. Finalmente, no capı́tulo 3, apresentaremos alguns resultados sobre Normalizadores
e logo após a demonstração do principal teorema desse trabalho e aplicaremos no estudo de
produtos subdiretos de grupos limites.
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Capı́tulo 1

Preliminares e Generalidades

1.1 Apresentação de Grupos
Na teoria combinatória dos grupos, os objetos de estudo são grupos descritos por geradores

e relações definidoras (isto é, todo grupo é dado por uma apresentação e construções naturais)
que são feitas a partir de grupos conhecidos e isto será o objeto de estudo nesta seção.

Definição 1.1.1. Seja G um grupo. Um sistema X de elementos de G é chamado sistema gera-
dor de G ou um sistema de geradores de G se o menor subgrupo de G contendo X é igual a G,
isto é, todo elemento de G é expresso como um produto dos elementos de X e seus inversos. O
número mı́nimo de elementos necessários para gerar o grupo G é, às vezes, chamado de posto
de G e é denotado por d(G).

Definição 1.1.2. Seja X um sistema gerador para G e seja X̂ um sistema de letras tais que
existe uma bijeção X̂ → X . Uma palavra (sobre X̂ ) é uma expressão formal

W ≡ W (X̂ ) ≡ Xε1
1 X

ε2
2 ...X

εk
k ≡

k∏
j=1

X
εj

j

onde X1, ..., Xk ∈ X, ε1, ..., εk ∈ {1,−1}. O número k é o comprimento |W | da palavra
W . A palavra W (X̂ ) representa ou define o elemento g ∈ G se g = W (X ) =

∏k
j=1 x

εj

j .
Agora definiremos uma relação entre as palavras V e W . Se V (X̂ ) é outra palavra, que rep-
resenta h ∈ G, então o produto W (X̂ )V (X̂ ) de palavras W (X̂ ) e V (X̂ ) é a palavra obtida
escrevendo-se W (X̂ ) e em seguida V (X̂ ) (é a justaposição de W (X̂ ) e V (X̂ )). Claramente o
produtoW (X̂ )V (X̂ ) de palavras representa o produto gh dos elementos g, h ∈ G. A palavra
inversa de W (X̂ ) é a palavra W (X̂ )−1 ≡ X−εk

k ...X−ε2
2 Xε1

1 ; é claro que esta palavra repre-
senta o elemento inverso g−1 de g ∈ G. Introduziremos a palavra vazia ou trivial que consiste
da ausência de letra e será denotada por 1; o comprimento da palavra vazia é zero e define o
elemento neutro de G.

Definição 1.1.3. (i) Duas palavras V e W são chamadas livremente equivalentes, e de-
notaremos V ≡ W , se uma pode ser transformada na outra através da inserção ou
deletação de termos do tipo XεX−ε, X ∈ X̂ , ε = ±1.
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(ii) Uma palavra R(X̂ ) = Xε1
1 · ... ·Xεk

k é chamada um relator (relativo a X e G) se xε1
1 · ... ·

xεk
k = 1 em G.

(iii) Um sistemaR de relatores é chamado um sistema de relatores definidores se todo relator
pode ser obtido como uma consequência dos relatores em R, isto é, se é livremente
equivalente para a palavra

L1(X̂ )R1(X̂ )η1L1(X̂ )−1 · ... · Lk(X̂ )Rk(X̂ )ηkLk(X̂ )−1,

onde Rj(X̂ ) ∈ R, ηj ∈ {1,−1} e Lj(X̂ ) são palavras e j = 1, ..., k.

Um relator trivial é livremente equivalente a palavra vazia. Como podemos observar, a
noção de relator depente do grupo G e do sistema de geradores.
Dado um sistema gerador X no grupo G e R um sistema correspondente de relações definido-
ras, então 〈X |R〉 é chamado uma apresentação do grupo G e indicaremos isto escrevendo
G = 〈(xj)j∈J |(Rk)k∈K

〉 ou G = 〈S1, ..., Sn|R1, ..., Rq〉 ou G = 〈s1, ..., sn|−〉, onde a última
forma indica que o conjunto de relatores é vazio. Um grupo G é chamado finitamente gerado se
ele tem um sistema finito de geradores e finitamente apresentado se ele tem uma apresentação
com um número finito de geradores e relações definidoras.

Sejam G um grupo com apresentação 〈X |R〉 e ψ : G→ H uma função do grupo G em um
grupo H arbitrário. O teorema de Von Dick garante que a aplicação ψ pode ser extendida a um
homomorfismo de G para H como vemos a seguir

Teorema 1.1.1 (Teorema de Dick). Seja 〈X |R〉 uma apresentação do grupo G. Sejam H um
grupo e ψ : X → H uma função. Se R(ψ(X )) = 1 em H então existe um único homomorfismo
Ψ : G→ H com Ψ(x) = ψ(X) onde X ∈ X .

Demonstração. Para algum g ∈ G existe uma palavra W (X ) = Xε1
1 ...X

εk
k tal que g = xε1

1 · ... ·
xεk

k . Define ψ(g) = ψ(X1)
ε1 · ... ·ψ(Xk)

εk = W (ψ(X )). Visto que R(ψ(X )) = 1, segue que Ψ
está bem definida e um homomorfismo. A unicidade segue do fato que G é gerado por X .

Exemplo 1.1.1. Considere o grupo G = 〈a, b|ababa = 1〉 e o cı́clico infinito Z ∼= 〈x〉 com
gerador x. Seja ψ : G → Z tal que ψ(a) = x−2 e ψ(b) = x3. Vejamos que ψ extende-se a um
homomorfismo ψ(ababa) = x−2x3x−2x3x−2 = x6−6 = x0 = 1 em Z, então pelo Teorema de
Von Dick ψ extende-se a um homomorfismo.
Seja ϕ(x) = ab a função de Z em G, sendo Z um grupo livre sobre {x} temos que ϕ extende-se
a um único homomorfismo ϕ̄ : Z → G. Além disso,

(ψ ◦ ϕ)(x) = ψ(ϕ(x)) = ψ(ab) = x−2x3 = x

(ϕ ◦ ψ)(a) = (ab)−2 = a (1.1)

(ϕ ◦ ψ)(b) = (ab)3 = b (1.2)

e as igualdades em 1.1 e 1.2 seguem do fato que ababa = 1 (isto é, (ab)3 = ababab = b e
a = (ab)−2ababa).
E portanto, as aplicações são multiplicativamente inversas e ψ é um isomorfismo eG é isomorfo
ao grupo cı́clico infinito. �
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Exemplo 1.1.2. Uma famı́lia de grupos interessantes tem a seguinte apresentação B(m,n) =
〈a, t|t−1amt = an〉 são chamados grupos de Baumslag-Solitar.
Considere G = B(1, 3) = 〈a, t|t−1at = a3〉. Defina a função dada por: ψ(a) = a3 e ψ(t) = t
Vejamos se esta definição extende-se a um homomorfismo de G em G. De fato, ψ(t−1at) =
ψ(t)−1ψ(a)ψ(t) = t−1a3t = (t−1at)3 = (a3)3 = ψ(a3), então pelo Teorema de Von Dyck ψ
extende-se a um homomorfismo de G em G, que denotaremos por ψ mesmo. Como a3, t gera
G, pois a = ta3t−1 e uma consequência da relação de G e t, a3 pertencem a imagem de ψ.
Definiremos a função ϕ dada por ϕ(a) = tat−1 e ϕ(t) = t. É fácil ver que ϕ também extende-
se a um homomorfismo de G em G. Do mesmo modo que ψ e ϕ são multuamente inversas.
Portanto elas são ambas automorfismos de G. �

Um grupo pode ter uma quantidade infinita de apresentações distintas e então uma questão
que surge é saber interpretar as diferentes apresentações de um mesmo grupo G. Uma outra
questão é que cada para X̂, R existe um grupo que é dado pela apresentação 〈X̂,R〉 na

Proposição 1.1.1. Para uma apresentação arbitrária expressada 〈X̂ |R〉, existe um grupo ap-
resentado por 〈X̂ |R〉.

Demonstração. Considere o conjunto W de todas as palavras com letras de X̂ , incluindo a
palavra vazia. Na definição 1.1.2 temos explanado produtos e inversos de palavras. Duas
palavras W (X̂ ),W ′(X̂ ) são chamadas equivalentes se W ′(X̂ )W (X̂ )−1 é uma consequência
de R. Isto define uma relação de equivalência: a luz da definição da apresentação de um grupo
livre F de posto n, tem a apresentação sem relações definidoras, isto é, F = 〈x1, ..., xn|−〉,
e as classes de equivalência com multiplicação definida pela justaposição de representantes
fornecem o grupo desejado.

Proposição 1.1.2 (Grupos Livres). a) Seja F é um grupo livre com base X , G um grupo
arbitrário e ϕ : X → G uma função arbitrária então existe um único homomorfismo
determinado φ : F → G com φ(x) = ϕ(X) para X ∈ X .

b) Todo grupo é uma imagem homomórfica de um grupo livre. Mais precisamente: Para
G = 〈X |R〉 tomamos F = 〈X |−〉 e definimos um homomorfismo F → G por mandar os
elementos de F representado por X ∈ X para os elementos de G representados por X .
Este é um epimorfismo o qual seu núcleo consiste de elementos de F representados por
relatores de G.

Podemos fazer alterações sem que o grupo obtido deixe de ser isomorfo ao grupo original,
tais operações são conhecidas como Transformação de Tietze

Definição 1.1.4 (Transformações de Tietze:). [Tietze 1908]. Dado G = 〈X |R〉.

(T1) Seja U um sistema de sı́mbolos disjuntos de X e {WU(X );U ∈ U} um sistema de
palavras sobre X , onde WU(X ) é uma palavra no sistema X associada a cada sı́mbolo
U ∈ U . Definimos X ′ = X ∪ U e R′ = R∪ (U · (WU(X )−1)U∈U . O processo 〈X |R〉 ⇒
〈X ′|R′〉 é chamada adição de novos geradores U com introdução de abreviações e o
processo inverso T1−1 é chamado deletação (ou remoção de abreviações) de geradores
U .
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(T2) Seja Q um sistema de relatores os quais são consequências dos relatores definidores R,
possibilitando inclusive relações triviais. Definimos X ′ = X e R′ = R ∪ Q. Incluindo
possivelmente o passo 〈X |R〉 ⇒ 〈X ′|R′〉 é chamado adição consequente e o processo
inverso T2−1 é deletação de relações redundantes.

Se o conjunto U ou Q são finitos chamamos a transformação de Tietze finita. Veja mais de-
talhes em [19]. É claro que uma apresentação que difere de outra apenas por uma transformação
de Tietze definem grupos isomorfos, mas a recı́proca é também verdadeira.

Teorema 1.1.2 (Teorema de Tietze). Duas apresentações definem grupos isomorfos se e so-
mente se, uma apresentação pode ser transformada na outra por uma sequência de transformações
de Tietze. Se ambas apresentações são finitas então somente são necessárias uma quantidade
finita de transformações de Tietze.

Demonstração. A ideia da demonstração é simplemente utilizar o isomorfismo entre os grupos
para expandir cada umas das apresentações, de modo a obter uma apresentação de um grupo
que contenha as apresentações dos grupos isomorfos. Sendo a inversa de uma transformação
uma transformação, e o resultado se segue. A prova completa se encontra em [16].

Definição 1.1.5 (Subgrupos Comutadores e Abelianização). Se G é um grupo então o menor
subgrupo normal de G que contém os comutadores [x, y] = xyx−1y−1, x, y ∈ G é chamado o
subgrupo comutador de G e é denotado por [G,G] ou G′. O grupo G é abeliano se e somente
se, [G,G] = 1. Se ϕ : G → H é um homomorfismo então, obviamente, ϕ([G,G]) ≤ [H,H]
e, logo, um automorfismo de G enviando [G,G] nele mesmo. A imagem ϕ(G) é abeliana se e
somente se, [G,G] ≤ ker ϕ. A abelianização deG é o grupoGab = G/[G,G] e o homomorfismo
canônico πab : G → Gab. A abelianização de um grupo satisfaz a propriedade universal: se
ϕ : G → A é um homomorfismo de G para um grupo abeliano A, então existe um único
homomorfismo ϕab : Gab → A tal que ϕ = ϕab ◦ πab. Logo, se G e H são isomorfos então
G/[G,G] e G/[H,H] também são isomorfos.

Agora seja G um grupo com apresentação

G = 〈x1, x2...|r1 = 1, r2 = 1, ...〉.

Então o grupo quociente G/[G,G] de G é chamado a abelianização de G (É fácil ver que este
grupo é o maior quociente abeliano de G). A apresentação deste grupo é obtido adicionando-se
relações do tipo xixj = xjxi, e então:

G/[G,G] ∼= 〈x1, x2...|xixj = xjxi, r1 = 1, r2 = 1, ...〉.

Se a apresentação dada é finita, podemos usar a apresentação dada acima para calcular a de-
composição de G/[G,G] como soma direta de grupos cı́clicos, como no seguinte

Teorema 1.1.3 (Classificação dos grupos abelianos finitamente gerados). Dado A um grupo
abeliano finitamente gerado.

a) Então A tem apresentação do seguinte tipo:

A = 〈a1, ..., an|[ai, aj], 1 ≤ i < j ≤ n, at1
1 , ..., a

tr
r 〉 ∼= Zt1 ⊕ Zt2 ⊕ · · · ⊕ Ztr ⊕ Zp

onde, 1 < t1|t2|...|tr. Os números t1, t2, ..., tr são chamados coeficientes de torção e p é
chamado número de Betti de A. O posto de A é d(A) = p+ r = n.
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b) Dois grupos abelianos finitamente gerados são isomorfos se e somente se, eles tem o
mesmo número de Betti e os coeficientes de torção são iguais.

c) Os elementos de ordem finita de A formam um subgrupo de A denotado por TorA, que é
gerado por a1, ..., ar e logo A = Tor A ⊕ Zp. Qualquer subgrupo H de A tem posto no
máximo igual ao posto de A, isto é, d(H) ≤ d(A).

Demonstração. A demonstração deste teorema se encontra em [9].

Observação 1.1.1. Se G for abeliano o número mı́nimo de elementos para gerar o quociente
de G por um subgrupo torção é frequentemente chamado de posto de G; este número é também
chamado o número de Betti de G.

O teorema a seguir é o importante para classificação de grupos livres.

Teorema 1.1.4. Seja Fn um grupo livre de posto n, isto é, Fn = 〈x1, ..., xn|−〉. Então F ab
n
∼=

Zn; logo d(Fn) = n e grupos livres de diferentes postos não são isomorfos.

�

1.2 Construções Livres

1.2.1 Produtos Livres
Nesta seção generalizaremos a noção de grupos livres para produtos livres.

Definição 1.2.1. Seja Ai uma famı́lia de grupos. Um produto livre dos Ai é um grupo P e
uma famı́lia de homomorfismos ji : Ai → P tais que, para todo grupo G e toda famı́lia de
homomorfismos fi : Ai → G, existe um único homomorfismo ϕ : P → G com ϕji = fi para
todo i.

Ai

fi   @
@@

@@
@@
ji // P

ϕ

��
G

Lema 1.2.1. Se P é um produto livre de {Ai; i ∈ I}, então o homomorfismo ji são injetivas.

Demonstração. Para i ∈ I fixo, consideramos o diagrama no qual G = Ai, fi é a identidade, e,
para k 6= i, as funções fk : Ak → Ai são triviais.

Ai

1   @
@@

@@
@@
ji // P

ϕ

��
G

Então ϕji = 1Ai
, e logo ji são injetivas.

Em função do Lema1.2.1 as funções ji : Ai → P são chamadas imersões.
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Exemplo 1.2.1. Um grupo livre F é um produto livre de grupos cı́clicos infinitos.
De fato, se X é uma base de F , então 〈x〉 é cı́clico infinito para cada x ∈ X; definimos
jx : 〈x〉 → G, consequentemente, xn 7→ f(x)n. Também, o único homomorfismo ϕ : F → G o
qual extende a função f e logo extende cada um dos homomorfismos fx; isto é, ϕjx = fx para
todo x ∈ X .

Agora provaremos a unicidade deste teorema.

Teorema 1.2.1. Seja {Ai : i ∈ I} uma famı́lia de grupos. Se P e Q são, cada um, produto livre
dos Ai, então P ∼= Q.

Demonstração. Sejam ji : Ai → P e ki : Ai → Q imersões. Visto que P é um produto livre
dos Ai, existe um homomorfismo ϕ : P → Q com ϕji = ki para todo i. Similarmente, existe
uma função Ψ : Q→ P com Ψki = ji para todo i.

Ai

ki ��?
??

??
??

?
ji // P

ϕ

��
Q

Considere o novo diagrama

Ai

ji   @
@@

@@
@@
ji // P

Ψϕ

��
P

Ambas Ψϕ e 1P são funções fazendo este diagrama comutar. Pela definição, podemos ter
somente uma função, e logo Ψϕ = 1P . Similarmente, ϕΨ = 1Q, e então ϕ : P → Q é um
isomorfismo.

Devido a este teorema, identificaremos o produto livre P de {Ai : i ∈ I} como P = ∗i∈IAi,
porém quando essa famı́lia for finita, denotaremos A1 ∗ · · · ∗ An.

Teorema 1.2.2. Dada uma famı́lia {Ai : i ∈ I} de grupos, um produto livre existe.

Demonstração. A prova é similar a prova da existência de um grupo livre e se encontra em
[19].

Teorema 1.2.3 (Forma Normal). Se g ∈ ∗i∈IAi e g 6= 1, então g tem uma fatorização única

g = a1a2...an

onde n ≥ 0, ai ∈ Ai para algum i.

Demonstração. O produto livre construı́do no Teorema 1.2.2 tem como todos os seus elementos
palavras reduzidas.

Teorema 1.2.4. Seja {Ai : i ∈ I} uma famı́lia de grupos, e dada uma apresentação deAi sendo
〈Xi|∆i〉, onde seus conjuntos {Xi : i ∈ I} são disjuntos. Então a apresentação de ∗i∈IAi é
〈∪Xi| ∪∆i〉.
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Demonstração. Se Fi é um grupo livre com base Xi, então F = ∗i∈IFi é o grupo livre com
base∪i∈IXi. Seja {ji : Ai ↪→ ∗i∈IAi} uma imersão. Se Ri é um subgrupo normal de Fi

gerado pelas relações ∆i, e µi : Fi → Ai é uma sobrejeção com kerµi = Ri, então a função
ϕ : F → ∗i∈IAi extende todas Fi → Ai ↪→ ∗i∈IAi tem núcleo o subgrupo normal gerado por
∪i∈I∆i.

1.2.2 Produtos Livres Amalgamados
Definição 1.2.2. Sejam A,B e C grupos, e i1 : C → A e i2 : C → B homomorfismos. Seja
G um grupo, e sejam j1 : A → G e j2 : B → G homomorfismos. Chamaremos (G, j1, j2) de
push-out de (i1, i2), se

• j1 ◦ i1 = j2 ◦ i2;

• para qualquer grupoH e homomorfismos ϕ1 : A→ H e ϕ2 : B → H tais que ϕ1 = ϕ◦i1
e ϕ2 = ϕ ◦ j2.

Se i1 e i2 são injetivas, então G é chamado produto livre de A e B amalgamado o subgrupo C,
e denotamos por G = A ∗C B. Os grupos A e B são chamados fatores de G e A o subgrupo
amalgamado. Quando A é trivial, G é chamado produto livre, escrevemos G = A ∗B.

Figura 1.1: Produto livre amalgamado

Observação 1.2.1. • Indicaremos por S o transversal de C em A à esquerda, isto é, S
conterá um representante de cada uma das classes aC. Tendo um transversal S podemos
explicitar A como A = ∪s∈SsC;

• Indicaremos por T o transversal de C em B à esquerda, isto é, B conterá um represen-
tante de cada uma das classes bC. De forma análoga ao item acima temos, B = ∪t∈T tC.

Teorema 1.2.5. [Forma Normal]. Seja G = A ∗C B. Então

• j1 e j2 são monomorfismos;
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• j1(A) ∩ j2(B) = j1(C) = j2(C);

• considerando j1 e j2 como inclusões, qualquer elemento de G pode ser escrito como
cu1...un, onde n ≥ 0, c ∈ C e u1, ..., un petencem alternadamente do transversal de C
em A e do transversal de C em B.

Observação 1.2.2. Se 〈Xi|rel(Gi)〉 é uma apresentação de Gi(i = 1, 2) então:

G = 〈X1 ∪X2|rel(Gi), i = 1, 2, j1|i1(C) = j2|i2(C)〉

Definição 1.2.3. Sejam H um grupo e A e B subgrupos de G os quais são isomorfos via
algum isomorfismo especı́fico. Dada uma apresentação 〈X |R〉 de H o grupo G é definido pela
apresentação 〈H, t|t−1At = B〉 = 〈X , t|R, t−1Uit = Vi, i ∈ I〉 é uma HNN-extensão onde t
é chamada letra estável e representa um novo sı́mbolo gerador, e (Ui)i∈I e (Vi)i∈I representam
sistemas geradores de A e B os quais correspondentes aos isomorfismos especificados. Desta
definição é claro que que a construção é a solução para o problema universal e logo único a
menos de isomorfismo. O grupo H é chamado grupo base de G.

Teorema 1.2.6. Seja G = 〈H, t|t−1At = B〉 e dados transversais para as classes laterais
à direita de A e B em H a ser escolhidos. Então todo elemento g de G podem ser escritos
unicamente na forma btε1c1...t

εncn, onde

1. b é um elemento arbitrário de H ,

2. ci pertence a um transversal para A ou B de acordo com εi = −1 ou εi = +1,

3. se ci = 1 então εi = εi+1.

Demonstração. Se encontra em [16]. Em todo caso o inteiro n é referido como um compri-
mento (relativa a decomposição dada de G) do elemento de g.

Corolário 1.2.1. A função natural imerge os fatores de um produto livre com amalgamação e
o grupo base de um HNN-extensão.

Teorema 1.2.7 (Higman, Neumann B., Neumann H.). Todo grupo enumerável H pode ser
imerso em um grupo G gerado por dois elementos. (Veja em [16])

Demonstração. Se encontra em [16].

Teorema 1.2.8. Dado G = G1 ∗ G2|A1 = A2 ou G = 〈H, t|t−1At = B〉. Então qualquer
subgrupo finito de G é conjugado para um subgrupo de um fator ou do grupo base, como for
apropriado.

Exemplo 1.2.2. Todo grupo abeliano livre é uma HNN-extensão.

Observação 1.2.3. O grupo abeliano livre de posto 2 com apresentação G = 〈a, b|ab = ba〉 é
uma HNN-extensão com, digamos, grupo base H = 〈b〉 = A1 = A2 e t = a.

Proposição 1.2.1. Se G = G1 ∗G2, então Z(G) = A∩Z(G1)∩Z(G2), onde Z(G) é o centro
de G.
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Teorema 1.2.9 (Teorema de Kurosh). SejaG = ∗i∈IAi
Gi um produto livre da famı́lia de grupos

{Gi|i ∈ I} amalgamado o subgrupo Ai, onde Ai
∼= A,∀i. Seja H um subgrupo de G tal que

H intersepta trivialmente todo conjugado de A então H = (∗λ∈ΛHλ) ∗ F onde

i) para cada λ existe i(λ) e zλ ∈ G tal que Hλ = H ∩ zλGi(λ)z
−1
λ ;

ii) F é um grupo livre e F ∩ zGiz
−1 = 1 para todo z ∈ G e i ∈ I;

iii) se H ∩ zGiz
−1 6= 1 então existe um único λ ∈ Λ tal que H ∩ zGiz

−1 é conjugado para
Hλ.

Teorema 1.2.10 (Grushko-Neumann). Seja G = A ∗ B e dados g1, g2, ..., gk, k finito, sendo
um conjunto de geradores para G. Então g1, g2, ..., gk pode ser obtido por um transformação
Nielsen para um conjunto de geradores, o qual uma parte pertence a A e a parte restante
pertence a B. (Esses geradores em A e B não precisam ser minimais em número, e pode
incluir o 1.)

Observação 1.2.4. Estes Teoremas possuem demonstrações simples utilizando-se a Teoria de
Bass-Serre (Ver em [5]), a qual apresentaremos na seção a seguir.

Definição 1.2.4. Um grupo G é dito ser livremente indecomponı́vel se ele não pode ser decom-
posto como um produto livre amalgamado.

Observação 1.2.5. Sendo todo produto livre o grupo fundamental de grafo de grupos a definição
1.2.4 reduz-se a:
Um grupo G é livremente indecomponı́vel se G = A ∗B implicar que A = 1 ou B = 1.

1.2.3 Grupo fundamental, Complexos e Apresentações
O grupo fundamental de um espaço topológico X é um importante invariante da topolo-

gia, foi assim que Poincaré usou a teoria dos grupos para auxiliar na topologia do espaço X ,
e mostrou que este grupo determina invariantes do espaço que tinha sido encontrado por Betti.
Este grupo denotado por π1(X, x0) com ponto base x0, consiste das classes de caminhos fecha-
dos homotópicos começando em x0. A estrutura algébrica do grupo fundamental π1(X, x0)
pode refletir muito das caracterı́sticas da natureza topológica do espaço X , por exemplo, pode-
mos associar aos subgrupos de π1(X, x0) espaços topológicos Y que é aplicado sob X , este
espaço é chamado espaço de recobrimento.

Definição 1.2.5 (Grupo fundamental.). Sejam X um espaço topológico e x0 ∈ X um ponto
base. Considere o conjunto formado por todos os caminhos fechados α em x0. Denote [α] a
classe de equivalência dos caminhos fechados (isto é, os caminhos fechados em x0 homotópicos
a α). Seja a equação binária neste conjunto dada pela justaposição de caminhos, mais precisa-
mente [α][β] = [αβ]. O conjunto das classes de equivalência em X no ponto x0 é denotado por
π1(X, x0) é um grupo, denominado grupo fundamental de X com ponto base x0.
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É rotina verificar que a composição da na definição acima é bem definida. E se tomássemos
outro ponto digamos x1 ∈ X ao invés de x0 obterı́amos o mesmo grupo, isto é, π1(X, x0) ∼=
π1(X, x1).

Definição 1.2.6 (Grafo). Um grafo Γ (ou 1- complexo dimensional), consiste de dois conjuntos
disjuntos (enumeráveis), V = V (Γ) e E(Γ), juntamente com aplicações s, t : E → V e
−1 : E → E,σ 7→ σ−1, satisfazendo:

a) σ−1 6= σ, (σ−1)−1 = σ,

b) s(σ−1) = t(σ), t(σ−1) = s(σ).

Os elementos de V são chamados pontos ou vértices do grafo Γ, os elementos de E são
chamados arestas do grafo Γ. Se σ ∈ E então σ−1 é o inverso da aresta σ, s(σ) é o vértice
inicial t(σ) o vértice final de σ. O grau de um vértice v é dado pelo número de arestas com
vértice inicial v.

Definição 1.2.7 (Subgrafo). Fixado um grafo Γ. Para qualquer subconjunto ∆ de Γ escrevere-
mos, V (∆) = ∆ ∩ V (Γ), e E(∆) = ∆ ∩ E(Γ). Se para cada e ∈ E(Γ) tivermos s(e), t(e) ∈
V (Γ), então diremos que ∆ é um subgrafo de Γ.

Definição 1.2.8 (Subgrafo Gerado). Um subgrafo ∆ de Γ é chamado subgrafo gerado se
V (∆) = V (Γ).

Observação 1.2.6. Seja S um conjunto não vazio de V (Γ). O subgrafo de Γ induzido por S, é
um subgrafo de Γ cujo conjunto de vértices é S e cujo conjunto de arestas é o conjunto daquelas
arestas de Γ tais que s(e) = t(e) ∈ S.

Definição 1.2.9. Uma aresta e ∈ E(Γ) é dita ser colapsada se ela é deletada e seus vértices,
inicial e final, são identificados.

Definição 1.2.10 (Colapso). Seja ∆ um subgrafo de um grafo Γ. Considere a aplicação natural
ϕ : Γ � Γ/∆. Definimos: V (Γ/∆) := ϕ(V (Γ)), E(Γ/∆) := ϕ(E(Γ)); s(ϕ(m)) := ϕ(s(m))
e t(ϕ(m)) := ϕ(t(m)), para todo m ∈ Γ.

Definição 1.2.11 (Grafos de Cayley). Sejam G um grupo e X um subconjunto de geradores
de G. O grafo de Cayley Γ(G,X) é um grafo com conjuntos de vértices G e arestas (v, xv)
ligando v a xv onde cada v ∈ G e x ∈ X . Neste caso, s(v, xv) = v e t(v, xv) = xv.

Proposição 1.2.2. Dado um conjunto G e um subconjunto X de G, tem-se:

i) Γ(G,X) é conexo se, e somente se, X gera G.

ii) Γ(G,X) contém laços se, e somente se, 1 ∈ X .

iii) Se G = 〈X〉, então, Γ(G,X) é localmente finito se, e somente se G é finitamente gerado.

Exemplo 1.2.3. Sejam G = ({a},−) e X = {a}, então o Grafo de Cayley associado é dado
na Figura 1.2:
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Figura 1.2:

Figura 1.3:

Exemplo 1.2.4. Sejam G = 〈x|x4 = 1〉 = C4 e X = {x} ≤ G, então o Grafo de Cayley
associado é dado na Figura 1.3.

Exemplo 1.2.5. Sejam G = 〈aba−1b−1 = 1, b2 = 1〉 ∼= Z×Z e X = {a, b}. O Grafo de Cayley
associado é dado na figura 1.4

Definição 1.2.12 (Grafo Quociente). O grafo quociente Γ(G,X)/G é um buquê com número
de arestas iguais ao número de elementos no conjunto X .

Definição 1.2.13 (Grafo Bipartido). Um grafo Γ é bipartido se o conjunto de vértices pode ser
particionado em dois subconjuntos V1 e V2 tais que quaisquer dois vértices em Vi tenhamos que
eles não são adjacentes para i = 1, 2. Dizemos que V1 e V2 são blocos bipartidos de Γ.

Observação 1.2.7. Dizemos que um grafo é igualmente bipartido se ele é bipartido e tem uma
partição que tem o mesmo número de vértices em cada parte.

Definição 1.2.14 (Morfismo). Sejam Γ e ∆ grafos. Um morfismo de grafos α : Γ → ∆ é uma
aplicação tal que sα(m) = αs(m),∀m ∈ Γ e tα(m) = αt(m),∀m ∈ Γ.

Observação 1.2.8. 1. Note que a igualdade sjα(m) = αs(m) ou tjα(m) = αt(m) implica
que o morfismo de grafos leva vértice para vértice. Entretanto, um morfismo pode enviar
uma aresta para um vértice.

2. Dizemos que um morfismo α : Γ → ∆ é um epimorfismo (respectivamente, monomor-
fismo, isomorfismo) local, se as restrições α|s−1(v) : s−1(v) → s−1(α(v)) e α|t−1(v) :
t−1(v) → t−1(α(v)) são sobrejetivas (respectivamente, injetivas, bijetivas).

3. Se α é um epimorfismo, chamaremos ∆ de grafo quociente de Γ. Se α é injetiva α(Γ) é
um subgrafo de Γ.
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Figura 1.4:

Definição 1.2.15. Um caminho ω de comprimento n pode ser ou um vértice só e neste caso, v
(caminho constante de comprimento 0) ou uma sequência finita σ1, σ2, ···, σn de arestas tais que
t(ω) = t(σn). Um caminho ω é fechado se s(ω) = t(ω) e reduzido se ele não contém palavras
σσ−1. Um grafo é conexo se quaisque dois vértices podem ser ligados por um caminho e finito
se V (C) e E(C) são finitos. Se ω é um caminho fechado e 0 < n ∈ Z então o caminho
obtido por repetir ω n vezes é escrito como potência ωn. Portanto, se ω = σ1...σk então
ω−1 = σ−1

k , ..., σ−1
1 , ω−n = (ω−1)n e ω0 um caminho constante s(ω).

Proposição 1.2.3. Um grafo que não contém caminhos fechados reduzidos não-triviais é chamado
acı́clico e um grafo acı́clico conexo é chamado árvore.

(a) Em cada grafo conexoC existe uma árvore chamada árvore maximal, a qual contém todos os
vértices de C. Portanto, dado qualquer subgrafo acı́clico B0 de C, existe uma árvore maximal
de C a qual contém B0.

(b) Em qualquer árvore existe um único caminho reduzido ligando quaisquer dois vértices.

Demonstração. Tome um vértice v0 ∈ C. Dado um subgrafo B0 contendo v0. Em seguida,
considere um sistema maximal de arestas com vértice inicial v0, e seus vértices finais distintos
e diferentes de v0. Seja B1 um complexo consistindo dessas arestas, suas arestas inversas e seus
pontos finais. Claramente B1 é uma árvore. De modo geral, o complexo Bi é formado de Bi−1

tomando todos os vértices os quais tomam uma aresta distinta de Bi−1, junto com uma aresta
conectora e seus inversos. A união B =

⋃∞
i=0Bi é um subgrafo de C o qual é uma árvore

e contém todos vértices de C. Um argumento semelhante pode ser aplicando a um subgrafo
acı́clico arbitrário B0. O item (b) é uma consequência imediata do item (a).

O grafo construı́do acima tem a seguinte propriedade minimal:

Corolário 1.2.2. Dado um vértice v0, existe uma árvore B tal que qualquer vértice é ligado a
v0 por um caminho em B o qual é de comprimento mı́nimo entre tais caminhos em C.

Definição 1.2.16. Um 2-complexo C consiste de um conjunto de vértices V (C), um conjunto
de arestas E(C), e um conjunto de faces F (C) juntamente com aplicações s, t,−1 , ∂, tais que:

a) V (C) e E(C) junto com funções s, t,−1 formam um grafo C1, chamado 1-skeleton de C.

b) Para ϕ ∈ F (C), o bordo ∂ϕ é um conjunto de caminhos em C1 consistindo de todos
rearranjos cı́clicos de alguns caminhos dados. Elementos de ∂ϕ são caminhos de bordo
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positivos de ϕ. Frequentemente escrevemos ∂ϕ através da escolha de caminhos repre-
sentantes ω e escrevemos ∂ϕ = ω.

c) Para cada ϕ ∈ F (C) existe uma face ϕ−1 ∈ F (C) com ϕ−1 6= ϕ e (ϕ−1)−1 = ϕ. Além
disso, ∂ϕ−1 = (∂ϕ)−1 significa que ω ∈ ∂ϕ−1 se e somente se ω−1 ∈ ∂ϕ no sentido
óbvio.

d) Se o complexo C é finito, dado a0 o número de vértices, a1 o número de pares de arestas
inversas, a2 o número de pares de faces inversas de C. Então X (C) = a0 − a1 + a2 é a
caracterı́stica de Euler de C.

Exemplo 1.2.6. Começamos com um ponto que chamaremos de uma 0-célula (ou 0-vértice).
Para cada uma tome uma 1-célula (ou 1-aresta) orientada, identificando seus pontos, inicial e
final, e marcamos sua direção com um gerador. O espaço formado é um buquê ou uma união
disjunta de n laços com vértice 0. Sendo S1 um cı́rculo (esfera de dimensão 1) um grafo com um
vértice e um par de arestas. O grafo considerado acima é o quociente do complexo obtido pela
identificação de todos os vértices dos n grafos S1

λ. A caracterı́stica de Euler é X (C) = 1 − n
(Veja 1.5).

Figura 1.5: Buquê

Exemplo 1.2.7. O complexo P 2 consiste de um vértice v, um par de arestas α, β e um par de
faces ψ, ψ−1 tal que ∂ψ = α2. Este complexo é chamado Espaço Projetivo e X (P 2) = 1 (Veja
1.6).

Exemplo 1.2.8. Seja kg o 2-complexo consistindo de um vértice v, g arestas νi e suas inver-
sas e uma face ψ e sua inversa. O bordo de ψ é ∂ψ =

∏g
i=1 ν

2
i . Este complexo é chamado

uma superfı́cie fechada não orientável de gênero g, veja figura 1.7 . A caracterı́stica de Euler
deKg é χ(Kg) = 2−g. Notações: ]Vértices=1;]Arestas=g,]Face=1=⇒ V −A+F = 1−g+1.

Observação 1.2.9. Espaços topológicos que podem ser construı́dos indutivamente através do
atachamento de uma nova n-célula a um bordo complexo existente através de colagem é o que
chamamos de complexo de células.
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Figura 1.6: Espaço Projetivo

Figura 1.7: Garrafa de Klein

Definição 1.2.17. Um CW-complexo X é um espaço de Hausdorff que é a união de uma
sequência decrescente de subespaços

X0 ⊂ X1 ⊂ ... ⊂ X

O espaço inicial X0, chamado o-skeleton, é um conjunto de pontos discretos. O n-skeleton Xn

é obtido de Xn−1 atachando-se n-células ao longo do seu bordo.

Restringiremos agora nossa atenção ao 2-dimensional CW-complexos, isto é, X = X2.
Inicialmente consideremos a seguinte definição.

Definição 1.2.18. Um caminho em um 2-complexo C é um caminho em 1-skeleton. Assumire-
mos que C1 é conexo e que v0 é um vértice de C. Dois caminhos ω1, ω2 são homotópicos se um
pode ser tranformado no outro por um finito número das seguintes homotopias elementares:

i) inserção e remoção de um spur, isto é, ω′ = v1v2 ⇔ σσ−1v2 = ω′′ onde vi são subcami-
nhos de ω′ com s(v2) = t(v1) = s(σ), σ uma aresta;

ii) deformações elementares sobre a face, isto é, se ω = ω1ω2ω3 e se ω−1
2 ω′2 é o bordo de um

2-complexo de C2 então ω pode ser renomeado para ω = ω1ω
′
2ω3.

Isto define uma relação de equivalência para caminhos os quais são equivalentes a cam-
inhos com mesmo vértice inicial e final. Se C é um complexo e definamos uma relação de
equivalência ∼ sobre C, isto é, sobre o conjunto de vértices, de arestas e faces que são com-
patı́veis com as aplicações de bordo, mais precismente, como vimos acima se por exemplo,
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σ ∼ τ então σ−1 e t(σ) ∼ t(τ). Então o conjunto das classes de equivalência ou C/ ∼ é
um 2-complexo chamado complexo quociente. Uma classe de equivalência [ω] é chamada uma
classe homotópica de caminhos. Um caminho fechado com vértice inicial v homotópico nulo
em C se ele é homotópico a um caminho constante v.

Definição 1.2.19. Uma função ou homomorfismo f : C → D entre dois 2-complexos C,D,
que envia cada vértice de C um vértice em D, e cada aresta de C uma aresta ou vértice em D,
e a cada face de C uma face ou caminho de D preservando o comportamento das aplicações
de bordo:

i) Se v ∈ C é o vértice inicial da aresta orientada σ ∈ C então f(v) é o vértice inicial de
f(σ) se ela é uma aresta, e vice-versa f(σ) = f(v);

ii) se
∏k

i=1 σi é o bordo de um disco ψ ∈ C então
∏k

i=1 f(σi) é o bordo de f(ψ) se f(ψ) é
uma face; de outra maneira f(ψ) deve ser um caminho homotópico nulo em D1;

iii) f(σ−1) = (f(σ))−1 e f(ψ−1) = (f(ψ))−1 para toda aresta σ e face ψ de C.

A função f : C → D preserva dimensão se a imagem de uma aresta ou face é uma aresta ou
face, respectivamente. Um homomorfismo entre dois complexos é chamado um isomorfismo
se ele é injetivo e sobrejetivo. No caso chamaremos a imagem e a pré imagem de isomorfos.
Sobre um isomorfismo a imagem de caminhos homotópicos nulos são homotopias nulas. A
inclusão i : C1 ↪→ C2 é um homomorfismo que preserva dimensão. Se C é um complexo
e ∼ uma relação de equivalência sobre C, então a função identificação C → C/ ∼ é um
homomorfismo entre complexos. Em particular, quando um grupo G de automorfismos de
um complexo C é dado, em outras palavras, quando G age sobre C então as órbitas sobre G
formam uma classe de equivalência e o complexos quocientes é denotado por C/G. A projeção
C → C/G é homomorfismo sobrejetor de complexos. Se ω1ω2 são caminhos e t(ω1) = s(ω2)
então existe o caminho produto ω = ω1ω2 o qual começa em ω1 e termina em ω2. Das definições
segue imediatamente que se os fatores são homotópicos então são produtos e que o inverso de
caminhos homotópicos são homotópicos: ωi ' ω′i, i = 1, 2 ⇒ ω1ω2 ' ω′1ω

′
2, ω

−1 = (ω)−1.
Logo define-se o produto e inverso para classes homotópicas. Além disso, a função f : C → D
dá caminho a caminho e caminhos homotópicos a caminhos homotópicos.

Observação 1.2.10. É possı́vel definir grupo fundamental também para um 2-complexo sem 2-
células, isto é, para um grafo, existe um homomorfismo i] : π1(C

1) → π1(C), onde i : C1 → C,
e este é sobrejetivo.

Definição 1.2.20. a) A classe de equivalência de caminhos fechados com vértice inicial fixo
v0 constitui um grupo, chamado o grupo fundamental de C com ponto base v0. Este
grupo também é chamado o primeiro grupo homotópico e é denotado por π1(C, v0) ou,
se o vértice for imaterial, por π1(C).

b) A função f : C → D entre 2-complexos induz um homomorfismo f] : π1(C, v0) →
π1(D, f(v0)). Se g : D → E é outra função então (g ◦ f)] = f] ◦ g]. Além disso,
(idC)] = idπ1(C).

c) Um complexo conexo C é chamado simplesmente conexo se π1(C) = 1.
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Exibiremos dois métodos para cálculo do grupo fundamental, um deles usa o famoso Teo-
rema de Seirfert-Van Kampen e na outra abordagem usaremos CW-complexos, visto que estes
espaços cobrem virtualmente todos espaços topológicos para o qual o grupo fundamental é de
alguma forma útil.

Proposição 1.2.4. Descreveremos agora como encontrar a apresentação do Grupo Fundamen-
tal π1(C), onde C é um complexo.

a) [Geradores] Tomando a árvore maximal B ∈ C1. De cada par σ, σ−1 de arestas de
C1 \ B selecione uma para obter um sistema (σi)i∈I de (orientadas) arestas. Existem
únicos caminhos reduzidos µi, νi em B indo do ponto base v0 ao, vértice inicial e final,
respectivamente, de σi. Seja ωi = µiσ

−1ν−1
i e seja si como uma classe homotópica de ωi

com respeito ao complexo C1. Então (si)i∈I é um sistema gerador para π1(C
1, v0).

Demonstração. A ideia da prova consiste em considerar alguns caminhos fechados ω =
τ1τ2...τk começando em v0. Seja ξi um caminho reduzido em B de v0 ao vértice final
de

∏i
j=1 τj , e ξ0 um caminho constante em v0. Então

∏k
j=1 τi '

∏k
j=1 ξj−1τjξ

−1
j '∏m

l=1 ω
ξl

i(l) onde o terceiro termo é obtido por deletação de todos fatores ξj−1τjξ
−1
j do

segundo produto para o qual τj é uma aresta da árvore B. Se τj não pertencesse a B
então τj = σ

ξ(l)
i(l) para algum i(l) ∈ I, ξl ∈ {1,−1} e ξj−1 = µi(l), ξj = νi(l) se ξl = 1 e

ξj−1 = νi(l), ξj = µi(l) se ξl = −1. Isto prova que [ω] =
∏m

l=1 s
ξ(l)
i(l) . Visto que a inserção

e deletação do spur deixa o representante de [ω] invariante ou ocasiona a insersão ou
deletação de pares sξ

is
−ξ
i ,então temos que o grupo fundamental do complexo C1 é um

grupo livre dado pela apresentação π1(C
1, v0) = 〈(si)i∈I |−〉, e a imagem dos si sobre

i] : π1(C
1, v0) → π1(C, v0) gera π1(C, v0).

b) [Relações Definidoras] De cada par de faces inversas escolhemos uma e obtemos um
sistema (ψj)j∈J . Além disso, fixamos um caminho de bordo υj de orientação positiva
de ψj , tomamos um caminho λj de v0 ao vértice inicial de υj , digamos na árvore B,
e formamos um caminho ρj = λjυjλ

−1
j . Então a classe homotópica de ρj em C1 é o

produto rj(s) nos geradores de (a). Da definição de homotopia segue que (rj)j∈J formam
um sistema de relações definidoras para π1(C, v0); logo π1(C, v0) = 〈(si)i∈I |−〉

Um outro método importante para calcular o grupo fundamental com o caso de um com-
plexo consistir da união de dois subcomplexos o qual tem interseção não-trivial é o

Teorema 1.2.11 (Teorema de Seifert-Van Kampen (Forma Amalgamada)). [Seifert, 1931][van
Kampen, 1933a] Dado C um 2-complexo, C1, C2 subcomplexos conexos tais que C0 = C1∩C2

é não vazio e conexo, e sejam il : Cl ↪→ C,jl : C0 ↪→ Cl, l = 1, 2 imersões. Fixando um ponto
base v ∈ C0

0 . Supondo que π1(C0, v) é gerado por (Yk)k∈K e que π(Cl, v) = 〈Xl|Rl〉. Sejam
Wk(X1) e Vk(X2) palavras representando, respectivamente, os elementos j1](yk) ∈ π1(C1, v) =
〈X1|R1〉 e j2](yk) ∈ π1(C2, v) = 〈X2|R2〉. Então o 2-complexo C tem apresentação:

π1(C, v) = 〈X1 ∪ X2|R1 ∪R2 ∪ (Wk(X1) · Vk(X2)
−1)k∈K〉
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Demonstração. Uma apresentação de um 2-complexo existe e é dado pelo processo descrito na
proposição 1.2.4. Agora considerando a árvore maximal para C por tomar a árvore maximal
em C0 e a extendendo para as árvores maximais para C1, C2. O resultado é a apresentação para
π1(C, v) da forma 〈Y1∪Y2|Q1∪Q2〉 onde 〈Y1|Q1〉 e 〈Y2|Q2〉 são apresentações de π1(C1, v) e
π1(C2, v). Aplicando-se as transformações de Tietze chegamos na apresentação desejada.

O teorema de van Kampen tem forma variante o qual, em topologia, é um processo de adição
de uma asa para um espaço. Para complexos isto é tratado como segue.

Teorema 1.2.12 (Teorema de Seirfert-van Kampen (HNN-extensão)). Com a notação acima
temos, π1(C, v0) = 〈X0 ∪ {t}|R0 ∪ (Wk(X0) · t · (Vk(Xo)

−1 · t−1))k∈K〉.

Demonstração. A ideia da prova pode ser descrita da seguinte forma: seja um 2-complexo
conexo C0 contendo dois subcomplexos distintos conexos isomorfos D1, D2 com inclusões
ij : Dj ↪→ C0,J = 1, 2 e seja g : D1 ↪→ D2 um isomorfismo. Seja C um 2-complexo obtido de
C0 pela identificação das imagem e pré-imagem sobre g : C = C0/g. Tomando um vértice v
não pertencendo a D1∪D2, um vértice v1 ∈ D1, e v2 = g(v1) ∈ D2. Seja π1(C0, v) = 〈X0|R0〉
e (ωk)k∈K um sistema de caminhos fechados em D1 com s(ωk) = v1, a classe homotópica
dos quais geram π1(D1, v1). Fixando caminhos v1, v2 de v a v1, v2, respectivamente, e dada
uma palavra Wk(X0) e Vk(X0) representam a classe homotópica em C0, os caminhos v1ωkv

−1
1

e v2ωkv
−1
2 respectivamente. Finalmente seja o elemento t denotando a classe homotópica do

caminho v1v
−1
2 .

Exemplo 1.2.9. Seja C0 consistindo de um par de arestas σ±1 e dois vértices v0 = s(σ),
v1 = t(σ), isto é, C0 é um segmento e portanto C0 é uma árvore.
Considere S1 obtida da identificação dos vétices v0 e v1. Pelo Teorema de Van Kampen (HNN-
extensão), temos π1(S

1) = 〈t|−〉 ∼= Z.

Exemplo 1.2.10. Seja C = C1 ∪ C2 e v1 = C1 ∩ C2 um vértice. Se π1(C1, v) = 〈X1|R1〉 e
π1(C2, v) = 〈X2|R2〉 então pelo Teorema de Van-Kampen,temos: π1(C) = 〈X1 ∪ X2|R1 ∪
R2〉 = 〈X1|R1〉∗〈X2|R2〉. Em particular no exemplo 1.2.6, temos que: π1(C) ∼= Z∗Z∗· · ·∗Z,
n-vezes.

Exemplo 1.2.11 (Toro). Seja S1,1 denotando um toro com um buraco. Usaremos o Teorema de
Seirfert-Van Kampen, para calcular seu grupo fundamental. Construiremos como na Figura
1.8 , ond vi denotam os vértices, α, β, γi arestas. Claramente π1(R) = 1, pois R é conexo
por caminho. A figura A é obtida de colapsar dois vértices v1 com v4 e v3 com v3. E pelo
Teorema 2.2 π1(A, v1) = 〈b|−〉 onde b contém os caminhos homotópicos γ1γ2 e αβα−1. A
figura T é formada por colar duas cópias de A, obtemos pelo Teorema 1.2.11 que π1(T ) =
π1(A

′) ∗ π1(A
′′) = 〈b′, b′′|−〉. Finalmente adicionamos uma asa e obtemos π1(S1,1, v1) =

〈t, b′, b′′|tb′t−1b′′−1〉 ∼= 〈t, b′|−〉. O bordo γ∗ é da classe b′−1b′′.

Definição 1.2.21 (Diagrama de Cayley). Dado G = 〈X |R〉. Construindo um 2-complexo ∆
como se segue:
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Figura 1.8: Toro

a) Seja V (∆) = G.

b) Seja E(∆) = {(g,X) : g ∈ G,X ∈ X ∪ X−1} e definimos s(g,X) = g, t(g,X) = gx,
onde x é o elemento de G representado por X , e (g,X)−1 = (gx,X−1). Assim, obtemos
um grafo o qual é denotamos por Γ〈X |R〉. Chamamos X uma marca em (g,X). Dado
g ∈ G e uma palavra W sobre X , existe um único caminho definido em W , o qual
denotaremos por (g,W ), com vértice inicial g daquelas arestas marcadas, em sequência
dada a palavra W .

c) Para qualquer g ∈ G e Rε, ε = ±1 existe uma face orientada ψ(g,Rε) o qual o bordo
∂ψ(g,Rε)−1 = ψ(g,R−ε). O complexo ∆ = ∆〈X |R〉 definido acima é chamado Dia-
grama de Grupo ou Cayley de 〈X |R〉.

1.3 Grupos agindo sobre grafos
Restringiremos nossa atenção agora a grafo (1-complexo), para estabelecer o teorema fun-

damental da Teoria de Bass-Serre.
Conectaremos a essência matemática da teoria dos grafos, isto é, existe uma conexão próxima

entre grafos e grupos. Mais precisamente, veremos que todo grafo pode ser associado com um
grupo de permutações.
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Definição 1.3.1. [Ação de grupos sobre grafos] Dizemos que G age sobre um grafo Γ ou que Γ
é um G-grafo, se existe um homomorfismo de G para todos os automorfismos de Γ. Então V,E
são G-conjuntos tais que: g(s(e)) = s(g(e)), g(t(e)) = t(g(e)) para todo e ∈ E, g ∈ G.

Definição 1.3.2 (Grafo de Grupos). Seja Γ = (V,E, ϕ) um grafo conexo, onde ϕ é uma
orientação determinada pelas aplicações de bordo. Um grafo de grupos (G,Γ) é um sistema
de grupos {G(m)|m ∈ Γ} e monomorfismos ∂i,e : G(e) → G(di(e)), e ∈ E(Γ), i = 0, 1.
Chamamos G(v), v ∈ V o grupo de vértices, e G(e), e ∈ E o grupo de arestas de (G,Γ).

Definição 1.3.3. Uma decomposição de um grupo G é uma terna Σ = (Γ(V,E, ϕ), T, ψ), onde
ψ é uma orientação determinada por i : E → V e t : t̄→ V , (Γ(V,E, ϕ), T, ψ) é um grafo de
grupos, T é uma subárvore maximal do grafo Γ(V,E, ϕ) e ψ : π1(Γ(V,E, ϕ), T ) → G é um
isomorfismo.

Observação 1.3.1. Se Γ é conexo chamamos (G,Γ) um grafo de grupos conexo. Um cam-
inho em (G,Γ) é a sequência (g0, σ1, g1, ..., σr, gr), onde gi ∈ Gv, e (v0, σ1, v1, ..., σr, vr)
é um caminho em Γ. A relação ' de equivalência homotópica de caminhos equivalentes
(σ, λσ(h), σ−1, (kσ(h))−1) ' (1), onde 1 ∈ Gsσ e (g, σ, 1, σ−1, g′) ' (gg′). Se v é um vértice
de X então a classe homotópica de caminhos fechados até v formam um grupo junto com
operações de concatenação de representantes, o qual denotamos por π1(G,Γ, v) e é chamado
grupo fundamental de (G,Γ). Obviamente se todos os grupos de vértice são triviais então
π1(G,Γ, v) é o grupo fundamental usual π1(Γ, v).

Definição 1.3.4 (T-especialização). Sejam (G,Γ) um grafo de grupos e T uma subárvore max-
imal de Γ. Uma T-especialização (β, β1) : (G,Γ) → K de (G,Γ) em um grupo K é um par
(β, β1) de aplicações:
β :

⋃
m∈ΓG(m) → K com as seguintes propriedades:

1. βm := β|G(m) é um homomorfismo para cada m.

2. β1(m) = 1,∀m ∈ T

3. βd0(e)(∂0,e(g)) = β1(e)βd1(e)(∂1,e(g))β1(e)
−1, e ∈ E(Γ)

Definição 1.3.5 (Grupo Fundamental de Grafo de Grupos). O grupo fundamental de um grafo
de grupos (G,Γ) com respeito a T é um grupo π1(G,Γ, T ) junto com a T-especialização.

(v, v1) : (G,Γ) → π1(G,Γ, T )

satisfazendo a seguinte propriedade universal: ∀ grupo K e ∀ T-especialização (β, β1) :
(G,Γ) → K, existe um único homomorfismo
ω : π1(G,Γ, T ) → K tal que β = ωv e β1 = ωv1

(G,Γ)
ν,ν1 //

β,β1 ""E
EEEEEEE

π1(G,Γ, T )

∃!ω
yyssssssssss

K
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Proposição 1.3.1. Aplicando o Teorema de Van-Kampen, temos que: π1(G,Γ, T ) = 〈G(v), te|rel(G(v)), te∂0,e(g)t
−1
e =

∂1,e(g),∀g ∈ G(e), v ∈ V (Γ), te = 1,∀e ∈ E(T )〉

Proposição 1.3.2. Seja (G,Γ) um grafo de grupos e v um vértice de Γ. Seja T uma árvore
maximal de Γ e seja E+(Γ) um subconjunto de E(Γ) contendo exatamente um membro de
cada par de arestas inversas de Γ. Então π1(G,Γ, v) é o grupo obtido do produto livre P =
(∗v∈V (Γ)Gv) ∗ F onde F é o grupo livre sobre um conjunto {tσ : σ ∈ E+(Γ)} em corre-
spondência biunı́voca com E+(Γ), pela adição das relações:

tσλσ(h)t−1
σ = kσ(h), para σ ∈ E+(X) e h ∈ Gσ, tσ = 1 para σ ∈ E(T ) ∩ E+(Γ).

Demonstração. Escrevemos π1(G,Γ, T ) para o quociente de um produto livre P dado pelas
relações. Então existe uma função óbvia p : π1(G,Γ, v) → π1(G,Γ, T ) dado por

(G0σ
ε1
1 , g1, ..., σ

εn
n , gn) 7→ g0t

ε1
σ1
g1...t

εn
n gn,

onde εi = ±1 e σi ∈ E+(X), 1 ≤ i ≤ n. Consequentemente consideramos uma função
f : P → π1(G,Γ, v) dada por

x 7→ (1, σ1, 1, ..., σr, x, σ
−1
r , 1, ..., σ−1, 1),

tσ 7→ (1, σ1, 1, ..., σr, 1, σ, 1, τ1, 1, ..., τs, 1))

onde no primeiro caso x ∈ Gu e (σ1, ..., σr) é um caminho único reduzido em T do ponto base
v a u e no segundo caso as sequências de arestas (σ1, ..., σr) e (τ1, ..., τs) definem um caminho
reduzido de v a s(σ) e de t(σ) volta para v. Visto que a função é compatı́vel com as relações, f
induz um homomorfismo f̃ : π1(G,−, T ) → π1(G,Γ, v) o qual é inversa da função p.

Definição 1.3.6. [Grafo Universal] Seja (G, Y ) um grafo de grupos conexo e T subárvore ma-
ximal de Y . O grafo universal de G com respeito a T ,Γ = Γ(G, T ) é o grafo com:

V (Γ) =
⋃

v∈V (Γ)

π1(G,Γ)/G(v), E(Γ) =
⋃

e∈E(Γ)

π1(G,Γ)/G(e),

onde as aplicações de bordo são dadas por:

• s(pG(e)) = pG(s(e)),

• t(pG(e)) = pteG(t(e))

onde p ∈ π1(G,Γ) e e ∈ E(Γ). Isto é fácil ver que Γ está bem definida, visto que para qualquer
g ∈ G(e), pgG(e) = pgs(e)G(e)

Teorema 1.3.1. SejaG o grupo fundamental de um grafo (G, X) de grupos. Qualquer subgrupo
H de G é também o grupo fundamental de um grafo (H, Y ) de grupos os quais grupos de
vértices e grupos de arestas são respectivamente da forma H ∩ zGvz

−1 e H ∩ zGσz
−1, onde

Gv e Gσ são, respectivamente, grupos de vértice e grupos de aresta de (G, X).

A prova vem da teoria de grupos agindo em árvores. (Veja [16])
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Teorema 1.3.2. Seja o grupo G agindo sem inversões na árvore X e seja Y = X/G um grafo
quociente. Para qualquer v e aresta σ de Y dado ṽ e σ̃ denotando um vértice e uma aresta deX
pertencendo sobre v e σ respectivamente. Então G é (isomorfo ao) grupo fundamental de um
grafo de grupos (G, Y ) os quais os grupos de vértices e grupos de arestas são estabilizadores
da forma Gv =StabG(ṽ) e Gσ =StabG(σ̃), respectivamente.(Veja [16])

�

Teorema 1.3.3. Um grupo é livre se e somente se ele age livremente sem inverso sobre uma
árvore.

Demonstração. O grafo de Cayley, relativo a alguma base livre de qualquer grupo livre, é uma
árvore sobre a qual o grupo age livremente no requerido modo por multiplicação a esquerda
sobre os vértices. Consequentemente se um grupo G age livremente sobre uma árvore X , então
tomamos uma topologia menor, e mostraremos que G é um grupo de cobertura transformações
de X . Logo G é o grupo fundamental do grafo quociente e logo é livre.

Corolário 1.3.1. Um subgrupo de um grupo livre é livre.

Demonstração. Se um grupo age livremente sobre uma árvore então qualquer subgrupo também
age sobre a mesma árvore.

1.3.1 Teorema Estrutural
Teorema 1.3.4 (Bass-Serre). Para qualquer grafo de grupos (G, Y ) como na Definição 1.3.2 e
uma subárvore maximal T de Y , o grafo universal Γ(G, T ) é uma árvore.

Teorema 1.3.5 (Bass-Serre). Seja G um grupo agindo sobre um grafo conexo X . Escolhe-se
um transversal conexo S em X para uma G-ação, uma famı́lia conexa (qe|e ∈ E(Y )) para S,
e uma subárvore T de S.

Então existe um grafo de grupos conexoG : X/G→Groups definido porG(s̄) = Gs, s ∈ S,
onde para cada e ∈ E(S), a função, Ge → Gs(e), Gq−1

e s(e) são dados por g 7→ g e g 7→ gqe

respectivamente.
Para um grupo π = π(G, T̄ ) existe um homomorfismo sobrejetor (epimorfismo) π →

G, p 7→ p̂, unicamente determinado pela função inclusão G(v̄) → G junto com qē 7→ qe,(v ∈
V (S), e ∈ E(S)).

Da árvore Γ = Γ(G, T̄ ) existe um recobrimento universal Γ → X, pG(s̄) 7→ p̂s,(p ∈ π, s ∈
S) com respeito a ação de grupo.

E mais, Γ → X é bijetiva se e somente se π → G é bijetiva.

Proposição 1.3.3. [Teorema de Estrutura] Se X é uma árvore então π → G é um isomor-
fismo.(Veja [4])

�
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Proposição 1.3.4. Se um grupo G age sobre um grafo X tal que X/G é conexo então para
qualquer escolha de um transversal conexo S em X para a G-ação, e qualquer escolha de
famı́lia conexa (qe|e ∈ E(Y )) para S, existe um grafo de grupos conexo G : Γ/G → G(m).
Consequentemente, se (G, Y ) é um grafo de grupos conexo então para qualquer escolha de uma
subárvore maximal T de Y existe um grupo π = π1(G, T ) agindo sobre um grafo Γ = Γ(G, T )
tal que Γ/π ' Y .

�

Teorema 1.3.6. Um grupo G é livre se, e somente se, ele age livremente sobre alguma árvore,
digamos X . Neste evento, G ∼= π1(X/G, T ) para qualquer subárvore maximal T de G \X

Visto que grupos de vértices triviais correspondem a grupos livres, existe um tipo de du-
alidade entre grupos de vértices e grupos livres. Agora afirmamos alguns resultados aos dois
extremos, para os quais requisitamos as seguintes observações:

Lema 1.3.1. Se N é um subgrupo normal de G então T/N é um G/N -grafo conexo e cada
Nt ∈ T/N tem estabilizador (G/N)Nt = NGt/N .

Proposição 1.3.5. Se N é um subgrupo de G gerado por Gv, v ∈ V ∩ T , então N é normal e
G/N é livre. Além disso, T/N é um G/N -livre G/N -árvore e G/N ≈ π(T/G).

Demonstração. Segue do Teorema de Estrutura 1.3.3 queG/N ≈ π(T/G). Agora colocaremos
N no lugar de G. Visto que N é finitamente gerado pelos estabilizadores de vértices Nv =
Gv, v ∈ V ∩ T , vemos que π(T/N) ≈ N/N = 1. Logo T/N é uma árvore. Pelo Lema 1.3.1,
G/N age livremente sobre N \ V ∩ T , e logo sobre T/N , então G/N ≈ π(T/G).

Proposição 1.3.6. Se um subgrupo H de G não admite qualquer estabilizador de vértice então
H age livremente sobre T , logo H é livre. Por exemplo, se H é livre de torção e os estabi-
lizadores de vértices são grupos de torções então H é livre.

�

Proposição 1.3.7. Se G → A é um homomorfismo de grupos o qual é injetivo sobre cada
estabilizador de vértice então o núcleo de N é livre. De fato, N ≈ π(X) onde X é G/N -grafo
N \ T conexo.

�

Proposição 1.3.8. Seja v um vértice de T . Então G estabiliza um vértice de T se e somente se,
existe um inteiro n tal que a distância de v a cada elemento de Gv é no máximo N .

Demonstração. Se G estabiliza um vértice v0 de T , e a T -geodésica p de v a v0 tem com-
primento n, então para cada g ∈ G tem um caminho p, gp−1 de comprimento 2n de v a gv.
Consequentemente, suponha existir um inteiro N tal que para cada g ∈ G a T -geodésica de v
a gv tem comprimento no máximo n. Seja T ′ é uma subárvore de T e não tenha um caminho
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reduzido de comprimento maior que 2n. Se T ′ tem no máximo uma aresta então todo elemento
de T ′ é G-estável, e teremos o desejado um vértice G-estável. Logo assumiremos que T ′ tem no
mı́nimo duas arestas, então algum vértice de T ′ tem valência no mı́nimo dois. Agora deletamos
de T ′ todos os vértices de valência 1, e suas arestas coincidentes. Isto nos dá uma G-subárvore
T ′′ no qual não tem caminho reduzido de comprimento maior que 2n − 2. Por indução, G
estabiliza um vértice.

Vamos considerar os casos em que Gv é finito, e G é finito.

Corolário 1.3.2. Se existe uma G-órbita finita em V ∩ T então G estabiliza um vértice de T .

�

Corolário 1.3.3. Um grupo finito agindo sobre uma árvore deve estabilizar um vértice.

�
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Capı́tulo 2

Resultados Parciais

2.1 Grupos Limites
Nestas seção introduziremos a definição de grupos limites e para isso começaremos definindo

um grupo totalmente residualmente livre, e estabeleceremos os resultados elementares sobre os
grupos limites.

Definição 2.1.1 (1-residualmente livre). Um grupo G é residualmente livre se, ∀g ∈ G \ 1,
existe um homomorfismo f : G→ F tal que f(x) 6= 1, onde F é um grupo livre de posto r > 1.

Definição 2.1.2 (Grupos Totalmente Residualmente Livres). Um grupo G é totalmente resid-
ualmente livre ou ω-residualmente livre se, para qualquer conjunto finito X ⊂ G de elementos
distintos existir um homomorfismo f : G→ F onde F é um grupo livre de posto r > 1, tal que
f(x) 6= 1,∀x ∈ X , ou equivalentemente, f |X é injetiva.

Observação 2.1.1. Como subgrupos de grupos livres são livres. Podemos admitir que o homo-
morfismo na definição acima é sobrejetor.

Exemplo 2.1.1. (i) Se F é um grupo livre então F satisfaz trivialmente a definição con-
siderando f como sendo a inclusão.

(ii) Seja A um grupo abeliano livre, então qualquer conjunto finito pode ser imerso por um
homomorfismo em Z

A ∼= Zn � Z
Em particular, A é totalmente residualmente torre.

(iii) Grupo Fundamental de superfı́cies fechadas de caracterı́stica de Euler no máximo -2.

Definição 2.1.3 (Transitividade Comutativa). Um grupo G é dito ser transitivo comutativo se o
centralizador de qualquer elemento não trivial é abeliano. Ou seja,

∀a, b, c ∈ G \ {1}, [a, b] = [b, c] = 1 ⇒ [a, c] = 1.

Em particular, para qualquer subgrupo maximal abeliano H e qualquer elemento g de um
grupo transitivo comutativo, o subgrupo H e seu conjugado gHg−1 são iguais ou interseptam
trivialmente.
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Definição 2.1.4 (CSA). Um grupo é chamado CSA se qualquer subgrupo abeliano maximal
H < G é malnormal, isto é, para todo g ∈ G \H,H ∩ gHg−1 = {1}.

A propriedade de comutatividade transitiva foi introduzida por B. Baumslag como um
critério para grupos residualmente livres serem totalmente residualmente livres. CSA-grupos
(ou Abeliano Completamente Separado) foi definida por A. Myaniskov e V. Remeslennikov em
seus estudo de grupos exponenciais. Essas duas propriedades são satisfeitas por grupos livres,
e como são fechadas, logo satisfeitas por grupos limites.

Lema 2.1.1. Um grupo CSA é comutativamente transitivo.

Demonstração. Seja 1 6= g ∈ G um elemento qualquer, mostraremos que o centralizador de
g é abeliano. De fato, seja H = CG(g). Considere K um subgrupo maximal abeliano tal que
1 6= g ∈ K � G. incompleta

Proposição 2.1.1. Seja G um grupo totalmente residualmente livre.

1. Qualquer subgrupo finitamente gerado de G é totalmente residualmente livre.

2. G é livre de torção.

3. Qualquer dois pares de elementos deG geram um grupo livre ou um grupo abeliano livre.

4. G é comutativamente transitivo.

5. G é CSA.

Demonstração. 1. Seja H ≤ G, H finitamente gerado. H = 〈x1, x2, ..., xn〉. Seja X =
{x1, x2, ..., xn} pela definição G é totalmente residualmente livre, logo existe f : G→ F
para algum grupo livre F com f(xi) 6= 1. Seja f |H e a definição é claramente satisfeita.

2. Seja g ∈ G qualquer. Pela Definição 2.1.2, existe um homomorfismo f : G → F
para algum grupo livre com f(g) 6= 1. Assim se gn = 1 para algum n ∈ N terı́amos
f(gn) = f(1) = 1, e logo f(g)n = 1, onde f(g) 6= 1 no grupo livre F , o que é um
absurdo

3. Sejam a, b ∈ G e suponha que [a, b] 6= 1. Então existe um epimorfismo f : 〈a, b〉 → F2

para um grupo livre de posto 2. Portanto a, b geram um grupo não abeliano livre.

4. Considere a, y, x ∈ G com [a, x] = [a, y] = 1. Pela Definição 1.3.8 paraX = {1, a, [x, y]},
existe um homomorfismo

f : G→ F

que é injetivo sobre X . Agora f([a, x]) = f([a, y]) = 1, então f(x), f(y) e f(a) per-
tencem ao mesmo subgrupo cı́clico de F . Em particular, f(x) e f(y) comutam, isto é,
f([x, y]) = 1, mas f |X é injetiva. Logo [x, y] = 1.
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5. G é CSA. Seja H ⊂ G um subgrupo abeliano maximal. Considere g ∈ G, e suponha que
exista um elemento não trivial h ∈ gHg−1∩H . Seja f : G→ F o homomorfismo injetivo
sobre o conjunto {1, g, h, [g, h]} = X , onde [g, h] = ghg−1h−1. Então se tivermos:

f([h, ghg−1]) = 1

logo f(h) e f(ghg−1) pertencem ao mesmo subgrupo cı́clico do grupo livre F . Logo isto
é possı́vel somente se f(g) também pertence a este subgrupo cı́clico o que significa que

f([g, h]) = 1

E sendo f |X injetiva, temos que [g, h] = 1. Por (4) temos que g comuta com todo
elemento deH , poisH é abeliano e pela maximalidade deH , g ∈ H . Logo gHg−1∩H =
1,∀g ∈ G \H .

Estas propriedades fornecem exemplos de grupos que não são totalmente residualmente
livres.

Observação 2.1.2. (i) Do item 2 da Proposição 2.1.1, qualquer grupo com torção não é
totalmente residualmente livre.

(ii) Da Propriedade 3, o grupo fundamental da garrafa de Klein (veja no exemplo 1.2.8) não
é totalmente residualmente livre.

(iii) Produtos diretos não são totalmente residualmente livres. Especialmente, suponha que
G = A × B, onde A é não trivial e B não é abeliano. Então B está contido no central-
izador de qualquer elemento em A, então G não é comutativamente transitivo e portanto
não é totalmente residualmente livre. Em particular, F × F não é totalmente residual-
mente livre.

Um exemplo não trivial de grupo que não é totalmente residualmente livre é o grupo funda-
mental da superfı́cie Σ de caracterı́stica de Euler -1, que tem apresentação:

〈a, b, c|a2b2c2〉

Pelo artigo de Lyndon em [17], o qual supõe que três elementos de um grupo livre F satis-
fazem a2b2c2 = 1 e ab = bc = ca = 1, então abc = 1. Portanto π1(Σ) não pode ser totalmente
residualmente livre. Na verdade, excluindo-se o grupo fundamental das três mais simples su-
perfı́cies não orientáveis, todos os grupos superfı́cies são totalmente residualmente livres. Os
grupos residualmente livres desempenham um papel fundamental para estabelecer critérios para
um grupo ser um grupo limite, critérios esses obtidos por Kharlampovich-Myasnikov e Sela,
então podemos estabelecer a seguinte

Definição 2.1.5. Um grupo totalmente residualmente livre finitamente gerado é chamado grupo
limite.

Definição 2.1.6. Um grupo G totalmente residualmente livre é hiperbólico, se qualquer sub-
grupo abeliano maximal de G é cı́clico.
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Teorema 2.1.1. Seja G um grupo finitamente gerado totalmente residualmente livre. Então G
satisfaz as seguintes propriedades:

1. G é finitamente apresentado.

2. Todos subgrupos abelianos de G é finitamente gerado.

3. Se G não é abeliano, então ele tem uma decomposição cı́clica não trivial.

Essas propriedades são demonstradas nas séries de artigos de Sela e uma prova mais fácil de
1 é devido a Grirardel em [7], o qual mostrou que grupos totalmente residualmente livres agem
livremente sobre Rn-árvores.

Proposição 2.1.2. Seja L um grupo limite. Então:

1. L é livre de torção.

2. Todo subgrupo abeliano de L é finitamente gerado.

3. Todo subgrupo abeliano não trivial está contido em um único subgrupo abeliano maxi-
mal.

4. Se dois elementos não triviais comutam e são conjugados então eles são iguais.

5. Raı́zes são únicas, isto é, xn = yn com n 6= 0 implica x = y.

6. L é finitamente apresentado.

7. L é coerente, isto é, todo subgrupo finitamente gerado é finitamente apresentado (e ele é
um grupo limite)

Uma classe importante de grupos limites consiste dos ω-residualmente livre torres. Estes
grupos que tem descrição explicita e indutiva em termos de colagem de construções de blocos
(grafos, superfı́cie, toro) em um certo caminho.

O grupo fundamental de um toro e de uma esfera são grupos limites triviais. O grupo funda-
mental de uma superfı́cie orientável de posto 2 pode ser escrito como um double (〈a, b〉)∗[a,b]=[c,d]

〈c, d〉,
e logo é um grupo limite. Similarmente, o grupo fundamental de uma superfı́cie não orientável
de caracterı́stica de Euler −2 é (〈a, b〉)∗a2b2=c2d2 〈c, d〉 e é um grupo limite. Logo, como sub-
grupos finitamente gerados de grupos limites são grupos limites, todos grupos superfı́cies não
excepcionais(isto é, diferentes de superfı́cies não orientáveis de caracterı́stica de Euler 1, 0,−1)
são grupos limites [Baumslag].

Exemplo 2.1.2. Os primeiros exemplos de grupos totalmente residualmente livres que não são
livres, incluindo todos os grupos de superfı́cie não excepcionais, isto é, exceto o grupo funda-
mental de superfı́cies não orientáveis de caracterı́stica de Euler 1,0,-1, foram dados por Gilbert
e Benjamin Baumslag em [2]. Eles obtiveram grupos totalmente residualmente livres por ex-
tensões livres de centralizadores nos grupos livres. Uma extensão de centralizadores (posto
p) de um grupo limite G é um grupo da forma G∗C

(C × Zp) onde C é o subgrupo maximal
abeliano de G.
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Definição 2.1.7 (co-produto). Dados espaços X e Y com pontos escolhidos x0 ∈ X e Y0 ∈ Y ,
então o co-produto X ∨ Y é o quociente da união disjunta X t Y obtido por identificar x0 e y0

a um único ponto. Mais geralmente poderı́amos formar um co-produto tαXα de uma coleção
arbitrária de espaços Xα começando da união disjunta tαXα e identificando pontos xα∈Xα a
um único ponto.

Proposição 2.1.3 (Sela; Teorema 5.12). Assumimos que G é o grupo fundamental do grafo de
grupos Γ com grupos de vértices finitamente gerados tais que:

(i) cada grupo de aresta é um grupo abeliano não trivial o qual sua imagem sobre ambos
morfismos de arestas são subgrupos abelianos maximais dos correspondentes grupos de
vértices;

(ii) G é transitivo comutativo;

(iii) existe um epimorfismo ϕ de G para um grupo limite L tal que ϕ é restrita a cada grupo
de vértice é injetiva.

Então G é um grupo limite.

2.2 Grupos Limites e Torres
Outros resultados realizados na versão de Sela do Teorema fundamental que caracteriza gru-

pos limite como subgrupos finitamente gerados de grupos ω- residualmente livres torres, com
estas definições podemos construir indutivamente qualquer grupo limite, esta caracterização
difere de Karlampovich e Myaniskov, através de extensões do centralizador a partir de um
grupo livre, no sentido que não precisamos passar a um subgrupo . Da construção de Sela é
possı́vel construir grupos limites pela colagem de retratos de superfı́cies. Esta construção são
os blocos constituintes para obtermos o que Sela chamou de torres totalmente residualmente
livres.

Definição 2.2.1. Um espaço ω-residualmente livre torre de altura h ∈ N é definido por indução
sobre h ∈ N. Um grupo ω-residualmente livre torre é o grupo fundamental de um espaço ω-
residualmente livre torre.

Definição 2.2.2. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Então Γ é um retrato virtual de H
se existe um subgrupo de ı́ndice finito K ⊃ H de G e um epimorfismo ϕ : K → H tal que ϕ|H
é a identidade. Neste caso, K é dito um retrato.

Observação 2.2.1. A altura 0 torre é o co-produto (1-ponto união) de uma coleção finita de
cı́rculos, superfı́cies hiperbólicas fechadas e Toro Tn (de dimensão arbitrária), exceto que a
superfı́cie fechada de caracterı́stica de Euler -1 seja excluı́da.

Usando a definição acima, podemos considerar um espaço topológico X como obtido pela
colagem de uma superfı́cie Σ sobre um espaço Y cujo grupo fundamental é um grupo limite L,
e isto é feito pela identificação das componentes do bordo de Σ aos laços não triviais de Y .

Se existe ϕ : X → Y um retrato de X sobre Y , enviando um subespaço Σ para um
subespaço de Y que tem grupo fundamental não abeliano, então o resultado de Sela garante
que π1(X) é um grupo limite. E esta construção é dada em cada etapa pela seguinte definição.
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Definição 2.2.3. Um espaço ω-residualmente livre torre Yh de altura h ∈ N é obtida de um
espaço ω-residualmente livre torre Yh−1 atachando-se blocos de um dos seguintes tipos:

• Abeliano: Yh é obtido de Yh−1 t Tm pela identificação de um cı́rculo em Tm com algum
laço em Yh−1 tal que 〈c〉 ∼= Z é o subgrupo abeliano maximal de π(Yh−1).

• Quadrático: tomando uma superfı́cie compacta conexa Σ que pode ser um toro per-
furado ou uma superfı́cie que tenha caracterı́stica de Euler no máximo -2, e obtemos Yh

de Yh−1 t Σ pela identificação de cada componente da fronteira de Σ com um laço ho-
motopicamente não trivial em Yh−1. Essas identificações devem ser feitas de modo que
exista um retrato r : Yh −→ Yh−1, e r∗(π1Σ) ⊂ π1(Yh−1) deve ser não abeliano.

Teorema 2.2.1. Um grupo dado é grupo limite se, e somente se, ele é isomorfo à um subgrupo
finitamente gerado de um grupo ω-residualmente livre torre.

Definição 2.2.4. A altura de um grupo limite S é a altura minimal de um grupo ω-residualmente
livre torre que tem um subgrupo isomorfo a S. Grupos limites de altura 0 são produtos livres
de alguns grupos abelianos livres e grupos de superfı́cie de caracterı́stica de Euler no máximo
-2.

A decomposição descrita no lema seguinte vem do Teorema Seifert-van Kampen associado
a adição de blocos finais na construção da torre, que é a essência do Teorema de Sela, que diz
que grupos totalmente residualmente livres torres são totalmente residualmente livres.

Lema 2.2.1. O grupo fundamental de um espaço ω-residualmente livre torre de altura h ≥ 1
decomposto como um grafo de grupos com 2 vértices, onde o grupo de vértice A1 é o grupo
fundamental de um espaço ω -residualmente livre torre de altura h−1 e o outro gruplo de vétice
A2 é um grupo livre ou abeliano livre de posto finito no mı́nimo 2; os grupos de arestas são
subgrupos cı́clicos infinitos maximais de A2. Se A2 é abeliano então existe somente um grupo
de aresta e este é um subgrupo abeliano maximal deA1. Visto que um grupo limite arbitrário (e
logo um subgrupo arbitrário de um grupo limite) é um subgrupo de um grupo ω-residualmente
livre torre, podemos aplicar o Teorema de Bass-Serre para deduzir:

Lema 2.2.2. Se S é um subgrupo de um grupo limite de altura h ≥ 1, então S é o grupo
fundamental de um grafo bipartido de grupos nos quais os grupos de arestas são cı́clicos; os
grupos de vértices dividem-se em dois tipos correspondentes a partição bipartida de vértices:

• tipo (i): grupos de vértice são isomorfos a subgrupos de um grupo limite de altura (h-1);

• tipo (ii) grupos de vértices são todos abelianos ou abeliano livres.

Restringindo-nos a grupos limites usaremos o seguinte variante da decomposição acima.

Lema 2.2.3. Se Γ é um grupo limite livremente indecomponı́vel de altura h ≥ 1, então ele é o
grupo fundamental de um grafo de grupos finito que tem grupos de arestas cı́clicos infinitos e
tem um grupo de vértice que é um grupo limite não abeliano de altura ≤ h− 1.
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Demonstração. Todo grupo limite surge como um subgrupo finitamente gerado de um grupo
ω-residualmente livre torre de mesma altura, pelo Teorema 2.2.1. Suponha L um grupo ω-
residualmente livre torre de altura h que contem Γ como um subgrupo. Visto que Γ é finitamente
gerado, o grafo de grupos dado pelo Lema 2.2.2 pode ser substituı́do pelo grafo core C obtido
tomando o quociente de Γ por uma subárvore T ′ Γ- invariante de T , onde T é a árvore standard
dada pela teoria de Bass Serre sobre a qual G age. Os grupos de vértices de C são finitamente
gerados, e visto que Γ não tem altura ≤ h − 1, então existe pelo menos um grupo de vértice
de cada tipo, pelo Lema 2.2.2. Como Γ é livremente indecomponı́vel, os grupos de arestas são
cı́clicos infinitos.

Se o bloco adicionado no topo da torre para L é quadrático, então cada grupo de vértice Lv

do tipo (ii) em C deve ser um grupo livre não abeliano (e logo é um grupo limite de altura 0 ≤
h−1). De fato, os conjugados distintos de um grupo de arestas incidentes em um correspondente
grupo de vértice em L são subgrupos cı́clicos maximais dos grupos de vértices e geram um
subgrupo abeliano livre. Então se Γv fossem cı́clicos, então poderiamos ter uma única aresta
incidente e a v e a aplicação Γe −→ Γv ser um isomorfismo, contrariando o fato que C fosse
escolhida ser minimal.

Para completar a prova argumentaremos que se o bloco adicionado no topo da torre para L
um bloco abeliano, então cada vértice do tipo (i) em C é não abeliano.

Portanto L = A1 ∗〈ς〉 A2, como no Lema 2.2.1, onde 〈ζ〉 ∼= Z. Em C, o grupo de aresta
incidente a cada vértice do tipo (i) (os quais são conjugados dos subgrupos de 〈ζ〉) intersec-
tam trivialmente e são abelianos maximais. Logo se um grupo de vértice Γv do tipo (i) fosse
abeliano, então ele seria cı́clico, podendo ser incidente só em uma aresta e, e a inclusão Γe → Γv

seria um isomorfismo. Como acima, isto contrariaria a minimalidade de C.

2.3 Subgrupos Normais na Teoria de Bass-Serre
O Teorema seguinte é devido a J. Tits vide Proposição 24 em [20] e este resultado será

enunciado sob a forma mais conveniente na próxima

Proposição 2.3.1. Seja G o grupo fundamental de um grafo de grupos e suponha que a ∈ G
é um elemento hiperbólico, isto é, a age livremente sobre a árvore standard S(G) do grupo
G. Seja m = minv∈V (S(G))l[v, av] e Ta = {v ∈ V (S(G)) | l[v, av] = m}, onde l[v, av] é o
comprimento da geodésica de v até av.

Então Ta é o conjunto de vértices de uma reta em S(G), sobre a qual a age como uma
translação de amplitude m. Além disso, toda subárvore 〈a〉-invariante de S(G) contém Ta. Na
verdade, Ta é chamada reta de Tits correspondente ao elemento hiperbólico a.

Proposição 2.3.2. Se um grupo finitamente gerado Γ age por isometrias numa árvore T , então
ou Γ fixa um ponto de T ou Γ contém uma isometria hiperbólica.

Na última parte da Proposição 2.3.2, a união dos eixos dos elementos hiperbólicos é a única
subárvore Γ-invariante minimal de T , pela Proposição 2.3.1. A primeira parte da afirmação na
Proposição 2.3.2 surge, por exemplo, quando T = G0 ∗A G1 e A é normal em ambos G0 e G1.
E a segunda parte surge, por exemplo, quando Γ é a amalgamação de N0 o A, e N1 o A, e
N = N0 ∗A N1.
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Proposição 2.3.3. Se o grupo Γ decompõe-se sobre o subgrupo A ⊂ Γ e o subgrupo normal
N / Γ é finitamente gerado, então ou N ⊂ A ou NA tem ı́ndice finito em Γ.

Demonstração. Considere a ação de Γ sobre a árvore T , onde T é dada pela Teoria de Bass-
Serre e é associada a decomposição de Γ sobre A. Como qualquer subgrupo de Γ também age
sobre T , temos que N age sobre T .

Denotaremos TN o conjunto dos pontos de T fixados por N , mais precisamente TN = {e ∈
T |ne = e,∀n ∈ N}. Temos duas possibilidades a considerar:

• Se TN 6= ∅, então TN = T . De fato, sendo T é Γ-invariante. Segue que Γ age sobre
TN e TN ⊆ T , então como T é a menor árvore sobre a qual Γ age, temos que TN = T .
Assim TN = T é equivalente a T = {e ∈ T |ne = e,∀n ∈ N}. Mas Γ decompõe-se
sobre A, isto é, Γ = G1 ∗A G2 e então as arestas da árvore T são conjugadas do subgrupo
A. Portanto, N ≤ StabΓ(e) = A e isto implica que N ≤ A.

• Se TN = ∅, então pela proposição 2.3.3, TN contém isometrias hiperbólicas, mais
precisamente a união das retas de Tits dada pela Proposição 2.3.2 constitui uma única
subárvore S Γ-invariante minimal de T . Como N é normal, S também Γ-invariante, e
pela minimalidade de T como árvore Γ-invariante sobre a qual Γ age, tem-se que S = T .

Lembremos que as arestas de T são exatamente as classes laterais de A em Γ, isto é, Γ/A
e a ação de cada g ∈ Γ é dada por g · γA = (gγ)A. Consideremos agora o grafo quociente
X = T/N , cujas arestas são E(X) = {ē = Ne | e ∈ T} = {ē = NγA | γ ∈ Γ}, que são
precisamente as classes laterais duplas N \ Γ/A. O grupo quociente Γ/N age sobre X da
maneira natural, isto é, (δN).(ē) := (δN)(NγA) = NδγA. Agora considerando a aplicação
quociente ψ : Γ → Γ/N temos que o estabilizador de ē ∈ E(X) em X é

StabΓ/N(ē) = ψ(StabΓ(gAg−1)), (2.1)

pois se γN ∈ StabΓ/N(NgA), segue que (γN)(NgA) := NγgA, mas γN = ψ(γ). Vejamos
que γ ∈ ψ(StabΓ(gAg−1)). De fato γN ∈ StabΓ/N(NgA), então NγgA = NgA, mas γN =
Nγ = ψ(γ). Então NγgAg−1 = NgAg−1 logo ψ(γgAg−1) = ψ(gAg−1) e isto implica
g ∈ ψ(StabΓ(gAg−1)).

Reciprocamente se y = xN = ψ(x) ∈ ψ(StabΓ(gAg−1)), então xgAg−1 = gAg−1

aplicando-se ψ a esta igualdade temos, xNgNANg−1N = gNANg−1N e isto segue que
xNgANG−1 = gANg−1 daı́ (xgN)(AN) = gAN = NxgA = NgA, portanto xN = y ∈
StabΓ/N(NgA).

O grupo de aresta G(e) associado à aresta e ∈ T é G(e) = StabΓ/N(ē) = StabΓ/N(NγA),
onde γ ∈ Γ.

Sabendo que o número de órbitas da árvore é igual ao ı́ndice do estabilizador, logo vale:

|O(ē)| <∞ =⇒ |Γ/N : ψ(A)| = |Γ/N : NA/N | <∞ (2.2)

Afirmamos que X é um grafo finito. De fato, visto que N é finitamente gerado, existe um
subgrafo compacto Y ⊂ X tal que a inclusão i : G ′(Y,Γ) → G(X,Γ) induz um isomorfismo
entre os grupos fundamentais destes grafos de grupos π1(G ′(Y,Γ)) ∼= π1(G(X,Γ)). E como
isomorfismo preserva a (conexa) pré imagem de Y em T . Sendo a ação de N sobre T minimal,
esta pré-imagem S ′ é igual a T . E assimX é um grafo finito e logo vale 2.2 |Γ : AN | <∞.
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Capı́tulo 3

Resultados Principais

3.1 Classe de Grupos com Subgrupos Normais Restritos
Nesta seção iremos descrever a larga classe de grupos que tem a propriedade que cada um

de seus subgrupos normais finitamente gerado não-trivial é de ı́ndice finito. Isto nos dá um caso
especial do Teorema 1.

Teorema 3.1.1. Seja Γ um grupo limite não abeliano e seja N 6= {1} um subgrupo normal. Se
N é finitamente gerado, então Γ/N é finito.

Seja J a classe de grupos que não tem quocientes próprios infinitos, isto é, se G ∈ J então
para todo N C G não trivial tem-se que G/N é grupo finito. Assim J é a união das classes dos
grupos finitos com a classe dos grupos quase infinitos (à saber, um grupo G é dito quase infinito
se todo quociente próprio de G é finito).

Seja G a menor classe de grupos que contém Z e todos os produtos livres não-triviais de
grupos, satisfazendo a seguinte condição:

(*) Se H ∈ G e A ∈ J , e se A tem ı́ndice infinito em H , então qualquer produto livre
amalgamado da forma H ∗AB, e qualquer HNN extensão da forma HNN(H,A, t), onde
t é uma letra estável, pertencem a classe G.

Teorema 3.1.2. Se Γ ∈ G, então para todo subgrupo normal N finitamente gerado não trivial
tem-se que o ı́ndice |Γ : N | de N em Γ é finito.

Demonstração. Seja Γ ∈ G um grupo arbitrário. Usaremos indução sobre o nı́vel de Γ como
um subgrupo de G, isto é, sobre o número de passos necessários para obter Γ como um produto
livre com amalgamação ou como uma HNN extensão dada no item (*).

Se Γ é um elemento de G de nı́vel zero, temos Γ ∼= Z ou Γ é um produto livre não trivial.
Assim no primeiro caso, sendo os subgrupos de Z da forma nZ, logo |Z : nZ| = n < ∞; no
outro caso, escrevamos Γ = Γ0 ∗{1} B ∈ G como produto livre não trivial e sendo 1 6= N C Γ,
então da Proposição 2.2.1 temos queN tem ı́ndice finito em Γ e isto é o passo inicial da indução.

Suponhamos que Γ ∈ G tem a forma Γ = H ∗A B ou Γ = HNN(H,A, t), onde pela
hipótese de indução temos que todo subgrupo normal finitamente gerado de H tem ı́ndice finito
e por construção de um elemento de G temos que A ∈ J tem ı́ndice infinito em H .
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Seja N ⊂ Γ um subgrupo normal finitamente gerado. Mostraremos que |Γ : N | <∞.
Pela Proposição 2.2.1 temos que N ⊂ A ou NA tem ı́ndice finito em Γ. O primeiro caso

é impossı́vel porque N ⊆ A ⊆ H , logo isto implicaria N ⊂ H e pela hipótese de indução
|H : N | <∞ e como |H : N | = |H : A|.|A : N |, segue que |H : A| é finito, o que contraria a
hipótese feita sobre A. Resta então que |Γ : NA| < ∞. Considere o homomorfismo canônico
ϕ : Γ → Γ/N temos que |Γ/N : AN/N | = |Γ : N | < ∞ e isto significa que ϕ(A) = AN/N
tem ı́ndice finito em Γ/N . Mas A não possui quocientes infinitos e,

|Γ : N | = |Γ : NA|.|NA : N | (3.1)

Então pelo 2o Teorema do Isomorfismo AN/N ∼= A/N ∩ A e como A não possui quociente
próprio infinito temos duas possibilidades: |A/N ∩ A| <∞ ou A é infinito e A ∩N = {1}.

Se |A : N ∩ A| < ∞, então NA/N é finito e assim |Γ : N | = |Γ : NA|.|NA : N | < ∞
como querı́amos. Mostraremos que A é infinito e N ∩ A = {1} é impossı́vel. De fato, observe
que NA/N tem ı́ndice finito em Γ/N , e sabemos que H ∩N é não trivial.

Considere a ação de Γ sobre a árvore standard X , onde V (X) = Γ/H ∪ Γ/B, isto é, as
classes laterais de Γ/H e Γ/B e E(X) = Γ/A, isto é, as classes laterais de A em Γ.

A ação de Γ sobre X é dada por γ(e) := (γg)A. Sendo N um subgrupo de Γ, temos que
N age sobre X . Sejam XH e XB conjuntos de representantes para as classes laterais de Γ/H e
para Γ/B respectivamente. Se γ ∈ XH e δ ∈ XB, indiquemos por

Hγ := N ∩ (γHγ−1)

Bδ := N ∩ (δBδ−1). (3.2)

Note que os grupos dados em 3.2 são os estabilizadores de γ ∈ XH e γ ∈ XB sobre a ação
natural de N sobre Γ/H e Γ/B. Como A∩N = 1 isto significa queN ∩ (gAg−1) = (gNg−1)∩
(gAg−1) = g(N ∩ A)g−1 = g1g−1 = 1. Logo N intersepta cada conjugado de A trivialmente.
Pelo Teorema de Kurosh 1.2.9, temos que

N = (∗γ∈XH
Hγ) ∗ (∗δ∈XB

Bδ) ∗ F. (3.3)

Portanto a decomposição de N como grupo fundamental de um grafo de grupos tem grupos
de arestas triviais. Em 3.3 temos que um dos fatores livres é H ∩ N (obtido quando γ = 1),
isto é, um dos grupos de vértice. Assim H ∩ N é um fator livre do grupo finitamente gerado
N , e então H ∩ N é finitamente gerado, pelo Teorema de Grusko-Neumann 1.2.10. Portanto
H∩N < H finitamente gerado, então pela hipótese de indução, segue que |H : (H∩N)| <∞.
Logo, |A : (A ∩N)| <∞, mas A ∩N = 1 e |A| é infinito, o que é uma contradição.

Agora para obtermos o teorema 3.1.1 basta mostrar que um grupo limite não abeliano per-
tence a classe G.

Proposição 3.1.1. Todo grupo limite não abeliano pertence a G.
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Demonstração. Isto segue facilmente do fato que um grupo limite arbitrário Γ é um subgrupo
de um grupo ω-residualmente livre torre grupo Γ0.

Um grupo limite não abeliano de altura zero é ou um produto livre não trivial ou um grupo de
superfı́cie de caracterı́stica de Euler no máximo -2 (o qual portanto decompõe-se como HNN -
extensão(F,Z, t) com F livre). Como tais grupos claramente pertencem a G, então podemos
assumir que a torre tem altura h ≥ 1 e que Γ é livremente indecomponı́vel.

Aplicando o Lema 2.2.3 à Γ, temos que Γ é o grupo fundamental π1(C) de um grafo de
grupos finito que tem grupos de arestas cı́clico infinito e grupo de vértices Γv, e este grupo é
um grupo limite de altura ≤ h − 1. Aplicando a indução a Γv temos que Γv ∈ G. Colapsando
os vértices restantes de C a um único vértice (veja 1.2.10), podemos expressar Γ como grupo
fundamental de um grafo de grupos com 2 vértices, onde um grupo de vértice é Γv e o outro é
o grupo fundamental de todos os subgrafos de grupos gerado pelos vértices restantes de C; os
grupos de arestas são cı́clicos. Fazendo-se uma segunda indução sobre o número de arestas na
decomposição podemos completar a demonstração.
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3.2 Normalizadores são finitamente gerados
Nesta seção provaremos o Teorema (1), que enunciaremos a seguir.

Teorema 1: Se Γ é um grupo limite e H ⊂ Γ é um subgrupo não trivial finitamente gerado
de Γ, então H tem ı́ndice finito em seu normalizador ou o normalizador de H é abeliano.

Demonstração do Teorema 1

Como os subgrupos de grupos livres totalmente residualmente livre são totalmente residual-
mente livres, subgrupos finitamente gerados de grupos limites são grupos limites. Portanto o
Teorema 1 é uma consequência do Teorema 3.1.1 e do seguinte Teorema abaixo dado em [2].

Teorema 3.2.1. Se Γ é um grupo limite e H ⊂ Γ é um subgrupo finitamente gerado, então o
normalizador em Γ de H é finitamente gerado.

A demonstração do Teorema 1, então pode ser descrita como segue. Sendo H um subgrupo
finitamente gerado do grupo limite Γ, então pelo Teorema 3.2.1 NΓ(H) é finitamente gerado.
Logo existem duas possibilidades a considerar:

• Se o normalizador NΓ(H) de H em Γ é abeliano, neste caso não há o que provar.

• Se o normalizador NΓ(H) de H em Γ não é abeliano, usamos o Teorema 3.1.1 aplicado
a 1 6= H e e NΓ(H), e sendo H finitamente gerado, então |NΓ(H) : H| < ∞, como
querı́amos demonstrar.

�

Agora aplicaremos o Teorema 1 e o Teorema 3.2.1 para o estudos de produtos subdire-
tos de grupos limites. No teorema a seguir o subgrupo S não é considerado necessariamente
finitamente gerado e é mais conhecido como Teorema da Decomposição.

Teorema 2: Suponha que Γ1,Γ2, . . . ,Γn são grupos limites e seja S ≤ Γ1 × Γ2 × · · · × Γn

qualquer. Se Li = Γi ∩ S é não trivial e finitamente gerado para i = 1, 2, . . . , r, onde r ≤ n,
então existe um subgrupo S0 de ı́ndice finito em S que se decompõe como um produto direto
S0 = L1 × L2 × · · · × Lr × (S0 ∩Gr), onde Gr = Γr+1 ×× · · · × Γn.

Demonstração do Teorema 2

Seja Pi : Γ1 × Γ2 × · · · × Γn → Γi a projeção sobre Γi, chamemos Pi = π(S), Como
Li = Γi ∩ S C S, segue que Li = Γi ∩ S C Pi. Agora como subgrupos finitamente gerados
de grupos limites são grupos limites, então do Teorema 3.1.1 que Li tem ı́ndice finito em Pi.
Temos que mostrar que D = Γ1 × Γ2 × · · · × Γn tem ı́ndice finito na projeção de S sobre
Γ1×Γ2×· · ·×Γr. Assim a imagem inversa de S0 ⊂ S deD tem ı́ndice finito, e a decomposição
da sequência exata

1 → (S0 ∩Gr) → S0 → D → 1

da projeção, e assim obtemos a decomposição em produto direto para S0. �
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