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RESUMO

SUPERFICIES COM VETOR CURVATURA MEDIA
PARALELOEM S" xR E H" x R

Neste trabalho, daremos uma demonstracao detalhada dos resultados obti-
dos por Hilario Alencar, Manfredo do Carmo e Renato Tribuzy em "Um Teo-
rema de Hopf para espagos ambientes com dimensao maior que trés", 2008.
Mostraremos que é possivel reduzir a codimensao de superficies imersas, com
vetor curvatura média constante, no produto de esferas ou espagos hiper-
bolicos com a reta. Além disso, assumindo que a superficie € homeomorfa &
esfera, daremos uma descrigao geométrica da imersao.



ABSTRACT

SURFACES WITH MEAN CURVATURE VECTOR
PARALLEL IN " x R E H" xR

This dissertation is concerned with a detailed demonstration for the
results obtained by Alencar, Do Carmo and Tribuzy in their article "A Hopf
Theorem for ambient space of dimensions higher than three", to be published
in 2008. The possibility of reduction of codimension, for immersed surfaces
with constant mean curvature vector into a product of spheres or into a
product between a hyperbolic space with straight line, is proved to be true.
Moreover, if the surface is assumed to be homeomorphic to the sphere, a
geometric description of the immersion is given.
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Introducao

O teorema de Hopf (1951) afirma que se uma superficie M compacta
homeomorfa & esfera estd imersa em R® com curvatura média H constante,
entao M é isométrica & uma esfera redonda. Em 1956, Alexandrov provou
que a esfera é a tinica superficie compacta e mergulhada em R3 com curvatura
média constante.

Em 2004, Abresch e Rosenberg [1] consideraram uma superficie M imersa
em E? xR, onde E? é uma variedade Riemanniana de dimensao 2, completa,
simplesmente conexa, com curvatura constante ¢ e introduziram em M a
forma quadratica Q(X,Y) = 2(a(X,Y), H) — (X, 7)(Y,7), onde X e Y sdo
vetores tangentes a M, o é a segunda forma fundamental e v é um vetor
unitario tangente a E? x R na direcdo de R. Eles mostraram que Q?%((2,0)-
componente de @) é holomorfa se, e somente se H é constante.

Além disso, usando esse resultado, eles provaram que as superficies com
género zero imersas em S” X R e H" x R com curvatura média constante,
sao esferas mergulhadas e invariantes por rotacao do espago ambiente.

Em 2007, Hilario Alencar, Manfredo do Carmo e Renato Tribuzy [4],
mostraram que se | dH |< g | Q@9 |, onde g é uma funcio real ndo-negativa
e continua, entao () é identicamente nula e M ¢é uma superficie invariante
por rotagoes mergulhada em E? x R.

Nesse trabalho vamos olhar para espacos ambientes com dimensoes maiores.
Ou seja, vamos estudar o caso onde z : M? — E" xR é uma superficie imersa
em E? xR, onde E” ¢ uma variedade Riemanniana com curvatura seccional
constante ¢ # 0 e assumir que o vetor curvatura médio H ¢é diferente de zero
e paralelo no fibrado normal.

O objetivo desse trabalho é dar uma prova detalhada dos seguintes resul-
tados em [3]:

Primeiro Teorema Principal. Sejam M uma superficie conexa e E”
uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante ¢ # 0 e seja
x: M — B! x R uma imersao com vetor curvatura média paralelo. Entao
uma das seguintes condi¢oes é satisfeita:



3.

. (M) é uma superficie minima de uma subvariedade totalmente um-

bilica de E”;

. (M) é uma superficie com curvatura média constante em uma subva-

riedade totalmete umbilica tri-dimensional de E;

x(M) esta contida em E? x R.

Segundo Teorema Principal. Sejam M uma superficie compacta,
homeomorfa a esfera e £ uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional constante ¢ # 0 e seja x : M — E! x R uma imersao com vetor
curvatura média paralelo. Entdao uma das seguintes condicoes ¢é satisfeita:

1.

x(M) é uma superficie minima de uma subvariedade totalmente um-
bilica de E”;

. (M) é uma esfera redonda de uma subvariedade totalmete umbilica

tri-dimensional de E”;

. #(M) é uma esfera redonda de E?;

. (M) esta contido em E? x R C R® (possivelmente com a métrica de

Lorentz), e existe um plano P tal que (M) é invariante pelas rotagdes
desse plano deixando fixo seu complemento ortogonal. E mais, as curvas
de nivel da fungao altura p — (x(p),~y) s@o circulos contidos em planos
paralelos a P.

Neste trabalho, diferenciavel significara de classe C'*°.



Capitulo 1

Generalidades

Neste capitulo apresentaremos as defini¢oes e os resultados da teoria
de variedades riemannianas, necessarios ao desenvolvimento deste trabalho,
e fixaremos a notacao a ser utilizada nos capitulos posteriores. As de-
monstragoes omitidas podem ser encontradas em |[5].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1.1. Dizemos que um conjunto M é uma variedade diferenciével
n-dimensional se existir uma familia de aplicagoes diferenciaveis e biunivocas
X, : Uy CR"™ — M de abertos U, de R™ em M, tais que:

1. M= UXQ(UQ);

2. Para todo par o, com X,(U,) Nx3(Uz) = V # (), os conjuntos
x'(V)e XEI(V) sao abertos em R" e as aplicagoes x/gl 0X, € X, oxg
al definidas sao diferenciaveis.

Usaremos a notacao M"™ para indicar que M ¢é n-dimensional. O par
(Ua,x,) ou a aplicagao x,, ¢ chamado uma parametriza¢ao ou sistema de co-
ordenadas de M em p, com p € x,(U,), € X,(U,) é chamada uma vizinhanca
coordenada em p.

Observacao 1.1.1. Dizemos que um subconjunto A C M é um aberto de
M se para todo a 2 (AN z4(U,)) é¢ um aberto de R™.

Definicao 1.1.2. Seja ¢ : M™ — N™ uma aplicagdao entre as variedades
diferenciaveis M e N. A aplicacao ¢ é dita diferenciavel em p € M, se dada
uma parametrizacdo y : W C R” — N em ¢(p) existe uma parametrizagao
x:U CR™— M em p tal que p(x(U)) C y(W) e a aplicagao
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y lopox:UCR™ —R"

¢ diferenciavel em x1(p). A aplicagao ¢ ¢ diferenciavel num aberto de M se
é diferenciavel em todos os pontos deste aberto.

Definicao 1.1.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacao difer-
enciavel a : (—¢,e) — M é chamada uma curva diferenciavel em M. Suponha
que a(0) = p € M e seja D o conjunto das fungoes de M diferenciaveis em
p. O vetor tangente a curva a em t = 0 é a funcdo o/(0) : D — R dada por

a/(0)f = Wea) o TeD

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva
a:(—€€) — M com a(0) = p.

Definigao 1.1.4. O conjunto de todos os vetores tangentes as curvas difer-
enciaveis pertencentes a uma variedade diferenciavel M™ passando por p é
chamado espaco tangente a M™ em p, e representado por 1,M. Mostra-se
que o conjunto 7, M com as operacoes usuais de fungoes ¢ um espaco vetorial
de dimensao n e que a escolha de uma parametrizacao x : U — M em p de-

termina uma base associada {(8%1)0, e (%)0} em T,M, e que a estrutura

linear nesse espago, assim definida, nao depende da parametrizacao x.

Definigao 1.1.5. (O Fibrado Tangente) Seja M"™ uma variedade diferen-
ciavel. O conjunto TM = {(p,v);p € M,v € T,M}, munido com a estrutura
diferenciavel {(U, x R™,~,)} sendo 7, : U, X R" — T'M definida por:

n
0
’}/a(l'?, e l’%, Uty ey un) = (Xa(l'?, ceey l’%), Zuim),
i=1 Ti

onde {(Uy, Xo)} é a estrutura diferenciavel de M, (z¢, ...,x%) € Uy e (uq, ..., u,) €
R™, é chamado fibrado tangente de M.

Proposicao 1.1.1. Seja ¢ : M™ — N™ uma aplicacao diferenciavel entre
as variedades diferencidveis M™ e N". Para cada p € M e cada v € T,M,
escolha uma curva diferenciavel « : (—e, €) — M tal que a(0) = p, o/(0) = v.
A aplicagao dy, : T,M — T, N dada por dy,(v) = (¢ o «)'(0) é uma
aplicagao linear que nao depende da escolha de «. Esta aplicacao é chamada
diferencial de ¢ em p.

Definicao 1.1.6. Uma aplicagao diferencidvel ¢ : M — N, entre as
variedades diferenciaveis M e N, é um difeomorfismo se ela é bijetiva e sua
inversa ¢! ¢ diferenciavel. ¢ é um difeomorfismo local em p € M se existem
vizinhangas U de p e V de p(p) tais que ¢ : U — V & um difeomorfismo.
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Definicao 1.1.7. Um caminho em uma variedade M é uma aplicacao con-
tinua £ : [0,1] — M. Dizemos que £ é um caminho fechado em p € M se
£(0) = &(1) = p. Em particular o caminho constante ¢, : [0, 1] — M definido
por ¢,(s) =p para todo s € [0, 1], ¢ um caminho fechado.

Definigao 1.1.8. Uma variedade M é chamada conexa quando, dados dois
pontos quaisquer p,q € M, existe sempre um caminho ligando p e ¢, isto &,
existe uma aplicac¢do continua & : [0,1] — M, tal que £(0) =p e (1) = q.

Definicao 1.1.9. Uma variedade M é chamada simplesmente conexa se toda
curva fechada em M puder ser continuamente deformada em um ponto.

1.2 Campos de Vetores

Definicao 1.2.1. Seja M"™ uma variedade diferenciavel e T'M o seu fibrado
tangente. A aplicacao X : M — TM, que associa a cada ponto p € M
um vetor X (p) € T,M é chamada um campo de vetores em M. O campo é
diferenciavel se a aplicacao X é diferenciavel. Note que é possivel escrever

X() = Yl

=1

onde cada a; : U — R é uma func¢ao em U. Basta considerar uma parametriza-

cao x : U C R" — M e pegar a base {Bim’ s %} de T),M associada a esta
parametrizacao. Entao X sera diferenciavel se e somente se as fungoes a;
forem diferenciaveis para qualquer parametrizagao x.

Com essa idéia é possivel pensar em um campo de vetores como uma
aplicagao X : D — F, do anel D(M) das fungdes diferenciaveis em M no

anel F(M) das fungoes em M, definida por

XN =3 ai<p>§—£<p>,

)

onde f indica, por abuso de notacao, a expressao de f na parametrizacao
x. Neste caso é imediato verificar que X ¢é diferenciavel se e somente se
X :D — D, isto é, Xf € D para todo f € D.

Dizemos que uma aplicacao f é de classe C", se f é r vezes diferenciavel e
sua r-ésima diferencial é continua. Dizemos que f é de classe C* se f possui
diferencial continua de todas as ordens.



Indicaremos por X' (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C*
definidos em M e por D(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas
em M.

Definicao 1.2.2. Sejam X e Y campos vetoriais diferencidveis em uma var-
iedade diferenciavel M. Existe um tnico campo vetorial Z tal que, para
todo f € D(N), Zf = (XY —YX)f. O campo Z = XY — Y X é chamado
colchete de X e Y e representado por [X,Y]; Z é evidentemente diferenciavel.

Vejamos algumas propriedades da operagao colchete

Proposicao 1.2.1. Se X, Y e Z sao campos diferenciaveis em M, a,b sao
numeros reais e f, g sao fungoes diferencidveis, entao:

(1) [X,Y]=—[Y, X](anticomutatividade),
(i1) [aX +0bY,Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (linearidade),
(vid) [ X, Y], Z) + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi),

(i) [f X, gY] = fglX, Y]+ fX(9)Y —gV(f)X.

1.3 Meétricas Riemannianas

Definigao 1.3.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana)
em uma variedade diferenciavel M é uma correspondéncia que associa a cada
ponto p € M um produto interno (, ), (isto é, uma forma bilinear simétrica,
positiva definida) no espago tangente 7,M, de modo que ao tomarmos uma
parametrizacio x : U C R* — M de M em p, a fungdo g;;(z1,...,2z,) =
<8%i(q), %(q»q é diferenciavel em U, onde ¢ = x(x1, ..., z,) € x(U) e %(q) =
dx,(0,...,1,...,0).

Pode-se mostrar que uma métrica riemanniana é diferenciével se a fungao
(X,Y) é diferenciavel em V', para todo par X e Y de campos de vetores difer-
enciaveis em uma vizinhancga V de M. Uma
variedade diferencidvel M munida de uma métrica riemanniana é denomi-
nada variedade riemanniana.

Definicao 1.3.2. Um difeomorfismo f : M — N, entre as variedades rie-
mannianas M e N, é chamado uma isometria se:

(u,v)p = (dfy(u), dfp(v)) f(p), Para todop € M, u,v € T,M.
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Definicao 1.3.3. Sejam (,) e ((,)) duas métricas em uma variedade
diferenciavel M, diz-se que essas métricas sao conformes se existe uma funcao
positiva diferenciavel f : M — R, tal que para todo p € M e todo u,v € T,M
se tenha

(u,v), = f(p)({u,v))p.

Proposigao 1.3.1. Uma variedade diferenciavel M (de Hausdorff e com base
enumeravel) possui uma métrica riemanniana.

Definicao 1.3.4. Seja M"™ uma variedade Riemanniana, p € M e U uma
vizinhanga de p em M onde é possivel definir campos F1, ..., F, € X(M") de
modo que em cada g € U, os vetores {E;}, i = 1, ...,n formam base ortonor-
mal para T,M; diremos, neste caso, que {E;} é um referencial ortonormal
em U.

1.4 Conexoes Afins e Riemannianas

Definicao 1.4.1. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma conexao afim
V em M é uma aplicacao

Y X(M) x X(M) — X(M)

que se indica por (X,Y) AR VxY,equepara X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M),
satisfaz as seguintes propriedades:

i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

iii) Vx(fY) = X(f)Y + fVxY.

Proposicao 1.4.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Entao existe uma tnica correspondéncia que associa a um campo
vetorial V' ao longo de uma curva diferenciavel ¢ : I — M um outro campo
vetorial % ao longo de ¢, denominado derivada covariante de V' ao longo de
¢, tal que:



i) B(V4+w)=LY4 2 onde W é um campo de vetores ao longo de c,

i1) %(fV) = %V + f%, onde f é uma funcao diferenciavel em I,
i1i) Se V& induzido por um campo de vetores Y € X (M), isto é,

V(t) =Y(c(t),entdo Y = Vg arY.

Definicao 1.4.2. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao
afim V. Um campo vetorial X ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado
paralelo quando % =0, para todo t € I.

Definigao 1.4.3. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim
V e uma métrica riemanniana (, ). A conexao ¢ dita compativel com a métrica
(,), quando para toda curva diferenciavel ¢ e quaisquer pares de campos de
vetores paralelos X e Y ao longo de ¢, tivermos (X, Y) = constante.

Proposicao 1.4.2. Seja M uma variedade riemanniana. Uma conexao V
em M é compativel com a métrica se e somente se para todo par X e Y de
campos de vetores ao longo da curva diferenciavel ¢ : I — M tem-se

d DX DY
—(X,)Y)=(——Y X, — tel

Definicao 1.4.4. Seja M uma variedade riemanniana. Diz-se que uma
conexao afim V em M é simétrica, se VxY — Vy X = [X,Y], para todo
X,Y € X(M).

Teorema 1.4.1. (Levi-Civita). Dada uma variedade riemanniana M,
existe uma tUnica conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:

i) V ¢ simétrica.
ii) V & compativel com a métrica riemanniana.

Tal conexdo é chamada conezao de Levi-Civita ou conexao riemanniana de
M.



1.5 Geodésicas

Nesta se¢ao, M sera uma variedade riemanniana munida de sua conexao
riemanniana.

Deﬁnigéo 1.5.1. Uma curva parametrizada v : [ — M é uma geodésica em
to € I se (dt) = 0 no ponto ty. Diz-se que v é uma geodésica se 7' # 0 e
for geodes1ca para todo t € I.

O comprimento do vetor tangente de uma geodésica v : I — M é

constante, pois
d /dy dy\ 5 D dv d’y _o
dt \dt’dt/ " \dt \dt )’ dt

O comprimento de arco s de y de ty € [ at € I é dado por

dv
dt

dt = c(t — ty).

Portanto o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de
arco. Quando o parametro é o proprio comprimento de arco, isto é, ¢ = 1,
diremos que v estd normalizada.

Proposicao 1.5.1. Dado p € M, existem um aberto V.C M, p € V,
nimeros 0 > 0 e £ > 0 e uma aplicacao C'*®

yi(=9,0) xU - M, U={(q,v); ¢V, veT,M, |v|<e},

tais que a curva t — (t,q,v), t € (—0,0), é a unica geodésica de M que
no instante t = 0 passa por ¢ com velocidade v, para cada ¢ € V e cada
v e T,M com |v| <e.

Exemplo 1. Todas as geodésicas do R™ sao retas parametrizadas propor-
cionalmente ao comprimento de arco, pois o espaco tangente a R"™ em p
¢é identificado com R™ e neste caso a derivada covariante coincide com a
derivada usual.

Exemplo 2. Todas as geodésicas da esfera unitaria S® C R"*! sdo os circulos
méaximos parametrizados proporcionalmente ao comprimento de arco. Com
efeito, dados p € S™ e um vetor unitario v € 7,5, a intersecgao com S"
do plano que contém a origem de R"*! o ponto p e o vetor v é um circulo
méaximo que pode ser parametrizado como a geodésica por p com velocidade
v. A unicidade segue-se da proposicao anterior.



Definigao 1.5.2. Uma variedade riemanniana M é (geodesicamente) com-
pleta se as geodésicas y(t) que partem de p estao definidas para todos os
valores do parametro t € R.

Observacao 1.5.1. E possivel provar que toda variedade riemanniana conexa
e compacta ¢ completa (cf. teorema de Hopf e Rinow em [5]).

1.6 Curvatura

Definigao 1.6.1. Seja M uma variedade riemanniana. A curvatura R de M
¢ uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagdo
R(X,Y): X(M) — X(M), dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ Vixyi4, Z € X (M),
onde V é a conexao riemanniana de M.

Exemplo 3. Seja M = R", entao R(X,Y)Z = 0 paratodo X,Y, Z € X(R").
De fato, seja Z = (z1,...,2,), entdo VxZ = (Xz1,...Xz,) e VyZ =
(Yzi,...,Yz,). Logo

VyVyZ = (YX2,...YX2), ViVyZ = (XY 2, ..., XY z,)

V[Xy}Z = ([X, Y]Zl, ey [X, Y]Zn)

Portanto
R(X,Y)Z =VyNVxZ —VxVyZ+ V[Xy]Z = 0.

Podemos pensar em R como uma maneira de medir o quanto uma var-
iedade M deixa de ser euclidiana.

Proposicao 1.6.1. A curvatura R de uma variedade riemanniana M satifaz:

i) R é bilinear em X (M) x X (M), isto é,
R(fX1+gXo, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X3, Y1),
R(Xy, fY1+gYs) = fR(X1,Y1) + gR(X1,Y2),

f7g € D(M)7 X17X27}/17Y2 S X(M)

i1) Para todo par X,Y € X (M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) —
X (M) é linear, isto ¢é,

RX,Y)Z+W) =R(X,Y)Z+ R(X,Y)W,

10



R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,
feDM), Z,W € X(M).

Proposicao 1.6.2. (Primeira Identidade de Bianchi) Para todo X,Y,Z €
X (M) é valida a relagao

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y = 0.

Proposicao 1.6.3. Para todo XY, Z, T € X(M) sao validas as relagoes

a) (R(X,Y)Z,T) + (R(Y, 2)X,T) + (R(Z, X)Y,T) = 0.
b) (R(X,Y)Z,T) = —(R(Y, X)Z,T).

) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z).

d) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z,T)X,Y).

1.7 Curvatura Seccional

Definicao 1.7.1. Sejam M uma variedade riemanniana, p € M, 8 C T,M
um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M e {z,y} uma base
qualquer de 3. A curvatura seccional de 5 em p, K(8) = K(z,y), é por
definicao

(R(z,y)z,y)
K(SE,y) = T A2
|z Ayl
onde |z A y| = /|z[2]y|? — (z,y)?, representa a area do paralelogramo bi-

dimensional determinado pelos vetores x,y € 3. Esta definicao nao depende
da escolha dos vetores x,y € (3. De fato, observemos inicialmente que pode-
mos passar da base {z,y} de # para qualquer outra base {2’,y'} por iteragdo
das seguintes transformagoes elementares:

a) {z,y} — {y, =},

b) {z,y} — {Az,y},

o) {z,y; — {z+ Ay, y}

Agora veremos que K(x,y) é invariante por tais transformagoes, o que
demonstra o afirmado. Para o que se segue denotaremos (K (z,y)z, y) por
(:'C7 y? x? y)'

a)K(y,x) = Wzyr) _ (@y2y) _ K(z,y)

lyAz|? lzAy|?

DK (A, y) = Griend = Sipsedd = K(z,y)

[AzAy|? A2|zAy|?
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T4y, Y, 2+ AY,Y)
[(z+Ay)Ay|?

C)K(:B + Ay, y) = | (
(z,y,2,9)+(2,5,2,9) +OAy,9,2,y) +(Ay,y,Ay,y)
(

[zAy+AyAy|?
z,Y,2,Y)
[zAy|?

K(z,y).

O

A importancia da curvatura seccional é que o conhecimento de K(f),
para todo 3, determina completamente a curvatura R de M.
A partir de agora, escreveremos por simplicidade, (R(z,y)z,t) = (z,y, 2, t).

Lema 1.7.1. Seja W um espago vetorial n-dimensional (n > 2), munido de
um produto interno (,). Sejam R: WXWxW — WeT : WxWxW — W
aplicagoes tri-lineares tais que as condigoes (a), (b), (c¢) e (d) da proposigao
1.6.3 sejam satisfeitas para R e T. Se {x,y} é uma base de 3, escrevamos

(R(z,y)z,y) (T(x,y)z,y)

K'(B) =
angr 0 K= A

K(B) =
Se para todo § C W, K(f)= K'(f3), entao R=T.

Demonstragao: Basta provar que (R(z,y)z,t) = (T(x,y)z,t) para quais-
quer x,y,z,t € W. Escrevendo (z,y,2,t) = (R(z,y)z,t) e (x,y,2,t) =
(T'(x,y)z,t), tem-se, por hipotese, (z,y,v,y) = (z,y,2,y) Y,y € W, logo

(z+zy,24+2y) =(@+2y2+2y)
o que implica
(z,y,2,9) +2(x,y, 2,y) + (2,9, 2,9) = (z,y,2,9) +2(z,y,2,9) + (2,4, 2,y)

e, portanto
(7,9,2,9) = (v,9,2,9) Vr,y,2 € W.

Assim
(r,y+t,z,y+t)=(z,y+t zy+t),

o que implica

(:E7yazvt) - (xvyazat)/ = (yazaxat) - <y7zax7t),7
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e a expressao (z,vy, z,t) — (x,y, z,t)" é invariante por permutagoes ciclicas dos
trés primeiros elementos. Portanto

3[(x7 y7 Z? t) - <x7y7 Z7 t),] = (x7 y7 Z7t> (‘/E y7z t) (‘/E7 y? 27 t)
—<l’,y,Z t)/+ (CC Y, z, t) (I7yvz7t)/
= (v,y,2,t) — (x,9,2,8) + (y, 2, 2,1)
—(y,z,2,1) + (2,2,9,t) — (2,7,9,1)
= (z,y,2,t)+ (y, 2,2, t) + (2, 2,9,1)
—(z,y,2,t) + (y, 2,2, t) + (2, 2,9,t)]
= 0 (por (a) da proposigao 1.6.3),

logo
(x,y,z,t) = (I,y,Z,t)/
para todo x,y, z,t € W.

OJ

Um exemplo de um espaco de curvatura seccional constante é o espago
hiperbolico H™ = {(z1, ..., x,) € R";z,, > 0}. Em [5], mostra-se que H" é um
espaco de curvatura seccional constante igual a —1. E possivel mergulhar o
espaco hiperbolico H" em R"*! com a métrica de Lorentz definida por

Gij (1, ..xn) = 5—129
x’fl

Observe que quando multiplicamos uma métrica Riemanniana por uma
constante positiva ¢, entdo sua curvatura seccional é multiplicada por 1/c.
Assim, podemos supor que a curvatura seccional constante de uma variedade
é¢ 1,0, ou —1. Na verdade, as tnicas variedades Riemannianas simplismente
conexas com curvatura seccional constante sao R™ (se ¢ = 0), H" (se ¢ < 0)
e S™ (se ¢ > 0). A demosntragao desses fatos pode ser encontrada em [5].

Proposicao 1.7.1. Sejam M uma variedade riemanniana e p um ponto de
M. Defina uma aplicacao trilinear 7" : T,M x T,M x T,M — T,M por

(T(X,Y)Z, W) = (X, Z)(Y,IW) = (Y, Z)(X, W),

para todo X,Y, Z,W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante
igual a c se e somente se R = ¢T’, onde R é a curvatura de M.

Demonstragao: Suponha que K(p, ) =c¢ V § C T,M, entao

(R(X,Y)X,Y)

= Kp.5) = XpvE- (x,7)
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<R(X7 Y)X7 Y> - C(|‘XV|2|}/|2 - <X7 Y>2)
= (T(X,Y)X,Y)

e como T satisfaz as propriedades (a), (b), (c¢) e (d) da proposi¢ao 1.6.3
podemos utilizar o lema 1.7.1 para concluir que

(R(X,Y)Z,W) =c(T'(X,Y)Z,W)
para todo X,Y, Z, W € T,M. A reciproca ¢ imediata. [

Corolario 1.7.1. Seja M uma variedade riemanniana de curvatura seccional
constante ¢ e seja R a curvatura de M, entao podemos escrever

R(X,Y)Z = c({X, Z)Y — (Y, Z)X)
Demonstragao: Pela proposicao anterior

<R(X,Y)Z,W> = C<T(X,Y)Z,W>
= C(<XaZ><Y7W>)_<YaZ><X7W>)7

logo
(RIX,)Y)Z — (X, 2)Y + Y, Z)X , W) =0,
portanto
R(X,)Y)Z =c(X,2)Y — Y, Z)X.
0

Definicao 1.7.2. Seja M uma variedade Riemanniana. M é um espaco
simétrico se VR = 0, onde R é o tensor curvatura de M.

Definicao 1.7.3. Sejam M; e M, variedades Riemannianas e considere o
produto M; x M, com a métrica produto. Sejam V! e V? as conexoes
Riemannianas de M; e M respectivamente. Entao a conexao Riemanniana V
de Mj x M; é dada por Vy, 1y, (X1 +Xs) = V%/le—i-V%@X% X1,Y1 € X(My),
Xy, Yy € X(My).

Proposigao 1.7.2. E? x R é simétrica.
Demonstragao. Seja V a conexao de E7 xR. Como £ é uma variedade
com curvatura seccional constante, segue da definigao de curvatura que E” é

simétrica. Pelo exemplo 3 da segao (1.6) do Capitulo 1 temos que R também é
uma variedade simétrica. Assim, pela definicao anterior, temos que VR = 0.

O
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1.8 Tensores em Variedades Riemannianas

Definicao 1.8.1. Um tensor 7' em uma variedade riemanniana é uma apli-
cacao multilinear

T:X(M)x .. x X(M) = D(M).

r— fatores

Isto quer dizer que, dados Y1, ..., Y, € X(M), T(Y1,...,Y,), é uma fungao
diferenciavel em M, e que T ¢ linear em cada argumento, isto é,

T(}/lv 7fX +g}/’ 7Y7") = fT(}/la 7Xa 7Y;“) +gT(}/l7 7Y7 a}/;)a
para todo X,Y € X (M), f,g € D(M).

Definigao 1.8.2. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT’
de T' é um tensor de ordem (r + 1) dada por

Para cada Z € X (M), a derivada covariante VT de T em relagao a Z é
um tensor de ordem r dado por

V,T(Y1,...Y,) =VT(Yy,..,Y,, 7).

1.9 Fibrados Vetoriais

Definigao 1.9.1. Sejam E e M variedades diferenciaveis e seja p: E — M
uma aplicacao diferencidvel. Dizemos que p é um fibrado vetorial de dimen-
sao k quando para cada p € M,

i) p~1(p) & um espago vetorial real de dimensao k; e

ii) existe uma vizinhanga aberta U de p em M e um difeomorfismo
¢ : p~H(U) — U xRF cuja restricao a p~!(q) é um isomorfismo sobre {q} x R¥,
para cada q € U.

Dado um fibrado vetorial p : E — M e um subconjunto F' C E tal que a
restrigdo p|p : F — M é também um fibrado vetorial, dizemos que F' é um
subfibrado vetorial de E se a inclusao i : F' — E leva (p|r)!(p) linearmente
sobre p~!(p), para todo p € M.
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Exemplo 4. Seja TM = {(p,v,) | p € M,v, € T,M}. A aplicagao p :
TM — M, dada por p(p,v,) = p, € um espaco fibrado vetorial, chamado
espaco fibrado tangente.

Exemplo 5. Sejam (,) uma métrica riemanniana em M™ ¢ N* C M™ uma
subvariedade de M. Dado p € M, seja T,N+ C T,,M o subespago de vetores
normais a T, N; definimos w(N) = {(p,v,)| p € N, v, € T,N*}. A aplicacdo
p:w(N)— N, dada por p(p,v,) =p & um espaco fibrado vetorial, chamado
o espaco fibrado normal.

Por abuso de linguagem ¢é comum nao nos referirmos a aplicagao
p : F — M quando trabalhamos com fibrados cuja aplicacao é natural,
mas sim as variedades E e M.

Definicao 1.9.2. Seja N um fibrado normal. Dizemos que N é paralelo em
relacdo a conexdo normal V*, ou simplismente paralelo, se € N, entao
V%n € N para todo campo tangente X.
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Capitulo 2

Imersoes Isométricas

Neste capitulo vamos considerar a situacao em que f : M — M & uma
imersao de uma variedade diferenciavel M de dimensao n e uma variedade
Riemanniana M de dimensao igual a k = m + n e estudar as relagoes entre
as geometrias de M e M.

2.1 A Segunda Forma Fundamental

Definigao 2.1.1. Sejam M"™ e M ™™ variedades diferenciaveis. Uma apli-
cagao diferenciavel f : M — M é uma imersio se a diferencial
df, : T,M — Tf(p)M ¢ injetiva para todo p € M. O ntimero m ¢é chamado a
codimensao de f. Se, além disto, f é um homeomorfismo sobre f(M) C M ,
onde f(M) tem a topologia induzida por M, diz-se que f é um mergulho.
Se M C M e ainclusio i : M < M é um mergulho, diz-se que M é uma
subvariedade de M.

Defini¢ao 2.1.2. Uma imersao f : M™ — M ™™™ entre duas variedades
riemannianas com as métricas (, )a e (, )37, respectivamente, é chamada
imersao isométrica (ou riemanniana) se:

(XY ) = {dfyp(X), dfp (V) 37

para todo p € M, e todo par X,Y € T),M.

A métrica riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica rie-
manniana em M: se X,Y € T,M, define-se (X, Y)u = (df,(X), dfp(Y)) 37

—~

Nesta situacao, f passa a ser uma imersao isométrica de M em M e a métrica
de M é entao chamada a métrica induzida por f. Em outras palavras, f é
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isométrica se a métrica induzida coincide com a métrica original.

Um caso interessante é quando h : ]/\ZV ntk . MF ¢ diferenciavel e ¢ € M
¢ um valor regular de h (isto ¢, dhy, : T,M — T}, M & sobrejetiva para todo

p € h™'(q)); é sabido que h~'(¢) C M ¢ entdo uma subvariedade de M de
dimensao n; logo podemos dar-lhe a métrica induzida pela imersao.

Por exemplo, seja h : R" — R dada por h(xy,...,z,) = me — 1. Note
i=1
que h ¢é diferenciavel e que 0 é um valor regular de h; e h™1(0) = {z € R" :
24 ...+ 22 =1} = S"! ¢ a esfera unitaria do R". A métrica induzida por
R" em S™! é chamada a métrica canonica de S™~1.

Proposicao 2.1.1. Seja f: M" — M ™™ uma imersdo. Para todo ponto
p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que a restrigao de f a U é
um mergulho sobre f(U).

De acordo com a proposi¢ao anterior, podemos identificar U com f(U)
e cada vetor v € T,M, q € U, com df,(v) € Tf(q)ZTj. Usaremos essas iden-
tificagoes para estender, por exemplo, um campo local (isto é, definido em
U) de vetores de M a um campo local (isto ¢, definido em U) de vetores em

M e também podemos considerar o espago tangente de M em p como um
subespago do espacgo tangente de M em p e escrever

T,M = T,M & T,M~
onde, T,M~* ¢ o complemento ortogonal de T,M em TpM . Desta decom-

posigao obtemos um fibrado vetorial TM* = U,cp/ T, M+, chamado fibrado
normal a M.

Deste modo, o fibrado vetorial
TM]f(M) ={X e TM : 7(X) € f(M), onde 7 : TM — Méa projecao}
¢ a soma direta do fibrado tangente TM com T M=, isto é

TM| sy = TM ® TM*

Logo podemos considerar as seguintes projegoes:

i) Tangencial ()7 : TM| oy — TM; e
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ii) Normal ()*:TM | jar — TM*.

Seja V e V as conexdes riemannianas de M e M respectivamente. Se
X,Y sao campos locais de vetores em M, e X Y sdo extensdes locais a M
temos que

VY = (VY + (VgY)*

onde, pela unicidade da conexao riemanniana, (V3Y)? = VY.

Para o que se segue, indicaremos por X (U)*+ os campos de vetores normais
aos campos tangentes diferenciaveis em U.

Definicao 2.1.3. Seja f : M" — M ™™ uma imersdo isométrica. A apli-
cacio o : X(U) x X(U) — X(U)* definida por

a(X,Y)=VgV —VyY,
onde para todo X,Y,Z em X(U) e g em D(U), tem as seguintes propriedades:

i) a(X,Y) = alY, X);
i) a(X+2)Y)=a(X,Y) +a(Z,Y);
iii) a(gX,Y) = ga(X,Y).

Isto é, a ¢é simétrica e bilinear sobre D(U).

Demonstragao: Para o que se segue considere X Y 7.3 , g, extensoes lo-
cais a M. E observe que em M, §=ge [X,Y]=[X, Y]

) (X)Y) = VgV —VyV
= [X,Y]+ VX — [X,Y] - Vy X
= )

i) (X +2Y) = Vg,V = Vi)Y
= V)?Y + VZY - VxY -V,Y
= a(X,Y)+a(Z,Y).

iii) a(gX,Y) = V_gV = VoY
ﬁ V)ZY — gVXY
= ga(X,Y).
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Essa aplicacao serd chamada a segunda forma fundamental de f, onde a
equagao o
VxY =VxY +a(X,Y)

¢ denominada Formula de Gauss. .
Note que a(X,Y’) é um campo local em M normal a M, pois

a(X,Y)=VV —VxY = (VW) + (VeV) = VxY = (VgY)?t

Agora veremos que a aplicagdo « estd bem definida, isto é que a(X,Y)
nao depende das extensoes X,Y. Com efeito, se W ¢ uma outra extensao
de X (entdo X — W = 0 em M) e V é uma outra extensdo de Y (entdo

Y — V =0 ao longo de uma trajetoria de X), teremos

(VY —VxY) = (ViY —VxY)=Ve 5V =0, ¢
(VY —VxY) = (VgV —VxY)=Ve(Y - V) =0.
Portanto o esta bem definida.

Exprimindo o em um sistema de coordenadas, concluimos que, como « é
bilinear em D(U), o valor de a(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e Y(p).

Consideremos agora campos de vetores X de T'M e { de T'M L. e denote-
mos por A X a componente tangencial de —V x¢&, isto ¢

AgX = —(ﬁXS)T.
Observe que para todo Y € T'M temos

X<€aY> = <6~X§7Y> + <§a 6XYV>
0 (VxOT +(VxE)Y) + (£, VxY +a(X,Y))
0 = <—.A§X, Y) + <§,04(X, Y)>

Assim,
(AX,Y) = (a(X,Y),§).

Portanto fica bem definida a aplicacao A : TM x TM*+ — TM dada por
A(X,€) = A X, que é bilinear sobre D(M), pois a aplicagdo o e a métrica
sdo bilineares sobre D(M). Como « é simétrica a aplicagdo Ae : TM — T'M
também ¢é simétrica (isto &, (A X,Y) = (X, AY) para todo X,Y € TM) e
linear sobre D(M). A aplicagao A¢ é chamada Operador de Weingarten ou,
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por um abuso de linguagem, segunda forma fundamental na direcao de &.

A componente normal de Vx¢&, que denotamos por Vx&, define uma
conexdao compativel com a métrica sobre o fibrado normal T'M~*. Dizemos
que V* é a conexdo normal de f e assim obtemos a Formula de Weingarten

Vxé = —AX + VxE,

Uma tmersao f : M — M é geodésica em um ponto p € M se para todo
¢ € T,M* a sequnda forma fundamental A¢ € identicamente nula em p. A
imersao f € totalmente geodésica se ela € geodésica em todo p € M.

Proposicao 2.1.2. Uma imersao f : M — M ¢ geodésica em p € M se e
somente se toda geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p.

Demonstragao: Sejam v(0) = p e 7/(0) = x. Sejam £ uma extensao local,
normal a M, de um vetor normal e em p e X uma extensao local, tangente
a M de 7/(t). Assim tem-se em p

(Aez,z) = (X, X),§)
<V X VxX,§)

= <VX 3
<(VXX) +(VxX)h€)
(VxX)*,€),

logo f ¢ geodésica em p se e somente se, para todo X € T,M, a geodésica
v de M que é tangente a X em p satisfaz a condigao: %XX(p) nao tem
componente normal. Portanto f é geodésica em p se e s6 se toda geodésica
~v de M partindo de p é geodésica de M em p.

OJ

O vetor curvatura média de uma imersao isométrica f : M"™ — M "*P no
n

ponto p de M é o vetor normal a M em p, definido por H, = % Z a( X, X;),
i=1

onde {Xj, ..., X,,} é um referencial ortonormal tangente a M em p e a é a

segunda forma fundamental de f. Dizemos que uma subvariedade é minima

se H, = 0 para todo ponto p da subvariedade.

21



2.2 As Equagoes Fundamentais de uma Imer-
sao Isométrica

Proposicao 2.2.1. Seja f : M" — M ™ uma imersdo isométrica, sao
validas as seguintes equagoes:
i) Equacao de Gauss

KX,)Y)=K(X,Y)+ (a(X,X),aY,Y)) — (a(X,Y),a(X,Y)),

onde K(X,Y) e K(X,Y) denotam as curvaturas seccionais em M e M do
plano gerado pelos vetores ortonormais X,Y € T,M.

ii) Equacao de Codazzi
(R(X,Y)Z)" = (Vya)(X, Z) = (Vxa)(Y. Z),
para todo X,Y,Z € T'M.
iii) Equagao de Ricci
(RX.Y)Em) = (RYXY)Em) + ([Ag, AJX,Y),
VXY € TM e &ne TM*, onde [Ag, A,)] = AcA, — A)Ag; e R, R e R*

sao os tensores curvatura de M, M e TM+*, respectivamente.
Demonstracao: Sejam X,Y,Z € T'M, entao

VxVyZ = Vx(a(Y,Z)+ VyZ)
= onz(Y, Z)+VXVYZ

Pelas formulas de Gauss e Weingarten, temos

VXV Z = —AuyyX + VraY, Z) + VxVyZ + a(X,Vy Z).
Analogamente,

VyVxZ = —Aux.z)Y + Via(X,Z) + VyVxZ + a(Y,Vx Z).

Novamente pela formula de Gauss, temos

VixyiZ = VixyiZ +a([X,Y], Z).

Substituindo esses resultados em

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VixyZ. Fica
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E(X, Y)Z =R(X,Y)Z-a(X,VyZ)+a(Y,VxZ)+a([X,Y], Z) + Aav,2) X
~Aax.2)Y — Vya(Y,Z) + Vya(X, Z), (2.1)
onde R e R sio os tensores curvatura de M e M , respectivamente.
Tomando a componente tangencial, de R em (2.1), temos
(RX.Y)ZW) = (RECY)ZW) + (A X, W) — (Aax.) Y ),
obtendo assim, a Fquacao de Gauss,
(R(X,Y)Z, W) = (}NQ(X, Z,W)—(a(X, W), a(Y, Z))+{a( X, Z), (Y, W)).

Em particular, se K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y) e K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y)
denotam as curvaturas seccionais em M e M do plano gerado pelos vetores
ortonormais X,Y € T,M, a equacao de Gauss torna-se

K(X,Y)= [?(X,Y) + {(a(X, X),a(Y)Y)) — (a(X,Y),a(X,Y)).
Agora tomando a componente normal de R em (2.1), obtemos

(RX,YV)Z)t = (R( Y)Z)t — a(X, VyZ)+ oY, VxZ) +a([X,Y], Z)
xa(Y, Z) + Vya(X, Z)
== —Oé(X VY ) + CY(Y, VXZ) + a(VXY - VYX, Z)
xaY,Z)+ Vya(X, Z)
= —a(X,Vy2)+alY,VxZ)+a(VxY,Z) — a(VyX, Z)
—VxalY,Z) + Vya(X, Z)
= —(Vxa(Y,Z) —a(VxY,Z) —a(Y,VxZ)) + Viya(X, Z)
—a(Vy X, Z) —a(X,VyZ2),

o que implica na Equacao de Codazzi
(R(X,Y)Z)" = (V¥a)(X, Z) = (Vxa)(Y. 2),
onde por defini¢ao

(Vxa) (Y, Z) =Vxa(Y,Z) — a(VxY,Z) —a(Y,VxZ).

Observe que V1 é bilinear sobre D(M) . A conexao V= pode ser vista
como uma conexao no fibrado vetorial Lo(TM x TM, TM™).
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Denotaremos por R*o tensor curvatura do fibrado normal TM*, que é

RH(X,Y)E = Vy V€ = Vi V€ + Vix i,
para todo X, Y € TM e £ € TM~.
Novamente, utilizando as féormulas de Gauss e Weingarten temos
R(X,Y)§ = VyVx&—VxVyé+ Vixyé B
= Vy(—AX)+ VyVxl — Vx(—AY) — Vi Vi€ — A X, Y]
Vixg
= Oé(Y, —Ag )—i-Vy( ./45 ) AVL§Y+VJ_V f—i-Oé(X Ag )

logo
R(X,Y)¢ = RHX,Y)E+ (X, AY) + Vx(AY) + Agy X

—oz(Y, AgX) - Vy(.AgX) - Avg_(gy - Ag[X, Y] (22)

Tomando a componente normal de R(X,Y)¢ em (2.2) temos, a Equagio de
Ricci
(R(X,Y)E)" = RH(X,Y)E + a(X, AY) — a(Y, AcX).

Agora tomando em (2.2) o produto interno por n € TM*, temos

(R(X.Y)Em) = (X, AcY), ) — (Y, AeX), n)

(R-(X,Y)En) + (a
(RE(X.YVEm) + (A, X, AY) = (A,Y, AX)
= (BA(X,Y)Em) + (AcA, X, V) — (Y, Ay AcX)
= (R*(X.YV)Em) + (e AJX.Y),

e a equacao de Ricci pode ser escrita na forma

(ROX,Y)Em) = (RH(X,Y)En) + ([Ae, A X, Y),
onde [.Ag, AU] = A§A77 - ./477./45.
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Capitulo 3

Estruturas Complexas em
Espacos Vetoriais e Funcoes
Holomorfas

Neste capitulo vamos apresentar defini¢oes e resultados relacionados com a
teoria das fungoes de uma variavel complexa. As demonstragoes omitidas
poderao ser encontradas em [9].

3.1 Estrutura Complexa em Espacos Vetoriais

Definigao 3.1.1. Seja V' um espago vetorial real. Um homomorfismo linear
J : V — V satisfazendo J* = —1I, onde I é a aplicacao identidade em V/, é
chamado de estrutura compleza em V.

Seja V' um espaco vetorial real com uma estrutura complexa J. Podemos
definir o produto AX de um nimero complexo A = a + ib e um elemento X
de V por

AX = (a+1ib)X =aX +bJX.

Entao podemos considerar V' como um espaco vetorial sobre C.

Afirmamos que a dimensao real de V, ou seja, a dimensao de V como
espago vetorial real, é par. De fato, seja {e1,...,e,} uma base do espago
vetorial V' sobre C,entao {ey, ..., €, €1, ..., i€, } é base de V sobre R pois,
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Zajej + Zibjej =0 = Z(CL]' + ibj)(fj =0
j=1 j=1 j=1

= aj + Zb] = O,Vj

= CLJ' = bj = O,V]

Logo, dimcV = n, entao dimgV = 2n.

Dado um espago vetorial complexo de dimensao complexa n, seja J o
endomorfismo linear definido por JX = i X, para todo X € V. Considerando
V' como espago vetorial real de dimensao 2n, entao J é a estrutura complexa
de V.

Seja V' um espaco vetorial real com uma estrutura complexa .J. Entao
podemos estender J a um endomorfismo linear complexo de V& = {X +
iY; X,Y € V}, também denotado por J, dado por

J(X +iY) = JX +iJY.

Em um espago vetorial real 2n-dimensional com estrutura complexa J,
existem elementos X7, ..., X, de V tal que {Xy,..., X,,, J X1, ..., JX,,} é uma
base de V.

Consideremos 7 = \%(Xk —iJXy) e Zy, = %(Xk +iJXg), k=1,...,n.
Entdo {Z1,...2,, Z1,...Z} ¢ uma base de VC, desde que, dimVC = dimgV =
2n e dado que o conjunto acima é linearmente independente.

Além disso,

J(Zy) = J(%(Xk — iJXk))

1

— E(J)(k—z'ﬂxk)
1

= iZ,,Vk;

J(Zy) = J(%(kajxk))

1 o

= GUXe+ i X
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1 :
= —iZ,Vk.

Assim, 7 e —i sao os autovalores de J, correspondentes aos autovetores 7, e
7, respectivamente, para k = 1,...,n, e portanto .J ¢ diagonalizavel (i e —i
tém multiplicidade n).

Sejam VIO = {7 e VG JZ =iZ}, e VO ={Z €V, JZ = —iZ}, os

autoespacos correspondentes aos autovalores ¢ e —i respectivamente.

Proposicao 3.1.1. Vale os seguintes itens
L VA =X —iJX; X eV}eVOD ={X +iJX;X €V},
2. VE =V 10 gy O,
Demonstracao.

1. Para todo X —iJX € {X —iJX;X € V} temos que

J(X —iJX) = JX —i’X
= JX +iX
i(X —iJX),

entdo X —iJX € {Z eV, JZ =iZ}, e

(X —iJX;XeV}c{zeVJZ=iZ}.
Seja Z € {Z € V&, JZ = iZ}, entao Z € V€ e JZ = iZ, ou seja,
Z=X+4+1YelJX+iV)=i(X+iY)=JX+iJY —iX+Y =0=
—JX=YeX=JY. Assim, Z = X +iY = X +i(—-JX) = X —iJX,
istoé, Ze{X —iJX;X eV}e

(ZeVSJZ=iZ} c{X —-iJX;X €V}
Logo,

VOO =7 eVv©JZ =iz} ={X —iJX; X € V}.

De modo analogo temos

VO — (7 eVC JZ=—iZ} ={X+iJX; X eV}
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2. Primeiro observe que para qualquer Z € VC,

1 1
Z=5(Z2~i12)+5(Z +iJ2).

com 2(Z —iJZ) e VOO e L(Z +iJZ) € VOV, De fato

1 1
S(Z=iJZ) = S(X+iY —iJ(X +iY))

- %(X+z‘Y—z‘JX+JY)

- %((X +JY) —i(JX —Y))
%((X +X) —i(JX + JX))
= X —iJX,

analogamente

1
(2 +ilZ) =X +iJX.

Além disso, se Z € VA N VO entdo JZ =iZ e JZ = —iZ, o que
implica que iZ = —iZ < Z = 0. Portanto Z € V19 0O = [0},
logo V€ = V10 gy 01,

O

Seja M uma variedade diferenciével, indicaremos por TCM a complex-
ificacio do fibrado tangente, ou seja, TM = {X +iYV;X,Y € TM}.
Como foi visto anteriormente, a extensao de J ao fibrado tangente com-
plexificado pode ser diagonalizada tendo ¢ e —i como autovalores. Os au-
toespacos associados aos autovalores i e —i serdo denotados por T M e
TODM, respectivamente. Segue também que T;,CM = ngl’o)M &) ngo’l)]w7

onde T"OM = {X —iJX; X € TM} e T."VM = {X +iJX; X € TM}.

3.2 Fungoes Holomorfas

Definicao 3.2.1. Seja f : U — C, definida num aberto U C C. Dize-
mos que f é derivavel no ponto z = z + iy € U quando existe o limite
limy g W = f'(z). O namero complexo f'(z) chama-se derivada da
funcao complexa de f no ponto z.

Sejam fi, fo : U — R as partes real e imaginaria de f, ou seja, f(z) =

fi1(z) +ifa(z). Mostra-se que se f é derivavel no ponto z = u + v entéo, sua
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parte real f; e sua parte imaginéria f, sao derivaveis no ponto (u,v), e além
disso cumprem as condigoes

Oh _ 0 o 0 _ _0f
ou ov ov ou

Estas equacgoes sao chamadas de Equagoes de Cauchy-Riemann. Recip-
rocamente, se fi, fo : U — R sao fungoes diferenciaveis no ponto z = (u,v) e
satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann nesse ponto, entao f = f1 +if;
possui uma derivada complexa f’(z) no ponto z = u + iv onde

2O Oh _0f O
Definicao 3.2.2. Dizemos que uma fun¢ao complexa f : U — C é holomorfa
quando possui derivada em todos os pontos do aberto U.
Seja f : U — C, onde U C C é aberto. A diferencial de f é por defini¢ao
a 1-forma df em U que associa a cada pontop € U a derivada de fem p, que

¢ uma aplicacao R-linear de C em C. Assim, df (p)(h+ik) = ( )h+ ( )k,
logo df = %dm + g—idy. Em termos da base {dz,dz} de £(R2,(C) que é o
conjunto de todas as aplicacoes R-lineares de R? em C, podemos escrever

=2 ¥

dz + —=dz.
No plano complexo C, con81deremos a variavel z = u + v e os operadores

0z
diferenciais
of _ o) ; 0 of _
8z <8u B Z%) €5 = <8u + 281))
A definicao desses operadores ¢ tal que, se f : U C R?> — R? é uma

aplicacao diferenciavel em um aberto U entao, através da identificagao usual
de R? com C, tem-se

of of aof f
df = Gudu+ 8vd 8zd oz 82
onde dz = du + idv e dz = du — idv.

Proposicao 3.2.1. A funcao diferenciavel f = f; + ifs é holomorfa, se e
somente se, ‘?—3]; = 0.
Demonstracgao. De fato,

” - 1<ai+1%)f:0
R B RTES
o By T
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se e somente se satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann.
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Capitulo 4

Superficies com vetor curvatura

média paralelo em S™” xR e
H" xR

Agora iremos estudar superficies M? imersas em E” x R, onde E" ¢ uma
variedade Riemanniana n-dimensional, simplismente conexa com curvatura
seccional constante ¢ # 0, ou seja S™ e H™ e considerar que o vetor curvatura
média é paralelo no fibrado normal. Nesse capitulo, todas as variedades sao
conexas e orientadas.

4.1 Primeiro Teorema Principal

Nesta segao, demonstraremos o seguinte resultado (observacao: para simpli-
ficar a notagao consideraremos M? = M)

Teorema 4.1.1. Sejam M uma superficie coneza e E? uma variedade Rie-
manniana com curvatura seccional constante ¢ # 0 e seja x : M — EI x R
uma 1mersao com vetor curvatura média paralelo. Entao uma das sequintes
condigoes € satisfeita:

1. x(M) € uma superficie minima de uma subvariedade totalmente um-
bilica de E7;

2. x(M) € uma superficie com curvatura média constante em uma subva-
riedade totalmete umbilica tri-dimensional de B ;

3. x(M) estd contida em E* x R.
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Observagao 4.1.1. Usaremos R e V para representar a curvatura e a conexao
do espago ambiente (E” x R) respectivamente.

Iremos comecar com alguns lemas, mas antes precisaremos do seguinte
resultado:

Equacao 1. Sejam A, B,C e D vetores tangentes de E' x R, m e 7y a

projecao no primeiro e segundo fator de T,,(E! x R), respectivamente, entao,
(R(A, B)C, D) = c[({A,C) — (mA, mC))((B, D) — (myB, m5D))
~({4, D) = (mA, ;DY) (B, C) ~ (2B, ,C))]

Demonstragao. Observe que A = m A+ mA e mpA = (A,7)7y, (onde v é o
vetor unitario tangente a E!' x R correspondente ao fator real) analogamente
para B, C e D. Assim, temos

(R(A, B)YC, D) = (R(m A + mA, m B + mB)(m,C + mC), m D + m3D),
usando a Proposicao 1.6.3, obtemos
(R(A, B)C, D) = (R(m A, m B)mC, m D),

agora, pela Proposicao 1.7.1, temos

(R(A,B)C,D) = c[(mA mC)(mB,mD)— (mA,mD){(mB,mC)]
= [((A—mA,C —mC)(B —mB,D — mD))
—((A—mA, D —mD)(B —mB,C — my(C))]
= ({4, C) = {4, mC) = (mA, C) — (mA, mC)) (B, D) — (mB, D)
—(B,mD) — (meB,myD)) — ((A, D) — (A, D) — (m A, D)
— (mA,mD))((B,C) — (mB,C) — (B, mD) — (mB,mC))], (4.1)
observe que,
(A, mC) = (A, {C,7)7) = (C,7)(A7)
(m2A, C) = ((4,7)7,C) = (C,7){4,7)
(oA, mC) = (A7), (C ) = (Co7) (A7),

analogamente para (B,mD), (A,mD) e (B, m(C), substituindo em (4.1)
obtemos,
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<R(A7 B)O7 D> = C[<<A7 O) - <772A7 7T2O>)<<B7 D> - <7T2B; 7T2D>)
—((A, D) — (mA, mD))((B,C) — (me B, mC))].

OJ

Lema 4.1.1. Seja x : M? — E” x R uma imersiao de uma superficie M com
curvatura média paralela. Se v € T,M Vp € M entdao x(M) C E* xR .

Demonstracao. Como v € T,M para todo p € M, podemos escolher
uma base {e1, ez} para TM, fazendo e; = 7 e ey unitario e ortogonal a e;.

Observe que v é paralelo na conexao V, pois 7 é um vetor tangente de
E" x R na direcao de R. Assim,

0=V,7v=Veer=ale,er)+ Ve e

= afe,e;) = 0.

Analogamente,

0= V7 =Veer =ale,e) + Ve,eq

= afey,ey) = 0.
como « ¢é simétrica, a(ey, ez) = a(e, e1) = 0.
Por definigao,

2H = a(ey, e1) + aes, e2) = afeg, €2).

Como H é paralelo e a(er,e1) = afer,es) = aez,e1) = 0, temos que a
imagem da segunda forma fundamental (Ima) é 1-dimensional e paralela na

conexao normal, assim, seja £ = T'M & Ima temos que para quaisquer X,
Y, ZeTM

Vza(X,Y) =Via(X,Y) - Ayxy)Z € E

VyX =V,X +a(X,Y) € E,

logo E ¢ paralelo na conexao V. E pela Fquagao 1, temos que E ¢é invari-
ante por R. Assim, pelo teorema de reducao de codimensao de Eschenburg e
Tribuzy em |7] existe uma subvariedade 3-dimensional totalmente geodésica
L de E" x R tal que (M) C L, como v € R, L = E? x R.
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Observagao 4.1.2. Observe que v € T,M se, e somente se, (v, N)(p) = 0.
Como (-, -) é analitico, temos que ou (v, N) = 0 e nesse caso v € T,M Vp e
pelo Lema (4.2.1) (M) C E? x R, ou os zeros de (v, N) sdo isolados, nesse
caso vamos trabalhar com o complemento dos zeros de (v, N) e passamos ao
limite.

Lema 4.1.2. Seja z : M? — E" X R uma imersao de uma superficie M com

curvatura média paralela. Entdo para todo v € TM~*, Ay comuta com A,.
Demonstracao. Como H é paralelo, entao
RY(X,Y)H = VyVxH — VxVyH + VixyH =0,
logo, RH(X,Y)H = 0.
Pela Equagao de Ricci (proposi¢ao 2.2 item (iii)) temos:
(RY(X,Y)H,v) = ([Ay, A]X,Y) + (R(X,Y)H,v)

assim

([Am, A)X,Y) + (R(X,Y)H,v) = 0

assim, basta mostrar que (R(X,Y)v)t =0Vo € TM*, XY € TM.

Agora considere e3 = ﬁ, onde u é a projecao de v no fibrado normal.

Complete e3 com uma base ortonormal para TM* e seja {e;, es} uma base
para T'M.

Observe que pela Fquag¢ao 1 usando o referencial a cima, para i, j = 1,2
ea,f=3,4,...n+1

(R(ei ej)ea,ep) = cl((ei ea) — (ma(ei), malea)))((ej, e5) — (male;), males)))

—({eire5) = (ma(ei), ma(ep))) ({e)s €a) — (ma(e;), ma(ea)))]

se o ou (3 for diferente de 3, pois neste caso (e,,y) = 0 ou (eg,y) = 0. Além

disso, (R(e;,e;)es, e3) = 0. Logo (R(X,Y)v)™ =0 VX,Y tangentes e v nor-
mal.
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Corolario 4.1.1. Ou existe uma base que diagonaliza A, Vv € TM* ou Ay
¢ multiplo da identidade.

Demonstragao.De fato, suponha que H nao é uma dire¢ao umbilica,
como Ap é simétrico, pelo Teorema Espectral existe uma base, ortonormal,
que diagonaliza Ay, digamos «. Pelo Lema 4.1.1, A, comuta com Ay para
todo v € TM*, logo Ay e A, sdao simultaneamente diagonalizaveis, entao
existe uma base ortonormal § que diagonaliza Ay e A,, como a e [ sao
ortonormais, podemos assumir o = 3. Por outro lado, seja w € TM*, entao
Ay comuta com A, assim existe existe uma base ortonormal 7 que diago-
naliza Ay e A,, como 7 é ortonormal, podemos assumir a = 7, logo n = f3,
logo, existe uma base que diagonaliza A, e A,,.

O

Lema 4.1.3. Se H nao for uma dire¢ao umbilica, entao existe um subfibrado
paralelo L do fibrado normal de dimensao < 3 que contém a imagem de a.

Demonstracao. Considere L o subspago gerado pela uniao da Ima e
e3. Observe que L contém a imagem de a. Vamos mostar que L é paralelo,
ou seja, se W ¢ um subfibrado normal e W L L entao VW L L. Assim,
seja w € W, vamos mostrar que:

LV+iw L Ima

2)V4iw L es.

Como H nao é uma dire¢ao umbilica, pelo Corolario 4.2.1 existe uma base
{e1,e2} que diagonaliza A,, Yo € TM*. Observe que se {ej,es} diag-
onaliza A, para todo v € TM*, entdo {e;, ey} diagonaliza «, de fato,
(a(e;,ej),v) = (Avei,e;) = 0 se i # j. Logo, a(er,es) = 0, o que im-
plica que dim/L < 3.

V4iw L Ima
Considere
Aijr. = —(alei, e5), Vé,ﬂ’)-

Observe que como a ¢ simétrica A;;, = Ajix e como w L Ima temos
(aler, ), w) = 0 logo

(a(ei, e)), ijw> + <ija(ei, e;), w) = 0.
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Assim,

Aijk = _<O‘(ei>€j)avjkw> = <Vé€a(ei>€j>’w>

= Aijr = (Vi ale;, e;), w) (4.2)
Por defini¢ao,

(Vaa)(ene),w) = (Vi ale,e),w) — (a(V e e;),w)
—<04(ei,ijej),w> (4.3)

Como w L Ima, por (4.2) e (4.3), obtemos,
(Va,o)(eie5), w) = Aigy

Usando a Equagao de Codazzi (proposigao (2.2) item (ii)), temos

(Va,o)(ei,e5) = (Ve a)(ew, ¢5) + (Rlex, ei)e;) = (Vg a)(ew, e) + (Rew, e5)ei)™,

mas pela Fquagdo 1 (R(ey,e;)ej, w) = (R(ey, ej)e;, w) = 0. Assim,
Ak = (ija(ei,ej),w) = (Véa(ek,ej),u» = Ajp = <ij0z(ek, e;),w) = Apj.
Assim, temos a seguinte relagao

Aijie = Ajki = Apijy (4.4)

e como {ej, es} diagonaliza o, temos que A, = (a(e;, €;), Vﬁkw) = 0 para
i # j, pela relagdo (4.4) temos que para dois indices distintos A;j; = 0.
Agora vamos mostrar que A;; = 0. De fato, seja i # j

Am = _<a(ei> ei)7 Véw> - <C((€j, ej)a Vé_iw> + <Oé(€j, 6]'), Vé_iw>
- _<a(6i7€i) +a(€j7€j)aveliw> + <a(6]‘7€j)aveﬁ-w>
= —2(H, Vjiw> + (oz(ej,ej),Véw>. (4.5)

Como w L Ima e H = L[a(er, e1) + ales, e)] entdo w L H logo
(w,Hy =0= (Vow,H) + (w, Vo H) =0,
substituindo em (4.5) obtemos
Ay = 2(w, Vo H) + Aj;; = 0,

pois H é paralelo e A;;; = 0. Isso implica que (a(e;, €;), Velkw> = 0 para todo
i,7,k. Logo, V*tw L Ima.
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Q)VL'U} 1 €3.

Para isto usamos o fato que E” x R é uma variedade simétrica (proposigao
4.1.1).
Sejam X, Y, Z vetores tangentes a M

0=(VR)(X.Y)w = VzR(X,Y)w-R(VzX,Y)w
—R(X VZY)w R(X Y)Vzw
= VZzR(X,Y)w - R(VzX,Y)w - R(a(X,2),Y)w
—R(X VzY)w — R(X a(Y, Z))w
—R(X,Y)Au(Z) — R(X,Y)Viuw
Segue da Equagao 1 que se C' ¢é perpendicular a A e B e mC' = 0 entao
R(A,B)C = 0. Como X,Y,a(X,Z),a(Y,Z),VzX,V,Y sdo perpendicu-

lares a w e myw = 0 temos

R(X,Y)Au(Z) — R(X,Y)Viw = 0.
Além disso, w L Ima logo, (A, (Z),Y) = (a(Z,Y),w) = 0. Assim,
R(X,Y)Viw =0

para todo X,Y, Z € T'M.
Agora, escolhendo {X,Y} uma base ortonormal tal que m(X) # 0 e
mo(Y) = 0, pela Equagao 1 temos
0= (R(X,Y)Vzw,Y) = (X, Vzw) — (mX, m(Vzw)((Y,Y) - (mY,mY))
~((X,Y) = (mX, mY)) (Y, Vzw) — (1Y, mVzw))]
= —c(X,7)(Vzw, ),

como mX # 0 entdo (Viw,7) = 0, como e é a projecao de v no fibrado
tangente, temos
(V%w, €3> =0

o que implica que VZw L e3.

Afirmacgao. V77 = 0.
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Demonstracgao. De fato, sejam e;, e; vetores unitarios na diregao de a%
e a@ respectivamente, observe que
v

(Z,7) = <%<)\61 —iXa), %()\61 — /\62)>
= %2<<61, e1) — (ea, ) — 2<€1,€2>> =0,

logo (Z,Z) = 0 = Z{(Z,Z) = 0 e como Z e Z formam uma base para
TM® ={X+iY;X,Y € TM}, entdo V42 = Z1Z + ZyZ, onde Z, e Z, € C.
Assim,

0 = (VzZ,7)
= (D Z+ Z,7,7)
= Z\(Z,Z) + Z,(Z, Z)
= 22(2,7),

como (Z,7) = ’\2—2<<61,61> + <62,€2>> = A\ #£ 0, entao Z, = 0 o que im-
plica VzZ = Z,Z. Por outro lado, fazendo um célculo analogo com (Z,7)
encontramos VzZ = ZyZ. B

Como [Z,Z] =0 = VzZ = VzZ, o que implica que Z,Z = Z,Z e como
Z e Z sao linearmente independentes, temos Z; = Z, = 0, e assim

V57 = 0.
Para o préoximo lema, predisaremos da seguinte defini¢ao

Definicao 4.1.1. Seja M uma superficie e € : U C R? — V C M uma
parametriza¢ao para M na vizinhanga do ponto p € M, dada por &(u,v) =
(x(u,v),y(u,v), z(u,v)). Dizemos que £ é uma parametriza¢ao isotérmica e
que (u,v) sdo pardmetros isotérmicos para M se

| §u |:| & | e <£u75v> =0.

O teorema a seguir garante a existéncia de pardmetros isotérmicos. A
demonstragao pode ser encontrada em [5].

Teorema 4.1.2. Sejam U um conjunto aberto e simplismente conexo e
£:U C R — M una parametrizagao da superficie M. FEntao, existe
um difeomorfismo local ¢ : U — U de classe C™ tal que & = £ o0 ¢ € uma
parametrizacao 1Sotérmaica.
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Agora, introduziremos uma forma quadratica em M
Q(X,Y) = 2(a(X,Y), H) — c(X,7){Y,),

Seja (u,v) parametros isotérmicos e seja z = u + iv o pardmetro complexo
correspondente, Alencar, Carmo e Tribuzy em [1] consideraram

1 1
= —(du +1idv),dz =
T+ i)

7 1(8 ,8)7 1<6+.8>
= —_— _— 11— = — —_— 11—

V2\ou v/’ V2 \ou v
e mostraram que a componente (2,0) de @, Q>0 =
seja, a funcao complexa

Q(Z,2) =2(a(Z,2), H) — (v, Z)* = ¢

dz (du — idv)

Sl

dz? ¢ holomorfa, ou

é holomorfa. A demonstracio é simples, basta mostrar que ZQ(Z, Z) = 0,
de fato,

72Q(2,72) =2Z(a(Z,Z),H) — ¢Z{v, Z)?, (4.6)
V)Z(e(2,2),H) = (Vea(Z,Z),H)+ ((Z,2),VLH)
(Vza(Z,Z), H)
(V3a)(Z,2),H) +2{a(V%Z,Z),H)

= ((Vz0)(Z,2), H).

Aqui, usamos que H ¢ paralelo em V*= e VZZ = 0. Agora, usando
Codazzi obtemos,
Z(a(2.2).H) = (V4a)(Z.2),H) + (R(Z.2)2. H)
= (Via(Z,2)—a(V3Z,Z)— o2,V 2, 2), H) + (R(Z,Z)Z, H).
Agora, sejam e; e ey 0s vetores unitario na diregao de 6% e % respectivamente,
assim,

a(Z2,7) = @(%(61 —ieg), %(61 + i€2))
= E[a(el,el) + ez, €2)]
— A\ (4.7)
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Observe que (Z, Z) = A\?, assim,

Vya(Z,2) =V (Z,2VH = (NyzZ,ZVH + (N2, Z)H
= (V3Z,2)H.

Agora, observe que a(V 32, 7Z) = (V4 Z,Z)H, assim, temos
(VyalZ,2), H) = (N2, ZYH, H) — ((N2Z,Z)H, H) = 0.

Logo,

Z(a(Z,7),H) = (R(Z,Z)Z, H),

e pela Fquacao 1, temos,

Z(al(2,2), H) = eX(y, Z)(y, H) (4.8)

2)Z(v, Z2)* = 207, Z2)(VzZ,7) +{Z,V77)],
= 207, 2)[(V2Z + a(Z,Z),7) + {2,V 77)]
= 2(y,2)((Z,Z),7)
= 20% (v, Z) (v, H). (4.9)

E finalmente, substituindo (4.8) e (4.9) em (4.6), obtemos ZQ(Z, Z) = 0.

Agora estamos preparados para o

Lema 4.1.4. Se H é uma diregao umbilica entao (X, ) = 0 para todo campo
de vetor tangente X e portanto z(M) C E.

Demonstragao. Pela definicdo de Q, temos Q?% = Q(Z, Z)dz* onde,
Q(Z7 Z) = <OZ<Z, Z)7H> - C<fy7 Z>2

Seja {X, Y} uma base ortonormal de T'M. Assim,

<a<sz)7H> = <a(X+iKX+iY)’H>
— (X, X) - a(Y.Y) - 2a(X,Y), H).
(4.10)
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Como H é uma diregao umbilica, AgZ = uZ para Z € TM. Assim,

(X, X), H) = (AuX,X) = (uX,X)
= w(X, X) =p=pn)Y)
= (uX, X) = (AY)Y)
= (a(Y)Y), H), (4.11)

mais ainda,

((X,Y),H) = (AgX,Y)={(uX,Y)=0.
(4.12)

Substituindo, (4.11) e (4.12) em (4.10), obtemos
(a(Z,Z),H) =0

logo,
Q(Z7 Z) - _C<’77 Z>27

como Q2% & holomorfa, temos pela Proposicdo 3.2.1, ZQ(Z,Z) = 0 e por
(4.9), temos

<Z77><H77> =0,

se (Z,7v) = 0 entao o lema esta demonstrado, entao suponha que (H,~) = 0,
logo,

0=X(H,y) = (VxH7)+(H Vx7)
= (VxH,7) = (AuX,7) + (H,Vx7) (4.13)
mas H ¢ paralelo na conexao V*, v ¢ paralelo na conexao 6, e H ¢ uma
dire¢ao umbilica o que implica Ay X = pX, assim, substituindo em (4.13),

obtemos

<X77> =0.
L]

Para a demonstracao do Primeiro Teorema Principal, precisaremos do
teorema de Yau em [10].
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Teorema 4.1.3. Seja x : M? — E" uma superficie imersa em E" com vetor
curvatura média paralelo em E". Entdao, ou M? é uma superficie minimal
de uma hipersuperficie de E™ ou M? estd contida em uma subvariedade 3-
dimensional totalmente umbilica com curvatura média constante.

Finalmente vamos &

Demonstracao do Primeiro Teorema Principal. Se H for uma
dire¢do umbilica, pelo Lema 4.2.4, M C E" e pelo Teorema 4.1.3 ou z(M)
¢ uma superficie minima de uma variedade totalmente umbilica de E! ou
x(M) é uma superficie com curvatura média constante em uma subvariedade
totalmete umbilica tri-dimensional de E” e assim obtemos os itens (1) e (2).
Se H nao for uma diregao umbilica, pelo Lema 4.2.3, o fibrado TM & L
¢ paralelo na conexao V, além disso, segue da FEquagao 1 que TM & L
é invariante por R. Assim, usando o teorema de reducao de codimensao
de Eschenburg e Tribuzy em [7|, (M) esta contido em uma subvariedade
totalmente geodésica de E! x R com dimensao menor igual ou igual a 5,
assim obtemos (3) ( pois observe que o caso z(M) C E? ja esté incluido no
item (1) ou (2)).

O

4.2 Segundo Teorema Principal

Nesta se¢ao, vamos trabalhar com as mesmas hipoteses do Primeiro Teorema
e considerar o caso onde M é homeomorfa a esfera. Veremos que com estas
hipoteses teremos o seguinte resultado:

Teorema 4.2.1. Sejam M uma superficie compacta, homeomorfa a esfera
e B uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante ¢ # 0
e seja x : M — E? x R uma imersao com vetor curvatura média paralelo.
Entao uma das sequintes condicoes € satisfeita:

1. x(M) é uma superficie minima de uma subvariedade totalmente um-
bilica de E7;

2. x(M) € uma esfera redonda de uma subvariedade totalmete umbilica
tri-dimensional de E7 ;

3. x(M) € uma esfera redonda de E3;
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4. (M) estd contido em E* x R C R® (possivelmente com a métrica de
Lorentz), e existe um plano P tal que x(M) € invariante pelas rotagoes
desse plano deixando fixo seu complemento ortogonal. E mais, as cur-
vas de nivel da funcao altura p — {(x(p),7) sao circulos contidos em
planos paralelos a P.

Antes de iniciarmos a demonstragao precisaremos de algumas consi-
deragoes iniciais. Como o vetor curvatura média da nossa superficie é par-
alelo, entao a imersao é analitica. Agora, considere os seguintes casos

Caso A. Se v L T,M para todo p € U, onde U é um subconjunto de M
aberto e conexo, nesse caso x(V) C E” e como z ¢é analitica, (M) C E.

Caso B. Se v € T,M para todo p € U, onde U é um subconjunto
de M aberto e conexo. Vimos no Lema 4.2.1 que esse caso implica que
z(U) C E? x R e como z ¢ analitica, z(M) C E? x R.

Caso C. As hipoteses dos Casos A e B nao sao satisfeitas.

Observe que na segao anterior, mostramos no Lema 4.2.4, que se H ¢
uma direcao umbilica, entdo o Caso A ocorre. Agora mostraremos que nas
hipoteses do Segundo Teorema Principal, o Caso B nao ocorre.

Afirmagao 1. Se M é homeomorfa a esfera, entao o Caso B nao ocorre.
Demonstragao. Suponha que o Caso B ocorra, como ~ ¢ paralelo na
conexao V entao, temos um vetor paralelo em um subconjunto U de M
aberto e conexo. Assim, para i,7 = 1,2

<R(ez’7 6]‘)77 X> = <%e]~%e¢7 - %q%ej’y + 6[ei,e]-]f)/v X> =0

ou seja, o tensor curvatura se anula em U e, por analiticidade, se anula em
M. Mas M é homeomorfa a esfera e pelo Teorema de Gauss-Bonnet, a inte-
gral da curvatura Gaussiana K em M é positiva, ou seja, existe pontos em
M onde K é positiva, o que é uma contradicao.

Observagao 4.2.1. Essa observacao é similar & Observacao 4.2.1 da secao
anterior, mas dessa vez vamos nos referir ao caso em que v L. T, M. Considere
a funcao altura h(p) = (z(p),v). Observe que

dh, =0 v LT,M.

43



De fato, seja {e1,e2} uma base ortonormal em 7,M e {w;, ws} a base dual
de {e1, ez}, ou seja, w;(e;) = 6;;. Assim, para i, j = 1,2 temos,

dhy(e:) da(e:),7) + (2(p), Vey)

(
(dz(e;),7)
= ((wier +waez)(e:),7)

(wie;)er +wale;)es, )

(€i,77)- (4.14)

Logo,
dhp(€i> =0« <€i,’}/> = OJ

segue que pra todo X € T,M

dh,=0 & (1,X)
& v LT,M.

Por analiticidade, temos que ou dh, = 0 e nesse caso, v L T,,M, para todo
p € M, o que implica que (M) C E”, ou os zeros de dh, sao isolados. Neste
ultimo caso, vamos trabalhar com o complemento do conjunto dos zeros de
dh,, ou seja, o complemento do conjunto dos pontos criticos de h e passar ao
limite. Assim, vamos supor que estamos na situacao do Caso C.

Seja {ey, €9, €3, ..., €,41} um referencial ortonormal tal que e; e e3 sdo os
vetores unitarios na dire¢ao das projecoes de vy nos espagos tangente e normal
respectivamente, isso implica que (v, e;) = 0 se k for distinto de 1 e 3.

Observe que na situagao que estamos trabalhando, H nao ¢ uma direcao
umbilica, pois ja vimos no Lema 4.2.4 que isto implicaria L T, M.

Como M é homeomorfa a uma esfera, entao todas as formas quadréticas
em M se anulam (ver em [8]), logo Q(Z, Z) = 0, assim,

Afirmagao 2. A base {e1,e2}, onde e; e ey sdo os definidos acima,
diagonaliza a.

Demonstracao. Como Q(Z,Z) = 0, entdao Q(e1,e1) = Qeq,e2) e
Q(eq,e2) = 0, assim

2((1(61, 62)7 H> = C(Va €1><’y, €2> = 07

pois (7, es) = 0. Logo, pelo Lema 4.2.3 {e1, e2} diagonaliza «.

Agora, vamos demonstrar uma série de lemas que nos auxiliarao na de-
mosntragao do Segundo Teorema Principal.
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Lema 4.2.1. Para os célculos que se seguem, precisaremos dos seguintes
resultados:

1. Velel =0= Veleg
2. d@(eg) =0

3. Vé@g

Demonstracao. Como v = cosfle; + sinfles é paralelo na conexao V.
Assim,

0=V¢y = 661 (cos fe; + sin fes)
%el cosfe; + 662 sin fes
= cos 9%6161 + e1(cos@)e; + 66163 + e1(sinf)es
= cosfV. e + cosbaler,er) —sinfdb(e;)e; — sinbA. e
+5sin OV, e3 + cos 0d0(er)es.

Assim, a parte tangente e a parte normal se anulam. Para a parte tangente,
temos

cos OV ., e; —sinfdf(e;)e; — sinfA.,e; = 0. (4.15)
Agora observe que
(e1,e1) =1 = (Veeq1,e1) =0,
como Ve = (Vg e1,e1)e1 + (Ve e1,er)es, temos V., e; = (Ve €1, €)ea, logo
Ve e1 = aes

onde, a = (Ve eq,e2) e {e1, ey} diagonaliza «, entdo A.,e; = aej. Assim,
substituindo em (4.15), obtemos

0 = acosfey —sinfdf(e;) — asinbey
= acosfey — (sinfdf(e;) — asinb)ey,
como e, e e sao linearmente independentes, entao a cos = 0, mas se cos ) =
0 entao v L T,M mas ja descartamos esse caso, entao a = 0, o que implica

Veer = 0, e como (eg,es) = 0 = (e1, Ve, ea) = —(Veer,e0) = 0, logo,
Ve, e2 =0, e assim obtemos (1) e (2). Por outro lado,
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0=V,7y = V,,(cosbe; + sinbes)

662 cosfe; + 662 sin fes

= cos 966261 + ez(cosf)e; + sin 966263 + ey(sin f)es

= cosfOV,.,e; + cosfaler, es) —sinfdb(es)e; — sin A, eq

- i
+sin OV, e3 + cos 0df(ez)es,
e assim, as componentes tangente e normal serao nulas, logo

cos OV ,e1 — sinfdf(ez)e; —sinfA,ea =0 (4.16)
sin OV, e3 + cosfdf(es)es = 0, (4.17)

pois {eq, es} diagonaliza o 0 que implica a(eq,es) = 0.
Observe que
<€17 61> - 1 = <V62€17 61) - 07

como Ve = (Ve,er,e1)er +(Ve,er, ea)eq, temos Ve,ep = (Ve,eq, €1)es, logo
Ve2€1 == beg

onde b = (V,e1,e1) e {er, ey} diagonaliza o, entdo A.es = bey. Assim,
substituindo em (4.16), obtemos

(bcos® — bsinf)ey — sin 0df(ez)e; = 0,

e como e; e ey sao linearmente independentes, temos df(e;) = 0, pois se
sinf = 0 entao v € T, M e ja descartamos esse caso. Agora, substituindo em
(4.17) obtemos Vi, e3 = 0, e assim, concluimos o lema.

O

Lema 4.2.2. O vetor normal «(ey, e5) é paralelo na conexao normal ao longo
das curvas integrais de es.

Demonstragao.Como H é paralelo na conexao V*, entdo

1
0= Vé;H = 5[0&(61,61)"‘0&(62,62)]
1 1
— §Vj2a(€1,el) + §Vj2a(eg, es)
= V.oa(er,e1) = —V_a(es ). (4.18)
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Como

(Veta)(el,el) = V;a(el,el)—Qa(Vel,el)

= Via(el,el),

pois V,e1 = bey e {e1,es} diagonaliza a assim, por Codazzi, temos

(V;a)(el, e1) = (lea)(el, e1) + (E(el, es)er)t,

e pela Equagdo 1, temos (R(e1,es)e;)t = 0. Assim,
(Véa)(el,el) = (V;a)(el,el)
= V. aler, ) — Ve, en,e2) + aler, Ve, e2)
= 0,
Pois pelo Lema 4.3.1, V., e; = V., e5 = 0, assim, por (4.18) e (4.19) temos
Véa(QQ, es) = 0.
O

Lema 4.2.3. Em V_e; = aeq, a é constante ao longo das curvas integrais
de e,.

Demonstracao. Ja vimos na demonstragao do Lema 4.3.1 que V ,es =
aep, agora vamos mostrar que a é constante ao longo das curvas integrais de
es. De fato, 7 = cos fe; + sin fes, assim

(v,e2) = (cosBe; + sinfes, es)

= cosf{e1, es) + sinfbes, es)

= 0,

logo, 0 = Ve, (7, €2) = (Ve, 7, €2) + (7, Veye2) = (7, Vey€2), pois v € paralelo
na conexao V. Assim,

0= </77 662€2> = <’77 V€262> + <’ya 05(62, 62)>
= (cosfe; + sinfes, aer) + (cos ey + sinbeg, a(es, e2))

= acosfer,e1) +asinbie, e3) + cosb(er, ales, e2)) + sinb{es, ale, ez))

= acosfer,er) +sinbles, aler, es)),

a ultima igualdade decorre do fato que e; estd no espago tangente e es e
a(eg, e9) estdo no espago normal. Assim, de (4.20) obtemos

= a= —tanf(es, ales, e2)).
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Assim,

es(a) = ey]—tanb{es, ales, er))]
= —sec®0df(e2)(es, a(es, €2)) + tan O[(V e3, ales, €2)) + (€3, Vi, e, €2))]
— 0,

pois pelo Lema 4.3.1, df(ey) = ijaeg, = 0, e pelo Lema 4.3.2, Vetoz(eg, ey) =
0.

O

No Primeiro Teorema, vimos que se H nao é uma dire¢ao umbilica, entao
r(M) C E* x R C R® x R, (R® possivelmente com a métrica de Lorentz).
Agora, vamos considerar V a conexao de R® x R, dessa forma, V tera uma
componente normal, uma componente tangente e uma componente normal &
subvariedade umbilica de E? em R®.

Lema 4.2.4. O subspago gerado por {es, V,es} é paralelo ao longo das cur-
vas integrais de es.

Demonstragao. Seja L o subspago gerado por ey e V,e5. Como V65 €

L basta mostrarmos que V(V,,e2) € L. Observe que no nosso novo espago
ambiente,

76262 = (Vee2) + afes, e2) +en
= ae; + a(eq, e3) +en

onde 17 ¢ um vetor unitério normal a subvariedade umbilica de E% em R’ que
¢ determinada pela orientagao de E?, observe que e ¢ constante. Assim,

Ve,(Ve,e2) = Veaer + Ve,aley, e) + Ve,en
= Clv62€1 + aoz(el, 62) + Vi;Oé(eg, 62)

—Aa(er,en)€2 + Ve,(en) (4.20)

mas temos que, V.,e; é multiplo de e, a(eq,ey) = 0, pelo Lema 4.3.2

V. ales, e2) =0, —Ay(e, ep)€2 € um multiplo de e, e finalmente, como 7 é um

vetor unitario normal a subvariedade umbilica de E? e e ¢ constante, obtemos

Ve,(en) = —e%ey. Assim, substituindo em (4.21) temos que V,,(V,e2) é um
miltiplo de ey e portanto pertence a L.

O
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Lema 4.2.5. As curvas integrais de es sao circulos planos.

Demonstracgao.Vamoss mostrar que a curvatura das curvas integrais de
ey ¢ constante, isto €, | V,es | é constante. De fato,

v62(<v€262’ v62€2>) = 2<v62 (V62€2)’ v€262>7

pelo Lema 4 Ver(Ve,2) ¢ um miltiplo de ey e como, (ez,e2) = 1 entdo
(Vey€2,69) = 0. Assim, V,,((Ve,e2,Ve,e2)) = 0 0 que implica | V,ey | €
constante.

O

Lema 4.2.6. As curvas integrais de es estao contidos em planos paralelos.

Demonstracao. Na Observacao 4.3.1 vimos que

dhy(e2) = (e2,7),
substituindo o valor de v temos
dhy(e2) = (e2, cosfe; + sinfes) =0,

o que implica que a funcao altura é constante ao longo das curvas integrais
de es, ou seja, as curvas integrais de e; sao curvas de nivel da fungao altura
h(p) = (z(p),7y) onde p € M. Pelo Lema 4.3.5, as curvas integrais de e
sao circulos planos. Assim, a funcao altura nao tem pontos de sela. Como
M é homeomorfa a esfera, a caracteristica de Euler de M é 2 e assim, pelo
Teorema de Morse h atinge um maximo em um tnico ponto e um minimo
também em um tnico ponto.

Segue que, dado um ponto em uma curva integral de ey, podemos ligar
esse ponto a outra curva integral por uma tunica linha gradiente. Mas as
linhas gradientes parametrizadas pelo comprimento de arco sao as curvas
integrais de e;. Como

Ve o = Ve es+aler, e) =0,

entao, as linhas tangentes dos pontos correspondentes de curvas integrais de
eo distintas sao paralelas. O que prova o lema.

O
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Agora, estamos preparados para a

Demonstracao do Teorema 2. Se H ¢ uma diregao umbilica, pelo
Lema 4.2.4, (M) C E” e pelo Teorema 4.1.2, ou x(M) ¢ uma superficie
minimal totalmente umbilica de E”, ou x(M) esta contido em uma sub-
variedade 3-dimensional totalmente umbilica de E7' com curvatura média
constante e como M é homeomorfa a esfera, temos, pelo Teorema de Hopf
que z(M) & isométrica a esfera e assim, obtemos (1) , (2) e (3).

Se H nao ¢ uma direcao umbilica, vamos decompor R®> x R em dois
subspacos ortogonais P @ P+, onde P é o plano que contém uma curva
integral de ey, e P+ ¢ seu complemeto ortogonal.

Podemos parametrizar as curvas integrais de e, por

g+ rcosOf +rsindfs (4.21)

onde {f1, fo} € uma base ortonormal de P, r é uma fun¢ao em M constante
ao longo das curvas integrais de e, ou seja, ex(r) = 0, e g € P é o vetor
posic¢ao do centro do circulo em (4.22) e ez(g) = 0.

Seja B(s) = g(s)+r(s)cosOfi1+r(s)sinffy as curvas de nivel da fungao al-
tura a medida que movemos ao longo da linha gradiente. Seja §(s) a projegao
de g(s) em P.

Afirmagao. §(s) permanece fixo quando movemos ao longo da linha
gradiente.

Demonstragao. Vamos mostrar que ¢'(s) = 0. De fato,

0
er= 5o (s) =g'(s) +71'(s)cosOf; + r'(s)sinb fy
e como ey = —sin @ f; + cos 0 f5, temos

0 = (e1,e2) = (7' (s)+7r'(s)cosOf; +r'(s)sinbfy, —sin O f; + cosbfs)
= (§(s), —sinOf; +cosOfy) —1'(s) cosOsinO(fy, f1) + 1'(s) cos® O{f1, f2)
—1r'(s)sin? 0(f1, fo) +1'(s) cosOsinO{fa, f2)
= (J(s), e2).

Logo (§'(s),e2) = 0 e como e gera P, temos §'(s) = 0. E assim, conclui-
mos a demonstracao do Segundo Teorema Principal.

O
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