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RESUMO

Neste trabalho estudamos o comportamento assintético e analiticidade das solugoes de sis-
temas uni-dimensionais termo-elastico-poroso com microtemperaturas e também com histéria.
Em cada caso, mostramos a existéncia e unicidade de solugoes globais fortes. Os principais
resultados sao concernentes as propriedades assintoticas das solucoes. As principais ferra-
mentas utilizadas sao os resultados de Pruss sobre estabilidade exponencial de um semigrupo
e de Gearhart sobre analiticidade, desenvolvidos por Liu e Zheng em seu livro.



ABSTRACT

In this work we study the asymptotic behavior and the analyticity of the solutions of
the one-dimensional thermo-porous-elasticity problem with microtemperatures and to with
history. We show in each case the existence and uniqueness of global strong solutions. The
main result concerns the asymptotic properties of the solutions. Our main tools are Pruss’s
results on the exponential stability of semigroups and Gearhart’s results on the analyticity
of semigroup, developed for Liu and Zheng in his book.
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Notacoes

e C([0,7], X) espago das fungdes continuas de [0,7] em X.
e C([0,00),X) espago das fungdes continuas de [0,00) em X.

e D(Q) = CF(Q) espaco das fungoes infinitamente diferencidveis e de suporte
compacto em ).

e o(A)={\eC;(M—A)~! € L(X)} é o conjunto resolvente do operador A.
e 0(A) =C\p(A) é o espectro de A.

e R(\,A) = (M — A)~! é o operador resolvente.
e G(H, M,w) é o espago dos geradores infinitesimais de semigrupos 7'(¢) de classe Cj satis-
fazendo ||T(t)|| < Me®*, definidos em H.

e [ representa o operador identidade.

_ Ou
.ut—a.
_ Ou
* U= 5

e (U representa uma constante positiva que pode assumir valores diferentes em lugares difer-
entes.



Introducao

Neste trabalho estudamos o comportamento assintético das solugoes de sistemas uni-dimensionais
do tipo elastico-poroso com conducao de calor e sobre o efeito de microtemperaturas. Também
estudamos sistemas eldstico-poroso com historia.

Problemas envolvendo materiais eldsticos tem atraido uma atencao especial dos pesquisadores
quando se deseja estudar o comportamento das solugoes com relacao ao tempo. Este interesse
tem tido varios resultados importantes na literatura. No caso uni-dimensional, por exemplo,
sabe-se que a combinacao de equacoes de elasticidade com efeito térmico provoca decaimento
exponencial.

Se solidos eldsticos com poros sao considerados, como é o caso neste trabalho, temos a
teoria de materiais elastico poroso. Aqui seguimos a teoria estabelecida por Cowin e Nunziato
[10, 11, 35]. Iesan [19, 20, 21] adicionou temperatura e também microtemperaturas a esta
teoria. Também lembramos as contribugoes de Iesan e Quintanilla [23].

Grot [16] desenvolveu uma teoria termodinamica para materiais eldsticos com microestru-
turas cujos microelementos, adicionado a microdeformagoes, possuem microtemperaturas.
Ela é baseada na teoria continua com microestruturas, onde os microelementos passa por
deformagoes homogéneas chamadas microdeformagoes. Muito interesse tem sido voltado
para esta teoria nos tltimos anos. Foi bastante estudada por Eringen [12, 13, 14] e Eringen
e Kafadar [15]. Lembramos também as contribui¢oes de Iesan [20, 22] e Iesan e Quin-
tanilla [24]. Historicamente, progressos deste assunto, e também referéncias para véarias
contribui¢ées pode ser encontradas em [21].

Goodman e Cowin [17] introduziram o conceito de um corpo distribuido como um modelo
continuo para corpos porosos e granulares. Nunziato e Cowin [35] apresentaram uma teoria
para o comportamento de sélidos porosos em que o material de molde é elastico e poroso.
Cowin e Nunziato [10] obtiveram alguns resultados na teoria linear. Uma recente revisao pode
ser encontrada no livro de Ciarletta e legan [8]. Martinez e Quintanilla [30] consideraram a
teoria linear de viscoelasticidade com porosidade que foi estudada em Ciarletta [7] e Ciarletta
e Scalia [9] e obtiveram alguns resultados para o problema dinamico.

A andlise do decaimento temporal para materiais elastico-poroso uni-dimensionais foi
estudado inicialmente por Quintanilla [38]. O autor mostrou que a dissipa¢do dada pela
viscosidade porosa nao é poderosa o suficiente para obter estabilidade exponencial. O mesmo
ainda acontece se adicionarmos temperatura, como foi mostrado por Casas and Quintanilla
[5]. No entanto, se misturarmos temperatura e microtemperaturas, teremos a estabilidade



exponencial como foi mostrado em [5].

Em Casas and Quintanilla [6], os autores mostraram que a combinagao de viscosidade
porosa com efeito térmico provoca estabilidade exponencial. Por esta razao, varios outros
mecanismos de dissipa¢ao sao considerados nos recentes trabalhos [5, 6, 27, 28, 29]. Lem-
bramos as principais conclusoes com a ajuda do esquema abaixo:

Efeito térmico Elasticidade Efeito microtérmico
N 1 -
Efeito viscoelastico Porosidade Efeito viscoporoso

Se considerarmos simultaneamente um efeito do quadro da direita e outro do quadro da
esquerda, entao conseguimos estabilidade exponencial. No entanto, se considerarmos dois
efeitos simultaneos de um quado somente, conseguimos apenas decaimento lento, ou seja, nao
obtemos estabilidade exponencial. Nesta diregao, é provado em [31], que alguns dos modelos
estudados decaem polinomialmente com taxas de decaimento que dependem da regularidade
dos dados iniciais. O decaimento pode ser muito lento quando os dados iniciais nao sao
regulares.

Recentemente, Z. Liu e B. Rao [25] e A. Batkai et all [2] encontraram condigbes sufi-
cientes para garantir decaimento polinomial de semigrupos de operadores. Estas condigoes
dependem essencialmente sobre a regularidade dos dados iniciais e também sobre algumas
estimativas sobre o operador resolvente. Um ponto interessante sobre este resultado é que
nas duas referéncias acima existem uma falta de optimalidade na taxa de decaimento polino-
mial das solugoes. Isto é, a taxa de decaimento é dada por 1/t!7¢ onde € aparece por razoes
técnicas. J. Rivera e R. Quintanilla [31], encontraram decaimento polinomial para o mod-
elo termo-elastico-poroso, que parece ser 6tima no sentido que nenhum parametro adicional
aparece nas estimativas de decaimento, isto é, o parametro ¢ dado em [2, 25] é removido.
Em relacao ao decaimento polinomial, mostramos neste trabalho um resultado semelhante
ao obtido em [31]. A diferenga é que em [31], os autores usam uma condi¢do extra sobre os
coeficientes do sistema e aqui removemos esta condicao.

Neste trabalho, mostramos que a combinacao de dissipagao viscoeldstica e viscoporosi-
dade forte com efeito térmico provoca a analiticidade do semigrupo associado ao sistema
estudado. Em particular, isto implica a estabilidade exponencial e a propriedade do cresci-
mento determinada pelo espectro (PCDE). Esta espécie de propriedade é bastante relevante,
pois implica que o decaimento exponencial pode ter a melhor taxa possivel. Além disso,
a propriedade do crescimento determinada pelo espectro implica que o semigrupo associ-
ado ao sistema possui um efeito regularizante (ver detalhes na secgao 1.4). Por outro lado,
analiticidade quer dizer que as fungoes sao muito regulares, as 6rbitas sao fungoes analiticas
em relacao ao tempo e podem recuperar as solucoes por meio das derivadas temporais num
ponto. Portanto, é conveniente conhecer as estruturas termomecanicas onde esta propriedade
acontece. Neste trabalho estamos interessados em saber para que tipo de sistemas podemos



obter analiticidade e para que tipo nao poderemos obté-la. No 1ltimo caso, veremos se é
possivel ou nao, obter estabilidade exponencial.

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma:

No capitulo 1, colocamos alguns resultados preliminares que serao usados no decorrer
deste trabalho.

No Capitulo 2, estudamos o problema termo-elastico-poroso sobre diversos tipos de dis-
sipagao. Consideramos inicialmente este problema quando apenas as dissipacoes viscoelastica
e térmica estao presentes e, neste caso, mostramos que a solucao do sistema nao decai ex-
ponencialmente, mas decai polinomialmente para zero quando o tempo tende ao infinito.
Depois consideramos o sistema termo-elastico-poroso com dissipagao viscoelastica e térmica
sobre dois tipos de dissipacao porosa: uma dissipagao porosa fraca e outra mais forte. No
primeiro caso mostramos falta de analiticidade e estabilidade exponencial e no segundo caso
mostramos analiticidade.

No Capitulo 3, consideramos sistemas do tipo elastico-poroso com temperatura e mi-
crotemperaturas. Assumimos que as dissipacoes viscoeldstica e viscoporosa estao presentes.
Como no Capitulo 2, consideramos dois tipos de dissipacao porosa: uma mais fraca e outra
mais forte. No primeiro caso mostramos estabilidade exponencial e falta de analiticidade e,
no segundo caso, mostramos analiticidade.

No capitulo 4, consideramos o sistema eldstico-poroso com histéria onde o tinico mecan-
ismo de dissipacao é dado pela histéria. Primeiro consideramos apenas a dissipacao vis-
coeldstica e mostramos a estabilidade exponencial considerando uma condicao (ver (F5)))
envolvendo os coeficientes do sistema. Esta condicao é necessaria e suficiente para deter-
minar a estabilidade exponencial. O mesmo resultado é obtido quando consideramos ape-
nas a dissipacao porosa atuando no sistema. Depois consideramos as dissipagoes elastica
e porosa e, neste caso, conseguimos estabilidade exponencial, sem usar nenhuma condicao
extra. Mostramos também que nao é possivel obter analiticidade. Por tltimo, consider-
amos as dissipagoes elastica e porosa presentes com a dissipacao porosa mais fraca que a
considerada anteriormente e, neste caso, uma condicao extra é necessaria e suficiente para
determinar a estabilidade exponencial. Findamos este capitulo fazendo alguns comentarios
sobre os problemas estudados.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas definicoes e resultados sobre semigrupos Cy, bem
como alguns resultados sobre decaimento polinomial, estabilidade exponencial e analitici-
dade. Estes resultados serao ultilizados no decorrer deste trabalho.

1.1 Espacos de Sobolev e Resultados Basicos

Apresentamos a seguir alguns resultados referentes aos espagos LP(2) e aos espagos de
Sobolev que serao usados neste trabalho.

Nesta secao considere {2 um conjunto limitado do R™ com medida de Lebesgue.

Seja p > 1. Denotamos por LP(2) a classe de todas as fungoes mensuraveis u, para as
quais |ul? é uma fungao integravel sobre Q. Em LP(Q2) definimos a norma

lullt, = / (@) Pde; 1< p < oo,

com esta norma LP(2) é um espago de Banach. No caso p = 0o, LP(2) é o espago formado
por todas as fungoes u, essencialmente limitadas sobre 2. Este espago com norma

||u||L= = supess|u(z)]
e

¢ um espaco de Banach. Quando p = 2, L*(Q2) é um espaco de Hilbert com produto interno

(u,v) :/u(x)v(x)dx

Q
e norma
lull* = [ Ju(z)|*dz.
Q
Além disso, sejam o = (o, q9,...,a,) € IN", & = (21,22,...,x,) € R", Ja] = D" a5 e
denotemos por D* o operador derivada de ordem |«/|, definido por

ol
02 0x?...0xon

DO&

5



Quando a = (0,0...,0) definimos D*u := u. Com estas notagoes definimos o espago
Wmr(Q) = { we LP(Q), DweLP(Q), |aof<m nosent. das distrib.}.

Seja a norma

fulty = 3 [ 10 uta) s

la|<m

com esta norma W"?({2) é um espaco de Banach. O espago W™P?(2) é chamado de espaco
de Sobolev de ordem m. Além disso definimos o espago de Banach Wy"*(£2) como sendo a
fecho de C§° no espago W™P(Q), isto é

m, oo T WP ()
Wo p<Q) = C'0 (Q) .

Quando p = 2, W™2(Q) é denotado por H™(£), e este espaco ¢ um espaco de Hilbert com
produto interno definido por

uva_Z/DO‘ 2)D*v(x)da

la|<m

e norma dada por

fuls = 3 /|Da )P de.

|a|<m

Num espacgo de Banach X, definimos os espacos
LP(0,T;X) = { w:[0,T] — X mensurdvel ; t+— |Ju||x € LP(0,T) }
Em LP(0,T; X) definimos a norma
T
e
A norma em L>(0,7T; X) é definida por
[l Loeo.7:x) = sup ess|ju(z)] x-
0<t<T

Entao LP(0,T; X) para 1 < p < oo é um espago de Banach.

Teorema 1.1.1 (Desigualdade de Hélder) Seja f € LP(R2), g € LI(2) com 1 < p,q < 00

11
e —+—-=1. Entao fg € L'(Q) e
p g
| r@telde < 1ol
Prova. Ver [3]. |



Teorema 1.1.2 Seja Q2 um dominio limitado de R™ com fronteira de classe C™. Sejam > 1
el <p<oo. Entao, temos as sequintes imersoes compactas:

(i) Se L—m>0 = Wm(Q)=LI(Q), Vgelpq] onde L=1-2,
(ii) Se Ilj -2 =0 = Wm™(Q) — LYQ), Vqé€p, +oo,
(ii) Se -2 <0 = W™ (Q)— L*(Q).
Neste caso n
WmP(Q) s CFQ) e k= Hm . —”.
p
Prova. Ver [1]. |

Lema 1.1.3 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q2 um dominio aberto limitado de R™.
Entdo existe uma constante positiva ¢, = C,(Q2,n), tal que

ull o) < ¢l Vullrq) , Yu € WyP(Q)
onde ¢, € a constante de Poincaré.

Prova. Ver [3]. |

1.2 Algumas definicoes

Nesta seccao daremos algumas definicoes e resultados da teoria de semigrupos que usaremos
para mostrar a existéncia e unicidade de solugoes para os sistema lineares.

Definicao 1.2.1 Seja X um espaco de Hilbert real ou complexo equipado com o produto
interno (,) e norma ||.||. Seja A: D(A) C X — X um operador linear densamente definido
sobre X. Dizemos que A é dissipativo se para algum x € D(A),

Re(Az,x) <0.

Definigao 1.2.2 Uma familia T(t) (0 < t < o0) de operadores lineares limitados num
espaco de Banach X € chamado de Semigrupo Fortemente Continuo se

i) T(0) =1, (I € o operador identidade em X ).
ii) T(s+t) =T(s)T(t), para todo t,s > 0,

iii) Para cada x € X, T(t)x € continua em t sobre [0, 00).



Para o semigrupo 7'(t), definamos um operador A com dominio D(A) consistindo de pontos
T tais que o limite

Az = lim M, z € D(A)
h—0 h
existe. Dizemos que A é o gerador infinitesimal do semigrupo T'(¢t). Dado um operador
A, se A coincide com o gerador infinitesimal de T'(¢), entao dizemos que ele é o gerador
infinitesimal do semigrupo fortemente continuo 7'(¢), t > 0.
Chamaremos de Semigrupo de classe Cy ou simplesmente Semigrupo Cy a um Semigrupo

Fortemente Continuo. Algumas vezes denotaremos T'(t) por e/t

Definicao 1.2.3 Um semigrupo T'(t) , 0 <t < oo de operadores lineares limitados em X
¢ dito Semigrupo de Contracoes, se

IT)| <1 para todo t>0.

At ¢ exponencialmente estdvel se existe uma constante pos-

Definicao 1.2.4 Dizemos que e
itwa e M > 1 tal que

led|| < Me ", V¥t >0.
Aqui ||.|| denota a norma em L(X,X).

t t

Definig¢ao 1.2.5 Dizemos que et é analitico se et admite uma extensio T(N) para A € g,

onde Ng = {\ € C; |arg\| < 0} para algum 6 > 0 tal que A — T(X) é analitica e
i) limy o ||T(N)z—2z|| =0, Vze X, A€ Ay,

il) T\ +p) =T(N)T (1), para todo A\, pn € Ny,
ou equivalentemente (ver Pazy [36], Teorema 5.2), existe uma constante K > 0 tal que
| Aet|| < Kt7', vt > 0.

Definicao 1.2.6 Seja A um operador definido sobre um espago de Banach X . Denotaremos
por o(A) o conjunto resolvente de A

oAy ={NeC; (M- A) e (X))

Denotaremos por o(A) o espectro de A, que definiremos como o complementar de o(A)
respeito a C, isto é, o(A) = C\o(A).

Definigao 1.2.7 Seja A um operador num espaco de Banach X. Chamaremos de cota
superior do espectro de A ao valor

wy(A) = sup{ReX; X € o(A)}.

Definicao 1.2.8 Seja A o gerador infinitesimal do semigrupo et de classe Cy. Diremos
que wo(A) € o tipo do semigrupo gerado por A se

In||e

Inle®]] .

lim inf

At||
- t—o00 t t>0 t ’

CL)()(A)

Dizemos que o semigrupo e de classe C; possui a propriedade do crescimento deter-
minada pelo espectro se w,(A) = wy(A).



1.3 Semigrupos C; Gerados por Operadores Dissipa-

tivos

Suponhamos que o operador linear A gera um semigrupo et de classe Cj sobre um espaco
de Hilbert. Entao temos os seguintes resultados (ver Pazy [36]):

Teorema 1.3.1 (Hille-Yosida) Um operador linear (nao limitado) A é o gerador infinites-
imal de um semigrupo Cy de contragoes S(t), t > 0, se e somente se

i) A € fechado e D(A) = X,
ii) R™ C o(A) e para todo A > 0, temos

(A= A)7] <

>

Teorema 1.3.2 (Lumer-Phillips) Seja X um espago de Banach e dado A um operador
linear com dominio D(A) denso em X.

(a) Se A ¢ dissipativo e existe um nimero real g > 0 tal que Im(Nl — A) = X, entdo A
¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes sobre X.

(b) Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragées sobre X,
entao Im(\ — A) = X para todo A > 0 e A € dissipativo.

Prova. Ver [36] teorema 4.3, pagina 14. |
Como corolario do teorema acima, o seguinte resultado sera frequentemente usado neste
trabalho:

Teorema 1.3.3 Dado o operador linear (nao-limitado) A com dominio D(A) denso no
espago de Hilbert H. Se A € dissipativo e 0 € p(A) (o conjunto resolvente de A), entio A
¢ gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes em H.

Prova. Ver teorema 1.2.4 [26]. |
O seguinte teorema caracteriza a definicao de operador fechado.

Teorema 1.3.4 Seja A um operador linear dissipativo em H. Se D(A) = H, entio A €
fechado.

Prova. Ver teorema 4.5 [36], pdgina 16. |
O seguinte teorema caracteriza a densidade do dominio do operador A no espaco da energia
H.
Teorema 1.3.5 Seja A dissipativo tal que Im(I —A) = X. Se X € reflexivo, entao D(A) =
X.

Prova. Ver teorema 4.6 [36], pagina 16. |
Teorema 1.3.6 (Stone) A € gerador infinitesimal de um grupo de classe Cy de operadores
unitdrios num espago de Hilbert H se, e somente se, iA € auto-adjunto (A = —A*).

Prova. Ver teorema 10.8 [36], pagina 41. |



1.4 Resultados sobre propriedades assintéticas de um
semigrupo

Nesta seccao apresentamos alguns resultados que sao fundamentais para este trabalho.
Para obtermos taxas de decaimento polinomial tomando dados iniciais mais regulares,
usamos o seguinte resultado devido a Priiss (ver [2]):

Teorema 1.4.1 Seja —A € G(H, M,0) com A invertivel. Se T(t) é o semigrupo gerado
pelo operador A no espaco H, entao para todo v > 0 sao equivalentes:

. C

@) [ITOA e < 35, V> 0;
_ Clo)
~ ta’g ’

(it) [|T () AT\ ey Vt >0 e para algum o > 0.

Prova. Faremos a prova para o caso em que 5 = 1. O caso geral é analogo. Suponhamos
inicialmente que (i) acontece. Entao temos

¢ )" _ o), (1.1)

1T(#) A = |[T(t/m)A]"|| < (t/_n

Seja 6 € (0,1). Entao
1T A™™°| = (AT () 0T () A OO AT < || AT () A0 T () A
Usando (1.1) e o fato que ||T'(¢)|| < M, segue que

C'(n)
tnO )

|T(t)A™™?)| < Vt >0, neN, 0¢€(0,1). (1.2)

Para a > 0 e n > «, definamos 6 := e Segue que 0 € (0,1) e de (1.2) temos
n

C'(n)
tOé

1T AT < , VieR

Suponhamos agora que (i) acontece. Fazendo d := vy« segue da hipétese que

| T(t) A7) < % vt > 0. (1.3)

Usando (1.3) temos

1T A=) = T/m) A= < £9 w0 nen (1.4)

C(a
tna
Seja 6 € (0,1). De (1.4), temos

C'(a)

tnaé )

|T(6) A=90|) < || AT (6) A~ |[*=0 )| T (1) A=]|° < (1.5)

10



1 ~ 1
Tomando a > 0 tal que n > — e definindo 0 := — temos
o no

6e(0,1), ndd=r~, nab =1.

De (1.5) segue que (i) acontece. |
Para mostrarmos estabilidade exponencial usamos o seguinte resultado devido a Priiss (ver

[37]):

Teorema 1.4.2 Seja A : D(A) C H — H gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de

At

contracoes. Entao e € exponencialmente estavel se, e somente se,

o(A) 2 {if; B € R} = iR. (1.6)

181 — A) Mgy < C, VB €R. (1.7)
Se o semigrupo Cy nao é de contragoes, temos a seguinte caracterizacao:

Teorema 1.4.3 Seja S(t) = e um semigrupo Cy definido sobre um espaco de Hilbert H.
Entao S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se

p(A) D {N\ReA >0} e [|(M—A) 7 |eon <C,  VRel > 0.

Para mostrarmos analiticidade usamos o seguinte resultado devido a Gearhart (ver Liu e
Zheng [26)):

Teorema 1.4.4 Seja S(t) = et um semigrupo Cy de contracoes gerado por um operador A
num espaco de Hilbert H. Suponha que

o4) 2 {i6:8 € R} = iR. (18)
Entao S(t) é analitico se, e somente se,
lim 5o |B(iB] — A) Y| < 00, BER. (1.9)

Observagao 1.4.5 Se T'(t) é um semigrupo analitico com gerador infinitesimal A e 0 €
o(A), entao existem C,6 > 0 tais que

IT(t)|| < Ce™®, vt >0.

De fato, sendo o(A) um conjunto aberto e 0 € p(A), existe —§ € p(A) tal que A — (—=6)I €
também um gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente limitado dado por S(t) =
T(t)e. Logo, T(t) = S(t)e ™ e seque a conclusio. Neste caso dizemos que o semigrupo
decai exponencialmente.
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Observagao 1.4.6 Se T'(t) é um semigrupo analitico com gerador infinitesimal A definido
num espaco X, entao

T(t)x € D(A®) = N2 D(AY) para todo x € X.
De fato, sendo T'(t) = AT(t), seque que T"(t) = A"T(t). Logo para todo x € X, tem-se
AT ()] = |IT™ ()] < ||IT'(¢/n) || < [|T"(t/n)z]|".

Podemos ver que ||T"(t)|| < C/t,Vt > 0. Portanto, seque

n

cn
AT ()] < —-la][".
Donde seque o resultado. Nestas condigcoes dizemos que T possui efeito regqularizante.

O proximo resultado nos da uma condicao necessaria e suficiente para determinar quando a
taxa de crescimento do semigrupo ¢ determinada pela cota superior do espectro.

Teorema 1.4.7 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy sobre um espago de
Hilbert. Entao temos que

wo(A) = wos(A)
se, e somente se, para todo € > 0, existe M, > 0 tal que
[[(AT — A)7Y| < M., VReX > w,(A) + e

Observacao 1.4.8 O teorema 1.4.7 nos diz que basta determinar a cota superior do espectro
para encontrar a melhor taxa de decaimento. Quando esta propriedade € valida, diz-se que o
semigrupo possui a propriedade do crescimento determinada pelo espectro (PCDE).

O seguinte resultado mostra que se A gera um semigrupo analitico e se a cota superior do
espectro é negativa, entdao temos decaimento exponencial (ver Pazy [36]).

Teorema 1.4.9 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico T'(t). Se w,(T) <
0, entdo existem constantes M > 1 e > 0 tal que ||T(t)|| < Me H.

Prova. Sendo A um gerador infinitesimal de um semigrupo analitico, existem constantes
w>0,M>1,0>0 euma vizinhanca V de A = w tal que

o(A) O T = [\ Jarg(A — w)| < g+5}uv

|R(X; A <

AE .
ol para
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Além disso,
1

T(t) = —,/e)‘tR()\;A)d)\, (1.10)
2m Jr

onde I' é formado por I'y = {A=pe? +w:p>0,71/2 <0 <7m/24+0eTy={\=pe ™ +w:

p>0,7m/2 <6 < m/24 0 e é orientado de tal forma que ImA cresga ao longo de I'. A

convergéncia em (1.10) para t > 0 é na topologia uniforme do operador. Por hipdtese, temos

que R(\; A) é analitico numa vizinhanga de
A =A{\; ReX > oy, larg(A —w)| > 6}

onde 0 > 01 > w,(T). Do Teorema de Cauchy segue que I' em (1.10) pode ser mudado sem
variar o valor da integral para a trajetéria IV onde IV é composta por

1 { pertwip= |cosb)| b
I, = {Re\=oy:|Im)\ < (w—op)|tand|},
F/ —= )\ = —i0 N > —w _ 01

3 { pPEe +w P = |COS€‘ }7

e é orientada de tal forma que I'mA cresca ao longo de I''. Portanto,

1
T(t) = 5 /F eMR(\; A)dA.

Estimando ||T'(¢)|| sobre I';, i = 1,2, 3 encontramos para ¢t > 1 e alguma constante M;, que
|T(t)|] < Mye”'. Desde que ||T(t)|| < My para 0 < ¢t < 1, entdo temos ||T'(¢)|] < Me
para t > 0. Donde segue a conclusao. |

Observacao 1.4.10 Na prova do Teorema 1.4.9 (ver Pazy [36], Teorema 4.3), temos decai-
mento exponencial da forma ||T(t)|| < Me para todo w,(T) < o1 < 0. Em particular, para
01 = w,(T)+e€, come > 0 muito pequeno, temos decaimento exponencial com taza dada pela
cota superior do espectro. Desta forma, temos a propriedade do crescimento determinada
pelo espectro. Em outras palavras temos o sequinte resultado:

Teorema 1.4.11 Se T'(t) é um semigrupo analitico com gerador infinitesimal A, entio T
possut a propriedade do crescimento determinada pelo espectro.

O Teorema nos diz que se um semigrupo ¢é analitico, entao temos decaimento exponencial
da solugao do sistema com a melhor taxa de decaimento.

1.5 Regularidade de “Mild Solutions” para Semigrupos
Analiticos

Consideremos agora o problema de valor inicial nao homogéneo

du(t)
T—Au(t)—i—f(t) , t>0

u(0) ==

(1.11)
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onde f:[0,7) — X e A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy T'(t).

Defini¢ao 1.5.1 Uma funcdo u : [0,T) — X € uma solugdo cldssica de (1.11) sobre [0,T)
se u € continua sobre [0,T), continuamente diferencidvel sobre (0,T), u(t) € D(A) para
0<t<T esatisfaz (1.11) em [0,T).

Definigao 1.5.2 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, T(t). Seja
reXefelY0,T;X). A fungiou € C([0,T); X) dada por

¢
u(t) =T(t)x +/ Tt—s)f(s)ds, 0<t<T
0
¢ chamada de “mild solution”do problema (1.11) sobre [0,T].

1.6 Equacoes Semilineares com Semigrupos Analiticos

Consideremos agora o problema de valor inicial semilinear:

du(t)
2 = Au(t) + f(tu(t), ¢ > 1o 112)
U(to) = Ug

onde —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy T'(t), t > 0, sobre um espago
de Banach X e f : [ty,T] x X — X é continua em ¢ e satisfaz uma condic¢do de Lipschitz em
u.

Definigao 1.6.1 A func¢io u € C([to,T); X) dada por
t
u(t) =T(t — to)uo + / T(t—s)f(s,u(s)ds, 0<t<T
to

¢ chamada de “mild solution”do problema (1.12) sobre [ty,T].
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Capitulo 2

Sistemas elastico-poroso com
conducao de calor

2.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos o comportamento assintotico de sistemas do tipo elastico-poroso
com conducao de calor no caso uni-dimensional. Analisamos diversos tipos de dissipacao e
mostramos resultados que dependem das condigoes dissipativas consideradas.

No caso uni-dimensional as equagoes de evolugao para a teoria de sélidos elastico com
porosidade e temperatura sao dadas por

puy =Sz, prow =hy +9, ploxe = ¢z, pEr= Py +q— Q. (2.1)

Aqui, s é a tensao, h é a tensao de equilibrio, g é a forga de equilibrio, ¢ é o fluxo de calor,
X ¢ a entropia e Ty é a temperatura absoluta na configuracao de referéncia e é assumida
positiva. As variaveis u e ¢ sao, respectivamente, o deslocamento do material sélido elédstico
e o volume de fracao dos poros. Assumimos que p e K sdo constantes positivas de mecanismo
fisico conhecido.

No caso geral de sélidos com viscoelasticidade, viscoporosidade e temperatura assumimos
as seguintes equagoes constitutivas (ver lesan, [20, 21]):

s = pug + bp — B0+ yuy + Ty,
h 0@y + k105 + Npat,
g = —buy, —Ep+mb — Touy — Ty,

px = Pugy+c+myp,
q = kb, + k.

Assumimos que a densidade de energia mecanica interna é uma forma definida positiva.
Portanto, os coeficientes constitutivos devem satisfazer as condicoes

u>0, €>0, §>0, u&>"v.
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A dissipacao do sistema é definido com o auxilio das fungoes

II, := ’Y’Uxt|2 + (11 + T2) Uzt + 7’|90t|2

H2 = n\g&mt|2 + k|‘9$|2 + (/{31 + k?g)gmg()mt.

Portanto, quando a dissipacao é assumida, consideramos II; e II, duas formas definidas
positivas. Em particular, quando assumimos que n = 0, também devemos ter k; = ko = 0
e quando 7 = 0, devemos ter 7; = 7, = (0. Estes sao os dois casos que trataremos com
mais rigor neste capitulo. Citaremos outros casos possiveis com seus respectivos resultados,
inclusive, o caso de considerar o problema na sua forma geral (n,7 > 0). Se introduzimos as
equacoes constitutivas nas equagoes de evolugao, obtemos o seguinte sistema geral:

Pl = HUgy + bng - ﬁea: + T1Pxt + YUgzt,
J(,Ott = 580501‘ - bux — fg@ +mb + k’lem — ToUgt — TPt + NPxat, (22>
Cet = k*ezx - ﬂu:pt — My + k;(p:m:t

Aqui J = pk, k* = kTy " e ki = kT ! mas no que segue, escrevemos apenas k e ky. As
fungoes u, p e 6 representam, respectivamente, o deslocamento do material solido eléstico,
o volume fracional e a temperatura. Os coeficientes constitutivos u,~, J,d,&, c e k sao con-
stantes positivas e, como o acoplamento é considerado, b, 3 e m devem ser diferentes de 0,
mas seus sinais podem ser positivos ou negativos. Assumimos que p e J sdo constantes positi-
vas de mecanismo fisico. Quando o efeito térmico é considerado assumimos que a capacidade
térmica c e a condutividade térmica k sao estritamente positivas.

Assumimos que vy, T e 1) sdo nao negativos. Se v > 0 a dissipagao viscoelastica é assumida
no sistema e, se 7 > 0 ou n > 0, a dissipacao porosa esta presente.

A solucao dos problemas estudados neste capitulo devem satisfazer as seguintes condicoes
de fronteira

u=p,=6,=0, z=0,m, (2.3)

e as condigoes iniciais
U(ZE,O) = uo(x)v ut(x,O) = Ul(l’), 90(va> = QOO(:E): Qot('%o) = 901(1‘)7 «9(1‘,0) = QO(I)7 (24)

para © € (0,7). As fungdes wug,ui, o, 1,00 : [0,7] — R sao dadas. Existem solugdes
(uniformes na variavel x) que ndo decaem. Para evitar esse problema, assumimos que os
dados iniciais satisfazem a condicao

/07r wo(z)dr = /0” o1(x)de = /07r Oo(z)dz = 0. (2.5)

Denotemos por

L2(0,7) = {w e L2(0,7); /Oﬂw(x)dx - o},
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H™0,7) = {w e H™(0,7); /ﬂw(x)dac =0, m= 1,2}.

A condigao (2.5) nos garante que os espacos L2(0,7) e H™(0,7) estao bem definidos. Defi-
namos o funcional energia associado ao sistema (2.6) pondo

1 s
E(t) = 5/ [pud + i + J o} + 692 + €% + b + 2bpu, | dz.
0

Usando que
v, 2

Yo, = 2%)(@0) > (3

segue que

T 2 U 2
B> 5 [ 2+t~ (pd 6] =3 [ - )l
0 3 2 Jo
Logo se ué > b%, tem-se que E(t) >0, Vt > 0.

Nosso interesse principal aqui é estudar o comportamento assintético das solugoes de
sistemas do tipo (2.2). As ferramentas usadas aqui sao os resultados de Priiss e de Gearhart
que foram desenvolvidos em [26] por Liu e Zhang.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na seccao 2.2 mostramos falta de
estabilidade exponencial para o problema (2.2) no caso em que a dissipagdo porosa esta
ausente (n = 7 = 0). Considerando este mesmo caso, mostramos na sec¢ao 2.3 o decaimento
polinomial. Na secgao 2.4, consideramos a dissipagdo porosa presente no sistema (n = 0 e
7 > 0). Neste caso mostramos decaimento exponencial e falta de analiticidade. Na secgao
2.5, consideramos um outro tipo de dissipagao porosa mais forte (n > 0 e 7 = 0) e mostramos
que o semigrupo que define a solugao deste sistema deve ser analitico. Finalmente, na seccao
2.6 colocamos alguns comentarios sobre os problemas estudados neste capitulo.

2.2 Falta de estabilidade exponencial: Caso n =71 = (.

Nesta seccao estudamos um sistema termo-elastico-poroso quando temos apenas a viscoelas-
ticidade e o efeito térmico como mecanismos dissipativos. Em outras palavras, consideramos
o sistema (2.2) nocason =7 =0e 1 = 7o = ki = ko = 0. Mostramos que a solucao
do sistema estudado nao pode decair exponencialmente para zero quando o tempo tende
ao infinito. Para isto, usamos fortemente o fato de que a condigao de contorno é do tipo
mista (Dirichlet-Neumann). Para o caso de condigoes de contorno ndo mistas nao é possivel
mostrar esse resultado.
Consideramos o sistema termo-elastico-poroso dado pelas seguintes equacoes:

Py = gy + b0y — B0, + Ygay em (0,7) x (0, 00),
Jou = 0Qpr — buy — Eo +mb em (0,7) x (0,00), (2.6)
cty = kb, — Buy — my; em (0,7) x (0,00),
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sujeito as condigoes de fronteira (2.3) e condigoes iniciais (2.4). Denotemos por H o espago
de Hilbert
H = H;(0,7) x L*(0,7) x H}(0,7) x L2(0,7) x L*(0, )

com produto interno
(U,U ) = / (00" + pustly, + J66" + 0pu@y + E0F" + el + b(ux @™ + )| da,
0

onde U = (u,v,p,¢,0)" and U* = (u*,v*, ¢*, ¢*,0%*)T. A correspondente norma em H é
dada por

10113 = / [Pl + polua]? + TIG* + 0lal* + Elpl* + clb]” + 20Re(usp)] da.
0

Definamos o operador A : D(A) C ‘H — H pondo

0 I 0 0 0
p~'uD?*  plyD? p~'bD 0  —p'BD p
A= 0 0 0 I 0 . D=— (27
—JWD 0 JY6D*—¢I) 0 JlmI
0 —c7 18D 0 —c'ml ¢ tkD?

com dominio
D(A) = {U €H; pu+yv e H*0,7)NHY0,7); ¢,0€ H*0,7); ¢ € H(0,);
Dip(0) = Dy(m) = D(0) = Do(x) = DB(0) = Db(x) = 0}.

O sistema (2.6) é equivalente a

d
%U(t) =AU(t), U0)=U,eD(A), (2.8)
onde Uy = (uo, u1, @0, 01, 00)%. Vejamos que A é dissipativo. De fato, seja U = (u, v, ¢, ¢, 0)T

D(A), entao

v u
P (ftgy + by + YUz — B6,) v
<AU’ U>H B < ¢ | Y >
T (0pae — buy — Ep +mb) ¢/~
c Y kbpe — Pry — mo) 0

3

= / Ptz + bpy + YUz — B0, )0dx + ,u/ VU dr
0 0
b [ G = e = ot mt)ids 46 [ oupdn € [ opds
0 0 0
+/ (kO — Bv, — me)fdx + b/ (V2@ + Up)dx
0 0
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Donde segue que
Re<AU, U>H = —/ (yv2 + k62)dx <0,
0

pois v,k > 0.

Teorema 2.2.1 O operador A dado em (2.7) é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy

de contracoes T(t) = e sobre o espaco de Hilbert H.

Prova. Vejamos que 0 € g(.A). Para isto, devemos mostrar que existe o operador inverso
— A~ e que este é limitado em H.
i) —A é sobrejetivo.
De fato, para F' = (f1, f2, f3, f1, f5)F € H, devemos encontrar U = (u,v, ¢, ¢,0)7 € D(A)
tal que

—AU = F. (2.9)

Em termo das componentes, devemos ter

v = —fi € Hy0,m), (2.10)
[y + by + YVpp — B0, = —pfy € L*(0,7), (2.11)
¢ - _f3 € H:(Oaﬂ-)a (212)
8Pz — by —Ep+mb = —Jf, € L*0,7), (2.13)
kOpp — B, —mép = —cfs € L*0,7). (2.14)
De (2.10) e (2.12), segue que
ve Hy(0,7r) e ¢€HN0,T). (2.15)
Segue de (2.14) que devemos determinar 6 tal que
kemc = _ﬁ(fl)a: - me - Cf5 € L2(077T)7
{ 0,(x) = 0,(0) = 0. (2.16)

Da Regularidade eliptica tem-se que existe uma tnica funcao 6 € H?(0,7) satisfazendo
(2.16). Entao, nos resta mostrar que existe u e ¢ satisfazendo

HUgzy + b<;0$ - f = /y(f1>zz +601 - pr € H_l(oyﬂ-);
590wz_bux_§90:g:: —mQ—Jf4 EL2(077T)7 (217)

u(r) = u(0) = pu(r) = £ (0) = 0.

Consideremos o espaco W = H}(0,7) x H(0,7), e denotemos a forma bilinear
a(+,-) : W x W — R, dada por

a(V,V)zu/ uxﬁ_xd:v—ZbRe/ gpxﬁdx+5/ gpx;rda:%—f/ 0P dz,
0 0 0 0
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onde V = (u,¢) e V = (@,@). Tem-se que a(-,-) ¢ bilinear continua e coerciva no espaco
de Hilbert W x W. Portanto, do Lema de Lax-Milgram, existe solugao para o problema
variacional

a(V,V)=(G,V), YVeW,

onde G = (f, g) € H. Portanto existe tinica solugao (u, p) € Hy(0, ) x H}(0, ) satisfazendo

o sistema (2.17). Logo, existe tnica U € D(.A) solugao de (2.9).

(i) —A~! é um operador limitado.

De fato, das equacgoes (2.10)-(2.14) segue que existe uma constante positiva K independente

de U = (u,v,¢,9,0)T tal que ||U||x < K||F||x. Donde segue que ||A7!| < K. |
Sobre estas condicoes temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2.2 Suponhamos que os dados iniciais (ug, uy, Yo, p1,00) € D(A), entdao existe
unica solugdo (u,us, o, vy, 0) para o sistema (2.6) satisfazendo

(u, ue, @, 1, 0) € C([0,00]; D(A)) N C*([0, 00); H). (2.18)

Provaremos agora a falta de estabilidade exponencial para a solu¢ao do problema (2.6).
Este resultado foi provado em [28]. Faremos aqui uma prova alternativa. Para isto usamos
os resultados de Priiss (ver [37]).

Teorema 2.2.3 Seja (u, p,0) a solugdo do problema determinado pelas equagoes do sistema
(2.6) com condigoes de fronteira (2.3) e condigoes iniciais (2.4). Se os dados iniciais sat-
isfazem a condigao (2.5), entdo o semigrupo gerado pelo operador A dado em (2.7) nao é
exponencialmente estdvel.

Prova. Basta mostrar a existéncia de sequéncias (\,), C iR com lim |[A\,| =00 e (U,), C
D(A) para (F,), C H tal que (A, I — A)U, = F, é limitada em H e

|/\1i|1rn U, || = 00, quando v — oc. (2.19)

Escolhemos F = F, = (0,0,0,¢,0), com g = J ! cos(vz). Temos
IFIB = [ TigPds < .
0

Portanto (F,) é limitada em H. Por outro lado, a solucao U = U, = (u,,v,, ¢y, ¢y, 0,)T do
problema (A — A)U = F satisfaz

v
¢ =
%(69011 - bux - 590 + me)
%(kﬁm — fu, — mao)

>
6 <
|
o o o o
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Ou ainda,

( At = v,
PAV — fillyy — by — YUz + B0 = 0,
Ap = ¢,
JANG — 0P +buy +Ep —mb = Jg,

{ cA — kO, + Pv, + mo = 0.

Fazendo as substituicoes, temos o seguinte sistema equivalente:

IN2Q0 — 0Que +buy, + Ep —mb = cos(vx),
A0 — kO, + BAu, + mAp = 0.

O sistema (2.20) pode ser solucionado por

u(z) = Asen (vz), p(x) = Bcos(vx), e 8(x) = Ccos(vx),

(2.20)

(2.21)

onde A, B e C' dependem de A e serao determinados a seguir. Note que esta escolha é
compativel com as condigoes de fronteira. Substituindo (2.21) em (2.20), obtemos o seguite

sistema
(,0)\2 + p? + 7)\1/2)A +bvB — prvC = 0,
(JN2 4012+ &)B+bvA—mC = 1,
(A + kv?)C + BAVA + mAB =

Tomemos \ := )\, tal que JA? + Jv? + & = 0, isto é,

1 y e —
A= \13(51/24‘5) 1= )\1,.

(2.22)

J
Notemos que (A\,) C iR e || =~ \/;1/ — 00, quando v — oo. Por outro lado, fazendo

M = pA\2 + uv? + v\, 2, temos o sistema

MA +bvB — BuC __—
bvA —mC
(chy + kv?)C + BAVA+mAB = 0.

|
-

De (2.23)3, temos
1 m

A= —+ —
bv - byc
Substituindo (2.24) em (2.23);, segue
M M
—+ =20+ wB-puC =0
bv bv

Ou,
V’v?B + (Mm — bBr*)C = — M,
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donde,
M Mm — bB1?

b= b2 b2 ¢
Substituindo (2.24) e (2.25) em (2.23)3, temos
) BN, mpBA\, MmA,  m\,(Mm — bBr?)
(c)\y+kV)C'+ ; + 2 C - P 72,7 C=0
donde
[L*12(cA, + kv?) 4+ bmBriA, — mA, (Mm — bBr*)|C = mMM, — b3\, 2.
Logo,

mMMN, — bBA\ V2
b22(cA, + kv?) + 2bmBr2N\, — m*?MM,’
Substituindo em (2.24), temos

C =

Ao 1 N m2MM\, — bmpBr2\,
b bw[bPr2(ch, + kv?) + 2mBr2 N, — m2MN,]
Logo,
Ao V2 (e, + kv?) + bmBrA,

bu[b2v2(cA, + kv?) 4+ 2bmpBr2A, — m2MM,|
Substituindo (2.26) em (2.25), obtemos

M (Mm — bBv*)(mMM\, — b, V?)

T2 2222(ch, + kv?) + 2bmBrPh, — m2MA,)’

B =
donde
B —b22M (e, + kv?) — 23204,
b (e, + k) + 203mBriN, — m2b2v2 M,

Lembrando a definicao de M, obtemos que

Ao V*v*(ch, + kv?) + bmBr A,
CBU3(e), + k) + 202mBud N, — m2bu, (pA2 4 pv? + YA, v2)

_ =22 (pA2 + v + Y\ ) (e, + kv?) — 0?32,
C b (e, + k) + 23mBriN, — m2b202 )\, (pA2 + ur? 4+ YA 02)

O mA, (pA2 + uv? + Y\, v?) — b, V2
Cb202(eA, + kv?) 4 20mBr2, — m2A, (pA2 + uv? + g\, v2)
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Portanto existe uma sequéncia (U,), C D(A) da forma

V*v*(ch, + kv?) + bmBr A,
u(z) = g 2 2 3 2 2 2 zysen (vz),
b3 (e, + kv?) + 202mpBriN, — m2bu, (pA2 + pv? + v\, v?)
V2N, (e, + kv?) + bmBr2 2
w(T) = 53 2 2 3\ _ 2 2 2 7y sen (ve),
b33 (e, + kv?) + 202mpBr3\, — m2bv, (pA2 + uv? + yv2\,)
(z) = =022 (pA2 + v + Y\ ) (e, + kv?) — D232,
v b (e, + kv?) 4 203mBri, — m20202 N, (pA2 4 pv? 4+ YA, v2)

=022 (pA2 + v + A2 (e, + kv?) — 0?32,
ou(x) = cos(vx),
bivt(eh, + kv?) 4+ 203mpriA, — m2b22 N\, (pA2 + uv? + A, v?)
A (pA2 2 Av?) — bBA V2
0,(xr) = mA(pX, & v+ ) = DAY cos(vx).
b2v2(cA, + kv?) 4+ 20mpBr2X, — m2A\, (pA2 + pv? + A, v?)

cos(vx),

Notemos que
B:=B,~(Civ, quando v — o0,

onde C] é uma constante calculavel. Assim,

U, |15, > J/7r ¢, |*dx = JN2 B2 /7T | cos(vz)|*dx = %)\12,33.
0 0
Logo,
U || > %|)\V||B,,\ = \/?|B,,|y ~ Cov® — 00, quando v — oo.
Portanto

lim [|U,]]5 = oo.
n—oo

2.3 Decaimento polinomial

Vimos na secgao anterior que nao existe decaimento exponencial para o sistema (2.6). Nosso
objetivo para esta seccao ¢ mostrar que existe decaimento polinomial para a solugao deste
mesmo sistema. Usamos o método da energia para mostrarmos este resultado.

Para obtermos decaimento polinomial definamos os seguintes funcionais energia:

1 s
E(t,u,p,0) = 5/ [plwe® + plua|® + Jloe* + 8lea|* + Elol* + |0 + 2bpu, |dz (2.28)
0

Es(t) = E(t, ug, 1, 0r) (2.29)
Es(t) = E(t, ug, @u, ) (2.30)
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Lema 2.3.1 Considerando o sistema (2.6) e os funcionais energia definidos acima, seque

que:
dE i ™
— = —’y/ |t |*d — k’/ |0, |*dz. (2.31)
t 0 0
dE 4 Q
d_t2 = _7/ o |*dw — k/ |0t |*d. (2.32)

E
LB / RCY / 0,0 %d. (2.33)

Prova. Multiplicando (2.6); por u; e integrando em (0, 7), obtemos

1 d ™ ™ ™ ™ s
——{/ p]ut|2da:} = —u/ UgUgedr + b/ Opupdr — B/ O updx — ’y/ |t |2
2dt\ J, 0 0 0 0

Donde,

1d 4 ™ ™ T
5%{ / [oluel? + M|Ux|2]d$} = b/ rudr — ﬁ/ 0, updr — 7/ || *d. (2.34)

Multiplicando (2.6)2 por ¢; e integrando em (0, 7), obtemos

1 d ™ ™ v ™ vy
__{/ J|spt|2d$} = —5/ PrPrrdr — b/ Ugpprdr — 5/ ppdr + m/ Opidex.
2dt L J, 0 0 0 0

Donde,

1d

__{/ [T]e|? + 8|ea|? +§|¢|2]dx} = —b/ Ugprdr +m | Qpd. (2.35)

Multiplicando (2.6)3 por 6 e integrando em (0, 7), obtemos

2dt{/ c|6]? d:(: ——k/ 16, | dx—ﬂ/ Uz fdr — m/ pifdx. (2.36)

Somando as equagoes (2.34), (2.35) e (2.36) membro a membro e usando a definigdo de E(t),
obtemos (2.31). Diferenciando as equagoes do sistema (2.6) em relacao a t, multiplicando as
respectivas equagoes resultantes por wuy, oy e 0, e prosseguindo como anteriormente, obtemos
(2.32). Multiplicando as equagoes do sistema (2.6) por Uz, Peet € Oze, TEspectivamente, e
prosseguindo como anteriormente, obtemos (2.33). Desta forma, concluimos o Lema. |
Definamos agora o funcional

S(t) :/ (puue + Jppr + %]ux\z)dx
0

Lema 2.3.2 Suponhamos que Uy = (uo, u1, o, p1,00)" € D(A). Entdo existem constantes
positivas y1 e c1 tais que

d ™ s s s ™
d_*j Sp/ |Ut|2dl‘+(]/ |90t|2dx_'71/ (ui—kgoi_i_@?)dx—l—cl/ eidl‘—/ 2bpude.
0 0 0 0
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Prova. Multiplicando (2.6); por u e integrando em (0, ), temos

d i i iy
% puudr = ,0/ |y |*dx +/ puudr
0

d ™
:/ pluPdx — / \udea:—b/ gouxdx—i—ﬁ/ Ou,dx — 7]um\Qdac.
; ; dt J, 2

Assim temos

™

4 (puut+1|ux|2)dx:p/ |ut|2dx—u/ |ux|2d:1:—b/ gouxdx+ﬁ/ Ou,dz. (2.37)
dt Jo 2 0 0 0 0

De (2.6)3, segue

™

d s s
i ), Jsﬁsotd:sz/ Isot!2d$+/ Joupdx

—J/ | ot da:—é/ |0z dm—b/ @umdx—g/ o] dx—i—m/ Opdz. (2.38)
0

Lembrando a defini¢ao de S, segue das equagoes (2.37) e (2.38) que

,0/ |ut|2d93—,u/ |ux|2da:—2b/ gouxd:)sjtﬁ/ 9uxd95+J/ |2 da
0 0 0 0 0
—5/ |g0m|2dx—§/ |g0|2dx+m/ Oodz.
0 0 0
Usando a desigualdade de Young, segue da ultima expressao
s ) s ) 652
p | |wl|*de+J |g0t| dyc— u—— ]ux| dx—l— |9| dr —2b @uxdx
0 0
=5 [lealar— (6= ) [Mlolan+ / o
0

com € > 0 suficientemente pequeno. Logo,
dS ™ ™ ™ K s
G <o [ ke [Clfarn [ Qul ey dere [0 P [ 2bouds
0 0 0 0
5 em?

2
onde ; = min { W= , 0, — } ¢y ¢ a constante de Poincaré e € > 0 é suficientemente

pequeno tal que vy, > O Donde segue o resultado. |

Definamos o funcional -
1
= — cpidx.
m Jo

Lema 2.3.3 Suponhamos que Uy = (ug, u, 0o, 1,60)" € D(A). Entio existe uma constante
ce > 0 tal que

d s s
Q < ——/ |g0t| dm—i—ce/o (|ua:t|2+|9:v$|2+|9$|2)dm+€/0 (|ux|2+|%|2)d$

onde € > 0 € uma constante pequena.
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Prova. De (2.6)3, segue

1 ™
—i/ clpidr = —/ c@g@ttdx+—/ cliprdx
m dt

m/ 990ttd$+—/ Orprdr — —/ Uzt¢td$—/ |<Pt| dr. (2.39)

De (2.6)5 e de (2.39), temos

1d [™ 1 i me [T k [T
E— Oordr = —— 00,0, + bOu, + E0p)d — 0)%d — 0,..01d
mdt/ocgotx mJ/o( Op + u+§g0)x+J/0]]x+m/O pidx
—ﬁ uxtgptdl‘—/ |g0t|2dx. (2.40)
m Jo 0

Usando a desigualdade de Young e a definigao de @, segue de (2.40) que

%g /|9|dx—|— /\%| dx—l— bc /|9| dm—i—e/ lup [2da
05
+2 (2 )/19| d:1:+—/ o] d:c+—/ 0, + (= /]HM] dz
w1 [ ekt (B [Mabae+ g [l dx—/ oud.

Usando a desigualdade de Poincaré na tltima expressao e agrupando os termos semelhantes,
temos

@ _ 1 (DN Gty /
dt - / loilPda + 26( ) * 4e<mJ) + ( 0.1 dx
/ [ d:v—l— / || dx+e/ (g + |0z da

onde € > 0 ¢ suficientemente pequeno e ¢, ¢ a constante de Poincaré. A conclusao segue com
() ) 5 Gor) w2 G) w2 (5) + 73 y
ce=maxs|(— ) ,|—),=—(— —(—= — ¢
m m/ " 2e\mJ 4e \mJ 2e \mJ J
Teorema 2.3.4 Suponhamos que Uy = (ug,u1, @0, 01,00)" € D(A). Entdo a solugcdo do
problema (2.6) decai polinomialmente a zero, isto é, existe uma constante C' > 0 tal que

C
E(t) < —[|Vollpa)- (2.41)
Além disso, se Uy € D(A%), entdo eziste uma constante C,, > 0 tal que

E(t) < —||Uo||p<Aa)- (2.42)

= Ta
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Prova. Definamos o funcional
L(t)=5(t)+ NQ(t) + N1 E(t) + N3Es5(t)

onde N, N; e N3 sdo suficientemente grandes de modo que L£(¢) > 0. Segue que existe uma
constante v9 > 0 tal que

— < —yE(t). (2.43)
De fato, segue dos Lemas 2.3.1, 2.3.2 e 2.3.3, que
dC dS dQ dE dFEs
N N N
at " ar T T T
< [ oluPdnt [ TlaPde - [ (el + loP)do [ 16
0 0 0 0
™ N T T
—/ 2bpu,dr — %/ ¢ 2da + CQN/ (|tael® + [0ua]® + 0.]7) da
0 0 0
+Nc5/ (lual® + 10ul® + |of?) dz — Nw/ |ttt *d — le/ 10, |*dx
0 0 0

—Ng’}// |umt]2dx—N3k/ |9m|2dx
0 0

Usando a desigualdade de Young na ultima expressao e agrupando os termos em comum,
obtemos

dc " N|m| T ’Yl—NG i
— = 2dr — (—=— -1 J 2d——/ |*d
dt—pl|m|x <2J >A ol = (=) | #lusl’dz
_N ™ _N ™ T
R [ otpnpas = () [ elepan - [ oo
) 0 3 0 )

—[k’Nl —C1 — NCQ):| / |9x|2dl' - [ka?, - NC2)} / |9xoc|2dl'
0 0

—[7]\71 — ch)] / |t |2 d — Ng’}// Ut |2
0 0

Usando a desigualdade de Poincaré, segue da tltima expressao que

%S_{Wlp;cjvc?_1}/Oﬂp|ut|2d;p_{%;eN}/OﬂMuIFdx—/OWZbcpumdx
e B R A e § T

kN — ¢ — N " i '
_{ 1~ 4 02)}/0 c|9|2dx— [kNg—ch)}/O‘ wm|2d$_N3’Y/0 ’umt’Qdm'

cep

Donde segue (2.43) com

YNi — Ny ) 7 —€eN v —€eN v —eN N|m)| . kENy — ¢ — Neg) 1}
pcp ) é— ) 6 9 u b 2J ) Ccp ) *

Yo = min{
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Aqui N, N; e N3 sao grandes e € > 0 pequeno, sao tomados de modo que v > 0. Integrando
(2.43) de 0 a t, temos

Yo /t E(s)ds < L(0) — L(t), Vt>0. (2.44)
Por outro lado, é simples Verié)car que existe uma constante vy, > 0 tal que
L(0) — L(t) < 7 (E(0) + E3(0)), Vt>0. (2.45)
De (2.44)-(2.45), obtemos

/tE(s)ds < %(E(O) + E5(0), V>0 (2.46)

Finalmente, como
Capun = By +19E < By, i >0
dt B a — 7 -
segue de (2.46) que

tE(t) < /tE(s)ds < Z2(B(0) + E5(0)), Vt>o0.

0
Portanto,
C
B(t) < S (B(0) + By(0)), i >0, (2.47)
onde C = 2 > 0. Logo (2.41) se verifica. Para provarmos (2.42) usamos o Teorema 1.4.1.

Yo
Lembrando que 0 € g(.A) segue que existe U € D(A) tal que
Ult)y=—-A"'F, VFcH. (2.48)

Assim,
T (Ao = SUp Tt AT F| < [|IT#)|[nl|Ulln < MA/2E(t).

Segue de (2.41) que

B 2C _1
1T A e < My 2 \ollony < 7%, >0 (2.49)
1
Usando (2.49) e o Teorema 1.4.1 com y=1e = 5> segue que
IT(E)A| ey < Cat™2, >0, a>0. (2.50)

Por outro lado, fazendo F' = A°U,, segue

V2E(t) = [[Ullx = |7 Vol = 1T A Flls < 1T(6)A™ |0l

C, C,
< —||A*U = —||U ay.
= t%H 0||H t%H 0||D(A )

Portanto,
Ca (177112
E(t) < t_aHUOHD(.Aa)'
Donde segue o resultado. |

28



2.4 Decaimento exponencial e falta de analiticidade:
Caso 1 = 0.

Nesta seccao estudamos um sistema termo-elastico-poroso considerando as dissipagoes vis-
coeldstica e viscoporosa presentes no sistema. A dissipacao viscoporosa considerada nao é
forte o bastante pra termos analiticidade. Temos apenas estabilidade exponencial.

Consideramos aqui o sistema (2.2) no caso n = 0 e k; = ks = 0. Ou seja, estudamos o
sistema dado pelas equagcoes

Pl = HUgy + b@a: - 50@’ + T1Pxt + YUgzt,
J(,Ott = 5@:{::{3 - bux — 590 + m9 — ToUgt — TP, (251)
cty = kbpp — Bug — mpy,

sujeito as condigoes de fronteiras (2.3) e condigoes iniciais (2.4). Para garantir que a energia
do sistema seja dissipativa assumimos que os coeficientes constitutivos 7, v, 7, e 7 satisfazem
a condigao

(11 4+ 7)? < 4T, (2.52)

onde 11,75 > 0. Consideremos o funcional energia associada ao sistema (2.51) dado por

1 [T _
E(t) = 5 / [pluel® + plus|” + Jl@d® + 6l + Elel” + cl6]” + 2bRe(u, @) |dz.  (2.53)
0

Usando (2.52) temos que a energia é um funcional decrescente. De fato, temos

d T
th():—’y/ u?dr —k / 62d x—T/ fd:c—(Tl—i-Tg)/ Ugpprdax
0

= — ul dr — k/ QidI—T/ 24y — 2 Yzt (VTP )dz
3 [ o= R e RGN

" + T2 i 1+ T2 T
S—k/ 02dx — <1—T1 )7/ u?,dr — (1— )7’/ rdx.
0 2T o 27T o

Fazendo N =1 — 7—21 —277—_2 tem-se de (2.52) que N > 0 e, portanto,
d " 2 2 2
th( ) < —¢ (vuxt+k9x+wt>dx§0,
0

onde € = min{1, N} > 0. Denotemos por H o espago de Hilbert
H = Hy(0,7) x L*(0,7) x H}0,7) x L2(0,7) x L0, 7),
com produto interno
(U, U*)y = /07r [pvt* + pu, @ + Joo™ + @l + o™ + c00* + b(u,@" + wip)]dx,
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onde U = (u,v,p,¢,0)T and U* = (u*,v*, ¢*,¢*,0*)T. A correspondente norma em H é
dada por

U113, :/ [olv)? + plua? + |0 + blea|* + Elel® + ¢|0] + 20Re(u,p)]da,
0

Considere o operador A : D(A) C ‘H — 'H dado por

0 I 0 0 0
Lp?  1p? bp np -2p
P P P 2 p d
A= 0 0 0 I 0 , D= e (2.54)
4D ~3D 36D -l) 31 %I
0 -2p 0 —my kp?
onde [ é o operador identidade. O sistema (2.51) é equivalente a
d
aU(t) =AU(t), U(0)="U, € D(A), (2.55)

onde Uy = (uo, U, Lo, P15 HD)T. O dominio de A é
D(A) = {U €H; pu+yve H*0,7)NHy0,7); @0 H*0,7); ¢ € H(0,7)
Di(0) = Dyp(m) = Do(0) = Dé(r) = DB(0) = Do) = 0}.

Teorema 2.4.1 O sistema (2.55) define um semigrupo Cy de contragoes (lineares) S(t) =
et sobre o espaco de Hilbert H.

Prova. A prova segue do Teorema de Lumer-Phillips. De fato, para U € D(A), temos

R6<AU, U>H < —6/ (’yuit + k62 + Tgpf)dx <0,
0

T + T2
2,1
0 € o(A). Para F = (fi, fo, f3, f1, f5)T € H, devemos encontrar U = (u,v, p, ¢,0)T € D(A)
tal que

onde € = min{1l,N} >0e N =1-— > (0. Logo A é dissipativo. Agora vejamos que

AU = F. (2.56)
Em termos das componentes, temos
v o= fi, (2.57)
ige + bpy — By + Ty + Y0z = pfo, (2.58)
¢ = fs (2.59)
0ppe — by —Ep+mb — v, — 79 = Jfy, (2.60)
kO,, — v, —mo = cfs. (2.61)
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De (2.57) e (2.59), segue que
ve Hy(0,7) and ¢ € HN0,m). (2.62)
De (2.57), (2.58) e (2.61), podemos escrever

{ kezx - ﬂ(fl)a: + mf?) + Cf5 S Li(oaﬂ-)v

0.(m) = 6,(0) = 0. (2.63)

Segue que existe unica fungdo 6 € H?(0,7) satisfazendo (2.63). Entdo, resta mostrar que
existe u e ¢ satisfazendo

KUz + wa = f = _’Y(fl)xx + 5990 - Tl(f?))a: + Pf2 S H—l(o’ 7T),
5@11 - bux - 5(10 =g = _me + TQ(fl)x + Tf?) + Jf4 € L2(077T)7 (264>
u(m) = u(0) = @a(m) = ¢2(0) = 0.

Introduzimos o espaco W = H}(0,7) N H}(0,7) e denotemos a forma bilinear a(-,-) : W x
W — R, dada por

a(V,V):u/ uxﬂ_xd:v—QbRe/ gpxﬁdx+5/ gpxgxda:%—f/ gogdx,
0 0 0 0

onde V = (u,¢) ¢ V = (@, %). Tem-se que a(-,-) ¢ bilinear continua e coerciva no espago
de Hilbert W x W. Portanto, do Lema de Lax-Milgram, existe solugao para o problema
variacional

aV.V)=(G,V), YVeW,

onde G = (f,g) € H. Portanto existe tinica solugao (u, p) € Ha(0, ) x H}(0, ) satisfazendo
o sistema (2.17). Logo, existe tnica U € D(A) solu¢do para o sistema 2.64. Além disso, é
facil ver que existe uma constante positiva K independente de U = (u,v, ¢, ¢,0)T tal que
U]z < K||F||%. Assim concluimos que 0 € o(A) e |[A7}|| < K. Sendo A dissipativo,
segue que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contracoes sobre H. [ |
Veremos a seguir que a soluc¢ao do sistema (2.51) nao define um semigrupo analitico.

Teorema 2.4.2 Seja (u, p,0) a solugcdo do problema determinado pelas equagies do sistema
(2.51) com condigoes de fronteira (2.3) e condigdes iniciais (2.4). Entao o semigrupo gerado
pelo operador A dado em (2.54) nao € analitico.

Prova. E suficiente mostrar a existéncia de sequéncias ()\,), C iR com lim |\,| = oo e
V—00

(U,), € D(A) para (F,), C H tal que (\,I — A)U, = F, é limitada em H e

lim INNU I3 = 00, quando v — oo,
Escolhemos F = F, = (0,0,0,g,0)T, com g = J~!cos(vx). Temos
1FIB = [ TigPds < .
0
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Portanto (F,) é limitada em H. Por outro lado, a solugao U = U, = (u,,v,, vy, ¢,,0,)T do
problema (A — A)U = F satisfaz

U v 0
Aol - ¢ =10
¢ %](590301: - bu:v - &P + me — ToUy — Tgb) g
0 %(k‘@m — v, — mao) 0
Ou ainda,
( Au = v,
PAV — iy — by + B0, — T10r — YU = 0,
Ap = 9
J/\gb_5§0zx+bux+£§0_m0+7—2vm+7—¢ = Jg7
\ cA — kO, + Pv, + mo = 0.
Fazendo as substituicoes, temos o seguinte sistema equivalente:
p)‘Qu — HUzy — b(pac + ﬂezp - 7'1)\§0x - 7)‘ux:p = 07
IN2p — 0Py + buy + o — mb + T Au, + TAp = cos(vr), (2.65)
A0 — kO, + BAu, + mAp = 0.
O sistema (2.65) pode ser solucionado por
u(z) = Aysen (vx), p(x) = B, cos(vz), e 8(z) = C, cos(vz), (2.66)

onde A,, B, e C, dependem de X e serao determinados a seguir. Note que esta escolha é
compativel com as condicoes de fronteira. Substituindo (2.66) em (2.65), obtemos o seguinte

sistema
(p)\2 + p? + ’)/)\1/2)/1,, + (b+n\NvB, —prC, = 0,
b+ AVA, + (JN+ 82 +E+TA)B, —mC, = 1, (2.67)
BAVA, +mAB, + (cA+ k1?)C, =

Escolhemos X := ), tal que JA\? + 612 + & = 0, isto é,

(0 +¢)

o
! J

= A

)
Notemos que (\,) CiR e |\, | = \/;V — 00, quando v — oo. O sistema (2.67), torna-se:

MA, +p1VBV_ﬁVCV = 0,
povA, + 1A\ B, —mC, =
/BAI/VAZ/ + m)\uBu + QCI/ = OJ

—_

(2.68)
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onde
M = p)\,% + o+ Q=c\, + kU2 pr=b+T\ e po=b+ T\,

De (2.68)1, segue que

M b1
C,=—A,+=B8B,. 2.69
D 3 (2.69)
Substituindo em (2.68)3, segue
(@ -+ mpA,)
A= =0 ey B (2.70)
Substituindo em (2.69), temos
2
—mM
¢, = by = m) (2.71)

MO+ B2, v
Substituindo (2.70) e (2.71) em (2.68)s, temos

2 2 _
—Jh”(pﬁ9+”nﬁkﬁzi,+TAwBy_7nA“@“5” mM) )
MQ + 322\, MQ + 322N,

=1,

donde

MQ + 3?2\,
—par?(p1Q + mBN,) + TA(MQ + (22N\,) — mA, (p1 2 — mM)

Substituindo em (2.70) e (2.71), obtemos

B, =

A - —v(p@Q +mpA,)
Y —por2(piQ + mPBA,) + TA(MQ + [22N,) — mA, (p1frE — mM)
¢ c - A (p1fv? — mM)

—p22(p1@Q + mPBA) + TA(MQ + 52v2N,) — mA, (p1fv? —mM)
Notemos que
MB, — C, quando v — oo,

onde C' é uma constante. Por outro lado,
2 " 2 a2 [ 2 T 9 o
WOll7 = J [ |ou|?de =N, B; [ |cos(ve)|*de = 7)\1,3,/.
0 0

Logo,
J - [J
HUVHH2 %‘)\uHBul —C 77]-, quando vV — Q.

Portanto
Hm (A |||Unl| = oc.
n—oo
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Donde segue o resultado. |
Agora, mostraremos que o semigrupo associado ao sistema (2.51) é exponencialmente estével.
De fato, escrevendo a equacgao resolvente com A = ¢ em termo das componentes, obtemos

iou —v = fi, (2.72)

LOPV — [y — b0y + B0y — Voo — Ti0r = pfa, (2.73)
ap—¢ = fs, (2.74)

i Jd — 0ppy + by + EQ — MmO+ Tov, + T = Jfy, (2.75)
iach) — kO + B, + mo = cfs. (2.76)

Para mostrar a estabilidade exponencial, usaremos os seguintes resultados:

Lema 2.4.3 Dada F € 'H, existe uma constante ¢; > 0 tal que
| Glual? + 7168 + K)o < ol Flhl iU e
0

Prova. Multiplicando as equagoes (2.72)-(2.76), respectivamente, por (—ptiz,), (0), (—0@zz

e £p), (9), (0), integrando de 0 a 7 e somando as equagoes, encontramos

™

i [ [plof + ol + 8lguf? + 1o + €l + clOPJdo + s [ (s, = a0,)d
0 0
4 [ (ot wd)de 45 [ (0.0~ 8.0)do 43 [ (b, — @b+ € [ (06— po)da
0 0 0 0

+m /Oﬁ(gbe — 0¢)dx + /Oﬂ(ﬁ(b@m + Tov@)dT + /0 (Y|va|? + 7|0]* + k|0,]*)dz = A, (2.77)
onde |A| < ¢ol|F||%||U]]x. De (2.72) e (2.74), obtemos
b/oﬂ(tpvx + upd)dr = —ic /07r 2bRe(u,@)dr — b/oﬂ[go(fl)x + Uy f3]d. (2.78)
Tomando parte real em (2.77) e usando (2.78), obtemos
[ Ot 4 716 4 K6, Pyde < (4 7) [ foualda + all Pl U
< BT [ elde + 252 [ o2 + ol PVl

=2/ o 2077 Jo

Assim temos que

N [Tl + rloP)do+ [ k8, Pds < el Flld Ul
0 0

1+ T

de N=1—
onde N

~ ¢ .
> 0. A conclusiio segue com ¢; = —, onde € = min{1, N'}. |
€
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Lema 2.4.4 Dado F € 'H, existe uma constante C' > 0 tal que
Ul < CIIIF [

Prova. Multiplicando as equagoes (2.73) e (2.75), respectivamente, por @ e @, integrando
de 0 a m e somando as equacoes, obtemos que

™

z’ap/ viade +p | |ugPdr + / b(piiy + uyp)dr + 3 | O udx + 7/ IR TING f
0

/ ¢deI+ZaJ/ ¢g0dx+5/ |z d$+§/ |p|*dx

—m/ Opdr — 7'2/ vpdr + 7'/ opdr —/ (pfati + J fap)dx

0

Tomando parte real na tltima expressao, usando (2.72) e (2.74), obtemos

u/ \ux|2dx—|—/ 2bRe(uxg0)dx+5/ ]gox\zd:z:—l—f/ ]go]%ixzp/ lv|*da

0 0 0 0 0

47 [V1oPde = Re(3 [ buudaq [ vds i [ oude—m [ 0pds)
0 0 0 0 0

—Re{ — 72/ v dr + T ¢g5d:v} + 5, (2.79)
0 0

onde |S| < C||F||#||U||». Usando o Lema 2.4.3, temos

m 1 ™
Re{ - ﬁ/ Qxadx} < O||F||||U| |3 + -/ p|ug |2dz, (2.80)
0 8 0
™ B 1 T )
Re{ =5 | wide} < CIFIdUllnc+ 5 | pluPde, (2.81)
0 8 0
™ B 1 T )
Re{ =7 | otdz} < ClIF|nllUl+ | pluada, (2.82)
0 0
™ B 1 T )
Re{m | 0gda} < CIFIblUll+5 | €lelde, (2.83)
0 0
™ ~ 1 T )
Relny | vpude} < CIFInlIUIb+ 7 | dleuldr, (2.84)
0 0
™ B 1 T )
Re{ —7 | opda} < CIFIbllUlln+ 5 | dlul?de: (2.85)
0 0

Substituindo (2.80)-(2.85) em (2.79) e usando o Lema 2.4.3, obtemos que

,u/ \ux]2d33+/ 2bRe(uxg5)dx+5/ ]gpx\zdx—i-ﬁ/ lplPdx < O||F||x||U||%.  (2.86)
0 0 0 0

Usando a desigualdade de Poincaré e o Lema 2.4.3, segue a conclusao. |
Agora estamos em condigoes de mostrar a estabilidade exponencial:
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Teorema 2.4.5 Seja (u, ¢, 0,w) a solugcdo do problema determinado pelo sistema (2.51) com
condigoes de fronteira (2.3) e condigoes iniciais (2.4). Se a condigao (2.52) é vdlida, entdo
o semigrupo gerado pelo operador A dado em (2.54) € exponencialmente estdvel.

Prova. Sendo A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cj de contragoes e 0 € o(.A)
segue que (1.6) é valido. Por outro lado, do Lema 2.4.4, obtemos

|(iad — A) 7' Fllp = ||Ull3 < C||F |3

Nossa conclusao segue do Teorema 1.4.2. |

2.5 Analiticidade: Caso 7 = 0.

Para esta seccao, consideramos um sistema elastico poroso com temperatura no caso em
que a dissipagao viscoporosa é mais forte que a considerada no problema anterior. Neste
caso obtemos analiticidade. Lembramos que os resultados obtidos aqui nao dependem das
condicoes de fronteira. Por simplicidade assumimos as mesmas condigoes de fronteira ante-
riores.

Consideramos aqui o sistema (2.2) no caso 7 = 0 e 77 = 75 = 0. Ou seja, estudamos o
sistema dado pelas equagcoes

PUy = gy + bpy — B0y + YUgat,
cly = kbyy — Bugy — mpy + ko9uat,

m (0,7) x (0,00). Assumimos as condigdes de fronteira (2.3) e as condigoes iniciais (2.4).
Para garantir que a energia do sistema seja dissipativa assumimos que os coeficientes con-
stitutivos n, k, k1 e ko satisfazem a condigao

(ky + ko)? < 4k, (2.88)

onde ky, ks > 0. Consideremos o funcional energia associada ao sistema (2.87) dado por

1 /7 .
E(t) = 5/0 [plul® + plus|” + Jled? + 6l + Elel” + ¢l + 2bRe(uy@)|dz.  (2.89)

Usando (2.88) segue que a energia é um funcional decrescente. De fato, temos

d ™
th( )= —7/ u?,dr — / 02dx — / 2 dr — (ky + /{:2)/ 0, prdx
0 0

™ ki+ky [T
2 2 1 2
= —fy/ uxdaj—k/ 0-dx — / gpxdaj— Vb, NPt )dr
0 ' 0 0 ' Vkn 0< )(\/_ !

i ki + ko /” 9 ki + ko /” 9
< — ulde — (1 — kOcdx — (1 — dzx.
—= 7/0‘ xt ( 2\/k_77) 0 x ( 2\/]{_77) 0 77%0xt
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ki 4 ko
2v/kn
d

B < —6/ (Y[ttt|* + 10z |* + 0]t |*)d,
0

Fazendo M =1 —

tem-se de (2.88) que M >0 e

onde € = min{1, M} > 0.Denotamos por H o espago de Hilbert
H = Hy(0,7) x L*(0,7) x H}0,7) x L2(0,7) x L*(0, 7).
com norma

U117, :/ [olv)? + plua? + |0 + 8lea|* + Elel® + ¢|0] + 20Re(u,@)] da.
0

onde U = (u,v, p, $,0)". Definamos o operador A : D(A) C H — H pondo

0 I 0 0 0
p~'uD*  plyD? p~'bD 0 —p~'BD
A= 0 0 0 I 0 (2.90)
—J%WD 0 JNED?—<I) J-InD? J~Y(mI + k;D?)
0 —c7 18D 0 c 1 (keD? — mlI) ckD?

com dominio
D(A) ={U eH; pu+~veH0,7)NH)0,7); dp+npe H*(0,7)NH(0,7);
0 € H*(0,7); Dy(0) = Dy(r) = D$(0) = Dé(r) = DO(0) = DO(rr) = o}.

O sistema (2.87) é equivalente a

d

ZU@M) =AU(®),  U(0)=Up € D(A),

onde UO = <u07u17 ()0079017‘90)T- Seja U<t) = (U(t),U(t), So(t)a ¢(t>,9(t))T € D(A)7 entao
Re<AU, U> - —7/ vgdx—k:/ egdx—n/ @ — (k:1+k2)Re</ emwdm)
H 0 0 0 0
< e [ Glo + kP + nlo. o < 0
0

ki +k
onde € = min{1, M} >0 com M =1— 21+ =

> 0. Entao A é dissipativo. Temos também

que 0 € o(A). Do teorema de Lummer-Phillips segue que A é o gerador infinitesimal de um
semigrupo Cj de contragoes.
Agora, mostraremos que o semigrupo associado ao sistema (2.87) é analitico. A equagao
resolvente é dada por
AU - AU = F (2.91)
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onde

U Ji

v fo

2 - f3
U= f , F = 1, exeC.

0 f5

w fe

Para mostrarmos a analiticidade devemos tomar A = ic. Portanto, a equagao (2.91) com
A = 1a, em termo das componentes, satisfaz
iou—v = f, (2.92)
PV — gy — by — YVUzo + B0 = pfa, (2.93)
iap —¢ = f3, (2.94)
1§ — 0pgy + bug + o —mb — Ny — k1bse = J fa, (2.95)
ioch) — kO + Bvg, + mo — katppw = cfs. (2.96)

Lema 2.5.1 Para cada F' € 'H, existe uma constante ¢; > 0 tal que
v [ lePde A [ WO+ a6 < |l Ul (2.7
0 0

ki + ko

2Vkn

Prova. Multiplicando as equagoes (2.92)-(2.96), respectivamente, por (— iy, ), (0), (—0@zs

com M =1— > 0.

e £9), (¢), (A), integrando de 0 a 7 e somando as equagoes, encontramos
i /OTr [PV + plue)? + 8lpal? + J|0|* + Ele|® + 0] dx + b/oﬁ(gaﬁz +uyd)dw
b [t aav)do [ (68 00)dn 46 [ (0.2~ pu0.)ds
+8 [ 0.0 00)da € [ (o6 poddat [ (a0un + hatufio)ds
+ [+ alo.f? + k6, Pyde = R (2.98)
onde |R| < || F||x]|Ul]2. De (2.92) e (2.94), segue que

b/oﬂ(gm_}x + u,¢)dr = —ic /07T 20Re(u,p)dr — b/oﬂ[go(fl)x + U, f3)d. (2.99)

Tomando parte real em (2.98) e usando (2.99), obtemos

y / oy Pz + k / 0,Pde + 1 / 16,2z
0 0 0
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< (b + k) Re( [ éubide) +al| Pl Ul
0

ky+ ko [T 9 ky+ky [T 9
S 7= [ Klbel"de+ ——— [ nloz|"dx + 1] |[F||3||U|]n-
2 ]{177 0 2 k’?’] 0
Donde,
T k’ +k’ T
9 1 2 2 2
7/ Vg dx+<1— )/ k0.7 4+ n|o.|)dz < c1||F||x||U]|x-
o 1) | 0 s By < P10
Fazendo M =1 — Ptk > (0, segue o resultado. |

2vkn

Lema 2.5.2 Para cada F € 'H, existe C' > 0 tal que
[al[[Ully < Cll|Flln, Yo eR

Prova. Multiplicando as equagdes (2.92)-(2.96), respectivamente, por (ifli,, ), (—i0), (10@
e —i&@), (—ip), (—if), integrando de 0 a 7 e somando as equagoes, obtemos

o / 1ol + ol + 8loal? + 16 + Elef? + cl6] da — ib / (50, + usd)da
0 0

+iu/0 (Vply — Vyuty)dx + if/() (pp — po)dx + im/o (0 — ¢b)dx + zﬂ/o (v0, — v0,)dx

=i [ Gl + a6+ KoL) = (2.100)
0
onde |S| < o |F||n||U]|#. De (2.92) e (2.94), segue que
o / 2 Re(u,3)dx + ib / (611, — v5,)dz — ib / (F1s — foiis)da. (2.101)
0 0 0

Somando (2.100) e (2.101), tomando parte real e usando a defini¢do de norma em H, obtemos
U1, < Re{ib [ (oo~ pudo+ b [ (w6~ wo)de —in [ (i, - oo}
0 0 0
~Re{i8 [ (00— paulo 45 [ (00— w.)dn i€ [ (05 - pi)ds )
0 0 0

Re{i [ (0,0, + batu)de —im [ (06— o0y} + all Ul (2:102)
0 0

Lembramos que z —z = 2iIm(z), Vz € C, onde por I'm(z) representamos a parte imaginaria
de z. Usando o Lema anterior e a definicao de norma em H, segue que

Re{zb/;(m B @vx)dx} = 21’(/07r !m\%)é (/Oﬂ ‘SO‘Qd:U>;

< 2w ( [ eloPar)

2b 3 1 3
< == (llFhellU 1) * N1l = el [F131U11 (2.103)
,yé- H H
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onde ¢y = 2b, /0—15. Prosseguindo de modo analogo, obtemos
8

Re{ib [ (w5 - w,0)dr} < sl I (2.104)
0
Re{ - w/ (0piy — @xux)dx} < co||FI1Z11UI3, (2.105)
0
Y - 1 3
Re{ =18 [ (6upe — dup)is} < il FIZIVI (2.106)
0
Re{ =16 [ (00, — o6.)ds} < al|PIRIVIIE, (2.107)
0
Re{i€ [ (09~ wo)da} < cll IRV, (2.108)
0
Re{ - im/ (06 — ¢§)d:c} < cwl|FIIZ U2, (2.109)
2b,/ 2./ v/ 2 2
onde Cy = —Clcp Cg — an 2 015 26 = gcp C1 € Cig = m\/qcl

» C6 = , C ) C1, Cg =
N I R NG

A constante ¢, > 0 é a constante de poincaré. Novamente usando o Lema anterior, obtemos

Re{'/ﬂ(lﬁ 0,0z + ko,0,)d } (k1 + ko) / 10| |} |d

< (b + ko) /|6[dx /|¢Iydx

C 1
g(m+k2>(M—k||F||H||U||H)2(WHFHHHUHH) — en |||l [U e, (2.110)

C1 (kl + k?Q)

N Substituindo (2.103)-(2.110) em (2.102), obtemos

onde ¢y =

1 3
allUf; < cl FlIZNUN + casl | F U2,
ou equivalentemente,
1 1
al|Ully < cwl |[FII7 /U7 + csl| Fllr < €l[Ulln + (Ce+ cas)|[Fllw, € <a.

Donde
(a = )||Ul|n < c1al|Flln, €<a.

Para o grande, segue que
al[|U]ly < Ol F | (2.111)

Donde segue o resultado.

O principal resultado desta seccao é dado pelo seguinte teorema:
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Teorema 2.5.3 Seja (u, p,0) solugao do problema determinado pelas equagéoes do sistema
(2.87) com condicao de fronteira (2.3) e condigoes iniciais (2.4). Se a condigio (2.88) ¢
satisfeita, entdo o semigrupo gerado pelo operador A dado em (2.90) € analitico.

Prova. Vejamos que (1.8) e (1.9) se verificam. Supondo que (1.8) nao seja verdade, deve
existir uma sequéncia de niimeros reais A, com \, — w, |A| < |w| e uma sequéncia de vetores
Upn = (Un,y U, Py Ony 0r) € D(A) com norma unitaria satisfazendo

|| (i I — A)U,|| — 0. (2.112)
Ou seja,
Al — VU — 0 em Hp, ( )
iApUn — pD*u, — bDy, — vD*v, + DO, — 0 em L2 ( )
idn — n — 0 em H', (2.115)
idJdn — 0D*@, + bDuy, + ED, — mb, —nD*¢, — kyD?0, — 0 em L2 ( )
iAnCl, — kD?0, + BDv, +me, — keD*¢, — 0 em L2 ( )
Notemos que
(@I = UL UL =il = (AU U
donde tomando parte real e usando (2.112) segue que

YNIDv,|[* + M (|| DO,|[* + nl| Dy |[*) — 0.

ou ainda,

|| Dval], [ DEn] |, || D[ — 0. (2.118)
Usando (2.118) segue de (2.113) e de (2.115) que

[ Dunll, [[Den|| — 0. (2.119)

Usando a desigualdade de Poincaré e as condigcoes de fronteira, segue que u,,v, — 0 em
L?(0, 7). Fazendo o produto interno de (2.116) com ¢, e de (2.117) com 6,,, obtemos

Gny0n — 0 em L2 (2.120)

Segue entao que ||Uy, || — 0, contradizendo o fato que U,, possui norma unitéria. Portanto,
a condigao (1.8) é satisfeita. Vejamos agora que (1.9) se verifica. Para isto, escrevemos a
equagao (2.91) com A =ia, o € R. Entao

U= (ial — A)'F.
Segue do Lema 2.5.2 que
la(ial — A) 7' Flly = [a|||U]ln < C||F .

Donde segue que
limg|—oo| [ar(iad — A) 7| < o0

A conclusao segue do Teorema 1.4.4. |
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2.6 Comentarios

Para este capitulo acrescentamos os seguintes comentarios:

1. A falta de estabilidade obtida na seccao 2.2 também é obtida para as seguintes condigoes

de fronteira:
Z) ux(()?t) = ux(mt) = @(Oat) = @(th) =
( _

>
—~
=)
V2)
~—
I
>
—~
A
V)
~—
I
)

0,s) =6(m,s)=0;
0,s) = 6,(m,s) =0.

2. Devido a falta de estabilidade exponencial encontrada na secgao 2.2, segue que o semi-
grupo associado ao sistema (2.6) nao é analitico.
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Capitulo 3

Sistemas termo-elastico-poroso com
microtemperaturas

3.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos a estabilidade exponencial e a analiticidade para sistemas elastico-
poroso com temperatura e microtemperaturas no caso uni-dimensional quando as dissipagoes
viscoeldstica e viscoporosa estao presentes. Os resultados que obtemos dependem do tipo
de dissipacao porosa considerada. Por exemplo, quando consideramos a viscoporosidade
fraca, mostramos falta de analiticidade e decaimento exponencial. E, quando consideramos
a viscoporosidade mais forte, obtemos analiticidade.

Faremos a seguir uma breve revisao da teoria geral no caso uni-dimensional. As equagoes
bésicas para a teoria de solidos elasticos com porosidade, temperatura e microtemperaturas
sao dadas pelas seguintes equacoes de evolucao:

puy = Sz, PP = he +9g, ploxe = ¢o, pEr=FPr+q—-Q. (3.1)
e as equagoes constitutivas (ver Iegan, [20, 21]):

S = pug+ bp — B0+ yuy + ew, + 1104,

h = dp, — (d— ke)w + n@er + k10,

g = —buy —Ep+mb — Touy — 1w, — Ty,
pPX = Pug+ct+mp,

q = kby+ Kooy + kaw,

P = —kgw, — esuy — 20y,
Q = (k—Fk3)b, + (ks — ks)w + (kg — kr)@at,
pE = —aw —dy,.

Aqui, s é a tensao, h é a tensao de equilibrio, g é a forca de equilibrio do corpo, ¢ é o fluxo de
calor, x é a entropia, P é o primeiro momento fluxo de calor, ) é o fluxo de calor médio, F é
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o primeiro momento de energia e Ty é a temperatura absoluta na configuracao de referéncia
e é assumida positiva. As variaveis u e @ sao, respectivamente, o deslocamento do material
solido eléstico e o volume de fracao dos poros. Assumimos que p e k sao constantes positivas
cujo mecanismo fisico é conhecido.

Assumimos que a densidade de energia mecanica interna é uma forma definida positiva.
Portanto, os coeficientes constitutivos devem satisfazer as condigoes

>0, £€>0, >0, pé&>"v.
A dissipacao do sistema é definido com o auxilio das fungoes

II; := ’Y’uxt|2 + (e1 + e2)ugrwy + (171 + T2)Ugeipr + T‘@t|2 + (e1 + e2)weipr + k8|ww|2

H2 = 77|90xt|2 + (kG + k?)‘pxtw + k|0x|2 + k’5|UJ|2 + (k?’ + k4)w0$ + (kl + kQ)Q:c(P:ct

Portanto, quando a dissipacao ¢ assumida, consideramos II; e II, duas formas definidas
positivas. Em particular, quando assumimos que 1 = 0, também devemos ter k; = ky =
k¢ = k7 = 0 e quando 7 = 0, devemos ter 7, = 75 = 1 = €9 = 0. Estes sao os dois
casos que trataremos com mais rigor neste capitulo. Citaremos outros casos possiveis com
seus respectivos resultados, inclusive, o caso de considerar o problema na sua forma geral
(n,7 > 0). Se introduzimos as equagoes constitutivas nas equagoes de evolugao, obtemos o
seguinte sistema geral:

Py = fUgg + bpe — B0 + Vlget + €1Waz + T1 04t

Jouw = 0pue —buy — Ep +mb — (d — ke + €1)wy + k10p0 — TolUsr — TOr + NPt
cly = kOpe — Bug — mpy + Kjw, + k5o,

aw; = kgWyy + (€2 — d — k7)0pr — k3l — ksw + €2ty

(3.2)
Aqui J = pk, k* = k;To_l, k3 = k;QTO_1 e k) = k:4T0_1, mas no que segue, esCrevemos apenas
k, ks e ky. As fungoes u, ¢, 0 e w representam, respectivamente, o deslocamento do material
solido elastico, o volume de fracao dos poros, a temperatura e a microtemperatura. Os
coeficientes constitutivos u, 7, J,9,&,c e k sao constantes positivas. Como o acoplamento
é considerado, b, 3 e m devem ser diferentes de 0, mas seus sinais podem ser positivos ou
negativos. Assumimos que p e J sao constantes positivas.

Quando o efeito térmico é considerado assumimos que a capacidade térmica ¢ e a con-
dutividade térmica k sao estritamente positivas. Analogamente, se microtemperaturas sao
consideradas, os parametros a, ks e kg sao estritamente positivos. Assumimos que v, 7 e n
sao nao negativos. Se 7 > 0 a dissipacao viscoelastica é assumida no sistema e, se 7 > 0 ou
n > 0, a dissipagao porosa estara presente.

Assumimos que a solugao dos problemas estudados neste capitulo devem satisfazer as
seguintes condicoes de fronteira

u=p,=0,=w=0, z=0,m, (3.3)
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e condicoes iniciais

U(I,O) = UO(x)v ut<x70> = U’l(x)? QO(I,O) = 90()('7;)7 th($,0) = 901(‘1:)7
0(x,0) = bOy(x), w(z,0)=wo(z), =€ (0,m). (3.4)

Aqui as fungdes ug, u1, o, @1, 0, wo : [0,7] — R sdo dadas. Existem solugdes (uniformes
na varidvel ) que nao decaem. Para evitar esse problema, assumimos que os dados iniciais
satisfazem a condigao

/07r @o(r)dr = /Oﬂ o1 (7)dr = /7r 0o (2)dx = 0. (3.5)

0

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: Na seccao 3.2 estudamos um problema
elastico-poroso com temperatura e microtemperaturas quando a dissipagao viscoelastica é
assumida e a dissipacao porosa nao é tao forte. Neste caso mostramos falta de analiticidade
e decaimento exponencial. Na seccao 3.3, estudamos um problema elastico-poroso com tem-
peratura e microtemperaturas quando a dissipacao viscoelastica é assumida e a dissipacao
porosa ¢é agora mais forte que a considerada na seccao 3.2. Neste caso mostramos analiti-
cidade. Finalmente, na seccao 3.4 fazemos alguns comentarios e citamos outros casos que
podem ser tratados sobre estes tipos de sistema com seus respectivos resultados.

3.2 Falta de analiticidade e decaimento exponencial:
caso 7 = 0.

Nesta secgao consideramos o sistema (3.2) no caso n = 0. A dissipagao viscoporosa consid-
erada (7 > 0) nao ¢ forte o bastante pra termos analiticidade. Temos apenas estabilidade
exponencial. Para mostrarmos a falta de analiticidade devemos considerar condigoes de fron-
teira do tipo mista (Dirichlet-Neumann), pois o resultado nao pode ser obtido para outros
tipos de condigoes de fronteira. Neste caso também devemos ter k; = ky = kg = k7 = 0. O
sistema estudado nesta seccao é dado pelas equacoes

PUy = Mgy + by — B0, + Yger + €1Way + T1 P4,
JSOtt = 6303696 - bux - 590 + m9 - (d + El)wx — ToUgt — TPy,

Cet - ke:mv - ﬁuxt — My + k4wm7 (36)

awy = kSw;L’z + (52 - d)soa:t - k30z - ]{?511) + eaUgyt-

sujeito as condigbes de fronteita (3.3) e condigoes iniciais (3.4). Para garantir que a energia
do sistema seja dissipativa, precisamos assumir que as seguintes formas

II; = ’Y’uzt|2 + (e1 + e2)ugrwy + (11 + T2)Usrpr + T‘%Ot|2 + (g2 + e1)waipr + k8|w1|2

Iy = k[0,|* + ks|w|?® + (ks + ky)w0,
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sejam positivas definidas. Com isto, devemos ter
Iy + 10y 2> €(Y[uae|” + Tlut|* + k[0 + ks|wa]* + ks|w]?), (3.7)

onde € > 0. A solugao do problema (3.6) pode ser gerado por meio de um semigrupo de
contracoes. De fato, este semigrupo é definido no espaco de Hilbert

H = Hy(0,7) x L*(0,7) x H}(0,7) x L2(0,7) x L?(0,7) x L*(0,).

d
Denotando por v = u; € ¢ = ¢; e escrevendo D = e podemos escrever o sistema (3.6) na
T

forma:
Uy v
vy %(/LDQu +bDyp — DO + yD?*v + e, D*w + 11 Do)
Yr| _ ¢
o8 L(0D%*p —bDu — &p +mb — (d +e1)Dw — 7, Dv — 7¢)
0, L(kD*0 — BDv — m¢ + kyDw)
wy L(ksD*w + (e — d)D¢ — k3 DO — ksw + eaD*v)

Se U = (u,v, ¢, ¢,0,w)’, entao o problema de valor inicial pode ser escrito como

d

ZU@) = AU®t),  U(0)=Up= (0, u1, 0, 1,00, w5) " € D(A), (3.8)

onde A é dado por

0 I 0 0 0 0
Lp2  1p? bp np -5p & p2
P P P P P P
0 0 0 I 0 0
A= . . " ; (3.9)
—4D —2D L(6D*—¢I) -z 2l —Z(d+e)D
0 -4p 0 —m k p2 ki
0 2p? Yey—d)D —BD L(ksD* —ksI)

e I é o operador identidade. O dominio de A é
D(A) = {U EH;, pu+yv+ewe€ H*0,7)NHy(0,7); »,0€ H*0,7); ¢ € H(0,7)
ksw + eqv € H2(0,7) N HY(0,7); Dp = Dé=DO=0, = o,w}.
Se U* = (u*,v*, p*, ¢*, 0%, w*)T, definimos
(U, Uy = /OW [pv* + pu, @ + Joo™ + 60,5 + o™ + b + awd™ + b(u,@* + )| d,
CcCOom norma

||U|I%=/ (oo + plua® + J|9|* + 0leal® + Elel” + clb]* + alw]® + 2bRe(u,p)]dz.
0
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Usando (3.7), conseguimos
R(AUY, < = [ Ol + Wil + 0+ el + 7o),
0

onde € > 0. Entdo A é dissipativo. Também temos que 0 € po(A). Portanto, do teorema
de Lummer-Phillips concluimos que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de
contragoes.

Vejamos agora que o semigrupo gerado por A nao é analitico.

Teorema 3.2.1 Seja (u,p,0,w) a solugao do problema determinado pelas equagoes do sis-
tema (3.6) com condicoes de fronteira (3.3) e condi¢oes iniciais (3.4). Se os dados iniciais
satisfazem a condigdo (3.5) e se (3.7) é valida, entdao o semigrupo gerado pelo operador A
dado em (3.9) ndo é analitico.

Prova. Basta mostrar a existéncia de sequéncias (\,), C iR com lim |[A\,| =00 e (U,), C
D(A) para (F,), C H tal que (\,I — A)U, = F, é limitado em H e

lim A, [||Uy [} =00, quando v — oo.
|Aw| =00

Escolhemos F' = F, = (0,0,0, f4,0,0)T, com f; = J~! cos(vz). Notemos que

I1F|2, = / J\faPdz < oo,
0

Entao (F,) ¢ limitada em H e a solugao U = U, = (u,,v,, ., ¢y, 0,,w,)’ do problema
(M — A)U = F satisfaz

Au = v,
PAV — [lgy — by + By — YVpe — €1Wep — T1Os = 0,
A = 9,
JAND — 0prp + buy +E0 —mb + (d+ e1)wy + v, + 70 = J fu,
cA0 — kO, + Bv, + mo — kyw, = 0,
\ AW — kgWy, — (g9 — d) Py + k3by + ksw — eavy, = 0.

Determinando v, ¢, obtemos um sistema em funcao de u, p, 0 e w dado por:

p)‘2u - HUgy — bSOx + 59$ - ’7>\uxoc — €1 Wy — 7—1)‘(1000 = 0,
JN2p — 0Py + bug + Eo —mb + (d + €1)w, + Todu, + TAp = cos(ve), (3.10)
cA0 — kO, + BAu, + mAp — kyw, = 0, )
a\w — kgWyy — (g9 — d)N\py + k3bp + ksw — ea g, = 0.

Devido as condicoes de fronteira tomamos solugoes do tipo
u(z) = Aysen (vx), p(x) = B, cos(vz), 0(x) = C, cos(vz), e w(z) = Dysen (vx), (3.11)

47



para A, = A,(\), B, = B,(\), C, =C,(\) e D, = D,(\) apropriados. Substituindo (3.11)
em (3.10), temos o sistema

(pA? + pv? + vy ) A, +v(b+ 1 \)B, — BvC, + e;?D, =
v(b+mANA, + (JN2+ 02+ €+ 7A)B, —mC, +v(d+¢&)D,

I
oo~ O

’ A2
BAVA, + mAB, + (cA + kv?)C, — kqv D, (3.12)
ea 2 A, + (g2 — d)VAB, — ksvC, + (aX + kg + ks) D,
2
Tomemos A := A, tal que JA2 4+ 602 + & =0. Isto é, A =i M := \,. Notemos que

A R i\/;V, quando v — oo. Assim, temos o seguinte sistema equivalente

MA, +p.B, — BvC, + e v?D, =
A, + 1A, B, — mC, + p3D, =

oo~ o

’ 3.13
OANVA, +mANB,+ NC, — ksvD,, = ( )
ea V2 A, + pu B, — ksvC, + RD,, = 0,
onde
M = p\2 4+ +y 0%, N =c)\, +kv*, R=a), + ksv® + ks,
pr=v(b+7mA), pp=v(b+mA\), ps=v(d+e1) e ps= (g2 —d)VA,.
De (3.13);, temos
p1 B e’
A, =—-—-—B,+—C,— —D,,. .14
M * MO M (3.14)
Substituindo (3.14) em (3.13)3, obtemos
AV 212\, e18°2\,
—plfw B+ " 0, 1ﬂM D, +mA\B, + NC, — kD, =0,
ou seja,
( ) plﬁAw>B N <ﬁ2v2AV N N>C (elﬁu3AV h )D 0
m v v v 1% v = .
M M M *
Entao,
o _ pBA Y —mMA, e SN, + ky My
Y B2\, + MN Y B2\, + MN 7
Tomando ¢; = p1Sv — mM, ¢ = B*V?\, + MN e g3 = e18v?\, + ksM, temos
Ay
c,=%p Bp (3.15)
a2 q2

Substituindo (3.15) em (3.14), obtemos

D1 2 q3V* e
A, =-2p, 4+ B,+% p, -
M g M G M
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Entao
A, = QG BVA, — P1ga B, + VQ(Qsﬁ - Q261)

D,.
G M qa M

Portanto,
2

A, =-Up B p (3.16)
q2 q2

onde g4 = mPBvA, + p1N e g5 = k43 — egN. Substituindo (3.15) e (3.16) em (3.13)4, temos

_Q4€2)\u1/2 B, + gsea v D, + puB, — CI1/<73V)\VBV _ qsksv® D, + RD, =0,
42 42 42 42
ou seja,
(pagz — quea o ® — qiksvA,) B, — (gsksv® — Rgy — gseadv*) Dy, = 0.
Assim, ¥
D, = VBV’ (3.17)

onde X = puqs — quea\ v — qiksv\, e Y = q3ksv® — Rgo — gsea N\, %, Substituindo (3.17) em
(3.15) e em (3.16), obtemos
@2 X — .Y aAY + qgrX

A, =———B, and (C,= B,. 3.18
Y Y ( )

Substituindo (3.17) e (3.18) em (3.13)a, segue que

2y
plav X —aY)p g @AY HerX) g X g
@Y @Y Y

Donde
RY

B, = .
P2(qs? X — YY) + A Y + p3ga X — m(i Y + gsvX)

Notemos que
B, — C, as v — oo,

onde C' é uma constante calculdvel. Lembramos que

ou(x) = N\, B, () cos(vx),

segue que
U5, > J/7r ¢, |*dx = J)\,%BZ/ | cos(vz)|*dx = J;)\QBQ.
Portanto, O
|’UI/HH2\/7‘)\ |IB,| — C J; as v — 00.
Logo,

lHm (A |||Un|# = 00
n—00
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|
Agora, mostraremos que o semigrupo associado ao sistema (3.6) ¢ exponencialmente estavel.
De fato, escrevendo a equacao resolvente com A = i em termo das componentes, obtemos
0 seguinte sistema

iou—v = fi (3.19)

1PV — gy — by + By — YUzp — €1Wee — T1Qe = pfa (3.20)
iap—6 = f (3.21)

i — 0pps + by +E@ —mO + (d+ e1)wy + Tov, + 790 = Jfy (3.22)
1acl) — kO, + Bv, + mo — kyw, = cfs (3.23)

ivaw — kgwyy — (g9 — d)py + k3by + ksw — eqve = afs. (3.24)

Antes de mostrar a estabilidade exponencial, vejamos alguns resultados.

Lema 3.2.2 Dada F € 'H, existe uma constante c; > 0 tal que
(/(ﬂ%F+TWP+kWA”+%WH”+%WVM$SCMFWMUW+
0

Prova. Multiplicando as equagoes (3.19)-(3.24), respectivamente, por (—piiy), (0), (—0@zx
e £9), (¢), (0), (w), integrando de 0 a m e somando as equacdes, encontramos que

z’a/ [pv? + prlue]® + 8|al* + T|6? + €l + |0 + alw]*]dz + u/ (Uy0y — Uyvy)da
0 0

™

" /0 (ot + wd)dr + 8 /0 (6,5 — B,0)da + /0 (2 — Gah)dr + € /0 (06— p)d

+m /Oﬂ(qﬁﬁ_ —0¢)dx + d/oﬂ(wxq_ﬁ — ¢, )dx + /0 (e1w, Dy + €201, )d
+ [ non + mndde + [ (et +cavmde [t + kewd, o
+ /Oﬂ(yym? + 7107 + k|0, |7 + ks|wg|* + ks|w|?)dz = A, (3.25)
onde |A] < ¢ol|F||x||U||x. De (3.19) e (3.21), obtemos

b/oﬂ(govw + upp)dr = —ia /07r 2bRe(u,@)dr — b/oﬂ[go(fl)x + g f3]d.

Substituindo em (3.25) e tomando parte real, segue

™

/ (Y|va|? + 7|9 + k|0 + ks|wa]® + ks|w|?)dz + (e1 + e3) / Re(w,v,)dx
0 0

s

Re(wed)de + (ks + k) / Re(B,w)dx < ch||F|ll|U |5
0

(£ 72) /OW Re(év,)dz + (61 + 52)/0

/
A conclusao segue de (3.7) com ¢; = %, N
€
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Lema 3.2.3 Dado F € 'H, existe uma constante C' > 0 tal que
Ul < CIIIF [

Prova. Multiplicando as equagoes (3.20) e (3.22), respectivamente, por @ e @, integrando
de 0 a 7 e somando as equagoes, obtemos que

™

iap/ vadzx +u/ |, |*da +/ b(pt, + uyp)dx +ﬁ/ 0, udx +'y/ IR TNl
0 0 0 0 0
—|—€1/ Wy lydr + 7'1/ Pl dr + iaJ/ opdr + 5/ |0z |?da +§/ IR
0 0 0 0 0
—m/ Oodr + (d + 61)/ wepdr — 7'2/ vpdr + 7'/ opdr = / (pfou + J fap)dx.
0 0 0 0 0

Tomando parte real na tltima expressao, usando (3.19) e (3.21), obtemos

u/ ]ux\de—i—/ QbRe(u,;gb)dij(S/ ]gox]2dx—|—£/ MQd:zcgp/ ]v\de—l—J/ |p|*dx
0 0 0 0 0 0

—Re{ﬁ/ 9$ﬂdx+7/ U$ﬂ$d17+61/ wxﬂzdm—i—ﬁ/ gbﬁxdx—m/ Q@dx}
0 0 0 0 0

—Re{(d+€1)/ wx@dx—Tg/ ’U@xdl'-i-T/ qﬁgbdx} + C||F#)|U|]2- (3.26)
0 0 0
Usando o Lema 3.2.2, temos
s 1 s
Re{ - 5/ bz} < O|| sl |U]c + -/ ulu|2dz, (3.27)
0 8 0
™ B 1 ™ 2
Re{ — vxuxda:} < ONFnl|Ull+ = | plus|?de, (3.28)
0 8 0
s B 1 s 2
Re{ —e wxuxd:z:} < ONFIl|UlI + = | prlue?de, (3.29)
0 8 0
™ B 1 ™ 2
Re{ = | udz} < ClFllUlhe+ 5 [ pluslde, (3.30)
0 8 0
s B 1 s 2
Re{m | 0pda} < CIFIbllUlln+ 1 | €lelde, (3.31)
0 4 0
s 1 s
Re{ — (d+2) [ wapde} < CIFIlUllc+ 5 [ €loPda, (3.32)
0 0
™ B 1 s 2
Re{T2 v%dx} < ONF|l|Ulln+ = | 6]ga|?da. (3.33)
0 4 0
™ B 1 ™ 9
Re{ =7 | opda} < CIIFIIulUlbe+ 7 [ Olpalda. (3.34)
0 4 0

Substituindo (3.27)-(3.34) em (3.26) e usando o Lema 3.2.2, obtemos que

ﬂ/ |ux|2dx+/ 2bRe(uxgp)d:v+5/ |<,0x|2d:v+§/ lp|%dz < C||F|l+]|U|lx (3.35)
0 0 0 0

Novamente, usando o Lema 3.2.2 e (3.35), nossa conclusao segue imediatamente. [
Agora estamos em condigoes de mostrar a estabilidade exponencial:

o1



Teorema 3.2.4 Seja (u, p,0,w) a solu¢ao do problema determinado pelo sistema (3.6) com
condigoes de fronteira (3.3) e condigdes iniciais (3.4). Se a condi¢io (3.7) é vdlida, entdo o
semigrupo gerado pelo operador A dado em (3.9) é exponencialmente estdvel.

Prova. Sendo A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cj de contragoes e 0 € o(.A)
segue que (1.6) é vélido. Por outro lado, do Lema 3.2.3, obtemos

|(iad — A) ' Fllp = ||Ull3 < C||F ||

Nossa conclusao segue do Teorema 1.4.2. |

3.3 Analiticidade: Caso 7 = 0.

Nesta secgao consideramos o sistema (3.2) no caso 7 = 0. A dissipagao viscoporosa consider-
ada aqui é mais forte que a dissipacao considerada no problema anterior. Como consequéncia
disso, o resultado encontrado é a analiticidade. Lembramos que os resultados obtidos aqui
nao dependem das condigoes de fronteira. Por simplicidade assumimos as mesmas condigoes
de fronteira anteriores. Neste caso também devemos ter 7 = 75 = €7 = g9 = 0. Ou seja,
estudamos o sistema dado pelas equagoes

Pusy = Mgy + by — B0 + VUger + €Wy,

Jouw = 0pre —buy — Ep +mb — (d — ke)wy + k1020 + NPrat,
cth = kbOpp — Bug — mpy + kawy + kowaar,

aw; = kgWyy — (d + k7)par — k3l — ksw + €algay.

(3.36)

sujeito as condigbes de fronteita (3.3) e condigoes iniciais (3.4). Para garantir que a energia
do sistema seja dissipativa, assumimos que as seguintes formas

[y = |ua]? + (e1 + €2)ugpwy, + ks|w,|*

Iy := 1)) + (ks + k7)@aw + k|0, + Es|w|® + (ks + kg)wb, + (ky + k)00

sao definidas positivas. Como consequéncia disso, segue que
I + o > e(y|uge|® + nlgu]® + kl0a]* + ks|we|* + ks|w|?), (3.37)

onde € > 0. A solugao do problema (3.36) pode ser gerado por meio de um semigrupo de
contragoes. De fato, este semigrupo é definido no espaco de Hilbert

H = Hy(0,7) x L*(0,7) x H}(0,7) x L2(0,7) x L?(0,7) x L*(0,).
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Denotando por v = u; e ¢ = ¢y, escrevemos o sistema (3.36) na forma:

Uy v
vt L(uD%u+ bDg — FDO + YD + ¢; D*w)

| _ o

ol %(5D2¢—bDu—§g0—|—m0—(d_kG)Dw+k1D2@+nD2¢>
01 L(kD?0 — BDv — m¢ + kyDw + ky D?¢)

we (ks D*w — (d + k7) D¢ — k3 D6 — ksw + e D)

Se U = (u,v, ¢, ¢,0,w)’, entao o problema de valor inicial pode ser escrito como

d

%U(t) = AU(t), U(O) = UO = (UO, U1, Yo, L1, eo,wo)T € D(A), (338)

onde A é dado por

0 I 0 0 0 0
Lp? 1p? bp 0 —5p ap?
p p p p p
A= 0 0 0 I 0 0
-tD 0 iD*-¢a) 1D? LmI+kD?) —i(d—k)D |’
0 -£p 0 (ko D? — mlI) kp? kap
0 2D? 0 —3(d+ks)D -Bp L(ksD? — ks1)

com dominio
D(A) = {U € H; pu+yv+ew € H*(0,7)NHy(0,7); dp+ k0 +no € H*(0,7) N HL(0,7);

k0 + kotp € H2(0,7) N HY(0,7); ksw + eqv € H2(0,7) N H(0,7); Dp =Dd=DI=0, = o,w}.
Se U* = (u*,v*, p*, ¢*, 0%, w*)T, definimos o produto interno em H pondo
(U, U*yy = /07r [pv0* + pug il + Jog* + 8o, 8% + Epp* + 8" + aww™ + blu, g + whp)|da,
cuja norma ¢
U1 = [ Tolof + lusf? + 17 + Bl + €l¢l? + clo? + aluf + 2Re(u,p)]
Usando (3.37), segue que
Re(AU.UY, < = [ Olual a6l + Ralus P+ H? + Faful,

onde € > 0. Entao A é dissipativo. Temos também que 0 € o(.A) e do Teorema de Lummer-
Phillips segue que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C de contracoes.
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Vejamos agora que o semigrupo gerado por A é analitico. Escrevendo a equacgao resolvente
com A =iqa, o € R, em termo das componentes, obtemos

iou—v = fi, (3.39)

apv — gy — by + 00, — Y0pe — €1Wee = pfo, (3.40)

iop—6 = fr,  (341)

i — 0pps + buy + Ep —mb + (d — kg)wy — k10ps — NPue = J f4, (3.42)
1ol — kO + vy, +mo — kywy, — kotpw = cfs, (3.43)

iqaw — kgWyy + (d + k7)dp + k3by + ksw — eqve = afs, . (3.44)

Para mostrarmos a analiticidade precisamos dos seguintes resultados:

Lema 3.3.1 Dada F' € 'H, existe uma constante ¢y > 0 tal que
/ (Yval? 4+ nl¢al? + K102 |* + Ks|we|* + ks|w[*)dz < e[| Fllp||U |5
0

Prova. Multiplicando as equagoes (3.39)-(3.44), respectivamente, por (—piiz), (0), (—0@zx
e £@), (¢), (0), (W), integrando de 0 a 7 e somando as equacdes, obtemos

™

i [ Tplof + plusl? + 8lgul? + JI6f? + €l + 6P + alu]do + 1 [ (2, - w0,)do
0 0

+b /Oﬂ(gm?w + uy@)dx + ﬁ/oﬂ(ﬁz@ — ,v)dr + 6 /Oﬁ(gpxq5$ — Qptpp)dr + & /Oﬂ(goq_ﬁ — @¢)dx

+m/ (0 — 0¢)dx + d/ (wyd — P, )dx + / (kewoy, + krg,w)dx
0 0 0
+/ (k4w0_x + k?)e:vw)dx + / (elwm@z + 62vxw$)dx + / (klexq_sac + k2¢$0_x)dx
0 0 0
+/ (Ylval* + 0l @2 l® + KlO2]* + Eslwa|” + Es|w|?)de = A, (3.45)
0

onde |A| < ¢ol|F||%||U]]3. De (3.39) e (3.41), encontramos que

b/ow(govx + upp)dr = —ia /07r 2bRe(u,@)dr — 19/07T [0(f1)z + us f3]dx.

Substituindo em (3.45) e tomando parte real, obtemos

™

/ (7|Uz|2 + 77|¢z|2 + k?|9z|2 + k8’wm|2 + k;5|w|2)dx + (kﬁ + /f7) / Re(wgbr)dxdx
0 0

+(ks + k:4)/ Re(wb,)dx + (e + 62)/ Re(w,v,)dr + (ki + k2)/ Re(0,¢.)dx < || F||#||U] |2
0 0 0

C/

A conclusdo segue de (3.37) com ¢; = 2. N
€
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Lema 3.3.2 Dada F € 'H, existe uma constante C' > 0 tal que
[al||U]lx < Cll|Flln, YV a€eR.

Prova. Multiplicando as equagdes (3.39)-(3.44), respectivamente, por (ipli,, ), (—i0), (10@z
e —if@), (—id), (—if), (—iw), integrando de 0 a 7 e somando as equagoes, obtemos

™

a / [olof? + e + Sloal? + T1612 + €l + clo]? + alw]] da + ip / (02l — Tgtty)d
0 0

it [ (ot wd)dn 45 [0~ o848 [ (g~ pabid v it [ (05 - pilda
+im /O W(eqﬁ — ¢)dx — id /0 ﬁ(wxé — ¢, )dx — i /0 ﬂ(/%w@ + k7w da
—1q /W(elwzvgc + eqv, W, )dx — i /ﬁ(/ﬁex&z + ko0, )dx — i/ﬁ(kz4w9_x + k36, w)dx
0 0 0
—i /Ow(fy\vxﬁ + 1| de | + k|0 > + ks|we|* + ks|w|*)dr = B. (3.46)

onde |B| < 3| F||#||U||3. Multiplicando as equagoes (3.39) e (3.41), respectivamente, por
1bp, e —ibi,, integrando de 0 a m e somando as equacoes, obtemos

™

04/07r 2bRe(u,p)dx + ib /Oﬁ(gbﬂx — v, )dx = ib/o (f1Pz — [f3tg)dz.

Somando com (3.46), tomando parte real, usando o Lema 3.3.1 e a defini¢ao de norma em
'H, temos

ollU[f < Ref ~ ip /Oﬂ(vzﬁx _ Gyuy)ds + ib/oﬂ(m _ gu,)da + ib/ﬂﬂ(uwgg — G,¢)dz
~i8 [ (08, ob2)dz =5 [ (6up— bt —i€ [ (60— piris—im [ (06~ 60)ds
tid /0 (e — dy)d + i /0 (howds + krbu®)dz + i /0 (extas + e300y da
—i /Ow(klex(bx + ko0, )dx — i/oﬂ(lalw@x + kgexw)dx} + 3| F| 1] [U || 3 (3.47)
Usando o Lema 3.3.1 e a definicao de norma em H, obtemos que
Re{ — zﬂ/o (vpty — @xux)dx} < 2u1</0 ’,Ux|2dx> ’ (/0 \ux|2d1:> 3
c 2 T 3
< 2(ZUFIIVIe) ([ )
C

1 1 3
< 2/ E1FdIU ) 1101 = eall FIA N1, (3.48)
Y
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C1ib

onde ¢y = 2 7 > (0. Analogamente, temos
I 1 3
Re{ib [ (o0, = po)dz} < sl FIRIUIE (3.49)
0
Y 1 3
Re{ib [ (w6 - w0y} < el FIZIVI (3.50)
0
T 1 3
Re{ —w/ (o, — 8,)dr} < oI (3.51)
0
Y - 1 3
Re{ =8 [ 6upe — dup)ts} < el FIZIVI (3.52)
0
Y L - 1 3
Re{ i€ [ (07~ pd)dn} < cll P (35)
0
o _ 1 3
Re{ —im [ (66~ 66)do} < cul I (3.54)
0
T - 1 3
Re{id [ (0,6 - dw.)dn} < cul IRV (3.55)
0
onde cs, ..., ¢11 sao constantes positivas calculaveis. Novamente, usando o Lema 3.3.1, segue
que
™ _ B ™ 1 i 1
Re{i [ (8,00 + baub)in} < (bt k)( [ 16cPdn) ([ o)’
0 0 0
c 1o 1
< O+ k) (S IEelUle)* (CHIF I U1e) = exnllElbdUlbe— (3.56)
Cl(k'l + k’g)
onde ¢;o = ——— > 0. Analogamente, temos
vk
Re{i [ (hswd. + ko) } < cul|FlllUlhe (3.57)
0
Re{i/ (61w$@x+egvxwx)dx} < cral|Flls| U] (3.58)
0
e s
Re{ —i/ (ks + kst )z } < erol| Flod (U] (3.59)
0
onde c13, ..., c15 s20 constantes positivas calculdveis. Substituindo (3.48)-(3.59) em (3.47),
obtemos X ,
U < el | FIZNUN, + carl | F U2,
ou ainda,

1 1
al[Ull < e[ Fl[3]|Ull3 + crrl | Flln- (3.60)
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1 1
Usando que \/Q_EHUH%EHFW1 < €||U]||n + C||F ||, segue de (3.60) que

V2¢

(a—=||U||x < csl|Flln, €<a,

onde c;3 = C¢ + c17. Como a desigualdade interessa apenas para valores grandes de «,
concluimos que

| [Ulln < Cl|F][x.

Assim temos o resultado. |
Agora estamos em condi¢oes de mostrar o principal resultado desta seccao.

Teorema 3.3.3 Seja (u, @, 0, w) a solugao do problema determinado pelas equagoes do sis-
tema (3.6) com condigdes de fronteira (3.3) e condi¢oes iniciais (3.4). Se os dados iniciais
satisfazem a condigdao (3.5) e se (3.7) € vdlido, entdao o semigrupo gerado pelo operador A é
analitico.

Prova. Sendo A o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes Cy e 0 € o(A)
segue que a condigao (1.8) é vélida. Por outro lado, da equagao resolvente e do Lema 3.3.2,

segue que
lla(ial — A) 7' Flly = a|||U]lx < C||F .
Entao
limg|—oo| [ar(iad — A) 7| < 0.
A conclusao segue do Teorema 1.4.4. [ |

3.4 Comentarios

Para este capitulo acrescentamos os seguintes comentarios:

1. A falta de analiticidade obtida na seccao 3.2 também é obtida para as seguintes
condicoes de fronteira:
i) uz(0,t) = ug(m,t) = ©(0,t) = p(m,t) = 0(0,t) = 0(m,t) = w,(0,t) = wy(m,t) =0 ;
“) u<07 t) - um(ﬂa t) = me(()? t) - 90(77-7 t) - ‘927< ( t
111) uzp(0,t) = u(m, t) = p(0,t) = wu(m,t) = 6(

2. A falta de analiticidade e decaimento exponencial obtida na secgao 3.2 também acontece
se nao considerarmos dissipa¢ao viscoporosa, isto é, se 7 = n = 0. Lembramos que
o decaimento exponencial nao ¢ obtido se dissipacao viscoporosa e microtemperaturas
nao estiverem presentes, como mostramos na seccao 2.2 do capitulo anterior.

3. Se considerarmos o sistema geral (3.2), obtemos o mesmo resultado encontrado na
seccao 3.3, isto é, analiticidade.
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Capitulo 4

Estabilizacao de sistemas
elastico-poroso com historia

4.1 Introducao

Neste capitulo estudamos o comportamento assintotico para as solugoes de sistemas elastico-
poroso com histéria. Consideramos sistemas com efeito dissipativo apenas viscoelastico ou
apenas poroso, ou ainda, com os dois tipos de dissipacao. Mostramos que ao considerar ape-
nas um efeito dissipativo, serda necessario uma condicao extra sob os coeficientes do sistema
para que se tenha decaimento exponencial. Quando consideramos os dois tipos de dissipacao
presentes, obtemos decaimento exponencial. Também mostramos que nao é possivel obter
analiticidade no caso em que obtemos estabilidade exponencial.

Goodman e Cowin [17] introduziram o conceito de um corpo distribuido como um modelo
continuo para corpos porosos e granulares. Usando estes conceitos, Nunziato e Cowin [35]
apresentaram uma teoria para o comportamento de sélidos porosos em que o material de
molde é elastico e poroso.

Cowin e Nunziato [10] obtiveram alguns resultados na teoria linear. Uma recente revisao
desta teoria pode ser encontrada no livro de Ciarletta e Iesan [8]. Martinez e Quintanilla
[30] consideraram a teoria linear de viscoelasticidade com porosidade que foi estudada em
Ciarletta [7] e Ciarletta e Scalia [9] e obtiveram alguns resultados para o problema dinamico.

As equagoes basicas para a teoria linear de sélidos viscoelasticos com porosidade sao
dadas pelas equagoes de evolugao (ver Cowin e Nunziato, [10])

P = Sz, prpy = Hy + G,
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As equagbes constitutivas (ver Ciarletta e Scalia, 1991) sao dadas por
t

s = et bpt [ 1= SJunls) + bt = s)on(s)]ds,

—00

t
H = 5%+/ g(t — s)pat(s)ds,

—o0
t
G = —bu, —Ep— / [1(t — s)ug(s) + k(t — s)pu(s)]ds.
—00

Aqui, s é a tensao, H é a tensao de equilibrio, GG é a forga de equilibrio do corpo e as variaveis
u e @ sao, respectivamente, o deslocamento do material sélido elastico e o volume de fracao
dos poros.

Introduzindo as equacoes constitutivas nas equagoes de evolugao, obtemos o seguinte
sistema de equagoes:

Puy = Py + 0oy + f(0)tgs + h(0) oy + [ f'(8)tea(t — s)ds
+ [N (s)pa(t — s)ds,

00 4.1
J(ptt = 5‘;05050 - bux - 590 + g(o)spxa: - h(o)u:c - k‘(O)SO + fo g’(s)gpm(t - S)dS ( )
— [T B (s)uy(t — s)ds — [ K (s)p(t — s)ds,
em [0, 7], t € RT, sujeito as condigoes de fronteira
u(0,t) = u(m,t) = @ (0,t) = @, (7, t) =0, t e (0,00) (4.2)

e condigoes iniciais
w(z,0) = uo(z), w(z,0) =w(z), p(z,0) = po(x), @i(z,0) = wi(z), (4.3)

onde as fungoes ug, u1, o, ¢1 : [0,7] — R sdo dadas. As constantes definidas no sistema
acima sao todas positivas. Sempre que f = 0 ou £ = 0 também devemos ter h = 0.

Nosso interesse principal aqui é estudar o comportamento assintotico das solucoes dos
sistemas citados acima. As ferramentas usadas sao os resultados de Priiss e de Gearhart que
foram desenvolvidos por Liu e Zhang (ver [26]).

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: Na seccao 4.2 consideramos o sistema
(4.1) no caso em que nao existe dissipagao eldstica (f = 0). Consideramos uma condigao
sobre os coeficientes (ver a condi¢do (G5)) que é necesséria e suficiente para que se tenha
estabilidade exponencial. Na sec¢@o 4.3 consideramos o sistema (4.1) no caso em que nao

existe dissipagdo porosa (¢ = 0) e neste caso mostramos o mesmo resultado da seccao
4.2. Na sec¢ao 4.4 consideramos o sistema (4.1) no caso em que as dissipagoes eldstica
e viscoporosa estao presentes e sao dadas pela historia. Neste caso mostramos falta de
analiticidade e estabilidade exponencial. Na seccao 4.5, consideramos o caso em que as
dissipagoes viscoelastica e viscoporosa estao presentes. A dissipacao viscoporosa considerada
¢ mais fraca que a considerada na seccao 4.4 e novamente temos uma condi¢do que sera
necessaria e suficiente para se obter estabilidade exponencial. A diferenca nesta seccao é que
temos considerado um tipo de acoplamento dado pela historia. Por ultimo, na seccao 4.6,
fazemos alguns comentarios sobre os problemas estudados neste capitulo.
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4.2 Sistema Elastico-poroso com Histéria: Caso g # 0
e f=h=k=0.

Nesta secgao, consideramos o sistema (4.1) no caso em que apenas a dissipa¢ao viscoporosa
estd presente no sistema. Usaremos uma condig@o sobre os coeficientes (ver a condigao (G5))
que é necessaria e suficiente para se obter estabilidade exponencial. Aqui consideramos o
seguinte sistema linear elastico-poroso com historia:

J@tt = 590x:v - buz - 590 + g(o>§0zx + fo gl<8)90x;r(t - S)ds,

em [0, 7], t € RT, sujeito as condigdes de fronteira (4.2) e condigoes iniciais (4.3). Em relagao
ao nucleo de memoria g consideramos as seguintes hipoteses

(G1) g(s) € C*(0,4+00) N C[0, +0), ¢ € L*(0, +00);
(G2) g(s) >0, ¢'(s) <0, ¢"(s) > 0 sobre (0,400);
(G3) g(+00) = 0;

(G4) ¢"(s) + 019'(s) > 0 sobre (0,+00) para alguma constante §; > 0, e existe constantes
positivas s, k1 tais que ¢”(s) < ki1]g'(s)| para s > s1.
Note que a condi¢ao (G4) implica que

1

9" < () £ —g(s1)e™ M, paras > 51> 0.
1

A condigao (G1) também permite que ¢’ seja singular em s = 0. A condi¢ao (G3) implica
que

E fécil ver que o niticleo singular da forma

—C3S8
e 3

Jg(s)=—q , 0<ce<1, ¢1,e3>0

S§¢2

satisfaz as condigoes acima. Outro exemplo de uma fungao g que satisfaz as condigdes acima
¢é a funcao exponencial
g(s)=Me™, kM >0.

Consideramos agora uma hipdtese extra:
J

(G5) X 5 g(0)=0.
p

Mostraremos que (G5) é uma condi¢ao necesséria e suficiente para que se tenha estabilidade
exponencial.
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4.2.1 Formulacao do Problema

E necessario fazer algumas modificagcoes em nosso sistema original de tal forma que seja
possivel usar a teoria de semigrupos. Para isto introduzimos a seguinte notacao

V(. 8)=¢(,t)—p(,t—s), em [0,7], (ts) € Rt xRF
que formalmente satisfaz a equagao linear
Uy =y — b, em [0,7], (t,s) € RT x RT.

Temos as condigoes de fronteira

PH(.,0) =0, em [0,7], t >0 e .(0,s)=1l(m, s)=0, (ts)€R" xR", (4.5)
e condigoes iniciais

(., 8) = o(.,8) = o — (., —s), em [0,7], s€R". (4.6)

O sistema (4.4) é reescrito da forma

Pl = HUgy + bQOJn
Jou = 0w —buy —&o— [ g t.(s)ds, (4.7)
wt = Yt — %-

Definamos W := L2, (R*, H;(0,7)) como o espago de Hilbert das funges de quadrado in-
tegravel com valores em H}(0,7) definido no espago de medida (R*;|¢'|ds) equipado com a

HMW—/ / )\, (s) Pdsd. (45)

A solugao do problema (4.7) pode ser gerado por meio de um semigrupo de contragoes. De

norma

fato, este semigrupo é definido no espago de Hilbert
H = Hy(0,7) x L*(0,7) x H}(0,7) x L2(0,7) x W.

Denotando por v = u; € ¢ = ¢y, escrevemos o sistema (4.7) na forma:

LU = AUW),  U(0) = U = (uo, 00,01, ) € DA, (49)

onde U = (u,v, ¢, ¢,9)" e A: D(A) C H — H é dado por

0o I 0 0 0
%D2 0 gD 0 0
A= 0 0 0 I 0 ; (4.10)
—5D 0 L(0D2—¢l) 0 =L [¥g/(s)D?(.,5)ds
0 0 0 I —0,(.)
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com dominio

uwe H*0,7)NHy(0,7), ve H0,m), ¢e€ HN0,);
D(A)=U€eH; oo + fooo g (s)Y(.,s)ds € H*(0,7) N H(0, 7);
Do=Do=0, x=0,m €W, (0)=0.

Se U* = (u*,v*, p*, ¢*,¢*)T, definimos

(U, U = / (PO i, T, + T8 + 80+ €7 (P T) + / 19/(5) a0 ds | da
0 0

CO11l norma

[e.9]

V1B = [ [l + el + 108 + 8leal? + €l + 2Re(u) + [ 195l ds] da
0 0

Teorema 4.2.1 O sistema (4.9) define um semigrupo Cy de contragoes (lineares) S(t) = et

sobre o espaco de Hilbert H.

Prova. Para U € D(A), temos

Re<AU U - Re / / $Vbneh, dsda: - ——/ / 8)|v.|2dsdz < 0.

Logo A é dissipativo. Agora vejamos que 0 € o(A). De fato, para F = (f1, f2, f3, f4, f5)T €
'H, considere a equagao

AU = F, (4.11)
isto é,

v o= fl; €1m H(}(Oaﬂ-)v ( )
Muxx+bgpx = pf?a €1m LZ(O?T‘-)v ( )
¢ = f3, em H0,7), (4.14)

(4.15)

(4.16)

Gore—bis =5 = [ 4 (6)ualo)ds = Jhi em L0.7),
0 ¢o—ts =[5, em W.
De (4.12) e (4.14) segue que
v € Hy(0,7) e ¢¢c HI(0,n). (4.17)

De (4.16) temos . .
b= / (6 — f5(r))dr = 56 / f3(0)do. (4.18)

62



E claro que ¥(0) = 0 e ¢, € W. Para provar que ¢» € W, para algum T > 0, € > 0, da
hipdtese (G4) e usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

[ @tPas =~ [ geateias < 5 [ vt P

= Ly~ L@ - 28] [ g6 nris)

€

1 I 2 7
< —ag’(e)llwz(ﬁ)llu 5/6 9" ($)|1[0a ()| ds + 52/ |9 ($)1l[ts] [*ds.

Portanto,

| W@l e)Rs <~ @@l + 5 [ d @il (@19

Podemos mostrar (ver Liu e Zheng [26]) que
( Nez(e)]|* =0, quando € — 0. (4.20)

Considerando em (4.19), T'— oo e € — 0 e usando (4.20) segue que ¢ € W e

4 (>,
Wl < 55 | 19 @Il
1

Por dltimo, usando o Lema de Lax-Milgran, segue das equagoes (4.13) e (4.15) que existe
tnica (u, p) € Hy(0,7) x H}(0,7) tal que u € H*(0,7) N H(0,7) e 6o+ [~ g'(s)0(., s)ds €
H?(0,7)NH(0, 7). Logo existe inica U = (u, v, @, ¢, )T € D(A) satisfazendo (4.11). Além
disso, podemos ver que existe uma constante positiva K independente de U = (u, v, o, ¢, )T
tal que ||U||lx < K||F|l3. Isto implica que 0 € o(A) e ||[A7Y] < K. Sendo A dissipativo,
segue que A gera um semigrupo Cy de contragoes sobre H. |

4.2.2 Decaimento Exponencial

Veremos agora que se a condi¢ao (G5) é vélida, entao o semigrupo dado pelo Teorema 4.2.1
¢é exponencialmente estavel. De fato, escrevendo a equacao resolvente com A = i em termo
das componentes, temos o seguinte

iau—v = fy, (4.21)

WPV — gy — by = pfa, (4.22)

g —¢ = fs, (4.23)

1S P — 0Py + buy +Ep + /000 G (8)eu(.,8)ds = Jfy, (4.24)
o — o+ = [ (4.25)

Para mostrar a estabilidade exponencial, usaremos os seguintes resultados:

63



Lema 4.2.2 Suponha que as hipdteses (G1) — (G4) se verificam. Entdo para cada F € 'H,
existe uma constante ¢y > 0 tal que

[ wlivrasiz < allpidivl.

Prova. Multiplicando as equagoes (4.21)-(4.24), respectivamente, por (— iy, ), (0), (—0%,,
e &), (), integrando de 0 a 7 e somando as equacoes, obtemos

) ﬂ 2 xz 0 x2 J 2 2d ’ x_a:__x:r;d
za/O [olof? + plusf? + Blpul? + TI6P + €lil?] m+u/0 (4,7, — Ty0,)da
+b/ (cperuwa)deré/ (02, — Bptbe)dT
—i—f/ (0d — B¢) da:—// $)pd, dsdr = A, (4.26)

onde |A] < ¢ol|F||x||U||x- De (4.21) e (4.23), obtemos

b/ow(gom + uy@)dr = —ic /07r 2bRe(u,p)dx — b/ow[go(fl)x + Uy f4]d. (4.27)

Usando (4.25), segue que

/ / $) gy dsd —za/ / s) |1, |*dsdx
/ / ¢xwxsdsdx+/ / 8) e (fe)udsda. (4.28)

Substituindo (4.27)-(4.28) em (4.26) e tomando parte real, segue que

~re{ [ [ f@uadsda} < 1P Ul (4:29)

Usando (G4), segue que

~Re{ / / iy Tyydsdr | = — / / )Ly Pdsda = / / 9l [ dsda
> __/ / o)\t [2dsda = —/ / o)||tss Pdsd. (4.30)

2 /
Susbstituindo (4.30) em (4.29), segue o resultado com ¢; = %.
1

Lema 4.2.3 Com as mesmas hipdteses do Lema 4.2.2, existem constantes co,c3 > 0 tais
que

/O JloPdx < ol [UIFFl” + esl|U]bel | F e

64



Prova. Multiplicando (4.24) por ([;* ¢/(s)¢ds), integrando de 0 a , obtemos

iaJ / / s)¢thdsdx + 6 / / ) puth,dsdr + b / / s ugpdsdz

+¢ / / s)pudsds + wxds( dr = J / / §)fubdsdr.  (4.31)

Usando (4.25), obtemos

Re zaJ// <b1pdsd:c} ()/OWJ|¢]2dsdx
+Re / / 5) 0, dsdw Re / / ¢f6dsdx} (4.32)

Usando as desigualdades de Holder e Poincaré e a hipdtese (G4), segue que

/ / 5) 0, dsda:} < %/0 9| dsda:+C’/ / §)| |0 2dsdz. (4.33)

Do Lema 4.2.2, segue que

J
De (4.34), segue que

2 1/2 @ 1/2
Re —5/ / 8) gz, dsda:} < \/5< g'(s)wzds‘ da:) </ (5|gpx]2da:>
0 0
< C||U||3/2HF||”2~ (4.35)

0

/Ooog’(s)wzdsfdx g/ |ds/ / 8[|l dsde < C||Uwl | Flln. (4.34)

Analogamente, do Lema 4.2.2, conseguimos

Re —b/ / uxwdsd:x} < C|UI|F)L2, (4.36)
Re{ g/ / S)ebdsdz s < CIIUIIFI2. (4.37)
Tomando parte real em (4.31) e usando (4.32)-(4.37), a conclusao segue imediatamente do
Lema 4.2.2. |

Agora introduziremos o seguinte multiplicador
—Wey = Pay w,(0) = w,(L) = 0.

Note que w pode ser escrito como



Lema 4.2.4 Com as mesmas hipdteses do Lema 4.2.2, para cada €1 > 0 pequeno, existe
C., > 0 tal que

™ b2 ™
[ [Bleal + (6= )16 de < CalVIRAIFIRE + Cal FllliVll-+ 216 [ o
0 0

Prova. Multiplicando (4.24) por p e integrando de 0 até 7, obtemos

iaJ/ gb@dm—l—c;/ |g0x|2dm—|—§/ |90|2dx+b/ uzpdx
0 0 0 0
=1
/ / @Dxcpzdsdw—/ J fypdz.
0

Usando (4.23) em I, segue

6/7r ](px\zd:c—l—ﬁ/ﬂ ]<p|2d:c—|—b/0ﬂum@dx
—J/ |¢>|2dx+/ / @Z)Igoxdsdx—FJ/ (fsp+ ¢ f5)dz. (4.38)

Multiplicando (4.22) por @, obtemos

,u/o7r UpWpdx — b/o lw, |Pdx = p/oﬂv[@—i-m] dx + ,0/07T fowdz. (4.39)

/ Up W dr = — / updx,
0 0

concluimos de (4.38)-(4.39), que

/ |z 2d:c+§/ |g0|2dx——/ lw,|?dz = J / |¢|2dx+/ / )@, dsda

Como

w1 [t of)io+ [ oG+ G e+ [ fawde. (a0
Note que para cada €; > 0, existe C,, > 0 tal que
b ™ s ™
Re{—p/ vG(gb)dm} < 51/ plvPdz + C., / J|¢[2da. (4.41)
B Jo 0 0

Por outro lado, do Lema 4.2.2 resulta

el / / $)uPydsde | < O U1 F1°. (442)

/ w2 < / o[z,
0 0

tomando parte real em (4.40), e usando o Lema 4.2.3 e (4.41)- (4.42), segue a conclusao. B

Finalmente, como
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Lema 4.2.5 Com as mesmas hipdteses do Lema 4.2.2 e supondo que (G5) € verdade, entao
para cada €5 > 0 pequeno, existe C., > 0 tal que

" / ualPdz < Col| Fllel Ul + (61 + £2)p / lvf2de,
0 0

onde €1 € dado no lema 4.2.4.

Prova. Multiplicando (4.24) por u, e integrando de 0 até 7, obtemos

iaJ/ gbﬂwdx—k/ [&Om—/ g'(s)wggds}ﬂmdx—i—f/ goﬂ@lx—l—b/ |u$|2dx:/ J fyugde.
\ 0 o Jo 0 0 0 0

vV vV
=1 =13

Substituindo @, dado por (4.21) e ¢ dado por (4.23), segue que

I, = J/ (tatiy,)pdr = —ion/ Yo dx + J/ Tpfsdr —J | o(f)edx
0 0 0 0

Substituindo @,, dado por (4.22) em I3, temos

iy o0 , ] _ b_ _
b= [ oo [ otopits] [ 102 b, - 27
0 0 peoowt o
= —i()ép—(s/ @xﬁdm - @/ |(px|2d$ - p_(s/ §0x72dx
0
+ia— / / $),vdsdx + — / / $), P, dsdr + — / / wmf2d5d$

Substituindo I, e I3 na expressao acima, segue que

Z'O‘(p—d—J)/ @dex——/ . dx + ia= / / wgcvdsdx
i
_14
—l—é/ / q'(s) @/;Igpxdsdx%—f/ goul,dx—i-b/ || dm———/ / 8) s fodsda
HJo Jo

+7/o sofodx—J/o m«faderJ/O ¢(f1)xdx+/0 J fiugda. (4.43)

Substituindo 1, dado por (4.25), segue que

/ / ) (v, )vdsdz = / / s+ (f5)) s
/ / Qﬁxvdsdx——/ / wxsvdsda:+5/0 /Ooog (f5).vdsdx
_ —g / ¢, dsdz + L / / ¢xvdsdx+z /0 /0 " () (fs)sTdsda
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Usando (4.23), segue que

I4zz'apg(o)/ cp@xdsd:p+£/ / g" () vdsdx +£/ / g (s)(f5)vdsdx
K Jo HJo Jo HJo Jo
O s
L r9(0)

/ (fs),Tdsdz.

K Jo
Substituindo I, em (4.43), segue que

6 s
Za(p,u J+%(O)>/o @Exdx—l—b/ o da:——/ | x|d — // wxvdsd:c
T

——/ / wmgomdsdx—g/ gouxdx——/ / $)(f5).0dsdx

P / / §)iby Fodsdr + 22 / oo ol +(J /io)) /0 (fs),Tdsdz

J /0 (6(F,)e — Tufo + fos)da

Usando (G4) e o Lema 4.2.2; segue para €5 > 0 pequeno, que existe C., > 0 tal que

Re(ls) < Cul Flbl|Ulbe + 220 [ [ofda,
0

(4.44)

(4.45)

Tomando parte real em (4.44), usando (4.45) e os lemas anteriores, segue a conclusao.

Lema 4.2.6 Com as mesmas hipoteses do Lema 4.2.2, existem cy,c5 > 0 tal que
" 3/2 1 2
| ploPds < culIFlbdiUTbe + VI
0

onde ¢y, c5 dependem de €1 e e5.

Prova. Multiplicando (4.22) por @ e integrando de 0 até 7, obtemos

z'ap/ vadx -+ |u$|2d:c+/ b(pﬂx:/ pfoudz.
0 0 0 0
—_—

=g

Substituindo v dado em (4.21) em I e tomando parte real, segue que

/ p|v|2dxzu/ |u$|2dx+/ bRe(ngx)dx—Re{p/ (fgﬂ—i-vfl)}
0 0 0 0
<2 [ fufde+C [ o+ CIIFIbd iU
0 0

Usando os Lemas 4.2.4 e 4.2.5 em (4.47), segue a conclusao.
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Lema 4.2.7 Com as mesmas hipdteses do Lema 4.2.2, existe uma constante C' > 0 tal que
U < ClIF |-

Prova. Do Lema 4.2.6, temos
| elofde < il Pl Ulh + U111 (1.48)
Usando os Lemas 4.2.4 e 4.2.5 e (4.48), segue que
/0 (sl + P+ EleP) e < e JIFIllU e + Cona VI (4.9

Finalmente, segue de (4.48) e (4.49) e dos Lemas 4.2.2 e 4.2.3, que

3/2 1/2
U112, < el |UIS2FlE + esl | F U

Isto é,
1
1/2 1/2
U115 < erllUI 7 1F15( + sl Fllc < 1Tl + Cl [l
com € > 0 pequeno. Dai segue a conclusao. [ |

Teorema 4.2.8 Seja (u, p,v) a solu¢io do problema determinado pelo sistema (4.7) com
condigoes de fronteira (4.2) e (4.5) e condigoes iniciais (4.3) e (4.6). Se as hipdteses
(G1) — (G5) sobre g sao vdlidas, entao o semigrupo gerado pelo operador A dado em (4.10)
¢ exponencialmente estdvel.

Prova. Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo Cj de contragoes e 0 € o(A),
segue que iR C p(A). Por outro lado, segue do Lema 4.2.5 que

|(iad — A)7'Fllp = ||U|l3 < C||F ||

Ou seja,
|(ial — A)|zog <C, YaeR

A conclusao segue do Teorema de Priiss. |

4.2.3 Nao Decaimento Exponencial

Mostraremos agora que a condigdo (G5) é também necessdria para se obter a estabilidade
exponencial no caso onde as condigoes de fronteira sao do tipo misto. Usaremos o seguinte
resultado:
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Lema 4.2.9 Considere as hipdteses (G1) — (G4) sobre g. Suponhamos que

lim \/s¢'(s) = 0.

s—0
Entao existe C > 0 tal que

‘)\/ g (s)e"™ds| < C,
0

para todo A € R.

Prova. Temos
oo . /A ' 1 /A .
/ g/(s)e_l)\sds = / g/(s)e_lx\sds — 5/ g/(s + ﬂ./)\)e—z)\sds
0 0 0

1 00 . s+m/A
) //)\ e A [/ g"(a)da] ds. (4.50)

w/A ‘ w/A w/A /
‘/ g’(s)e"’\sds‘ S/ g'(s)ds :/ V59 (S)ds.
0 0 0 Vs

Notemos que

Usando que

v(A)= sup +sg¢'(s)—0, quando X — oo,
s€(0,m/N)

w/A
! —iAs
g (s)e "*ds —ds :
‘/0 5) o Vs VA

A estimativa da segunda integral é similar. Referente ao ultimo termo, mudando a ordem

segue que

<o) ™A 2/ ()

de integracao e usando as hipéteses sobre g, obtemos

S s+m/A <[t T
’/ ez/\s|:/ g”(a)da} ds‘ < / [/ g”(a)da] ds = ~g'(m/)),
T/ A s /A s+m/A A

o qual, multiplicado por A, tende ao infinito quando A — oo.
|

Teorema 4.2.10 Seja (u,p, 1) a solu¢ao do problema determinado pelo sistema (4.7) com
condigoes de fronteira (4.2) e (4.5) e condigoes iniciais (4.3) e (4.6). Se as hipdteses (G1) —
(G4) sobre g sao wvdlidas e supondo que a hipdtese (G5) ndo é vdlida, entdo o semigrupo
gerado pelo operador A dado em (4.10) ndo é exponencialmente estdvel.

Prova. Basta mostrar que existe sequéncias (\,), C iR com lim |\,| = o0 e (U,), C D(A)
tal que (A, I — A)U, = F, é limitada em H e

lim ||U,||y =00, quando v — 0.
[Av[—00
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1 1
Consideremos F' = F,, com F = (0, f»,0, f4,0) onde fo = —sen (vx) e fy = i cos(vx). Segue
p

que F, é limitada em H e a solugao U, = U = (u,v, ¢, ¢, )’ para o problema (\[ - A)U = F
deve satisfazer

Au = v,

PAV — pyy — by = pfa,
Ap = o,

DN =S+t 4 [ onls)ds = T
’ M) — ¢+, = 0.

Determinando v, ¢ obtemos um sistema em funcgao de u, ¢, da forma
PN U — gy — by = pfa,
T I A O [N

" M —dp+1Ys = 0.

Devido as condigoes de fronteira, devemos tomar solucoes do tipo

u = Aysen (vz), ¢ = B, cos(vx) e ¥(z,s) = p(s)cos(vz), (4.51)
para A,, B, € Cep € Hj(R") com p(0) = 0. Substituindo (4.51) no sistema acima, obtemos
(pA? + w?)A, + bvB, = 1,

A, + (JA2+ 62+ &) B, — v [;7 g/ (s)p(s)ds 1, (4.52)
Ap(s) +p'(s) — AB, =

Resolvendo a equacao diferencial (ordindria) (4.52)3 e lembrando que p(0) = 0, obtemos
p(s) = B, — Be .
Segue que
—v? /OO g (s8)p(s)ds = B,g(0)v* + B,v/? /OO g (s)e *ds. (4.53)
Substituindo (4.53) em 0(4.52)2, obtemos o seguinte sistema(:)
{ (,0/\2 + ,uVQ)AV +bvB, = 1,
bvA, + (J)\2 + 002+ £+ g(0)? + 02 [° g’(s)e”‘%ls) B, = 1.

Escolhemos \ := ), tal que pA? + uv? = 0, isto é, A = i\/EV := \,. Notemos que |\, | ~
P

1 . : .
\/jy — 00 quando v — oco. Além disso, o sistema acima torna-se

bI/B,, = )
o0 4.54
{ brA, + (J)\2 + 07 + £+ g(0)* 412 g'(s)e_)‘sd$> B, = 1. (4.54)
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De (4.54);, obtemos

Substituindo em (4.54),, segue que

" 2 o v —Aus
[ e =Gl - s T ) S

AP VRN WD W 2 711 I\ 2,
< M| Sy A vsq ——(— N >)\. 4,
=20 T W /0 gls)e™ds| +555(~ 23 9(0)) A, (4.55)
limitado q;?zndo V—00
Lembrando a definicao de A, segue que
JN2 Ju
~a =000 = "E 5= g(0),

J
Logo, se L g(0) # 0 e usando o Lema 4.2.9, segue de (4.55) que
p

s
/ |v]*dz — oo, quando v — oo.
0

Logo,
™
lim ||U,||3, > lim [v|*dx = oo.
A =00 EESy A
Assim a prova esta completa. |

4.3 Sistema Elastico-poroso com Historia: Caso f # 0
eg=h=k=0.

Nesta seccao, consideramos o sistema (4.1) no caso em que apenas a dissipagao viscoeldstica
dada pela historia estd presente no sistema. Consideramos o seguinte sistema linear eléstico-
poroso com histéria dado pelas equagoes:

{ Puy = gy + bor + f(0)uyy + fooo F(8)ug(t — s)ds,

4.56
JSOtt = 58‘%35 - bu:v - 5907 ( )

em [0, 7], t € RT, sujeito as condigdes de fronteira (4.2) e condigoes iniciais (4.3). Em relagao
ao nucleo de memoria f consideramos as seguintes hipéteses
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(F1) f(s) € C?(0,+00) N C0,+0), f' € L*(0,+00);
(F2) f(s) >0, f'(s) <0, f"(s) > 0 sobre (0,+00);
(F3) f(+00) =0;

(F4) f"(s) + 02f'(s) > 0 sobre (0,+00) para alguma constante do > 0, e existe constantes
positivas so, ko tais que f”(s) < kol f'(s)| para s > ss.

Notemos que a condigao (F'3) implica que

/000 f'(s)ds = —f(0) < 0.

Como na secgao anterior, introduziremos a seguinte condi¢ao extra:

(F5) 20 i~ 1(0) =

A hipétese (F5) é uma condi¢do necesséria e suficiente para que se tenha estabilidade expo-
nencial.

4.3.1 Formulacao do Problema

E necessario fazer algumas modificagcoes em nosso sistema original de tal forma que seja
possivel usar a teoria de semigrupos. Para isto introduzimos as seguintes notacoes

n'(.,s8) =u(.,t)—u(,t—s) em [0,7], (t,5) € RT x RT
que formalmente satisfaz a equagao linear
ne=u; —ns em [0,7], (t,5) € RT x RY.

Temos as condigoes de fronteira

n'(.,0) =0, em [0,7], t>0 e n'0,s)=n'(m,s)=0, (t,5) € R" x R, (4.57)
e condigoes iniciais

n°(.,8) :=no(.,8) =ug —u(.,—s), em [0,7], s€R". (4.58)

O sistema (4.56) é reescrito da forma

P = HlUgy + bng f() f/ nx.t( )
JSOtt = 5(;0x:c - bu 5907 (459)
e = Ug —17s.-

73



Definamos V := wa (RT, H}(0,7)) como o espago de Hilbert das fungoes de quadrado in-
tegravel com valores em H (0, 7) definido no espago de medida (R™;|f’|ds) equipado com a

)2 = / / F(5) 12 () [2dsdr. (4.60)

Notemos que a solu¢do do problema (4.59) pode ser gerado por meio de um semigrupo de

norma

contracoes. De fato, este semigrupo é definido no espago de Hilbert
H = H;(0,7) x L*(0,7) x H}(0,7) x L2(0,7) x V.

Denotando por v = u; € ¢ = p;, escrevemos o sistema (4.59) na forma:

%U(t) = AU(t), U(0) = Uy = (uo, u1, o, 901,770)T € D(A), (4.61)

onde U = (u,v,p,6,m)7T e A: D(A) C'H — H é dado por

0 I 0 0 0
%Dz 0 %D 0 —%fooo f'(s)D?(., s)ds
A= 0 0 0 I 0 , (4.62)
—LtD 0 L(6D*—¢I) © 0
0 I 0 0 —0s(.)

com dominio

ve HY0,m), ¢ € HY0,7), ¢e H*0,7)N HL0,);
D(A) =<K U €eH,; pu+ [° f(s)n(., s)ds € H*(0,m) N Hg (0, );
Do=D¢=0, x=0,m n,€V, n0)=0.

Se U* = (u*,v*, p*, ¢*,n*)T, definimos o produto interno em H pondo

(U,U" ) = / [pvﬂ“ruuxﬂ?rma*+5¢z¢2+€¢¢*+b(ux¢*+ﬂis0)+/ |f/<5>’77xﬁ;d5} da,
0 0

com norma dada por

U1 = [ (o102 + alual + 167 + e+ €lol? + 2Relup) + [ 17 llnds]
0 0

Teorema 4.3.1 O sistema (4.61) define um semigrupo Cy de contragoes (lineares) S(t) =

et sobre o espaco de Hilbert H.

Prova. Dada U € D(A), temos

T oo , _ 1 ™ oo "
R6<AU, U>H = Re{/o /0 f (s)nmnxdsdx} = —5/0 /0 £"(8)|n.|*dsdz < 0.

Logo A é dissipativo. Prosseguindo como na prova do Teorema 4.2.1, segue que 0 € o(A).
O resultado segue do Teorema de Lumer-Phillips. |
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4.3.2 Decaimento Exponencial

Prosseguindo como na seccao 4.2.2, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.3.2 Seja (u,,n) a solugao do problema determinado pelo sistema (4.59) com
condigoes de fronteira (4.2) e (4.57) e condigoes iniciais (4.3) e (4.58). Se as hipdteses
(F'1) — (F'5) sobre f sao vdlidas, entdo o semigrupo gerado pelo operador A dado em (4.62),
¢ exponencialmente estdvel.

4.3.3 Nao Decaimento Exponencial

Vejamos que a condigao (F5) é necessaria para se ter estabilidade exponencial. Para isto,
usaremos o seguinte resultado:

Lema 4.3.3 Considere as hipoteses (Fy) — (Fy) sobre f. Suponhamos que
g \/5/(5) = 0.
Entao existe C' > 0 tal que
‘)\/OO f'(s)e™™ds| < O,
para todo A € R. ’
Prova. Analoga a prova do Lema 4.2.9 |

Teorema 4.3.4 Seja (u,,n) a solugcao do problema determinado pelo sistema (4.59) com
condigoes de fronteira (4.2) e (4.57) e condigoes iniciais (4.3) e (4.58). Se as hipdteses
(F1) — (F4) sobre [ sao wvdlidas e se (F5) nao acontece, entao o semigrupo gerado pelo
operador A dado em (4.62), ndo é exponencialmente estdvel.

Prova. Basta mostrar que existe sequéncias (A,), C iR com lim |\,| = oo e (U,), C D(A)
tal que (A, I — A)U, = F, é limitada em H e

lim ||U,||y =00, quando v — 0.
[Aw[—00

1 1
Consideremos F' = F,, com F = (0, f5,0, f1,0) onde fo = —sen (vx) e f4 = 5 cos(vz). Segue
P

que F, é limitada em H e a solucao U, = U = (u,v, p, ¢,n)T para o problema (\[ - A)U = F
deve satisfazer

Au = v,

pkv—uum—bsowr/ F(8)Nea(s8)ds = pfa,
0

Ap = ¢,

A —v+ns = 0.
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Determinando v, ¢ obtemos um sistema da forma

PN U — [ty — bipy + / 1 (8)Naa(.,8)ds = pf,
0

JN 0 — 0py +bug +E@ = Jfy,
am—Au+n = 0.

Devido as condicoes de fronteira, devemos tomar solucoes do tipo
u= Aysen (vz), ¢ = B, cos(vz) en(z,s)=p(s)sen (vr), (4.63)

para A, B, € Cep € H}(R") com p(0) = 0. Substituindo (4.63) no sistema acima,
obtemos
(pA2 4+ w2 A, + bwB, — V2 [ f'(s)p(s)ds = 1,
A, + (JA2 + 62 + &) B, = 1, (4.64)
Ap(s) +p'(s) — A\A, = 0.

Resolvendo a equacao diferencial (ordinaria) (4.64); e lembrando que p(0) = 0, obtemos
p(s) = A, — Ae.

Entao segue que

—V2/ f'(s)p(s)ds = A, f(0) + A,,VQ/ f(s)e ds. (4.65)
0 0
Substituindo (4.65) em (4.64);, obtemos o seguinte sistema:

<p>\2 + w2 + [0 402 [ 7 f’(s)e‘“ds) A, +bwB, = 1,
A, + (JN? + 62+ €)B, = 1

(0> +¢)

Escolhemos A := ), tal que JAN2 +6v2 +& =0. Isto é, A =1 b

:= \,. Notemos que

A, ~ 14/ —=v, quando v — oco. Assim, temos o seguinte sistema equivalente
J 9 9

2 2 2 2 oy —Aus —
{ (pA,,+W PO+ 02 [ f(s)e dS)Av+bVBv 1, (4.66)

brA, = 1.

De (4.66), obtemos

Substituindo em (4.66);, segue que



Lembrando que ¢(z) = A\, B, cos(vx), segue que

3 0
¢($) = <£ _ p)\y . HAL . f((;;)\y . %/0 f/(S)e_)deS> COS(I/JT).

bv b2 b2

/|¢|d

Assim,

3 o] 2
1/ ,0>\V . :u)‘u . f(g;)‘l/ . &/ f/(s)e—/\usds

200y 22 b2

s 1 p)\2
< 5 - —/ f'(s Avsds +§b_4( — f(0 )) (4.67)
limitado quando V—00
Lembrando a definicao de \,, segue que
A2 0 19 o
—pyg —p—f(0) = p7+%—u—f(0) — pj—u—f(o), quando v — o0.

)
Logo, se % — p— f(0) # 0 e usando o Lema 4.3.3, segue de (4.67) que

/ |¢|?dr — oo, quando v — oco.
0

Logo,

|/\11|m ||U||H> 11m / |p|?dr = oo

Assim a prova estd completa.

4.4 Sistema Elastico-poroso com Histéria: Caso f,g # 0
e h=Fk=0.

Nesta seccao, consideramos o sistema (4.1) no caso em que as dissipagoes viscoelastica e vis-
coporosa estao presentes no sistema. Neste caso mostramos que é possivel obter estabilidade
exponencial. No entanto, mostramos que nao é possivel obter analiticidade. O sistema linear
elastico-poroso com historia estudado nesta seccao é dado pelas equacgoes:

{ Py = Ulgg + bQOx + f<0>u$z + fOOO f’(S)Umx(t B S>d87 (468)

Jou = 0Ppe — by — Ep + g(0) @ + fgoo 9'(8)Paz(t — 5)ds,

em [0, 7], t € RT, sujeito as condigoes de fronteira (4.2) e condigoes iniciais (4.3). Consider-
amos as hipéteses (F'1) — (F'4) sobre f e as hipéteses (G1) — (G4) sobre g.
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4.4.1 Formulacao do Problema
Aqui consideramos as seguintes notacoes:
n'(,s8) =ul,t)—ul,t—s) e U'(,s8)=p(,t)—p(,t—s), em [0,7], (t,s) € RT xR"
que formalmente satisfaz as equacgoes lineares
ne=1us—1ns, € Vy=@—1s, em [0,7], (t,5) € RT x R,
Temos as condigoes de fronteira

7(.0) = ¥(,0)=0, em [0,7], ¢>0 e
7(0,5) = 7t (m, 5) = VL0, 5) = ¥i(m,5) = 0, (t,5) € RY x RY, (4.69)

e condigoes iniciais
n°(.,8) :=no(.,8) =up —u(.,—s) e ¥°(.,8) :=1o(.,s) = o — (., —s), (4.70)
em [0,7], s € RT. O sistema (4.68) ¢ reescrito da forma

PUty =  HUgzy + bgpl‘ f[) fl na::v( )

Jgptt = 5901% - b 690 g (S> ;x<8)d57 (4 71)
Mt = Ut — TNs,
¢t = Yt — ws-

Consideremos os espagos V' := L}, (RT, H(0,7)) e W := L2 (R*, H}(0, 7)) equipado com as

normas
elfy = [ [ £ Pdsd.
lolfyy = [ [ g6l (o) Pasd

Denotemos por ‘H o espaco de Hilbert
H = Hy(0,7) x L*(0,7) x H}0,7) x L2(0,7) x V x W.

Denotando por v = u; e ¢ = ¢y, escrevemos o sistema (4.71) na forma:

d

EU(t) =AU(t), U(0)=U,= (U07U17 800790177707¢O)T € D(A), (4.72)
onde U = (u,v,p,6,1m,%)" e A: D(A) C'H — H é dado por

0 1 0 0 0 0

ED* 0 "D 0 —5 fo f'(s)D?(.,8)ds 0

A= 0 0 0 1 0 0

—tD 0 L(6D*—¢I) 0 0 —< [ g (s)D*(.,s)ds |’
0 I 0 0 ~9,(.) 0
0 0 0 I 0 —0,(.)

78



com dominio

ve Hy0,7), pu+ [;°f(s)n(.,s)ds € H*(0,7) N Hy (0, 7);
DA) = UeH; ¢ HN0,m), dp+ [;° g (s)v(.,s)ds e H*(0,m)NHL0,);
Dp=D¢p=0, v=0,m n,eV, vseW, n(0)=1(0)=0.

Definamos o produto interno em H pondo
(U, U = / |07 + T+ 65 + 07, + E0 + b+ T)
0
[ s+ [l 6)ds)da,
0 0

onde U* = (u*,v*, ¢*, ¢*,n*,v*)T. A correspondente norma em H ¢ dada por
101 = [ [plef + lul? + IO + 8leul? + €lo? + 2Re(u,)
0

w1l [ 196 ]

0

Teorema 4.4.1 O sistema (4.9) define um semigrupo Cy de contragoes (lineares) S(t) = et

sobre o espaco de Hilbert H.
Prova. Para U € D(A), temos

Re<AU U —Re / / F(8)nasTidsd + / / §)tas . dsd:)s}
_—-/ / F/(5) s dsdx——/ / §)\ts Pdsda < 0.

Logo A é dissipativo. Prosseguindo como na prova do Teorema 4.3.1, segue que 0 € p(.A).
O resultado segue do Teorema de Lumer-Phillips. |

4.4.2 Estabilidade Exponencial

Agora, mostraremos que o semigrupo associado ao sistema (4.71) é exponencialmente estével.
De fato, escrevendo a equacao resolvente com \ = i«, temos

iou—v = fi (4.74)

1PV — gy — by + /OOO F($)ua(.8)ds = pfe (4.75)

ip — ¢ = fs (4.76)

i — 0pgn + bug + €@ + /OOO G (8) e, 8)ds = Jf, (4.77)
ian—v+n, = f; (4.78)

o) — o+, = fe. (4.79)

Usaremos os seguintes resultados:
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Lema 4.4.2 Considere as hipdteses (Fy) — (Fy) sobre f e (G1) — (G4) sobre g. Entao dada
F € 'H, existe uma constante ¢y > 0 tal que

[ vreinpasts+ [ [T 1g el Pdsts < allFladvib

Prova. Multiplicando as equagoes (4.74)-(4.77), respectivamente, por (— iy, ), (0), (—0@,,
e &p), (5), integrando de 0 a 7 e somando as equagoes, encontramos que

i [ [olol? + ol + Sl + 167 + P do 1 [ (w7, ~ o
0 0

b / (T, + usd)da + 6 / (02 — Boba)dr + € / (06— 70)da

/ / F(8)nav,dsdr — / / )b dsdr = A, (4.80)

onde |A| < ¢ol|F||%||U]|#. De (4.74) e (4.76), obtemos

b/o (U, + up)dr = —z’a/o 20Re(u,p)dr — b/o [0(f1)z + s f3)da. (4.81)

Usando (4.78) e (4.79), segue que

/ / f'(s vaxdsdx—zoe/ / £'(8)|ne|*dsda
- f(8)meTodsdx + f'(8)m2(f5)adsdz (4.82)
s Ll

[ veast—ia [ [T gorasts
/ / §) ) o dsda + / / $) e (fg)adsda. (4.83)

Substituindo (4.81)-(4.83) em (4.80) e tomando parte real, segue que

~Re{ / | r@mdste s [ [7gntisic} < GlIFRUI (@80

Usando (F'4), segue que

—Re // F(8)naTysdsdz =——// f'(s —Idesdx— // J"(8)|n.*dsda
=2 [ [T romPisie =2 [* [ 176 Pasd (4.85)

De modo andlogo, usando a hipdtese (G4), segue que

—Re // )1, dsdz >—// 8)| || *dsdz. (4.86)

/
2¢;

Susbstituindo (4.85) e (4.86) em (4.84), segue o resultado com ¢; = min{0,, 52}
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Lema 4.4.3 Com as mesmas hipdteses do Lema 4.4.2, existem constantes co,c3 > 0 tais
que

| plolde < cllIREIFI + cllU e
0

Prova. Multiplicando (4.75) por fo f'(s)7ds) e integrando de 0 a 7, segue

iap /0 /0 vf’(s)vﬁdsdx—l—u /O /0 F/(s)um,dsdz — b /0 /0 F(s)pudsdz
1 e [ [ P

Substituindo 77 dado em (4. 78 ) em Iy, segue que

I = £(0) /0 plvf2dsdx + p /0 /0 F(s)v7.dsde — p /O /0 F(s)vfsdsdz.

Substituindo I; na expressao acima, segue que

10) [ plodsde =~ [ [ popom.dsde -
0 0o Jo o Jo

=1
—,u// f’(s)uxﬁxdsdx—l-b// 1'(s)p.mdsdz + B, (4.87)
0 Jo o Jo
=Ty

onde |B| < C||F||x||U||x- Usando as desigualdades de Hélder e Poincaré, a hipdtese (F'4) e
o Lema 4.4.2, segue que

Re(l) < o1 / /oopf"<s>1v2dsda:+ / / 1(s)Inf2dsda

<——/ f'(s ds/ p|v| dsdm+C’/ / |f'(8)||n.|*dsdz
0

$)nzds

2
! s)nxds‘ dx

0
= L0 [7 opoasde + ClIFIbel 01 (1.5%)
0
Novamente do Lema 4.4.2, segue que
2
' s)nxds‘ dx §/ |f'(s ]ds/ / ) |ne)?dsdz < Cl|U||x||F || (4.89)
0

Usando (4.89) e Lema 4.4.2, resulta

(]3 UmdS

2 s
dx) (/0 ,u|um|2dac> < CIUIEIFIM2. (4.90)

Analogamente, temos

Re{ // (s)emdsdr } < U132 (4.91)

Tomando parte real em (4.87) e usando (4.88)-(4.91), a conclusao segue imediatamente. N
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Lema 4.4.4 Com as mesmas hipoteses do Lema 4.4.2, existem constantes cy4,c5 > 0 tais

que

/O JloPdx < eal[UIFF1” + sl U] el | F e

Prova. Multiplicando (4.77) por fo (5)1ds) e integrando de 0 a 7, obtemos

io] / / s)podsdz 46 / / 8)ut, dsdz + b / / s)ugddsd
+e / / - s)pvdsda + /0 ' /O %ds‘ dz = / / s) fadbdsda.

Substituindo ¢ dado em (4.79) em I4, segue que

L =g(0 )/0 J|o| dsdx+J/ / ) dsdx — J / / 8)of sdsdz.

Substituindo na expressao acima, resulta
[e.¢]
/ szds‘ dx

/ J|¢!2dsda:——J/ / Vo, dsdx—/ﬂ
—5/ / ), dsdx — b/ / ux@Ddsdx—f/ / Yordsdr + R, (4.92)
=T

onde |R| < C||F||x||U||x%. Usando as desigualdades de Holder e Poincaré, a hipdtese (G4) e
o Lema 4.4.2, segue que

/ / )60, dsd:v} < @/0 J|62dsdz + C||U]|3]| Fllx (4.93)

s o0 2
[ g nds| e < 101 (494
0 0

De (4.94) e do Lema 4.4.2, obtemos

Re(l;) < Vo (

[e.o]

2 1/2 ™ 1/2
(opuds| d) ([ Slpufae) " < CUIRLIFIRE. (099
0

0

Analogamente, do Lema 4.4.2, conseguimos

Re —b/ / uxwdsdx} < CO|\U|2) F)|Y? (4.96)
€
Re{ g/ / S)ebdsdz s < CIIUII P2 (4.97)

Tomando parte real em (4.92) e usando (4.93)-(4.97), a conclusao segue do Lema 4.4.2. 1
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Lema 4.4.5 Com as mesmas hipdteses do Lema 4.4.2, existe uma constante cg > 0 tal que

[ [l + 26Rew) + Sl + €16k o < al|Flbel1U]
0

Prova. Multiplicando (4.75) e (4.77), respectivamente, por U e @ e integrando de 0 até m,
obtemos

iap/ vadz +p |um]2dx—|—/ b(gpﬂx+um@)dx+ioa]/ qﬁ@dx—%/ | |?da
H_/ %/—/ ‘

=I7

v [Cebas— [*[7 pomadsae ~ [ [T gepumpisic = [(pm+ st

Substituindo v dado por (4.74) em I e ¢ dado por (4.76) em I7, segue que

u/ ]um\de—l—/ QbRe(ux@dij(S/ ]gpxIZd:L’—l—f/ Mde:/ plv|*dx
0 0
+/ |6 dx—i—Re / / (s nxuxdsdx—i—/ / 1/1$g0xdsdx}
0

—l—Re{/ (pfot + Jf45 + pufy —I—J¢f3)da:}. (4.98)
0
Usando o Lema 4.4.2, obtemos
T 00 ) _ m s )
Re{/ / f (s)nxumdsd:ﬂ} < Cl|FllxlU||1n + —/ |u,|*dz (4.99)
0o Jo 2 Jo
Rel [* [ dpadsic) < CUFIIc+5 [ lofdn. @100)

Substituindo (4.99)-(4.100) em (4.98) e usando os Lemas 4.4.3 e 4.4.4, segue a conclusao. 0

Lema 4.4.6 Com as mesmas hipoteses do Lema 4.4.2, existe uma constante C > 0 tal que
Ul < ClIF ||

Prova. Dos Lemas 4.4.2, 4.4.3, 4.4.4 e 4.4.5, segue que existem constantes c;,cs > 0 tais

que
U113 < enllU1B 211 lle” + eslF U] e
Isto é,
1U1be < xRN 4+ coll e < 101l + CIFl e,
com € > 0 pequeno. Dai segue a conclusao. |

Agora mostraremos o principal resultado desta seccao.
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Teorema 4.4.7 Seja (u,,n,%) a solu¢ao do problema determinado pelo sistema (4.71)
com condigoes de fronteira (4.2) e (4.69) e condi¢oes iniciais (4.3) e (4.70). Se as hipdteses
(F1) — (F4) sobre f e (G1) — (G4) sobre g sao vdlidas, entao o semigrupo gerado pelo
operador A dado em (4.73) € exponencialmente estdvel.

Prova. Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo Cj de contragoes e 0 € o(A),
segue que iR C g(A). Por outro lado, usando (??), segue do Lema 4.4.6 que

|(iad — A)T'Fllp = ||Ull3 < C|| ||

Ou seja,
(il — A)H|zog <C, YaeR

A conclusao segue do Teorema de Priiss. |

4.4.3 Falta de Analiticidade

Mostraremos a seguir que o semigrupo S(t) dado no Teorema 4.4.1 nao pode ser analitico.

Teorema 4.4.8 Seja (u,,n,v) a solugio do problema determinado pelo sistema (4.71)
com condicoes de fronteira (4.2) e (4.69) e condigdes iniciais (4.3) e (4.70). Se as hipdteses
(F1) — (F4) sobre f e (G1) — (G4) sobre g sao vdlidas, entao o semigrupo gerado pelo
operador A dado em (4.73) nao € analitico.

Prova. Basta mostrar que existe sequéncias (\,), C iR com lim |\,| = occe (U,), C D(A)
tal que (A\,I — A)U, = F, é limitada em H e

JJim AU = 00, quando v — oo.
1
Consideremos F' = F,, com F = (0, f»,0,0,0,0) onde f, = —sen(vz). Segue que F, é
p

limitada em H e a solucao U, = U = (u,v, ¢, ¢,n,1) para o problema (Al — A)U = F deve
satisfazer

Au = v,

p)‘v_ﬂuzx_b@x+/ f,(s)nx:t:('vs)ds = pra
0

Ap = ¢,

TN = B b+ G0t [ (5 mals)ds = 0,
0
m—v+n, = 0,
M/J—¢+¢s =
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Determinando v, ¢ obtemos um sistema em funcao de u, ¢, da forma
PN2 U — pitigy — by + / ' (8)Nez(.,8)ds = pfa,
0

TN = Bpua b+ 60+ [ (5)unal5)s = 0
0

A —Au+n = 0,

Devido as condicoes de fronteira, devemos tomar solucoes do tipo

u= Aysen (vz), ¢ = B,cos(vz), n(x,s)=p(s)sen(vz) e ¥(x,s) = q(s)cos(vzr), (4.101)

para A, B, € Cep € H(R") e g € Hy(R*) com p(0) = ¢(0) = 0. Substituindo (4.101) no

sistema acima, obtemos

(PN + p?) Ay + bvB, — V2 [ f'(s)p(s)ds =
WA, + (JN+ 02+ &) B, — v |7 g (s)q(s)ds
Ap(s) +p'(s) — AAy

Aq(s) +q'(s) = AB, =

I
o o o=

(4.102)

Resolvendo as equagoes diferenciais (ordindrias) (4.102)3 e (4.102)4, lembrando que p(0) =

q(0) = 0, obtemos
p(s)=A, —A,e™ e q(s)=DB,— Be .

Segue que

2 /Oo f(s)p(s)ds = A, f(0) + AV f,
0

—u2/ d(s)q(s)ds = B,g(0)v* + B,vg,,
0

(4.103)

(4.104)

onde f, = [;7 f'(s)e™*ds e g, = [~ ¢'(s)e **ds. Substituindo (4.103) e (4.104) em (4.102);

e (4.102),, respectivamente, obtemos o seguinte sistema:

(p)\Q + uv? + 2 f(0) + V2fl,> A, +bB, = 1,
brvA, + <J)\2 + 602 + &+ g(0)? + u2g,,>B,, = 0.

Escolhemos ) := ), tal que pA? + (1 + f(0))v? = 0. Isto &,
0
Aoy PO
)
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p+ £(0)

Lembramos que pu+ f(0) > 0. Assim, segue que |\, | =~ v — oo quando v — oo.

Além disso, o sistema acima torna-se

{ V2 f,A, +bvB, = 1,

A, +NB, = 0, (4.105)

onde N = JA\? + 02 + £ + g(0)v? + v2g,. De (4.105),, obtemos
by

B, =—-——A,.
N
Substituindo em (4.105);, segue que
N
Ay = .
V(N f, — b?)

Notemos que A\, A, — C quando v — oo, onde C' é uma constante calculdvel. Lembrando
que v(z) = A\, Aysen (vz), segue que

1WA 2 p [ fofde = A4 [ fsen () e = 20022
0 0

Portanto,
U ||# > \/@’)\VHAA HC'\/?, quando v — oo.
Logo,
T 0[]0 = oc.
Assim a prova esta completa. |

4.5 Sistema Elastico-poroso com Histéria: Caso f, h, k #
0eg=0.

Nesta secgao, consideramos o sistema (4.1) no caso em que as dissipagoes viscoeldstica e
viscoporosa estao presentes. A dissipacao viscoporosa considerada aqui é mais fraca que
a considerada no problema anterior. Neste caso, a estabilidade exponencial s6 acontece
se a condicao (F5) for satisfeita, caso contrario, ndo temos decaimento exponencial. Aqui
consideramos um tipo de acoplamento dado pela histéria. Consideramos o seguinte sistema
linear elastico-poroso com histéria dado pelas equagoes:

Puy = gy + by + f(0) gy + h(0) oy + [ f(8)tge(t — s)ds
+ fooo h/(s>gpz(t - S)ds,

Jou = 0puw — buy — Ep — h(0)uy — k(0)p — [7° N (s)uq(t — s)ds
— 5T K (s)p(t — s)ds,

em [0, 7], t,s € RT, sujeito as condigoes de fronteira (4.2) e condigoes iniciais (4.3). Consid-
eramos as hipdteses (F'1) — (F'4) sobre f e as seguintes hipdteses sobre k:

(4.106)
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(K1) k(s) € C?(0,+00) N C[0, +00), k' € L*(0,+00);
(K2) k(s) >0, K'(s) <0, k"(s) > 0 sobre (0, +00);
(K3) k(+00) = 0;

(K4) k"(s) + d3k'(s) > 0 sobre (0,400) para alguma constante d3 > 0, e existe constantes
positivas sz, k3 tais que k”(s) < k3|k'(s)| para s > s3.

A condigao (K3) implica que

/OO K'(s)ds = —k(0) < 0.

Aqui a condic¢ao (Fjs) sera fundamental para a obtengao dos resultados. Mostraremos que
(F5) é uma condicao necesséria e suficiente para se obter estabilidade exponencial para a
solugao do sistema (4.106).

4.5.1 Formulacao do Problema

Aqui consideramos as seguintes notacoes:
n'(,8) =ul,t)—u(,t—s) e W(,s)=p(,t)—p(,t—s), em [0,7], (t,s) € Rt xR,
que formalmente satisfaz a equacao linear
m=1u—1ns, € =@ —1hs, em [0,7], (t,5) € RT x R*.
Considere as condigoes de fronteira

n'(.,0) = ¢*(.,0) =0, em [0,7], t >0
e 77t(0’ S) = nt(w, 5) = 1/12(0, 3) = w;(ﬂ'7 S) =0, (t, S) c Rt xRt (4.107)

e condigoes iniciais
no(., s):=no(.,8) =ug —u(.,,—s) e @/JO(., s) :=1o(.,8) = po— (., —$), (4.108)

em [0,7], s € RT. O sistema (4.106) é reescrito da forma

PUyy =  MPUgy + b(p:c fo f/ nwx f() h/ dS
o . / / t
Jou = 0 —bug — o+ [ M (s)(s)ds + [ k ¢ (s)ds (4.109)
m = Ug —1Ts,
Yy = o — s,

Consideremos os espagos V := L% (R, H}(0,7)) e X := L%, (R*, L?(0, 7)) equipado com as
normas

I Hv—// za(s)Pdsdz e ||w||§(:/0/0 (5)||w(s) [2dsda.
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Neste caso a energia associada ao sistema (4.109) é dada por
E _ 1 " 2 2 J 2 (5 2 2 2bR — > / 2d
(t) = pluel” + plua|” + Tlol” + 6fwe|” + El@l” + 20Re(ua®) + [ |f'(s)l[na]"ds
0 0

2
w2 [ " H(s)| Re(na)ds + / "W (5) s Y

Segue que

d 1 m oo
—E(t) = —3 /O /0 |7 (5) el 4+ 20" () + () [ s

Para garantir que a energia do sistema seja dissipativa, precisamos assumir que a seguinte
forma

L= f"(s)[na|* + 21" (s)ns0 + K" (s) 0],
seja positiva definida. Com isto, devemos ter

1> e(f()nal? + K (s)[0P). (4.110)

onde € > 0. A solucao do problema (4.109) pode ser gerado por meio de um semigrupo de
contragoes. De fato, este semigrupo é definido no espaco de Hilbert

H = Hy(0,m) x L*(0,7) x H}(0,7) x L2(0,7) x V x X.

Denotando por v = u; e ¢ = ¢, escrevemos o sistema (4.109) na forma:

d

%U(t) = AU(t)v U(O) = UO = (UOauhSOOa SolanOa@Z)O)T € D(A>’ (4111)
onde U = (u,v,p,6,1m,¢%)" e A: D(A) C H — H é dado por

0 I 0 0 0 0

%DQ 0 %D 0 —% I° f(s)D?(., s)ds —%fooo R (s)D(.,s)ds

A= 0 0 0 1 0 0

—tD 0 L(6D*—¢I) 0 L [N(s)D(.,s)ds 4% [JTK(s)I(.,s)ds |
0 I 0 0 ~,(.) 0
0 0 0 I 0 ~9,(.)

(4.112)

com dominio

ve HYN0,m), pu-+ fooo f'(s)n(.,s)ds € H*(0,m) N HY(0, m);
D(A) = U €eH; ¢ H(0,7m), e H*0,m)NHI0,7);
Do=D¢p=0, v=0,m n,eV, vseW, n(0)=1(0)=0.

Definamos o produto interno em H pondo
(U, U )n = / [m@* + U+ TG + 6.y + E0PT + b(u P+ Wsip) + / () a7 ds
0 0
w2 [T 4 meds + [ (s) 0 ds] da,
0 0
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onde U* = (u*,v*, ¢*, ¢*,n*,v*)T. A correspondente norma em H ¢é dada por

(e 9]

101 = [ [olol? + slusf? + 6P + Sl + €16l + 2BRe(wp) + [ | (o)lnfdsda
0 0

=7 " W) | Re(n)ds + | W] as

Teorema 4.5.1 O sistema (4.9) define um semigrupo Cy de contragoes (lineares) S(t) = et

sobre o espaco de Hilbert H.

Prova. A prova segue do Teorema de Lumer-Phillips. De fato, para U € D(A), temos
Re(AU,UY) = Re{ / / |70l + () (1as + 07, + / / K ()0, bdsda |
H 0 Jo 0o Jo
1 ™ o
—=5 | ][Ok o + 1@ o dsd

Usando (4.110), segue que

Re<AU, U>H < —%(f”(s)lnxP +E'(s)[v]?) <0,

onde € > 0. Logo A é dissipativo. Prosseguindo como na prova do Teorema 4.3.1, segue que
0 € o(A). Dai segue o resultado. |

4.5.2 Decaimento Exponencial

Novamente aqui, a condigao (Fs) é necesséaria e suficiente para que se tenha decaimento
exponencial. De fato, prosseguindo como na seccao 4.2.2, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.5.2 Seja (u,p,n,v) a solugio do problema determinado pelo sistema (4.109)
com condigoes de fronteira (4.2) e (4.107) e condigoes iniciais (4.3) e (4.108). Suponha que
as hipdteses (F'1) — (F5) sobre f e (K1) — (K4) sobre k sao vdlidas. Entao o semigrupo
gerado pelo operador A dado em (4.112) decai exponencialmente.

4.5.3 Nao Decaimento Exponencial

Mostraremos agora que a condi¢ao (F5) é também necessiria para se ter a estabilidade
exponencial. Antes veremos o seguinte resultado:

Lema 4.5.3 Considere as hipdteses (K1) — (Ky) sobre k. Suponhamos que
lir% Vsk'(s) = 0.
Entao existe C' > 0 tal que
‘)\ / K(s)e™ds| < €,
0

para todo A € R.
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Prova. Andloga a prova do Lema 4.2.9 |

Teorema 4.5.4 Seja (u,p,n,1) a solugio do problema determinado pelo sistema (4.109)
com condigoes de fronteira (4.2) e (4.107) e condigoes iniciais (4.3) e (4.108). Suponha que
as hipoteses (F'1) — (F'4) sobre f e (K1) — (K4) sobre k sao vdlidas e que (F5) ndo € vdlida.
Entao o semigrupo gerado pelo operador A dado em (4.112) nao decai exponencialmente.

Prova. Basta mostrar que existe sequéncias (), ), C iR com lim |\, | = o0 e (U,), C D(A)
tal que (A, I — A)U, = F, é limitada em H e
|/\li|m |Uu|l#¢ = 00, quando v — oo.
. 1 1
Consideremos F' = F,, com F = (0, f5,0, f4,0,0) onde fo = —sen(vz) e fy = jCOS(l/I).
p

Segue que F, é limitada em H e a solugao U, = U = (u,v, ¢, ¢,n,¢)" para o problema

(M — A)U = F deve satisfazer

Au = v,

PNV — fits — bipu + / F(5)mal )ds + / W(s)ba(s)ds = pfa,
0 0

Ap = ¢,

JAcb—ésoxﬁbum+£so—/ooh’(s)nx(-7s)ds—/wk’(s)@b(-,s)ds = Jfu,
0 0
am—v+n = 0,
A=+, = 0.

Determinando v, ¢ obtemos um sistema em funcao de u, ¢, da forma
PAN2U — (Wgy — Doy +/ ' (8)nee(., s)ds + / B (s).(.,8)ds = pfo,
0 0

IN' 0 = 0pyy + bug + Ep — /OO R (s)n.(.,s)ds — /OO K (s)y(.,s)ds = Jfu,
’ ’ A —Au+n, = 0,
M) —Adp+1Y, = 0.
Devido as condicoes de fronteira, devemos tomar solucoes do tipo
u = Aysen (vz), p = B, cos(vx), n(x,s) = p(s)sen (vz) e (x,s) = q(s) cos(vx), (4.113)
para A, B, € Cep € Hy(R") e g € Hy(R*) com p(0) = ¢(0) = 0. Substituindo (4.113) no
sistema acima, segue que

(pX2 4+ ) A, + B, — V2 [ f'(s)p(s)ds — v [~ W (s)q(s)ds
bwA, + (JN* + 62 + &) B, —v [T 1 (s)p(s)ds — [ K (s)q(s)ds =
Mp(s) + 7' (5) = AA,
Aq(s)+d'(s) = AB, =

’ (4.114)

I
R
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Resolvendo as equagoes diferenciais (ordindrias) (4.114)3 e (4.114),, lembrando que p(0) =
q(0) = 0, obtemos

p(s)=A, —A,e™ e q(s)=DB,— Be .

Segue que
—v /OOO f'(s)p(s)ds = A2 f(0) + A2 f,, (4.115)
V/Oo 1'(s)q(s)ds = B,vh(0) + B,vh,, (4.116)
0
—v /000 B (s)p(s)ds = A,vh(0) + A,vh,, (4.117)
/oo K'(s)q(s)ds = B,k(0) + B,k,, (4.118)
0
onde

—/ f(s)e™¢ds, h,,—/ R(s)e™ds e k,,—/ K (s)e *ds.
0 0 0

Substituindo (4.115)-(4.118) em (4.114); e (4.114),, respectivamente, obtemos o seguinte
sistema:

(,0)\2 i+ F0)? 4 12 f,,)A,, b+ h(0)+h)B, = 1,
v(b+ h(0) + o)A, + <J)\2 + 602 + € + k(0) + kV>BV — 1

Escolhemos A := )\, tal que JA? + 0v2 + £ + k(0) + k, = 0. Isto é,

2
)\:i\/(SV +§+Jk:(0)+ku =

o P . :
Notemos que |\, | ~ FV > quando v — oo. Além disso, o sistema acima torna-se

2 2 2 2 =
{ (P2 + u? + FOW* + V2 f,) A, + vy B, = 1, (4.119)

I/bhAV = 1,

onde by, = b+ h(0) + h,. De (4.119),, obtemos

91



Lembrando que
o(z) = A\, B, cos(vx),

segue que
(N A pA FON S
P(x) = <Vbh - 202 - B - b - w2 >cos(yx).

Notemos que

vb, 22 B2 b2 b

T 3 2
/ |§b|2dl‘ — g‘ )‘V o P)\,/ /L)\,, f(o))‘u . fu)\u

_ 2 1 p)\2
< — e ids| = 4.12
= 2ybh b2/ fs)eds +2b4< ~10)% (4.120
limitado quando V—00
Lembrando a definicao de \,, segue que
PN pd p ps
L —n=(0) = B ==y + 25 (4 kO 48, ) = B == £(0), quando v — oc.

J
Logo, se % — p— f(0) # 0 e usando o Lema 4.3.3, segue de (4.120) que

/ |¢|°dx — 00, quando v — oco.
0

Portanto,
|/\li|m HU,,||${> hm / |p|*dx = oo

Assim a prova esta completa. |

4.6 Comentarios

Para este capitulo acrescentamos os seguintes comentarios:

1. A falta de estabilidade exponencial e a falta de analiticidade determinadas neste
capitulo também sao obtidas para as seguintes condig¢oes de fronteira:
Du,=p=n =¢'=0, x=0,m;
ii)u:wz:ntzwizo, r=0¢ u=p=n.=¢Y'=0, z=n
iu,=p=n=9"'=0,2=0¢e u=p,=n"=¢YL =0, v =m.

2. No caso f,k# 0e h=g =0, o resultado é o mesmo da sec¢ao anterior.

3. Se f =0 ou k =0, entao devemos ter h = 0.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho
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