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RESUMO

CONTROLABILIDADE DE SISTEMAS DE CONTROLE
INVARIANTES EM TEMPO UNIFORME.

Este trabalho tem como objetivo principal dar uma demonstracao da contro-
labilidade em tempo uniforme de um sistema de controle invariante ) em
G, satisfazendo a condigao LARC', onde G é um grupo de Lie conexo, com-
pacto e semisimples. Esse resultado é provado primeiramente por Jurdjevic e
Sussmann. Porém a prova que sera dada aqui (tenha como referéncia o tutor
dessa dissertagao) usa outro argumento que provém diretamente da definigdo
de grupo de Lie semisimples.



ABSTRACT

CONTROLABILITY OF INVARIANT CONTROL SYSTEMS
AT UNIFORM TIME

This work mainly aims to demonstrate of the controllability at uniform
time of a invariant system »_ in G, under the LARC condition, where G
is a connected, compact and semisimple Lie group. This result was firtly
proved by Jurdjevic and Sussmann. But the proof is given here with professor
Ayala use another argument coming directly from the semisimple Lie group
definition.
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Introducao

A teoria do controle até o comego dos anos 70 foi estudada considerando-se
apens o espaco de estado R™. A partir dai o problema de controle passou
a ser estudado em grupos de Lie. Em 1972, Brockett em [4] considerou
problemas aplicados a sistemas de controle em grupos de matrizes e seus es-
pagos homogéneos. No mesmo ano Jurdjevic e Sussmann publicaram em [11]
uma generalizacao das idéias de Brocket ao considerar o espago de estado
um grupo de Lie. Eles estableceram as propriedades bésicas dos conjuntos
acessiveis e das Orbitas e resolveram os casos Lie compacto e sistemas homogé-
neos. Em 1981, Kupka e Jurdjevic em [10] estudaram o caso semisimples.
Trabalhando no contexto mais geral de semigrupos, San Martin e Tonelli
em [17] estabeleceram que a controlabilidade de sistemas bilineares pode ser
reduzida a controlabilidade de sistemas invariantes em grupos semisimples.
Victor Ayala resolveu o caso da controlabilidade em grupos de Lie nilpotentes
em [1] (1995). Yu Sachkov, em [15] generalizou as idéias de Ayala no sentido
de espaco de estado para o caso completamente solivel no ano 1996.

Sem querer desmerecer os outros trabalhos nao citados aqui, as referéncias
citadas acima foram essenciais para o desenvolvimento da teoria de controle
em grupos de Lie.

Este trabalho esta dividido em 5 capitulos. No capitulo 1 sera apresentada
a teoria basica dos sistemas de controles lineares em R", considerando-se con-
troles irrestritos e depois controles restritos. O capitulo 2 consiste de alguns
topicos de grupos e algebras de Lie, essenciais para o desenvolvimento desse
trabalho. Serao apresentados os exemplos cléassicos de grupos de Lie lineares
bem como suas respectivas élgebras de Lie. Consta ainda a teoria basica dos
campos vetoriais invariantes a esquerda (& direita) e sua relagdo com o espago
T14G, tangente ao grupo G no elemento identidade. Essa relagao ¢ essencial
na teoria do controle em grupos de Lie. No capitulo seguinte trataremos de
sistemas invariantes em grupos de Lie lineares. Serao apresentadas as pro-
priedades bésicas das orbitas , dos conjuntos acessiveis e as condi¢oes gerais
de controlabilidades . Veremos também como sistemas invariantes em um
grupo de Lie induzem sistemas em uma variedade (R", S", etc), chamadas



de espagos homogéneos. A idéia basica é estudar a controlabilidade no espaco
homogéneo via controlabilidade no grupo de Lie.

No capitulo 4 sera tratada a questao da controlabilidade em grupos de Lie
compactos. Veremos o conceito de saturado de Lie de um sistema invariante
e a partir daf uma condicao necesséria e suficiente para a controlabilidade de
um grupo de Lie conexo e compacto.

No capitulo 5 consideraremos um sistema de controle invariante em um
grupo de Lie linear conexo,compacto e semisimples. Sob essas hipoteses seré
demonstrado o resultado principal desse trabalho: sob a condigao LARC
(controléavel), o sistema é controlavel em tempo uniforme. Esse resultado é
demonstrado por Ayala-Tribuzzy-José em [2], utilizando-se o fato de que uma
algebra de Lie semisimples nao possui ideais de codimensao 1.



Capitulo 1

Sistemas de Controle Lineares

Neste capitulo descrevemos as propriedades da classe mais simples dos sis-
temas de controle, os sistemas de controles lineares. Primeiro consideraremos
sistemas sem restri¢oes no controle. Isto nos conduz essencialmente a proble-
mas de Algebra Linear. Ao impormos restri¢des no controle somos levados a
problemas com postura completamente diferente. Veja, por exemplo,[3], [6],
[7].

Deve ser notado que, em despeito a sua aparente simplicidade, sistemas
de controles lineares, em particular os de alta dimensao, estao presentes na
vasta maioria das aplicagoes da teoria do controle e também conduz a muitos
problemas matematicos interessantes que nao poderao ser discutidos aqui. O
leitor podera [12], [18], [19]

1.1 Controlabilidade sem restricoes no controle

Os sistemas de controles lineares possuem a forma

#(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.1)

com matrizes A € R4 B € R¥>™; as funcoes u : R — R™ sao chamadas

controles e estao em um conjunto U de controles admissiveis. Uma das
questoes que se costuma analizar inicialmente é o comportamento do sistema
considerando-se todos os controles em U.

Naturalmente, podemos considerar A e B também como aplicagoes line-
ares em R? e de R™ para RY, respectivamente. As solugoes ¢(t,to, zo, u) de
(1.1) com condigao inicial x(tg) = xo € R sdo, pela formula da variagao das
constantes, dadas por



¢
o(t, to, zo, u) = ez +/ A Bu(s)ds, teR. (1.2)
to
Segue imediatamente desta formula que, pondo u(ty + -)(s) = u(ty +
s), s € R, temos

t
o(t, to, g, u) = €A(t_t°)-75o+/ eA107%) By (to+s)ds = (t—to, 0, z0, ulto+-)).

to

(1.3)
Se ty = 0, a solugao (ou trajetoria) denotaremos por ¢(t,zo,u),t € R.
Claramente, a integral em (1.2) nao ¢ bem definida para cada fungao u :
R — R™. Aparentemente, isto é suficiente para requerer que elas sejam
localmente integraveis, isto ¢, integrabilidade de Lebesgue em cada intervalo
limitado. Entao também o produto com as funcoes s — e*(=*) B é localmente
integravel. As vezes requeriremos mais regularidade, assim o conjunto U de
controles admissivel pode, por exemplo, ser um dos seguintes espacos de

funcgoes:

a) L1 0(R,R™) = {u:R — R™, localmente integravel}
b) Loo(R,R™) = {u:R — R™ essencialmente limitado},
c) Cpe(R,R™) = {u:R — R™, constante por partes}

Por todo este capitulo, nos consideraremos U = C,.(R, R™). Observe que
as solugoes do sistema (1.1) para u em qualquer dos espagos dados em a) ou
b) diferem das solugbes em c¢) apenas pelo fecho (topolégico).

Uma questao basica dos sistemas de controle é a controlabilidade: dados
dois pontos z,,z; € R? existe um controle admissivel v € U e um tempo
T > 0 com ¢(T,xg,u) = 17 Entao, caso exista, dizemos que z; é alcan¢ado
desde xq ou que xy pode ser conduzido para x;.

tratada na forma mais geral. Definimos o conjunto dos pontos alcancados
a partir de xy no tempo T' > 0 como

OF (z9) = {1 € RY; existe u € U com z1 = (T, 20, u)},

e o conjunto dos pontos que podem ser conduzidos no tempo 7' > 0 para x;
como

Or(z1) = {zo € R"; existe u € U com x1 = p(T, zp,u)}.

4



Consideraremos, as vezes, a notagao

R(T) = 05(0) e R = | JR(T); C(T) =0z (0) e C = | C(T).

T>0 T>0

Sao de interesse especial os sistemas onde cada ponto pode ser alcancado
a partir de um ponto inicial dado. Veja o seguinte lema.

Lema 1.1.1. Sejam S > T > 0. Entao (i) R(T) C R(S); (i))R(S) = R(T)
= (R(T) = R(t) para todo t > S) (iii) R(T) e R sdo subespagos de R.

Demonstracao. (i) Para y € R(T) existe u € U com y = ¢(T,0,u). Defina
v € U por

(1) = 0 para te[0,S—1T)
v = u(t—S+T) para te[S—T,5]

Entao y = ¢(5,0,v) € R(S) (espera na origem o tempo necessdario).
iii) Sejam y1,y2 € R(T'). Entao existem controles uy,us € U com

T
yi = o(T,0,u;) = / €A(T_S)Bui(5)ds para = 1,2
0

e dai, pela linearidade em u,

T
4y = / AT Bluy (s) + us(s)]ds = (t,0,ur + us).
0

Novamente pela linearidade, temos para A € R que Ay; = ¢(T,y1, \u) €
R(T). Dai R(T) é um subespago. Para A € R,y;,y2 € R, a afirmagao (i)
mostra que podemos assumir y;, yo € R(T') para algum T > 0, dai \y; +y» €
R(T) C R.
(ii) Seja R(S) = R(T). Para x € R(2S — T') existe u € U com
25-T
r=p2S-T,0,u) = / eA25=T=%) By (s)ds.
0

Uma vez que ¢(S5,0,u) € R(S) = R(T') existe v € U com

T
©(S,0,u) = o(T,0,v) = / A7) By(s)ds.
0

(exceto o tempo S —T'). Defina w € U por



B v(t) ara te[0,7T)
w(t) = { u(t —T + S) gara te[T,S].

Pela invariancia do tempo obtem-se

T s
o(S,0,w) = / eA(SS)Bw(s)ds—l—/ 579 Bu(s)ds
0 T

T S
6A(ST)/ A=) By(s )ds+/ A=) Bu(s — T 4 S)ds
0

T

S 25-T
_ eA(ST)/ eA(SS)Bu(S)dS—l—/ eA(QS*T*S)Bu(S)dS
0 S

25-T

T
= / eA25=T=9) By (s )d8+/ AT By (s)ds
0 s

= p2S-T,0,u)=x

aqui nés usamos ¢(S,0,u) = ¢(T,0,v) e a transformacio s = s — T + S.
Dai z € R(S) e R(2S — T) = R(S). Usando o proccedimento de indugao
mostramos que R(nS — T') = R(S) para todo n € N. Agora dado t > T,
existe ng € N tal que ngS —T <t < (ng+1)S — T Pelo item i) resulta que

R(ngS —T <t)CR(t) CR(ny+1)S—T), VneN.
Como R(nS —T) =R(S), Vn €N, segue que
R(t)=R(nS—-T)=R(S)=R(T), vt>T.1
Uma consequéncia é o seguinte teorema

Teorema 1.1.1. R(t) =R, Vt>0.

Demonstragao. Considere € > 0. O item i) do lema 1.1.1 garante que R(t)
¢ subespaco de R, ¥t > 0. Em particular R($%5), 1 = 1,2,...,d, sdo
subespacos de R?. Como € > dc_lfl > > d%:l > 757, O item i) do mesmo

lema nos dé a inclusao de subespacos

€ 2e de
d+1)CR(d+1)C”'CR(d+1

Agora veja que dimR( > 1 e se todos esses subespacos fossem de dimen-

R(

) C R(e).

1)

soes diferentes entao dimR(e) > d + 1 > dimR? = d. Mas isso ¢ uma con-
tradicao. Logo existem ao menos iy, i, com i; < iy tais que R(;fl) = R(29)-
Novamente pelo item i) do lema 1.1.1 temos R(t) = R( “E) para todo
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t > ﬁ. Em particular R(e) = R(t), Vt > €. Sendo € arbitrario segue o

resultado desejado, ou seja,
R(t) =R(s), Vt,s>0.

Além disso, R = O1(0) = R? se e somente se O (1) = R? para algum
(e entdo para todo) xg € R? e t > 0. De fato, suponha que R = R(t) = R? e
considere para g, r; € R? a diferenca v, — (t, 19,0) € R(t). Entao, existe
u € U tal que x1 — ¢(t, x0,0) = (t,0,u),
entao
1 = p(t,20,0) + @(t,0,u) = p(t, zo, u),

e segue entao que O) (zy) = R, Para o inverso, observe que

t
O (w0) = {eMxy + / A Bu(s)ds,u € U} = eMxg + R(t).
0

Resultados anédlogos sao validos para C(t) , C e O, (x9).
Nosso procedimento seguinte caminha para uma caracterizagao dos con-
juntos alcansaveis (atingiveis) em termos do par de matrizes (A, B).

Lema 1.1.2. Sejam V C R* um subespaco e A uma aplicacdo linear em R
Entao o menor subespago linear A—invariante (A|V') contendo V' € dado por

(AlVY =V + AV + ..+ Ay

Demonstragao. : Uma vez que R? ¢ um subespaco linear A-invariante con-
tendo V' e a intersecao de tais subespagos possuem as mesmas propriedades,
existe um menor subespago linear A—invariante contendo V. Agora, a A-
invariancia implica A*V C (A|V) para todo k € N e daf a inclusdao D é con-
firmada. Para a inclusao inversa, basta mostrarmos que V4 AV 4 ...+ A1V
é A-invariante. O polinémino caracteristico y é

xa(z) =det(zl —A) = 2%+ a,_127 4 ..+ a1z +ag
com coeficientes a; € R. O teorema de Cayley-Hamilton implica
xa(A) = Al 4 g AT A+ agl =0,

e daf
Ad = —CLd_lAd_l — ... CL1A — CLQI.



Isto mostra a A-invariancia de V 4+ AV + ... + A%l H

Defina para t > 0 a matriz em R?*? por

t
W, ::/ eATBBT A T dr
0

(aqui T denota transposigao). Esta matriz (e a correspondente aplicacio
linear) é simétrica positiva semi-definida, visto que para z € R?

t t
T T
"Wy :/ 2T e " BBT e Tadr :/ |BT et T2 |2dr,
0 0

aqui |.| denota a norma Euclideana.

Lema 1.1.3. Para todo t > 0 tem-se (A|ImB) =ImW,.

Demonstracao. E suficiente mostrar para o correspondente complemento or-
togonal que (A|ImB)t = [ImW,]*.
Dado = € (A|ImB)* segue que 27 A*B = 0 para todo k = 0,1, ... e daf

=1
2TeMB = Z HxTAkB = (0 para todo t > 0.
k=0

Assim 2TW,; = 0, ou seja, z € [ImW,]*. Com isso mostramos que (A|[ImB)+ C
[TmW;]+.
Seja agora x € [ImW;] para algum ¢t > 0. Entao

t
0=2a"Wua = / |BT6ATT.’E|2d7' edai 2Te"B =0 paratodo 0 <7 <t, Vt>D0.
0

Em particular, para 7 = 0, 7B = 0. Sucessivas diferenciacdes em 27 e4™B =
0 e avaliando em 7 = 0 nos da
tPAB =0, TA2B=0,....,2TA"'B =0.

Dai, vemos que z ¢ ortogonal & ImB+AImB + ... + A ImB = (A|IlmB).
Assim, (A[ImB)* D ImW;|+. 1
O préximo teorema caracteriza os conjuntos alcangaveis a partir da origem.

Teorema 1.1.2. O sistema (2.1) satisfaz

R =C = Im[BAB...A"'B] = (A|ImB),



Demonstracao. A dltima equacao segue do lema 2. Vamos mostrar somente
que R(t) = (A|ImB). A afirmagao para C segue analogamente.
, Para x € R existe u € U e t > 0 com = = ¢(t,0,u). Para todo 7 € [0, t]

= 1
AT Byt ;k— (t —7)"Bu(r) € (A|lmB).

A pertinéncia mencionada acima justifica-se pelo fato de que (A|ImB) é um
subespago vetorial de dimensdo finita e portanto fechado. Dai ( usando a
defini¢do de integral de Riemann)

t
xr = / AT Bu(r)dr € (A|ImB),
0

Para a inclusdo oposta, dado x € (A|ImB) o Lema 3 mostra que existe z € R?
com

=Wz = /t eATBBTeA T 2dr.
0
Para um controle u € U com u(r) = BTeA 7z para 1 € [0, 1] segue que
o(t,0,u) = /t A" Bu(r)dr = /t ATBBTeA Tdrz =z, daiz € R(t).M
0 0
A seguinte consequéncia imediata caracteriza controlabilidade completa di-

retamente em termos do par de matrizes (A, B).

Teorema 1.1.3. Para o sistema (2.1) o conjunto R dos pontos alcangdveis(atingiveis)
desde a origem satisfaz R = R" se e somente se a matriz [B AB...A% 1 B]

-

possui posto d. Entao o sistema (e também o par de matrizes (A,B)) é
chamado completamente controldvel.

Exemplo 1. O problema da lineariza¢ao do péndulo (k > 0) é descrito por
G(t) — kp(t) — o(t) = u(t), u(t) €R.

Fazendo x1 = ¢, x5 = ¢, obtemos o seguinte sistema de controle linear
Lfl . 01 T 0
()= e)(m)+ (1)
A matriz de acessibilidade do sistema é

[BAB]:(? }C)

a qual possui posto 2. Pelo teorema 1.1.3 o sistema é completamente con-
trolavel.



1.2 Sistemas Lineares com Controles Limitados

Consideraremos sistemas de controles lineares com restri¢coes nos controles
da seguinte forma:

i=Ar+But)r €R, ueU ={u:R — Uu € L (R,R™)}, (1.4)

onde U C R™ é convexo e compacto com 0 € intU e A e B como em
(1.1). Usaremos a mesma notac¢ao para conjuntos conjuntos alcansaveis,
etc como na se¢ao anterior. Por toda essa segdo assumiremos que (A, B) é

controlavel, isto é, é satisfeita a condicao de Kalman, ou seja, o posto da
matriz [B AB...A%"'B] ¢ d.

Exemplo 2. (O problema de deter o trém na estagao em tempo
minimo) Considere um trém movendo-se em uma linha reta com velocidade
Yo no momento em que estd a uma distancia zy de uma dada estagao. Sejam
x(t) a distancia a estagao no instante ¢ , y(t) sua velocidade e u(t) o controle
determinado pela aceleragao, |u(t)| < 1. O principio do maximo de Pontriagin
(veja [18])determina que o controle 6timo é do tipo constante por partes, com
valores na fronteira e ocorre com nao mais de uma troca. Entao devemos
considerar somente u = 1 e u = —1. A equacao de Newton F' = m.a
(considerando m=1) nos da a familia © = y e y = u de equagoes diferencias
que definem o sistema linear

()= (83)(3)+ (1) vera

01
10
garante que o sistema é completamente controldvel. Porém, como a ma-
triz A tem todos os seus autovalores com parte real zero, entao o sitema é
completamente controlavel (veja [6], pp.62). Pode-se observar também que
cada estado de R? pode ser conduzido & origem apenas com parabolas. Veja

na figura (1.1), a solu¢ao qualitativa do problema, ou seja, como conduzir
o ponto (zg,yo) & origem no tempo minimo através dos controles u = 1 e

Note que [B AB] = possui posto 2. A condi¢ao de Kalman nao

u = —1. Projetando-se ortogonalmente o ponto P no eixo x obtem-se o
ponto M; deve-se acelerar o méximo (u = 1) até o ponto M e depois usar o
freio (u = —1) até a sua parada que é a origem.
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y = vel.

VZo M ' ' T = esp.

Figura 1.1: Descri¢ao geométrica do problema do trém.

Definicao 1.2.1. Um subconjunto ndao vazio D do espaco de estado R é um
conjunto de controle se:

i) para todo x € D eziste u € U com ¢(t,x,u) € D para todo t > 0;

i) para todo x € D, tem-se D C Ot (x);

iii) D € maximal com estas propriedades.

A condicdo de maximalidade significa que cada D" D D satisfazendo as
propriedades i) e ii) coincide com D. A propriedade i) é também chamada
de invariancia controlada ou viabilidade.

Discutiremos agora uma propriedade importante dos conjuntos alcan-
séveis.

Definigao 1.2.2. O sitema (1.4) € localmente acessivel em x € R?, se para
todo T'> 0 :

int 0L (x) e int Oy (x) # @

A seguinte proposicao mostra que a acessibilidade local é determinada
pelas matrizes A e B.

Proposigao 1.2.1. O sistema (1.4) possui intOF (x) # @ para algum T > 0
e algum z € R? (e entio para todo) < o critério de Kalman € satisfeito <
ocorre a acessibilidade local.

Demonstracao. Suponha que o critério de Kalman é satisfeito. Considere
para T' > 0 a aplicagao continua linear entre espacos de Banach

L: Loo([0,T],R™) — R : u > (T, 0, u).
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A linearidade é clara e a continuidade (isto é, a limitacao) segue de

T T
lo(T, 0, u)| :|/ A=) Bu(s)ds ]S/ 12T Bu(s)|ds < sup |e?||B|T|u|s.
0 0 t€[0,1]

Como a condigao de Kalman é satisfeita, pelo Teorema (1.1.2) essa aplicac¢ao
é sobrejetiva. Entao L é uma aplicacao linear limitada, sobrejetiva entre
espagos de Banach e pelo teorema da aplicacao aberta leva conjuntos abertos
em conjuntos abertos. Como intU # 0, pois 0 € intU, o conjunto Uy 7] =
{u € Lo([0,T],R™),u(t) € U para quase todo ¢ € [0,T]} possui interior
nao vazio( por ser imagem inversa de uma vizinhanga aberta de zero pela
aplicacao L). Pela linearidade

Of(z) = {yeR" y=(T,z,u) para algum u € U}
= {yeR" y=¢(T, z,0)+ ¢(T,0,u) para algum u € U}
= (T, 2,0) + {L(u),u € U}.

Isto mostra que OF (z) ¢ uma translagao do conjunto {L(u),u € U} o qual
possui interior nao vazio por ser imagem do conjunto com interior nao vazio
U pela aplicagdo aberta L. Assim O (z) possui interior nao vazio; com
argumento analogo mostra-se que O (z) possui interior ndo vazio. Recipro-
camente, se ocorre a acessibilidade local entao, em particular, o conjunto dos
pontos alcansaveis a partir da origem (’);(O) possui interior nao vazio. Dai
resulta a condi¢io de Kalman, uma vez que de outro modo OZ,(0) estaria
contido em um subespaco propio. -

O proximo teorema caracteriza conjuntos de controle para um sistema de
controle linear com controles limitados. Damos apenas uma idéia da prova,
para mais detalhes veja referéncia [6].

Teorema 1.2.1. Para o sistema (1.4) seja U C R™ convezo e compacto
com 0 €int U, e (A, B) controlavel, isto é, a condi¢ao do posto de Kalman,
[B,AB, ..., A" B] = d ¢é satisfeita. Entdo existe um tinico conjunto controle
D com interior nao vazio; contendo a origem em seu interior e D =cl O1(0)N

o0~ (0).

Demonstracao. A controlabilidade garante que no tempo 7" = 1 as érbitas
positiva e negativa do sistema com restricoes no controle coincidem com R¢.
Dai, usando o fato de que 0 € intU, e o teorema da aplicagao aberta na
funcao

Loo([0,1],R™) — R : u +— (1,0, u)
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resulta que 0 € intO; NintO;. Dai a origem esta contida no interior de
um conjunto controle. Para provar a unicidade, considere D um conjunto
controle com interior nao vazio. Entao, pela controlabilidade exata no interior
de um conjunto controle encontra-se um ponto x € intD, um nimero p > 1,
tempos Ty > T7 > 0, e um controle To—periodico u € U com (T, z,u) = px
e o(Ty, x,u) = z. A linearidade implica que para todo « € [0, 1]

o(T, ax, au) = apz e (T, ax, au) = az.

Assim, todos os pontos ax, o € (0, 1), estao no conjunto controle D. Pelo fato
de que a origem esté no interior de um conjunto controle, segue a unicidade.

Exemplo 3. Considere o sitema bi-dimensional (veja [6])

(5)=(5 %) ()= (1) wwev-tcnn

Pode-se ver que existe um tnico conjunto de controle D com interior nao-
vazio (veja a figura 1.2) e este conjunto é dado por D = (—1,1) x —1,1].

y '] |
\ | | 1
. II
e g 4= _
1.0 pSE—— 21 1_ —
< - |/ L s
e A 7 | \
! / ! '
1 r'ﬂ l/f i ’ .
I e S -
-1.0 = 7 — =
! [T = o
| | i e
| | A [ -
-1.0 1.0 X

Figura 1.2: Retrato de fase parau=1eu= —1

Observe que quaisquer dois pontos em D = (—1,1) x [—1.1] podem ser
conectados usando concatenagoes de trajetorias do sistema, se necesséario. Se
um ponto y nao estd em D entao existem pontos de D que nao podem ser
conectados a y.

Para encerrar este capitulo faremos alguns comentarios que relacionam
este capitulo com o capitulo 5. Tais comentérios se referem ao que chamamos
de controlabilidade em tempo uniforme.

13



Definicao 1.2.3. A dlgebra de Lie gerada por um sistema de controle linear
> = (R",D) com D = {X" = Az(t) + Bu(t)}, € definida como a menor
dlgebra de Lie (veja [3]) que contém a familia de campos de vetores {Azx +
Bu;u e U}.

Denotaremos essa dlgebra por Span, 4(D)(z). Aqui Spang (D) consid-
era o espaco vetorial gerado pelos campos de vetores X* com u € U, e todos
os possiveis colchetes de Lie (veja [3]).

Vamos ver a seguir que Spang 4(D)(0) = (A|B).

Sejam by, ..., by, as colunas da matriz B. Se x € R”, entao Span, 4(D)(x)
inclue os vetores

Az £ b;, £Ab;, A(b; £ b;) e A¥bjpara i,j=1,...,m e k€ N.

De fato, para cada j = 1, ..., m, considere o controle u; como sendo o j—ésimo
vetor canonico de R™. Entao, Bu; = b; e entao,

Ax £ Bu; = Az £ b; € Spang 4(D)(z)
[Az,b;] = Ab; e [b;, Az] = —Ab; = £ Ab; € Spang 4.(D)(x)
[Az £ b;, Ax £ b;] = £A(b; £ b;) € Spang 4(D)(x)
[Ax £ b;, Abj] = A®b; € Span, a(D)(z),
e assim sucessivamente. O teorema de cayley-Hamilton afirma que nao é
necessario continuar indefinidamente o célculo dos colchetes de Lie. Mais

precisamente, este resultado afirma que o processo termina no passo n — 1.
Como consequéncia,

Span, 4 (D(x)) = Span{Az +bj;, Ab;, A%b;, ..., A" blj =1,...,m} e
Span, 4(D(0)) = Span{b;, Ab;, A*bj, ..., A" 'b;|i =1,...,m}
= Spancy(B AB..A"'B).

E claro que Bu; = b; € (A|B) e A*b; € (A|B) paratodoj=1,...mek =
1,...,n — 1. Isto implica em particular que Span, 4.(D(0)) C (A|B). Como a
outra inclus@o também ¢é verdadeira, segue que (A|B) = Span, 4. (D(0)).

Um sistema de controle numa variedade M cumpre a condi¢ao LARC' se
a algebra de Lie gerada pelos campos do sistema avaliada num ponto z € M
é igual ao espago T, M, Vr € M. Assim a condicao LARC num sistema de
controle linear em R" é dada por

Span, 4.(D(x)) =T,R" =R", Vo € R".
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Porém, pelo que vimos acima isto ¢ equivalente a (BAB...A%"'B) = R,
quando temos controles irrestritos, que é a condicao de Kalman . Pelos
teoremas 1.1.1 e 1.1.2 a condigdo LARC é equivalente a ter controlabilidade
em tempo uniforme ¢ para todo ¢ > 0. Como veremos no capitulo 5, em geral
isto nao acontece nos sistemas invariantes em grupos de Lie. Especificamente,
quando o grupo de Lie G é compacto semisimples temos controlabilidade
uniforme.
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Capitulo 2

Topicos de Grupos e Algebras de
Lie

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados relativos a variedades difer-
enciaveis e teoria de grupos e algebras de Lie, indispensaveis para a com-
preeensao deste trabalho. Veja [12], [16], [22].

2.1 Generalidades sobre variedades diferenciaveis

Suponha que R™ est4 munido com a topologia induzida pela métrica FEu-
clideana e seja M um espaco topologico. Se para cada ponto p € M existir
uma vizinhanga aberta U, que é homeomorfa a um aberto V' de R™ (n fixo,
para todos os pontos p € M), diz-se que M é localmente Euclideano de
dimensao n.

Definicao 2.1.1. Uma variedade topoldgica de dimensao n € um espacgo
topologico M com as sequintes propriedades:

(i) M é de Hausdorff, isto €, dados x # y € M existem abertosU > x, V >y
tais que UNV = .

(i) M tem uma base contdvel (finita, ou enumerdvel) de conjuntos abertos ;
(131) M € localmente Euclideano de dimensao n.

Dada uma variedade topolégica M de dimensao n, sabemos que para cada
p € M, existe um aberto U contendo p e um homeomorfismo ¢ de U num
aberto V' de R", dado por

p: UCM — VCcR"
p > @(p) = (z1(p), .-, Tu(p))
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Ao par (U, ¢) chamamos de sistemas de coordenadas locais em p ou carta
aberta em p. Aos nameros z;(p) chamamos coordenadas de p € M relativa-
mente ao par (U, ¢), e as fungdes x; : U — R fungoes coordenadas.

As propriedades (i) e (ii) da definigdo anterior sdo ainda verificadas por
qualquer subespaco topoldgico de uma variedade topoldgica M. Desta forma,
sendo N um subconjunto de M, podemos considerar em N a topologia rela-
tiva (‘os subconjuntos abertos de N s@o da forma UNN, onde U é um aberto
de M) e para provar que este subespago topologico é ainda uma variedade
topologica, basta mostrar que é localmente euclideano.

Uma familia de cartas abertas A = {(Ua, ¥a)aca, onde A representa um
conjunto de indices, de uma variedade topologica M diz-se uma estrutura
diferencidvel para M ( ou atlas C* para M) se satisfizer:

(i) para cada p € M existe uma carta aberta (U,, ¢,) € A com p € U,,
isto &, M = J,cp Ua;

(ii) quaisquer duas cartas abertas (U,, pa) € (Us, p3) de A sdo C*-compativeis,
isto é, ou U, N Ug = 0 ou as aplicagoes

D © gogl cg(Ua NUg) CR™ = ¢, (U, NUsz) CR"

g 0 gp(;l t0a(Us NUZ) CR™ — (U, NUz) CR"

sao C*. Veja a figura abaixo.

Figura 2.1:

Uma extrutura diferenciavel A = {(Ua, ¥a)aca em M diz-se completa se
nao esta contida em nenhuma estrutura diferenciavel. Em outras palavras, se
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dadas (U, ¢) uma carta qualquer e (Uy, ¢q) € A = {(Ua; Pa)aca OcCOIrer que
as aplicagoes @ o p 1 e p, 0 o1 sdo C™, entao (U, ¢) € A= {(Uy, Pa)ac-

Definicao 2.1.2. Uma variedade diferencidvel com dimensao n € uma var-
tedade topoldgica de dimensao n munida de uma estrutura diferencidvel com-
pleta.

Uma variedade topoldgica na condicao da definicao anterior, também
pode ser designada por C*.

A exigéncia, na definicao acima, de que a extrutura diferenciavel seja
completa, nao é relevante devido ao resultado seguinte, cuja demonstracao
pode ser encontrada em [6]:

Teorema 2.1.1. Cada estrutura diferencidvel {(Vy, pa)} definida numa var-
iedade topologica, estd contida numa unica estrutura diferencidvel completa.

Devido ao teorema acima e ao lema de Zorn, basta construir uma estru-
tura diferencidvel numa variedade topolégica para concluir que esta é uma
variedade diferencidvel. A seguir sao dados alguns exemplos de variedades
diferenciaveis .

Exemplo 4. R" é uma variedade diferenciavel de dimensao n, visto tratar-se
de uma variedade topolégica de dimensao n, onde podemos considerar uma
estrutura diferenciavel constituida por uma tnica carta aberta (R", I;). Em
geral, qualquer, qualquer subconjunto aberto U C R™ é uma variedade C*>
de dimensao n, ja que (U, I, |y) ¢ uma sua estrutura diferenciavel.

Exemplo 5. Todo espago vetorial real E de dimensao n é uma variedade C*
de dimensao n. Na verdade, sendo {e;;¢ = 1,...,n} uma base de E, podemos
munir F da topologia induzida pela métrica Euclideana, da seguinte forma:

Vo = Zmiei e FeVy= Zyiei €E, dz,y) =
i=1 i=1

Desta forma, E é um espago topologico, de Hausdorff, com uma base contével
de conjuntos abertos, e a aplicacao

p: UCE — VCR"
p=>.pic; — (P1,..sDn)

de um aberto U de F contendo p num aberto V' de R™ é um homeomorfismo,
donde E é uma variedade topologica e (E, ) vai ser uma sua estrutura
diferenciavel.
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Exemplo 6. Se M é uma variedade C* de dimensao n e N um subconjunto
aberto de M, entao N é uma variedade C* de dimensao n. Considerando em
N a topologia relativa (a topologia relativa esta contida na topologia origi-
nal), N é uma variedade topologica de dimensao n e através de M podemos
definir uma estrutura diferenciavel em N. Se {(Ua, ©0)}aca € uma estrutura
C>® de M, entdo {(Vu,¥a)}acar com V, = U, NN e ¢, = gpa‘ = ¢ uma

estrutura C*°. )
Exemplo 7. A esfera unitaria S" = {z € R""! : |z| = 1} é uma variedade
diferenciavel de dimensao n. Claramente é de Hausdorff e tem uma base
contavel por ser subespaco de R™. Para mostrar que é localmente Euclideano,
considere para cada ¢ = 1,...,n + 1, os subconjuntos de S”

Ur ={(z1,...,2"") € " : z; > 0}

7

Ui_ = {(.1'1, ...,[En+l) es": T < 0}

Para cada i defina a aplicacio ¢ : UF — R”™ por @i(x1, ..., Tns1) =
(21, ..., Ty, .., Tny1), onde o chapéu sobre x; indica que z; foi omitido. Cada @i
¢ uma aplicagao continua, por ser restricao a S™ de uma aplicagao linear em
R™*! Esta ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem, a bola unitaria B C R”,
visto que possui uma inversa continua dada por

(90;1)(111, ey Up) = (U, ey Uiy, /1 — \uP,ui, cnu’).

Uma vez que cada ponto em S™ estd no dominio de uma dessas 2n + 2
cartas, S™ ¢ um dominio Euclideano de dimensao n, e portanto uma variedade
topologica de dimensao n.

Exemplo 8. (Superficie regular de dimensdo k.) Um subconjunto M* C R"
¢ uma superficie regular de dimensao k se para cada p € M* existe uma
vizinhanca V de p em R" e uma aplicacao = : U C R* — M* NV de um
aberto U C R¥ sobre M* NV tais que :

a) x € um homeomorfismo diferenciavel,

b) (dz), : RF — R™ é injetiva para todo ¢ € U.

Nestas condicoes M* é uma variedade diferenciével de dimensao k. Para
mais detalhes o leitor podera consultar [5].

Exemplo 9. O espago projetivo real P"(R) é o conjunto de todas as retas
de R™! que passam pela origem 0 = (0, ...,0) € R""™ isto ¢, o conjunto das
diregoes de R™™!. Veja [5].

19



2.2 Grupos de Lie

Definicao 2.2.1. Um grupo de Lie de dimensao n é uma variedade difer-
encidvel C*°, de dimensao n, que tem uma estrutura de grupo consistente
com a estrutura de variedade, no sentido de que as operagées (r,y) — xy e
r— 2t em G, sao diferencidveis.

Observagao 2.2.1. Demonstra-se que cada grupo de Lie G possui uma es-
trutura de variedade analitica (veja [22]).

Exemplo 10. Um exemplo simples de grupo de Lie é a variedade S*.
Como conjunto trata-se do circulo de raio 1 centrado na origem do plano
complexo.

S = {exp(ip) € C; ¢ € R}.

Com a topologia induzida de C, podemos construir o seguinte atlas:
Para r € S', z # +1, tomamos a carta (U, ®):

U = {exp(i¢) : |x — exp(i¢)| < m,m(|1;$|7 |1—2Fx|>}
D : C’l —>R7(I)(ZL‘) = %(a’,‘—'— i) — COSgb.

Para x € S,z # =i, tomamos a carta (U, ®):

|z —i| |z + 1

U = {exp(i¢) : |x — exp(i¢)| < min( 5 3 )}

1 1
o C R; ®(x) = Qi(x x) sing.

Isso faz de C' uma variedade diferenciavel de dimensao 1.
Dados z,y € S*, a operagao produto é a usual z.y = exp(id,). exp(id,)) =
exp(i(¢, + ¢,)). Pode-se mostrar que essa operacao é diferenciavel.

2.3 Vizinhanca da identidade

Nosso objetivo nesta se¢ao é mostrar que um grupo de Lie G conexo é gerado
por qualquer vizinhanca da identidade. Esse resultdo mostra-se de grande
importancia na obtencao de condi¢oes sufientes para a controlabilidade de
sistemas invariantes, como veremos mais adiante.

Se g ¢ um elemento arbitrario de um grupo de Lie G, as aplicagoes Ly :
G — Ge R, : G — G definidas por Lg(h) = gh e Ry(h) = hg sao designadas,
respectivamente, por translacao a esquerda e translagao a direita. Atendendo
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a definicao de grupo de Lie, estas aplicagoes sao C'*°. Dados dois elementos
g1, 92 em G verifica-se facilmente que

Lgl © Lg2 - L9192 € R91 o Rgz - Rglgz'

Assim Ljg = Ryg = I, onde Id é o elemento identidade de G e [ é a aplicagao
identidade. Entao, L, e R, tem respectivamente, as inversas L, e Rg-1 que
tembém sao C'°°, o que nos permite concluir que Ly e R, sao difeomorfismos
de G.

Como consequéncia dos difeomorfismos mencionados acima temos que,
dado um subconjunto A C G e g € G, a translagdo L,(A) = {gz;z € A} é
um conjunto aberto ou fechado, dependendo do fato de que A seja aberto ou
fechado, respectivamente. O mesmo vale para a translagao a direita.

Proposicao 2.3.1. Suponha que H é um subgrupo aberto de G. Entao H €
fechado.

Demonstracao. Uma classe lateral gH de H é obtida por uma translagao a
esquerda. Portanto se H é aberto, o mesmo ocorre com gH. Mas o grupo
G é a uniao de H com as classes laterais gH,g ¢ H. Isso significa que o
complementar de H em G é uma uniao de abertos e dai que H é fechado.

Observacao 2.3.1. Devido a invarianca da topologia de G por translagoes
a esquerda e a direita, qualquer subgrupo de interior nao vazio é aberto (e
portanto fechado). De fato: tome x € intH e um aberto V' que é vizinhanga
da identidade, tal que V C H. Entao V = 2~} (2V) C H pois H & subgrupo.
Dai se y € H entao y € yV C H, mostrando que todo ponto de H ¢ iteriror,
isto é, H é aberto. Um subconjunto A de um espago topolégico X que é
ao mesmo tempo aberto e fechado é unidao de componentes conexas de X,
isto é, se uma componente conexa C' C X satisfaz C' N A # () entao C' C A.
Esta observagao juntametne com a proposi¢ao 2.2.1 mostra que os subgrupos
abertos de G sao unioes de compoentes conexas de G. Em particular, se o
grupo ¢ conexo ele é o tinico de seus subgrupos abertos.
Agora considere os conjuntos A, B C GG e escreva

AB=AB={xye G,z € A, ye€ B}

Por definicao AB = U,cpAx = UgeaxB. Assim se A é aberto ou B entao
AB é aberto por ser uniao de abertos. Deve-se observar, no entanto, que AB
pode nao ser fechado, mesmo que ambos os conjuntos sejam fechados.

Juntamente com a notacao AB, surgem naturalmente as notacoes A? =
AA A= A2 A=A A% ete.
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Para cada A C G usaremos A™' = {z7! € G;z € A}. Como a inversao
i(r) = 27! ¢ um homeomorfismo, segue que A1 = i(A) é aberto ou fechado
se e sO se, A é aberto ou fechado, respectivamente.

Definicao 2.3.1. Uma vizinhan¢a U da identidade é dita simétrica se U =
Ut

Observacao 2.3.2. Se V é uma vizinhanca qualquer de I'd € G entao V!
também o é e V NV ~! ¢ uma vizinhanca simétrica.

Proposicao 2.3.2. Seja G um grupo de Lie conexo e V uma vizinhanga da
identidade. Entao G = Uy>1V".

Demonstracao. Seja W =V NV~ uma vizinhanca simétrica contida em V.
Como U,,>1W" C U,>1 V", basta mostrar que G' = U, W".

Note que a uniao U,,>; W™ é fechada por produtos e além do mais, como
W é simétrico, (W™)~! = W". Isso mostra que U,>; W™ é um subgrupo de
G, que tem interior nao-vazio pois, W C U,>;W™". Portanto U,>;W" é um
subgrupo aberto. Pela proposicao 2.2.1 é também fechado. Como G é conexo,
(vide observagao 2.3.1) segue que deve valer a igualdade G = U,>; W™.

2.4 Grupos de Lie Lineares

A classe mais importante de grupos de Lie é constituida por grupos de Lie
lineares, ou seja, grupos de transformacgoes lineares em R". Uma transfor-
magao linear X : R” — R" possui, na base {¢;,;i = 1,...,n} de R" uma
representacao matricial X = (z;;), 4,7 = 1,...,n, a qual identificamos com
o operador X.

Denote o espago linear de todas as matrizes reais n X n por

M(n,R) ={X = (z;;)|xi; €R, i,j=1,...,n.

Usualmente estaremos denotando este espago simplesmente por M (n).
Exemplo 11. (O grupo Linear Geral)
O grupo linear geral consiste de todas as matrizes n X n invertiveis:

GL(n,R) =GL(n) ={X € M(n)|detX # 0}.

Observe que GL(n) satisfaz as exigéncias da definigao (2.2.1), como pode
ser visto abaixo e portanto é um grupo de Lie:
1) GL(n) = det ' (R\{0}) e sendo a aplicagao det: M(n) — R continua segue
que GL(n) ¢ dominio aberto, sendo assim uma subvariedade diferenciavel de
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2) GL(n) é um grupo com respeito ao prduto de matrizes: se X,Y € GL(n),
entdo o produto XY € GL(n). Obviamente a matriz identidade Id = (§;;) €

1 se 1=
GL(TL), onde 52]:{0 se Z#j

inversa X ~! também é nao singular.

3) As operagdes em GL(n) sdo diferenciaveis:

i) (X,Y) — XY édiferenciavel visto que (XY');; sdo polindmios nas entradas
Xz’j; Y;‘j .

ii) X — X! também é diferenciavel pois (X 1);; sdo fungoes racionais nas
entradas X;; cujo denominador (o determinante) nao se anula.

. Para uma matriz nao singular X, sua

Definicao 2.4.1. Um grupo de Lie G C M(n) é chamado um grupo de Lie
linear.

Uma condigao suficiente para que um conjunto de matrizes seja um grupo
de Lie linear é dada no seguinte teorema. O leitor interessado na sua demon-
stragdo podera consultar [5]

Teorema 2.4.1. Se G é um subgrupo fechado de GL(n) entao G é um grupo
de Lie Linear.

O teorema (2.4.1) nos diz que para verificarmos se um conjunto de ma-
trizes G C M(n) ¢ um grupo de Lie linear basta verificarmos a validade das
trés condigoes seguintes:

(1) G € GL(n),
(2) G & um grupo com respeito ao produto de matrizes, e

(3) G é topologicamente fechado em GL(n), isto ¢, G = GL(n) NS, onde S
¢ um subconjunto fechado em M (n).

Seguem abaixo alguns importantes exemplos de grupos de Lie lineares
além do grupo linear geral GL(n). Em todos os casos as hipoteses do teorema
(2.4.1) podem ser verificadas sem dificuldade.

Exemplo 12. (Grupo linear especial) O grupo linear especial é formado
pelas matrizes n X n unimodulares:

SL(n,R) = SL(n) ={X € M(n)|detX = 1}.

Tais matrizes correspondem aos operadores v — Xv que preservam o
volume padrao em R”.
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Exemplo 13. (Grupo Ortogonal) O grupo ortogonal é formado pelas nxn
matrizes ortogonais:

O(n) ={X € M(n)|XX" = Id}.

onde X7 denota a transposta da matriz X.

Transformacgoes ortogonais preservam vérias estruturas em R”.

Por exemplo: preservam a norma (|Xv| = |v|], Vv € R"), preservam a
distancia (| Xu — Xv| = |u —v|), Vu,v € R™), preservam o produto interno
((Xu, Xv) = (u,v), Yu,veR"™).

Exemplo 14. (Grupo Ortogonal Especial) O grupo ortogonal especial
consiste das matrizes ortogonais unimodulares:

SO(n) ={X € M(n)|XX" = Id, detX =1}.
Transformacoes ortogonais especiais preservam ambos a estrutura euclideana
e a orientacao em R".

Exemplo 15. (Grupo Afim) De um modo geral, considere G C GL(n) um
grupo de Lie e V' um espaco vetorial sobre o qual G atua, consideremos o
conjunto dos elementos que resultam do produto cartesiano de V por G.
Usaremos a notacao V' ), G para esse conjunto que sera denomidado o pro-
duto semidireto de V' por G. Definamos em V' ), G as operacoes

(0, X)(w,Y) = (v+ Xw,XY), Yo,weV, VXY € G,
(v, X)' = (=X"to, X7h).

Com estas operagoes, V @), G é um grupo com a identidade (0, /d) onde Id
¢ a identidade de G. Os elementos (v, X) € V &), G podem ser naturalmente
identificados com matrizes de GL(n 4+ 1,R) do seguinte modo:

(U,X)H)?z(i]( ?1))
Dessa forma o grupo afim é definido da seguinte maneira:

Aff(n) = {X - ( g i ) e M(n+1)|Y € GL(n),b e R"} C GL(n+1).

Tais matrizes correspondem a tranformacgoes afins invertiveis em R" da
forma v — Yv + b, ou seja, uma aplicacao linear Y mais a translagao b.
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Exemplo 16. Grupo Euclideano o grupo Euclideano é o subgrupo do
grupo afim, dado abaixo:

Bn) = {x = ( v ) & M(n+ 1Y € SO(m),be B'} € GL(n+1).

FEssas matrizes parametrizam as isometrias afins v — Yv + b, preservando
a orientacao.

Exemplo 17. Grupo Triangular Consiste esse grupo de todas as matrizes
triangulares invertiveis:

T(n) = {X— ; I : GG’L(n)}
00 .. x

= {X =(xi; € M(n)|z;; =0,i > j,2; # 0}

Sao matrizes de operadores lineares invertiveis v — Xv preservando o flag
dos subespagos Re; C span(eq, es) C ... C span(eq, ..., e,_1) C R™.

No que segue trataremos de matrizes complexas. Denotaremos o espago
de todas as n x n matrizes com entradas complexas por

M(TL,C) = {Z = (zjk)|zjk € Cajak =1, 7”}

Dada uma matriz Z € M(n,C, cada uma de suas entradas zj;, se dempoe
em uma parte real e outra imaginéria, a saber

Zjk = Tjk + 1WYjk-

Por esse motivo a matriz complexa Z decompoe-se de maneira semelhante,
ou seja,
Z=X+1iY, X =(zj), Y ="(yr): @k, yjx €R.

Veja que podemos considerar M (n,C) C R2"*,

Para cada matriz complexa de ordem n podemos fazer corresponder uma
matriz real de ordem 2n. O processo que da essa correspondéncia é chamado
de realificacao da matriz complexa e é definido como segue:

7 ~ (if _)3,/ ) € M(2n,R), Z =X +1iY € M(n,C).
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. X =Y . .
A matriz ( ¥ ) dada hé pouco ¢é a matriz do operador linear real

em R?® = C" correspondendo a Z nas bases ey, ..., €y, €1, ..., i€,. Assim &
natural que a realificagao respeita o produto de matrizes: se

. . X1 —Yi _ . X2 _}/2
Zl—X1+Z§/1 (Y1 X1>, ZQ—XQ—‘I_Z}/Q (Y.2 X2>

entao

I Zy = X1 Xo=Y1Yo+i(V1 Xo + X1Y3) ~ ( XYoo+ Xy XXy —YiY,

_ (X N Xy =Y,
S\ X Y, Xo )

A realificagdo nos permite considerar M (n,C) C M(2n,R).

X1 Xo =Yy —XhY, - Y1 Xy )

Exemplo 18. (Grupo Linear Geral Complexo). O grupo linear geral
complexo é formado por todas as n x n matrizes complexas invertiveis:

GL(n,C) = {Z e M(n,C)|detZ # 0}

X -Y
= { ( v X ) € M(Qn,R)|det2X+det2Y7éO}.

Aqui vale uma proposi¢ao similar ao teorema (2.4.1).

Teorema 2.4.2. Se G € um subgrupo fechado de GL(n,C), entao G é um
grupo de Lie linear.

Exemplo 19. (Grupo Linear Especial Complexo). Este grupo é for-
mado por todas as matrizes complexas unimodulares:

SL(n,C) = {Z e M(n,C)|detZ =1}
- { ( Sy ) & M(2n,R)|det(X +iY) =1},

Exemplo 20. (Grupo Unitario). Consiste de todas as n X n matrizes
complexas unitérias:

Un)={Z € M(n,C)|Z" Z = Id},

onde Z denota a matriz complexa conjugada de Z. Tais matrizes correspon-
dem as transformacoes que preservam a estrutura unitaria em C" . Calcule-
mos a realificagdo de uma matriz unitaria: temos que

Z=X+iY, Z =XT_iyT,
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A XT yT X =Y\ XTX +Yly —XTy +Y7TX
-yT X7 Yy X S\ XTY +YTX XTX +YTY
(¢ ) ~rario

0 Id

Por causa das equivaléncias acima, a realificagao do grupo unitério escreve-
se como

U(n) = { ( )Y( _g ) e M(2n,R)| XX +YTY = Id, XTY—YTX:()}.

Note que 1 = det(7TZ) = detZdetZ = |detZ|*, donde detZ = e, ¢ €
R.

Exemplo 21. (Grupo Unitario Especial). Trata-se de outro importante
exemplo de um grupo formado por matrizes complexas. Temos

SU(n) = U(n) N SL(n,C)Z € M(n,C)|Z" Z = Id, detZ =1}

- { ( )Y( _; ) e M(2n,R)|XTX +YTY = Id, XTY — YTX =0,

det(X +iY) = 1}.

2.5 A Algebra de Lie de um grupo de Lie

Nesta secao vamos definir o que é uma &lgebra de Lie de um grupo de Lie
linear. Porém precisamos antes de alguns conceitos preliminares.

Definicao 2.5.1. Uma dlgebra de Lie consiste de um espago vetorial V' sobre
um corpo K munido de uma operagao produto (colchete ou comutador)

L]: VXV SV

com as sequintes propriedades:
1. € bilinear,ou seja,
[a Xy + X5, Y] = a[Xy, Y] + B[X, Y]
(X, aY] + BYs] = o[ X, V1] + B[X, Y], Va,B €K, VX, X, € V.
2. anti-simétrico, ou seja, [X,X]| = 0 para todo X € V (o que implica
[X,Y] ==Y, X], para todo X,Y €V e € equivalente se o corpo de escalares

27



nao € de caracteristica dois) e
3. satisfaz a identidade de Jacobi, isto €, para todo X,Y,Z € V

(XY, Z)] +[Z,[X, Y]]+ [Y,[Z.X] =0, VX,Y,Z € V.

A dimensao da algebra de Lie V' é a dimensao de V' visto como espago
vetorial. Qualquer base para o espago vetorial V' é uma base para a algebra
de Lie.

Exemplo 22. O espago vetorial R* munido do produto vetorial usual [X, Y] =
X x Y, constitui uma algebra de Lie.

Exemplo 23. O espago de todas as transformacgoes lineares de um espago
vetorial de dimensao n sobre um corpo K que é o mesmo que o espago
M (n,K) das matrizes n x n com coeficientes em K. O colchete ¢ dado por
[X,Y]=XY —YX com X e Y matrizes.

Definicao 2.5.2. Seja G uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de G € um
subespaco vetorial H de G que € fechado para o colchete.

Evidentemente, uma subélgebra de Lie é uma algebra de Lie com a es-
trutura herdada pela estrutura de G.

Exemplo 24. sl(n) = {X € M(n,R)| trX = 0}, o conjunto das matrizes de
traco nulo é uma algebra de Lie.

Exemplo 25. so(n) = {X € M(n,R)|XT = —X}, o conjunto das matrizes
anti-simétricas é uma algebra de Lie.

Definicao 2.5.3. Duas dlgebras de Lie G, e Gy sao isomorfas se existir um
isomorfismo o entre os espacos vetoriais satisfazendo

o([X,Y]e,) = [0(X),0(Y)]e,

, onde [,]g, €,]a, denotam, respectivamente, o colchete de Lie em Gy e Gy.

Exemplo 26. (R3 x) ¢ isomorfa a so(3,R),[,]). O isomorfismo é dado por

o R — so(3,R)
0 —x3 )
(x1, 9, 23) — Z3 0 —-x
—Ty X 0

13

onde o simbolo “ x ” denota o produto vetorial em R3.
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2.6 Campos invariantes

De um modo geral, um campo de vetores em uma variedade diferenciavel M
¢ uma aplicacdo X : M — UyenT,M talque X (x) € T, M, para cada x € M.
O campo X induz a equacao diferencial ‘é—f = X (z).

Definicao 2.6.1. Uma curva integral de um campo de vetores C*, ou solucdo
da equacao diferencial induzida, que no instante t = 0 passa pelo xq € M,
é uma aplicagao diferencidvel ® : (a,b) — M definida em um intervalo

mazimal (a,b) C R contendo 0 € R tal que ®(0) =z e I = X(D(t)).

Definigao 2.6.2. Dado um campo de vetores C*°, X, em M, define-se fluxo
de X como o conjunto das apicacoes Xy : M — M, onde para cada p € M a
aplicagao t — Xy(p) € uma curva integral de X com condi¢ao inicial p e tal
que

1- Xpps = X0 Xy = X, 0X,

2- Xo =1, onde I € a aplicagao identidade.

Seja X um campo vetorial definido em um grupo de Lie G e L, : G — G
a aplicacao translagao a esquerda como ja foi definida anteriormente.

Definicao 2.6.3. O campo vetorial X € dito ser invariante a esquerda quando
ele € preservado sob a translagao a esquerda, ou seja,

X(Ly(p)) = dL,(X(p)), para todo g,p € G.

Analogamente, define-se campo invariante a direita.

Figura 2.2: Campo invariante a esquerda
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Observacao 2.6.1. Os campos invariantes a esquerda sao diferenciaveis e
estao em correspondéncia bijetiva com o espago vetorial TG, tangente & G
na identidade. De fato: segue da defini¢ao que X (g) = dL,|14(X (Id)) e entao
a difereciabilidade de X segue da diferenciabilidade da operagao produto do
grupo. Para ver a correspondéncia bijetiva defina a aplicacao

® : { campos inv. a esquerda} — T74G dada por ®(X) = X(Id).

Nos ja sebemos que X (g) = dL,(X (Id)). Agora suponha que ®(X) = ®(Y),
ou seja, X(Id) = Y(Id). Entao X(g9) = dLy(X(Id)) = dL,(Y(Id)) =
Y(9),vX,Y € { campos inv. a esquerda} e g € G. Isso mostra que X =Y e
portanto a injetividade de . Para a sobrejetividade, seja v € T74G e defina o
campo X,(g) = (dLy)|14(v). Esse campo é invariante a esquerda e claramente
satisfaz X, (Id) = v. Portanto ® ¢ sobrejetiva.

Mostra-se de modo semelhante ao que foi feito acima que os campos
invariantes a direita estao em correspondéncia bijetiva com o espago tangente
ao grupo G no elemento identidade. Mostra-se ainda que se X, Y sao campos
invariantes a esquerda (respectivamente & direita) entdo o colchete de Lie
[X,Y] é invariante a esquerda (respectivamente a direita) (veja [5]). Assim
tanto, campos invariantes a esquerda, quanto campos invariantes a direita
sao subalgebras de Lie da algebra de Lie de todos os campos de vetores em
(G. As correspondéncias bijetivas mencionadas acima permitem dar ao espago
tangente ao grupo G na identidade uma estrutura de algebra de Lie. Assim,
dados X3, X» campos invariantes a esquerda, o isomorfismo ®(X;) = X;(/d)
induz o colchete [X;(Id), Xo(Id)] = [X1, Xa](Id) em T14G.

Recordemos agora a defini¢ao do colchete de Lie entre duas fungoes f, g :
R™ — R™.

Definicao 2.6.4. Sejam f,g : R™ — R"™ aplicacoes diferencidveis . Se define
o colchete de Lie entre f e g por

[f:91(x) = Df(x)(g(x)) = Dg(x)(f(2))-

Em particular, se A, B € M(n,R) sao consideradas como aplicagoes lin-
eares, entao obtemos imediatamente que

[A, B](x) = (AB — BA)x, ouseja [A,B] = AB — BA.

Considere agora o espago tangente a um grupo de Lie GG linear na identi-
dade, .
TG ={X(0)|X(t) € G, X(0) = Id}.
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Este é um espaco linear e esta dotado com a operacao adicional comutador
de matrizes

[A,B] = AB — BA € M(n).

Assim Tr4yG é uma algebra de Lie. Esta observacao nos conduz a seguinte
definicao.

Definicao 2.6.5. O espaco tangente ao grupo de Lie G na identidade €
chamado a dlgebra de Lie do grupo de Lie G.

Exemplo 27. (A Algebra de Lie de GL(n)). A algebra de Lie do grupo
das matrizes invertiveis ¢ denotada por gl(n). Entao

gl(n) = {X(0)|X(t) € GL(n)), X (0) = Id}.

x11(t T1n (1)
Considere X (t e seja g(t) =detX (t) € R\ {0}.
T (t o Tpn(t)
Obtemos entao
r(t) o2 (t) z(t) . xpa(t)
To1(t) ... Top(t : .. : /
alt) el : o —g(t) eR.
: . : x(n/—l)l(t> x(n/_l)n(t)
Tp1(t) o Tpn(t) (1) . x,,(t)

Usando o fato de que X (0) = Id obtemos para t = 0,
211(0) + 23(0) + ..+ 2, (0) = 9'(0)

ou seja, trX(0) = ¢'(0) = k € R. Sendo assim, dada uma matriz A € M (n)
qualquer onde trA = k, existe uma curva diferenciavel X (t) satisfazendo
X(0) = Id e X(0) = A. Isso mostra que gl(n,R) = M(n,R).

Deve-se observar que

A= (A= 2tra1d) + LtrALd), VA € gi(n,R)
n n

ou seja,

gl(n,R) = sl(n,R) & KId.

Uma maneira mais elegante de determinarmos a algebra de Lie de GL(n)
¢ dada a seguir: '

Uma vez que o vetor velocidade X (t) = (&;;(t)) ¢ uma matriz n X n segue
que

X(0) = (444(0)) = A € M(n).

31



isto nos da gl(n) = T14GL(n) C M(n). Para obtermos a inclusao oposta, dada
A € M(n) uma matriz qualquer exibiremos uma curva X (t) satisfazendo:
(1)X(t) eGL(n)

(2) X(0) = Id e X(0) = A.

A curva X (t) = Id + tA satisfaz a condic@o (2). Para ver que a condigao (1)
também é cumprida, note que GL(n) é um conjunto aberto em M (n) por ser
imagem inversa do aberto (—oo, 0)U(0, +00) pela aplicagao determinante que
é continua. Como Id €GL(n) segue que para t sufucientemente proximo de
zero X (t) = Id 4+ tA €GL(n). Consequentemente gl(n)= T;,GL(n) = M(n).

Exemplo 28. ( A Algebra de Lie de SL(n)). Como na prmeira parte do
exemplo anterior, porém considerando agora que detX (¢) = 1 obtemos

21,(0) 4+ 295 (0) + ... + ., (0) = 0,

ou seja, que trA = 0. Logo

sl(n) ={A € M(n)|trA = 0}.

Exemplo 29. (A Algebra de Lie de SO(n)). Esta algebra de Lie ¢ deno-
tada por

so(n) = T;gSO(n) = {X(0)| X (t) € SO(n), X(0) = Id}.
Dada X (t) € SO(n) devemos ter X (¢)X*(t) = Id, donde
0= X(0)XT(0) + X(0)XT(0) = X(0) + X7(0),

uma vez que X (0) = X7(0) = Id. Dai, se denotarmos A = X (0) teremos
que

so(n) = {A € M(n)|A+ AT = 0},

ou seja, o conjunto das matrizes anti-simétricas. De maneira similar calcu-
lamos as algebras de Lie nos seguintes casos.

Exemplo 30. (A Algebra de Lie de Aff(n)).

aff(n) = ThaAfi(n) — {( ol > A€ gln), be R”}.

Exemplo 31. (A Algebra de Lie de E(n)).

e(n) = TraE(n) = {( a7 ) A€ so(n), be R”}.
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Exemplo 32. (A Algebra de Lie de T(n)).
tn) = TiaT(n) = {A = (a;;) € M(n)]a;; =0, i>j},

sao matrizes triangulares.

Exemplo 33. (A Algebra de Lie do grupo unitario U(n)). Temos
u(n) = T14U(n), e procedemos como no caso de SO(n). Dada uma curva
Z(t) €U(n), satisfazendo Z(0) = Id, devemos ter Z(t)ZT(t) = Id. Assim,
derivando em relacao a t e avaliando em ¢t = 0 temos

0= 2(0)27(0) + Z(0)Z (0) = Z(0) + Z (0),

visto que Z(0) = Z7(0) = Id. Agora denotando A = Z(0), obtemos A+ AT =
0, uma matriz anti-Hermitiana. Logo

u(n) = {A € M(n,C)|A+ AT =0}.
Exemplo 34. (A Algebra de Lie de SU(n)).
u(n) = T14SUn) = {A € M(n,C)|A+ A" =0, trA=0}.

Resumindo, nés consideramos a passagem de um grupo de Lie G para um
correspondente objeto linear- a algebra L do grupo de Lie G. Uma questao
natural na possibilidade da passagem inversa é resolvida (para grupos de Lie
lineares) via aplicagdo exponencial.
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Capitulo 3

Sistemas Invariantes em Grupos
de Lie Lineares

Neste capitulo, essencialmente estudaremos os sistemas de controles invari-
antes em grupos de Lie lineares e suas condi¢oes gerais de controlabilidade.
Veja [12], [14], [15].

Dado um sistema invariante em um grupo de Lie G linear, veremos como
uma agao desse grupo induz um sistema numa variedade diferenciavel M. A
controlabilidade do sistema induzido seré estudada via estudo da controla-
bilidade do sistema no grupo G.

Comecaremos com o conceito de matriz exponencial, essencial nesse es-
tudo.

3.1 A matriz exponencial

O conceito de matriz exponencial pode ser dado através de séries de maneira
anédloga ao conceito de exponencial real. Seja A uma matriz quadrada de
ordem n e t um parametro real. Definimos matriz exponencial e*4, por

A)? A)3

+ = -

tA
e =T+A+ o1 al

se esté série converge.

Teorema 3.1.1. A série (3.1) converge uniformemente em conjuntos com-
pactos.

Demonstracao. Supondo que tA pertence a um conjunto compacto, existe r
tal que || tA ||< 7. Dai || (tA)* ||< r* e, portanto, a norma dos termos da série
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(3.1) podem ser majorados pelos correspondentes termos da série numérica

k e, . .
convergente ::5 71+ Pelo critério de Weierstrass, segue-se o resultado.

Proposicao 3.1.1. A matriz exponencial tem as sequintes propriedades:

(1)e® = I, Letd = Aett;

(Z)erlAB = B~ e B, para qualquer matriz invertivel B;
(3) Se AB = BA entio ¢! B = Be!*, Vt € R ;

(4) Se AB = BA entio et = ! AP) | vt ¢ R;
(5)eteds = eAl+s) Vi s € R;

(6)VA € gl(n,R), e* € GL(n,R) e (eA)™! = e 4 Vt € R;

(7) det(e?) = e,

Demonstragao. (1) Como a série exponencial converge absolutamente pode-
mos deriva-la termo a termo para obter
d A?t? At

Aty __
(M) = (A + At + =+ o =

a
dt

+...) = eMA.

(2) Primeiro vamos provar por indugao que (B~*AB)* = B~1A*B, Vk €
N.

De fato: para k = 1 é 6bvio. Suponha que a igualdade seja valida paran =
k,ouseja, (B"*AB)* = B~'A*B. Assim (B~'AB)**! = (B~'AB)*(B~'AB) =
B7'A*B(B7'AB) = B 'A*IdAB = B~ A**1 B, donde concluimos a veraci-
dade da igualdade mencionada.

Agora
- B7'A%B
ePAP — 4 B'AB+ —r
L A
= B (I+A+E+...)B

= B l'etB.
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(3) Se AB = BA ¢ facil mostrar por inducio que BA* = A¥B, Vk =
1,2, ... Segue entao que

Beth = B+tBA+2‘BA2+ +k;

= B+tBA+ A2B+ +I<:'AkB+"
= 4B,

' BA’f

(4) Considere a equagao diferencial matricial
X(t) = (A+ B)X(t), X(t) € Gl(n,R), Vt € R.

E facil ver que X;(t) = e“+B)? ¢ solucdo desta equacio diferencial satis-
fazendo a condigao inicial X (0) = Id. Vamos mostrar que X,(t) = et4etB
também ¢é solucao da mesma equagao diferencial e com a mesma condi¢ao
inicial, de onde se verificara a igualdade X, (t) = e+B)t = X,(t) = etetB
desejada.

Basta ver que sendo X, (t) = e!4e'B entdo X5(0) = Id, derivando com relagao

a t temos
X2(t) :AetAetB—}-etABetB :AetAetB—f—BetA tB (A+B)X2( )

(5) Segue imediatamente de (4)

(6 ) A 6 Ql(n R) = ede ™ = e et = = Id = ¢! € GL(n,R). E
Vt € R = e = e~ AeM = [d donde temos que (e?)~! = e~

(7) Note inicialmente que:
(i) se A é auto-valor da matriz A associado ao autovetor v entao vale Ayv =
Ny, k=2,3,... Entao

2 2 2

eAv:(]d+A+%+ )v—v+)\v+)\2—'+ (1+)\+%+ v = eMv.
Assim )\ autovalor de A implica que e* autovalor de e com o mesmo autove-
tor v.
(i) matrizes semelhantes possuem o mesmo determinante: se M e N sdo ma-
trizes semelhantes entao existe uma matriz P inversivel tal que M = P~!NP.
Entao
detM =det(P7'NP) =det(P~'det(N)det(P) =det(P~')det(P)det(N) =det(N).
(iii) matrizes semelhantes possuem o mesmo trago.
(iv) a matriz A é (obviamente) semelhante & matriz diagonal (a;;) tal que
a; = )\; onde \; sdo aos autovalores de A e a matriz e? ¢é (obviamente)
semelhante & matriz diagonal D = (d;;) tal que d;; = e*.
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Observando os itens (i),(ii),(iii) e (iv), segue-se que
det(e) = eMet2. M = eMitdatetin) _ ptrd,

Observe um fato importante: como 4% (e’) = e A, segue que X (t) = e

¢ a solu¢ao do problema de Cauchy
X =XA, X(0)=1Id
e de um modo geral todas as solugoes da equacao matricial
X = XA sdodaforma X(t) = X(0)e™.

Para uma matriz arbitraria A € gl(n), a exponencial e# € GL(n) uma
vez que det(e?) = e/ #£ 0. Além do mais, o seguinte diagrama comuta

Assim noés construimos uma aplicagao diferenciavel
exp : gl(n) — GL(n).

Esta construcao é generalizada na seguinte secao.

3.2 Campos de vetores invariantes a esquerda

Nos ja sabemos que para uma matriz arbitraria A € gl(n,R), o problema de

Cauchy ‘
X =XA, X(0)=X,y, X e€GL(n),

possui uma tnica solucao da forma
X(t) = Xoexp(tA) € GL(n).

Agora dado um grupo de Lie Linear, o que podemos dizer sobre um problema
similar:

X=XA XeG?
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Exemplo 35. Considere, por exemplo, o problema de Cauchy no grupo
linear especial SL(n):

X =XA, X(0)=1Id, X e SL(n) (3.2)

Pela unicidade, as solugoes desta EDO devem ser dadas, como no caso de
G = GL(n), pela matriz exponencial. Mas a questao agora é saber se esta
solugao estd no grupo de Lie em consideragao, ou seja, X(t) = exp(tA) €
SL(n)? E claro que, em geral, a resposta ¢ negativa. Realmente, se x(t) =
exp(tA) € SL(n), entao

A= 4 exp(tA) € TraSL(n) = sl(n).
dt|,_,
Desta forma se A ¢ sl(n), entao a EDO (5.4) nao esta bem definida, ou seja,
o campo vetorial V(X) = X A nao ¢ tangente ao grupo de Lie SL(n).
Estamos agora interessados em descrever o espago tangente a um grupo de
Lie G em um ponto qualquer X € G. Esta questao é explicitada na proxima
proposicao.

Proposicao 3.2.1. Seja G um grupo de Lie, L sua dlgebra e X € G. Entao
TxG=XTyG=XL={XA| A€ L}

Demonstracao. Veja que
TxG = {X(0) | X(t) € G, X(0) = X}.

Vamos mostrar que TxG C XT1,G = XL, ou seja, que para cada Y € TxG
existe A € T14G tal que Y = X A. De fato: existe uma curva diferenciavel
X : (—e,6) — G tal que X(0) = X e X(0) = Y. A curva diferenciavel
Y(t) = X7'X(¢) ¢ tal que Y(0) = X'X(0) = X 'X = Id (passa pela
identidade) e Y (0) = X' X(0). Isso mostra que Y (0) = X~1X(0) € T14G.
Basta agora tomar A = Y(0) e ver que XA = XY (0) = XX1X(0) =
[dX(O) = X(O) =Y. Assim TxG C XT;4G = XL e uma vez que esses
espagos possuem a mesma dimensao segue que TxG = XT13G = X L.

De acordo com o teorema acima vemos que o produto a esquerda por X
translada o espago tangente L na identidade ao espaco tangente X L no ponto
X. Entao para qualquer elemento A € L o vetor V(X) = AX € TxG X €
G, ou seja, o campo vetorial V(X)) é tangente ao grupo de Lie G. Assim a
EDO

X =XA;, Xegd, (3.3)

estd bem definida e possui a solugao

X(t) = X(0) exp(At) € G.
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Deve-se notar a seguinte importante propriedade da EFDO (3.5): se uma
curva X (t) ¢ uma trajetoria do campo V(X) = XA entao a translacao a
esquerda Y X (t) é também uma trajetoria desta FDO para qualquer Y €
G. De fato: X(t) = X(0)exp(tA) = Y(t) = YX(t) = Yexp(tA)X(0) =
Y (0)exp(tA).

A propriedade mencionada acima nos conduz a uma definigao:

Definicao 3.2.1. Campos de vetores da forma
VIX)=XA XeG AcL,

sao chamados de campos de vetores esquerda-invariantes no grupo de Lie
linear G.

Todos os campos invariantes a esquerda em um grupo de Lie linear pos-
suem a forma da definicao anterior como veremos a seguir.

Seja V : G — M(n,R) um campo invariante a esquerda em um grupo
linear GG. Entao, segue da definicao 2.6.3 que, para todo X € G

V(X) = dLx|a(V(Id))
= Lx(V(Id))
— XV(Id).

As consideragoes feitas ha pouco mostram que podemos definir a algebra
de Lie de um grupo de Lie linear do seguinte modo:

TG = {X(0);X(t) € G X(0) = Id}

= {Ac Mn,K);X(t)=V(X)=XA, X(0)=Id}
= {Ae M(n,K); exp(tAd) € G, Vt € R}.

Acima estamos considerando K = R ou K = C. Veja a figura a 3.1.

Suponha que temos dois campos de vetores esquerda-invariantes no grupo
de Lie G,

V(X)=XA, W(X)=XB, A/ BeL X€@G.

Estamos interessados em saber o que é o colchete de Lie de tais campos
vetoriais. E claro que o campo [V, W] é esquerda-invariante visto que V e W
o sao. Para calcular este campo recordamos a defini¢ao de colchete de Lie de
dois campos vetoriais, em termos de seus fluxos.
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Figura 3.1:

Definicao 3.2.2. Sejam V e W campos de vetores diferencidveis em uma
variedade diferencidvel M. O colchete de Lie (ou comutador) destes campos
€ o campo vetorial [V, W] € VecM tal que

VW) =4

sendo a curva y € definida como
’y(t) — €_tW€_tV6tW€tV.

onde et denota o fluro do campo vetorial V

d (Y tv
pris (X)=V(E" (X)), e

t=0

e VecM denota o espago de todos os campos de vetores diferencidveis na
variedade diferencidvel M .

O calculo do colchete de Lie entre campos de vetores esquerda-invariantes
¢ dado na seguinte proposicao.

Proposicgao 3.2.2. Sejam G um grupo de Lie, L sua dlgebra e A, B € L. Se
V(X)=XAeW(X)= XB sdao campos de vetores esquerda-invariantes em
G, entao

[V,W](X) = [XA, XB] = X[A, B| = X(AB — BA), X €G.

40



Demonstracao. Como ja sabemos os fluxos dos campos de vetores esquerda-
invariantes sao dados pela matriz exponencial, ou seja,

eV(X) = Xexp(t4d), eB(X)= Xexp(tB).
Pela definigao (3.2.2) e utilizando a defini¢do de produto de séries obtemos
v(t) = Xexp(tA) exp(tB) exp(—tA) exp(—tB)

2 2
_ X(Id+tA+%A2+...)(1d+tB+%BQ+...)
t? t?
(]d—tA—§A2—...)(1d—tB—§BQ—...)
2
— X(]d+t(A+B)+%(A2+2AB+B2)+...)

2
X(Id—t(A+ B) + %(AQ +2AB + B%) + ...)
= X(Id+t*(AB — BA)+..) = X(Id + t*[A, B] + ...),

Segue da igualdade acima que

d

! V(ﬁ):i

yr X(Id+t*[A,B] +...) = X[A, B],

t=0

=0
que é o colchete de Lie [X A, X B] pela defini¢ao (3.2.2).

Corolario 3.2.1. Campos de vetores esquerda-invariantes em um grupo de
Lie G formam uma dlgebra isomorfica a dlgebra de Lie L = T13G. O isomor-
fismo € definido como seque:

campo vetorial esquerda-invariante V(X) = XA € VecG « V(Id) = A € L.

Assim no que segue noés identificamos duas representagoes para a algebra
de Lie de um grupo de Lie G:

(1) L= T]dG (§]

(2) L = {campos de vetores esquerda-invariantes em G}

Isso esta de acordo com o que foi mencionado no capitulo 2.

3.3 Sistemas de controle esquerda-invariantes

Considere G um grupo de Lie e L sua algebra de Lie.
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Definicao 3.3.1. Um sistema de controle esquerda-invariante I' €, em um
grupo de Lie G, um conjunto arbitrdrio de campos de vetores invariantes a
esquerda em G, isto €, qualquer subconjunto

I'c L. (3.4)

Exemplo 36. (Controles afins). Uma classe particular de sistemas esquerda-
invariantes, importante para muitas aplicagoes é formada por sistemas de
controles afins

r— {A+ZuiBi](u1,u2,...,um) eUcRm}, (3.5)
=1

onde A, By, ..., B, sao elementos de L. Se o conjunto controle U coincide
com R™, entao o sistema (3.5) ¢ um subespago afim de L.

A sequir escreveremos um sistema esquerda-invariante como (3.4) ou
(3.5), isto é, como um conjunto de campos de vetores ou como um polisis-
tema. Na notagao cldssica, os sistemas de controles afins (3.5) sao escritos
como segue:

X=XA+> wXB;, u=(u1,...un) €U, X€EG. (3.6)

i=1

Definicao 3.3.2. Uma trajetoria de um sistema esquerda-invariante I' em
G é uma curva absolutamente continua X (t) € G definida em um intervalo
[to, T] C R tal que existe uma particao

to<ti < .itn=T
e campos de vetores esquerda-invariantes
A,..., Ay el
tal que a restrigao de X (t) a cada intervalo aberto (t;_1,t;) € diferencidvel e
X(t) = X(t)A; para t € (t;_1,t;), i=1,..,N.

Na notacgao classica, isto corresponde a controles admissiveis constantes
por partes.
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Definicao 3.3.3. Para qualquerT > 0 e qualquer X € G, o conjunto alcansdvel
(ou atingivel) ou conjunto acessivel em tempo T de um sistema de controle
esquerda-invariante I' C L a partir do ponto X € o conjunto Ap(X,T) dos
pontos que podem ser alcansados a partir de X em exatamente T unidades
de tempo:

Ar(X,T) ={X(T)|X(.) € uma trajetoria de T, X(0) = X}.

O conjunto acessivel para um tempo nao maior do que T > 0 é definido
como

Ar(X,<T) U A(X 1)

O conjunto acessivel de um sistema F a partir de um ponto X € G é o
conjunto Ar(X) de todos os pontos terminais X (7'), T' > 0, de todas as
trajetorias de I' comecando em X:

Ar(X) = {X(T)| X(.) trajetoria de T, X(0) =X, T >0} = | J Ar(X,T).

>0

Se nao houver ambiguidades, na sequéncia denotaremos os conjuntos
acessiveis Ar(X,T) e Ap(X) por A(X,T) e A(X), respectivamente.

Definicao 3.3.4. Um sistema I é chamado controldavel se, dados quaisquer
par de pontos Xo e X1 em G, o ponto X1 pode ser atingido a partir de X
ao longo de uma trajetoria de I' para um tempo nao negativo:

X, € A(Xy), para qualquer Xy, X, € G,
ou seja,

A(X) = G para qualquer X € G.

Na literatura de controle essa no¢ao corresponde a controlabilidade global
ou controlabilidade completa. Porém, para sistemas esquerda-invariantes es-
sas propriedades sao equivalentes & controlabilidade local na identidade, como
veremos em um teorema mais adiante, bastando provar que A(Id) = G.

3.4 Sistemas de controle direita-invariantes

Procedendo de maneira anédloga ao que foi feito para sistemas esquerda-
invariantes podemos considerar campos de vetores direita-invariantes os quais
tomam a forma Y = BY.
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Uma observacao importante é que podemos transformar campos de ve-
tores esquerda-invariantes em campos de vetores direita-invariates, e vice-
versa, através da inversao

i:G—G, i(X)=X1=Y

Para sermos mais precisos, considere X (t) uma trajetoria de uma EDO
esquerda-invariante X = X A. Vamos mostrar que Y'(t) = i(X)(t) = X '(t)
é uma trajetoria do sistema direita-invariante ¥ = —AY. De fato:

Y(t)=X1t) = YO)X(t)=1d=Y#®)X(t)+Y ()X (t) =0,

consequentemente
X=XA & Y=-AY, Y =X

Uma vez que X (t) = Xoe! segue-se que Y (t) = e 1Yy,

Mostra-se de modo semelhante ao que foi feito na proposigao (3.2.1) que
TxG = LX, e que a algebra L = T14G pode ser identificada com a algebra
de Lie dos campos de vetores direita-invariantes {AX|A € L} em G.

Definicao 3.4.1. Um sistema de controle direita-invariante em um grupo de
Lie G € um conjunto arbitrdrio de campos de vetores direita-invariante em

G.

Definicao 3.4.2. Um sistema de controle direita-invariante € dito ser um
sistema de controle afim em um grupo de Lie G se possui a forma

Y =AY +) wBY, ueUCR,YeG. (3.7)

=1

. ~ —1 . . . . .
a inversio X =Y = transforma o sistema direita-invariante (3.7) no
sistemas esquerda-invariante

X=-XA-> wXB; uel XeG.

=1

De acordo com o exposto acima vemos que todo problema de sistemas de
controle direita-invariantes pode ser reduzido ao estudo de sistemas esquerda-
invariantes via inversao.
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3.5 Propriedades basicas das 6rbitas e dos con-
juntos acessiveis

Considere G um grupo de Lie linear e L sua algebra de Lie, ou seja, o espaco
dos campos de vetores esquerda-invariantes em G.

Lema 3.5.1. Seja A€ L e Xy € G. Entao o problema de Cauchy
X =XA, X(t) =X,
possui a solugao X (t) = Xoexp((t —t9)A).

Demonstracao. Imediata.

Dada uma trajetoria X (t) e um tempo T fizo, o lema acima nos permite
dar uma descrigao do ponto final X (T') via produto de exponenciais.

Lema 3.5.2. Seja X(t), t € [0,T], uma trajetoria de um sistema esquerda-
invariante I' C L com X (0) = X,. Entao existe N € N e

Tty v >0, Aq, ..., Ay €T
tal que

X(T) = Xogexp(mAy)...exp(TnAn), T1+...+7v=T.

Demonstracao. Pela definicao de trajetoria, existem N € N e
O=thy<ti<..<ty=T, Al,...,ANEF
tal que X (t) é absolutamente continua e

t e (ti—la ti) = X(t) = X(t)Aza

X(t) = X(tz_l) exp[(t — ti—l)Ai]a X(tz> = X(tz_l) exp[(t, — t1_1>AZ]
Em particular, temos:

te(0,t) =X =X(t)A4,, X(0)=X,.

X(t) = X() exp(tAl), X(tl) = XQ eXp(tlAl).
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Agora '
te (thtg) =X = X(t)AQ, X(tl) = X() eXp(t1A1>

e entao
X(t) = X(t1) exp[(t — t1)As] = Xo exp(t1 A1) exp[(t — t1)As],

X(tg) = Xoexp(tlAl)eXp[(tg — tl)AQ]

Continuando com esse procedimento obtemos
X(tn) = X(T') = Xo exp(t1A1) exp|(t2 — t1)As]...exp[(tn — tn—1)An].

Agora fazendo 7 = t1, 5 =ty — t1,...,Ty =ty — tny_1, Obtemos

N
X(T) = X exp(r1 A1) exp(r24s)...exp(ryAy), » 7=T

=1

que ¢é a representacao desejada.
Utilizando a representagao do lema anterior podemos agora obter algumas
propriedades elementares dos conjuntos acessiveis.

Lema 3.5.3. Seja I' C L um sistema esquerda-invariante, e X wm ponto
arbitrdario em G. Entao:

( ) ( ) = {X eXp(tlAl)...eXp(tNANﬂAi - F,ti Z O, N Z O},
(2)Ar(X) = X Ar(Id);

(3)Ar(Id) € um subsemigrupo de G,

(4)Ar(X) é um subconjunto conexo por arcos de G.

Demonstragao. O itens (1) e (2) decorrem imediatamente do lema anterior.
Vamos provar os demais itens.

(3) Devemos mostrar que dados X; e Xy em Ar(/d), o produto X; X, €
Ar(Id). Mas, uma vez que

Ar(Id) = {exp(t141)...exp(tnAn)|A; € I',t; > 0, N > 0},

entdao o pruduto X; X, ainda esta em Ar(Id).

(4) Qualquer ponto em Ap(X) é conectado com o ponto inicial X por
uma trajetoria X (t). Logo, dois pontos quaisquer podem ser conectados por
uma trajétoria de I' que passa pelo ponto inicial.

Definicao 3.5.1. A orbita de um sistema I" passando por um ponto X € GG
€ o sequinte subconjunto do grupo de Lie G:

OF(X) = {X eXp(tlAl)...eXp(tNAN)\Ai elt, e RN > 0}7
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Observe que o conjunto acessivel Ap(X) é formado pelos elementos que
sao atingidos em tempo nao negativo a partir de X enquanto a 6rbita Op(X)
leva em consideracao, além destes, aqueles que sao atingidos em tempo neg-
ativos. Na orbita é permitido avancar para frente ou para tras, enquanto no
conjunto acessivel s6 é permitido movimento para frente. De acordo com isso
temos

Ar(X) C Or(X).

Em um certo sentido a estrutura das o6rbitas é mais simples do que a dos
conjuntos acessiveis.

No que segue denotaremos por Lie(I") a algebra de Lie gerada por T, isto
é, a menor subélgebra de Lie de L contendo I'.

Lema 3.5.4. Seja I' C L um sistema esquerda-invariante, e X um elemento
arbitrario em G. Entao:

(1)Or(X) = XOr(1d);

(2)Or(Id) € o subgrupo de Lie de G conexo,com dlgebra de Lie Lie(T").

Demonstragao. O item (1) é evidente.

(2) Inicialmente veja que a Orbita é conexa uma vez que qualquer de
seus pontos sao conectados com a identidade por uma curva continua cuja
existéncia é garantida pela propria definicao de oérbita.

Agora, Or(Id) é um subgrupo de G: claramente Id € Or(Id) ese X,Y €
Or(Id) entao o produto XY € Or(Id) por ser um produto de exponenciais.
Além disso se

X =exp(t1Ay)...exp(tyAy) € Or(Id)

entao

X_l == exp(—tNAN)...eXp(—tlAl) € OF(Id)

Segue do teorema geral das oOrbitas (veja [12] ) que Or(Id) C G é uma
variedade diferenciével com o espaco tangente T;,0r(Id) = Lie(I'). Entao a
orbita Or(Id) é um subgrupo de Lie com &lgebra de Lie Lie(I"), ver [22] .

Proposicao 3.5.1. Um sistema esquerda-invariante I' é controldvel se, e
somente se, Ar(Id) = G.

Demonstracao. Se I' controlavel, entdo Ar(X) = G para todo X € G. Em
particular, vale para X = Id.

Reciprocamente, supondo Ar(/d) = G segue do lema anterior que Ar(X) =
XAr(Id) = XG = G. Logo o sistema ¢é controlavel.

No que segue usaremos as seguintes notagoes abrevidas:

Ar(Id) = Ar = A, Op(Id) = Op = O.
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Dado um subconjunto [ de um espago vetorial V', denotaremos por span(l)
o subespago vetorial de V' gerado por [ e por co(l) o cone convexo gerado
por [. O fecho topolégico e o interior de um conjunto S serao denotados,
respectivamente por, cl(S) e intS.

3.6 Acessibilidade normal

Seja g uma algebra de Lie e ' C g um sistema de controle. As nogoes que
estudaremos nesta secao serao importantes para o estudo das propriedades
topologicas dos conjuntos acessiveis e da controlabilidade.

Se Y € G é acessivel (é atingivel) a partir de um ponto X € G, entao
existem elementos Aj, As,...,Ay € et = (t,...,ty) € R" com coordenadas
positivas tal que

Y = Xexp(t14;)...exp(tyAn).

Assim o ponto Y é imagem da aplicacao
F: RY — G
(s1,...sn) — Xexp(s1Ar)...exp(syAn)

Definicao 3.6.1. Um ponto Y € G ¢é dito normalmente acessivel a par-
tir de um ponto X € G por I' se existem elementos Ay, Ag, ..., Axy € T e
t = (t1,....,tn) € RN com coordenadas positivas tal que a aplicagdao

F:RY =G, F(t,....tn) = X exp(t1Ay)...exp(tyApy)

satisfaga as sequintes condigoes:

()F(t) =Y

(17) posto DiF =dimG. (O posto da diferencial de F' em cada t coincide
com a demensao de G.

O ponto Y € dito normalmente acessivel a partir de X por A, ..., A,.

Lema 3.6.1. Se um ponto Y € G ¢ normalmente acessivel a partir de X € G
por ', entao Y € intAr(X).

Demonstragcao. A aplicagao F' é um difeomorfismo local em ¢ . Assim existe
uma vizinhanca V' de ¢ tal que a restricao Fjy é um difeomorfismo. Entao o
conjunto F'(V') é aberto. Por outro lado, para qualquer s = (s1, ..., Sn), S >
0, o ponto F(s) € Ap(X). Assim F(V) C Ap(X) é uma vizinhanca do ponto
Y = F(t), ou seja, Y é um ponto interior de Ar(X).

O proximo teorema é de grande importéancia para a obtengao de condigoes
necessarias para a controlabilidade de um sistema esquerda-invariante. Sua
demonstragao pode ser encontrada em [1].
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Teorema 3.6.1. (Krener) Se Lie(I') = L, entao em qualquer vizinhanga
V' da identidade Id € G, existem pontos normalmente acessiveis a partir da
tdentidade Id por I'. Consequentemente, para qualquer vizinhanga V > Id, a
intersegao int ANV € nao-vazia e além disso o interior de A é nao-vazio.

3.7 Condicgoes gerais de controlabilidade

Sejam G um grupo de Lie linear, L sua algebra e I' C L um sistema esquerda-
invariante em (. Provaremos nesta secao algumas condi¢oes basicas de con-
trolabilidade para o sistema I'" em G.

Teorema 3.7.1. (Condicoes de conexidade). Se ' C L € controldvel em
G, entao o grupo de Lie G € conexo.

Demonstragao. Ja sabemos que Ar(X) é um subconjunto conexo de G para
todo X € G e em particular Ar(Id) ¢ conexo. Se I' é controlavel entdo
Ar(Id) = G, donde a conexidade de G.

Exemplo 37. O grupo de Lie GL(n) ndo é conexo uma vez que consiste
de duas componentes conexas, GL (n) = {X € M(n)|det(X) > 0} e
GL_(n) = {X € M(n)|det(X) < 0}. Para reforcar esse fato veja que
det(GL(n)) = R\ {0} e se GL(n) fosse conexo entao, pelo fato de que a
aplicacdo determinante é continua, R \ {0} deveria ser conexo. Isso mostra
que nao existem sistemas controlaveis em GL(n). Porém, algo interessante
para estudar é a controlabilidade na sua componente conexa da identidade
GL,(n).

Exemplo 38. O grupo ortogonal O(n) = SO(n) UO_(n) é desconexo, onde
O_(n) = {X € O(n)|detX = —1}. Podemos estudar controlabilidade em
SO(n).

Teorema 3.7.2. (Condigao do posto). Sejal' C L.
(1) Se I' € controldvel, entio Lie(I") = L.
(2) int A # 0, se e somente se, Lie(I") = L.

Demonstragao. (1) Se ' é controlavel, entao A = G e como A C O segue
que O = G. Segue que, Lie(T") = 17140 = T;,G = L.

(2) Suponha que Lie(I') # L. Entao dim O =dim Lie(I') <dim L=dim
G. Assim int @ = (). Dai, por maior motivo, int A = (). Reciprocamente, se
Lie(T') = L entao pelo teorema de Krener int.4 # ().

Teorema 3.7.3. (Teste do Grupo). Um sistema I' é controldvel em um
grupo de Lie G se, e somente se, as sequintes condigoes sao satisfeitas:
(1) G € conezxo;
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(2) Lie(T) = L;

(3) O conjunto acessivel A é um subgrupo de G.

Demonstracao. Se T' é controlavel entao os itens (1) e (2) sdo garatidos,
respectivamente, pelos teoremas 3.7.1 e 3.7.2. O item (3) segue do fato de
que A(Id) =G.

Reciprocamente, suponhamos validos os itens (1), (2) e (3). Dado Y € O
temos

Y = exp(tlAl)...eXp(tNAN), tl 2 0, Al el

ou entao
Y = exp(—t14;)...exp(—tnAy), t; >0, A; €T.

Na primeira situacao Y € A, pela descricao de A em termos de exponenciais.
Agora pelo item (3) A é subgrupo de G e entao, dado X € A temos que
X! € A. Em particular

X =exp(t;A;) € A= X! = exp(—t;4;) € A

Novamente pelo fato de A ser subgrupo se conclui que o produto Y =exp(—t1A;)...exp(—tyAn) €
A. Assim O C A e entdo vale a igualdade O = A. Mas O C G é um subgrupo

de Lie conexo, com a algebra de Lie T740 =Lie(T"). Pelo item (2) Lie(T") = L.

Entao segue que O = G (veja [5]). Assim A = O = G e portanto I' &

controlavel.

Definicao 3.7.1. Um sistema € dito localmente controlavel em um ponto X
se X € intA(X).

Teorema 3.7.4. (Teste da controlabilidade local) Um sistema I’ C L é
controldvel em um grupo de Lie G se, e somente se, as sequintes condigoes
sao satisfeitas:

(1) G € conexo;

(2) ' € localmente controldvel na identidade.

Demonstracao. Se I' é controlével entao, obviamente, sao satisfeitos os itens
(1) e (2). Vamos mostrar que os itens (1) e (2) sdo suficientes para a contro-
labilidade de I'.

Como I' é localmente controlavel na identidade existe uma vizinhanga V' > Id
tal que V C A. E claro que o conjunto V" = {X"|X € V C A} ¢ ainda um
subconjunto de A para qualquer n € N. Sendo o grupo de Lie GG conexo, este
é gerado por qualquer vizinhanca da identidade. Assim

YJvr=a

neN
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Entao A D |,y V" = G, resultando A = G e portanto a controlabilidade
de I'.

Teorema 3.7.5. (Teste do fecho). Um sistema I' C L ¢é controldvel em
um grupo de Lie G se, e somente se, sao satisfeitas as sequintes condigoes:
(1) Lie(T") = L.
(1) A =G.

Demonstragao. Os itens (1) e (2) sdo, obviamente, necesséarios pelo que ja
vimos até aqui. Mostraremos que eles sao suficientes. Considere o sistema
tempo-reverso —I' = {—A|A € T'}. As trajetorias do sistema —I' sdo tra-
jetorias do sistema inicial consideradas na dire¢ao oposta,

A = {exp(—t1Ay)...exp(—tyAn)[t; >0, A; €T}
= {(exp(t1A1)...exp(tyAn))'|t; > 0, A; €T}
= (Ap)7h

Uma vez que Lie(—I") = Lie(I") = L, segue pelo teorema (3.7.2) que int A_p #
(). Existe entdao um subconjunto aberto V' C A_p. Além disso, pela hipotese
do teorema, clAr = G, ou seja, G = Ar U dAr. Como V é aberto, nem
todos os pontos de V' estao na fronteira de Ar, sendo assim existe um ponto
X eArNV #0D. Temos X € VC A r = (Ar)~!, assim o conjunto aberto
V-1 C Ar é uma vizinhanca do ponto inverso X ~!. Consequentemente, o
conjunto aberto V'X C Ar. Porém, Id = X 'X € V7'X C Ar. Dai
Id € intAr, e entdo o sistema I' é controlavel pelo teorema (3.7.4).

O teorema anterior possui importantes consequéncias de longo alcance.
Gragas a ele, relativamente ao estudo de controlabilidade de sistemas de
posto maximo, pode-se substituir o conjunto acessivel A pelo seu fecho clA.
Essa idéia da origem a uma poderosa técnica de extensao que seré descrita
no proximo capitulo.

3.8 Sistemas induzidos no espaco homogéneo

Nesta secao abordaremos a seguinte questao: dado um sistema direita-invari-

ante I' em um grupo de Lie GG definiremos uma agao de G sobre uma variedade

M e a partir dai construiremos um sistema em M induzido por I'. De acordo

com isso, a controlabilidade em M sera analizada via controlabilidade em G.
O exemplo seguinte da uma ideia geral do que pretendemos fazer.

Exemplo 39. (Sistemas Bilineares). Considere o seguinte sistema direita-
invariante em GL,(n) :

I'=A+RB Cgl(n).
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Na notacao classica este sistema é escrito como
X =AX +uBX, X €GL(n), ucR. (3.8)
Introduza também o seguinte sistema bilinear:
&t =Axr+uBz, ze€R"\{0},ueR. (3.9)

onde a exclusao da origem do espaco R™ ¢ justificada pelo fato de que campos
de vetores desaparecem na origem, ou seja, esta é um ponto de equilibrio
global para sistemas bilineares.

Considere X (t) uma trajetoria do sistema (3.8) com X (0) = Id. Note que
se x(t) = X(t)xo entdo

©(t) = X(t)zo
= (AX(t) +uBX(t))zo
= AX(t)ro+ uBX(t)z
= Ax(t) + uBx(t)

e além disso z(0) = X(0)xg = Idxrg = xy. Assim, se X () é uma trajetoria
do sistema (3.8) com X (0) = Id entao z(t) = X(t)zo é uma trajetoria do
sistema (3.9) com z(0) = zo.

Assuma que o sistema esquerda-invariante 3.8 seja controlavel em G L, (n).
Veremos que o sistema bilinear 3.9 ¢ controlavel em R™\ {0}. De fato: dados
quaisquer dois pontos zg,z; € R™\ {0}, existe uma matriz X; € GL(n)
tal que se verifique X;z9 = z1. A procura de tal matriz nos levaria a um
sistema linear com n equagoes, cada uma delas contendo n variaveis distin-
tas das varidaveis de uma outra equagao. Assim, pode-se escolher solugoes de
cada uma delas de modo que constituam as entradas de uma matriz X; com
determinante positivo.

Em virtude da controlabilidade de T" existe uma trajetoria X (¢) do sistema
direita-invariante tal que X (0) = Id e X(T) = X; para algum 7" > 0. Entéo
a trajetoria x(t) = X (t)zo do sistema bilinear guia xy até x;:

z(0) = xy como ja vimos, e z(T) = X(T)xg = X120 = 271.

O que acabamos de verificar é que se o sistema direita-invariante 3.8 é con-
trolavel em GL(n), entdo o sistema bilinear 3.9 ¢ controlavel em R™ \ {0}.
Existem trés pontos chaves no argumento precedente:

(1) O grupo de Lie G = GL, (n) age na variedade M = R"™\ {0}, ou seja,
qualquer X € G define uma aplicacao

X M—-M, X:z— Xuzx.
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(2) G age transitivamente em M:
Vrg,z1 € M 31X € G tal que Xxg = z7.

(3) O sistema bilinear (3.9) é induzido pelo sistema direita-invariante
(3.8), isto ¢, se X (t) ¢ uma trajetoria de (3.8) com X (0) = Id entao X (t)x &
uma trajetoria de (3.9).

Essa construcao esté formalizada a seguir.

Definicao 3.8.1. Dizemos que um grupo de Lie G age sobre uma variedade
M se existe uma aplicacao diferencidvel 6 : G x M — M que satisfaz as
sequintes condicoes:
(1) (Y X,x) =0(Y,0(X,x)) para qualqguer X,Y € G e qualquer x € M.
(2) 0(1d, z) = x para qualquer z € M.

Definicao 3.8.2. Um grupo de Lie G age transitivamente em M se para
quaisquer xg, v1 € M existe X € G tal que 0(X, x¢) = 1. A variedade que ad-
mite uma acao transitiva de um grupo de Lie é chamada o espago homogéneo
deste grupo de Lie.

Definigao 3.8.3. Seja A € L. O campo vetorial 0, A € VecM induzido pela
acao de 0 € definido como seque:

(0,.A)(x) = % tzo&(exp(tA),x), xeM.

Exemplo 40. O grupo de Lie GL, (n) age transitivamente em R"™\ {0} como
segue:
0(X,z) =Xz, X €GLy(n), veR"\{0}.

Para um campo vetorial direita-invariante V' (X) = AX, o fluxo passsando
pela identidade é exp(At), assim

d

=—| 0(V'(Id),z) = Kl exp(At)r = Ax.
dt lt=0

(6.V)(z) dt l=o

Definicao 3.8.4. Seja I' C L um sistema direita-invariante. O sistema
0.I' c VecM, (0,I')(x) ={(0.A)(z)|[AeT}, xeM

€ chamado o sistema induzido em M.
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Exemplo 41. Seja I' = {A 4+ uB|u € R} C L um sistema direita-invariante
em um grupo de Lie Linear G C GL(n). Na notagao classica I' ¢ escrito
como X = AX +uBX, X € G, ueR.

Temos 0,(AX) = Az, 6,(BX) = Bz, assim 0,(AX +uBX) = Az +uBux.
Assim o sistema induzido 6.I" é bilinear:

&t =Ar +uBz, v € R"\ {0}, ueR.

Lema 3.8.1. Se X(t) € uma trajetoria do sistema direita-invariante I', entdo
x(t) = 0(X(t),z9) € uma trajetoria do sistema induzido 0. para qualquer
xo € M.

Demonstracao. Vamos considerar apenas o caso em que a trajetoéria inteira
X (t) satisfaz uma tnica EDO uma vez que uma trajetoria arbitraria de
[' é a concatenagao de tais partes. Assim temos que X(t) = exp(At)xg e
x(t) = 0(exp(At) Xy, xp). Vamos mostrar que x(t) satisfaz o sistema induzido:

(t) = %H(exp(At),xo) = di O(exp(A(t + €))Xo, zo)

d €le=0
d
= | flexp(Ae) exp(A1)Xo, o)
= L1 flexp(Ac), Blexp(Af) Xo, o)
€ le=0
d
= | desp(ae) 2(1)

= (0.4)(z()).

Teorema 3.8.1. Sejam 6 uma acao transitiva de um grupo de Lie G em uma
variedade M, I' C L um sistema direita-invariante em G e 6,.I' C VecM o
sistema induzido em M.

(1) Se I' € controlavel em G, entao 0.1 € controldvel em M.

(2) Além disso, se o semigrupo Ar age transitivamente em M, entao 6,1
€ controldvel em M.

Demonstracao. Se G é controlavel entao Ar = G. Como a agao de 6 é transi-
tiva segue que Ar age transitivamente em M. Isso mostra que se (2) é valida,
entao a proposigao (1) também ¢é valida. Por esse motivo mostraremos apenas
a afirmacdo (2). Tome quaisquer dois pontos zg, x; € M. Pela transitividade
da acdo de I' em M existe X € Ar tal que 6(X,z¢) = x;. Por outro lado,
como X € Ar, existe alguma trajetoria X (¢) tal que X(0) = Ide X(T) =X
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para algum 7' > 0. Entao a curva z(t) = 0(X(¢),z¢) é uma trajetoria do
sistema induzido 6,I" que atinge o ponto x; a partir do ponto zy, como pode
ser visto abaixo:

z(0) = 0(X(0),x¢) = 0(Id, xo) = xg, x(T)=0(X(T),x0) =0(X,x0) = 7.
A seguir veremos importantes aplicagoes do teorema 3.8.1 relatadas pela

agao linear de um grupo linear G C GL(n,R). Neste caso os sistemas induzi-
dos sao bilineares, ou mais geralmente, afins.

Exemplo 42. G = GL,(R), M =R™\ {0}. Temos

0(X,x) = Xz,

:{A+fm&}cmm%

0.1 : x—Ax—l—Zusz x € R™\ {0}.

Se A= GLy(n)ou SL(n) entio o smtema 0.I" & controlavel em R™\ {0}.
O conjunto acesivel pode ser até menor, por exemplo, no caso que A =
SO(n) x Ry Id o sistema 6.I" permanece controlavel.

Exemplo 43. G = SL(n), M = R"\ {0}. Similarmente,
(X, x) = Xz,
_{A+ﬁm&}cdm)
0.1 :&=Ax+ Zn:luiBix, z € R"\ {0}.

Se A é transitiva em R" entao o sistema bilinear 6,I" é controlavel em
R™\ {0}.
Exemplo 44. G = SO(n), M = S 1.

0(X,x) = Xz,
= {A + i uiBi} C so(n),
i=1
0. : & = Ax + > w;Bix, v € S"!

=1
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Em particular se

0 10 0 01
I'= -1 0 0 |, 0 00
0 0 0 -1 0 0

entdo 0,1 é controlavel em S? (rotagoes).

Exemplo 45. G = U(n) ou SU(n), M = S*~1.
0(Z,2)=2Zz,
= {A + i uiBZ-} C u(n) ou su(n)
i=1

0.0 :2=Az+ > u;Bz, weS!
i—1

K2

Exemplo 46. G = Aff.(n), M = R". A componente conexa da identidade
no grupo afim

Affain) ={ ( °

age transitivamente no espago

wese (1))
(5 1) () (3 D)(6)- ()=

Considere um sistema direita-invariante em G’

— <

)}cGL(n+1)

Os campos vetoriais induzidos sao afins:

A b

0. 0 0 <91”>:Ax+b,
F

e o sistema induzido escreve-se como
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0.1 : i = Aogx + by + Y _ui(Aw +b;), = €R"
=1

Em particular, para by = 0, A; = ... = A,, = 0, nés obtemos o sistema linear

i=1
Pode-se mostrar que se a condi¢ao de Kalman é satisfeita, ou seja,
span(bl, ey bm, Aobl, ey Aobm, Ag_lbl, ey Ag_lbm) = Rn,

entao o sistema linear 3.10 é controlavel em R™.

Exemplo 47. O caso em que G = F(n), M = R" é completamente similar
ao caso de Aff, (n).

Nesta secao foi desenvolvida uma teoria de sistemas induzidos por sis-
temas direita-invariantes por causa da importante classe de sistemas bilin-
eares # = Az + uBz, onde v € R™\ {0} é um vetor coluna. E claro que a
teoria dos sistemas induzidos por sistemas esquerda-invariantes é totalmente
a mesma e, neste caso, o sistema induzido escreve-se como y = yA + uyB,
onde y € R™\ {0} é um vetor linha.
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Capitulo 4

Controlabilidade em grupos de
Lie compactos

Neste capitulo daremos uma condigao suficiente para a controlabilidade de
sistemas direita-invariantes em grupos de compactos e conexos.

4.1 Técnicas de extensao para sistemas esquerda-
invariantes

Com base no conceito de saturado de Lie de um sistema direita-invariante
constroi-se uma técnica de extensao que da condicoes suficientes para a con-
trolabilidade. Essa técnica nao seré explorada aqui, visto que nosso objetivo
é apenas estabelcer uma linguagem basica que nos possibilite a demonstracao
do teorema (4.2.3), que d4 uma condigao necessaria e suficiente para a con-
trolabilidade de um sistema esquerda-invariante em um grupo de Lie G com-
pacto e conexo.

4.1.1 O saturado de um sistema direita-invariante

Definicao 4.1.1. Sejam I'1,I's C L. O sistema I'y € dito equivalente ao
sistema 'y se clAp, =clAr,. Utiliza-se a notag¢ao I'y ~ T's.

Vamos mostrar, a seguir que, além de Ar, o conjunto clAr também é um
semigrupo .

Lema 4.1.1. Seja I' C L. Entao clAr € um subsemigrupo de G.

Demonstragao. Sejam X,Y € clAr. Existem sequéncias {X,,} e {Y,,} em Ar
tais que X,, — X, Y, — Y com n — oo. E claro que X,,Y,, — XY com
n — oo, e como {X,Y,} C Ar segue que XY € clAr.
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Observagao 4.1.1. Vamos precisar do seguinte fato elementar: sejam A, B C
G. Se A CclB entao clA CclB.

Lema 4.1.2. Sel'y ~T' e’y ~ T, entao 'y UT'y ~ T

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que clAr =clAr, r,. Como I'y C I'y UTy
temos que Ar, C Ar,ur,. Assim clAr =clAr, CclAr,ur,.

Para a inclusao oposta, visto a observacao feita acima, é suficiente provarmos
que AF1UF2 C CI.AF.

Seja entao X = exp(t1A4;)...exp(tnvAn), t; > 0, A; € I'y UT'y. Temos
que exp(t;A;) € Ar, U Ar, CclAr, assim pelo lema anterior, o produto
destas exponenciais X €clAr e a inclusao oposta estd mostrada. Portanto
clA =clAr,r,, mostrando que I'y UT'y ~ T

O lema anterior nos permite fazer a uniao de sistemas equivalentes. Torna-
se natural entao considerar a uniao de todos os sistemas equivalentes a um
dado sistema.

Definicao 4.1.2. O saturado de um sitema direita-invariante I' C L € o
sequinte sistema: Sat(T') = U{T" C L|T" ~ T'}.

Pode-se definir o saturado de I', como sendo o maior subconjunto de Liel’
que é equivalente a I'. Tomando a defini¢ao anterior, este ¢ um fato decorrente
do item (1) da seguinte proposigao.

Proposigao 4.1.1. (1) Sat(I') ~ T
(2) Sat(I') = {A € L|exp(R;A) Ccl Ar}.

Demonstracio. (1) E claro que I' ~ T' e assim I' CSat(T"). Isto mostra que
clAr CCIASat(r)'
Vamos mostrar agora a inclusao oposta. Seja X € ASat(ry ou seja,

X =exp(t14;)...exp(tnAy), t; >0, A; € Sat(D).

Cada elemento A; esta contido em um sistema I'; ~ T'; assim exp(t;A;) €
Ar, C clAr. Como clAr ¢ um subgrupo segue que clA > X. Logo Ag,¢ ) CclAr.
Com isto o item (1) esté provado.

(2) Denote o sistema
I'={A¢c Llexp(R;A) C clAr}.

Provaremos que: (i) I' C Sat(I") e (ii) Sat(I') c T.

~

Prova de (i): Mostraremos que I' ~ I'. Considere a representagao
As = {exp(t14;)...exp(tnAn), t; >0, A; € I}.
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Uma vez que exp(t;A;) €clAr, segue que Ax CclAr, pois clAp é subgrupo.
Daf clAs CclAp. Além disso, uma vez que I' C f, temos que Ar C Az. Logo
vale a igualdade, clAx =clAr e portanto [ ~T.

Prova de (ii): Seja A €Sat(I') Entdao A € I" ~ I'. Assim exp(tA) €clAr,
isto ¢, A € T. Logo a inclusdo (ii) ¢ valida.

Por (i) e (ii) concluimos a igualdade requerida no item (2) da proposigao.

Observagao 4.1.2. Infelizmente, o saturado nao é o objeto tangente apropri-
ado para clAr responséavel pela controlabilidade: é possivel que Sat(I') = L,
e ainda I" nao é controlavel.

Exemplo 48. (O fluxo irracional do toro). O toro ¢ um grupo de Lie
abeliano bidimensional :

G=T?=S"x 8" = {(rmodl, ymod1)}.

Temos que sua algebra de Lie ¢ L = T74T = R2.

Considere o sistema direita-invariante em G, sem controle, isto é, U =

{0},
r={A}, A=(,r), reR\Q.

O conjunto acessivel é o fluxo no toro:
A =exp(R; A) = {(zmod1, kzmod1)|x > 0} # T?, clA =T
Assim I' ~ L = SatI", embora I' ndo seja controlével em T?. A razao disso
é que a condic¢do do posto ¢é violada: Lie(I') = RA # L.
4.2 O saturado de Lie de um sistema invariante

Definigao 4.2.1. O saturado de Lie de um sistema esquerda-invariante é
definido como seque:

LS(T") = Lie(T") N Sat(T).
A seguinte descrigao é uma consequéncia imediata da proposi¢ao (4.1.1).
Corolario 4.2.1. LS(I") = {A € Lie(I")| exp(R;+A) Ccl Ar}.

Teorema 4.2.1. (Teste do saturado de Lie). Um sistema esquerda-
mwvaritante I' C L € controlavel num grupo de Lie G conexo se, e somente se,

LS(T') = L.
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Demonstra¢ao. Suponha que I' seja controlavel. Entao Ar = G. Segue que
exp(R;A) C clAr, VA € L. De acordo com isso Sat(I') = L, e ent@o

LS(I") = Lie(I") n Sat(I") = Lie(I") N L.

Por outro lado ja sabemos que se I' é controlavel entao Lie(T') = L. Assim,
segue disso e da igualdade anterior que LS(I') = L.

Reciprocamente, suponha que LS(I') = L. Essa igualdade nos diz que
Sat(I') = L . Além disso, o grupo conexo G é gerado pelos semigrupos a
um parametro {exp(tA)|A € L, t > 0} considerado como um semigrupo.
Segue entao, desses dois fatos que, que clA;, = G. Como Sat(I') ~ T e
Sat(T') = L, temos que clAr =clA; = G. E claro que Lie(T') = L pis L =
LS(I") = Lie(I") N Sat(I") = Lie(I') N L. Como vimos clAr = G, segue entao
do teorema (3.7.5) que I' é controléavel.

No seguinte teorema sao dadas as propriedades basicas do saturado de
Lie. O leitor interessado em sua demonstragao podera consultar [14].

Teorema 4.2.2. (1) LS(T") € um cone positivo convezo e fechado em L, isto
(eia) LS(T") € topologicamente fechado:
cl(LS(T")) =LS(T'),
(16) LS(I") € um cone convezo:
A, BelS(T) = aA+ (1 —a)B e LS(T), Va € 0, 1],
(1c) LS(T') € um cone positivo:
A eLS(I") = aA €LS(T), Ya > 0.
Assim,
A, BeLS(I') = aA+ BB eLS(I'), VYa,3 > 0.
(2) Para qualquer £A, B € LS(T") e qualquer s € R,
exp(adA)B = B + (sadA) B + %(sadA)?B + ... + L (sadA)"B + ... € LS(I).

(3) Se £A, £B €LS(I"), entao £[A, B] eLS(I").

(4) Se A € LS(T") e se o subgrupo a um pardmetro {exp(tA)|t € R} € periddico
(isto é, compacto) entao —A €LS(T).

(5) Além disso, se A € LS(I") e se o subgrupo a um pardmetro {exp(tA)|t €
R} € quase-periddico, ou seja, exp(R_A) Cclexp(RyA), entao —A €LS(T).
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Usualmente, é dificil construir explicitamente o saturado de Lie de um
sistema direita-invariante. Por causa disto os teoremas (4.2.1) e (4.2.2) sdo
aplicados como condic¢oes suficientes para a controlabilidade via o seguinte
procedimento: dado um sistema I' constroéi-se uma familia ascendente, total-
mente ordenada, de extensoes {I',} de I, ou seja,

I'p=TI, I'ny CI's, se a<f.

No que segue denotamos por co(I') o cone convexo gerado por I' e por
ad A : L — L o operador correspondente a A € L tal que

adA : B~ [A, B].

As regras de extensao sao garantidas pelo teorema 4.2.2:
(1) dado Iy, constroi-se I's =cl(co(I',));

(2) para +A, B € T, constroi-se I's = T', U eradap.

(3) para A, +B € T, constroi-se I'; =T', UR[A, BJ;

(4) dado A € ', com grupo a um parametro periddico, ou quase-periodico,
controi-se I's = I'y URA.

O teorema (4.2.2) garante que todas as extensoes I, pertencem a LS(T").
Se obtivermos a relagdo I', = L em algum passo, entao LS(I') = L e o
sistema " sera controlavel pelo teorema (4.2.1).

Vamos considerar nesta segao grupos de Lie que sao compactos. Por
exempolo, os grupos SO(n),U(n), SU(n) sdo compactos e conexos.

O seguinte simples fato é crucial para o problema de controlabilidade em
grupos de Lie compactos.

Lema 4.2.1. Seja G é um grupo de Lie compacto e A um elemento da sua
dlgebra de Lie. Entdo o subgrupo a um pardmetro exp(RA) é quase periddico,
ou seja,

exp(R_A) C cl exp(R A).
Demonstragao. Seja X = exp(tA) para um ¢t > 0 arbitrariamente fixado.
Temos de provar que exp(—tA) = X! € cl exp(R;A). A sequéncia {X"}
possui uma subsequéncia convergente no grupo de Lie compacto G, digamos
X" =Y eG com k— 00, ngig > ng.
Entao

Xmenmmeel = XYmoo S YY T LX T = X1 comk — oo,

Mas njy1 —np — 1 >0, donde X1 € cl exp(R,A).
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Corolario 4.2.2. Seja G um grupo de Lie compacto, e I' C L. Entao
LS(T") =Lie(T).

Demonstragao. Vamos mostrar inicialmente que LS(I") é uma algebra de Lie.
Se A, B €LS(I") entao, pelo lema 4.2.1, +A,+B €LS(I"). Segue disto e do
fato de que LS(I") é um cone, que (£a)(£A) + (£0)(£B) € LS(I'), ou seja,
aA+ B € LS(T"), Vo, € R. Além disso, 0 mesmo lema juntamente com
o item 3) do teorema 4.2.2 garantem que, +[A, B] € LS(I"). Isto mostra que
LS(T") é uma subalgebra de L.

Agora, é claro que LS(I") C Lie(T") ( lembre que LS(I') = Lie(I")NSat(I")).
Por outro lado, ja sabemos que I' C Sat(I"), por ser equivalente a si mesmo e
além disso I' C Lie(I"), pois Lie(I") é gerada por I'. De acordo com isso I' C
LS(T"). Logo, I' CLS(I") CLie(I"). Desta cadeia de inclusoes e do fato de que
Lie(T") é a menor subalgebra contendo I', concluimos que LS(I") =Lie(T").

Uma consequéncia do lema anterior é o seguinte teorema

Teorema 4.2.3. Um sistema esquerda-invariante I' C L € controldvel em
um grupo de Lie G compacto e conexo se, e somente se, Lie(T') = L.

Demonstracao. Segue imediatamente do corolario anterior e do teorema (4.2.1).

Exemplo 49. Considere o grupo de Lie compacto e conexo G = SO(3),
constituido de todas as matrizes 3 X 3 reais, ortogonais com determinante
positivo. Sua algebra de Lie L = s0(3) ¢ o conjunto de todas as ma-
trizes anti-simétricas. Tome qualquer matrizes linearmente independentes
Ay, As € so(3) e considere o sistema esquerda-invariante I' = {A;, A2 }. Pode-
se observar facilmente que [A;, As] € s0(3) e além disso {A;, Ag, [A1, As]} &
um conjunto linearmente independente, isto é, gera toda a &algebra de Lie
s0(3). Pelo teorema (4.2.3) o sistema é controlavel. Isso nos diz que qualquer
rotacao pode ser escrita como um produto de exponenciais

exp(tlAil)...exp(tNAiN), tj > 0, ij € {1,2}, N e N.
The single-input right-invariant affine in control system
X = (A +uAd)X, uelUCR,X € SO(3)

é também controlavel (para qualquer conjunto controle contendo mais de um
elemento). Consequentemente, o sistema bilinear induzido

t=Aix+uldsx, v€S* uel

é controlével na esfera S?.
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Exemplo 50. As consideragoes do exemplo anterior podem ser generalizadas
para o grupo G = SO(n) de rotagoes do R™. Neste caso, a algebra de Lie L
de G ¢é o conjunto de todas as matrizes anti-simétricas so(n). Considere as
matrizes

Ay = (Ei1p— Es1) + (Bag — Es9) + ...+ (En2pn-1 — En10-2)

e Ay = Ey_1,, — By 1, onde denotamos por F;; a matriz tendo a iden-
tidade real na posicao ¢ e zero nas demais entradas. Pode-se mostrar que
Lie(Ay, A) = so(n). Assim, embora o grupo SO(n) seja 3n(n—1)—dimensional,
o sistema

X = (A +uA)X, X € SO(n),uc U CR,

no qual somente um controle é envolvido, é controlavel (se o conjunto de
parametros controles U contém pelo menos dois pontos distintos).

Note que o conjunto de pares (A;, As) tal que Lie(Ay, Ay) = L é aberto
e denso em L x L (isto é valido para qualquer algebra de Lie L semisimples,
(veja [9]). Assim, podemos substituir as matrizes A; e Ay por um quase
arbitrario par em L X L.

Exemplo 51. Para o grupo de Lie G = SU(2), sua algebra de Lie pode ser
representada como segue:

L=su(2>=8pa"{(é ?)((1) é)(? 6)}

Para quaisquer Ay, Ay € L, linearmente independentes, tem-se que [A;, Ay| ¢
span(Aj, As), assim Lie(A1, Ay) = L. Também o sistema I' = {A; + uAs; u €
U} (onde U contém mais de um elemento) é controlavel em G = SU(2).
Consequentemente, o sistema bilinear induzido

i=Az4+uldsz, 2€ 5% uelkR

é controlével na esfera S3.
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Capitulo 5

Controlabilidade em tempo
Uniforme

Considere G um grupo de Lie semi-simples conexo e compacto. Dado um
sistema de controle invariante controlavel em G mostraremos neste capitulo
a existéncia de um tempo uniforme para a controlabilidade. Este resultado
foi primeiro declarado e provado por Jurdevic e Sussmann em [6]. Porém a
prova que serd dada qui, devida a Ayala-Tribuzy-José,(veja [2]) é elementar
e usa um argumento que provém diretamente da definicao de grupo de Lie
semi-simples.

Precisamos de alguns conceitos preliminares.
Seja G um grupo de Lie com sua algebra de Lie L.

Lembramos que um sistema de controle invariante Y = (G, D) é deter-
minado por uma familia de equagoes diferenciais dadas por

D={X"=X+> uY uwel} (5.1)
j=1
O campo vetorial X e os vetores controles Y7, j = 1,2,...,m, sao ele-

mentos de L considerados como campos de vetores esquerda-invariantes. As
fungoes de controle admissiveis sao elementos na classe

Uk ={u:R — K C R"u(t) é uma fungao constante por partes}.

Aqui K = R™ denota o conjunto de controles irrestritos ou cubo K = [—1,1]™
ou o conjunto limite formado pelos controles bang-bang K = 9[—1, 1]™

Salvo mencao em contrario, qualquer resultado apresentado aqui sera
independente da classe de controles admissiveis.
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Para cada u € U e qualquer condicao inicial € G a equacao diferencial
determinada por X posssui uma tnica soluc¢ao global X*(z), t € R com
X§(z) = x, onde X} (z)ier € 0 grupo a l-parametro de X*.

Assumiremos que ) satisfaz a condigdo do posto da algebra de Lie,
(LARC), isto é

Span,4(D)(x) = T, G, para qualquer x € G.

Aqui Span,4(D) é a algebra de Lie gerada pelos campos vetoriais em D, ou
seja, gerada por X, Y7 j =1,...,m e fechado para o usual colchete de Lie |, ]
entre campos vetoriais. A propriedade LARC imposta ha pouco,avaliada no
elemento identidade Id de G, mostra que a sequéncia crescente de subespacos
D+ [D,D] + D, [D,D]] + ..., coincide com L. Além disso se u ¢ um controle
constante, a propriedade da invariancia de X" implica que X} (z) = x -
X (Id).

Como estamos considerando o conjunto K simétrico em relacao a origem
temos que

{(-X"=-X-> wY) uecl
j=1

é equivalente a
{(—X"=-X+> wY, uecl
j=1

e entdo o sistema de controle invariante — > ¢ definido a partir do sistema
> substituindo-se X por —X em (5).

Denotaremos por A(t, Id) o conjunto acessivel a partir da identidade em
tempo t, do sistema > e A_(s, Id) o conjunto acessivel a partir da identidade
em tempo s do sistema — ) .

Observagao 5.0.1. Note que se olharmos os sistema » e — >  como con-
juntos I' e =T, respectivamente, de campos de invariantes & esquerda entao
podemos escrever

k
A(t,Id) = {exp(tp Xp)...exp(t1 X1), X; €T, Y t; =t
i=1

k
A_(s,1d) = exp(s,Yy)...exp(s1Y1), Y; €T, Zsi =
i=1
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Definigao 5.0.2. Um sistema de controle Y = (G, D) € dito controldvel em
tempo uniforme t > 0, se para quaisquer dois pontos arbitririos x,y € G
existe um controle admissivel u = u(x,y) € U tal que X} (x) = y.

5.1 Existéncia de um tempo uniforme para

No que segue consideraremos GG um grupo de Lie conexo, compacto e semisim-
ples. E claro que sob a condi¢do LARC, o sistema de controle > é controlavel
(veja o terema 4.2.3), o que é uma condigao necessaria para o nosso estudo.
Denote por
h = Ideal {Y', Y? .. Y"}

o ideal em L gerado pelos vetores controles e por H o subgrupo de Lie de GG
conexo associado a algebra de Lie h. Uma vez que b é um ideal, segue que H
¢ um subgrupo normal de GG. Esses fatos, na verdade, sao resultados basicos
da teoria mais geral dos grupos de Lie. O subgrupo H mencionado acima é
gerado pelo conjunto exp(h). Se h é um ideal entdo H =< exp(h) > é um
subgrupo normal de G. Esses fatos estdao demonstrados em [22].

Lema 5.1.1. Seja g uma dlgebra de Lie semisimples. Entao g ndo possui
ideats de codimensao 1.

Demonstra¢ao. Suponha que h seja um ideal de g de codimensao 1, ou seja,
g=h+a

onde a é uma algebra de dimensao 1. Agora como g/h é isomorfa a a (veja
[16]pp.22) e g/h é uma subalgebra semisimples (veja [16]) resulta que a é
uma algebra semisimples unidimensional. Porém, isso é uma contradicao,
pois as algebras unidimensionais nao sao semisimples.

Observacao 5.1.1. Como estamos considerando G um grupo semisimples,
ou seja, sua algebra de Lie L é semisimples, segue do teorema 5.1.1 que o
ideal h = Ideal {Y', Y2 ..,Y™} nao possui ideais de codimensao 1. Logo,
X € b e decorre da condigao LARC que h = L. Assim H =< exp(h) >= G,
consequetemente a translagdo de H por exp(tX) coincide com G, ou seja,
exp(tX)H = G.

O conjunto de acessibilidade ) a partir da identidade Id € G em exata-
mente ¢ > 0 unidades de tempo é denotado por

At,e) ={X/(z) :u e U}.
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A proposicao seguinte sera enunciada sem demonstragao. O leitor inter-
essado podera consultar [12].

Proposicao 5.1.1. Seja > um sistema esquerda-invariante em um grupo
de Lie compacto e conexo. Entao, para cada t > 0
(7) com respeito a topologia de H,

cl(intexpuxyuAt, Id)) = A(t, 1d);
(i) A(t,Id) C exp(tX)H.

De acordo com a proposigao acima, A(t, Id) esta contido em uma G—subvariedade
de codimenao 0 ou 1, dependendo do fato de que X esteja ou nao em h. Em
particular, como Id € intA(t, Id) segue que A(t, Id) possui interior nao vazio
nessa subvariedade. Se X € h entao ¢é valida a relagao h = L.

Exemplo 52. Considere o Toro T? = S! x S! e o sistema de controle invari-
ante > = (T%,D) com

D={X"=X+uY :uelU}.

onde X = (£,0) e Y = (0, 8%). A componente nao nula de X e de Y sao
campos vetoriais invariantes na esfera S'. Uma vez que T é comutativo,
h = (V) possui dimensdo 1. Assim, o subgrupo H possui codimensao 1 e
para cada tempo positivo ¢, o conjunto acessivel em exatamente ¢ unidades de
tempo esta contido na subvariedade 1-dimensional exp(tX)H de T?. Entao,
nesta situagao, nao podemos esperar que haja controlabilidade uniforme.
Da teoria geral dos grupos abelianos nos sabemos que existem inteiros nao
negativos n, m tais que qualquer grupo de Lie abeliano possui a forma G =
T" x R™. Uma vez que estamos considerando G compacto, este exemplo
mostra que nao podemos esperar a propriedade do tempo uniforme para a
parte de G .

Exemplo 53. Considere em G = SO(3) o sistema
D={X"=X+uY :uel},

onde X e Y sao duas quaisquer matrizes anti-simétricas linearmente inde-
pendentes. Entao h = L.

Observacao 5.1.2. De acordo com a proposicao 5.1.1 e os exemplos ante-
riores é natural concentrar nosso estudo em sistemas de controles ), onde
campo vetorial X estd no ideal fh. Como j& afirmamos anteriormente focare-
mos nosso estudo no problema de controlabilidde em grupos de Lie semi-
simples.
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Proposicao 5.1.2. Seja G um grupo de Lie semi-simples conexo e compacto.
Considere um sistema de controle invariante Y, = (G,D) satisfazendo a
condi¢ao LARC. Entao existe um tempo positivo sy tal que, G = A(s, Id)

Demonstragao. Nas condigoes do teorema exp(tX)H = G. De fato, TiqH =
h é um ideal de codimensao 0 ou 1. Porém G é semisimples. Assim h = L e
portanto H = G. Entao segue da proposicao 5.1.1, para cada tempo positivo
2

cl(intexpuxyaA(t, Id) = cl(intgA(t, Id)) = clA(t, Id) (5.2)

cl(intexpuxyn A—(t, Id) = cl(intcA_(t, Id)) = clA_(t, Id). (5.3)

Por outro lado, como os sistemas sao controlaveis temos
UtzoA(t, Id) - G - UtzoA,(t, [d) (54)

De acordo com o exposto acima podemos garantir a existéncia de tempos
t,s >0 e um ponto z € G com

x € intgA(t, Id) NintgA_(s, Id).

De fato: fixe t > 0. Note que intA(t,Id) # (), caso contrario teriamos
clintA(t, Id) = clA(t,Id) = 0, o que é obviamente uma contradigdo. Dado
entdo y € intA(t,Id), a segunda igualdade em (5.3) mostra que existe um
tempo s > 0 tal que y € A_(s,Id). Usando a segunda igualdade em (5.2)
obtemos

ye A _(s,Id) Ccl(intcA_(s, 1d)),

e consequentemente a existéncia de uma sequéncia de pontos (y,,) em intA_(s, Id)
tal que y, — y. Como y € intA(t, Id) existe uma vizinhanga V, de y com

y €V, CintA(t,Id).

Segue entao disso e do fato de que y, — vy, que para ng suficientemente
grande y,, € V, C intA(t,Id). Assim, se tomarmos = = y,, para qualquer
m > ng teremos

x € intcA(t, Id) NintA_(s, Id) (5.5)

como haviamos requerido.
Vamos mostrar agora que Id € intA(t + s, Id). Veja que

r = exp(s,Y;)...exp(s1Y1), Y; € =D; Zsi = s.

s=1
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e entao
Id = exp(—s1Y1)...exp(—s.Y, )z

= crp(sy(=Y0)).capls, (-¥))r, ~¥i €D, 3 =

Isto significa que se o controle v, = v,(Id,z) guia Id até x através de uma
— Y —trajetoria em tempo s, entao existe um controle u;q = urq(z, Id) que
guia z até Id em tempo s através de uma »  —trajetoria. Assim fica claro
que a concatenacao u = uyq*u, conduz Id para Id no tempo ¢+ s através de
uma »  —trajetoria, ou seja, Id € A(t + s,1d). Tome agora uma viznhanga
qualquer V,, de x tal que

x €V, CintcA(t, Id) NintgA_(s, Id).

O difeomorfismo X4 induzido pelo controle u;; em tempo s translada a
vizinhanga V, de x a uma vizinhanca V;4; de Id. Como G é conexo segue da
proposigao 2.2.1 que G = U,,>1(V14)". Da compacidade de G existe um menor
inteiro k tal que G = U(Vy4)k. Como A(Id) = UpoA(t, Id) é um semigrupo
resulta que G = U(V)* C A(t + s, Id)* C A(k(t + s), Id). Tomando s, =
k(t + s) fica provada a proposigao.

Agora estamos aptos a provar o resultado principal deste capitulo.

Teorema 5.1.1. Seja G um grupo de Lie conexo, compacto e semisimples
> = (G, D) um sistema de controle invariante em G satisfazendo a condi¢ao
LARC. Entao, existe um tempo positivo ss~ tal que y, € controldvel no tempo
uniforme sy-.

Demonstracao. Sejam x,y € G quaisquer. Vamos mostrar como conduzir
x até y através de uma Y —trajetoria em tempo uniforme. Na proposigao
5.1.2 nés provamos a existéncia de um tempo s, tal que comecando a partir
de Id é possivel atingir qualquer ponto y € G em exatamente s, unidades de
tempo, através de uma » | —trajetoria. Considere agora o sistema de controle
transitivo — » . Novamente pela proposigao 5.1.2, existe um tempo positivo
s_ tal que a partir da identidade se alcanga qualquer ponto x € G através de
uma — Y —trajetoria. Como vimos anteriormente, podemos conduzir x até
Id no tempo s_ através de uma ) | —trajetoria. Para finalizar, basta ver que
o elemento x é guiado até y através de uma »  —trajetoria, passando por Id,
no tempo uniforme sy = s, 4 s_. Portanto o sistema ) é controlavel em
tempo uniforme, como queriamos mostrar.
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5.2 Aplicacoes

Vamos aplicar o teorema 5.1.1 a uma classe especial de sistemas homogéneos:
os sistemas afins.Vamos considearar aqui os sistemas de controles usando
campos de vetores invariantes a direita. Podemos fazer isso, pois ja vimos
que qualquer problema envolvendo campos invariantes a direita pode ser
transformado em um problema envolvendo campos invariantes & esquerda, e
vice-versa. Seja M uma variedade diferenciavel e Y = (G, D) um sistema
de controle direita invariante em um grupo de Lie conexo G com algebra de
Lie L, que age transitivamente em M através da aplicagao

p:Gx M — M.

A dindmica do conjunto D C L induz o sistema nao linear

(Y ) = (M,p.(D))
onde p, denota a diferencial de p como visto no capitulo 3 secao 3.8.

Teorema 5.2.1. Se o sistema Y, é controldvel em G, entao p.Y. € con-
troldvel em M. Além disso, para cada tempo positivo s

Az(s,x) =G = Ap*(z)(s,p(x)) = M.

Teorema 5.2.2. Seja G um grupo de Lie compacto conexo e semisimples
agindo transitivamente em M. Considere o sistema de controle invariante a
direita Y = (G, D). Entao, existe um tempo psitivo s, (D) tal que o sistema

afim
p-(D ) = (M,p.(D))

€ controldvel no tempo uniforme s, (>°).

Demonstragdo. Pelo teorema 5.1.1, ) é controlavel no tempo uniforme sy-.
A prova segue do teorema 5.2.1 e do fato de que sy =5, (> ).

Como um exemplo genérico, considere o sistema de controle bilinear )
em R".

i =[Ay+ Z w; (1) A ()] (t)

determinado pelas matrizes A; € gl(n,R),i =0,1,...,m e com u € U, como
foi dado em 5. Seja G um grupo de Lie conexo com &lgebra com a subélgebra

g = Spanga{Ao, A1, ..., A} C gl(n,R}.
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O sistema

X = [Ap + Zm:ui(t)Ai}X(t),X €G

induzido por ) 5 ¢ invariante & direita em G. Assuma que G é compacto e
semisimples. Entao, o sistema afim

& =[Ao+ Y wi(t)Ai(t))a(t), x(0) =z
i=1
definido na 6rbita
G(xo) ={x € R";z = gy com g € G}

é controlével em tempo uniforme.

Exemplo 54. Considere o sistema de controle bilinear
(t) = [Ao + u(t) Ar]z(t)
onde Ay e A; geram a élgebra de Lie
g = Spanga{Ao, A1} = so(n,R).

O grupo e Lie compacto associado é G = SO(n). Recorde que para cada
namero natural n o grupo SO(n) é simples, com excessao do caso semisimples
SO(4). Isso mostra que o sistema afim é controlavel em tempo uniforme na
variedade M = S™°!. Para um exemplo concreto geral, considere A, =
Z;:f Ei+1—FEi,¢e Ay =E, 1,—FE,,1. Asmatrizes E;j;, 1<i,j<n
sdo elementos da base canonica de gl(n,R). Entao, Ay e A; geram so(n, R).

O exemplo seguinte mostra que o tempo uniforme no teorema 11 nao é
arbitrario.

Exemplo 55. Em R? considere o sistema de controle bilinear Y :

#(t) = [X +u(t)Y]a(t),

onde X = —F1 3+ FE31eY = Ej 95— Eyy e u € U. Como o teorema (5.1.1)
mostra, o sistema de controle invariante ) | determinado por > 5 =p.(>"), é
controlavel em tempo uniforme em SO(3). Assim o teorema (5.2.1) implica
que o sistema de controle bilinear é controlavel em tempo uniforme em S2,
considere, por exemplo, como a orbita de G em e; = (0,1,0). A seguir
denotaremos A = NM;~oA(t, Id). Considere a classe de controles admissiveis
irrestrito Ug. Mostraremos que o subconjunto A(ey) C S? onde quaisquer
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dois pontos podem ser interligados em tempo positivo uniforme e arbitrario
é reduzidoao circulo equador.

Considere a fungao h : S* — R, definida por h(x) = (e3, z) na esfera.
Aqui {,) denota o usual produto interno em R3 e 3(t) = h(x(t)). Aqui z(t) é
uma solugdo de ), com controle u. Temos que

B(t) = (dh)ay(t) = (dh)ew (X (t) + u(t)Y z(t)).

Uma vez que h é constante em qualquer trajetéria determinada pelo campo
vetorial invariante Y ,segue que (dh),q)(Yx(t)) = 0. Seja z(t) uma solugao
que conduz um ponto xy do equador ao pélo norte no tempo positivo sg.
Temos entao que

B0) =0, Blso) =1 ¢ fs) = / (o).

Em particular, 1 < foso |B(s)|ds < Msg, onde M é qualquer limitac¢ao apro-
priada para a integral. Assim, temos ﬁ < 89 < sy . Entao o polo norte nao
pode ser atingido a partir do equador em tempo menor ou igual a % . Este
fato mostra que, em geral, o tempo uniforme pode nao ser arbitrario. Além
disso, uma vez que o grupo de Lie SO(3) é simples, a tnica subéalgebra a
satisfazendo 3 C a C g é g(veja [8]). Entao, 3 = a. Em outras palavras,
A = exp(RY) e para qualquer tempo positivo arbitrario ¢

{Equador = exp(tuY)es : u € Ug.

Agora, pode-se perceber que qualquer trajetoria conectando os polos precisa
de pelo menos 7 unidades de tempo. Entao, m < sy-. Falando de outra forma,
se um de quaisquer dois pontos nao ¢ um poélo, entao enviando-os ao equador
vemos que um pode ser atingido a partir do outro em 7 unidades de tempo.
De fato, podemos desperdigar tempo no equador. Entao, obtemos sy~ = 7.

Observacao 5.2.1. Podemos perceber que o tempo uniforme obtido no teo-
rema 5.1.1 nao é arbitrario, pois depende da existéncia de um estado x no
interior do conjunto acessivel dos sistemas > e — > . Além disso, depende
também de uma vizihanga V;; da identidade em A(t,,Id) e consequente-
mente de um ntmero inteiro & tal que G = U(Vrq)*.

Embora, em algumas situagoes o tempo uniforme possa ser arbitrério,
nao conhecemos nenhuma propriedade em G ou no sistema para obter esta
condicao. Como mencionamos no final do capitulo 1, quando estamos tra-
balhando com sistemas lineares em R", com controles irrestritos, temos uma
condicao suficiente para se obter controlabilidade uniforme em tempo arbi-
trario.
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