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dispensado durante toda a vida e pela crença nos estudos dos filhos como forma

de superação dos problemas enfrentados;
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vidiu cada angústia vivida nesta empreitada;
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RESUMO

AVALIAÇÃO DE CRITÉRIOS PARA A SELEÇÃO DO

NÚMERO DE COMPONENTES EM MISTURAS

FINITAS DE NORMAIS ASSIMÉTRICAS

Este trabalho tem por objetivo avaliar alguns critérios de informação para seleção

de modelos no contexto de misturas finitas de normais assimétricas. Os critérios

analisados foram o “Critério de Informação de Akaike-AIC”, “Critério de In-

formação Bayesiano - BIC”e “Critério de Determinação Eficiente - EDC”. A

avaliação feita a respeito do desempenho apresentado por estes critérios se deu

através de um estudo de simulação, em que utilizamos o algoritmo EM para encon-

trarmos as estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros do modelo

com as quais empregamos os critérios. Foi também realizado uma aplicação da

teoria desenvolvida para uma modelagem com dados reais utilizando dois con-

juntos de dados já analisado anteriormente na literatura. Os resultados obtidos

indicaram que, assintoticamente, os três critérios tendem a avaliar corretamente

o número de componentes necessárias, mas para amostras pequenas o AIC apre-

senta desempenho inferior ao BIC e EDC, sendo que os dois últimos apresentam

desempenho muito semelhante.



ABSTRACT

CRITERIA EVALUATION FOR THE SELECTION OF

THE NUMBER OF COMPONENTS IN FINITE

MIXTURES OF SKEW-NORMAL DISTRIBUTIONS

The present work aims to evaluate some information criteria for the selec-

tion of models in the context of finite mixtures of skew-normal distributions.

The analyzed criteria are the Akaike’s Information Criterion - AIC, the Bayesian

Information Criterion - BIC and the Efficient Detection Criterion - EDC. The

evaluation concerning the performance presented by these criteria was obtained

through a simulation study, on which the EM algorithm is required to find the

maximum likelihood estimates of for the parameters of the model where the cri-

teria are applied. It was also performed an experiment for the application of the

theory developed, modeling a real data set previously analyzed in the specific

literature. The results obtained point that, in an asymptotic sense, the three

criteria tend to correctly evaluate the number of necessary components, but for

small samples the AIC presents inferior performance than BIC or EDC.
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4.3 Estimativas de máxima verossimilhança para os dados do PIB com 2 compo-

nentes SN. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Introdução

Em muitas situações práticas, verificamos que a rotineira suposição de

normalidade nem sempre é satisfeita, fato este que induz cada vez mais o uso

de modelos mais flex́ıveis, como é o caso do modelo normal assimétrico. A

distribuição normal assimétrica univariada foi introduzida por Azzalini (1985).

Posteriormente, Azzalini & Dalla Vale (1996) estenderam a normal assimétrica

ao caso multivariado. Azzalini & Capitanio (1999) enfatizaram aplicações es-

tat́ısticas da versão multivariada.

No caso de interesse os dados são heterogêneos, apresentam multimodalidade

e são provenientes de g populações distintas, mas não sabemos discriminá-las.

Fazemos então essa modelagem através de misturas finitas de distribuições. A

teoria inerente a esse contexto pode ser vista em McLachlan & Pell (2000). Não

há dúvida que o modelo de mistura finita de densidades normais é o mais em-

pregado nas aplicações que aparecem na literatura. Isso porque modelos de

misturas finitas podem ser utilizados para representar densidades de qualquer

complexidade, e de acordo com McLachlan & Pell (2000, seção. 6.1) qualquer

distribuição pode ser aproximada, com uma precisão arbitrária por uma mistura

finita de densidades normais. Como no passado a falta de métodos computa-

cionais avançados tornava determinadas operações algébricas tediosas, então a

simplicidade algébrica envolvida na distribuição normal se apresentava como uma

grande vantagem. Embora esses modelos sejam atrativos, há ainda a necessidade

de se checar as suposições distribucionais das componentes de mistura, pois além

da heterogeneidade, em suas componentes os dados podem apresentar comporta-
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mento assimétrico.

Lin et al. (2007) estendem a modelagem de misturas de normais usando

misturas finitas de distribuições normais assimétricas univariadas, proposta por

Azzalini (1985). Este modelo torna-se mais flex́ıvel ainda, em virtude da in-

trodução de um novo parâmetro que regula a assimetria. Espera-se com isso que a

modelagem de dados heterogêneos, multimodais e dotados de assimetria que uti-

liza misturas finitas de densidades normais assimétricas apresente resultados su-

periores àqueles que utilizam misturas finitas de normais. Apesar da introdução

de um parâmetro a mais no modelo, o parâmetro que regula a assimetria, acredita-

se que, nessa conjuntura, podemos modelar os dados com um número menor de

componentes. Isso faz com que tenhamos uma menor quantidade de parâmetros

a serem estimados para o modelo e também um ganho do ponto de vista com-

putacional.

A motivação desse trabalho está no fato de muitos conjuntos de dados

considerados na literatura apresentarem multimodalidade e comportamento não

gaussiano, tais como assimetria. Portanto, o objetivo deste trabalho é avaliar o

desempenho do Critério de Informação de Akaike-AIC, do Critério de Informação

Bayesiano-BIC e do Critério de Determinação Eficiente-EDC para selecionar cor-

retamente o número de componentes necessárias para realizar uma modelagem

de dados usando uma mistura finita de densidades normais assimétricas. Os re-

sultados do estudo de simulação realizado trazem em seu bojo informações que

são importantes para profissionais das mais diversas áreas do conhecimento que

lidem com análise de dados, em virtude de oferecer um estudo a cerca desses

critérios que possibitam a realização de modelagem através de misturas finitas de

densidades utilizando o menor número de componentes posśıvel.

Esta dissertação está dividida em cinco caṕıtulos. No Caṕıtulo 1, apresen-

tamos a distribuição normal assimétrica proposta por Azzalini (1985) e algumas

definições e propriedades dessa distribuição para o caso univariado, os momentos
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dessa distribuição além da sua representação hierárquica a qual usamos recor-

rentemente. Apresentamos também a estimação dos parâmetros do modelo via

algoritmo EM.

A definição de misturas finitas de densidades, a estrutura de dados incomple-

tos em modelos para problemas de misturas e como derivar o algoritmo EM para

estimação de seus parâmetros estão discutidos no Caṕıtulo 2.

No Caṕıtulo 3 mostramos as definições e discussões dos critérios de informação

utilizados nesse trabalho como métodos para seleção de modelos.

No Caṕıtulo 4 apresentamos um estudo de simulação que é o cerne desse tra-

balho. Nele mostramos os procedimentos adotados , seus resultados e uma análise

desses resultados.

No Caṕıtulo 5 são apresentadas as conclusões acerca desse trabalho e algumas

considerações.
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Caṕıtulo 1

O Modelo Normal Assimétrico

1.1 Definições e Propriedades

Neste caṕıtulo será definido o modelo normal assimétrico sendo que algumas

das vantagens dessa distribuição é que existem propriedades que são comuns com a

distribuição normal além de ser bem mais tratável do ponto de vista matemático.

Apresentaremos também definições, proposições, lemas e propriedades

necessárias ao desenvolvimento deste trabalho, onde algumas demonstrações po-

dem ser vistas no apêndice A e mais detalhes encontra-se na literatura em

Azzalini (1985).

Definição 1.1.1 Dizemos que X tem distribuição normal assimétrica padrão com

parâmetro λ ∈ R, denotado por X ∼ SN(λ), se sua função densidade de proba-

bilidade (fdp) é dada por

g(x;λ) = 2φ(x)Φ(λx), −∞ < x <∞ (1.1)

onde φ(.) e Φ(.) são as funções de densidade de probabilidade e de distribuição

da normal padrão, respectivamente.

A notação SN que será usada de forma recorrente, para denotar normal as-

simétrica provém do inglês “skew normal”.
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A forma da distribuição é definida pelo parâmetro de assimetria λ.

Valores positivos(negativos) de λ apontam uma assimetria positiva(negativa) no

modelo, conforme podemos observar na figura (1.1) o comportamento da densi-

dade para alguns valores de λ. Observe que a medida que λ → ∞ ou λ → −∞,

mais acentuada se torna a assimetria da distribuição.

Figura 1.1: Função de densidade da distribuição normal assimétrica para λ =

0,−12, 12.

As propriedades que veremos a seguir são imediatas da definição (1.1.1):

Propriedade 1.1.1 A função densidade de uma variável aleatória

Y ∼ SN(0) é idêntica à de uma variável aleatória X ∼ N(0, 1)

Propriedade 1.1.2 Quando λ → ∞ a densidade (1.1) tende para 2φ(x)I{x >

0}, a qual corresponde à fdp de uma seminormal.

Proposição 1.1.1 Se Y ∼ N(0, 1) e Z ∼ SN(λ) então | Z | e | Y | tem a

mesma função densidade de probabilidade.

Como consequência imediata da proposição (1.1.1) temos o seguinte resultado:
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Propriedade 1.1.3 Se Y ∼ SN(λ),então Y 2 ∼ χ2
1.

A propriedade a seguir nos fornece um importante método para simular

observações de uma variável aleatória com fdp como dado em (1.1).

Propriedade 1.1.4 Sejam Y e W variáveis aleatórias independentes e identica-

mente distribúıdas com distribuição N(0,1), e definindo

X =

 Y, se λY > W,

−Y, se λY ≤ W,

então X ∼ SN(λ).

Proposição 1.1.2 Se (X,Y) é um vetor aleatório normal bivariado com dis-

tribuições marginais padronizadas e correlação δ, então a distribuição condicional

de Y dado X >0 é SN(λ(δ)).

Escrevemos SN(λ(δ)), para denotar que o parâmetro δ está relacionado à λ

através da relação

λ(δ) =
δ√

1− δ2
ou δ(λ) =

λ√
1 + λ2

. (1.2)

O parâmetro δ varia no intervalo (-1,1) enquanto λ ∈ R.

Doravante, por abuso de notação, vamos assumir δ(λ) = δ e λ(δ) = λ.

Proposição 1.1.3 Se U1 e U2 são variáveis aleatórias independentes com dis-

tribuição normal padrão e δ ∈ (−1, 1). Então, X ∼ SN(λ) é tal que

X = δ|U1|+
√

1− δ2U2 (1.3)

onde δ é definido em (1.2)
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A Proposição 1.1.1 é muito útil na determinação dos momentos pares da

distribuição normal assimétrica, dado que esses momentos são iguais aos de uma

variável aleatória normalmente distribúıda. Quanto aos momentos ı́mpares de

uma variável aleatória SN(λ), Henze (1986) apresenta a seguinte expressão, como

consequência da Proposição 1.1.3:

E(X2k+1) =

√
2

π
λ(1 + λ2)−

k+1
2 2−k(2k + 1)!

k∑
t=0

t!(2λ)2t

(2t+ 1)!(k − t)!

O lema apresentado a seguir, dado em Azzalini (1985), é de suma importância

para o cálculo da função geradora de momentos da normal assimétrica

Lema 1.1.1 Se V tem distribuição N(0, 1), então,

E[Φ(hV + k] = Φ
( k√

1 + h2

)
, ∀h, k ∈ R

.

A função geradora de momentos de uma variável aleatória Y ∼ SN(λ) é dada

por:

MY (t) = E
[
etY
]

=

∫ ∞

−∞
ety2φ(y)Φ(λy)dy

= 2

∫ ∞

−∞

1√
2π
e−

y2

2
+tyΦ(λy)dy

= 2

∫ ∞

−∞

1√
2π
e−

1
2
(y2−2ty+t2)e

t2

2 Φ(λy)dy

= 2e
t2

2

∫ ∞

−∞

1√
2π
e−

1
2
(y−t)2Φ(λy)dy; se x = y − t

= 2e
t2

2

∫ ∞

−∞

1√
2π
e−

x2

2 Φ(λx+ λt)dx

= 2e
t2

2 E[Φ(λX + λt)],

onde X ∼ N(0, 1). Portanto, a partir de (1.1.1), temos que

MY (t) = 2e
t2

2 Φ(δt), (1.4)

onde

δ =
λ√

1 + λ2
.
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Dessa forma de (1.4) podemos obter, após alguns cálculos, a esperança e a

variância de Y e ainda os coeficientes de assimetria (γ1) e curtose (γ2) como dado

abaixo:

E[Y ] = bδ, (1.5)

V ar[Y ] = 1− b2δ2, (1.6)

Onde,

b =

√
2

π
,

γ1 =
1

2
(4− π)sinal(λ)

[
E2(X)

V ar(X)

] 3
2

,

γ2 = 2(π − 3)

[
E2(X)

V ar(X)

]2

,

onde,

E2(X)

V ar(X)
=

((
2
π

) 1
2 λ√

1+λ2

)2

1− 2
π

λ2

1+λ2

=
2
π

λ2

1+λ2

π(1+λ2)−2λ2

π(1+λ2)

=
2λ2

π(1 + λ2)− 2λ2

=
λ2

π(1+λ2)
2

− λ2

=
λ2

π
2

+ λ2
(

π
2
− 1
) . (1.7)

Propriedade 1.1.5 A função de distribuição acumulada de uma variável aleatória

com fdp em (1.1) denotada por FZ(z;λ) é da forma

FZ(z;λ) = 2Φ2((z, 0)T ; 0,Ω), com Ω =

 1 −δ

−δ 1

 , δ =
λ√

1 + λ2
. (1.8)

onde,

Φ2((z, 0)T ; 0,Ω) denota a função de distribuição acumulada de uma normal bi-

variada com vetor de médias zero e matriz de variância-covariância Ω.
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Demonstração:

FZ(z;λ) = 2
∫ z

−∞
φ(t)Φ(λt)dt = 2

∫ z

−∞

∫ λt

−∞
φ(t)φ(u)dudt

(a)
= 2

√
1 + λ2

∫ z

−∞

∫ 0

−∞
φ(t)φ(v

√
1 + λ2 + λt)dvdt

= 2
∫ z

−∞

∫ 0

−∞

√
1 + λ2

2π
exp

{
1
2
(
v2(1 + λ2) + 2λ

√
1 + λ2vt + λ2t2

)}
dvdt

= 2
∫ z

−∞

∫ 0

−∞

√
1 + λ2

2π
exp

1
2

 t

v

t 1 + λ2 λ
√

1 + λ2

λ
√

1 + λ2 1 + λ2

 t

v

 dvdt

= 2
∫ z

−∞

∫ 0

−∞

√
1 + λ2

2π
exp

1
2


 t

v

t 1 λ√
1+λ2

√
1 + λ2 1

−1 t

v



 dvdt

= 2
∫ z

−∞

∫ 0

−∞

1
2π
√

1− δ2
exp

1
2


 t

v

t 1 −δ

−δ 1

−1 t

v



 dvdt,

(1.9)

onde (a) segue da transformação v = u−λt√
1+λ2

�

Propriedade 1.1.6 1− FZ(−z;λ) = FZ(z;−λ).

Propriedade 1.1.7 Se Z ∼ SN(λ), então −Z ∼ SN(−λ).

Propriedade 1.1.8 FZ(z; 1) = [Φ(z)]2.

A partir de X ∼ SN(λ), introduzimos os parâmetros ξ (de locação) e σ (de

escala) via transformação Y = ξ + σX, com ξ ∈ R e σ > 0, a qual conduz a

seguinte definição:

Definição 1.1.2 Dizemos que Y tem distribuição normal assimétrica com

parâmetros de locação (ξ ∈ R), de escala (σ2 > 0) e assimetria (λ ∈ R), de-

notado por Y ∼ SN(ξ, σ2, λ),se sua fdp é dada por

ψ(y; ξ, σ2, λ) =
2

σ
φ
(y − ξ

σ

)
Φ
(
λ
y − ξ

σ

)
, (1.10)
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Considerando a transformação Y = ξ + σX temos que se Y ∼ SN(ξ, σ2, λ)

então a sua função geradora de momentos é da forma:

MY (t) = E[et Y ] = E[et ξ+tσX ]

= etξE[etσX ]

= etξMX(tσ), (1.11)

onde MX(tσ) é a função geradora de momentos de X, dada em (1.4). Utilizando

o Lema 1.1.1, encontramos

MX(σt) = 2e
σ2t2

2 Φ

{
λσ t√
1 + λ2

}
= 2e

σ2t2

2 Φ(δσt).

Substituindo MX(σt) em (1.11), obtemos a função geradora de momentos de Y.

MY (t) = 2e

(
ξ t+σ2t2

2

)
Φ(δσt), t ∈ R, (1.12)

onde δ = λ√
1+λ2

Assim, a esperança e a variância de Y é dada como segue

E[Y ] = E[ξ + σX] = ξ + σE[X] = ξ + σδ

√
2

π
,

V ar[Y ] = V ar[ξ + σX] = σ2V ar[X] = σ2

{
1− 2

π
δ2

}
.

1.2 Estimação dos Parâmetros via Algoritmo EM

Nesta seção empregaremos um algoritmo tipo EM, Dempster et al. (1977),

para estimação de máxima verossimilhança dos parâmetros de uma distribuição

normal assimétrica. Este algoritmo conhecido por ECM envolve dois passos: o

Passo E(expectation) e o Passo CM(conditional maximization). Vale salientar
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que o objetivo aqui é utilizar a teoria do algoritmo ECM para obtermos os es-

timadores de uma mistura finita de densidades normais assimétricas, que será

visto no caṕıtulo subsequente. Um resumo inerente a essa teoria pode ser vista

no Apêndice C. Para empregar o algoritmo ECM representaremos o modelo nor-

mal assimétrico em uma estrutura de dados incompletos usando alguns resultados

encontrados em Azzalini (1986, p. 201) e Henze (1986).

Lema 1.2.1 (Representação Estocástica) Sejam T0 e T1 variáveis aleatórias in-

dependentes e com distribuição normal padrão. Então, se X ∼ SN(λ), segue-se

que

X = δ|T0|+ (
√

1 + δ2)T1. (1.13)

Demonstração: (Basso, 2009)

Substituindo (1.13) na transformação Y = ξ + σX, temos que

Y = ξ + σ(δ|T0|+
√

1 + δ2T1). (1.14)

Para obtermos a densidade de Y empregaremos o método jacobiano. Sendo a

inversa da transformação como dada abaixo

g−1(y) =
y − (ξ + σδT0)

σ
√

(1− δ2)

segue-se que a densidade de Y é dada por

fY (y) = fT1(g
−1(y))

∣∣∣∣∂g−1(y)

∂y

∣∣∣∣ = 1

σ
√

(1− δ2)
√

2π
e
− (y−(ξ+σδT0))2

2σ2(1−δ2) (1.15)

Fazendo T =| T0 |, temos então que a distribuição de Y dado T = t é

Y |T = t ∼ N(ξ + σδT, (1− δ2)σ2).

Logo, um modelo hieráquico para (1.14) pode ser escrito como

11



Y |T ∼ N(ξ + σδT, (1− δ2)σ2),

T ∼ N(0, 1)I {T > 0} (1.16)

Como na construção dos passos do algoritmo ECM nos deparamos com ex-

pressões não fechadas que dificultam a operacionalização do algoritmo usaremos

a reparametrização proposta por Bayes & Branco (2007) cuja forma é a seguinte

Γ = (1− δ2)σ2 e ∆ = σδ. (1.17)

Precisamos, no entanto conhecer a distribuição de f(t|y) para que possamos

obter E(T |Y = y) e E(T 2|Y = y), ambas necessárias para a construção do Passo

E do algoritmo.

Lembrando da definição de densidade condicional, temos que,

f(t|y) =
f(y; t)∫∞

−∞ f(y; t)dt
=
f(y|t)f(t)

f(y)
,

Com

f(t|y) =
1

π
√

1− δ2σ
exp(− t2δ2σ2

2σ2(1− δ2)
) exp(

δσt(y − ξ)
σ2(1− δ2)

) exp(− (y − ξ)2

2σ2(1− δ2
) exp(− t2

2
)

σ
√

2π

2
exp(

(y − ξ)2

2σ2
)Φ−1(λη)

=
1√

2π
√

1− δ2
exp(− t2σ2

2σ2(1− δ2)
) exp(

2tδσ(y − ξ)
2σ2(1− δ2)

) exp(− (y − ξ)2δ2

2σ2(1− δ2)
)Φ−1(λη)

=
1√

2π
√

1− δ2
exp(− (tσ − δ(y − ξ))2

2σ2(1− δ2)
)Φ−1(λη)

=
1√

2π
√

1− δ2
exp

(
− 1

2

(
t− ( δ(y−ξ)

σ )
√

1− δ2

)2)
Φ−1(λη), (1.18)
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onde

µT = δ(y−ξ)
σ

, σ2
T = (1− δ2) e η = y−ξ

σ
.

(1.19)

Portanto a distribuição condicional de T dado Y = y, será

T |Y = y ∼ TN(µT , σ
2
T ) I{T > 0} (1.20)

Equivalentemente, se usarmos a reparametrização Γ = (1− δ2)σ2 e ∆ = σδ, e

µT =
∆

Γ + ∆2
(y − ξ) e σ2

T =
Γ

Γ + ∆2
, (1.21)

temos que

f(t|y) =
1√

2π(
√

Γ)
e−

1
2Γ

(y−ξ−∆t)2 2√
2π
e−

t2

2

(
2√
2πσ

)−1

e
1
2
( y−ξ

σ
)2Φ−1(λη)

=
1

π
√

Γ
e−

1
2Γ

(y−ξ−∆t)2e−
t2

2 Φ−1(λη), (1.22)

cuja distribuição condicional de T dado Y = y é a mesma dada em (1.20).

Uma alternativa para facilitar o cálculo desta densidade condicional é usar

Arellano-Valle et al. (2005). Agora, para que possamos determinar a função

de log-verossimilhança dos dados aumentados, antes, vamos calcular densidade

conjunta de Y e T , dada por:

f(y, t) = f(y | t)f(t)

=
1√

2π(
√

Γ)
e−

1
2Γ

(y−ξ−∆t)2 2√
2π
e−

t2

2

=
1

π
√

Γ
e−

1
2Γ

(y−ξ−∆t)2e−
t2

2 . (1.23)
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E considerando Y1, ..., Yn e T1, ..., Tn amostras aleatórias para as variáveis

definidas em (1.16) temos que a função de verossimilhança para os dados au-

mentados ou completos, denotada por L(Θ; yi, ti) é expressa como

L(Θ; yi, ti) =
n∏

i=1

1

π
√

Γ
e−

1
2Γ

(yi−ξ−∆ti)
2

e−
t2i
2

=

(
1

π
√

Γ

)n

e
− 1

2Γ

n∑
i=1

(yi−ξ−∆ti)
2

e
− 1

2

n∑
i=1

t2i
. (1.24)

E tomando o logL(Θ; yi, ti), obtemos a função de log-verossimilhança dos

dados aumentados ou completos, denotada por lc(Θ; yi, ti) como segue,

lc(Θ; yi, ti) = n log

(
1

π
√

Γ

)
− 1

2Γ

n∑
i=1

(yi − ξ −∆ti)
2 − 1

2

n∑
i=1

t2i

= n
(
−log(πΓ1/2)

)
− 1

2Γ

n∑
i=1

(yi − ξ −∆ti)
2 − 1

2

n∑
i+1

t2i

= −1

2

n∑
i=1

−n log (π)− n

2
log (Γ)− 1

2Γ

n∑
i=1

(yi − ξ −∆ti)
2

= c− n

2
log (Γ)− 1

2Γ

n∑
i=1

(yi − ξ −∆ti)
2, (1.25)

onde c = −1
2

n∑
i=1

t2i − n log (π) é uma constante que é independente do vetor de

parâmetros Θ = (ξ, σ2, λ).

Como o passo E do algoritmo ECM, emprega as esperanças condicionais da

função

Q(Θ | Θ̂) = EΘ̂

[
lc(Θ) | yi

]
, (1.26)

torna-se necessário o Lema que enunciaremos a seguir extráıdo de Johnson et al.

(1994):

Lema 1.2.2 Sejam X ∼ NT (µ, σ2)I {a1 < x < a2} uma distribuição normal
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truncada com densidade dada por

f(y | µ, σ2) =

{
Φ(
a2 − µ

σ
)− Φ(

a1 − µ

σ
)

}−1
1√
2πσ

e−
1

2σ2 (y−µ)2 , a1 < y < a2.

(1.27)

Então

(i)E(X) = µ− σ
φ(α2)− φ(α1)
Φ(α2)− Φ(α1)

, (1.28)

(ii)E(X2) = µ2 + σ2 − σ2 α2φ(α2)− φ(α1)
Φ(α2)− Φ(α1)

− 2µσ
φ(α2)− φ(α1)
Φ(α2)− Φ(α1)

. (1.29)

Prova: ver Apêndice B.

Do Lema 1.2.2 temos que

E(Ti|yi) = µTi
+
φ(

µTi

σT
)

Φ(
µTi

σT
)
σT e E(T 2

i |yi) = µ2
Ti

+ σ2
T +

φ(
µTi

σT
)

Φ(
µTi

σT
)
µTi

σT(1.30)

Sendo ŝ
(k)
1j = EΘ̂(k)(Ti|yi) , ŝ

(k)
2j = EΘ̂(k)(T 2

i |yi) e usando as propriedades de

esperança condicional conhecidas obtemos

ŝ
(k)
1i = µ̂

(k)
Ti

+
φ{λ̂(k)(yi−ξ̂(k)

σ̂(k) )}

Φ{λ̂(k)(yi−ξ̂(k)

σ̂(k) )}
σ̂

(k)
T , (1.31)

ŝ
(k)
2i = µ̂2(k)

Ti
+ σ̂2(k)

T +
φ{λ̂(k)(yi−ξ̂(k)

σ̂(k) )}

Φ{λ̂(k)(yi−ξ̂(k)

σ̂(k) )}
µ̂

(k)
Ti
σ̂

(k)
T , (1.32)

onde, µ̂
(k)
Ti

,σ̂
(k)
Ti

, são µTi
e σTi

dados em (1.21) com ξ, σ e λ substituidos por

ξ̂(k), σ̂(k) e λ̂(k), respectivamente.

Usando (1.20), (1.31) e (1.32) obtemos as esperanças condicionais dos dados

completos dadas as observações, conforme mencionada em (1.26) , como sendo

Q(Θ | Θ̂) = EΘ̂

[
lc(Θ) | yi

]
= −n

2
log (Γ)− 1

2Γ

n∑
i=1

y2
i −

1
2Γ

(n∆2
n∑

i=1

ŝ2i) +
2
2Γ

(n∆
n∑

i=1

(yi − ξ)ŝ1i) +

+
2
2Γ

(nξ
n∑

i=1

yi)−
nξ2

2Γ
. (1.33)
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A seguir apresentamos um resumo dos passos necessários para obtenção das

estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros do modelo, sendo que

mais detalhes podem ser visto no Apêndice C.

Passo E: Dado Θ = Θ̂, calcule ŝ1i e ŝ2i, para i = 1, ..., n.

Passo CM: Atualize Θ̂(k), maximizando Q(Θ|Θ̂) = EΘ̂{lc(Θ)|yi} e usando a

reparametrização proposta por Arellano-Valle et al. (2005) após alguma álgebra

nos leva as seguintes expressões fechadas:

ξ̂(k+1) =
n∑

i=1

(yi −∆(k)ŝ
(k)
1i ), (1.34)

Γ̂(k+1) =
1

n

{
n∑

i=1

[
(yi − ξ̂(k+1))2 − 2(yi − ξ̂(k+1))∆̂(k)ŝ

(k)
1i − ∆̂2(k)

ŝ
(k)
2i

]}
(1.35)

∆̂k+1 =

n∑
i=1

(yi − ξ̂(k+1))ŝ
(k)
1i

n∑
i=1

ŝ
(k)
2i

(1.36)

As iterações do algoritmo são feitas através da repetição alternada dos passo E

e CM sendo estas interrompidas quando um critério de convergência seja atingido.

É comum utilizar a diferença (lc(Θ
(k+1)) − lc(Θ

(k)) o que significa que a con-

vergência será atingida quando esta diferença for menor que uma constante c

especificada, ou seja, o critério de parada adotado aqui foi

(lc(Θ
(k+1))− lc(Θ

(k)) < c, (1.37)

onde a constante c assumida neste trabalho é igual a 10−5.
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No próximo Caṕıtulo apresentamos a definição de misturas finitas de den-

sidades, com ênfase para a mistura finita de densidades normais assimétricas,

o modelo de mistura em uma estrutura de dados incompletos e a derivação do

algoritmo ECM para estimação dos parâmetros do modelo.
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Caṕıtulo 2

Misturas Finitas de Densidades

Neste caṕıtulo definiremos o modelo de mistura finita de densidades o qual tem

recebido muita atenção nos últimos anos por ser um modelo bastante flex́ıvel e em

particular quando nos deparamos com situações onde há presença de

heterogeneidade populacional.

Esses modelos tem aplicações em diversas áreas da estat́ıstica, como análise de

agrupamento, análise discriminante e análise de sobrevivência, dentre

outros. Existem vários trabalhos na literatura utilizando modelos de misturas

para aproximar densidades complexas, desde aquelas com aspectos multimodais

à outras totalmente assimétricas, sendo preferiveis em situações em que uma

única familia paramétrica de distribuições não produz uma modelagem satis-

fatória. Será também definido o modelo de mistura finita de densidades nor-

mais assimétricas, sob o ponto de vista de dados incompletos e estimação dos

parâmetros do modelo será feita pelo método da máxima verossimilhança via al-

goritmo ECM.
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2.1 O Modelo de Mistura

Definição 2.1.1 Um vetor aleatório Y ∈ Rp com função densidade dada por

f(y) =

g∑
j=1

ωjψ(y), (2.1)

onde, ωj ≥ 0 e
∑g

j=1 ωj = 1, é dito ter uma distribuição de mistura de densidades.

A função f(·) é denominada mistura finita de densidades com g componentes, os

parâmetros ω1, ..., ωg são as proporções de misturas e as densidades ψ1, ..., ψg são

as componentes da mistura.

Se as componentes da mistura ψj(·) pertencem à famı́lias paramétricas de

distribuições, então o modelo (2.1) pode ser reescrito da seguinte forma

f(y;Θ) =

g∑
j=1

ωjψj(y; θj), (2.2)

onde Θ = (θT
1 , ..., θ

T
g ) e θj são os parâmetros que definem cada uma das

componentes ψj, que não precisam necessariamente estarem no mesmo espaço

paramétrico. Mas para os propósitos desse trabalho assumiremos as compo-

nentes da mistura ψj como sendo pertecentes a mesma famı́lia paramétrica de

distribuições o que nos leva a escrever a mistura finita de densidades por

f(y;Θ) =

g∑
j=1

ωjψ(y; θj),y ∈ Rp. (2.3)

Com essas considerações temos que os parâmetros θj agora pertencem a um

mesmo espaço parâmétrico.
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2.2 A Mistura Finita de Densidades Normais

Assimétricas

Considere uma amostra aleatória Y1, Y2, ..., Yn proveniente de mistura finita

de densidades onde as componentes ψj(·) são densidades normais assimétricas.

Temos então que um modelo de mistura de densidades normal assimétrica com g

componentes é dado por

f(y | Θ) =

g∑
j=1

ωjψ(yi | ξj, σ2
j , λj), (2.4)

onde ω = (ω1, ..., ωg) são as probabilidades da mistura, assumidas como não-

negativa, cuja soma é um e Θ = (θT
1 , ..., θ

T
g )T com θj = (ωj, ξj, σ

2
j , λj)

T sendo os

parâmetros especificados para a componente i.

Para o contexto de modelagem por mistura finita de densidades introduzire-

mos um conjunto de variáveis indicadoras latentes Zi = (Zi1, ..., Zig)
T , i = 1, ..., n

cujos valores são um conjunto de variáveis binárias tais que

Zik =

 1 se yi ∈ k,

0 caso contrário.

e
g∑

j=1

Zij = 1.

Dadas as probabilidades da mistura ω = (ω1, ..., ωg)
T as componentes indicadoras

Z1, ..., Zn são independentes, com densidade multinomial dada por

f(zi) = ωzi1
1 ωzi2

2 ...(1− ω1 − ...− ωg−1)
zig . (2.5)

Escrevemos Zi ∼M(1;ω1, ..., ωg) para denotar Zi com densidade (2.5).

A partir da inclusão de Zi faremos a modelagem dos dados ditos comple-

tos yc = (yi, zi). Assumindo novamente (Y1, ..., Yn) amostras aleatórias da dis-

tribuição (2.4), temos que a densidade conjunta de yc = (yi, zi) é dada por:

f(yc|Θ) = f(yi|zi;Θ)f(zi;Θ) (2.6)
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=

g∏
j=1

(fj(yi; θj))
(zij)f(zi;Θ). (2.7)

De acordo com a distribuição assumida por zi em (2.5) temos que

f(zi;Θ) = f(zi;ω) =

g∏
j=1

ω
(zij)
i , (2.8)

e substituindo (2.8) em(2.6), temos

f(yc|Θ) =

g∏
j=1

ω
(zij)
i (fj(yi; θj))

(zij). (2.9)

Agora, considerando a independência dos dados incompletos e a expressão

(2.9) temos que a função de verossimilhança é dada por:

L(Θ) =

g∏
j=1

f(yc|Θ) (2.10)

=
n∏

i=1

g∏
j=1

ω
(zij)
i (fj(yi; θj))

(zij),

e, portanto, a função de log-verossimilhança dos dados completos é

lc(Θ) =
n∑

i=1

g∑
j=1

Zij logωi +
n∑

i=1

g∑
j=1

Zij log (fj(yi; θj)). (2.11)

Com essas considerações e assumindo a inclusão das variáveis indicadoras Z
′
is

temos que um modelo hierárquico para uma mixtura finita de normais assimétricas

pode ser escrito como

Yi | ti, Zij = 1 ∼ N(ξj + δjσjti, (1− δ2
j )σ

2
j ), (2.12)

Ti | Zij = 1 ∼ NT (0, 1)I {Ti > 0}, (2.13)

Zi ∼ M(1;ω1, ..., ωg), (2.14)

para i = 1, ..., n, j = 1, ..., g, δj =
λj√
1+λ2

j

e NT denota a distribuição Normal

Truncada.

De (1.20) temos que

Ti|yi, Zij = 1 ∼ NT (µTij
, σ2

Tj
)I {Ti > 0} (2.15)
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onde,

µTij
= δ(yi − ξj), σT j =

√
Γj

(2.16)

Usando a reparametrização proposta por Arellano-Valle et al. (2005) e considerando

y = (yT
1 , ..., y

T
n ), t = (t1, ..., tn)T e Z = (ZT

1 , ..., Z
T
n ) observações para as variáveis

dadas em (2.12), (2.13) e (2.14), temos que a densidade conjunta baseada nas

observações yi é dada por

f(yi, ti, zi) = f(yi|ti, zi)f(ti|zi)f(zi)

=
1√

2π
√

Γj

e
− (yi−ξ−∆ti)

2

2Γj
2√
2π

e−
t2i
2

g∏
j=1

ω
zij

j

=
1

π
√

Γj

e
−

(yi−ξj−∆ti)
2

2Γj e−
t2i
2

g∏
j=1

ω
zij

j (2.17)

Dessa forma a funcão de verossimilhança para os dados completos denotada por

Lc(Θ) é

Lc(Θ) =
n∏

i=1

f(yc|Θ)

=
n∏

i=1

f(yi, ti, zi;Θ)f(ti|zi;Θ)f(zi;Θ)

=
n∏

i=1

g∏
j=1

ω
zij

j

1

π
√

Γj

e
−

(yi−ξj−∆ti)
2

2Γj e−
t2i
2 . (2.18)

Agora, tomando o log de (2.18) a função de log-verossimilhança denotada por

lc(Θ) dos dados completos é

lc(Θ) =
n∑

i=1

g∑
j=1

zij

[
logωj + log fi(yi, ti; θi)

]
=

n∑
i=1

g∑
j=1

zij

[
logωj + log π − 1

2
log Γj −

1

2Γj

(yi − ξj −∆jti)
2 − t2i

2

]
= c+

n∑
i=1

g∑
j=1

zij

[
logωj −

1

2
log Γj −

1

2Γj

(yi − ξj −∆jti)
2
]

(2.19)

onde c = −
(

log π+
t2i
2

)
são constantes que não dependem do vetor de parâmetros
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2.3 Estimação de Parâmetros Usando o Algo-

ritmo tipo EM

Definiremos agora os passos necessários para a construção do algoritmo ECM,

determinando a função Q e calculando as esperanças condicionais, como segue

Q(Θ | Θ(k)) = EΘ

[
lc(Θ) | yi

]
=

n∑
i=1

k∑
j=1

Zij log ωj −
1
2

n∑
i=1

k∑
j=1

Zij log Γj −
1

2Γj

n∑
i=1

k∑
j=1

E
[
ZijY

2
i |yi

]
−

− 1
2Γj

n∑
i=1

k∑
j=1

Zijξ
2
j −

1
2Γj

n∑
i=1

k∑
j=1

E(ZijT
2
i ∆2

j | yi) +

+

∑n
i=1

∑k
j=1 ZijYiξi

Γj
− 1

Γ

n∑
i=1

k∑
j=1

E(ZijTiξj∆j | yi) +

+
1
Γj

n∑
i=1

k∑
j=1

E(ZijTi∆jYi | yi). (2.20)

Agora assumindo a independência de Zij obtemos as esperanças condicionais

como definido abaixo:

ẑ
(k)
ij = E[Zij|yi; Θ̂

(k)],

ŝ
(k)
1ij = E[ZijTi|yi; Θ̂

(k)],

ŝ
(k)
2ij = E[ZijT

2
i |yi; Θ̂

(k)],

(2.21)

então podemos reescrever (2.20) da seguinte forma

Q(Θ | Θ̂(k)) =
n∑

i=1

k∑
j=1

Zij logωj −
1

2

n∑
i=1

k∑
j=1

Zij log Γj −
1

2Γj

n∑
i=1

k∑
j=1

yiŝ
(k)
1ij −

− 1

2Γj

n∑
i=1

k∑
j=1

Zijξ
2
j −

1

2Γ

n∑
i=1

k∑
j=1

∆2
j ŝ

(k)
2ij +

1

Γ

n∑
i=1

k∑
j=1

zijyiξj −

− 1

Γ

n∑
i=1

k∑
j=1

ξj∆j ŝ
(k)
1ij +

1

Γ

n∑
i=1

k∑
j=1

yi∆j ŝ
(k)
1ij . (2.22)
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Como no passo E do algoritmo ECM precisamos calcular as esperanças condi-

cionais dadas em (2.21), o faremos como segue

ẑij = E[Zij|yi; Θ̂
(k)],

= E[Zij|y, Θ̂(k)],

= Pr[Zij = 1|y, Θ̂(k)], (2.23)

onde y = (y1, y2, ..., yn) são os dados observados.

Agora, assumindo a independência dos z
′s
i e a distribuição dado por (2.14) pode-

mos observar que

pr[Zij = 1|Θ(k)] = Pr[Zij = 1|zil = 0, ∀j 6= l|θ(k)] = ω
(k)
i , (2.24)

e usando (2.6), temos que

f(yi|zi; Θ
(k)) =

g∏
j=1

(fj(yi; θ
(k)
j ))(zij), (2.25)

de onde podemos observar que

f(yi|Zij = 1; Θ(k)) = fj(yi; θ
(k)
i ), (2.26)

E aplicando o Teorema de Bayes, temos

ẑij = Pr[Zij = 1|yi,Θ
(k)] =

Pr[Zij = 1|Θ(k)]f(yi)|Zij = 1; Θ(k)

p(yi; Θ(k))
, (2.27)

Para concluir usaremos (2.4),(2.24) e (2.26) em (2.29) obtendo

ẑ
(k)
ij =

ω
(k)
j fj(yi; θ

(k)
j )

g∑
t=1

ω
(k)
t ft(yi; θ

(k)
t )

, (2.28)

logo,

ẑ
(k)
ij =

ω
(k)
j f(yi|ω(k)

j ξ
(k)
j , σ2(k)

j , λ
(k)
j )

ψ(yi|Θ)(k)
, (2.29)
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Verifica-se com isso que (2.29) é uma estimativa de propabilidade de yi per-

tencer a uma população cuja distribuição seja dada por fj(.; θ
(k)
j ).

Usando o Lema1.2.2 com Θ = Θ̂(k) obtemos as demais esperanças condicionais

necessárias ao passo E, como dado abaixo

ŝ
(k)
1ij = ẑ

(k)
ij

[
µ̂

(k)
Tij

+
φ{λ̂j

(k)
(

yi−ξ̂j
(k)

σ̂j
(k) )}

Φ{λ̂j

(k)
(

yi−ξ̂j
(k)

σ̂j
(k) )}

σ̂
(k)
Tj

]
, (2.30)

ŝ
(k)
2ij = ẑ

(k)
ij

[
µ̂2(k)

Tij
+ σ̂2(k)

Tj
+
φ{λ̂j

(k)
(

yi−ξ̂j
(k)

σ̂j
(k) )}

Φ{λ̂j

(k)
(

yi−ξ̂j
(k)

σ̂j
(k) )}

µ̂
(k)
Tij
σ̂

(k)
Tj

]
, (2.31)

onde, µ̂
(k)
Tij

, σ̂
(k)
Tj

, são µTj
e σTj

dados em (2.16) com ξ, σ e λ substituidos por

ξ̂(k), σ̂(k) e λ̂(k), respectivamente.

No Passo CM do algoritmo fazemos as atualizações de Θ̂(k) através da maxi-

mização da função Q(Θ|Θ̂(k)). Como um modelo de mistura finita a atualização

das estimativas ω̂j
(k) dos pesos ω′js são determinadas através da maximização

da função Q(Θ|Θ̂(k)) sujeito a restrição
g∑

j=1

ωj = 1, vamos fazê-lo reescrevendo a

funçãoQ e utilizando o método dos multiplicadores de Lagranje como dado abaixo

Q(Θ|Θ(k)) =
n∑

i=1

g∑
j=1

ẑ
(k)
ij logωj +

n∑
i=1

g∑
j=1

ẑ
(k)
ij log fj(yi; θj) (2.32)

= Q1(ω) +Q2(θ). (2.33)

Escrevendo

M(ω) = Q1(ω) + ζG(ω), (2.34)

onde Q1(ω) =
n∑

i=1

g∑
j=1

ẑ
(k)
ij logωj em (2.32) e G(ω) = 1−

g∑
j=1

ωj.

Agora, calculando as derivadas parciais em (2.34) com respeito a ωj e ζ, respec-

tivamente, temos:

∂M(ω)

∂ωj

=
1

ω

g∑
j=1

ẑij − ζ e
∂M(ω)

∂ζ
= 1−

g∑
j=1

ωj, (2.35)
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igualando a zero cada uma das derivadas parciais em (2.35), obtemos

∂M(ω)

∂ωj

∣∣∣∣
ωj=ω̂

(k+1)
j

= 0 ⇒ ω̂
(k+1)
j =

1

ζ

∑
ẑ

(k)
ij , (2.36)

∂M(ω)

∂ωj

∣∣∣∣
ωj=ω̂

(k+1)
j

= 0 ⇒
g∑

i=1

ω̂
(k+1)
j = 1. (2.37)

Combinando (2.36) e (2.37), temos que,

1 =

g∑
i=1

ω̂
(k+1)
i =

1

ζ

n∑
j=1

g∑
i=1

ẑ
(k)
ij . (2.38)

Como
n∑

j=1

g∑
i=1

ẑ
(k)
ij =

n∑
j=1

1 = n em (2.38), temos que ζ = n e substituindo em (2.36)

concluimos que

ω̂
(k+1)
j =

1

n

n∑
i=1

ẑ
(k)
ij . (2.39)

A seguir apresentamos um resumo dos passos do algoritmo ECM para estimação

dos parâmetros em um modelo de mistura normal assimétrica. Detalhes (ver

Apêndice D)

Passo− E : Dado Θ = Θ̂(k), calcule ẑij, ŝ1ij, ŝ2ij, para i = 1, ..., n e j = 1, ..., g.

Passo−CM : Atualize Θ̂(k) maximizando Q(Θ | Θ(k)) = EΘ̂

[
lc(Θ) | yi

]
sobre

Θ de onde obtemos as seguintes expressões fechadas:

ω̂
(k+1)
j =

1
n

n∑
j=1

ẑ
(k)
ij , (2.40)

ξ̂
(k+1)
j =

∑n
i=1

(
ẑ
(k)
ij yi − ∆̂j ŝ

(k)
1ij

)
∑n

i=1 ŝ
(k)
1ij

, (2.41)

Γ̂(k+1)
j =

1
n∑

i=1
ẑ
(k)
ij

{
n∑

i=1

(
ẑ
(k)
ij (yi − ξ̂

(k+1)
j )2 − 2(yi − ξ̂

(k+1)
j )∆̂(k)

j ŝ1ij(k) + ∆̂2(k)

j ŝ
(k)
2ij

)}
,

(2.42)

∆̂(k+1)
j =

∑n
i=1

(
yi − ξ

(k+1)
j

)
ŝ
(k)
1ij∑n

i=1 ŝ
(k)
2ij

, (2.43)
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Caṕıtulo 3

Estimação do Número de

Componentes

Um dos problemas enfretados com aplicações de mistura finita de densidades

é estimar o número de componentes e consequentemente, o número de parâmetros

adequado para os dados. Portanto, a idéia subjacente desta abordagem é esta-

belecer uma função-critério que sinalize o verdadeiro número de componentes do

modelo. Normalmente são da forma

ĝ = argming{C(Θ̂(g)), g = gmin, ..., gmax}, (3.1)

onde C(Θ̂(g)) é o valor da função-critério para o modelo estimado com dimensão

g. Serão avaliados três critérios de informação, Critério de Informação de Akaike-

AIC, Critério de Informação Bayesiano-BIC e Critério de Determinação Eficiente-

EDC, com o objetivo de obtermos as estimativas de g. O AIC e o BIC são critérios

amplamente conhecidos na literatura estat́ıstica enquanto o EDC surge como uma

nova alternativa para estudo de selecão de modelos. Foi desenvolvido original-

mente por Bai et al. (1989) para detectar a quantidade de sinais na presença de

rúıdo. Em Zhao et al. (2001) este critério é novamente utilizado para selecionar

a ordem de uma cadeia de Markov.

É importante ressaltar que esses critérios não devem ser utilizados como regras

de decisões, mas, como ferramenta que dá evidências de quantas componentes
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deve ser usada em detrimento de outras. Uma discussão mais aprofundada sobre

este assunto pode ser vista em McLachlan & Pell (2000, Seção 6.8).

3.1 O Critério de Informação de Akaike

A idéia do Critério de Informação de Akaike - AIC(Akaike‘s Information Cri-

terion) é estimar a informação de Kullback & Leibler (1951) do verdadeiro modelo

com respeito ao modelo estimado, cuja forma é:

IKL(Θ∗|Θ̂) =

∫
f(x|Θ∗) log (

f(x|Θ∗)

f(x|Θ̂)
)dx

=

∫
f(x|Θ∗) log f(x|Θ∗)dx−

∫
f(x|Θ∗) log f(x|Θ̂)dx, (3.2)

onde f(x|Θ∗) denota a verdadeira densidade e f(x|Θ̂) o modelo estimado.

Como a informação de Kullback-Leibler mede a divergência entre o modelo

verdadeiro e o modelo estimado, o objetivo portanto passa ser minimizar essa

divergência. Como o primeiro termo no lado direito de (3.2) não depende do

modelo estimado, somente o segundo termo é relevante à minimização. Assu-

mindo F como a verdadeira distribuição e y = (yT
1 , ..., y

T
n ) os dados observados,

obtemos o que chamamos de log-verossimilhança esperada como dada abaixo

η(y;F ) =

∫
f(x|Θ∗) log f(x|Θ̂)dx

=

∫
log f(x|Θ̂)dF (x), (3.3)

Na derivação do AIC, η(y;F ) é estimada por

η(y; F̂n) =
1

n

n∑
i=1

log f(yi|Θ̂), (3.4)

obtido substituindo F em (3.3) pela sua distribuição emṕırica, a qual atribui

massa 1/n em cada observação yi, (i = 1, ..., n). Mas, em geral isso produz uma

superestimativa da log-verossimilhança média, uma vez que que a função de dis-

tribuição emṕırica é geralmente mais próxima da distribuição estimada do que
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da verdadeira distribuição desconhecida. Então o viés do estimador η̂(y|Θ̂) é o

funcional

b(F ) = EF [η(Y; F̂n)− η(Y;F )]

= EF

[ 1

n

n∑
i=1

log f(yi|Θ̂)−
∫

log f(x|Θ̂)dF (x)
]
. (3.5)

Um critério de informação para seleção de modelos pode ser constrúıdo baseado

na log-verossimilhança e levando em consideração a correção desse viés. Com es-

sas considerações podemos assumı́-lo da seguinte forma,

logL(Θ̂)− b(F ), (3.6)

no qual devemos usar uma estimativa apropriada para o termo b(F ). O que se

pretende com isso é escolher o modelo mais adequado para que seja maximizada

a relação (3.6). Na literatura, o critério de informação normalmente é dado pelo

dobro do valor negativo dessa diferença, então assume a forma

−2 logL(Θ̂) + C, (3.7)

onde o primeiro termo da relação anterior mede a falta de ajuste do modelo e o

segundo termo C é uma penalização que mede a complexidade do modelo. Assim

sendo, (3.7) objetiva escolher o modelo que minimize esse critério.

Em Akaike (1974) foi mostrado que b(F ) é assintoticamente igual ao número

de parâmetros livres a ser estimado no modelo de dimensão g, o qual denotou por

d. Portanto, o critério de informação de Akaike seleciona o modelo que minimiza

AIC(g) = −2L(Θ̂(g)) + 2d(g). (3.8)

Acontece que do ponto de vista teórico o AIC assume o modelo verdadeiro

e o conjecturado como sendo pertencentes a uma mesma famı́lia paramétrica de

distribuições e mais, assume as condicões de regularidade da teoria assintótica
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que não se verificam no contexto de misturas finitas.

Embora continue sendo um dos critérios ainda bastante utilizado na literatura

para seleção de modelos, em trabalhos realizados por vários autores, foi verificado

que o AIC não é consistente em ordem e tende a superestimar a dimensão do

modelo, ver por exemplo, Celeux & Soromenho (1996). No contexto de misturas

isto significa que o AIC tende a selecionar o modelo com um número maior de

componentes que o verdadeiro.

Mais detalhes do desenvolvimento para a determinação do AIC no contexto

de misturas finitas de densidades pode ser visto em McLachlan & Pell (2000,

Seção 6.8).

3.2 Critério de Informação Bayesiano - BIC

O Critério de Informação Bayesiano - BIC ( Bayesian Information Criterion)

está baseado na teoria Bayesiana de seleção de modelos. Nessa teoria, são

considerados vários posśıveis modelos, com suas probabilidades a priori, e o

objetivo é selecionar o modelo com a maior probabilidade a posteriori dadas

as observações y = y1, ..., yn. Sendo M1,M2, ...,Mg os modelos considerados

e p(Mg), g = 1, ..., G, as respectivas probabilidades a priori, pelo Teorema de

Bayes, a posteriori de Mg dado y é

p(Mg | y) =
p(y |Mg)p(Mg)
g∑

t=1

p(y |Mt)p(Mt)

(3.9)

De (3.9) vemos que, para a posteriori de Mg, é necessário determinar p(y | Mg).

Quando existem parâmetros desconhecidos nos modelos, essa distribuição é obtida

por integração sobre o espaço dos parâmetros, ou seja,

p(y |Mg) =

∫
p(y | Θ(g),Mg)p(Θ(g) |Mg)dΘ(g) (3.10)

onde p(Θ(g) |Mg) é a distribuição a priori para Θ(g), ver Kass & Raftery (1995).

Vale ressaltar que p(y | Θ(g),Mg) é a função de verossimilhança para o modelo
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Mg, com vetor de parâmetros Θ(g).

A quantidade p(y | Mg) recebe a denominação de verossimilhança integrada.

Se as probabilidades a priori p(M(g))forem todas iguais, o procedimento seleciona

o modelo com a maior verossimilhança integrada.

A maior dificuldade com essa abordagem Bayesiana é avaliar a integral que

define a verossimilhança integrada. A principal abordagem para aproximar essa

integral é através da minimização do Critério de Informação Bayesiano, que é

dado por,

BIC(g) = −2 logL(Θ̂) + d(g) log n, (3.11)

onde d(g) é o número de parâmetros a ser estimado no modelo de dimensão g.

Este critério foi desenvolvido por Schwarz (1978) e por isso também é conhecido

na literatura por Critério de Schwarz.

O BIC é considerado consistente em ordem, o que implica que assintoticamente

tende a selecionar o modelo de dimensão correta ver Celeux & Soromenho (1996).

Esse critério foi desenvolvido sob condições de regularidade que também não se

verificam para modelos de mistura finita. No entanto, em trabalhos realizados,

seu emprego tem demonstrado resultados bastante satisfatórios. Em particular,

esses bons resultados têm se verificado empregando-se esse critério para selecionar

o número de componentes para uma mistura finita em estimação de densidades,

ver Biernacki et al. (2000).

3.3 Critério de Determinação Eficiente - EDC

O Critério de Determinação Eficiente - EDC (Efficient Determination crite-

rion) idealizado por Bai et al. (1989) foi utilizado com o objetivo de detectar o

número de sinais transmitidos na presença de ruidos, um problema comum em

processamento de sinais. Em Zhao et al. (2001) novamente este critério foi usado,

sendo que desta vez para avaliar a ordem de uma Cadeia de Markov com espaço
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de estado finito. Este critério generaliza os critérios AIC e BIC e produz uma

classe de estimadores consistentes para a ordem da cadeia acima mencionada.

Neste trabalho usaremos o EDC com a finalidade de investigarmos se os bons

resultados apresentados nos trabalhos citados podem ser estendidos para avaliar

o número de componentes envolvidas em um modelo de mistura finita de normais

assimétricas. Neste contexto o critério proposto por Zhao et al. (2001) é dado

por

EDC(g) = −2 logL(Θ̂) + d(g)cn, (3.12)

onde cn no termo de penalização, pode ser tomado como uma sequência de

números positivos dependendo de n, onde em nosso estudo, n é o tamanho da

amostra. Aqui d(g) será assumido como o número de parâmetros a ser estimado

no modelo de dimensão g. A vantagem deste critério é que podemos flexibilizar

a escolha de cn, precisando apenas que as seguintes condições sejam satisfeitas:

1. cn

n
→ 0 quase certamente quando n tende ao infinito.

2. cn

log log n
→∞ quase certamente quando n tende ao infinito.

O problema que enfrentamos, é o de escolher o cn que produza resultados

mais eficientes, haja vista que podemos escolhê-lo de uma classe de funções

que pode ser infinita. No entanto, em Zhao et al. (2001) encontramos duas

sugestões para escolha do cn, sendo {c1, c2} como dado abaixo, constantes

escolhidas apropriadamente.

c
(1)
n = c1n/ log n e c

(2)
n = c2

√
n,

No próximo caṕıtulo apresentaremos os resultados do estudo comparativo

realizado, utilizandos os critérios AIC, BIC e EDC.
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Caṕıtulo 4

Estudo de Simulação e Aplicações

Neste caṕıtulo apresentamos um estudo de simulação que visa analisar o de-

sempenho dos critérios de informação AIC, BIC e EDC para selecionar correta-

mente o número de componentes necessárias para modelar um conjunto de dados

através de uma mistura finita de densidades normais assimétricas.

Os gráficos apresentados ao longo deste trabalho bem como as simulações e

análise de dados foram todos confeccionados no ambiente de programação R De-

velopment Core Team (2004) em sua versão 2.7.0. R é distribúıda gratuitamente

e está dispońıvel em http://www.r-project.org. Uma grande vantagem dessa lin-

guagem é o fato de ser utilizada amplamente no meio acadêmico, o que contribui

para a imensa variedade de pacotes desenvolvidos nas diversas áreas da estat́ıstica.

4.1 Descrição do Experimento

No intuito de verificarmos se os critérios realmente sinalizavam para o número

correto de componentes envolvidos num modelo , inicialmente adotamos os

seguintes procedimentos:

1. geramos amostras de tamanho 200, 300, 500 e 1000 sendo todas prove-

niente de uma mistura de g = 3 componentes normais assimétricas com os
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seguintes parâmetros, (ω1 = ω2 = ω3 = 1/3, ξ1 = 5, ξ2 = 20, ξ3 = 28, σ2
1 =

9, σ2
2 = 16, σ2

3 = 16, λ1 = 6, λ2 = −4, λ3 = 4). As Figuras 4.1 e 4.2 ilus-

tram a distribuição desses dados com os parâmetros assumidos para dois

diferentes tamanhos de amostras.

Figura 4.1: Mistura de 3 componentes

SN com n = 200.

Figura 4.2: Mistura de 3 componentes

SN com n = 500.

2. dividimos cada amostra gerada em g grupos, g = {2, 3, 4, 5}, usando o

método k-means, ver Wichern & Johnson (2007). Para inicializarmos o al-

goritmo EM, utilizamos o método dos momentos, sendo os parâmetros de

locação, escala e assimetria calculados através das expressões abaixo ex-

traidas de Lin et al. (2007)

ξg = µg −
√

2

π
δσ, (4.1)

σ2
g =

ωg

1− 2
π
δ2
, (4.2)

λg = ±

√√√√ πγ
2/3
g

21/3(4− π)2/3 − (π − 2)γ
2/3
g

(4.3)

onde, γg é o coeficiente de assimetria, cujos valores estão no intervalo

(-0.9953, 0.9953) e δ = λ√
1+λ2 , ver Lin et al. (2007).
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Para cada grupo, dividido por este método, teremos como estimativas inici-

ais da média, da variância e do coeficiente de assimetria, a média amostral,

a variância amostral e o coeficiente de assimetria amostral, respectivamente.

Com relação à estimativa inicial para o peso será usado

ω̂(0)
g =

ng

n
e ω̂

(0)
g+1 = 1− ω̂(0)

g

onde ng representa a g-ésima parte da amostra.

3. Após submetermos ao algoritmo EM cada amostra de acordo com os g gru-

pos definidos, obtivemos a log-verossimilhança estimada para uma mistura

com g = 2, g = 3, g = 4 e g = 5 componentes. Com base nelas calculamos

o AIC, o BIC e o EDC, registrando seus resultados.

A condição de parada imposta ao algoritmo EM neste trabalho, foi baseado

na diferença entre as estimativas sucessivas da função de log-verossimilhança,

isto é,

|lc(θ(k+1))− lc(θ
(k))| < 10−5

onde,

lc(θ
.) denota a log-verossimilhança estimada.

4. Geramos novas amostras com os mesmos tamanhos já relatados, com os

mesmos parâmetros e seguindo os mesmos procedimentos anteriores.

Registrou-se novamente o resultado produzido pelos critérios.

5. Repetimos este experimento 500 vezes, e determinamos o percentual de ac-

erto dos critérios para cada tamanho de amostra analisado nestas repetições.

Como para o cálculo dos critérios somente o termo de “penalizacão”do EDC

pode sofrer modificacões na sua forma funcional em virtude da flexibilização do

cn, então decidimos avaliar diferentes formas para a função cn, considerando-os

como dado abaixo:

1. cn = 0.2
√
n
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2. cn = 0.2 log n

3. cn = 0.2n/ log n

4. cn = 0.3
√
n

Vale ressaltar que o logaritmo aqui assumido é o logaritmo neperiano.

4.2 Análise dos Resultados

Os resultados deste estudo de simulação podem vistos através das tabelas e

figuras constantes nesta seção. A Tabela 4.1 e o Gráfico 4.3 mostram a quan-

tidade de vezes, em valores percentuais, que cada critério indicou corretamente

para g = 3 componentes, em 500 repetições do experimento, assumindo assu-

mindo as diferentes formas da função cn.

Percebe-se na Tabela 4.1 que o desempenho do AIC é inferior ao dos de-

mais critérios para todos os tamanhos de amostra estudado. Talvez possamos

atribuir esta performance inferior ao fato do AIC não levar em conta o tamanho

da amostra no “termo de penalização”, apenas o número de parâmetros a ser

estimado no modelo. Isto faz com que a log-verossimilhança estimada seja mais

fortemente penalizada pelo BIC e EDC que consideram o tamanho da amostra

em seus termos de “penalização”. Observe que para amostras de tamanho 200 o

percentual de acerto do AIC para g = 3 componentes está em torno de oitenta

e sete por cento, portanto, inferior aos resultados produzidos pelo BIC e EDC

(com cn = 0.2
√
n).
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Tamanho da AIC BIC EDC

amostra cn = 0.2
√

n cn = 0.2 log n cn = 0.2n/ log n cn = 0.3
√

n

200 87.7 98 98 66.1 98 98

300 91.7 99.3 99.3 75.6 99.6 99.3

500 92.8 100 100 83.3 100 100

1000 94.2 100 100 85 100 100

Tabela 4.1: Desempenho dos Critérios de Informação em % de acerto.

Figura 4.3: Gráfico de Desempenho dos

Critérios AIC, BIC e EDC com cn =

0.2
√

n.

Quanto ao BIC, os resultados mostrados na Tabela 4.1, confirmam os bons

resultados já apresentados em outros trabalhos na literatura estat́ıstica. Mesmo

para amostras de tamanho 200 e 300, que são as menores analisadas neste estudo

o seu desempenho para sinalizar corretamente o número de componentes atingiu

o patamar de 98% e 99.3% de acertos, respectivamente. O fato do BIC considerar

o tamanho da amostra, faz com que o termo de “penalização”seja sempre maior

que o do AIC. Como estamos considerando o logaritmo neperiano, mesmo para

amostras de tamanho n=10, por exemplo, o segundo termo em (3.11) penaliza

mais fortemente a log-verossimilhança do que no AIC. É posśıvel que este fato
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faça com que a divergência entre o modelo verdadeiro e o modelo estimado seja

minimizada de forma eficiente pelo BIC com relação ao AIC.

Já em relação ao EDC, de acordo com o que se pode observar na Tabela 4.1

e nas figuras 4.4, 4.5 e 4.6 uma análise comparativa deve sempre atentar para

a questão do cn assumido. Ou seja, se a escolha do cn não for adequada para os

dados em análise podemos incorrer no erro de obtermos um resultado inferior ao

que o critério poderia produzir. As demais funções cn utilizadas neste trabalho

foram as seguintes:

• c
(i)
n = 0.2 log n

• c
(ii)
n = 0.2n/ log n

• c
(iii)
n = 0.3

√
n

Foi verificado que os resultados obtidos usando c
(i)
n é inferior ao produzido

usando c
(ii)
n ou c

(iii)
n conforme pode ser observado nas figuras 4.4, 4.5 e 4.6. O

resultido obtido para o EDC usando c
(i)
n = 0.2 log n é inclusive inferior ao AIC (ver

Figura 4.4). Verificou-se também que para as amostras analisadas neste trabalho,

adotando cn = 0.2
√
n em (3.12) isso faz com que o EDC produza desempenho

sempre semelhante ao apresentado pelo BIC para estes diferentes tamanhos de

amostra (ver Figura 4.3). Na Figura 4.7 mostramos também o comportamento

do EDC de acordo com os três c
′
ns assumidos.
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Figura 4.4: Desempenho do AIC,BIC e

EDC com cn = 0.2 log(n).

Figura 4.5: Desempenho do AIC,BIC e

EDC com cn = 0.2n/logn.

Figura 4.6: Desempenho do AIC,BIC e

EDC com cn = 0.3
√

n.

Figura 4.7: Desempenho do EDC para 3

diferentes c
′

ns.

4.3 Aplicação com Dados Reais

Nesta seção apresentamos a modelagem de dois conjuntos de dados ampla-

mente conhecidos e discutidos na literatura estat́ıstica. O objetivo aqui é verificar

se de acordo com a análise do histograma dos dados, os critérios nos dão bons

ind́ıcios de quantas componentes podemos utilizar para realizarmos uma mode-

lagem desses dados usando misturas finitas de densidades normais assimétricas.
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O número de componentes indicados pelos critérios, bem como a modelagem para

os referidos dados encontram-se nas subseções seguintes.

4.3.1 Os dados do PIB Per Capta

Nesta subseção utilizaremos o conjunto de dados já estudado anteriormente

em Dias & Wedel (2004) referente ao PIB per capta em 1998 de 174 páıses. Para

fazermos uma modelagem com o número de componentes sinalizado pelos critérios

de informação empregados neste trabalho o procedimento adotado foi análogo ao

empregado no estudo de simulação, tanto para inicialização do EM quanto para

o emprego dos critérios. Vale lembrar que a função cn usada aqui para o EDC foi

cn = 0.2
√
n.

O histograma desses dados sugere uma distribuição bimodal ou trimodal (ver

Figura 4.11), o que em nossa abordagem pode ser entendido como o número de

componentes para o modelo de mistura finita a ser adotado. Assim, os dados

foram divididos em 2 e 3 grupos, respectivamente, e aplicamos o algoritmo EM

nos modelos com os referidos números de componentes.

Figura 4.8: Histograma dos dados do PIB Per Capta.
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Na Tabela 4.2 são apresentadas as log-verossimilhanças, os resultados dos

critérios com o EDC assumindo cn = 0.2
√
n e o número de iterações para uma

mistura com duas e três componentes, respectivamente. Através desta tabela,

vemos que os critérios sinalizam que esta modelagem pode ser feita com 2 compo-

nentes. As estimativas dos parâmetros geradas pelo algoritmo EM e a densidade

estimada podem ser vistas na Tabela 4.3 e na Figura 4.9, respectivamente. Pode

ser visto que a mistura de densidades de duas componentes normais assimétricas

para o modelo ajustado parece descrever de forma bem razoável os dados reais

citados.

g log-verossimilhança AIC BIC EDC Iterações

2 −94.95 205.24 227.35 214.32 7.960

3 −92.08 206.15 240.90 220.43 7.164

Tabela 4.2: Os critérios AIC,BIC e EDC nos dados do PIB, a log-verossimilhança estimada

e o número de iterações.

Parâmetros Estimativas Parâmetros Estimativas

ω1 0.76 ω2 0.24

ξ1 0.05 ξ2 1.92

σ2
1 0.17 σ2

2 0.32

λ1 2432.89 λ2 0.02

Tabela 4.3: Estimativas de máxima verossimilhança para os dados do PIB com 2 componentes

SN.
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Figura 4.9: Densidade estimada para os dados do PIB com 2 componentes SN.

Para fins de comparação fizemos também a modelagem dos dados através de

uma mistura de três componentes normais assimétricas, cujas estimativas dos

parâmetros retornadas pelo algoritmo EM, estão na Tabela 4.4. A densidade

estimada é apresentada na Figura 4.10 e nos dá ind́ıcios de que a modelagem

realizada através da mistura de duas componentes descreve melhor os dados em

detrimento da mistura com três componentes.

Parâmetros Estimativas Parâmetros Estimativas Parâmetros Estimativas

ω1 0.54 ω2 0.2 ω3 0.25

ξ1 0.05 ξ2 1.8 ξ3 0.4

σ2
1 0.05 σ2

2 0.31 σ2
3 0.19

λ1 2136.63 λ2 0.75 λ3 7.94

Tabela 4.4: Estimativas dos parâmetros gerados pelo Algoritmo EM para 3 com-

ponentes.
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Figura 4.10: Densidade estimada para os dados do PIB com 3 componentes SN.

4.3.2 Os dados faithful

Consideremos nesta segunda aplicação, o conjunto de dados “Old Faithful

Geyser”extráıdo de Silverman (1986). Estes dados se referem a 272 medições de

tempo, em minutos, de erupção do géiser conhecido por the old faithful localizado

no Parque Nacional de Yellowstone, Wyoming, EUA. Estes dados, como pode ser

observado na Figura 4.11, aparentam ter comportamento assimétrico e bimodal.

Por conta disso, procederemos de forma análoga à primeira aplicação para veri-

ficarmos se os critérios confirmam esta suposição.

Na Tabela 4.5 apresentamos as log-verossimilhanças, os resultados dos critérios

com o EDC assumindo cn = 0.2
√
n e o número de iterações para uma mistura

com duas e três componentes, respectivamente. Além disso, esta Tabela também

mostra que os critérios novamente sinalizam que estes dados podem ser ajustados

por uma mistura com duas componentes. As estimativas geradas pelo algoritmo
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Figura 4.11: Histograma dos dados faithful geyser

EM estão na Tabela 4.6 e a densidade estimada pode ser vista na Figura 4.12.

Também podemos observar, que o modelo ajustado por uma mistura de duas

componentes normais assimétricas, visualmente indica que este modelo descreve

razoavelmente estes dados.

g log-verossimilhança AIC BIC EDC Iterações

2 −257.57 529.13 554.37 538.22 805

3 −257.26 536.52 576.19 550.81 1641

Tabela 4.5: Os critérios AIC,BIC e EDC nos dados Old Faithful, a log-verossimilhança

estimada e o número de iterações.
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Parâmetros Estimativas Parâmetros Estimativas

ω1 0.35 ω2 0.65

ξ1 1.73 ξ2 0.47

σ2
1 0.15 σ2

2 4.80

λ1 5.83 λ2 -3.48

Tabela 4.6: Estimativas dos parâmetros para o modelo com 2 componentes SN.

Figura 4.12: Densidade estimada para os dados faithful geyser com 2 componentes

SN

Faremos também para este conjunto de dados, uma modelagem usando mis-

tura de três componentes normais assimétricas conforme pode-se observar na

Tabela 4.7 e na Figura 4.13
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Parâmetros Estimativas Parâmetros Estimativas Parâmetros Estimativas

ω1 0.35 ω2 0.5 ω3 0.15

ξ1 1.73 ξ2 4.89 ξ3 4.23

σ2
1 0.14 σ2

2 0.62 σ2
3 0.08

λ1 5.65 λ2 -5.25 λ3 -0.16

Tabela 4.7: Estimativas dos parâmetros gerados pelo Algoritmo EM para 3 com-

ponentes.

Figura 4.13: Densidade estimada para os dados faithful geyser com 3 componentes

SN.
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Caṕıtulo 5

Conclusões

Apresentamos neste trabalho um estudo acerca do comportamento dos critérios

AIC, BIC e EDC, com a finalidade de verificar qual deles se mostra mais apro-

priado para selecionar corretamente o número de componentes necessárias para

fazermos uma modelagem de dados heterogêneos, dotados de assimetria, usando

uma mistura finita de densidades normais assimétricas.

Com o emprego do algoritmo EM obtivemos as estimativas de máxima

verossimilhança para os parâmetros do modelo o que tornou posśıvel o emprego

dos critérios de informação em estudo. Foi posśıvel verificar que, embora o AIC

ainda seja bastante utilizado na literatura em seleção de modelos, o seu desem-

penho foi inferior ao apresentado pelos demais. O fato de não levar em conta

no seu termo de “penalização”o tamanho da amostra e sim apenas o número de

parâmetros a ser estimado no modelo, torna o seu desempenho para os propósitos

desse trabalho, pouco atraente.

O BIC como penaliza a log-verossimilhança mais fortemente que o AIC, por

considerar o tamanho da amostra, apresentou desempenho superior. De acordo

com este estudo, o BIC apresenta comportamento superior a noventa e cinco por

cento de acerto a partir de amostras de tamanho 200. Para os propósitos desse

trabalho esses resultados dão uma indicação de que podemos usá-lo para seleção

de componentes em modelos de mistura finita de densidades normais assimétricas.
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Quanto ao EDC, foi verificado que seu desempenho está diretamente rela-

cionado à escolha do cn. Isto é, pode ser tão bom quanto o BIC ou apresentar

desempenho inclusive inferior ao AIC dependendo da escolha da função cn. Um

dado importante foi verificado ao longo desse trabalho: para os tamanhos de

amostras analisados, o EDC empregado com cn = 0.2
√
n ou cn = 0.2n/log(n)

não apresenta neste contexto de seleção de modelos, desempenho inferior ao AIC

e BIC. A modelagem feita com dados reais vieram ratificar que a sinalização dos

critérios para a escolha de quantas componentes usar numa modelagem por mis-

tura finita de densidades, é bastante confiável.

Algumas dificuldades computacionais foram encontradas quando tentamos

trabalhar com amostras de tamanho menor ou igual a 100 haja vista que o

método utilizado para dividir esta amostra conforme descrito no Caṕıtulo 4, o

k-means, às vezes deixava grupos com muito poucas observações o que impediu

a implementação computacional. Isto justifica o fato de termos usado amostras

de tamanho maior ou igual a 200.

Devido a classe de funções que satisfazem as exigências da função cn ser muito

ampla, se torna inviável realizar uma investigação exaustiva nessa classe. Mas,

podemos conjecturar de acordo com esse estudo, ser posśıvel obter nesta classe

uma nova função cn, diferente das utilizadas neste trabalho e que apresente para

amostras menores que 200 resultados tão bons quanto os já apresentados. Assim,

um posśıvel estudo seria avaliar outras funções, de forma a ampliar as funções cn

assumidas aqui e que contemple tamanhos de amostras diferentes das que foram

objeto desse trabalho. Um outro estudo a ser feito seria estender este experimento

para o caso multivariado.
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Apêndice A

A Distribuição Normal

Assimétrica

Apresentaremos aqui as demostrações de algumas das Propridades, Proposições

e Lemas da distribuição normal assimétrica apresentadas no caṕıtulo 1.

Propriedade 1.1.1 A função densidade de uma variável aleatória Y ∼ SN(0) é

idêntica à de uma variável aleatória X ∼ N(0, 1)

Prova: Dado a densidade (1.1), com λ = 0, seque-se que

f(x;λ) = 2φ(x) Φ(0) = 2φ(x) 1
2

= φ(x)

onde φ(x) = N(0, 1)

Propriedade 1.1.2 Quando λ → ∞ a densidade (1.1) tende para 2φ(x)Ix>o,

a qual corresponde à fdp de uma seminormal.

Prova: Se X ∼ SN(λ) com fdp como em (1.1),

então

Φ(λx) = P (X ≤ λx)

logo, quando λ→∞

Φ(λx) = 1
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ou seja, limλ→∞Φ(λx) = 1

Nessas condições, a densidade (1.1) resulta em, f(x;λ) = 2φ(x).

�

Proposição 1.1.1 Se Y ∼ N(0, 1) e Z ∼ SN(λ) então | Z | e | Y | tem a mesma

função densidade de probabilidade.

Prova:

Sejam y > 0 e z > 0,

P (| Y |≤ y) = P (−y ≤ Y ≤ y)

= Φ(y)− Φ(−y)

= 2Φ(y)− 1.

P (| Z |≤ z) = P (−z ≤ Z ≤ y) = FZ(z;λ)− FZ(−z;λ)

= Φ(z)− 2T (z;λ)− [Φ(−z)− 2T (−z;λ)]

= Φ(z)− 2T (z;λ)− 1 + Φ(z) + 2T (−z;λ)

= 2Φ(z)− 1.

�

Propriedade 1.0.6 1− FZ(−z;λ) = FZ(z;−λ)

Prova:

1− FZ(−z;λ) = 1− [Φ(−z)− 2T (−z;λ)]

= 1− Φ(−z) + 2T (−z;λ)

= Φ(z) + 2T (z;λ)

= Φ(z)− 2T (z;−λ)

= FZ(z;−λ)

Propriedade 1.0.7 Se Z ∼ SN(λ), então −Z ∼ SN(−λ)
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Prova:

Seja W = −Z; então,

P (W ≤ w) = P (−Z ≤ −w) = P (Y > −w) = 1− P (Z ≤ −w)

= 1− FZ(−w;λ)

= FZ(w;−λ)

Assim,

W = −Z ∼ SN(−λ).

Propriedade 1.0.8 FZ(z; 1) = [Φ(z)]2.

Prova:

FZ(z; 1) = Φ(z)− 2T (z; 1) = Φ(z)− Φ(z)Φ(−z)

= Φ(z)[1− Φ(−z)]

= [Φ(z)]2
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Apêndice B

A Distribuição Normal Truncada

Neste apêndice definiremos o modelo normal truncada, sua função geradora

de momentos e demonstração do Lema 1.1.1 extremamente útil no cálculo do

passo E do algoritmo EM.

B.1 O Modelo Normal Truncada

Seja X ∼ N(µ, σ2). Se truncarmos os valores de X para valores em A =

(a1, a2),então uma variável aleatória Y ∼ X|X ∈ A tem distribuição normal

truncada em A, denotada por Y ∼ NT (µ, σ2; (a1, a2)) cuja função densidade de

probabilidade é

f(y | µ, σ2) =

{
Φ(
a2 − µ

σ
)− Φ(

a1 − µ

σ
)

}−1
1√
2πσ

e−
1

2σ2 (y−µ)2 , a1 < y < a2

(B.1)

A função Geradora de Momentos da Normal Truncada é dado como segue:

M(t) = E
[
etY | Y ∈ A

]
=

∫ a2

a1
etyf(y)dy

Φ(a2−µ
σ )− Φ(a1−µ

σ )

= eµt+σ2t2/2 Φ(a2−µ
σ − σt)− Φ(a1−µ

σ − σt)
Φ(a2−µ

σ )− Φ(a1−µ
σ )

(B.2)

A última igualdade segue de

1
σ
√

(2π)

∫ a2

a1

etye−
1
2

(
y−µ

σ

)2
dy =

1
σ
√

(2π)

∫ a2

a1

e−
1

2σ2 [y−(σ2t+µ)]2−(σ2t+µ)2+µ2
dy
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= e−
1

2σ2 [µ2−(σ2t+µ)2] 1
σ
√

2π

∫ a2

a1

e−
1
2

(y−γ
σ )2dy

= eµt+σ2t2
∫ a2

a1

1
σ

φ
(y − γ

σ

)
dy

= eµt+σ2t2/2
[
Φ
(a2 − γ

σ

)
− Φ

(a1 − γ

σ

)]
.

onde γ = σ2t + µ.

Lema 1.1.1 Seja X ∼ NT (µ, σ2)I {a1 < x < a2} uma distribuição normal truncada com den-

sidade dada por (B.1),Então

(i)E(X) = µ− σ
φ(α2)− φ(α1)
Φ(α2)− Φ(α1)

(B.3)

(ii)E(X2) = µ2 + σ2 − σ2 α2φ(α2)− φ(α1)
Φ(α2)− Φ(α1)

− 2µσ
φ(α2)− φ(α1)
Φ(α2)− Φ(α1)

(B.4)

Prova:

Derivando (B.2) com respeito a t, temos que

M ′(t) = µ + σ2teµt+σ2t2/2

[
Φ
(

a2−µ
σ − σt

)
− Φ

(
a1−µ

σ − σt
)

Φ
(

a2−µ
σ

)
− Φ

(
a1−µ

σ

) ]
+

+eµt+σ2t2/2

[
σ

φ
(

a2−µ
σ − σt

)
− φ

(
a1−µ

σ − σt
)

Φ
(

a2−µ
σ

)
− Φ

(
a1−µ

σ

) ]
(B.5)

logo,

(i)E[X | X ∈ A] = M ′(t) |t=0= µ− σ φ(α2)−φ(α1)
Φ(α2)−Φ(α1)

.

�

De forma análoga,

M ′′(t) =
(
µeµt+ σ2t2

2 + σ2teµt+ σ2t2
2

)[Φ(α2 − σt)− Φ(α1 − σt)
Φ(α2)− Φ(α1)

]
−

−eµt+ σ2t2
2

[
σ

φ(α2 − σt)− φ(α1 − σt)
Φ(α2)− Φ(α1)

]
= µ(µ + σ2t)eµt+ σ2t2

2 + σ2
[
eµt+ σ2t2

2 +

+t(µ + σ2t)eµt+ σ2t2
2

] [Φ(α2 − σt)− Φ(α1 − σt)
Φ(α2)− Φ(α1)

]
+

+
(
µeµt+ σ2t2

2 + σ2teµt+ σ2t2
2

)
(−σ)

[
φ(α2 − σt)− φ(α1 − σt)

Φ(α2)− Φ(α1)

]
−
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−(µ + σ2t)eµt+ σ2t2
2

[
σ

φ(α2 − σt)− φ(α1 − σt)
Φ(α2)− Φ(α1)

]
+

+σ2 φ′(α2 − σt)− φ′(α1 − σt)
Φ(α2)− Φ(α1)

logo,

(ii)E[X2 | X ∈ A] =

M ′′(t) |t=0 = µ2 + σ2 Φ(α2)− Φ(α1)
Φ(α2)− Φ(α1)

− µσ
φ(α2)− φ(α1)
Φ(α2)− Φ(α1)

−

−µσ
φ(α2)− φ(α1)
Φ(α2)− Φ(α1)

= σ2 + µ2 + σ2 φ′(α2)− φ′(α1)
Φ(α2)− Φ(α1)

− 2µσ
φ(α2)− φ(α1)
Φ(α2)− Φ(α1)

= µ2 + σ2 − σ2 α2φ(α2)− α1φ(α1)
Φ(α2)− Φ(α1)

− 2µσ
φ(α2)− φ(α1)
Φ(α2)− Φ(α1)

�

onde,

φ′
(
αi

)
= −

(ai − µ

σ

) 1√
2π

e−
1
2 (

ai−µ

σ )2

= −αiφ(αi)
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Apêndice C

O algoritmo EM

Como um algoritmo tipo EM foi a ferramenta utilizada para encontramos as estimativas de

máxima verossimilhança no decorrer deste trabalho, apresentamos aqui um breve resumo dessa

teoria que pode ser ampliada em McLachlan e Pell (2000).

C.1 Teoria

O algoritmo EM desenvolvido por Dempester et al. (1977) é um método iterativo que no con-

texto de modelo de mistura finita é extremamente eficaz para dar solução a equação de máxima

verossimilhança, gerando portanto as estimativas de máxima verossimilhança.

Esta teoria de estimação por máxima verossimilhança acontece em dois passos: o passo E e o

passo M. No passo E são calculadas as esperanças condicionais da função de log-verossimilhança

dos completos dadas as observações, conhecida como função Q. Maximizando esta função obte-

mos as estimativas de máxima verossimilhança atualizadas, o que denominamos de passo M.

Este processo é então repetido até que se atinja uma condição de parada pré-estabelecida. Para

a inicialização do algoritmo é necessário que seja fornecido um valor inicial, o qual chamaremos

de θ(0).

Em geral o algoritmo EM é definido de forma que se encontre uma sequência {Θ(k)} que

converge para um ponto estacionário de lc(θ). A partir de um valor θ(k) gerado pelo algoritmo

sua atualização θ(k+1) acontece da seguinte forma:

i) Passo E: Calcula-se as esperanças condicionais;

ii)Passo M: escolhe-se θ(k+1) a partir de um conjunto de valores de θ ∈ Ω que maximizam

Q(θ|θ(k)) sobre o espaço paramétrico Ω. Ou seja, θ(k+1) ∈ arg maxθ∈ΩQ(θ|θ(k)).
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iii) Condição de Parada: as iterações do algoritmo são feitas através da repetição alternada dos

passo E e M até que um critério de convergência seja atingido. É comum utilizar a diferença

(lc(Θ(k+1))− lc(Θ(k)) o que significa que a convergência será atingida quando esta diferença for

menor que uma constante c especificada, ou seja

(lc(Θ(k+1))− lc(Θ(k)) < c (C.1)

Como as estimativas geradas pelo EM é uma sequência monótona não-decrescente segue-se

que

lc(Θ(k+1)) > lc(Θ(k)) (C.2)
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Apêndice D

Distribuição Normal Assimétrica:

Estimação dos Parâmetros via

Algoritmo tipo EM

Neste apêndice mostramos os cálculos necessários para realizarmos os passos E e CM do al-

goritmo ECM. Isto inclui a determinação da função Q e as derivadas de Q com relação aos

parâmetros do modelo a serem estimados.

D.1 Função Q

Q(Θ | Θ(k)) = EΘ

[
lc(Θ) | yi

]
= −n

2
E(log (Γ)|yi)−

1
2Γ

E

(
n∑

i=1

(y2
i + ξ2 + (∆ti)2 − 2∆tiyi − 2ξyi + 2∆tiξ)|yi)

)

= −n

2
log (Γ)− 1

2Γ

n∑
i=1

E(y2
i |yi)−

1
2Γ

n∑
i=1

E(ξ2|yi)−
1
2Γ

n∑
i=1

E[(∆ti)2|yi] +

+
1
Γ

n∑
i=1

E(∆tiyi|yi) +
1
Γ

n∑
i=1

E(ξyi|yi)−
1
Γ

n∑
i=1

E(ξ∆ti|yi)

= −n

2
log (Γ)− 1

2Γ

n∑
i=1

y2
i −

1
2Γ

n∑
i=1

ξ2 − 1
2Γ

n∑
i=1

∆2

s2i︷ ︸︸ ︷
E(t2i |yi) +

1
Γ

n∑
i=1

∆yi

s1i︷ ︸︸ ︷
E(ti|yi) +

+
1
Γ

n∑
i=1

ξyi −
1
Γ

n∑
i=1

ξ∆

s1i︷ ︸︸ ︷
E(ti|yi)

= −n

2
log (Γ)− 1

2Γ

n∑
i=1

y2
i −

1
2Γ

(n∆2
n∑

i=1

s2i) +
2
2Γ

(n∆
n∑

i=1

(yi − ξ)s1i) +
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+
2
2Γ

(nξ
n∑

i=1

yi)−
nξ2

2Γ
(D.1)

Calculando as derivadas parciais de (D.1) com respeito a ξ̂(k), ∆̂(k),

Γ̂(k) e igualando a zero, temos:

∂Q(Θ | Θ(k))

∂ξ̂(k)

∣∣∣∣∣
ξ̂(k)=ξ̂(k+1)

= 0 ⇒ − 1
Γ

n∆
n∑

i=1

ŝ1i +
1
Γ

n
n∑

i=1

yi −
1
Γ

nξ̂(k+1) = 0

⇒ ξ̂(k+1) =
n∑

i=1

(yi −∆ŝ1i) (D.2)

∂Q(Θ | Θ(k))
∂∆̂(k)

∣∣∣∣∣
∆̂(k)=∆̂(k+1)

= 0 ⇒ − 1
Γ

n∆
n∑

i=1

ŝ2i −
1
Γ

n
n∑

i=1

(yi − ξ̂(k+1))ŝ1i = 0

⇒ ∆̂k+1 =

n∑
i=1

(yi − ξ̂(k+1))ŝ1i

n∑
i=1

ŝ2i

(D.3)

∂Q(Θ | Θ(k))
∂Γ̂(k)

∣∣∣∣∣
Γ̂(k)=Γ̂(k+1)

= 0 ⇒ − n

2Γ̂(k+1)
+

2
n∑

i=1

y2
i

2Γ̂2(k+1)
+

n∆̂2(k+1) n∑
i=1

ŝ2i

2Γ̂2(k+1)
−

−
2n∆̂(k+1)

n∑
i=1

(yi − ξ̂(k+1))ŝ1i

2Γ̂2(k+1)
−

2nξ̂(k+1)
n∑

i=1

yi

2Γ̂2(k+1)
+

nξ̂2(k+1)

2Γ̂2(k+1)
= 0

⇒ nΓ̂(k+1) =
n∑

i=1

y2
i + n∆̂2(k+1)

n∑
i=1

ŝ2i − 2n∆̂(k+1)
n∑

i=1

(yi − ξ̂(k+1))ŝ1i −

−2nξ̂(k+1)
n∑

i=1

yi + nξ̂2(k+1)

⇒ nΓ̂(k+1) =
n∑

i=1

y2
i +

n∑
i=1

∆̂2(k+1)
ŝ2i − 2

n∑
i=1

∆̂(k+1)(yi − ξ̂(k+1))ŝ1i −

−2
n∑

i=1

ξ̂(k+1)yi +
n∑

i=1

ξ̂2(k+1)

Γ̂(k+1) =

n∑
i=1

(y2
i + 2ξ̂(k+1)yi − ξ̂2(k+1))− 2

n∑
i=1

∆̂(k+1)(yi − ξ̂(k+1))ŝ1i +
n∑

i=1

∆̂2(k+1)

n

Γ̂(k+1) =

n∑
i=1

[
(yi − ξ̂(k+1))2 − 2(yi − ξ̂(k+1))∆̂(k+1)ŝ1i − ∆̂2(k+1)

ŝ2i

]
n

(D.4)
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D.2 Algoritmo ECM para Misturas Finitas de

Normais Assimétricas

D.2.1 A função Q e as atualizações para o algoritmo ECM

Q(Θ | Θ(k)) = EΘ

[
lc(Θ) | yi

]
= EΘ

[ n∑
i=1

k∑
j=1

Zij(log ωj | yi)−
1
2

n∑
i=1

k∑
j=1

Zij(log Γ | yi)−

− 1
2Γ

n∑
i=1

k∑
j=1

Zij((yi − ξj −∆jt
2
i ) | yi)

]

=
n∑

i=1

k∑
j=1

Zij log ωj −
1
2

n∑
i=1

k∑
j=1

Zij log Γj −

− 1
2Γj

n∑
i=1

k∑
j=1

E
[
Zij(y2

i | yi + ξ2
j | yi + ∆2

j t
2
i | yi − 2yiξj | y +

+2ξj∆jti | yi − 2yi∆jt− i | yi)
]

=
n∑

i=1

k∑
j=1

Zij log ωj −
1
2

n∑
i=1

k∑
j=1

Zij log Γj −
1

2Γj

n∑
i=1

k∑
j=1

E
[
Zijy

2
i

]
−

− 1
2Γj

n∑
i=1

k∑
j=1

Zijξ
2
j −

1
2Γj

n∑
i=1

k∑
j=1

E(Zijt
2
i ∆

2
j | yi) +

+

∑n
i=1

∑k
j=1 Zijyiξi

Γj
− 1

Γ

n∑
i=1

k∑
j=1

E(Zijtiξj∆j | yi) +

+
1
Γj

n∑
i=1

k∑
j=1

E(zijti∆jyi | yi)

=
n∑

i=1

k∑
j=1

Zij log ωj −
1
2

n∑
i=1

k∑
j=1

Zij log Γj −
1

2Γj

n∑
i=1

k∑
j=1

EZijy
2
i −

− 1
2Γj

n∑
i=1

k∑
j=1

Zijξ
2
j −

1
2Γ

n∑
i=1

k∑
j=1

∆2
j ŝ3ij +

1
Γ

n∑
i=1

k∑
j=1

zijyiξj −

− 1
Γ

n∑
i=1

k∑
j=1

ξj∆j ŝ2ij +
1
Γ

n∑
i=1

k∑
j=1

yi∆j ŝ2ij (D.5)

Agora, calculando as derivadas parciais de (2.20) com respeito a ξ̂
(k)
j , ∆̂(k)

j , Γ̂(k)
j e igualando a

zero, temos:

∂Q(Θ | Θ(k))

∂ξ̂
(k)
j

∣∣∣∣∣
ξ̂(k)=ξ̂(k+1)

= 0 ⇒ −
ξ̂
(k+1)
j

∑n
i=1 ẑij

Γ̂j

+
n∑

i=1

ŝ1ijyi −
n∑

i=1

∆(k)
j ŝ2ij = 0

⇒ ξ̂
(k+1)
j

n∑
i=1

ẑij =
n∑

i=1

ŝ1ijyi − ∆̂(k)
j ŝ2ij

59



⇒ ξ̂
(k+1)
j =

∑n
i=1(ŝ1ijyi − ∆̂(k)

j ŝ2ij)∑n
i=1 ŝ1ij

(D.6)

∂Q(Θ | Θ̂(k))

∂∆̂(k)
j

∣∣∣∣∣
∆̂(k)=∆̂(k+1)

= 0 ⇒ −∆̂(k+1)
j

n∑
i=1

ŝ2ij −
n∑

i=1

ξ̂
(k+1)
j ŝ1ij +

n∑
i=1

yiŝ1ij=0

⇒ ∆̂(k+1)
j =

∑n
i=1(yi − ξ

(k+1)
j )ŝ1ij∑n

i=1 ŝ2ij
(D.7)

∂Q(Θ|Θ̂(k))

∂Γ̂
(k)
j

∣∣∣∣∣
Γ̂(k)=Γ̂(k+1)

= 0 ⇒

⇒ −1
2

n∑
i=1

ẑij
1
Γ̂j

+
1

2Γ̂2

n∑
i=1

ẑijy
2
i −

− 1
2Γ̂2(k+1)

j

n∑
i=1

ẑij ξ̂
2(k+1)

j − 1
2Γ̂2

n∑
i=1

∆̂2(k+1)

j ŝ2ij +

+
1

Γ̂2(k+1)

j

n∑
i=1

ẑijyiξ̂
(k+1)
j − 1

Γ̂2

n∑
i=1

ξ̂
(k+1)
j ∆̂(k+1)

j ŝ2ij +

+
1

Γ̂2(k+1)

j

n∑
i=1

yi∆̂
(k+1)
j ŝ1ij = 0

⇒ −Γ̂(k+1)
j

n∑
i=1

ẑij +
n∑

i=1

ẑijy
2
i +

n∑
i=1

ẑij ξ̂
2(k+1)

j +

+
n∑

i=1

∆̂2(k+1)

j ŝ2ij − 2
n∑

i=1

ẑijyiξ̂
(k+1)
j +

+2
n∑

i=1

ξ̂
(k+1)
j ∆̂(k+1)

j ŝ1ij − 2
n∑

i=1

yi∆̂
(k+1)
j ŝ1ij = 0

⇒ Γ̂(k+1)
j =

n∑
i=1

ẑij(yi − ξ̂
(k+1)
j )2 − 2

n∑
i=1

(yi − ξ̂
(k+1)
j )∆̂(k+1)

j ŝ1ij +
n∑

i=1

∆̂2(k+1)

j ŝ2ij

n∑
i=1

ẑij

⇒ Γ̂(k+1)
j =

n∑
i=1

(ẑij(yi − ξ̂
(k+1)
j )2 − 2(yi − ξ̂

(k)
j )∆̂(k+1)

j ŝ1ij + ∆̂2(k+1)

j ŝ2ij)

n∑
i=1

ẑij

(D.8)
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