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RESUMO

REDUCAO DE CODIMENSAO DE SUPERFICIES
IMERSAS EM ESPACOS DE CURVATURA
CONSTANTE

Orientador: Renato de Azevedo Tribuzy
Programa de Pos-Graduagao em Matemaética

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstracao de-
talhada dos resultados obtidos por J.H.Eschemburg e Renato de
Azevedo Tribuzy em "Redugao de Codimensao de Superficies",
publicado em Geometriae Dedicata no ano de 1989, que permitem
reduzir a codimensao de superficies analiticas, imersas em espagos
de curvatura constante, cujo o vetor curvatura média esta contido
em um subfibrado paralelo do fibrado normal. No caso em que a
superficie ¢ homeomorfa a 2 — es fera a reducao de codimensao é
obtida sem a hipotese de analiticidade.



ABSTRACT

REDUCTION OF CODIMENSION OF SURFACES
IMMERSE IN SPACE OF CONSTANT
CURVATURE

The objective of this work is to provide a detailed demonstration of the
results obtained by J.H.Eschemburg e Renato Tribuzy on "Reduction of
Codimension of Surfaces", published in Geometriae Dedicata", in the year
1989, allowing codimension reduced of surfaces an analytic immerse in space
of constant curvature, whose mean curvature vector lies in a parallel
subbundle of normal bundle. It the surface is homeomorphic a 2-sphere the
reduction of codimension is obtained without the assumption of analyticities.
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INTRODUCAO

O estudo das superfices minimas e com vetor curvatura média constante
¢ um campo amplo de pesquisas em Geometria Diferencial.

Historicamente as primeiras bibliografias sobre o estudo das superficies
minimas registram-se no século XV 111, onde destacam-se Euler, Lagrange e
Mensnier. Ja no século X71X surgem os trabalhos de Scherk, Ennerper,
Riemann, Weierstrass e Schwarz. Importantes contribuicoes foram dadas por
Douglas, Radé, Huber, Osserman e mais de 120 pesquisadores
conhecidos internacionalmente no século XX.

A seguir apresentaremos alguns resultados relevantes sobre o estudo das
superficies imersas em R? com vetor curvatura média constante.

Em 1951, H.Hopf [9] ao estudar as superficies compactas imersas em R3,
provou o seguinte resultado:

Se Ml € uma superficie compacta de género zero imersa em R3 com vetor
curvatura média constante. Entao M € isometrica a uma esfera redonda.

Em 1956 A.D Alexandrov [1] estuda o caso mergulho. Neste caso ele
prova um resultado importante, no qual introduziu um método conhecido
como Principio de Reflexao de Alexandrov, e demonstrou que uma superficie
compacta mergulhada em R3, com curvatura média constante ¢ uma esfera.

A conjectura de que a esfera é a unica superficie compacta imersa em
R? com curvatura média constante, atribuida a H. Hopf fez com que varios
matematicos se dedicassem ao estudo da Geomeria das Subvariedades.
Porém, em 1986 Wente [14] consegue mostrar a existéncia de um toro imerso
em R3 com curvatura média constante.

As idéias de Hopf foram generalizadas e usadas por Calabi [5] e Chern [11]
na teoria das esferas minimas, usando a hipdtese de que o vetor curvatura
média é paralelo em R".



Considere uma imersao = : M? — Q" de uma variedade 2-dimensional
em um espaco com curvatura seccional constante. Dizemos que podemos
reduzir a codimensao para k < n — 2, se existir uma subvariedade totalmente
geodésica (k + 2)-dimensional Q" € Q tal que z(M) C Q'.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstracao detalhada dos
resultados obtidos por J.H.Eschemburg e Renato de Azevedo Tribuzy em
"Redugao de Codimensao de Superficies"|7], os quais enunciaremos a seguir:

Seja x : M? — Q" wma imersio analitica, tal que o
vetor curvatura média H estd contido em um subfibrado paralelo E de TM™*.
Entao podemos reduzir a codimensao da imersao para dim(E)+1, ou x(M) é
minima em uma subvariedade totalmente umbilica (n — dim(E))-dimensional

de Q™.

Seja M uma superficie homeomorfa a 2 —esfera e seja x : M — Q™ uma
imersao tal que o wetor curvatura média H estd contido em um
subfibrado paralelo E de TM™ . Entdo a codimensio da imersio pode ser
reduzida para dim(E) ou x(M) é minima em uma subvariedade totalmente
umbilica (n — dim(E))-dimensional de Q.

Na demonstracao dos resultados principais observa-se que quando o
complemento ortogonal do subfibado paralelo é plano, isto é, o tensor
curvatura normal restrito ao complemento ortogonal do subfibrado
paralelo ¢ identicamente nulo a reducao de codimensao é obtida, através
de um resultado basico na teoria de reducao de codimensao o teorema de
Erbacher [6]. Neste teorema Erbacher afirma que é possivel reduzir a
codimensao de uma imersao isométrica, desde que, exista um subfibrado
paralelo do fibrado normal, tal que, o primeiro espaco normal da imersao
esteja inteiramente contido neste subfibrado paralelo.

Seja x @ M" — Qu'* wma imersio isométrica de uma variedade
Riemanniana n-dimensional M em wuma wvariedade Riemanniana
(n+£)-dimensional Q. Suponha que existe um subfibrado paralelo L de TM*
de dimensao q < {, tal que Ni(p) C L(p) para todo p € M. Entdo podemos
reduzir a codimensao da imersao para .

Por outro lado, quando o complemento ortogonal nao ¢ plano. Isto é,
o tensor curvatura normal restrito ao complemento ortogonal do subfibrado
paralelo nao é identicamente nulo, observa-se que o vetor curvatura média
estd em uma direcao paralela e umbilica. Portanto, o vetor curvatura média
é paralelo na conexdo normal e através do teorema Shing-Tung Yau [13],
levando em consideragao que a curvatura normal nao ¢ nula, concluimos que
a imersao é minima em uma subvariedade totalmente umbilica.



No caso em que a superficie é homeomorfa a 2 — esfera a redugao de
codimensao é obtida sem a hipotese de analiticidade.

O teorema Yau [13], a que nos referimos estabelece o seguinte:

Seja M uma superficie imersa em um espaco de curvatura constante

L, cujo vetor curvatura média H € paralelo. Entao M é minima em uma
hipersuperficie umbilica , ou a imersdo estd contida em uma subvariedade
totalmente umbilica ou totalmente geodésica 3 — dimensional com vetor
curvatura média constante.

O primeiro resultado principal é uma generalizacao do seguinte resultado,
obtido por Chen [3] ao estudar as imersoes de superficies analiticas :

Seja Ml uma superficie analitica completa, simplesmente conexa imersa
em um espago de curvatura constante Qp. Se M tem wvetor curvatura
média normalizado paralelo, entao M é minima em uma hipersuperficie
umbilica ou a imersao estd contida em uma subvariedade totalmente geodésica
4 — dimensional com vetor curvatura média constante.

O segundo resultado principal é uma generalizacdo do teorema
apresentado  por Rodrigues e Tribuzy [7], onde os mesmos
demonstram o resultado de Chen sem a hipdtese de analiticidade para
superficies homeomorfa a 2 — esfera.

Seja M? uma superficie homeomorfa a 2—esfera S* e f: M? — QF uma
imersao isométrica C'° com vetor curvatura média paralelo normalizado %
na conexao normal. Entao :

i) f € uma superficie minima em uma hipersuperficie totalmente umbilica
de QF ou,

ii) A codimensao pode ser reduzida para 1.

Este trabalho serd dividido em 3 capitulos:

No capitulo 1 apresentaremos as definicoes e propriedades da Geometria
Riemanniana importantes para o desenvolvimento do trabalho.

No capitulo 2 introduziremos a nocao de fibrados e subfibrados
vetoriais. Em seguida, demonstraremos o teorema de Frbacher 3.2.1, que é
béasico na teoria de reducao de codimensao de superficies imersas em
espacos de curvatura constante.

No capitulo 3 demonstraremos detalhadamente os resultados principais
do trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as principais definicoes e propriedades da
Geometria Riemanniana, necessdrias ao desenvolvimento do trabalho. Os
conceitos e resultados apresentados podem ser encontrados em [2].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1.1. Uma Variedade Diferenciavel real de dimensao n é um
conjunto Ml e uma familia de aplicagoes biunivocas

Ty : Uy, CR" — M
de abertos U, de R™ em M tal que:
1. M = Uyz4(Uy)-

2. Para todo par a,f com z,(U,) N xg(Ug) = W # 0, os conjuntos

ot (W)e xgl(W) sao abertos em R™ e as aplicagoes xgl 0T, e, o

sao diferencidveis.

O par (U,,z,) ou a aplicagdo x, com p € z,(U,) sdo chamados de
parametrizacdo ou sistema de coordenadas de M em p; z,(U,) é uma
vizinhanga coordenada. Uma familia {U,,z,} satisfazendo 1 e 2 é chamada
uma estrutura diferenciavel em M.

Denotaremos por M™ uma variedade diferencidvel de dimensao n.

Definicdo 1.1.2. Sejam M" e M variedades diferenciaveis reais. Dizemos
que uma aplicacdo ¢ : M — M ¢ diferenciavel em p € M" se dada uma
parametrizacdo T : U C R™ — M em 1(p) existe uma parametrizacio
r : U C R" — M em p tal que ¢(z(U)) C Z(U) e a aplicacio
Zloyoxz: U CR" — R™ ¢ diferencidvel em x7(p). 1 é diferencidvel
num aberto de M se é diferenciavel em todos os pontos deste aberto.



Definicao 1.1.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacao
diferenciavel a : (—e,e) — M é chamada uma curva diferenciavel em M.
Suponha que «(0) = p € M, e seja D o conjunto das fun¢bes de M
diferenciaveis em p. O vetor tangente a curva a em ¢t = 0 é a fungao
a'(0) : D — R dada por

Of/(O)f = d({;a) |t:07 f eD.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva
a:(—€,€) — M com a(0) = p.

Definigao 1.1.4. O Espago Tangente a uma variedade M" em um ponto p,
representado por T,M ¢é o conjunto de todos os vetores tangentes as curvas
diferencidveis pertencentes a M passando por p. Mostra-se que o T,M ¢
um espaco vetorial de dimensao n e que a escolha de uma parametrizacao

x : U — M em p determina uma base associada {(8%1)0,...,(£)0} em

T,M, e que a estrutura linear nesse espaco, assim definida, nao depende da
parametrizagao x.

Definicao 1.1.5. (O Fibrado Tangente).  Seja M" uma variedade
diferenciavel real e seja TM = {(p,v);p € M,v € T,M}. Este espaco
munido com a estrutura diferenciavel {U, xR™, v, } onde 7, : Uy, xR" — TM
definida por:

n
0
Yo (X, oy 281y ey 1) = (2o (2], . 28), Zn@),
K

i=1
(r1,...,mn) € R™, & definido como o fibrado tangente de M.

Proposi¢ao 1.1.1. Sejam M" e M variedades diferenciaveis e seja
v : M — M uma aplicacio diferenciavel. Para cada p € M e
cada v € T,M, escolha uma curva diferencidvel o : (—€,¢) — M com
a(0) = p,a/(0) = v. Faga B = ¢ o . A aplicagio dip, : T,M — Ty,M
dada por di,(v) = #'(0) é uma aplicacdo linear que nao depende da escolha
de a.

Definicao 1.1.6. A aplicacao linear diy, dada pela proposi¢ao anterior é
chamada diferencial de v em p.



Definicao 1.1.7. Uma Variedade Complexa de dimensao n é um conjunto
M e uma familia de aplicagoes biunivocas

To:U, CC*" — M
de abertos U, de C" em M tal que:
1. M = Uy, (Uy);

2. Para todo par a, com z,(U,) N xg(Ug) = W # 0, os conjuntos
2, (W) e 5" (W) sdo abertos em C" e as aplicagoes x5' oxq € 2, 025
sao holomorfas.

As variedades complexas de dimensao n sao variedades reais de dimensao
2n.

1.2 Campos de Vetores

Definicao 1.2.1. Um campo de vetores tangentes X definido em um aberto
U de uma variedade diferenciavel M é uma correspondéncia que a cada ponto
p € U associa um vetor X(p) € T,M. Em termos de aplicagoes, X ¢
uma aplicacao de U no fibrado tangente TM. O campo é diferenciavel se a
aplicacao X : U — TM ¢ diferenciavel.

Considerando uma parametrizacao x : U C R® — R", é possivel escrever

X(p) = Zai(p)a%, (1.1)

o)
ox;

x,1=1,...,n. X é diferenciavel se e s6 se as funcoes a; sao diferenciaveis
para alguma (e, portanto, para qualquer) parametrizagao.

As vezes & conveniente utilizar a idéia sugerida por 1.1 e pensar em um
campo de vetores como uma aplicagao X : ® — § do conjunto ® das fungoes
diferenciaveis em M no conjunto § das funcoes em M, definida do seguinte
modo

onde cada a; : U — R & uma fungao em U e { } é a base associada a

(XH0) = Y a5 ), (12)

(2

onde f indica, por abuso de notacao, a expressao de f na parametrizacao x.
Observamos que esta idéia de vetor como derivada direcional foi precisamente
a maneira como definimos a noc¢ao de vetor tangente. E imediato verificar,



que a funcao X f obtida em 1.2 nao depende da escolha da parametrizagao
x. Neste contexto, verificar-se facilmente que X é diferenciavel se e s6 se
X:®D -9, istoé, Xf €D paratodo f € D.

A interpretagao de X com um operador em ® permite-nos considerar os
interados de X. Por exemplo, se X e Y sao campos diferencidveis em M e
f M — R é uma fungao diferenciavel, podemos considerar as fun¢oes X (Y f)
e Y(Xf). Em geral, tais operagoes nao conduzem a campos vetoriais, por
envolverem derivadas de ordem superior a primeira. Entretanto, podemos
afirmar o seguinte.

Lema 1.2.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma

variedade diferencidvel M. Entao existe um tnico campo vetorial Z tal que,
para todo f € D(M), Zf = (XY -YX)f.

Definigao 1.2.2. O campo vetorial Z dado pelo Lema anterior é chamado
colchete [X,Y] = XY —Y X de X e Y; Z é evidentemente diferenciavel.

1.3 Meétricas Riemannianas

Definicdo 1.3.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana)
em uma, variedade diferencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada
ponto p € M um produto interno ( ), (isto ¢ uma forma bilinear simétrica,
positiva definida) no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no
seguinte sentido: Se x : U C R" — M é um sistema de coordenadas locais
em torno de p, com x(zy,...,2,) =q € x(U) e a%i@) =dz,(0,...,1,...,0),
entao <a%i(q), a%(q»p = g;j(71,...,7,) é uma fungdo diferencidvel em U. E
comum omitir o indice p em <, > sempre que nao houver a possibilidade de
confusao. As funcoes g;; sao chamadas de expessao da métrica Riemanniana
no sistema de coordenadas z : U C R" — M.

Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanni-
ana é dizer que para todo par X e Y de campos de vetores diferencia-
veis em uma vizinhanca V' de M, a funcdo (X ,Y) ¢é diferenciavel em V.
Uma variedade diferenciavel M, munida de uma métrica Riemanniana é cha-
mada de Variedade Riemanniana. Uma variedade Riemanniana de

dimensao 2 é chamada superficie Riemanniana.



1.4 Imersoes Isométricas

Definicdo 1.4.1. Sejam M e M variedades diferenciaveis. Uma aplicacio
¥ : M — M é um difeomorfismo se ela é bijetiva, diferenciavel e sua inversa
=1 é diferenciavel.

Definicdo 1.4.2. Sejam M e M variedades Riemannianas. Um
difeomorfismo f : M — M é chamado uma isometria se:

(u,v), = (dfy(u), df,(v)) spypara todo p € M, u,v € T,M.

Se existe uma isometria entre M e M diz-se que tais variedades sdo iso-
meétricas.

Seja U um aberto de M. Um difeomorfismo ¢ : U — »(U) C M
satisfazendo a condicao da definicao 1.4.2, diz-se uma isometria local. Neste
caso, M é localmente isométrica a M.

Definicio 1.4.3. Sejam M" e M variedades diferenciaveis. Uma aplicaciio
diferenciavel ¢ : M — M é uma imersio se dyy, : T,M — T¢(p)M ¢ injetiva
para todo p € M.

Observe que se 1) ¢ uma imersao entao m > n e a diferenca k =m —n é
chamada codimensao da imersao.

Definicdo 1.4.4. Seja ¢y : M — M uma imersio de uma variedade
diferenciavel de dimensao n em uma variedade diferenciavel de dimensao
k = m —n. Se M tem uma estrutura Riemanniana, 1 induz de maneira
natural uma estrutura Riemanniana em M dado por

< V1, U2 >p:< d¢pvla d¢pv2 >¢(p)7

v1,v2 € T,M e p € M. Como a diferencial diy é injetiva, <,> é positivo
definido . As demais condig¢oes da definicao 1.3.1 sao verificadas facilmente.
A métrica de M é chamada de métrica induzida por 1, e ¥ é uma imersao
isométrica de M em M.



1.5 Conexoes Afins e Riemannianas

No que seque, indicaremos por D(M) o anel das fungoes reais diferencidveis
definidas em abertos de Ml e X(M) o conjunto dos campos de vetores definidos
em abertos de M.

Definicao 1.5.1. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é
uma aplicacao

V:X(M) x X(M) — X(M)
que se indica por (X,Y) AR VxY, e que satisfaz as seguintes propriedades:
’l) vaJrgYZ = vaZ + gVYZ

i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ.
i11) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y, onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

A parte (i7i) da definicdo anterior nos permite mostrar que a nogao
de conexao afim é, de fato, uma nogao local. Seja (U,z) um sistema de
coordenadas locais em torno de um ponto p € M

z:UCR" — M.

Escrevendo X = Z x; X, Y = Z y; X, onde X; = teremos

VxY = Z$ VX Zy] =Y 2y VX, + Z%Xi(yi)X
ij ij
Fazendo VX X; = ZF - X}, onde Ffj sao chamados de coeficientes da

conexao V em U ou os sunbolos de Christoffel da conexao. Concluimos que
F’“ sao funcoes diferenciaveis definidas em U e que

VxY = Z szyzr + X (y)) X,

o que mostra que VxY (p) depende de x;(p), yx(p) e das derivadas X (yx)(p)
de y; segundo X.



Proposi¢cao 1.5.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Entao existe uma tnica correspondéncia que associa a um campo
vetorial V' ao longo de uma curva diferenciavel ¢ : I — M um outro campo
vetorial % ao longo de ¢, denominado derivada covariante de V' ao longo de
¢, tal que:

i) Z(Vv+w)=504 DY

i) B(fV) = %V + fE7, onde W é um campo de vetores ao longo de ¢
e f ¢ uma func¢ao diferenciavel em I.

i1i) Se V' & induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é&,

V(t) = Y(c(t), entao L = Vae/arY.

Definicao 1.5.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Um campo vetorial V ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado
paralelo quando % =0, para todo t € I.

Proposicao 1.5.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Seja ¢ : I — M uma curva diferenciavel em M e V) um vetor tangente
a M em c(ty), to € I, isto &, Vi € Tcuy)M. Entdo existe um tnico campo
de vetores paralelo V' ao longo de ¢, tal que V(¢y) = Vp; V(t) é chamado o
transporte paralelo de V (ty) ao longo de c.

Definicao 1.5.3. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma
conexao afim V em M é:

a) simétrica, se VxY — Vy X = [X, Y], para X, Y € X(M).

b) compativel com a métrica Riemanniana, se X (Y, Z) = (VxY, Z)+(Y,Vx Z),
para X,Y, Z € X(M).

Teorema 1.5.1. (Levi-Cevita) Dada uma variedade Riemanniana M,
existe uma tnica conexao afim V em M satisfazendo as condicoes:
i) V é simétrica;
ii) V é compativel com a métrica Riemanniana.
A conexao acima é chamada de conexao de Levi-Cevita ou conexao
Riemanniana de M.

Demonstragao.

Suponhamos inicialmente a existéncia de uma tal conexao V. Entao

X(Y,Z) = (VyY, Z) + (Y, Vx Z),
Y(Z,X) = (VyZ,X) +(Z,VyX),
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X,V,Y),
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Somando as duas primeiras igualdades, adicionando (Vy X, Z) — (Vy X, Z),
subtraindo a terceira e usando a simetria de V, teremos

XY, Z)+Y(Z,X) = Z(X,Y) = (X, Z2),Y) + (Y, Z], X) + (X, Y], Z) + 2{Z,Vy X).

Portanto,

(Z,VyX) = %{X(Y,Z)%—Y(Z,X)—Z(X,H—([X,Z],Y)
- (V. 2], X) —([X,Y], 2)}. (1.3)

A equagao 1.3 mostra que V esta univocamente determinada pela métrica
(,). Logo, caso exista, ela sera tnica.

Para mostrar a existéncia, defina V pela equagao 1.3. Mostra-se
facilmente que V estd bem definida e satisfaz as propriedades desejadas.

Para uso posterior escreveremos parte do que foi feito acima através de um
sistema de coordenadas (U, x). Pela equacao 1.3 e pela simetria da conexao
teremos:

(Xt Z X)) = {Xj<X@-, Xi) + Xi(Xe, Xj) — Xu(X;, X))}

Logo,
0 0
ZF@]glk 8 a2 9k T oz, o ki — O gz]}g

Onde g;; = (X;, Xj) e X; = 6—&. Como a matriz (gx,,) admite uma inversa

que denotaremos por (g*™)

1 0 0 0
I =N g+ gk — 5 —Gi (9" 1.4
ij 9 - {81’1 g]k + 8:1:]- Gki axkgzj} g ( )

que é a expressao classica dos simbolos de Christoffel da conexao
Riemanniana em termos dos g;; dados pela métrica. Este resultado serd
usado na seccao 1.7.

, teremos que



1.6 Curvatura

Definigcao 1.6.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacao

R(X,Y): X(M) — X(M),
dada por:
R(X,Y)Z =VyVxZ -VxVyZ - Vixy|Z,Z € X(M),
onde V é a conexao Riemanniana de M.

Exemplo 1. Seja M = R" entdo R(X,Y)Z = 0 para todo
X,Y,Z € X(R"). Indicaremos por Z = (z1, ..., z,) as coordenadas naturais
do R" entdo VyZ = (Yz1,...,Yz,) e VxZ = (Xz,..., Xz,). Logo:

VyVyZ = (YX2,...YXz), ViVyZ = (XY 2, ..., XY z,)

Vixy)Z = ([X,Y]z1, .., [X, Y]zp).
Portanto,
R(X,Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ Vixy)Z =0.

Proposicao 1.6.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M satifaz
as seguintes propriedades:
i) R ¢ bilinear em X(M) x X(M), isto ¢,

R(fX1+gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, V1),

R(X1, fY1 +gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1,Y%),
f?g S D(M)u X17X27}/17YV2 € %(M)



i1) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura
R(X,Y) : X(M) — X(M)
é linear, isto é,
R(X,Y)(Z+ W) =R(X,Y)Z + R(X, Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,
feDM), Z,W e X(M).
Proposigao 1.6.2. (Primeira Identidade de Bianchi)
R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0
para todo XY, Z € X(M)

Proposicao 1.6.3. Para todo X,Y, Z, T € X(M) sao validas as relagoes

a) (R(X,Y)Z,T) + (R(Y, 2)X,T) + (R(Z, XY, T) = 0.
b) (R(X,Y)Z,T) = —(R(Y,X)Z,T).

¢) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z).

d) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z,T)X,Y).

1.7 Curvatura Seccional

Definicao 1.7.1. Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M, p C T,M
um subespago bi-dimensional do espago tangente e {x, y} uma base qualquer
de p. Definiremos por curvatura seccional de p em p ao ntimero real

K (R, 9),y) _ 4
= P
(xay) ‘l’ A y’2 (p)7
onde |z Ayl = /|z[2y]2 — (z,y)2, representa a &rea do paralelogramo

bi-dimensional determinado pelos vetores x,y € p.
Escreveremos por simplicidade, (R(z,y)z,t) = (z,y, z,1).
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Lema 1.7.1. Seja V um espago vetorial n-dimensional (n > 2), munido de
um produto interno (,). Sejam R: VXV xV = VeR :VxVxV =V
aplicagoes tri-lineares tais que as condigoes (a), (b), (¢) e (d) da proposicao
1.6.3 sejam satisfeitas para

(x,y,2,t) =< R(z,y)z,t >

(z,y,2,t) =< R (x,y)z,t > .
Se {z,y} é uma base de p, escrevamos

(R(z,y)z,y)
[z A yl?

(R (z,9)z,y)
lz A yl?

K(p) = , K'(p) =

Se para todo p C V, K(p) = K'(p), entdio R =R’

Proposicao 1.7.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de
M. Defina uma aplicacio trilinear R’ : T,M x T,M x T,M — T,M por

<R/<X7 Y)Z,W) = (X, 2)(Y, W) = Y, Z)(X, W),

para todo X,Y, Z W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante
igual a K, se e somente se R = K R, onde R é a curvatura de M.

Corolario 1.7.1. Sejam M" uma variedade Riemanniana de dimensao n, p
um ponto de M e {{y,...,¢,} uma base ortonormal de T,M. Escreva

Rijkg =< R(fi,gj)gk,fg >0, 7, k,0=1,..n.

Entao K(p, p) = Ky para todo p C T,M, se e so se

Rijie = Ko(dindje — 6i€§jk)
onde

5. — 1, se 1 =7
Y10, se i#£ ]

Em outras palavras, K(p, p) = K, para todo p C T,M se e so se
Riji; = —Ryj = Ko

para todo ¢ # j, e R = 0 nos outros casos.
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Capitulo 2

Geometria das Subvariedades

2.1 Espacos de Curvatura Constante

As variedades Riemannianas com curvatura seccional constante Qp sao as
mais simples e estao relacionadas com as geometrias euclidiana e nao-euclidiana
classica. Estas variedades possuem como propriedade importante um niimero
sulficientemente grande de isometrias locais, isto significa que neste espago
¢ sempre possivel deslocar isometricamente dois triangulos e coloca-los em
posicoes diferentes isometricamente.

Segundo o Teorema de Cartan |2]| as tdnicas variedades Riemannianas
completas, simplesmente conexa com curvatura seccional constante sao o
espaco euclideano R™ com curvatura seccional K = 0 ,ver exemplo 1, a
esfera unitaria S® C R™™! com curvatura seccional K = 1 ,ver exemplo 3,
e o espaco hiperbodlico H" de dimensao n, mostraremos a seguir, que possui
curvatura seccional constante igual a K = —1.

Considere o semi-espaco do R™ dado por

H" = {(z1,...,2,) € R"; 2, > 0}.

Introduza em H" a métrica
O
xn
Para iniciarmos o calculo da curvatura de H” parte do calculo pode ser
feito numa situacao mais geral:

Definicao 2.1.1. Duas métricas <,> e <<,>> em uma variedade
diferenciavel M sao conformes se existe uma fungao f : M — R, positiva, tal
que para todo p € M e todo u,v € T,M se tenha:

<u,v >p= f(p) << u,v>>,.
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A métrica 2.1 de H” é conforme & métrica usual do espaco euclideano R™.
Consideremos em 2.1 z,, = F. Logo:

By

gij(xly ,.Z'n) = ﬁ,

onde F' é uma funcao positiva diferenciavel em H".
Indicaremos a matriz inversa de g;; por:

gij = FZaij

e faremos log F' = f.
Derivando log F' = f em relagao a j teremos:

F; 0
o %
F 8$Cj
Facamos:
0
a—xjf =/
Portanto, teremos:
O _ _a E
8xj ik F3
B 2F; 1
0
Para o calculo dos simbolos de Christoffel, observemos que
gmk = F28mk
Usando o resultado 1.4 teremos:
1 0 0 0
Iy = = —Gim + 5 Gmi — =i 19"
Y 2 Zm:{angj * 8xjg al’mgj}g

=3 Z{-z#ﬁ — 225 fi + 255 o E O

= {—@jmfi — amifj + azgfm}amk:
= {=0jfi — Onif; + Oijfi.}-
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Portanto, se os trés indices forem distintos obtemos:
ko _
Iy =0
e se dois indices sao iguais, teremos:

f]?FJ _fJ7F] = fi;l—wz%i:_f%

Para o célculo dos coeficientes da curvatura, observemos que
;o1
UZ] E :Rz]zgf] - zgzgjj = Rz]z F2

0
{Z 5T, — ZF ) + _FJ - a_rj -

Como 7-T%, = fj; e ‘i Fgl = — fi; teremos:
(£ 0 A]
F'Ryi; = — Y, e+ ==+ + i+ fa
¢

= D R+ +fat iy
14

Portanto, R;jze = 0 se os quatro indices forem distintos, e se os trés
indices forem distintos , teremos:

= —fiufi — Jrji Rije = fife + fris Rijr = 0. (2.2)

0

Calculando a curvatura seccional do plano gerado por obtemos:
dz; ’8ac ’

Rijij s
K = - = Raul
GiiJjj

= (= R+ R+ 5+ fat fi)F?
L

2

Particularizando para o caso F? = z2, o que implica logz, = f, obtemos

parai#£nej#n



Se i =n,j # n, teremos

-1
Koy = (=fo+ fi+ fan) F? = —af = —1.

n

Se i # j,7 = n teremos

Usando 2.2 e o corolario 1.7.1, concluimos que a curvatura seccional de H”
é constante igual a -1.

2.2 Foérmula de Weingarten

Seja ¢ : M" — M uma imersio isométrica. Entio para cada p € M
existe uma vizinhanca U C M de p tal que 1»(U) C M ¢ uma subvariedade.
Identificaremos U como 9 (U) e usando o fato que toda imersao é localmente
um mergulho, podemos decompor "JI‘MMM na soma direta

T¢(p)M =T,M® (TPM)J_7
onde T,M* é o complemento ortogonal de T,M em T (p)M.

Definicao 2.2.1. Um campo vetorial normal ¢ definido em conjunto aberto
de uma variedade Riemanniana M é uma regra que a cada ponto p € M
associa um vetor &, € T,M*. Denotaremos por X(M)* o conjunto de todos
os campos vetoriais normais diferencidveis da imersao .

Se £ € TM' e X,Y € TM podemos determinar :

Vxé = —Ax€ + V&, (Formula de Weingarten),

onde V* é a conexdao normal do fibrado normal; —Ax¢ é a componente
tangente e V& é a camponente normal de V x&.

A aplicacao A¢ : TM — TM ¢é chamada Operador de Weingarten e é
linear e simétrica sobre D(M), ou seja, (A:X,Y) = (X, AY) para todo
X,Y € TM.

De maneira analoga ao fibrado tangente, introduz-se a partir de V+ uma
noc¢ao de curvatura no fibrado normal que é chamada de curvatura normal
definida por:

RY(X,Y)E = VyVxé — Vi Vil — Vi &
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2.3 Segunda Forma Fundamental

Com as identifica¢oes naturais quando X, Y € X(M) a componente tangente
de VxY coincide com a conexao de M e componente normal da origem a
aplicacao:

a:TM x TM — TM™,

definida por:

a(X,Y) =VxY — VyY,

chamada de segunda forma fundamental da imersao . Chamaremos de
Formula de Gauss a seguinte igualdade:

VxY =a(X,Y) + VyY.

Definicao 2.3.1. Dada uma imersao isométrica ¢ : M" — Mﬂ+q, o vetor
curvatura média no ponto p em M é o vetor normal a Ml em p definido por:

n

1
H(p) = - Z a(X;, Xi).
=1
onde Xj,...,X, é uma base ortonormal de T,M. Observamos que para
qualquer conjunto de vetores ortonormais &1, ...,&, € T,M, temos:

n

H(p) = % ) (tragoAe) )¢,

=1

portanto, o vetor curvatura média nao depende da base tangente.

Definicao 2.3.2. Dizemos que 1 possui vetor curvatura média paralelo
quando V%H = 0 para todo X € TM. Conseqiiéntemente, ||H|| ¢ constante
ao longo de M.

Definicao 2.3.3. Dizemos que a imersao 1 é minima em p € M quando
H(p) = 0. A imersao ¢ é minima quando é minima para todo ponto de M.

Um caso especial ocorre quando a segunda forma fundamental é nula
em um ponto p € M. Entao ¢ é dita totalmente geodésica em p € M.
Dizemos que 1 é uma imersao totalmente geodésica quando é totalmente
geodésica para todo ponto de M.
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Proposicao 2.3.1. Uma imersao isométrica ¢ : Ml — M & dita umbilica
em p € M quando A; = ¢ para todo £ € T,M", onde A € Re [ ¢ a
aplicagao identidade em T,M.

Proposicao 2.3.2. Uma imersao ¢ umbilica se ¢ umbilica em todos os pontos
de M. As seguintes afirmacdes sao equivalentes:

(i) ¢ & umbilica em p € M,

(i)a(X,Y) =< X,Y > H(p), para todo X,Y € T,M,

(iii)As =< &, H(p) > I para todo £ € T,M™*.

2.4 Equacoes Basicas de uma Imersao
Isométrica

Através das formulas de Gauss e Weingarten determinamos as equagoes
Gauss, Codazzi e Ricci, que sao as equacoes bdsicas de uma
1Mersao 1Sométrica.

Lembramos que se M tem curvatura seccional constante igual a kg, entdo

o tensor curvatura R tem a expressao:

RX,)Y)Z =ko(<Y,Z>X-<X,Z>Y),

onde X,Y,Z € X(M) e < , > é a métrica de M.
Sejam X, Y, Z € X(M), pelas Formulas de Gauss e Weingarten teremos:

vvaZ = vy(Oé(X, Z) + VXZ)
Vya(X,Z)+VyVxZ
= Vya(X,Z) = Aux2)Y + VyVxZ +a(Y,VxZ)

VxVyZ = Vx(aY,Z)+VyZ)
= 7)(04(}/, Z) + VXVYZ
VyalY,Z2) — AayyX + VxVyZ + a(X,VyZ).

Novamente pela Férmula de Gauss,

V[)Qy]Z = V[XQ/}Z + Oé({X, Y], Z)
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Calculando

R(X,\Y)Z =VyVxZ ~VxVyZ —VixyZ

Tem-se:

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z +a(X,VyZ) — Y, VxZ) — a([X,Y], Z)

_Aoz(Y7Z)X + Aa(X,Z)Y + v)L(a(YV’ Z) - VXL/Q(X7 Z)7 (23)

onde R e R sdo os tensores curvatura de M e M, respectivamente.
Tomando em 2.3 o produto interno com W € X(M) teremos:

<R(X7 Y)Za W> = <R(X7 Y)Za W> - <Aa(Y,Z)X7 W> + <Aa(X,Z)Y7 W>7
portanto:
<R(X7 Y)Zv W> = E(Xa Y)Z7 W> + <A04(Y,Z)Xa W> - <Aa(X,Z)K W>

Sabendo que:

<AXY > = <&aX)Y)>
Obtemos a Equacao de Gauss:
RX,Y)Z,W) = RX,Y)Z,W)+ (aY, Z), a(X,WV)) +
—<OZ(X, Z>7 O'/(Ya W))
Denotaremos por K(X,Y) = (R(X, Y)Y, X) e K(X,Y) = (R(X, Y)Y, X)

as curvaturas seccionais em M e Ml do plano gerado pelos vetores ortonormais
X,Y € T,M, entao a equacao de Gauss torna-se:

K(X,Y)=K(X,Y) + (a(X, X),a(Y,Y)) — (a(X,Y),a(X,Y))
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Seja 1 : M — R™™
¥ M" — R*T™

uma imersao isométrica e XY, 7 € R"™(= TM). Portanto, o tensor
curvatura R de R"*™ é:

R(X,Y)Z = VyVxZ - VxVyZ - VixnZ = 0.

Portanto, a equacao de Gauss torna-se:

<RX,Y)Z, W >=<a(X,W),a(Y,Z) > — < a(X, Z),a(Y, W) > .

Por outro lado, tomando a componente normal de R em 2.3 e usando a
definicao de derivada da segunda forma fundamental dado por :

(Vxa)(Y,Z2) = VxalY,Z) —a(VxY,Z) — a(Y,VxZ),

determinaremos a Equacao de Codazzi:
R(X,V)2)t = (R(X,Y)2)' +a(X,VyZ) —a(Y,VxZ)

—ao([X,Y],Z2) + Vxa(Y, Z) — Vya(X, Z)

= a(X,VyZ)—a(Y,VxZ) —a(VxY —Vy X, Z)
+Vxa(Y, Z) — Via(X, 2)

= Oé(X, VyZ) — Oz(Y, sz) — a(VXY, Z)+
a(VyX,Z)+Vxa(Y,Z) — Vya(X, Z)

= VxaY,Z)—a(VxY,Z) - a(Y,VxZ)
—(Vya(X,Z) —a(Vy X, Z) — a(X,VyZ))

logo

(R(X,Y)2)" = (Vxa)(Y,Z) - (Vya)(X, 2)
Desde que, (R(X,Y)Z)* =0, obtemos a Equacio de Codazzi

(Vxa)(Y.Z2) = (Vya)(X,Z)

Sejam X,Y € X(M) e £ € X(M)*, usando a defini¢ao de tensor curvatura
e utilizando as formulas de Gauss e Weingartein obtemos:

R(X,Y){ = VyVxé—VxVyé—Vixy€
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Onde:

VyVxé =

VxVyé

ou seja,

E(X7 Y)f - RL(Xa Y)f + CY(X, —.AgY) + VX(_'AEY)

—a(Y, —.AgX) —

Tomando em 2.4 o produto interno por n € X(M)~*

de Ricci:
(R(X,Y)E,m)

onde [A¢, A,| =

Vy (=AX) + Vy Vi€

a(Y, = AcX) + Vy(—AeX) — AviY + Vi Vx¢,

Vx(—AY) + Vx Vi

a(X,—AY)+ Vx(—AY) — .Av%/gX + V§V¢§,

v[X,Y}g = _AE[X Y] + V[xy]fa

obtemos a Fquacao

= (RYX,Y)Em) — (a(X, AY),n) + (a(Y, AcX), n)
= (RHXY)En) — (A X AY) + (A)Y, AcX)

= RYX,Y)En) — (A, X, Y) + (Y, A A X)

= (RY(X,Y)E,n) — ([Ae, A)]X,Y)

AcA, — A Ae.

Quando M tem curvaura seccional constante temos que R(X,Y)¢ = 0,
logo obtemos a Fquacao de Ricci:

<RH(X,Y)E,n >=< [Ae, A,) X, Y > .

Segue da Equagao de Ricci que R+ = 0 se e somente se [Ag, A,] = 0 para
todo &, 7, isto é, existe uma base de T,M que diagonaliza simultaneamente

todo Ae.
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No caso de hipersuperficies ¢ : M" — MTLH, a equacao de Gauss se
expressa de forma mais simples. Sejam p € M e n € T,M*, |n| = 1,
e {e1,...,e,} a base ortonormal de T,M" que diagonaliza o operador de
Weingarten, isto é, A(e;) = \e;, @ = 1,...,n, onde os auto-valores Aq, ..., \,
sao chamados de curvaturas principais da hipersuperficie e os ¢; sao as
direcoes principais. Entao se ¢ # j

K(ei,ej) — K(BZ‘,GJ‘) = )\1/\]

De fato
(A(ei),e;) = (alei,e;),n)
(Aieisej) = (alei,e;),m)
0 = (ale;,€j),n), logo ale;,e;) =0

Exemplo 2. Vamos utlilizar este resultado para provar que a curvatura
seccional da esfera unitaria S™ C R"*! é constante 1.

Orientando S™ pelo campo normal unitério N(y) = —y € R*"™ |y| = 1,
teremos que a aplica¢do normal de Gauss é igual a (—1), onde [ é a identidade
de S™. Portanto A tem todos os seus valores préprios iguais a 1. Isto significa
que para todo p € S”, todo v € T,S™ & um vetor proprio. Usando a equagao
de Gauss, mostra-se que qualquer curvatura seccional de S™ é igual a 1.
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Capitulo 3

Reducao de Codimensao

Neste capitulo introduziremos a nocao de fibrados e subfibrados vetoriais. Em
sequida, demonstraremos o teorema de FErbacher 3.2.1, que € bdsico na teoria
de reducao de codimensao de superficies imersas em espacos de curvatura
constante.

Dizemos que uma imersdao x : M" — Q" admite reducdo de codimensao
para ¢ < { se existir uma subvariedade totalmente geodésica Q"1 C QntY,
tal que (M) C Q""1. A imersao x é substancial se a codimensdao da imersao
nao puder ser reduzida. Esta menor codimensao é chamada de codimensao
substancial de .

3.1 Fibrados Vetoriais e Riemannianos

Definicao 3.1.1. Sejam E e M variedades diferenciaveis e seja 7 : £ — M
uma aplicacao diferenciavel. Dizemos que 7 : E — M é um fibrado vetorial
de dimensao k quando, para cada ponto p € M,

(i) 7~ *(p) € um espaco vetorial real de dimensao k.

(ii) existe uma vizinhanca aberta U de p em M e um difeomorfismo
¢ HU) — UxRF cuja restrigao a 7~ 1(g) é um isomorfismo sobre {q} x R¥,
para cada q € U.

Dado um fibrado vetorial 7 : E — M e um subconjunto F C [E tal que
a restricdo mlp : F — M é também um fibrado vetorial, dizemos que F ¢é
um subfibrado vetorial de E se a inclusao leva (7|r)~'(p) linearmente sobre
7~1(p), para todo p € ML
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Exemplo 3. O Espaco Fibrado Tangente. Seja M uma variedade
diferenciavel de dimensao n. Para cada p € M seja T,M o espaco de vetores
tangentes a M em p, e TM = {(p,v,)/p € M, v, € T,M}. Se 7 : TM — M &
dado por 7(p,v,) = p entdo m é um fibrado vetorial.

Exemplo 4. Espaco Fibrado Normal. Sejam <, > uma métrica riemanniana
em M™ e N C M™ uma subvariedade de M. Dado p € M, seja T,N+ C T,M
0 subespaco de vetores normais a T,N; definimos
v(N) = {(p,v,)/p € N,u, € T,N*} e 7 : v(N) — N, 7(p,v,) = p. Entdo
7w é um fibrado vetorial

Definicao 3.1.2. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial. Para cada p € M
chamamos o espago E, = 77 (p) a fibra de 7 sobre p. Uma segdo local sobre
um conjunto aberto U C M é uma aplicacao diferenciavel ¢ : U — E tal
que woe = idy; se U = M dizemos que € : M — [E é uma secao global ou
simplesmente se¢do de 7. Denotaremos por I'(7) o conjunto das sec¢oes de 7.

Definigao 3.1.3. Uma métrica Riemanniana (, ) sobre um fibrado vetorial
7 :E — M é uma aplicacao

(,):T(r) xT'(r) - DM),
bilinear sobre D(M), simétrica e positiva definida.

Definicao 3.1.4. Um fibrado vetorial 7 : E — M munido de uma métrica
Riemanniana fixa é chamado fibrado vetorial Riemanniano.

Definicao 3.1.5. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial. Uma conexao linear
¢ uma aplicacao R—bilinear

V:XM) x I'(r) — I'(n)
(X,e) = Vxe
satisfazendo, para cada f € D(M), X € X(M) e € € I'(w), as propriedades

Z) fog = va?E,
ZZ) VX(féf) = X(f)f‘f + vai-f.

Definicao 3.1.6. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial com uma conexao
linear V. Dizemos que a secao ¢ € I'(w) é paralela quando Vye = 0, para
todo X € X(M). Um subfibrado vetorial F de E é dito paralelo se, para toda
sec@o n de F e todo X € X(M), temos que Vxn é uma secao de F.
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Definicao 3.1.7. Seja m : E — M um fibrado vetorial Riemanniano. Uma
conexao linear V ¢é dita compativel com a métrica ( ) quando

X<€777> = <VX5777> + <€7VX77>7
para todo X € X(M) e ¢,n € I'(m).

Definicao 3.1.8. O tensor curvatura de um fibrado vetorial 7 : E — M com
conexao linear V é a aplicacao R—trilinear

R: XM)xXM) xTI'(r) — I'(n)

definida por
R(X, Y)€ = VvaZ‘f — VyVXZE — V[X7y}€.

Por um abuso de linguagem é comum nao nos referirmos a aplicacao
m : E — M quando estamos trabalhando com fibrados cuja aplicacao é
natural, mas sim as variedades £ e M.

3.2 Teorema de Erbacher

Teorema 3.2.1. [6](Teorema de Erbacher): Seja x : M" — Qg2 uma
imersao isométrica de uma variedade Riemanniana n-dimensional M em uma
variedade Riemanniana (n + ¢)-dimensional Q. Suponha que existe um
subfibrado paralelo L de TM* de dimensao ¢ < /¢, tal que Ni(p) C L(p)
para todo p € M. Entao podemos reduzir a codimensao da imersao para q.

Para demonstrar o teorema de Erbacher usaremos os seguintes lemas:

Lema 3.2.1. : Sejam M e M variedades Riemannianas e z : M"* — M

uma imerso isométrica. Se E é um subfibrado paralelo de TM* e F é o seu
complemento ortogonal em TM™* entdo F é um subfibrado paralelo de TM™.
Demonstragao.
Sejam ¢ € E e n € F campos diferenciaveis, logo:

<&n>=0
Derivando em relagao ao campo X € TM teremos:

0=X<&n>=< Vxén>+ <& Vxn >
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Como E é um subfibrado paralelo em TM*, V%£ ndo possui componente
em F, ou seja,
< Vx&,m>=0.

Portanto:

< ¢, Vxn >=0,
de onde concluimos que V%7 nao possui componente em E, ou seja, Vxn € F

para todo n € F , isto é, F & subfibrado paralelo de TM™.

Lema 3.2.2. : Seja x : M" — M e v : I — M, onde I é um intervalo da
reta, tal que v(0) = p. Se E é um subfibrado paralelo de TM*, vy € E e v(t)
um campo de vetores paralelos na conexdo normal, tal que v(0) = vo. Entao
v(t) € E para todo t € I.

Demonstracao.
Por hipotese, E é um subfibrado paralelo de TM* e F o complemento
ortogonal de E em TM™ com v(0) = vy € E,, queremos mostrar que v(t) € E

para todo t € I.
Considere um campo de vetores w(7y(t)) € F, restrito a v teremos:

< v(0),w(v(0)) >=0

Portanto:

/ J— J—

7 (1) <u(t),w(y(t) >=< Vo), w(r(t) > + <o), Vymui(t) >
Logo:

7 (1) < (1), w(3() =< 0(t), T ol3(t) =0,

tendo em vista que I é paralelo.
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Demonstracao do teorema de Erbacher:

Analisaremos o caso em que K = 0, ou seja, Q™ = R+

Mostraremos que (M) C T,M @& L para p € M um ponto arbitrario.
Como L ¢ um subfibrado paralelo de TM™, pelo lema 3.2.1, temos que o
complemento ortoganal L' de L também é subfibrado paralelo de TM™'.
Seja 1y € L (p) e considere uma curva v : I — M, onde I ¢ um intervalo da
reta, tal que y(0) = p. Seja n(t) um campo de vetores paralelos na conexao
normal tal que 1(0) = ny. Pelo Lema 3.2.2, temos que n(t) € L+(y(t))t € I.

Da Férmula de Weingarten, obtemos:

Vo an(t) = Ay (1) + Vi n(t).

Como 7)(t) é paralelo, temos que Vj(t)n(t) = 0 para todo t € I, e para
todo X € T,M temos:

< AyY (1), X >=<n(t),a(y (t), X) >= 0 pois, por hipdtese Ny(p) C L(p).

Como a variedade é conexa e V., @N(t) = 0, temos que 7(t) é constante.
Sendo 19 = 1(0), temos que 7(t) = 17y em R+
Logo:

D ay(t) = 2(p), 1o =< d(7 (1)), >= 0.

dt
Portanto, < z(y(t) — x(p),no >= 0 para todo t € I. Como a curva e o
vetor 1y € L+ (p) sdo arbitrarios, concluimos que z(M) C T,M & L, que &
uma subvariedade totalmente geodésica de R"** de dimensdo n + q.
Para o caso em que K > 0, ou seja Q™ = S"*.
Considere:

z: M — RHAHL

uma imersdo isométrica dada por Z = jox, onde i : S"T* — R"HHFL ¢ g
inclusao cononica da esfera no espaco euclideano.
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Sejam:

_ TM=TyM e ger{z(p)}. L(p) = L(p) ® ger{z(p)} ¢
N; € N; @ ger{z(p)} onde N; é o primeiro espa¢o normal de T em p.

Observamos que:
N C L(p) @ ger{(z(p)} = L(p).

Por outro lado, o complemento ortogonal de L em 'ﬁ‘Ml é igual ao
complemento ortogonal de L em TM™*, que é paralelo com relacdo a
conexao normal. Denotando por %HTM . a conexao do fibrado normal T™M
temos que ﬁl]@Ml o VJ_|TML e portanto, VAL = 0.

Usando o caso K = 0, podemos reduzir a codimen¢ao da imersao T para
q+1.

Observe que:

F(M) C T,M & L(p) = T,M & L & ger{a(p)} = Ry

para p € M, onde R4+ & um subespaco linear afim. Portanto,

x(M) C Sn+€ N Rn—i—q—H C Sn—i—q

0 que mostra o resultado.

Analisaremos o caso em que K < 0, ou seja, Q@™ = H"*.

Para demonstrar este caso procedemos analogamente ao caso K > 0.
Considere a imersio 7 : M — L' dada por T = i o z, onde
i o Hg — L+ ¢ a inclusio canonica do espaco hiperbolico HiZ™ no
espaco de Lorentz L4+,
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Capitulo 4

Teoremas Principais Sobre
Reducao de Codimensao

Neste capitulo demonstraremos os resultados principais deste trabalho, que
referem-se a reducdo de codimensao de superficies imersas em
espacos de curvatura constante.

Considere uma imersao x : M? — Q" de uma variedade 2-dimensional
em um espagco com curvatura seccional constante. Dizemos que podemos
reduzir a codimensao para k < n — 2, se existir uma subvariedade totalmente
geodésica (k + 2)-dimensional Q" C Q tal que (M) C Q. Vamos equipar M
com a métrica induzida. Sejam YV a conezdo do fibrado normal TM™* e H o
vetor curvatura média da imersao, que € metade do traco da sequnda forma
fundamental.

Nas demonstragoes que sequem, consideremos que o vetor curvatura média
estd contido em um subfibrado paralelo do fibrado normal. Mostraremos que
quando o complemento ortogonal deste subfibrado paralelo é plano, isto €, o
tensor curvatura mnormal restrito ao complemento ortogonal do
subfibrado paralelo ¢é identicamente nulo, a codimensao da imersao é
reduzida. Caso contrdrio mostra-se que o vetor curvatura média € paralelo
e assim obtemos que a imersao € minima em uma subvariedade totalmente
umbilica. No caso em que a superficie é homeomorfa a 2-esfera a reducdao de
codimensao € obtida sem a hipotese de analiticidade.

4.1 Teoremas Principais
Teorema 4.1.1. Seja z : M? — Q" uma imersdo analitica, tal que o

vetor curvatura média H esta contido em um subfibrado paralelo E de TM*.
Entéo podemos reduzir a codimensio da imersao para dim(E)+1, ou x(M) é
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minima em uma subvariedade totalmente umbilica (n — dim(E))-dimensional

de Q.
Demonstracgao.

Temos por hipotese que E é um subfibrado paralelo em TM™, ou seja,
para todo campo de vetores em [E a derivada covariante normal desse campo
nio possui componente no complemento ortogonal de E em TM™.

Seja F o complemento ortogonal de E em TM™, entdo pelo lema 3.2.1 F
¢ um subfibrado paralelo.

Seja o : TM x TM — TM™ a segunda forma fundamental da imersio z,
e ag, ay suas componentes em E e [F.

Para toda dire¢do normal £ € T,M* seja

Ae : T,M — T,M

o automorfismo definido por:

<A(v),w> = <alv,w),€>

Entao deveremos analisar :

i) F é um subfibrado plano, isto é, o tensor curvatura normal restrito a F
¢ identicamente nulo.

ii) O tensor curvatura normal restrito a [F ndo ¢ identicamente nulo.

Para demonstrar o teorema no caso (i) usaremos o seguinte lema:

Lema 4.1.1. Sejax : M™ — Q" uma imersao de uma variedade m-dimensional
em um espaco de curvatura seccional constante. Suponha que H esta contido
em um subfibrado paralelo E de TM™, onde o complemento ortogonal F &
plano com respeito a conexao normal. Entao podemos reduzir a codimensao
da imersao para dim(E) +m — 1.

Demonstracao.
Como por hipotese o complemento ortogonal F de E é plano, isto é, o

tensor curvatura normal R+ restrito a F é nulo, pela Equacao de Ricci para
todo &, n € F,, e para todo v, w € T,M teremos:

0=<R+(v,w)é,n> = <[Ag Ao, w >
0=<[Ag, ApJv,w > .
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Fazendo

w = [A&An]v
obtemos:

0 = < [A&An]va [AﬁaAn}U >
= [[(Aedy; — AyAg)v||. Ou seja,
A&An’l} = AnAg'U.

Portanto, os operadores A; e A, comutam para todo { e n € F,. Logo as
aplicagoes lineares A sao simultaneamente diagonalizaveis para todo & € F,,.
Ou seja existe uma base ortonormal /4, ..., £, de T,M tal que para cada e
Jj =1,...,m existe \; satisfazendo:

Acl; = Ml

Logo,

<ap(lj,lp),E > = <Al Uy >=< Nilj, Uy >=X; < lj, U, >=0

portanto, para todo j # k teremos ag(¢;, (;) = 0.
Denotaremos por N; o primeiro espaco normal da imersao gerados pelos
valores de «.

Ny = ger{a(¢;, ()}
Afirmamos que:
E + N; é subfibrado paralelo de TM™.

De fato, seja £ € FNN;. Como £ ¢ ortogonal a N; tem-se:

< &ally, 6) >=0.

Portanto:

0 = gz < f,()é(gj,gk) >
= <Vi&ally,by) >+ <& Viall;, ly) >
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consequentemente,

< Vi&allyly) > = —<&Viall,b) > . (4.1)

Por outro lado, E é um subfibrado paralelo. Escrevendo o em funcao das
componentes K e [F:

<& ally, ly) >=< & ar(ly, lx) + ar(l;, () >=0
como ¢ € F tem-se:

< V& an(ly, b)) +ap(ly, b)) > = — <& Viar(ly,l) > — <& Viap(l;, 6;) > por 4.1
= — <& Vias(ly, ) >

consequentemente,
<Vi&ally,by) > = — <& Viar(ly, b)) > . (4.2)

Temos ainda:

< Véé,oqg(ﬁj,ﬁk) + Oé[p(gj,fk) > = <K Vié,oqg(ﬁj,&f) >+ < Vjiﬁ,oqg(éj,&{) >
= < Vé€>aﬁ“(€j7€k) >

de onde concluimos que:
< Vi&ap(ly, by) > = — <& Viar(ly, ) > . (4.3)

Definiremos por:

Aijk =< vé&a(gﬁék) >= =< 5, Véa(fj,gk) > .

Pela simetria de o tem-se:

Aijie = Aurj.
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Usando a definicao de derivada de tensor em:

Ajp = — <&, Vé&(gjagk) >

teremos:

Aijk = — <K 57 (Véa)(éj,fk) > — <K f,Oé(VgZ[j,&Q > — <K §,a(€j,Vgi€k) >
= — <& (Via)(l;,4) > pois € é ortogonal a Nj.

Usando a Equagao de Codazzi e a definicao de derivada de tensor:

A = — <& (Vi) (l, b) >
= — <& Vialliby) >+ <& a(Vili by) >
+ <& alli by) >
= —< f,ija(&-,&c) >=< Vj;f,a(ék,&) >= Aji.

Portanto, A, é simétrica nos trés indices.
Por 3.2 e 3.3 obtemos:

<Vi&ally, i) > = <Vi&oau(l, i) >+ < V& ap(l, 6;) >
= < V@]f,&]}r( k7£l) > .
Consequentemente para todo k # i
ag(lg, ¢;) = 0, pois o referencial diagonaliza ap.

Logo, A;jr = 0 se pelo menos dois indices forem diferentes.

Falta mostrar apenas que Ay, = 0 para todo k =1,...,m.
Tome £ € FNN{ entdao < &, H >= 0, pmstNleHeNl
Logo:

0 = €k<£,H>

= <V EH>+ < VeH>
<Vi&H> = — <V H>
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Observe que < §,V€L}€H >=(, poisé €F e VﬁkH e E.
Consequentemente:

<V &H>=0

Usando a definicao de vetor curvatura média teremos:
1 m
0=<VieEH> = <ViE (—
w8 w6 (— Z

= _Z<vzkfa ly) >

portanto,

1

0 = —(<Ve&alle,le) >+ <VLED ally ;) >)
m ik
1
= —A
- kkk —|— < Vz &, Z
J#k
Consequentemente,
Akkk——<V€§Z éj,g = —ZAkijO
Jj#k J#k

Logo, ij é ortogonal a Ny, ou seja, Vﬁf’ € Ni.
Portanto, se £ € FNNj- entdo V¢ € FNNj. Logo FNNy ¢ subfibrado
paralelo, consequentemente E + N; é subfibrado paralelo.

Desde que N; é gerado por a(l;,(;) , j = ,m e Z a(l;, )

teremos:

dim(E + N;) < dim(E) +m — 1.
Portanto, usando o teorema de Erbacher 3.2.1 concluimos que podemos

reduzir a codimensao da imersao para dim(E) + m — 1. Assim, segue o
resultado da parte (i) do teorema.
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Para demonstrarmos o teorema no caso (ii) suponhamos que F nao é
subfibrado plano e mostraremos que (M) é minima em uma subvariedade
totalmente umbilica (n — dim(E)-dimensional de Q™.

Demonstracao.

Como [ nao é subfibrado plano, existe ¢ € M e uma vizinhanca V de
¢, onde o tensor curvatura normal restrito a I nao se anula, isto é, existem
o,7€F,eu,veTM tal que:

0 #< R-(u,v)0,7 > = < [Ag, AJu,v >
0 # <[A,, AJu,v>

portanto,
AA, £ AA,.

Consequentemente os operadores A, e A, nao sao diagonalizaveis
simultaneamente. Por outro lado para todo £ € [E teremos:

R (u,v)§ = Vy Vi =V Vil — v[tyv}g €E,

pois E é um subfibrado paralelo.
Usando a Equacao de Ricci, para todo o, 7 € F, tem-se:

0=<R+(u,v)¢,0 > = < [Ag A Ju,v >
0 = <[4 AsJu,v>
portanto,
AcA, = A A:.
Analogamente,
AcA; = A A

De onde concluimos que os pares de operadores A¢, A, e A¢, A; sao
diagonalizaveis simultaneamente.
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Por outro lado, A,A; # A;A,. Consequentemente Ac é um multiplo do
operador identidade. Ou seja, existe uma funcao real \¢ definida em V tal
que:

A = Al

ou seja, qualquer £ € E é uma direcao umbilica na vizinhanca de g. Como
H € E temos que H esta em uma direcao umbflica.

Afirmamos que VAH tem valores em R.H, ou seja, (VxH), ¢ um multiplo
real de H, VX € T,M.

Observe que se £ ¢ uma secao de E com £ | H entao £ é normal a Ny, o
espaco gerado pelos valores de a.
De fato, sejam /¢y, {3 uma base ortonormal de T,M. Como ¢ € E, é uma
direcao umbilica, tem-se:
< Oé(fl,fl),g >=< Afglagl >=< Afglagl >= /\5 < 51751 >= /\5 (44)
Analogamente,
< Of(gg,gg),g >= )\5 (45)
Por outro lado,

<aly, la),& >=< Aly, by >=< Aely,ly >= ¢ < l1,lo >=0

1 1
< §7H >=< 57 §(Oé(£1,€1) + (X(é%ég)) > = §<< ga a(glaél) >+ < 5,&(62752) >)
1
= 5(2)\5) = \¢ = 0, pois £ é ortogonal a H.

Como ¢ é ortogonal a N; teremos:
< Vé;f,&(gj,gj) >= — < f, Véa(ﬁj,éj) >

Mostraremos que V+¢ € E N H*:
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Como ¢ é ortogonal a H temos:

0 = (;<EH >
Ve, H>+ <& ViH >

portanto,
<Vi&H> = — <V, H> (4.6)

Mas, por 4.4,4.5 e 4.6 teremos:

< V& H> = < Vg ally, ) >
= — <, Vioz(éj,ﬁj) >, pois £ é ortogonal a Nj.

Usando a definicao de derivada de tensor teremos:

<VpEH> = — <€ Viall,l;) >
= — <& (Vi) ly) > — < &a(V,0) > — < Ea(l;, V) >
= — <& (Vi) ly) > —2 < & a(Vi, 1) >
= — <&, (Vél )(¢;,¢;) >, pois £ é normal a Nj.

Para i # j usando a Equacao de Codazzi e a definicao de derivada de
tensor teremos:

<ViEH> = — <& (Via)(l, l) >
= — <& Viallil) >+ <& a(Vili,G) > + < & all;, V) >
= — <& Vialli ;) >=< Vi€ all, 6;) >=0 (4.7)

De onde concluimos que ijf é ortogonal a H, ou seja, ijf € H*. Logo
se £ € ENH?' entdo Vﬁjf e ENH*.
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De 4.6 e 4.7 concluimos que:

<& VH>=0

portanto, VXH é um miltiplo real de H, ou seja, (VH C SR.H). Logo,
temos que H estd em uma direcao paralela e umbilica. Portanto, pelo lema
seguinte temos que o vetor curvatura média é paralelo em TM*, ou seja,
V+H = 0.

Pelo lema seguinte temos que o vetor curvatura média é paralelo.

Lema 4.1.2. [3/:Seja M uma variedade Riemanniana m — dimensional e
x : M — Q" uma imersao cujo vetor curvatura média estd em uma direcao
paralela e umbilica, isto é, V*H C SR.H. Entdo o vetor curvatura média ¢
paralelo.

Demonstracao.

Seja p um ponto de M. Considere todas as geodésicas que partem de p.
Seja ¢;,{; uma base ortonormal que é transportada paralelamente através de
todas essas geodésicas. Entao Vx/; = 0.

Considere o campo N = %. Observe que N é paralelo na conexao normal.
Logo:
<(€£)N><(€€)H> 1<(€£)]I—]I>
ats, L), =<\, %), 70 o T alls, £j), .
! 7 |H| | H ’

Como por hipotese H esta em uma diregao umbilica teremos:

<all;,l;),H>=< Agl;, ; >= X < {;,{; > paraij=1,..m.

Portanto,

A
< Oé(gi,gj>,N >= W < &,Ej >

Chamando ﬁ =/, teremos:

< CM(&',Kj),N >=/< giugj >

De onde obtemos
< a(l;,l;),N>=0parai##j. (4.8)
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Assim, derivando 4.8 na dire¢ao de ¢; obtemos:
< Vj;()é(&,gj>,N >+ < a(ﬁi,ﬁj), VJ_N >=0

Logo,

< ijoz(&, ¢;),N >= 0, pois N & paralelo na conexao normal. (4.9)

Por outro lado, < H,N >=< «a(/;,¢;),N > derivando na diregao de ¢,
teremos:

l; <H,N> = <Vya(l;,;),N>+ <al;,(;),V;N >
= < Vya(l,),N>.

Agora usando a definicao de derivada de tensor teremos:

6 <H, N>, = <(Vga)(l;,4;),N >, 42 < a(Vl;, l;),N >,
= < (Vga)(¢;,4;),N >, pois Vi,l; =0 em p.

Usando a Equacao de Codazzi obtemos:

l; <H,N> = <(Via)(li,{;),N>
Usando a definicao de derivada de tensor teremos:
li<H,N> = <Via(l,l;),N>—<a(Vylil;),N>— <al;, Vil;),N >,

Por 4.9 obtemos ¢; < H,IN >=0 em p € M.

Logo < VéH, N >= 0. Como V+H est4 na direcao de N concluimos que
V+H = 0 em p. Como p é um ponto arbitrario temos que V-H = 0, ou seja,
H é paralelo.
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Retornando novamente ao teorema temos que E N H' e R.H sao
subfibrados paralelos de TM™. Assim, « tem valores no subfibrado paralelo
F+R.H. Portanto, pelo teorema de Erbacher [6] temos que 2(M) C Q! ou
seja, a imersao estd contida em uma subvariedade
totalmente geodésica de dimensdo menor ou igual dim(F) + 1. Por outro
lado, H est4d em uma direcao paralela e umbilica. Portanto, H é paralelo.
Logo, segue-se do teorema de Yau [13|, abaixo, levando em consideragao
que a curvatura normal Ky # 0, que z(M) é minima em uma subvariedade
totalmente umbilica (n — dim(E)) — dimensional de Q™ o que finaliza a prova
do teorema 4.1.1.

Teorema 4.1.2. (Teorema de Yau)[13]: Seja M uma superficie imersa em
um espaco de curvatura constante, com vetor curvatura média H paralelo em
Qp. Entao M é uma superficie minima de uma hipersuperficie umbilica de

L, ou a imersao estd contida em uma subvariedade umbilica de dimensao 3
de Q™ com curvatura média constante.

Teorema 4.1.3. Seja M uma superficie homeomorfa a 2 — esfera e seja
x: M — Q" uma imersao tal que o vetor curvatura média H est& contido em
um subfibrado paralelo E de TM*. Entéo a codimensio da imersao pode ser
reduzida para dim(E) ou (M) ¢ minima em uma subvariedade totalmente
umbilica (n — dim(E))-dimensional de Q™.

Demonstracgao.

Vamos usar as mesmas notagoes anteriores.

Os sistemas de coordenadas conformes compativeis com a orientacao,
induzem em M uma estrutura complexa. Seja z = x + iy um sistema de
coordenadas conforme. Ou seja,

< 0y, 0p >= A < (1,0),(1,0) >= \?
< 9,,0, >= X\ < (0,1),(0,1) >= \*
< 0,0, >= \* < (1,0),(0,1) >= 0,

onde A% ¢ o coeficiente de conformidade.

Indicaremos por T¢M a complexificacdo do fibrado tangente, ou seja,
T°M = {X +iY;X,Y € TM}. Denotaremos também por «a a extensio
bilinear da segunda forma fundamental definida por:

o : T°M x T°M — T¢M,

39



onde T°M* = {X +iY; X, Y € TM™*} é o complexificado do fibrado normal.
Chamaremos de N§ o primeiro espa¢o normal complexificado dos valores
gerados por a.
Facamos:

Lo
0. = 5(0,—1id,)

0: = %(&B +i0,)

Vamos denotar também por < , > a extensao bilinear sobre C do produto
interno ao fibrado tangente complexificado.

0.> = <050, >
1 1
= < 5((91 —l—z'(?y), 5(81 - zé?y) >

1
= 1(<8x,8x>—z’<8m,8y>+z'<8y,8m>+<8y,6y>)
1 1 9 9
= ZL(< Oy, Op > + < 0y, 0, >):Z(\8x\ + 10y 1%)
1 oy _ Ligo 1oy
= 4(2|8:zc| )_2|6x| _2)\ (4.10)

Mostraremos que:

Vo0, = V0:=0

z

Usando a simetria da conexao Riemanniana obtemos:

[827 a?] - Vﬂz&z - vo‘gaz

Ou seja:

Vo 0. = V.05,
pois [0,,0s] = 0, tendo em vista que 0,,0> provéem de um sistema de
coordenadas.

Mostraremos que V xd, é um multiplo escalar de 0, e V xd= é um multiplo
escalar de 0Os.
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Calculando:

1 , 1
S0 = 0,), 5

1
= Z(< Oy, Op > —i < 0y, Oy > —1 < 0y, 0, > — < 0,0y >)

<0,,0,> = < Oy — 10y) >

1
= L8P =10,5) =0.

Analogamente,

< 05,0 >=0.
<

Derivando < 0,,0, > e _ 0= > na direcio do campo X € T°M

obtemos:

0=X<0,,0,> = 2<Vx0,,0, >
= 2< 20, + 2905,0, >
= 221 <0,,0, > 422 < 05,0, >

= 229 < 0,0, >, onde 21, z3 sao funcbes complexas

Como |0.]? =< 05,0, ># 0, temos que 2, =0 .
Portanto:

V0. = #10.. (4.11)

Analogamente,

V x0s = us0, onde uy é uma funcao complexa.
Logo:
20, = Vagaz = Vaz@ = uy0s
Portanto:
210, —u0; =0

Mas 0., 0; sao linearmente independentes, logo:

V0. = V.0 =0 (4.12)

Mostraremos que «(0d,,05) ¢ um multiplo de H. Relembramos que o

trago v = 2H.
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De fato,

(0, 0z)

Usando o resultado 4.10 obtemos:

Observamos que:

nga((?z, 0)

Mostraremos que

I T
(0 0.0 )
Z(Oé(aa: —i0y), (0, +i0,))
im(am, D) + i(Ds,0,) — iy, O) + (D, D))
o 0, a K
9, o, ay "o,
10t |a|>+“(|ax|’|ax|”
Z|a,,0|2<2.]141> _ 5/\2H
a(0,,0) =< 0,,0; > H.

Por 4.10 obtemos:

(0=, V)

Por outro lado,

<0, VY >

=0, <0,,0: >H+ < 9,,0; > Vg, H. (4.13)
a(0s, ng) é um miltiplo de H.
a(0:,V5) = a(ds,ud.)
= wa(9z,0;)
= w; < 05,0, >H comw; €C (4.14)

< Oz, w0, >=wy < 05,0, > com w; € C.
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Portanto, usando 4.14 obtemos:

a(0:,Vy) = <08, Vy >H (4.15)

Mostraremos que Vg a(9;,9;) € E. Usando a defini¢ao de derivada de
tensor obtemos:

V5a(0.,0.) = (Vaa)(.,0.)+ 204(V‘9j, 0.) por 4.12 obtemos:
= (Va5a)(.,0.)

Usando a equacao de Codazzi

Vga(ﬁz, d,) = ( ~ ) (0%, 0,) usando a definicao de derivada de tensor,
= (85, Z) - a(v§> 0. ) (aéa vgi)
= V5.a(0:,0:) — a(0, Vi)

Por 4.13 e 4.15 obtemos:

V5.0(0.,0.) = 0.<050,>H+ <080, >Vy,H- <0, V) > H
= < Ve.05,0. > Ht < 0:, V.0, > H+ < 05,0, > Vg H- < 0:, V) > H
= < 0,0, > Vg, H por 4.10 obtemos:

= —)\2V JH e E.

Escrevendo « nas componenes E, F obtemos:

Vé;a(am az) = vé_g(aﬂi(aza az) + aIF(a,m az))
1
iAQVé'zH = nga]g(é?z, 8z) + Vﬁzay(&z’ 8z)

Podemos observar que o primeiro membro do resultado anterior s6 possui
componentes em [E, implicando :

V. ax(9.,0.) = 0. (4.16)
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Logo:

&z < Oz[p(az, 82), Oé]F(aZ, 82) >=2< Véaﬂw(@, 02), ay(az, 52) > = 0.

Portanto, < ar(0,,0,), ar(0,,0,) > é uma fungdo holomorfa.
Entao a forma diferencial globalmente definida sobre M

A =< ag(0.,0.), ax(0,,0.) > dz*

é holomorfa.

Como M é homeomorfa a 2 — esfera temos que toda forma diferencial
holomorfa ¢ identicamente nula, conforme [8].

Logo temos:

< ap(0,,0,),ar(0,,0,) > dz* =0

implicando que ar(0,,0,) é um vetor isotropico, ou seja,

< Oéﬂr(az, 8Z), CYF(@z, 82) >=10

Devemos analisar:

(i) ar(0,,0,) =0

(ii) ag(0s,0,) # 0. Neste segundo caso, por 4.16 e usando o teorema de
Chern 4.1.4, seguinte, cuja demonstragao encontra-se em |[11]|, observamos
que os zeros de ap(0,,0,) sao isolados.

Teorema 4.1.4. (Teorema de Chern): Sejam wy e ayp A, B = 1,...k
funcoes diferencidvis com valores complexos que satisfazem o sistema
diferencial:

Ow
?ZA =) asapwp

Suponha que w4 nao sao identicamente nulas, entao os zeros comuns de wy
sao isolados.
Demonstracao do teorema 3.13:

Para demonstrarmos o teorema no caso (i) suponhamos que ay(9,,0,) =0
e mostraremos que a codimensao da imersao pode ser reduzida para dim(E).
Chamaremos N¢ o primeiro espaco normal complexificado do subespaco

gerado por «(0,,0,), a(0,,0%), a(ds, J5).
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Mostraremos que N§ C [E, observe que:

a(0,,0,) = a(%(ax—iay)é(é‘x—i@y))

1 1
= (2(0:,0,) ~ a(0,,,) ~ 50(0.,).

Projetando em FF, teremos:

1 1
05(0.,0.) = ax(5(0, —i0,), 5(0, — i0)))

1 ?
= Z(O‘F(amar) — ap(9y, 0y)) — 504117(817811)-

Por hipoétese,
ap(0,,0,) = 0 entdo ap(0y,0,) = ar(dy, 0y) € ag(0y,dy) =0

isto implica:

O‘F(a%&z> = aIF(aZHaZ):O-

Temos ainda:

QF(&ZW 82) - a(%7 az) - O{E(&z7 az)
= <050, >H-ag(d090,) =0,
pois o 1inico vetor que tem componente em [E e F ao mesmo tempo é o
vetor nulo. Portanto, observamos que todos os componentes de a em [F sao
nulos, logo N¢ C E. Consequentemente o Teorema de Erbacher 3.2.1, garante

que podemos reduzir a codimensao da imersdo para dim(E), o que finaliza a
prova do teorema no caso (i).

Para demonstrarmos o terema no caso (ii) suponhamos que ap(0,,0,) # 0
e mostraremos que x(M) ¢é minima em uma subvariedade

totalmente umbilica (n — dim(E)) — dimensional de Q".

Por hipétese temos:

1 |
a2(0.,0.) = 1 (az (0., 02) — az(9,,9,)) = 505(0.,) # 0.
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Seja {f1, ..., fr} um referencial ortonormal de F e

Wa =< a]p(az,éz), fa>, A=1,... k.

Como
ow
&A =< Viap(d,,0,), fa > + < ar(8.,0.), Vifa > por 4.16,
obtemos:
Wa < ap(0.,0.), Vo fa >
Oz
k
= < ap(0;,0,), ZCZABfB >
B=1
k
= ZG/AB < a]F(az,f)Z),fB > .
B=1

Ou seja,

OW 4
0z

k
= Z axpWpg , onde asp sdo fungdes complexas.  (4.17)
B=1

Suponha que W, # 0. Portanto, as fun¢oes complexas W, satisfazem o
sistema de equacoes diferenciais 4.17. Pelo teorema de Chern 4.1.4, obtemos
que os zeros de ap(0,,d,) sdo isolados.

Assim é possivel escolher um sistema de coordenadas conformes {¢1, (5},
tal que, através de uma rotagao nos eixos coordenados, obtemos que a parte
imaginaria de ag(0,, d,) # 0. Consequentemente em todo ponto de M, menos
os pontos isolados, a segunda forma fundamental nao é diagonalizavel. Logo,
o tensor curvatura normal R+ # 0. Aplicando a parte (ii) do teorema 4.1.1,
como H esta contido em um subfibrado paralelo E de TM*, temos que H
estd em uma direcio paralela e umbilica. Logo VH C R.H, conforme
resultado obtido no caso (ii) do teorema 4.1.1. Pelo Lema de Chen 4.1.1,
temos que o vetor curvatura média é paralelo. Portanto, como M? ¢ uma
superficie com vetor curvatura média paralelo em uma direcao umbilica em
um espaco de curvatura constante, pelo teorema de Yau 4.1.2, concluimos
que a imersao x(M) é minima em uma subvariedade totalmente umbilica de
(n — dim(E)) — dimensional de Q", concluindo assim a demonstracao do
teorema.
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