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RESUMO

DA GEOMETRIA EUCLIDIANA PARA A ALGEBRA
GEOMETRICA DO PLANO

Orientador: Cicero Mota

Programa de Pés-Graduagdo em Matematica

Este trabalho apresenta a Algebra Geométrica do Plano, de acordo com a
proposta de Grassmann, a partir dos axiomas da geometria euclidiana

plana.



ABSTRACT

FROM EUCLIDIAN GEOMETRY TO PLANE
GEOMETRIC ALGEBRA

This work will present the Plane Geometric Algebra, according Gras-

smann postulate, starting the axioms of plane euclidean geometry.
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1 Introducdo

A idéia do desenvolvimento desse trabalho surgiu quando participava de um curso
de algebra ministrado pelo professor Dr. Cicero Mota aos alunos do curso de licencia-
tura em Matematica na Universidade Federal do Amazonas no ano de 2007. Através
das anotagdes das aula do referido curso tornou-se possivel a realizacdo desse trabalho
sobre o tema “Da geometria euclidiana para a algebra geométrica do plano”. O obje-
tivo principal desse trabalho é apresentar a estrutura algébrica da algebra geométrica de

Grassmann.



2  Contexto Historico

Nesse capitulo faremos uma abordagem histdrica da dlgebra geométrica, e das van-

tagens dessa nova estrutura matematica.

2.1 O que é a dlgebra geométrica?

A dlgebra geométrica é uma estrutura matemdtica na qual é possivel, através de suas
propriedades especificas, representar elementos geométricos por elementos algébricos

e operagdes geométricas por operagdes algébricas.

O estudo da geometria através da dlgebra geométrica apresenta algumas vantagens
em relagdo as apresentacdes tradicionais da geometria analitica. Entre essas vanta-
gens, podemos citar as equagdes dos conjuntos lineares; o corpo dos compelexos, os
quatérnions, e os octénions; algumas transformag¢des geométricas, notadamente as
rotagdes, as transformagdes conformes, o célculo do complemento ortogonal e das

interseccdes se escrevem como simples produto na algebra.

Na dlgebra geométrica o produto geométrico de vetores apresenta algumas vantagens
em relagdo ao produto vetorial usual. E associativo e admite a existéncia de um ele-
mento inverso (propriedade ndo satisfeita pelo produto vetorial usual), contém mais
informacgdes que o produto vetorial usual e pode ser definida em espagos de qualquer
dimensdo, enquanto o produto vetorial usual se limita a alguns espacgos vetoriais em

especial IR®.

2.2 Contextualiza¢ao Histérica

A idéia de representar elementos algébricos por elementos geométricos e operagdes
algébricas por operagdes geométricas era um dos problemas que intrigava os gregos.

Na Grécia antiga, Euclides estruturou a geometria que recebeu o seu nome e ainda hoje
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Figura 1: Grassmann

utilizamos, mas ela ndo foi suficiente para resolver alguns problemas.

Para os gregos, nem todo segmento de reta podia ser representado por niimeros. O
problema estava relacionado com a idéia de congruéncia que eles tinham. Para eles bas-
tava que dois segmentos de reta tivessem o mesmo comprimento que eles o considera-
vam equivalentes. Alguns matematicos se empenharam em solucionar este problema.
Dentre eles podemos destacar René Descartes, ele reestruturou a geometria euclidiana
usando um formalismo especifico, de modo que cada ponto do plano fosse represen-
tado por um par de ntimeros, e que cada elemento desse par estivesse relacionado
a um eixo de coordenadas, denominado atualmente plano cartesiano. Mas a idéia de
Descartes também néo resolveu o problema, pois a no¢do de congruéncia de Descartes
era a mesma de Euclides. A solugdo s6 foi encontrada em meados do século XIX, pelo

matematico (alemdo) Hermann Grassmann [figura 1].

2.2.1 Hermann Gunther Grassmann

Grassmann publicou seu livro Ausdehnungslehre em 1844 na Alemanha. Esse livro
contém as regras para relacionar segmentos de retas com niimeros que sdo diferentes
das regras adotadas por Descartes. Para Descartes, segmentos de reta que pudessem ser
obtidos por meio de translagdes seguida de rotacdes eram representados por um mesmo
simbolo “escalar”. Grassmann s6 representava pelo mesmo escalar segmentos de reta
que fossem obtidos a partir de outro através de uma translagdo, e mais, para que
segmentos de reta fossem considerados equivalentes eles deveriam possuir muito mais

que mesmo comprimento, eles deveriam ter por exemplo mesmo sentido e mesma diregio.

Por convencédo ficou estabelecido que segmentos de reta com essas caracteristicas

seriam representados por um simbolo. Esses segmentos foram denominados vetores
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Figura 2: Hamilton Figura 3: Clifford

Grassmann definiu o produto de vetores, criando assim uma estrutura algébrica atual-

mente conhecida como dlgebra exterior ou dlgebra da extensdo de Grassmann.

2.2.2 Willian Rowan Hamilton

Argand e Gauss utilizaram o sistema de coordenadas cartesianas para representar
geometricamente os niimeros complexos. Devido a semelhanga existente na forma estru-
tural com a geometria analitica de Descartes. Bastava para isso convencionar que um dos
eixos do sistema representasse os niimeros reais e 0 outro os niimeros imagindrios. Aparen-
temente os niimeros complexos ndo estabeleciam relagdo com a dlgebra geométrica, mas o
fato de poder representar, em um sistema de coodenadas, uma estrutura com elementos
independentes foi importante para novas pesquisas. Nesse caso podemos citar Hamil-
ton [figura 2], que publicou em 1844 um artigo sobre os niimeros quaterndrios, que sao
uma generalizagdo da dlgebra dos niimeros complexos. Os quatérnios, sio compostos por

quatro componentes, uma real e trés imagindrias.

2.2.3 Willian Kingdon Clifford

Clifford [figura 3] pertenceu a um grupo de matemaéticos que leu o trabalho de
Grassmann e o compreendeu. Em 1878 ele introduziu em sua dlgebra geométrica o
produto interno e o produto exterior em um tnico produto geométrico. Esse novo produto
teve a caracteristica de ser associativo, igual ao produto de Grassmann e invertivel como

o produto de Hamilton.
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3  Geometria Euclidiana Plana

Neste capitulo, abordaremos alguns tépicos da geometria plana que servirdo de su-
porte a esse trabalho. As defini¢des, axiomas e teoremas aqui apresentados foram
retirados do livro de Geometria Euclidiana Plana do Professor Jodo Lucas Marques Bar-

bosa.

3.1 Alguns axiomas e defini¢des da geometria plana

Oponto, areta e o plano sdo considerados conceitos primitivos da geometria plana, isto
é, sdo aceitos sem defini¢do. As retas e os planos sao constituidos de pontos. Usaremos
letras maitisculas donosso alfabeto A,B,C,...para designar pontos, as mintisculas a,b,c,...

para as retas, e as letras grega «, 8, ... para planos.

A geometria plana é constituida de axiomas e teoremas. Os axiomas sdo proposi¢des
aceitas sem demonstragdes, enquanto os teoremas devem ser demonstrados para serem
aceitos como verdadeiros. Aolongo deste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes

e faremos as demonstrac¢des dos principais teoremas.

3.1.1 Axiomas da incidéncia e de ordem

Os axiomas da incidéncia estdo relacionados aos conceitos primitivos da geometria,

que sao:

Axioma 3.1. Qualquer que seja a reta, existem pontos que pertencem e pontos que nio pertencem

a reta.

Axioma 3.2. Por dois pontos distintos passa uma tinica reta que contém estes pontos.

Os axiomas de ordem estdo relacionados a localizag¢do, entre pontos em uma mesma

reta, eles fornecem as condigdes necessdrias para a ordenacdo dos niimeros na reta real.



3.1 Alguns axiomas e definicdes da geometria plana 11

Figura 4: Tridngulo

Axioma 3.3. Dados trés pontos de uma mesma reta, um e apenas um deles, localiza-se entre os

outros dois.

Definicao 3.4. [Segmentos] O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos os pontos
que se encontram entre A e B é chamado segmento AB e indica-se por AB. Os pontos A e B sio

os extremos ou extremidades do segmento.

Algumas figuras geométricas planas sdo construidas usando-se segmento. Dentre elas

podemos citar:

Definicao 3.5. [Tridngulo] O tridngulo é uma figura geométrica plana que é formada por trés
pontos A,B e C, [figura 4] ndo colineares denominados vértices e por trés lados que sio os
segmentos AB, AC e BC.

Definicao 3.6. [Semi-reta] Dado dois pontos distintos A e B, a reunido do segmento de reta
AB com o conjunto de pontos X tais que B estd entre A e X é a semi-reta AB que é chamada

semi-reta AB com origem em A contendo o ponto B e é indicada por Ssp.

Dois pontos A e B determinam duas semi-retas Sap (com origem em A) e Sga(com

origem em B). As semi-retas contém o segmento AB.

Axioma 3.7. Dado dois pontos A e B sempre existe um ponto X entre A e B e um ponto D tal

que B estd entre A e D.

Definicao 3.8. [Semi-planos] Seja r uma reta e A um ponto que ndo pertence a r. O conjunto
constituido pelos pontos de r e por todos os pontos B tais que A e B estdo em um mesmo lado da

reta v, é chamado de semi-plano, determinado por r contendo A, e serd indicado por P,A.

Axioma 3.9. Uma reta r determina exatamente dois semi-planos distintos cuja intersecio é a

retar.
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Figura 5: Angulo
3.1.2 Axiomas métricos

Axioma 3.10. A todo par de pontos do plano corresponde um niimero maior ou igual a zero.

Este nitmero ¢é zero se, e somente se 0s pontos sio coincidentes.

7

Definicao 3.11. [Distdncia ou comprimento] O niimero a que se refere o axioma [ 3.10] é

chamado de distancia entre AB ou comprimento do segmento AB.

Se A e B coincidem, dizemos que a distincia entre A e B é nula e o comprimento do segmento

AB é igual a zero.

Axioma 3.12. Os pontos de uma reta podem sempre ser colocadas em correspondéncia biuntvoca
com os niimeros reais, de modo que a diferenga entre estes niimeros mega a distincia entre os

pontos correspondentes.

Esse axioma garante a possibilidade da correspondéncia um a um, existente entre
0s numeros reais e os pontos da reta. O nimero correspondente a um ponto da
reta é denominado coordenada daquele ponto. Assim, se a e b sdo as coordenadas das
extremidades do segmento AB, o comprimento desse segmento sera fornecido em valor

absoluto pela diferenga entre a e b, ou seja.

AB = |b—a (3.1)

Axioma 3.13. Se um ponto X encontra-se entre A e B entdo:

AB = AX + XB (3.2)

Definicio 3.14. [Angulo] Chama-se dngulo & regido entre duas semi-retas de mesma origem.
As semi-retas determinam os lados do dngulo e a origem comum determina o vértice. [figura
5].
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Axioma 3.15. Todo dngulo tem medida maior ou igual a zero. A medida de um dngulo é zero,
se e somente se ele é constituido por duas semi-retas coincidentes. Caso as semi-retas sejam

opostas, o dngulo formado chama-se dngulo raso.

Definicao 3.16. [Semi-reta divide semi-plano] Uma semi-reta divide um semi-plano se ela

estiver contida no semi-plano e sua origem for um ponto da reta que o determina.

Axioma 3.17. E possivel colocar em correspondéncia biunivoca os niimeros reais entre zero e
180 e as semi-retas de mesma origem que dividem um dado semi-plano, de modo que o modulo
da diferenca entre esses niimeros seja a medida em graus do dngulo formado pelas semi-retas

correspondentes.

A possibilidade de podermos colocar em correspondéncia biunivoca os niimeros
reais e as semi-retas de mesma origem, garante chamarmos o nimero que corresponde a
uma dada semi-reta de coordenada da semi-reta. As semi-retas OA e OB serdo indicadas
por Spa e Sop respectivamente. Supondo que Sps tem coordenada 60 isto equivale
dizer pelo axioma[ 3.17] que este angulo mede 60° e Spp que mede 110, equivale a 110°.
Estamos interessados em descobrir quanto mede o angulo AOB. Nesse caso, devemos

calcular em moédulo a diferenca entre suas coordenadas.

| 110 — 60 |= 50 = 50° (3.3)

Portanto, concluimos que a medida de um angulo é determinada pela medida de

suas coordenadas em valor absoluto.

AOB =|b -4 (3.4)

Definicado 3.18. [Divisdo de dngulo] Sejam Soa, Sop € Soc semi-retas de mesma origem. Se o

segmento AB interceptar Soc diremos que Soc divide o angulo AOB.

Axioma 3.19. Se uma semi-reta Soc divide um dngulo A6B, entio

AOB = AOC + COB (3.5)
Definicio 3.20. [Angulo reto] Um dngulo cuja medida é 90° é chamado angulo reto.

Definicao 3.21. [Retas perpendiculares] Duas retas que se interseptam sio denominadas retas

perpendiculares, se os quatro dngulos formados por elas forem retos.
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Figura 6: Segmentos Congruentes
Teorema 3.22. Por um ponto P de uma reta r, passa uma tinica reta s perpendicular a reta r.

Demonstracao:

Existéncia: Suponha que existam duas retas s; e s, passando por P e que sejam
perpendiculares a reta r. Considere um dos semi-planos formados por r, contendo as

semi-retas sy e sp, com origem comum P.

Tomemos um dos semi-planos formado por r. Sabe-se pelo axioma [ 3.17] que entre
todas as semi-retas com origem P, que divide os semi-planos tomados, existe uma cuja
coordenada serd o namero 90. Esta semi-reta forma com as duas semi-retas formadas

pelo ponto P sobre a reta r, dngulos de 90°, logo ela é perpendicular a reta r.

Unicidade: Afirmamos que existem duas retas n e n” perpendiculares a reta r

passando por P.

Fixe um dos semi-planos formados por r. Observe que interse¢des das retas n e n’
com este semi-plano sdo semi-retas que determinam um angulo a e determinam outros
dois dngulos f e y com as semi-retas formadas pelo ponto P na reta r.

Como n e n’ sdo perpendiculares a reta r por hipétese, entdo g =y = 90°. Assim, como

a + B+ =180° Concluimos que « = 0°. Dai segue que as retas n e n’ sdo coincidentes.

As propriedades da igualdade de ntmeros sdo vélidas tanto para medidas de
segmentos quanto para medidas entre dngulos. Adotaremos o simbolo = para a con-
gruéncia quando estivermos relacionando segmentos de mesma medida e também para

medida entre d&ngulos iguais apenas para facilitar a notagao e a linguagem.

Definicao 3.23. [Segmentos congruentes] Dois segmentos AB e CD sdo congruentes se

possuem as mesmas medidas. Indica-se AB = CD. [figura 6]

A congruéncia de segmentos goza das propriedades: reflexiva, simétrica e transitiva.
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Figura 9: Tridngulos congruentes

Definigao 3.24. [Transporte de segmentos] Dado um segmento AB e uma semi-reta r de origem
A, existe sobre esta semi-reta um tinico ponto B’ tal que A’B’ seja congruente a AB.Chamarenios

A'B’ de transporte de AB a semi-reta r com origem A’. [figura 7]

Definicao 3.25. [Congruéncia de dngulos] Dois dngulos AOB ¢ COD siio congruentes, se eles
tém a mesma medida, isto é AOB = COD.

A congruéncia de dngulos goza das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

Definicao 3.26. [Transporte de dngulo] Dado um dngulo AOB e uma semi-reta O'A’ de um
plano, existe sobre este plano e num dos semi-planos que O’ A’ permite determinar, uma tinica

semi-reta O’B’ que forma com O’ A’ um dngulo A'O'B’ congruente AOB. [figura 8]
Definicao 3.27. [Tridngulos congruentes] Dois tridngulos sdo congruentes se existir uma

correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e dngulos correspondentes

sejam congruentes. [figura 9]

AABC = AA'B'C &
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Figura 10: Retas paralelas

i) BC=BC; C=C

(iiiy AC = AC; B=PH

Tridangulos congruentes gozam das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

A defini¢do de congruéncia de tridngulos nos fornece seis condi¢des para que dois
triangulos sejam congruentes, sendo que trés estdo relacionadas a lados e trés a dngulos,
conhecidos como critérios ou casos de congruéncia de tridngulos. Estes critérios sdo im-
portantes na geometria dedutiva, pois conhecidas as igualdades de trés desses elementos

poderemos concluir a igualdade dos trés elementos restantes.

Axioma 3.28. [Critério L.A.L] Dado dois tridngulos ABCe A’'B'C’,se AB = A'B", AC = A'C’
e A= A'. Entio AABC e 0 AA’B'C’ siio congruentes.

3.2 Axioma das paralelas

A solugdo para o problema relacionado com as retas paralelas s6 aconteceu no século
XIX, com a descoberta da geometria nio-euclidiana, sendo sua principal caracteristica,
negar o axioma das paralelas. Apresentaremos nesta secdo o axioma V de Euclides,

que diz respeito as retas paralelas.

Teorema 3.29. Se uma transversal forma com duas retas situadas no mesmo plano dois Angulos

alternos internos iguais, as duas retas sio paralelas. [figura 10]
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Figura 12: Soma dos angulos
Figura 11: Projecdo de segmento internos de um triangulo
Demonstracao:

Se as duas retas r e s ndo fossem paralelas, elas se encontrariam em um ponto P.
Teriamos, entdo, formado o tridngulo ABP, no qual o angulo externo @ desse tridngulo
seria maior que cada angulo interno ndo adjacente, isto é a > b que é um absurdo
pois contraria a hip6tese. Portanto, as retas r e s ndo tendo nenhum ponto em comum,

sdo paralelas.

Axioma 3.30. [ V Postulado de Euclides] Dados uma reta r e um ponto fora dela, pode-se tragar

uma vinica reta paralela reta r.

Definicao 3.31. [Paralelogramo] Um paralelogramo é um quadrilitero cujos lados opostos sdo

paralelos.

Definigao 3.32. [Projeciio do segmento] Dado um segmento PQ e uma reta r do teorema [ 3.22]
dois 1inicos pontos A e B tais que as retas que passam, respectivamente por A, P e B, Q, das
perpendiculares a reta r. Esse segmento AB é chamado de Projecio do segmento PQ sobre a reta
r. [figura 11]

Proposicao 3.33. Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, entio os dngulos

correspondentes sio iguais.

Teorema 3.34. A soma dos dngulos internos de um tridngulo é 180°

Demonstragao:

Seja ABC um tridngulo. Pelo vértice C trace uma reta paralela ao lado AB. Consu-

dere os angulos formados com o vértice C, como indicado na [figura 12].
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Temos que 7 + b + € = 180°. Como AC ¢ transversal as duas paralelas, é uma
consequéncia direta da proposigdo que relaciona duas retas paralelas sdo cortadas por
uma transversal, entdo os dngulos correspondentes sdo iguais. Por essa afirmagdo
podemos concluir que A =7, Como BC é tambem a transversal as duas paralelas, entdo

—_

B ="c. Portanto

A+B+ACB=a+C+b =180".

3.3 Semelhanca de tridngulos

Dois tridngulos sdo semelhantes se for possivel estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre seus vértices de modo que dngulos correspondentes sejam iguais e

lados correspondentes sejam proporcionais.

Sejam ABC e EFG dois triangulos semelhantes, se A — E, B — F, C — G é a cor-
respondéncia que estabelece a semelhanga, entdo valem simultaneamente as seguintes

igualdades:

oK _
EF FG GE
O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de

razido de proporcionalidade entre os dois tridngulos.

Teorema 3.35. Dados dois tridngulos ABC e EFG, se A = E e B = F entio os tridngulos sido

semelhantes.

Demonstracao:
Considerando o teorema [ 3.34], entdo e a igualdade dos dngulos AeEedos angulos B
eFinduza igualdade dos angulos C e G. Provaremos que os lados dos tridngulos sao
proporcionais. Para isso tomemos na semi-reta Sgr 0 ponto H de modo que EH = AB.
Pelo ponto H trace uma reta paralela a FG. esta corta a semi-reta Sgg num ponto J,
formando um tridngulo EHJ que é congruente ao tridngulo ABC em que (A\ =E, AB=
FHeB=F= Eﬁ] (paralelismo de JH e GF ) ). Segue-se que
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™
y
™
-

Como EH = AB e EJ = AC entdo, da equivaléncia acima temos:

RS
oy
BN
@)

De maneira andloga demonstra-se que

@
oS!

ic
EG

Fica assim demonstrado o teorema.

3.4 Area

Axioma 3.36. A toda regido poligonal corresponde um niimero maior do que zero.

O namero a que se refere esse axioma é chamado de 4rea da regido.

Axioma 3.37. Se uma regido poligonal é a unido de duas ou mais regides poligonais que duas
a duas ndo tenham pontos interiores em comum, entio sua drea é a soma das dreas daquelas

regioes.
Axioma 3.38. Regides tridngulares limitadas por tridngulos congruentes tém dreas iguais.

Axioma 3.39. Se ABCD é um retangulo entdo sua drea é dada pelo produto: AB e BC.

Notacdao: Dado um paralelogramo ABCD designamos por b o comprimento do lado
AB e por h o comprimento de um segmento ligando AB a CD que seja perpendicular a

ambos. Um tal segmento é chamado de altura do paralelogramo relativo ao lado AB.

Proposicdo 3.40. A drea do paralelogramo é o produto do comprimento de um de seus lados

pelo comprimento da altura relativa a este lado.
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Figura 13: Area do paralelogramo

Demonstragao:

Com a notagdo do axiomal[ 3.39]devemos provar que a drea do paralelogramo

ABCD é b.h. Para isso tracemos, a partir dos pontos A e B, dois segmentos, AE e BF,

perpendiculares & reta CD. O quadrilatero ABFE é um retangulo cuja area é AB. BF
que corresponde exatamente o produto do comprimento da base b pelo comprimento
da altura h. Para concluir a demonstragdo basta observarmos na [figura 13] que os

tridangulos ADE e CBF sdo congruentes e que

Area (ABCD) = Area (ABCE) + Area (ADE) = Area (ABCE) + Area (CBF)
= Area (ABFE) = b.h.
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4 A Algebra Geométrica do Plano

Figura 14: Segmento
orientado Figura 15: Paralelogramo

Neste capitulo apresentaremos a dlgebra geométrica do plano segundo o formalismo
de Grassmann e Clifford.

4.1 Vetores no Plano

Definigao 4.1. [Segmento orientado] Dado um segmento AB podemos orientd-lo considerando
o ponto A como origem e o ponto B como extremidade ou vice-versa. Representaremos o segmento

orientado de origem A e extremidade B por AB. [figura 14]

H
Dado um segmento orientado AB e um ponto A’ existe um tnico ponto B’ tal que

AA’BB’é um paralelogramo, [figura 15] isso é uma consequéncia do axioma [ 3.30].

Definicao 4.2. [Transporteparalelo de segmentos orientados] Com a notagdo acima, diremosque

— . —
A'B’ é o transporte paralelo do segmento orientado AB.

Definicao 4.3. [Segmentos orientados congruentes] Diremos que dois segmentos orientados

sdo congruentes se um pode ser obtido a partir do outro, através do transporte paralelo.
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(=R}

Figura 16: Angulo entre vetores

A congruéncia de segmentos orientados é uma relacdo que goza das propriedades

reflexiva, simétrica e transitiva.

4.1.1 Vetores

— —
Definicao 4.4. [Vetor] Dado um segmento orientado AB, o conjunto [AB] de todos os segmentos
— —
orientados congruentes a AB é o vetor determinado por AB.
. ﬂ . . ﬂ
Como ndo hd risco de confusdo escreveremos vetor AB para indicar [AB].

Definicao 4.5. [Vetor nulo] O conjunto dos segmentos nos quais a origem e a extremidade

coincidem, é chamado vetor nulo e serd indicado por 0. 1.

— — —

Notacgdo: Para todo vetor ndo-nulo AB, indicaremos o vetor BA por (—AB).

..~ = _ 2B ; )
Definicao 4.6. [Norma de um vetor] A norma do vetor 1l = AB é o comprimento do segmento
e
AB e é indicada por |1 ).

A norma de um vetor goza das seguintes propriedades:

1. =0 e ||7|| = Oseesomentese . = 0;

— —
2. x|l = |x| [[u]]

4.1.2 Angulo entre vetores

L A e I O P e -
Definicao 4.7. [Angulo entre vetores] Sejam 1 e U dois vetores com representantes AB e AC
respectivamente. Definimos o dngulo entre U e 0 indicado por <(if,0) como sendo o angulo

— —
entre seus representantes AB e AC.[figura 16]

1Observe que usaremos 0 mesmo simbolo para o ntiimero zero e o vetor nulo, a razdo para isso serd
esclarecida posteriormente
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Figura 18:
Comutatividade da
Figura 17: Adigdo de vetores adigdo

Segmentos de reta orientados podem ser facilmente transladados sem que haja
perda de generalidade, basta para isso que suas caracteristicas sejam preservadas.
Esse fato viabiliza a elaboragdo das regras para operar com vetores. Duas operagdes

algébricas para vetores estdo definidas, a adicdo e o produto.

o o~ ¢~ . — — ..
Definicao 4.8. [Adicdo de vetores] Dado dois vetores 1 e U definimos o vetor soma desses
. . - v d . 4
vetores e indicaremos por U + U. Escolhemos um segmento orientado AB que represente o
b d . L. . . — .
vetor 1. Existe um iinico segmento orientado com origem em B representando o vetor v. Seja

H

BC esse segmento. Definimos o vetor U + 0 como vetor representado pelo segmento orientado
—_

AC. [figura 17]

A adigdo de vetores goza das seguintes propriedades:

1. Comutatividade : U+T =T +1u;

2. Associatividade : (7 + )+ W=+ (_v) + 75);
3. Elemento neutro : (7 +_0>) = (6) +0)=U;

4. Inverso aditivo : (—7) + U=+ (—7) = _O)

Utilizaremos a representacdo geométrica de vetores para comentar as propriedades

da adicdo de vetores.

1. Observando a [figura 18] temos que o vetor U=
— = — — =
somando-se os vetores AB + BC = AC e AD + DC = AC, portanto

- e -
u + v=9v + u

comprova a comutatividade da adigdo.
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A 0+ (V+W)
Figura 20:
Adi¢do com um Figura 21: Vetor
Figura 19: Associatividade da adicao vetor nulo nulo
C B
§

B/ @>0 Al 0 <(

Figura 22: Produto por
escalar

i % (e - 2 -
2. Na [ figura 19] usamos a representacdo gréfica dos vetores 1, U e w, para
verificar a associatividade da adicdo de vetores.

3. Pode-se observar na [ figura 20] que a adigdo de um vetor com o vetor nulo

resulta no préprio vetor.

~ . . -
4. Conforme a notagdo feita para vetor nulo, considerando que para cada vetor u

. —> . . sy ® — . - ? ~
associaremos o vetor -1 denominado simétrico de 1/, considerando que 1 = AB, entdo,
(-1 )= BA. Como AB + BA = AA(vetor em que a origem coincide com a extremidade ),

temos que 1 + (1) = 0. Esse fato pode ser observado na [figura 21] .

. o~ ~ - P
Definicao 4.9. [Produto por escalar] Dado um vetor ndo nulo 1 e um niimero real a qualquer,
~ .. — o d
entdo para definir o vetor a1i, produto do vetor 1 pelo escalar a«. Tomemos um representante

Y - ~ , .
AB para o vetor 1. Entdo podemos considerar. [figura 22]

1. Sea = i = Oentdioa. il = 0;

2. Sea # 0Oeu # 0entdo o é definido como o vetor representado pelo

— —
segmento orientado AC, cujo comprimento é |a| vezes o comprimento do segmento AB
— . —
3. Sea > Oeau tem o mesmo sentido de .

— . L. -
4. Sea < 0eatu tem o sentido contrdrio de .
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A palavra escalar, usada quando se trabalha com vetores, apresenta o mesmo sig-
nificado de ndmero quando se trabalha com segmentos. E oportuno lembrar que o
produto de um vetor por um escalar pode mudar o comprimento ou o sentido do vetor

mas ndo sua direcéo.

As propriedades referentes ao produto de vetores por escalar sdo vélidas qualquer

. - =
que sejam os escalares o, f e os vetores 1 e U.

1. Associatividade : (04,8)3> = a(ﬁ?);

2. Distributividade : alu + _v>) —au + a?;
3. Distributividade : (a + ﬁ)_Lf =al + 57,'
4. Elemento neutro : 10 =1

4.2 Bases

Decorre imediatamente da definicdo por meio de produto por escalar que dois
- o .
vetores u e U possuem, como representantes, segmentos colineares se e somente se

- - - - P
U = AU ou v = Au paraalgum nimero real A.

Definicao 4.10. [Vetores linearmente dependentes] Diremos que um conjunto de vetores
- = rd ~ . . . .
U1, Uy, ..., Uy no plano sdo linearmente dependentes se existem niimeros reais o, s, ...,y

ndo todos nulos tais que

- - -
U1+ Ur+...+a,v, =0. 4.1)

Um conjunto de vetores que nao é linearmente dependente é chamado linearmente

independente.

. ~ . . vd g ~ .
Segue da discussdo acima que dois vetores 1 e U no plano sdo linearmente de-
pendentes se, e somente se, eles podem ser representados por segmentos orientados

colineares.

Proposicio 4.11. Sejam U e U, vetores no plano linearmente independentes, entdo para

- . P . .
qualquer vetor W, no plano, existem nitmeros reais & = a(w)e p = (W) tais que

T = a7 + 7

(4.2)
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Figura 23: Vetores com mesma origem

Demonstracao:

Py Gl G A e | .
Podemos escolher representantes OA, OB e OC de 1, U e w respectivamente com
a mesma origem 0. Seja A’ a interseccdo da paralela a OB que passa por C com a reta

que passa por O e A, e seja B'obtida similarmente [figura 23] .

. = — = —
Sejam ainda u’ o vetor de representante OA’ e v o vetor de representante OB’.
— = . . . . — - = —
Como OA’ e OB’ colineares, existem niimeros reais « e ftaisque ' = au e v’ = BU
= _ L
ecomow = u + 0, segueque
- — —>
w=au+pU.
. s s . - =
Definicao 4.12. [Base ordenada] Um conjunto ordenado de vetores B = {1, U} é chamado
base do plano se e somente se

1) B é linearmente independente;

2) Para todo vetor W, existem niimeros a e B tal que

—>

E):a7+ﬁv.

Com essa defini¢do, a proposigdo [ 4.11] pode ser reescrita como:

Proposicio 4.13. Seja B = (i, 0) uma base do plano. Entdo para qualquer vetor W, existem

aepf € Rtais que
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B
B b
i U
Tj : : sT TN
e o T B' v A C
A v B C
Figura 24: Produto interno Figura 25: Produto interno
de vetores com mesma de vetores com orientacdo
orientagdo oposta

Figura 26: Simetria

_)
Definigdo 4.14. [Produto interno de vetores] Sejam i e 0 vetores com representantes AB e
H . . H . H H . .
AC respectivamente. Seja AB’ a projecio de AB sobre a reta que contém AC. Definimos o

produto interno entre os vetores i e v, indicado por U 7T, conforme a definicio e as figuras
[24e 25].

— —
0se AB’ ou AC = 0;
= IIXI? l|. IIRII se Zl? e A—C> possuem a mesma orientacdo ;

— —
—||AB’|]. ||AC|| se zﬁ e A_é possuem a orienta¢des opostas.

- =
u.o

Valem para o produto interno as seguintes propriedades

. . - - —
1. Simetria : Uu.Uv =0.u;
. - o e S
2. Homogeneidade : X(U.v)=xu).J =u.(xv);
3. Distributividade : WU +d)=wu +wU,

Demonstracao simetria:

Para provar a simetria, basta mostrar que na [figura 26] tém-se
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—  — —  —
IABI| |IADI| = lIAE]| |ACII.

1) CAB é comum aos tridngulos A CAD e A ABE;
2)ADC = AEB = 90°
3) Em consequéncia do teorema [ 3.34], tem-se ABE = ACD.

Portanto os triangulos A CAD e A ABE sdo semelhantes, logo

— —>
IADI| _ ||ACI|
e ——
IAE]| lABI|

Demonstracio homogeneidade:

. -3 2 - = P4 4 4
Sejam AB e CD representantes de 1 e v. A reta que contém CD também contém

- = L -3 ~
um representante de x 1. Seja PQ a projecdo de AB sobre essa reta. Entdo

— — - —
U.(x7) = |IPQIlllx CD| = |xl|IPQIlICDIl = x (&. 7).
- - - - - -\ =
. (xv) = x(uU.9v) = d.(xu) = (xu).0.

Consideremos os casos em que
H H . . 2 2 *
1. x=0o0uu = 0 ouv = 0,nesse caso a identidade é 6bvia;

2. 1.7 > 0Considerando o caso em que x > 0 foi demonstrado acima, para o
caso em que x < 0, utiliza-se o argumento da definicio em que os vetores possuem
orientagdes opostas.

— = . 2 +1:
3. 1u.v < 0Considerando o caso em que x > 0éx < 0, utiliza-se o0 mesmo

argumento feito no segundo caso, basta mudarmos o sinal dos vetores.

Demonstracao distributividade:

—
Para mostrar a distributividade, podemos considerar os segmentos orientados AB,

- —
BC e AC, representantes de Tt), Ted + 7T respectivamente e A'B’, B'C' e A’C’ as




4.3 Bivetor 29

ou C
C c
Figura 27: Possiveis Figura 28:
orientagdes de um circulo Orientacdo induzida

QQ

Figura 29: Figura 30:

Orientacdes Orientacdes
coerentes incoerentes

x B R A . - .
projegdes de AB, BC e AC sobre a reta que contém um representante de w entao

A'B’ + B'C' = A’C’ e todos colineares com  logo
— — — —
W.(l+7) = WAC = WAC = WAB+WBC = WHL+wW0.0.
Definigdo 4.15. [Base ortogonal e base ortonormal] Uma base i, chama-se ortogonal se 0s

~ . . 2 - = P . ~
seus vetores sido mutuamente ortogonais, isto ¢, se u . v = 0.Se além disso, os vetores sio

P - =
unitdrios, a base i v chama-se ortonormal.

4.3 Bivetor

Introduziremos uma nogdo de equivaléncia entre paralelogramos orientados de
maneira similar a equivaléncia de segmentos orientados. Dado um paralelogramo
ABCD podemos orienta-lo de duas maneiras: ABCD ou ADCB.

Gostarfamos agora de definir equivaléncia de paralelogramos orientados. Intuiti-
vamente, podemos comegar pensando em orienta¢do de circulos. Dado um circulo C

podemos orientd-lo de duas maneiras figura 26. Observe que definida uma orientagao
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A B A' B'

Figura 31: Segmentos orientados

de C, ela induz, naturalmente uma orientacdo em qualquer circulo que contenha C
tigura 27. Poderiamos entdo dizer que dois circulos C; e C;, no plano, tém a mesma

orientacdo se eles induzem a mesma orientagdo em um circulo que contém ambos
tiguras [ 28 e 29].

Podemos tornar esse conceito rigoroso a partir da nogao de base ordenada.

Antes de definir o conceito de equivaléncia de paralelogramos orientados, comegamos
—
recordando a nogdo de equivaléncia de segmentos orientados. Dois segmentos AB e
— —
CD orientados sdo equivalentes se podemos fazer o transporte paralelo de AB para C

de tal modo que:
1) D e o transporte de B pertence a mesma semi-reta de origem C;
2) AB e CD possuem o mesmo comprimento.

A condigdo 1) equivale dizer que os segmentos orientados AB e CD possuem a
mesma diregdo e orientacdo enquanto, a condi¢do 2) diz que eles possuem a mesma

norma.

- =
Sejam ABCD, A’B’C’'D’ paralelogramos, 1,7, u’ e v’ os vetores correspondentes

aos segmentos orientados AB, AD, A’B’ e A’D’ respectivamente, conforme a [figura 31]

Pelo axioma [ 3.12] existem ntimeros reais (4;;) tais que

-
0

N

H
=an u +

— -

U + dy 0

o] =1

= a1

Dizemos que os paralelogramos orientados possuem a mesma orientagdo se o

numero
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/ 5/ [ s/ L%

Figura 32: Adigdo de bivetor com Figura 33: Adigdo de bivetor com
mesma orientacao diferentes orientacoes

a1 a2
=ay ap —ax app > 0

az1 dxn

Com a definigdo acima estamos prontos para definir a equivaléncia de paralelogra-

mos.

Definicao 4.16. [Equivaléncia de paralelogramos orientados] Dizemos que dois paralelogramos

orientados sdo equivalentes se

1) ambos forem degenerados ou;
2) ambos tiverem a mesma area e a mesma orientacdo.

A equivalencia de paralelogramos é uma relagao reflexiva, simétrica e transitiva.

Definicao 4.17. [Bivetor] Dado um paralelogramo orientado ABCD, o conjunto de todos os

paralelogramos equivalentes a ele é chamado de bivetor determinado por ABCD.

Fica claro da defini¢do de equivaléncia de paralelogramos que um bivetor é deter-
minado pela area e pela orientacdo de qualquer um dos paralelogramos orientados que

0 definem.

_)
Definicao 4.18. [Norma de um bivetor] Chamamos de norma de um bivetor A, e indicamos

por ||1_4)||, a drea de qualquer dos paralelogramos orientados que definem A.

. % H . . . . . % H . “1e
Sejam A e B dois bivetores, gostariamos de definir A + B.Temos quatro possibili-
dades.

— - - -
1) Um deles é nulo, digamos A = 0, nesse caso definimos A + B = B ou;

- =

2) A e B sdo ambos ndo-nulos e tém a mesma orientacdo, nesse caso definimos
NN ) - = — — . ~
A + B como sendo o bivetor de norma ||A + Bl = ||Al|l + ||B|l e mesma orientacdo

- =
que A + B [figura 32] ou;
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Figura 34: Produto de escalar por bivetor

- = n . - . L. - =
3) A e B ttm mesma norma e orientacoes diferentes, nesse caso definimos A + B =0
[figura 33] ou;

- = - =
4) A e B tém normas e orientacdes diferentes, nesse caso definimos A + B como

. —> —> — —> . - . N . ~
sendo o bivetor de norma ||A + B|| = |||A|| — ||B II‘ e orientagOes igual a orientacdo

daquele de maior norma.

- =
Para obter uma interpretacdo geométrica de A + B, escolhemos para representé-
los paralelogramos orientados de lados paralelos, sendo um dos lados de um para-
lelogramo de comprimento igual ao comprimento do lado correspondente do outro

paralelogramo, conforme representam as figuras [ 32 e 33].

A adicdo de bivetores gozam das mesmas propriedades algébricas que a adi¢do de
ﬁ H H . . . .
vetores, a saber,se A, B e C sdo bivetores, o e f escalares e 0 indica o bivetor nulo e Con-
— —
siderando que para cada bivetor A associaremos o Bivetor -A denominado simétrico

q ~
de A, entdo temos

A adicado de bivetores goza das seguintes propriedades

- 9 2 o
1.Comutatividade : A+ B =B+ A;

N e
2.Associatividade : (A+B)+C=A+(B+C);

- o - - —
3.Elementoneutro : (A+0)=(0+A)=1u;

- -

- =
4.Inversoaditivo : (FA)+ A=A+(-A)=0.

l

_)
Dado um bivetor A e um nimero real @ sempre podemos construir um paralelo-

ﬁ
gramo orientado cuja drea é indicada por |a| [|A||, observe a [figura 34].

Definicao 4.19. [Produto de escalar por bivetor]

. — - .. — .
Dado um bivetor A, e um niimero real o, definimos a A como sendo o bivetor de norma
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Figura 35: Vetores de mesma origem

|| ||z_4)|| e mesma orientacdo de ./_4), se a > 0, ou orientagdo oposta de 74), sea < 0. Sea =0,
definimos aA =0 [figura 34].

Segue imediato da defini¢do acima que

- —
la Al = [@[|IA]l (4.3)

- -
Dado um bivetor A entdo para qualquer bivetor U de norma 1 tem-se

s e = . B
I|A]l |U|se A e Utém a mesma orientacdo;

I|A]l = - — -
—||A|l |U| caso contrario .

Isso significa, o que é intuitivamente 6bvio, que qualquer bivetor ndo-nulo do plano

gera todos os outros.
O produto de escalar por bivetor goza das seguintes propriedades

- —
1.Associatividade : (aB)A =a(BA);

2.Distributividade : a(A+ B)=aA +aB;
. . . . H H ﬁ
3.Distributividade : (@+pB)A =aA +BA;
- -
4.Elemento neutro : 1A = A.

4.4 Produto externos de vetores

A seguir associaremos a cada par de vetores 1 e ¥ um bivetor, indicado por u A
- . - — . ~ .
v, chamado de produto exterior de 1 por ¢. Essa associagdo, do ponto de vista
A e 4 . - o
geométrico, é bastante natural. De fato, dado dois vetores 1/ e v podemos escolher

— =
para eles representantes OA e OB com mesma origem 0.[figura 35]
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—
Seja C um ponto tal que OACB seja um paralelogramo orientado.

Definicao 4.20. [Produto externo de vetores]

~ . » - = . .
Com a notagdo acima, definimos o produto externo dos vetores 1 e U, indicamos por

- — . . SArB
u A U, como o bivetor correspondente ao paralelogramo orientado OACB.

E imediato que todo bivetor no plano corresponde a um produto externo de vetores,
a saber, aqueles definidos pelos lados de um paralelogramo orientado correspondente

ao bivetor.

Proposicao 4.21. A proposicio a seguir relaciona a norma do produto externo U AT, com

- -
as normas do vetor 1 e U.

—\2 - . = 02 =112
(@07 + I[d AN =[P TP (4.4)
Demonstracao:
. - -, 7 - N
Sejax umescalartalque ¥ = x 1 + h,onde h corresponde a altura do paralelogramo
- =
com base % (conforme figura). Entdo x = ””:% e, portanto
U
— — wrd 1B e 12 =212 —\2
I A @I = I = PP - (@.70) (4.5)

Proposicao 4.22. Sejam U, T e W vetores entio

1. Anti — comutativa : ULANT =-T A 7;
2. Associativa : a(UATD)=aUd AN T = U A a0;
3. Distributividade : AT +W)=UANT+UAD

Demonstragao(1)e (2): Segue da proposicao [ 4.21] que os paralelogramos determi-
nados por a(i A D), (@) A a0) e( A a07)tém a mesma drea. Além disso temos
da defini¢do que a > 0, todos tem a mesma orientagdo de % AT.Sea < 0todos tem

a orientagio de U A . Se @ = 0, a igualdade vale trivialmente.

Demonstracio(3): A igualdade é imediata da definicdo se 1/ e sdo colineares.

Escolha 7 tal que Tez sejam colineares, e (7 A W)e (i AZ). Entdo
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UAT+2)=W@ AT+ AZ)

W AT+ (@ AD).

UA U+a)))

Antes de prosseguir faremos duas pequenas aplicagdes da teoria desenvolvida até

aqui.

4.5 Aplicacdes
4.5.1 Funcoes trigonométricas
S = = e -
Se d =0A =0A" e b =0B = OB’ sado vetores ndo-nulos, os angulos AOB e
A’O'B’ sdo congruentes.
ﬁ
Definicio 4.23. Com a notacio acima, se @ e b sdo vetores ndo-nulos, definimos o Angulo
- - —
entre @ e b, indicamos por <(7 , b)) como a medida do dngulo AOB.

Observe que um dngulo no plano é uma figura geométrica, enquanto o angulo entre
os vetores é um ntiimero ente 0 e 180. A seguir definimos as funcdes trigonométricas.

. e . L . -
Definicdo 4.24. Dado um nitmero 6 entre 0 e 180, sejam @ e b vetores tais que 0 = <(a, b).
Definimos as fungoes cos 0 e sin O pelas equagoes

- —
1) @.b =|@0b]l coso;
- —
2) 1@ A bll= 1| Nb] sin6;
_ sin@
3) tan@ = cos 0 0 # 90.

Precisamos mostrar que as fung¢des cos 0 e sin 0 estdo bem definidas.

— - — —
Proposicao 4.25. Sejam @, b, 7Ced vetores ndo-nulos tais que <(7, b)= <(_c), d ) entdo

7.0 2.d
1) _l>1 - = _C) =
aiiel  Aclial
- —
2) _11) /\_Iz — —C) /\_C)l .
el rendl
Demonstracao:

Como o0s quocientes envolvidos nas equagdes acima ndo mudam por reescalona-

mento dos vetores, podemos supor sem perda de generalidade que ||7|| = ||_c)|| e
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X X
di e
P
I —
P o P
Figura 36: Distancia de ponto a reta
— —
Ib]| = |ld]l. Nesse caso a proposi¢do decorre do axioma de congruéncia de tridngulos
L.A.L e das identidades
— — — — — —
@ - bIP =IaIPIbIF =27 b e @ A bll+(@.by =alPIbI
- - - -
Observea [figura 36],juntasimplicam7. b =7C.d e IIE) A b||=||_c) A dl|.
- —
Proposicao 4.26. Sejam?> e b vetores,e O = <(_a> , b), entdo
cos’* 0 +sin® 0 = 1. (4.6)
E imediata da definicdo e da identidade mais geral
- - —
@ A bIF+(@. b)Y =[@IPIbIP. (4.7)

4.5.2 Pontos e retas - posi¢Oes relativas

Uma reta é geralmente caracterizada pelo

1) conhecimento de dois de seus pontos: P e Q;

2) conhecimento de um ponto e um vetor com representante em r (vetor diregdo)
Pe 7 ;

3) conhecimento de um ponto e um vetor com representante ortogonal ar: Pe 7.

A seguir, escrevemos as respectivas equagdes para os casos 2) e 3). O caso 1) é

- —
redutivel ao caso 2) tomando-se d = AB:
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4.5.2.1 Posicao relativa de ponto e reta (equacao da reta)

— -
Caso X er © PX AN d = 0;

Caso X €r @P_f(? = 0;

4.5.2.2 Distancia de ponto a reta

— —
1) Seja 6 = «(PX, d), entdo

PXAd
_)
d(X,r) = ||[PX]| sinf = Q
4l
. - = ~
2) Seja0® = <«(PX, 1), entdo
v —
PX.
d(X,7) = |PX|||cos 6] = %
n

4.5.2.3 Posic¢ao relativa de duas retas

- -
. . ~ . ~ e A4 .
Conhecidas as dire¢des d; e d, ou as dire¢des normais 17 e n; podemos afirmar que
-7 7 - = - - .
1) dy.d, = Ooumny.ny = 0 entdo as retas sdo perpendiculares;
- - — — ~ ~
2) di AN dy = 0oumny A ny = 0 entdo as retas sdo paralelas;
Caso contrario (ambos produtos ndo-nulos) entdo as retas sdo obliquas.
. 4 . —
Conhecidas a direcdo d de uma reta e a direcdo normal 7 da outra temos
a— - -
1) d .n = 0 entdo as retas sdo paralelas;
ﬁ
d

2) A 7 = 0 entdo as retas sio perpendiculares;

Ambos ndo-nulos entdo as retas sdao obliquas.
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4.6 A dlgebra geométrica do plano

A seguir consideremos o conjunto G de todos os termos (a, 1, A), onde o é um
, -, -2, . . . .
numeroreal, 1 éumvetore A é um bivetor. Para facilitar nossa intuigcao, representamos

esse termo pela soma livre.

o+ T+ A (4.8)

Sejam f e g elementos de G e A um ndmero real, digamos

fza+W +A ¢ g=p+7T +B. (4.9)

Definimos a adi¢do f + g e o produto A f por
frg=@+p + (@ +7) + (A +B) (4.10)
Af =da + AT + AA. 4.11)

Onde os parénteses foram colocados apenas para enfatizar as parcelas da soma livre.

A adigdo de elementos de G gozam das mesmas propriedades dos vetores (1a 8)

4.6.1 Produto geométrico

Definiremos agora o produto geométrico de vetores de acordo com Grassmann.

- = . .
Dados vetores 1 e U, definimos

UT =U.T + U ANT. (4.12)

. . o e o~ - - ~ . .
Segue imediatamente da definicdo que se 1 e U sdo colineares (linearmente de-

pendente), entdo

- =
u v

=07 (4.13)

—_

Em particular se 7 = TEie U, entdo
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T =1 (4.14)

, . , . —_ = .
Isto é, 0s vetores possuem elementos inversos. Além disso se 1 e v sdo ortogonais,

entao

UT = U AT, (4.15)

Proposicao 4.27. O produto geométrico de vetores goza das sequintes propriedades (Bilineari-

dade)
1. (@) = d(a?) = a(d D)
2. (U + W=V + TW;
3. U@+W=UTJ+UT
Seja B = {1, ¥ }uma base do plano. Coloquemos

h =1
o=
o=
fi = U AT

Decorre da defini¢do de G que para cada um de seus elementos g, existem ntimeros
reais x1, Xp, X3, X4 tais que g = x1f1 + foz + X3f3 + X4f4.

Sejam g como acimaeh = yifi + yofo + Yafs + Yafs

Se B : G — G é bilinear, é imediato que

4

B(g,h) =Y xiy; B(fy f). (4.16)

ij=1
Definicao 4.28. [Aplicagdo bilinear associativa] Uma aplicagdo bilinear B : G — G é associa-

tiva se

B(B(u,v),w) = B(u,B(v,w)). (4.17)
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Bl 1 e, e, A8
1 1 e, e  €,AE
© © 1 ®A%2 ey
) e, “€1A®2 1 -e,
€in8| €n€2 €2 & -

Figura 37: Elementos da dlgebra

Pela bilinearidade, é imediato verificar que B é associativa se e somente se

Agora estamos prontos para comunicar o principal resultado dessa segéo.

Teorema 4.29. Existe uma tinica aplicagio bilinear, associativa, B : G — G (produto) tal que

1) B(a,A) = aA = A« VaeReAc€G
2) Bestende o produto geométrico de vetores.

Demonstracao:

Seja {—e>1, —e)z} uma base ortonormal do plano. Vamos construir a tabela de multiplicagao

dos elementos 1, _e>1, _e)z, _e>1 A _e>2.[figura 37]
A condigdo 1) define a primeira linha e a primeira coluna da tabela.
A condicdo 2) define os elementos listados restantes.

Resta calcular

1. erler A e) = eifere) = (erer)er = e

2. exer A e) = —ealex A e1) = —exlezer) — (e2e2)e1 = —e;
3. (e1 A eJer = —(e2 Aer)er = —(eer)er = —exerer) = —e
4. (e1 A ex)es = (e1 e2)ea = erfexen) = e
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5. (e1 Ney)(e1 ANex) = —(ex2 ANep)(eg Ae) = —ex(eg er)ea = —epep = —1.
que definem o restante da tabela.

Aqui aparece um fato notavel: O elemento] = (e; A e;) goza da propriedade

= -1 (4.19)

Para completar a demonstragdo resta mostrar que a aplicagdo bilinear definida pela
tabela assim completada é de fato associativa. Deixaremos essa tarefa para um leitor

mais entusiasmado.

Com anotacdo ] = (e; A ep), podemos escrever os elementos de G na forma

a+ 7+ BL (4.20)

- ~ . .
Onde 1 é um vetor do plano e a e  sdo niimeros reais.

Concluiremos com mais duas aplicagdes da teoria.

4.7 Aplicagdes

4.7.1 Numeros Complexos e Rotacdes do plano

A proposicdo a seguir mostra que a Algebra Geométrica inclui de maneira muito

natural os nimeros complexos.

Proposicao 4.30. Sejam f = a + fleg = y + 61 Entdo

1. P?=-1;
2. fg=28f;

~ .. 4 a=pI
3. Se f # 0 # entdo f possui inverso dado por f~ = PRy ;

Com aidentificacdo 6bvia, chamamos os elementos de G da forma a+f I de ntimeros

complexos e I de unidade imagindria.

A unidade imagindria possui algumas propriedades tteis, que apresentaremos a

seguir.
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Proposigdo 4.31. Sejam U e T vetores do plano, entio

- 2
1. I 1 é um vetor ;
- -
2. I'y éortogonala 1 ;
— -

4. | = W=
5 I)VAT =D)L
6 IU). T =1 AN T)

Demonstracao:

1)  Como todos os bivetores do plano sdo colinearesa, podemos escolher um vetor

W ortogonal a % tal que

[ = AU =01
W = W = "ulPw
2) (WP =12=0) U =010).7" + (U) A U;

Como o primeiro membro da equacgéo é bivetorial, concluimos que a parte real do

segundo membro é nula, isto é

Iu).u = 0.
3) I0).(IW) = W2 = |[WIPE = -~ Logo [ e W Isdo colineares de
dire¢des opostas. Digamos | Ue—-adl para algum ntimero real « > 0 . Entdo
—PW)=alil=-*UP =" =2 a*=1=a=1.

4y WHIP=IW? =10).A%0) = (W)(AD =[P

5) e 6) (17)7, desenvolvendo temos (17).7 + (17) AT = 1(7_13).
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<y

Figura 38: Rotagao

Comparando as componentes niimericas e as componentes bivetoriais, obtemos

(1) 7T =1 A7) (4.21)
IU) AT =1(.7) (4.22)

Para concluir, seja Rg = cos 0 + I sin 0, entdo

Ro# = cosOU +1sin67. (4.23)

- > . . :
Como 1 el 1 sdo vetores ortogonais de mesma norma, concluimos que Ry executa

uma rotacdo de % por um angulo 6. [figura 38]
G p & g
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5 Conclusdo

Apresentamos neste trabalho a dlgebra geométrica do plano segundo o formalismo
introduzido por Grassmann. Esse formalismo se estende naturalmente ao espaco. De
fato, como ndo usamos coordenadas nas defini¢des, quase todas as demonstra¢des sdo
validas para esse ambiente. O estudo da geometria através da algebra geométrica apre-
senta diversas vantagens sobre as apresentagdes tradicionais da geometria analitica.
Entre essas vantagens, observamos que as equac¢des dos conjuntos lineares sdo mais
naturais e uniformes; as dlgebras “complexas”, o corpo dos compelexos, os quatérnions,
e os octénions aparecem de forma natural e desmistificados; algumas transformacoes
geométricas, notadamente as rotagdes, as transformagées conformes, o cdlculo do com-
plemento ortogonal e das intersec¢des se escrevem como simples produto na algebra.
Mas, sobretudo a intui¢do geométrica é recuperada, pela auséncia de uso de coordena-

das.
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