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Resumo

Para os germes de folheaces holomorfas com uma singularidade isolada em (C2,0)
que sao regulares ap6s uma tnica explosao mostramos que existem um invariante
analitico funcional (a estrutura transversal) e um namero finito de pardmetros
numeéricos (cujo nimero depende linearmente da multiplicidade algébrica da fol-
heagdo) que permitem decidir se dois elementos sdo analiticamente equivalentes.
Como corolario mostramos um teorema, de rigidez formal-analitica nessa classe de
folheagoes. No caso ndo trivial mais simples (de multiplicidade algébrica dois)
mostramos que a estrutura transversal é o tinico invariante analitico e apresenta-
mos exemplos que mostram que € o linico caso em que isso acontece.
Posteriormente generalizamos o problema para folheacGes holomorfas regulares em
vizinhangas de superficies de Riemann mergulhadas em superficies complexas, con-
struindo exemplos nao triviais e mostrando que os resultados generalizam para a
esfera de Riemann mergulhada com autointerse¢do negativa.
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cas, Folheacoes em Superficies Complexas.
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Abstract

Consider the germs of holomorphic foliations with an isolated singularity in (C2,0)
that are regular after a single bolwing up. We proof that there exists an analytic
invariant of functional type (the transverse structure) and a finite number of nu-
meric parameters that allow us to decide weather two such elements are analytically
equivalent. As a corollary we prove a formal-analytic rigidity theorem in this class
of singularities. In the first non-trivial case (of algebraic multiplicity two) we show
that the transverse structure determines the analytic class of the singularity and
we provide examples showing that this is the only case in which this happens.
We generalize the problem to the classification of germs of holomorphic regular
foliations defined in neighbourhoods of embedded Riemann surfaces in complex
surfaces. We construct examples and show that the results extend to the case of
genus zero with negative self-intersection.

Key words and Phrases: Holomorphic Singular Foliations, Dicritical Singu-
larities, Holomorphic Foliations in Complex Surfaces.
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Capitulo 1

Introducao

Seja A — U um mergulho de uma superficie de Riemann compacta numa su-
perficie complexa com A% < 0. Consideramos o conjunto F(U, A) de germes de
folheacoes holomorfas regulares numa vizinhanca de A em U. O objetivo deste
trabalho é estudar as classes analiticas de F(U, A), colocando uma énfase espe-
cial no caso historicamente mais interessante: quando A é o divisor excepcional
de uma explosdo em (C2,0). Este caso corresponde ao estudo de uma classe de
singularidades dicriticas em (C2,0).

Dada F € F(U, A) o teorema do indice de Camacho-Sad ([CS]) impede que A
seja invariante por F. Definimos em cada ponto p € A o seguinte grupo:

H(F,p) ={h € Diff(A,p)|f o h = f}

para uma integral primeira primitiva holomorfa local f : (U,p) — C de F. Trata-
se de um grupo conjugado localmente ao grupo de rotacoes de (C, 0) de ordem igual
a ordem de contato entre a folha de F por p e a curva A, que denotaremos por
rp+1. Seja X o conjunto (finito) de pontos de A onde F e A ndo sao transversais
(i. e. rp #0). Definimos a estrutura transversal de F como o conjunto

H(F)= |J H(Fp)

pEXF

Se ¢ : (U, A) — (U, A) é um biholomorfismo, e supomos F' = ¢*(F), entao
¢a = ¢|a conjuga os conjuntos H(F) e H(F'), isto é ¢(X ) = Xr e para cada
h € H(F',p), ¢paoho¢,' € H(F,¢(p)). Denotamos por H[F] a classe de
conjugacdo de H(F) por automorfismos de A. Ela contem a informagio sobre
a estrutura complexa transversal de F. Uma pergunta natural é decidir se esse
invariante analitico determina a classe analitica de F, e caso contrario, estudar
quais sdo os outros invariantes analiticos. Os resultados deste trabalho apontam
nessa direcao afirmando que, fixada a estrutura transversal o conjunto de classes de
equivaléncia analitica com essa estrutura transversal pode ser parametrizado por



um subconjunto de um espaco vetorial de dimensao finita. O método prepara o
caminho para conseguirmos identificar os invariantes e dar-lhes uma interpretagao
geomeétrica.

Dedicaremos o Capitulo 2 ao caso mais simples e mais importante: o caso em

que A = Ey = CP! ¢ o divisor excepcional da explosdo E : (C2, Ey) — (C2,0).
Os elementos de F(C?, Ey) se correspondem bijetivamente, através de E, com
um conjunto Dy de singularidades dicriticas, isto é, folheacoes holomorfas com
uma singularidade isolada na origem e infinitas separatrizes pela origem. Clas-
sificar analiticamente Dy é equivalente a classificar analiticamente F (CQ, Ep). O
problema enquadra-se entdao no problema da classificagdao de singularidades de fol-
heacdes holomorfas em (C?,0) na filosofia iniciada por Henri Poincaré: em vez
de tentar achar solucdes explicitas a uma equacdo diferencial ordindria (problema
dificilimo em geral) devemos tratar de transformé-la numa equagdo mais simples.
Os tipos de transformagoes permitidas (topologica, formal, analitica) dao lugar
a classificacoes diferentes. Resolver a classificagdo consiste em achar os invari-
antes de cada categoria de equivaléncia e construir representantes canonicos (as
chamadas formas normais) de cada classe de equivaléncia de folheacoes. Os teore-
mas de Poincaré e de Dulac (ver [CS2]) resolvem a classificacdo analitica na maioria
dos casos. Ao longo do século XX o estudo dos casos abertos tem avangado em
varias direcoes: no caso de parte linear nao nula cabe ressaltar os casos ressonante
(ver [I1], [CS3]), e nilpotente (ver [CeMo], [Mez], [BMS],[Ca]); no caso sem parte
linear os trabalhos em torno de Voronin ([ORV1], [VMY1], [VMY2]); no estudo
dos modulos topoldgico-analiticos e topolégico-formais locais o trabalho de Mattei
(ver[M], [MS)); etc.
Dulac em 1906 (ver [D]) foi o primeiro a tratar o caso dicritico separadamente, dis-
cutindo o comportamento das curvas integrais em certos casos. Martine Klughertz
em |K]| estudou as classes topologicas de singularidades com uma infinidade de sepa-
ratrizes analiticas e iniciou a classificagdo analitica em Dy. Recentemente Rosales-
Ortiz-Voronin em [ORV] demonstraram um teorema de rigidez formal-analitica
valido num subconjunto genérico de Dy, e apresentaram uma lista completa de
invariantes formais, e formas normais formais (desconhecemos se convergem ou
ndo) para outro subconjunto genérico contido no anterior. Resumindo, para singu-
laridades genéricas tém-se identificado os invariantes e construido formas normais
(isto é, representantes das classes analiticas especialmente simples e contendo a
informagdo dos invariantes), mas para as singularidades dicriticas essas questoes
estdo abertas em geral. O exemplo de Suzuki (ver exemplo 2.5) mostra que existem
folheagoes F,F' em Dy com um tnico ponto em X x de ordem minima tais que
H[F] # H[F'], e que portanto ndo sdo analiticamente equivalentes. Provaremos
também (ver exemplo 2.8) que as folheacdes de (C2,0) definidas por

2Y3 —3Y2X 4+ X4
X3

2Y3 - 3Y2X + X4 4+ v4
=cte} F ={ > X3+ T = cte} (1.1)

F={



pertencem a Dy, satisfazem H(F) = H(F) mas F e F' ndo sdo analiticamente
equivalentes. Calculando as formas w e ' que definem F e F’ observamos que os
jatos ji(w) = j3(w') mas jj(w) # ja(w’). Se impomos igualdade de jatos até uma
certa ordem conseguimos construir uma equivaléncia analitica:

Teorema 1 Dadas duas 1-formas holomorfas w e W' em g ,0)
heagoes F,, e F,» com uma singularidade isolada definimos F, = E*
E*(F,). Se

definindo fol—
(F) € Fur =

(i) Fo, Fur € F(C2, Ey)

(ii) H(F,) = H(F.) e denotamos N := 3. r,
pEE

(i1i) Temos a sequinte igualdade de jatos:
Jow) =45 para k:=(N+1)+max{r,}(3N —2)

entdo existe um biholomorfismo W : (C2,0) — (C2,0) tal que F,, = ¥*(F,) e
d(0,0) = Id.

No caso particular em que temos uma tnica tangéncia simples daremos uma nova
prova do teorema:

Teorema 2 (Cerveau) Sejamw e W' duas 1-formas holomorfas em (~ 0) definindo
folheagoes Fo, e F.y tais que Fo,, Foyo € F(C2, Ey) e #H(F,) = #H(Fo ) 2. En-
tao F, e F. sao analiticamente equivalentes se e somente se H[F,| = H[F,.].

Observagoes:

e A melhoria do Teorema 2 em relacdo ao Teorema 1 deve-se ao fato que nas
provas usaremos folheagoes auxiliares diferentes. No primeiro caso obtemos
um biholomorfismo tangente & identidade. No segundo ele é tangente a Ald
para algum A € C*. Em geral o Teorema 2 nao pode ser estendido nos
casos com #H(F,) > 2 porque o conjunto de separatrizes pelos pontos de
Y7 (mesmo no caso em que s6 seja um ponto), consideradas como curvas
possuem modulo topologico-analitico ndo trivial (Ver [Zar]).

e Os valores de 7, dependem s6 da classe topolégica de F devido a que a
cardinalidade de H(F,p) é a ordem de tangencia entre a folha de F por p e A.

A multiplicidade algébrica de um elemento de Dy é m = 14+ ) 7, e portanto
pEEo
podemos escrever £k = m+max{r, }(3m—>5). Visto assim, o Teorema 1 afirma

que fixada a estrutura transversal e o jato de ordem m + [max{r},}(3m —5)],
existe uma unica classe de equivaléncia analitica de folheacGes de Dy.



e Fixamos uma 1-forma w tal que F, € Dy. Consideramos o conjunto
Do[fw] = {w/\fw/ €Dy e H(]:w) = H(]:w/)} (1.2)

Uma reinterpretagdo do Teorema 1 é que cada fibra do mapa

i& : Do[Fu] — CM onde M := <ﬂ;1> — <N;_1>

define uma tnica classe de equivaléncia analitica em Dy. Fibras diferentes
podem pertencer & mesma classe de equivaléncia ou ndo (o teorema nao
da informacdo sobre esse caso). Porém, temos no maximo CM classes de
equivaléncia analitica diferentes com a mesma estrutura transversal (fixada
por H(F,)). Isto ndo deixa de ser surpreendente se pensamos no problema
da seguinte forma:

Dado um elemento F,, € Dy podemos considerar a seqiiéncia de explosoes
minima S = Sz, tal que todas as separatrizes de S*(F,) sdo transversais
ao divisor e por cada ponto do divisor passam no méximo duas separatrizes.
Na figura 1.1 temos um exemplo desse tipo de resolucdo. Os pedacos P; da
figura 1.1 sdo analiticamente equivalentes aos seguintes modelos:

* Py € uma componente de Hopf de autointerse¢do adequada (& resolucéo
Sr).

x Aplicar r + 1 € N explosoes na origem & folheagdo definida por {x —
y" 1 = cte} em (C2,0).(na figura P; corresponde a 7 = 1)

Portanto podemos pensar qualquer elemento de Dy como uma familia finita
de colagens (biholomorfismos que preservam folhas) ®,, : U, — V,, onde V,, é
uma vizinhanca de um ponto p € A, o divisior da componente de Hopf, e U,
¢ uma vizinhanca como na figura 1.1. Fixar a estrutura transversal H(F,)
consiste em prefixar uma se¢do transversal ¥, a folheagao definida em U, e
o comportamento de ®, nessa transversal:

@p|2p:2p—>‘/},ﬂA

Fixada essa estrutura, quantos graus de liberdade temos na escolha de ®,?
Podemos escolher a estrutura complexa ao longo das folhas ("longitudinal").
Dito em outras palavras, para cada g € ¥, = ID devemos definir um elemento
que mande a folha por ¢ (um disco pequeno), na folha por ®,(q) (outro disco
pequeno) biholomorficamente. Por exemplo podemos escolher um elemento
¢ € Diff(C,0) e construir ¢, fazendo que ¢ atte em cada uma das folhas.
Como dimc Diff(C,0) = oo podemos escolher ®, num espago de dimensao
infinita. A priori pensariamos que existe (também) um espaco de dimensao
infinita de classes de equivaléncia de folheacOes com a estrutura transversal
fixada. Pois bem, o teorema afirma que, de fato, s6 existe um espaco de
dimensao finita.



(C2,0)

. e [T

R ANV,

Fixar H(F,,, p) corresponde a fixar <I>p|2p

Observacdo: Os circulos e semicirculos continuos representam divisores invariantes pela folheagdo; os pontilhados ndo séo .

Figura 1.1: Resolugao de F,, € Dy com trés pontos de tangéncia de ordens r =1,2 ¢ 3



O exemplo (1.1) anterior e os teoremas de Mattei em [M] garantem que ele
nao é de dimensdo nula, ji que fixada a estrutura transversal o espago de
classes de equivaléncia contém um espaco de dimensao w Corresponde

a dimensao do espago de deformacoes versais de F,, fixado H(F,).

Em geral um jato finito de w ndo determina a estrutura transversal H (F,).
Isto pode ser provado usando a interpretacdo da figura 1.1. Nela percebe-

mos que os elementos de H(F,,p) podem ser realizados como elementos da
holonomia projetiva de S*(F.,) ao longo de E7 na secdo ANV,,. Sabemos que
em geral a holonomia de uma singularidade ndo depende de um jato finito
da 1-forma que a define. Portanto as condigoes (ii) e (iii) do Teorema 1 s&o
independentes. Desconhecemos se em geral a hipotese (iii) é optimal ou até

necessaria sob a hipotese (ii).

Teoremas do mesmo tipo foram provados por Klughertz em [K].

Em relagdo ao Teorema 1 o nosso trabalho melhora a ordem do jato do
qual exigimos igualdade. Além disso a prova que vamos providenciar é ge-
ométrica em vez de cohomoldgica. Mais concretamente: na prova cohomolog-
ica mostra-se a existéncia de equivaléncias locais; depois mostra-se que essas
equivaléncias permitem definir um cociclo num certo grupo de cohomolo-
gia, cuja nulidade (provada via a teoria de desdobramentos) permite achar
novas equivaléncias locais que colam para formar uma equivaléncia global.
Na prova geométrica construiremos, com a ajuda de folheacGes auxiliares,
equivaléncias locais que irdo colar (e geometricamente a colagem tem uma
interpretagdo) a uma equivaléncia global.

Na prova cohomolégica o jato do qual exigimos igualdade depende quadrati-
camente de N. Na prova geométrica obtemos uma dependéncia linear. Essa
melhora é causada principalmente pelo fato que na prova cohomolégica o bi-
holomorfismo obtido é tangente & identidade até uma certa ordem. No nosso
caso s6 podemos dizer que o biholomorfismo é tangente a identidade. Cabe
comentar também que a prova cohomolégica pode ser estendida para um
tipo mais geral de singularidades: aquelas que tem todas as folhas analiti-
cas. Dadas F, e F,, duas tais singularidades topologicamente equivalentes
e com a mesma estrutura transversal (adequando a defini¢do ao caso em que
existem vérias componentes dicriticas no divisor da resolucdo correpondente)
existe um inteiro k (que depende s6 da classe topologica de w e w’) tal que,
se j*¥(w) = j*(') entdo F, ~an F.r. Nao vamos incluir neste trabalho a
prova desse resultado ndo publicado de J.F. Mattei, porque precisariamos
introduzir toda a tecnologia dos desdobramentos (ver [M]), mas sirva este
comentario para enfatizar o fato que o enunciado do Teorema 1 generaliza a
uma classe maior de singularidades.

Em relagdo ao Teorema 2 a diferenca é que usamos uma folheagdo auxiliar
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diferente (no caso de Klughertz a folheacdo auxiliar é a fibragdo de Hopf).

No trabalho de Ortiz-Bobadilla, Rosales-Gonzalez e Voronin [ORV] o objeto
de estudo é o subconjunto genérico V de Dy definido por aqueles F,, € Dy tais
que 1, = 1 para todo p € Xz . Nele prova-se um teorema de rigidez formal-
analitica (dois elementos de V formalmente equivalentes sdo analiticamente
equivalentes) usando o método de construgao de uma folheagdo auxiliar. No
caso a folheacdo auxiliar é regular em (C?,0). Depois procede-se & classifi-
cacao formal, obtendo formas normais formais. Este segundo passo s6 pode
ser feito num subconjunto genérico A de V. Podemos resumir o resultado
dizendo que para F, € A constréi-se um mapa que, apesar de ndo ser o jato
de ordem 2N + 1 depende algébricamente dos coeficientes dele,

c:DylFu]NA— cHE

que é um invariante genuino. Isto é, cada fibra define uma tunica classe
de equivaléncia diferente. Além disso prova-se que dado um grupo H =
I[I < fp > onde f, € Diff(Ey,p) com fg = id e #X < 00, e um valor
pes N(N-1) ~

co € C 2zt existe um germe de 1-forma holomorfa w com H(F,) = H
e c(w) = ¢p. Assim temos um conjunto completo de invariantes para os
elementos de A. O problema é que ndo temos interpretacdo geométrica
para c. Constréi-se formalmente. Este trabalho pode ajudar a dar uma
interpretacao geométrica de dito invariante.

Desde o ponto de vista do estudo do espaco de moédulos formal-analitico
podemos enunciar um corolario do Teorema 1 que provaremos no Capitulo
2:

Corolario 3 (Rigidez formal analitica em Dy) Dois elementos de Dy sao for-
malmente equivalentes se e somente se eles sdo analiticamente equivalentes.

Um segundo coroldrio do mesmo teorema se relaciona com o trabalho de
Cerveau e Mattei em [CM] sobre a determinagao finita de fungdes holomor-
fas, meromorfas, germes de curvas, etc. Os resultados afirmam que existe
uma cota sobre os jatos que determina se os objetos tratados sao biholomor-
ficamente equivalentes.

No caso de curvas que sao separatrizes de elementos de Dy conseguimos dar
cotas explicitas, que s6 dependem da classe topoldgica do germe de curva:

Corolario 4 (Determinagao finita de cuspides multiplas) Seja C = Cy U

.- Uy, onde C; é uma cispide de tipo (ri,m; + 1) onde r; € {2,3,...} e
f =0 uma equagao genérica de C. Para k :== k(2n — 1;7rq,...,rp, 1...,1),
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se f': (C?,0) — C holomorfa satisfaz j§(f') = j&(f) entdo existe um biholo-
morfismo W : (C2,0) — (C2,0) tangente & identidade com W (C) = {f =
0}.

No capitulo 3 mostraremos que para mergulhos A — U de uma superficie
de Riemann compacta numa superficie complexa aberta com autointerse¢do con-
trolada sempre podemos construir elementos F € F(U, A) com conjunto X r su-
ficientemente grande prefixado. Daremos também uma generalizacdo do Teorema
2:

Teorema 5 Seja L um fibrado em linhas sobre uma superficie de Riemann com-
pacta A de género g < 1 tal que c1(L) < —g. Sejam F,F € F(L,A) tais que
H(F)=H(F') e #H(F) = 2. Entdo F ¢é analiticamente equivalente a F'.

No caso em que A = CP! a seguinte observacio permite-nos generalizar o Teorema
1:

Seja A — Uy o mergulho de A na segdo nula de Uy, o fibrado de Hopf sobre A
com classe de Chern —k < 0. Nesse caso podemos implodir A e obtemos uma
superficie singular e um biholomorfismo

(C2,0)\0

: A
o: U \A— 7
onde I € Diff(C2,0) tem ordem k (ver [BPV]).

Teorema 6 Dadas duas 1-formas holomorfas w e w' em (C2,0) definindo fol-
heagées F,, e F.» com uma singularidade isolada e tais que [*wAw = 0 e [*W' AW’ =

0 definimos F, = o*(F,/I) e Foy = c*(For/I). Se
(’i) ﬁw,ﬁw/ S f(Uk,A)

(i) H(F,) = H(F,) e denotamos N := 3 T
pEZj__w

(15i) Temos a sequinte igualdade de jatos:

J6(w) =j5(W') para k:= (N +1)+ kmax{r,}(3N — 2)

entao F,, e F.y sao analiticamente equivalentes.

Assim, para a esfera de Riemann A, fixada a estrutura transversal, as classes
analiticas de F (U, A) podem ser parametrizadas por um espago de dimensdo
finita. Para superficies de Riemann de género arbitrdrio conjecturamos que isso
acontece também. O problema a estender a prova nesse caso é que ndo temos o
modelo em (C2,0) para poder usar o Lema de Cartan descrito no Apéndice.
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A estratégia que usaremos para provar os teoremas consiste em achar condigoes
suficientes para a construcao geométrica de um biholomorfismo da seguinte forma:

Fixemos o mergulho A — U e dois elementos F e F' de F(U, A) e supon-
hamos que H(F) = H(F'). Queremos construir um germe de biholomorfismo
U : (UA) — (U/A) com ¥(p) = p para todo ponto p € A, e de forma que
W(Ly) = L, onde L, (resp. L;) & a folha de F' (resp. F') por p.

Suponhamos que existe um conjunto finito R C A\ Xz, inteiros {n, € Z*},cr
e fungdes meromorfas g, ¢’ : U — C satisfazendo:

divg = A+ nL,— > L,

PER PEXE
divg' = A+ mpL,— Y L, (%)
PER PEXE

Nesse caso, dado p € A\ {Xr, R}, g|Ly : (Lp,p) — (C,0) e ¢'|L, : (L}, p) —
(C,0) definem germes de biholomorfismo. Reduzindo as vizinhangas se for preciso
podemos definir ¢|, : (L,,p) — (L}, p) por ¢p(q) = g!lL_pl 0 9|r,(q). Desta forma,
obtemos ¢4, : U' — U” um biholomorfismo entre duas vizinhancas U’ e U” de
A\ {7, R} em U. O objetivo é achar condigbes para que ¢4, estenda biholo-
morficamente a uma vizinhanga de A. Se definimos as folheagoes G = {g = cte}
e G’ = {g' = cte}, observamos que a construgao de ¢q4, manda F|y em F'|» e
G|y em G'|;». Nao é dificil provar que para g e g’ genéricos,

Lp, p1 € XF
p2,p3 € R com ny, <0,nps >0
ps € A\ {ZF7, R}

Figura 1.2: Diagramas de F e G

D := tang(F,G) = Z|np|L + Z

PER pEXF
D' := tang(F',G Z|np|L' - Z (L, +1T,)
PER pEXF
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onde T}, \ p € uma curva transversal a F e a G passando por p, e Té \ p € uma curva
transversal a 7' e a G’ passando por p. Genericamente T}, e T, 1/7 tangenciam com a
curva A.

Suponhamos que existe uma extensado biholomorfa ¥ de ¢, a U. Entao
¥(D) = D'. Por construgdo, para p € Xr U R, U(L,) = L, e ¥(T),) = T,. Além
disso temos que se f, e fz/7 s20 integrais primeiras locais de F e F’ respectivamente
ao redor de p, temos satisfeitas a condi¢Ges seguintes:

K@) = folg)
d(¥(q)) = g(g) paratodoponto ¢e€T, (%)

Dito em outras palavras, a igualdade H(F) = H(F') implica que temos uma

T A . Ty T,
equivaléncia canonica entre os espagos locais de folhas a : 22 — 4.

strucao temos uma equivaléncia entre os espacos de folhas [ : % — g—’:’ A
existéncia de extensdo W implica que ¥|r, : T), — TZ’7 induz « e 8 nos quocientes
respectivos. No Lema 2.28 provaremos que esta condicdo é suficiente para a ex-
isténcia de extensao:

Da con-

Lema 7 Dadas F,F' € F(U,A) com H(F) = H(F') e g,¢ : U — C fungoes
meromorfas definidas como acima. Eziste uma extensao biholomorfa ¥ de ¢4y a
U se e somente se a condigdes de (xx) sdo satisfeitas.

Assim, as provas que faremos baseiam-se em conseguir provar a existéncia de g
e ¢ satisfazendo as condigoes (x) e (xx). Quando ndo aparecam componentes de
tangéncia do tipo T, a condigao (**) é vazia, e a condi¢do (x) garante que existe
a extensao.
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Capitulo 2

Singularidades Dicriticas

Seja w(X,Y) = a(X,Y)dX + b(X,Y)dY um germe de 1-forma holomorfa em
(C2,0) com uma singularidade isolada em 0 e com primeiro jato ndo nulo w, # 0.
Ela define uma folheagdo singular que denotaremos por F,. Diremos que w é
dicritica se w,(R) = 0 onde R = X% + Y% é o campo radial.

Seja E : C2 — (C2,0), a explosdo em 0. Em cartas: E(t,z) = (z,tz) =
(X,Y) e E(y,u) = (yu,y) = (X,Y). Se w é dicritica, a 1-forma definida na carta

(t,z) por w(t,x) = E;“j(f{z), define uma folheagdo saturada numa vizinhanca de

Ey = E~1(0) ~ CPL. A denotamos por F,.

Definicdo 2.1 Definimos Dy como o conjunto de folheagoes dicriticas F,, em
(C2,0) tais que F, € regular. Isto ¢,

1. SingF,NEy =10

2. As folhas de F, sio lisas e wm nimero finito delas possiem contato de ordem
r(p;) +1 > 2 com a curva Ey nos pontos do conjunto {p1,...,pn} =: Xy, =
Yr, C Ey.

Eo

p1
—

p2
. Fo

Figura 2.1: Explosao de um elemento de Dy
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Definigdo 2.2 Uma equivaléncia formal em (C2,0) é ¢ = (¢1, ¢2) em que ¢1 e ¢
sdo séries formais nas varidveis (X,Y) de (C2,0) com ¢(0) = 0 e do(0) invertivel.
Um biholomorfismo em (C?,0) é uma equivaléncia formal convergente.

Definicdo 2.3 Dois germes F,, e F,s de folheagdo em (C2,0) sdo:

e topologicamente equivalentes (escrevemos F, ~top Fur ) se existe um
germe de homeomorfismo ¢ de (C2,0) que manda folhas de Fulc20no0 em
folhas de F.r|(c2,0)\0-

o formalmente equivalentes (escrevemos F, ~ tor F,r) Se existe uma equiv-
aléncia formal ¢ de (C2,0) tal que ¢*(w') Aw = 0.

e analiticamente equivalentes (escrevemos F, ~an F.) se existe um germe
de biholomorfismo ¢ de (C2,0) tal que ¢*(W') Aw = 0.

Klughertz em [K| mostra o seguinte teorema:

Teorema 2.4 Sejam F,, e F, duas folheagdes de Dy. Entiao F., ~iop For se e
somente se eriste uma bije¢do v : X, — Yo tal que r((p)) = r(p).

Portanto a lista de classes de conjugagao topoldgica de Dy é: Dy(n,r1,...,r,) onde
n,ri,...,m, € N. Todas as classes topoldgicas tém um representante com integral
primeira meromorfa. De fato, dado um conjunto ¥ = {p1,...,p,} € Ep e r € N,
suponhamos que (¢;,0) = p; nas coordenadas (¢,z) com t; € C. Consideramos

um polinémio f(t) = [ [[(t — t;)"dt. A forma w(t,z) = dz — f'(t)dt define,
i=1

apo6s implosdo, uma folheacao de Dy(n;r1,...,r,) com X, = {p1,...,p,} € com as
ordens desejadas. Mais ainda, na carta (X,Y) de (C2,0) ela tem integral primeira
meromorfa: v
X - f(3)

Queremos estudar as classes analiticas de Dy, isto é os espagos W No caso
n = 0, a multiplicidade algébrica é 1, com quociente de autovalores da parte linear
das formas —1 e podemos aplicar o teorema de linearizacao de Poincaré: todos os
elementos sdo analiticamente equivalentes a Fxgqy_yqx- A seguir definiremos um
primeiro invariante analitico de tipo funcional quando n > 1:

Seja F € Dy(n;ry,...,rn) com Xr = {p1,...,pn} € V; uma vizinhanga de p; em
C2. Suponhamos r(p;) = r;. A idéia é que cada folha proxima da que passa por p;
corta a curva Fy em r; + 1 pontos diferentes (ver Figura 2.2). Essa estrutura de
intersegOes possui uma estrutura complexa devido ao fato que F é holomorfa. Mais
rigorosamente: consideramos f : (V;,p) — (C,0) uma integral primeira primitiva
de Fly, e fi = flE,nv;- O grupo de invaridncia de F em p; é o grupo de germes
de biholomorfismos

H(F,p;) := {h € Diff(Eo, p;)|fi o h = fi}
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Eo NV,
Z.

Figura 2.2: Estrutura local num ponto de tangéncia

Ele independe da integral primeira escolhida. Sabemos que existe um biholomor-
fismo ¢; : (A,p;) — (C,0) tal que ¢; o f; o ¢; ' (t) = t"+! e portanto H(F,p)
é conjugado ao subgrupo de rotagdes de ordem r + 1 de Diff(C,0) (ver [MM]).
Em particular é ciclico e denotamos por h; o elemento gerador. E importante
observar que ¢; depende de f; e pode ndao admitir uma extensao holomorfa a um
automorfismo holomorfo de Ej.

Dada F, € Dy(n,r1,...,r,) com X, = (p1,...,pn) podemos definir a estru-

tura transversal de F, como o conjunto de germes de biholomorfismos locais:

H(w)=H(F,) = H(F,) = H(F,,p1)U...UH(F,,pn)

Suponhamos que F € Dy e ¢ : (C%,0) — (C?,0) é um biholomorfismo com
F' = ¢*(F). Entdo temos F' € Dy, ¢o(X5) =X e h — ¢y' ohopy define uma
bijecdo entre H(F) e H(F'), onde ¢y € Aut(Ep) é a restrigdo do levantamento de
¢ ao divisor excepcional Ey. Definimos H[F] a classe projetiva da estrutura
transversal como a classe de H(F) moédulo conjugacdo por automorfismos de Ej.
Pelo argumento prévio H[F]| s6 depende da classe analitica [F| de F, e portanto é
um invariante analitico de F.

Dados dois elementos F,, F,s € Do(n;r1,...,m,), para cada p; € ¥, existe um
germe de biholomorfismo 1, : (Eo,pi) — (Eo,p}) tal que ?/inH(]:,pz‘)T/Jp_il =
H(F',p;) com p, € ¥/, mas geralmente nao existe um automorfismo ¢ : Ey — Ej
tal que 1/1|( Eo,pi) = ¥p;» mesmo no caso em que n = 1. Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.5 (Exemplo de Suzuki [Suz])
Considere as formas
w=(Y?+Y?2 - XY)dX — (2XY?+ XY — X?)dY
W' = (2Y? + X3dX — 2XYdY
Elas tém integrais primeiras

Y2 x3 X Y();rl)

f(X7Y): X2 f/(X7Y):?e
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respectivamente !, e induzem folheacdes F,,, F., € Do(1). Logo sdo topoldgica-
mente equivalentes. Afirmamos que F,, e F,/ nao sdo analiticamente equivalentes.
Apresentaremos uma demonstracdo nova desse fato:

Consideramos a coordenada t de Ey obtida ap6s uma explosao (¢, z) — (z,tz) =
(X,Y). Temos X, = {t = 0} e ¥ = {t = 1}. Sejam H(w,0) =< h > e
H(w',1) =< I/ >. Construimos as seguintes aplicacdes

H:(C,0) — C?

t— (t h(t))

H':(C,1) — C?

te (0 (1))
Sejam C = ImH e C' = ImH’'. Se F, e F, fossem analiticamente equivalentes,
existiria um automorfismo holomorfo do divisor excepcional ¢g : Ey — Ej tal
que ® = (¢, pg) : C2 — C? satisfaz H'(t + 1) = ® o H(t). Ou seja, ® manda C

em C’. Observamos que ¢ é racional em ¢, e C' ¢ um conjunto algébrico. Portanto
C' deveria ser algébrico. Porém, isso ¢ uma contradi¢ao com:

Proposicao 2.6 C’ ndo ¢é algébrico.

Prova: Os pontos da forma (¢, h'(t)) satisfazem

L, L
Zet = 2.1
AT 2.1)

Usando a parametrizacdo H', x =t e y = h/(t) e derivando (2.1) em relagdo a ¢
temos que C’ é uma curva invariante da folheacdo definida em C? pela 1-forma:

n(x,y) =y(x — dz —z(y — 1)dy (2.2)

Identificando a carta (z,y) com os pontos [z : y : 1] de CP?, (z,2) com [z : 1 : 2]
e (y,2) como [l : y : z]. n pode ser estendida a uma folheacdo F em CP? cuja
expressao nas outras cartas é:

2(x — z)dr + 2(1 — x)dz
—(—y +yHdz — 2(y — 2)dy

Definimos Py =[0:0:1],P,=[1:0:0],P,=[0:1:0],P3=[1:1:0],P, =][1:
1:1]. F satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Slng‘/f: {PO)PI)P27P37P4}

(ii) Py e Ps sdo singularidades radiais.

lem geral neste trabalho ndo usaremos ’ para denotar derivada
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Figura 2.3: F em CP?

(iii) Py, P, e Py possuem exatamente duas separatrizes.
(iv) C' & uma separatriz de F por Py, e indp,(F,C’) = —1.
(v) A reta R definida na carta (z,y) por x = y é invariante por F.

Suponha C’ algébrico. Entao C' C F onde F é uma curva algébrica plana
(compacta) de grau d > 0 invariante por F. Suponhamos que F' passa n vezes por
Py e m vezes por P;. Ela nao passa por P, nem por P». Fazendo intersecao de R
com F e aplicando o teorema do indice de Camacho-Sad para F' obtemos

d=m+n+1
d=m?>+n’+1

que nao tem solugdo d, m,n € N. Portanto C’ nédo é algébrico. [

Observemos que o fato de C’ ndo ser algébrico implica que w’ nao possui in-
tegral primeira meromorfa. Desta forma temos um exemplo de uma classe de
equivaléncia analitica sem representante com integral primeira meromorfa. Uma
pergunta interessante que resta aberta, e que nao abordaremos neste trabalho, é
determinar se todas as classes de equivaléncia analitica em Dy possuem um rep-
resentante com integral primeira Liouvilliana, ou, caso a resposta seja negativa,
dar uma caracterizacdo das classes que admitem um representante com uma tal
integral primeira.

Lembramos que os automorfismos de Ej tém a estrutura do grupo PSL(2,C)
e que cada elemento ¢y € Aut(FEy) pode ser estendido como biholomorfismo a uma
vizinhanca em C? de forma que, apés implosao, produz uma mudanca linear de
coordenadas em (C2,0). Isto prova o seguinte lema:
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Lema 2.7 Dadas F e F' em Do(n;r1,...,ry,) tais que H[F) = H[F'], existe uma
mudanga de coordenadas linear ¢ : (C2,0) — (C2,0) tal que H(F) = H(¢*(F")).

Uma pergunta natural é decidir se para os elementos F, € Dy(n,r) n € N,
r € N* H[F,| determina completamente a classe analitica [F,] da folheagdo. Para
n =1er =1 aresposta é afirmativa e faremos a prova na secao 2.3. Para n > 2 os
seguintes exemplos mostram que a resposta é negativa; existem classes analiticas
diferentes com representantes que possuem integrais primeiras meromorfas, e com
estrutura transversal idéntica:

Exemplo 2.8 (Exemplos do Curvelo)

Fixamos n > 2. Na carta (t,z) de C? consideramos para cada ¢ = 1,...,n um
n—1
ponto p; = (¢;,0), e r; € N. Definimos p(t) = [] (t—t;)" e P(t) = [(t—t,)™p(t)dt

i=1
com P(0) = 0. Na mesma carta consideramos as folheagoes

F={P@t)+z=cte} F ={Pt)+xz(l+pt)) = cte} (2.3)

Elas estendem a folheacoes holomorfas regulares em C2, e denominamos F =
E~Y(F) e F' = E~"*(F") as folheacdes singulares que elas definem em (C2,0).
Elas admitem integrais primeiras meromorfas f(X,Y) e f/(X,Y) com denomi-
nador X"1F+m+1 Derivando as expressdes de (2.3) é facil perceber que F, F’ €
Do(n;ri,...,rn) € XF = Y. Pela definicdo da estrutura transversal (podemos
usar a restri¢do ao divisor da integral primeira global), H(F) = H(F'). Afirmamos
que para valores genéricos de t;, F e F' nao sao analiticamente equivalentes. Para
a prova, precisaremos de analisar a acio dos biholomorfismos de (C2,0) nas res-
olugbes adequadas de F e F'. A obstrugdo aparece pelo fato (que conheci através
de J. F. Mattei) de que existem seqiiéncias de explosdes e biholomorfismos dos
divisores delas que ndo estendem como biholomorfismo a nenhuma vizinhanca do
divisor.

Dado um biholomorfismo ¢ : (C2,0) — (C2,0) definimos ¢ : C* — C2? o
biholomorfismo que resulta de estender a C? o levantamento gB(p) =E logpoE(p)
para p € C? \ Eo. A restricao de gz~5 a Ey ¢ um automorfismo de Fy (e pode ser
interpretado como automorfismo de CP!).

Lema 2.9 (i) ¢|g, = Id < dp(0) = X - Id para algum \ € C*.

(i) Se dp(0) = MId e consideramos p € Ey e r € N. A segiéncia de ez-
plosoes Sy definida indutivamente da sequinte forma: S, 1) consiste em

explodir uma vez o ponto p, e S,y = S(pi—1)© Sp,,1) onde p; = S(;li_l)(p) N
S(;,li_l)(EO \p)
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O automorfismo do divisor excepcional D = Eqg+ D1+ ...+ D, associado a
E o Sy, definido em cada componente irredutivel D; por:

bi=(EoSpg) " odo(EoSpalp, : Di—Di i=1,..r

Entdo a agdo de <;A$Z expressada nas coordenadas em que p; € a origem e a
outra esquina € o infinito é multiplicar por A para i > 2. jg(qzb) determina ¢A51-
Em particular ¢ € tangente a identidade se e somente se <;Aﬁl € a identidade
para © > 2.

Prova: Escrevemos ¢ = (¢1,¢2) = (O P;, >, Q;) onde P;,Q; sdo polinémios ho-
mogéneos de grau i nas varidveis (X,Y) de C?. Definimos p;i(t) = Pi(1,t) e
qi(t) = Qi(1,t). Escrevemos ¢ na carta (¢, z):

o ;m Lgi(t)
i>1 =

Para a prova de (i):

5 y t
(b‘{r:O} =Ildst= ¢l(t70) = ;122&;

pi(t) =X e C* q(t) = M < dp(0,0) = N\Id

degpi,degq; <1 &

Para a prova de (7i) usaremos a ’ para denotar derivada em relagdo ao parametro
adequado. Desta forma, é facil provar que

w00 = [

q1
- $P1—491P7  g2p1—4qip2
dé(to,0) = ri it | (to) (2.4)
0 P

Das derivadas segundas de ¢ sé precisamos explicitar:

0%y =2 (@i — auph)

—p (10,0) = - (o)

82

&22(150,0) =0 (2:5)

Quando (tp,0) é um ponto fixo por ¢ podemos repetir o processo de explosdo
nesse ponto.

Suponhamos agora d¢(0,0) = AId. Entdo para todo ty € C, ¢(to,0) = (to,0).
Explodiremos repetidamente a origem ¢ty = 0. Consideramos os desenvolvimen-
tos em série numa vizinhanca de (0,0): (¢1, o) = > P, ZQZ) onde P, Q; séo
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polinémios homogéneos de grau i nas varidveis (¢,z) de C2. Definimos p;(s) =
Pi(1,s) e gi(s) = Qi(1,s). Usando as equagoes de (2.4) temos

0.0 = |2 qgio)] - Bo (26)

Assim, quando explodimos a origem da carta (¢, x) segundo as coordenadas (s,t) —
(t,st) = (t,x) a agdo sobre o divisor dessa explosdo na coordenada s é

S

_—— (2.7
1+ —qQ)(\O) s

e portanto fixa a origem de novo. Observemos que isto ja prova que j2(¢) determina

¢1. Podemos iterar o processo. A acao do levantamento de ¢ ao divisor que aparece

no seguinte iterado depende da matriz jacobiana em p; que de (2.7) é

[(1) 2] (2.8)

nas coordenadas do enunciado. Depois do levantamento a acdo no divisor cor-
responde a multiplicar por A\. Basta observar a relacdo entre (2.6) e (2.7). Ao
iterarmos o processo esse comportamento se repete. Isso foi feito para tg = 0.
Para ty # 0 conjugamos ¢ com uma mudanga linear My, de (C2,0) cuja agdo
em FEj seja fixar o infinito da carta (f,z) e trocar typ com 0. Definimos ¢, =
Mtglod)oMtO. Obviamente d¢y,(0) = AId. Aplicamos agora o argumento anterior a
¢+, provando que A determina a acao nos divisores aparecidos apés duas explosoes.
§%(¢1,) depende de j%(¢), e portanto este tltimo determina a acio no segundo
divisor. Observamos que A = 1 implica que a a¢do nos divisores aparecidos apés a
segunda explosao é a identidade. Para a reciproca basta que seja a identidade em
algum dos D; com ¢ > 2, pois a acao nele é s — As. [

Definigao 2.10 Dada F € Dy(n;ri,...,r,) denominamos resolugao estendida de
F a composicao de ezplosoes Sy = E o Sy r41) © ... 0 S, rug1) onde Ly =
{p1,--,pn} € Sep, riv1) foi definida no Lema 2.9.

Observemos que se H(F) = H(F') entdao Sy = Sz, e também que a resolugio
estendida da folheacao F é de fato a resolucdo da curva redutivel formada pelas
separatrizes de F pelos pontos pi,...,pn. Provemos agora que as folheacoes F e
F' de (2.3) ndo sdo equivalentes. Primeiro observamos que para n > 3 e valores
genéricos dos t; o grupo H(F) ndo tem simetrias, isto é, o Gnico automorfismo ¢
de Ey tal que ¢H(F)p~! = H(F) ¢é a identidade. No caso n = 2 e 71,73 = 1
sempre existe uma segunda simetria de ordem 2, correspondente a fixar o infinito
e trocar t; e t3. Suponha que ¢ : (C2,0) — (C2,0) é um biholomorfismo entre F
e F'. Entéo ¢| £, conjuga H(F) consigo proprio e deve ser a indentidade em Ej.
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Pelo Lema 2.9 d¢(0) = \-Id para algum A € C*. Consideramos as folheagbes F =
S’;_-(]-")A e Fl = S3(F"). E facil verificar que Sing(F) = {q1,...,qn} U {esquinas},
Sing(F") = {d¢},-...q,} U{esquinas} onde ¢; (resp. ¢;) ndo é esquina e coincide
com a intersegdo do transformado estrito da folha de F (resp. F') que passa
por p; e o divisor de Sr. Obviamente gg(qz) = ¢}, ja que quS fixa as esquinas e
$(Sing(F)) = Sing(F'). Calculamos o transformado estrito da folha de F (resp. de

F') que passa por p; aplicando Sy, »,+1)- Em coordenadas: (s,t) — (s(t—t;)"it1,t)
. ) P(t) — P(t;)
_ , CamitL . (g mitl i
0 = Pt)—Plti)+(t—t)""s=(t—1t) ( Gt +5

0 = PO~ P+ (- s+ p0) = (- 0 (T s i)

Escrevemos R;(t) = %. Pela construgdo R; é holomorfa com R;(t;) # 0,
¢ = (—Ri(t;),0) e ¢} = (— liip(z?),O) na carta (s,t). Portanto parai=1,...,n—1,

gi = q;- Isto implica que A = 1. Porem se p(t,) # —1, ¢n # ¢y, € genericamente
m # 1. Portanto ¢(g,) # ¢, Em conseqiiéncia ndo existe um primeiro
jato de ¢ possivel. Por um argumento similar comprova-se que no caso n = 2
genericamente nao existe um biholomorfismo tangente & outra simetria de H(F).
No exemplo da Introdugdo (1.1) a simetria se expressa nas coordenadas (X,Y)

como A E _01] para algum A € C* e comprova-se que dito A determina a agao

nos divisores. A obstrucéo é de fato formal: ndo existem jatos formais de ¢ para
conjugar F e F'.
Observemos que o argumento acima mostra também que as curvas redutiveis C
e C' formadas pelas separatrizes de F e F’ cujos transformados estritos passam pe-
los pontos de ¥ r (as chamadas separatrizes isoladas) ndo sdo biholomorficamente
equivalentes, se assumimos que nao existem automorfismos de Ey ndo triviais que
preservem Y.r (0 que genericamente acontece). Assim, uma pergunta interessante
é saber se fixando as separatrizes isoladas C' e a estrutura transversal H(F) deter-
minamos completamente a classe analitica da folheacdo. Uma versao um pouco
mais geral deste problema seria decidir se a classe de equivaléncia analitica das
separatrizes isoladas médulo biholomorfismos tangentes a simetrias de H(F) e a
classe de conjugacio H[F] determinam completamente a classe analitica de F.
Dentre os invariantes analiticos de C' hé alguns associados & posicdo dos pontos
gi- Por exemplo supondo F € Dy(n;1,...,1) tal que H(F) ndo tem simetrias, a
aplicagdo (ver a definigdo do dominio em 1.2)
q:Dy[F] — CP™ !
qw)=1[qg1:...:qn)
onde ¢; é a coordenada da singularidade respectiva de S%(F., ), fica bem definida
e fatoriza por %f)' isto é, ¢ é um invariante analitico.

n !
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Em geral desconhecemos a lista completa de invariantes das curvas redutiveis
(do tipo das separatrizes isoladas de elementos de D) descrito no paragrafo ante-
rior. Na verdade trata-se de um problema (inclusive quando a curva é irredutivel)
que chama a atencdo pela falta de regularidade na estrutura do espaco mddulos
topologico-analiticos quando variamos a ordem de C na origem (ver [Zar|, [T]).
Em vez de preocuparmos com esses invariantes, apresentaremos um resultado de
determinacdo finita para folheagdes com estrutura transversal fixada. Precisaremos
da seguinte definigao:

Defini¢do 2.11 Dado um germe de fungio holomorfa f : (CV,p) — C definimos
o jato k-ésimo de f em p como a soma parcial do seu desenvolvimento em série

de poténcias ao redor de p, isto €, j}l,f(f) = Y ag(Z —p)? onde Q denota
0<|QI<k

um multi-indice e ag € C € o coeficiente associado a Q) de f em p nas varidveis

n
Z = (z1,...,2n). Para um germe de I1-forma holomorfa em p, w = > fidz;,
i=1

n
definimos o k-jato de w como j}],f(w) = le}],f(fi)dzi, e analogamente para um campo
de vetores. Z

Note-se que a definicao do jato depende das coordenadas escolhidas. Observamos
que nos exemplos de 2.8, podemos calcular as formas w e w’' que definem F e
F' derivando f e f'. Escrevendo N = 3" r; comprova-se que j)' ™ (w) = jiV (W)
mas j T2 (w) # 5" T3(w'). Mais ainda , é uma conta elementar provar que jV+2(w)
determina a posi¢ao das singularidades de S%(F,,) no divisor para qualquer F € Dy
e w € Dy[F].

Na linguagem introduzida neste capitulo, o Teorema 1 1é-se:

Teorema 2.12 Sejam F = F, e F' = F. folheagées de Dy(n;ry,...,ry) N =
Yoriek:=(N+1)4+ max{r;}(3N — 2). Suponha
i=1

(1) H(w)=H(w)

(i) j§(w) = j§(w')
Entdo existe um biholomorfismo ¥ : (C2,0) — (C2,0) tal que F,, = V*(F,/) e
d0(0,0) = Id.

A multiplicidade algébrica m de qualquer 1-forma w tal que F,, € Do(nj T1yeensTn)

é m = N+ 1. Com efeito, pela férmula de Brunella [Br], temos tang(F,, Ey) =
T ;W - Eo + Ey - Ey ou, substituindo pelos valores adequados, N = m — 1. Portanto
k = m + max{r;}(3m — 5) Dada uma forma qualquer w’ e F,, € Do(n;r1,...,m,)
tal que a condigdo (ii) é satisfeita, é facil comprovar que F.s € Do(n;ri,...,1m).
Com o objetivo de ndo sobrecarregar a notagao e facilitar a compreensao do ar-
gumento nos centraremos no caso Dy(n; 1, ..., 1) que a partir de agora denotaremos
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por Dy(n) (secdo 2.1). Posteriormente (na se¢do 2.2) indicaremos as modifica¢oes
necessarias para estender o método a qualquer classe de equivaléncia topolégica
Do(n;ry,...,7rq). O enunciado para Dy(n) é:

Teorema 2.13 Sejam F = F,, e F' = F,, folheagies de Dy(n) tais que H(w) =
H(W"). Se j" Y w) = j4"Y(W') entdo existe um biholomorfismo ¥ : (C2,0) —
(C2,0) tal que F,, = V*(F.) e d¥(0,0) = Id.

2.1 Prova em Dy(n)

2.1.1 Folheacoes companheiras: caso de tangéncia simples

Seja F = F,, um elemento de Dy(n). Suponhamos que numa carta t € C = Ej\ oo
temos todos os pontos de Y,,. Diremos que uma folheacdo G definida em (C2,0)
é companheira de F num ponto p € Ej se F e G satisfazem as seguintes relagoes
numa vizinhanca de p:

1. p€ Eg\ {Zu, 0}

Apo6s uma mudanga local de coordenadas podemos supor p = (0,0) numa
carta (u,v) e F = {du = 0}. p & ponto regular de G e a separatriz por p ¢ a
curva v = 0. Portanto F e G sao transversais numa vizinhanca de p.

v v

7 g

Figura 2.4: Estrutura em pontos de Ey \ {3, 00}

2. p=o0

Apos uma mudanga local de coordenadas podemos supor p = (0,0) na carta
(u,v) e F = {du = 0}. O ponto p é uma singularidade de G com exatamente
duas separatrizes : © = 0 e v = 0 e com integral primeira. O seu indice é

ﬁ. F e G sdo transversais fora da separatriz comum u = 0
3. peX,

Suponhamos (U, p) uma vizinhanga de p e H (.7:“ ,p) =< h >. Escolhemos
uma mudanca de coordenadas local ¥ = (1,v¢2) : (U,p) — (C2,0) de
forma que Y2|g,nv =0e ¢Yroho wl_l(t,O) = (—t,0), Na nova carta (t,z),
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SIF

F g

Figura 2.5: Estrutura no ponto oo

suponhamos que F vem definida por {f(t,z) = t*> —z = cte} e G por
{9(t,z) = Zé(t,x) = cte} com ¢ € O?CQ’O).
Consideraremos a seguinte seqiiéncia S = S5 0.5 de explosoes:

S; : C2 — (C2,0) definida nas cartas (t,w) e (v,z)por (va,z) = (t,x) =
(t,tw). Denotaremos por E; = S;'(0,0) o divisor excepcional associado.
Sy a explosdo no (0,0) da carta (¢t,w) e definida pelas cartas (¢, s) e (z,w)
de forma que (¢,ts) = (t,w) = (wz,w) e By = S5(0,0) . O transformado
estrito de Eq por oy seré denotado de novo por Eq. Temos F1 - F1 = —2 e
Ey- Ey = —1. Sejam F = S*(F) e G = 5*(G) os germes de folheacoes numa
vizinhanca de Fq U Es definidos pelo pull-back por S de F e G respectiva-
mente. Sejam Cy = S~1({z =2} \ (0,0)), e Co = S~1({z =0} \ (0,0))

Lema 2.14 (i) Ey e Ey sdo invariantes por F

(i) p1 = Coo N By € po = E1 N Ey sao as unicas singularidades de F.

(iii) ipy(F, E) = ip, (F, E2) = —3

(i) p1 e P2 sdo singularidades reduzidas e as aplicagdes locais de holonomia

de F ao longo de Fo tém ordem 2. A aplicagdo de holonomia de F ao
longo de E7 € a identidade.

(v) Cx € a sequnda separatriz de F por pr.

Prova: As formas que definem F em vizinhancas (v,z) de E1 \ py = {z = 0}
e (t,s) de By \ py = {t = 0} sdo:

S (df) (v, 7) = o2vdv + (w0? — %)d:}:
%S*(df)(t, s) = (2 — 2s)dt — tds

(i) e (ii) decorrem trivialmente da expressdo das formas. De fato p; tem
coordenadas (0,1) na carta (¢,s) de Fs. (iii) e (iv) decorrem do teorema do
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Coo

Co

Figura 2.6: Estrutura de F

indice de Camacho-Sad [CS]| e do fato que F possui uma integral primeira
holomorfa. (v) O conjunto Cj est4 contido no nivel 0 de f. L]
Observamos que nesta resolucdo, desfazendo a mudanca de coordenadas
(que foi escolhida para conjugar h com a involugdo ¢t — —t) o elemento de
H(w) correspondente & tangéncia em p é interpretado como aplicagdo de
holonomia de F associada & secdo transversal Cy = {s =0} e a um lago em
E5 que gera w1 (E2\{p1,p2}) = Z. Em geral um jato finito do germe de forma
que define a singularidade p; nao determina as holonomias dela. Em outras
palavras, a transformacdo ¥ ndo pode ser construida com a informacado de
um jato finito do germe de 1-forma que define F |

O seguinte lema descreve as propriedades para G s genéricos (dependendo
da funcéo ¢) :

Lema 2.15 Se (92(0,0))” + 46(0,0)22(0,0) # 0
(i) Gé Cegular e transversal a oy em todos os seus pontos. Ey € invariante
por G.
(ii) Sing(G) consiste exatamente de dois pontos q1,qo € E1 \ po.
(#ii) q1 e g2 sdo selas e iqz(_C’;,El) = iql(]}, Ey) =-1

(iv) As aplicagées de holonomia de G em q1 € q2 ao longo de E1 sdo a
identidade.

(v) Cx € Cy sao as separatrizes de G passando pelos pontos requlares py e
(0,0) € (t,s) respectivamente.

Prova: As expressoes das integrais primeiras em vizinhangas de E; e Es sdo:

S¥(g)(t,s) = ot t%s)

s—1
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Figura 2.7: Estrutura de G

d(w?z, zw)

S ()2 w) = 1

§°(9)(v, ) = = 0(av,)

As formas associadas a elas sdo:

n(t,s) = [=o(t,t%s) + (s — 1)st” ¢(t t25)]ds
+[(s — 1)3(2153%(15,t2 ) + %—?(t,tQ ))]dt

n(v,z) = x[—2v¢(zv,x) + (1 — :171)2)%(:171) x)]dv

ot
+[=v2¢p(zv,2) + (1 — 20 )(‘% (xv,z) +v ¢(mv,x))]da;

0(0,5) = —(0,0)ds + ((s — 1)3%(0, 0))dt

Isto significa que G ¢ regular e transversal ao divisor Ey = {t = 0}.

n(v,0) = (—v%¢(0,0) + v %(0 o)+%(o 0))dx

e portanto E; é invariante por G.

As singularidades de G em E; sdo os pontos (v,0) solugdo da equagdo

v2¢(0,0) —u%(o 0) — %(0 0)=0

Se (%(0, O)) + 4¢(0, 0) (0 0) # 0, a equagdo tem duas solucoes distintas
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q1 = (v1,0) , e g2 = (v2,0) que sdo singularidades simples de G. Com efeito,
suponhamos, fazendo uma mudanca de varidveis se for necessario, que v1 = 0.
E facil comprovar que a parte linear do campo dual associado a 7 nesse ponto
tem matriz:

-

[ a(bo a%‘f(o, 0)]
_5(07 0) _2(07 0)

T

O namero caracteristico da singularidade é —1, e a singularidade é reduzida,
com indice de Camacho-Sad —1 e a identidade como aplicacdo de holonomia
ao longo de Fy. Isto prova (i), (ii), (iii) e (iv). Para provar (v) basta observar
que os conjuntos C', e Cy sdo subconjuntos dos niveis 0 e oo respectivamente
da funcao S*(g). ]

O seguinte lema descreve as propriedades de G no caso nio genérico:
0\ 2 0,
Lema 2.16 Se (%2(0,0))" + 4¢(0,0)52(0,0) = 0

(i) G € reqular e transversal a E5 em todos os seus pontos. Ey é invariante por

g.
(ii) Sing(G) consiste exatamente de um ponto q1 € Ey \ ps.
(14i) q1 € uma sela e iql(Q,El) = -2
(iv) A aplicagio de holonomia de G em q1 ao longo de E1 € a identidade.

(v) Cx € Cy sao as separatrizes de G passando pelos pontos requlares p; e (0,0) €
(t,s) respectivamente.

Prova: Aplicando as contas da prova do lema anterior, a hipotese do lema implica
exatamente (ii). Do Teorema do indice de Camacho-Sad e do fato que G tem
integral primeira holomorfa obtemos (iii) e (iv). O restante de itens foram provados
no lema anterior. (na figura 2.11 da secdo 2.3 temos uma figura descrevendo as
propriedades). ]

Para distinguir melhor entre as duas situacoes possiveis fazemos a seguinte
definicao:

Definicdo 2.17 Se G satisfaz a condi¢io do Lema 2.15 no ponto p € Y5 dire-
mos que F e G sio companheiras com curva de tangéncias em p. Caso
contrdrio (ou seja Q~ satisfaz as condi¢oes do Lema 2.16) diremos que Fe Q sao
companheiras sem curva de tangéncias em p.

E importante observar que as propriedades descritas nos Lemas 2.14, 2.15 e
2.16 sdo invariantes por mudancas de coordenadas biholomorfas. A nomenclatura
vem motivada pelas relagoes entre as folheacoes F e G descritas a seguir:

29



Lema 2.18 e Se G é companheira com curva de tangéncias de F num ponto
p € Xy, o diwvisor D := tang(F,G) = Co + E1 + T onde T € uma curva
reqular irredutivel transversal a FEy num ponto reqular po € F1 de G.

o Se G é companheira sem curva de tangéncias de F num ponto p € S, 0
divisor D := tang(]:", _C’;) = Cw + E4 e neste caso definimos T como a inica
separatriz de Q transversal a F1.

Em qualquer destas situagdes, existe uma vizinhanga V' de E7 tal que

(i) Para Vo = EoNV, S*(9)|v, : Vo — 9(V) € um biholomorfismo.
(ii) Para cada folha L de Fly seja LNT =tr,. A aplicagio
9|L\tL tL\t, —C
é um recobrimento holomorfo reqular 2 a 1 sobre a imagem.
Prova: O divisor D de tangéncias entre F e G satisfaz D = {df A ((x —t2)2dg) = 0}
(z—t2)2df Ndg(t,z) = — [Zt[(qﬁ—i—x@mqb)(tQ —x)+ x|+ [1:(8@)(152 —x)— 2:13¢H dt Ndzx

= (z — t*)R(t,z)dt A dx

onde
R(t,z) = 2t(xDpp + P) + xO1d

Temos S*(R)(v,z) = z[2v(x0p¢ + ¢) + 0P| = xH (v, x).
Obviamente apareceram as componentes F; e C, de D. H(v,0) = 0 possui

uma Unica solugdo py = (_Zt(qg(g)’o) ,0), Se G é companheira sem curva de tangéncia

de F, po coincide com a singularidade de G em FE4, e pela estrutura das folheacoes
na vizinhanca, D n&o possui mais componentes: D = C + E;. Caso G seja
companheira com curva de tangéncias de F, temos que %—Ij(po) # 0 implica que
T = {H = 0} é um divisor transversal a E; passando pelo ponto py. Portanto
D = Coo + E1 +T

Para a prova de (i) e (ii) ndo precisaremos distinguir os casos de companheira
com e sem tangéncias.

Sejam Vi C Ej e Vo C E vizinhangas de ps = E1 N Ey. A aplicagdo S*(g)lv,
satisfaz (i), pelo fato que a derivada dela em relacdo a variavel z é nao nula. Seja
Vi (resp. V) o aberto saturado de Vi (resp V2) por F (resp. G). Consideramos
V =VzNVseVy=VnE, Olhando para a expressao de S*(g), € claro que

S*(g )|V é holomorfa Seja L uma folha de F|y. Podemos pensa-la como um disco
numa folha de F. Devido ao fato que a aplicacdo de holonomia de F ao longo
de F, tem grau 2, as fibras de S*(g)|y proximas de dVp (folhas de G) cortam L
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em exatamente dois pontos distintos para folhas L proximas de Es. Logo ¢|r, :
L — S5*(g)|r(L) C C é uma fungdo holomorfa de grau 2. 7'N L é um tnico ponto
t;, devido a transversalidade de 1" com FE; e ao fato que F; é invariante por F.
Claramente t;, é um ponto critico de g|;. Podemos estender g|;, a uma aplicagio
CP! — CP! de grau 2 colando adequadamente duas copias de g|;, . Aplicando
férmula de Hurwitz temos:

2=2-2- 23 (u(g) - 1))

qeL

Portanto > (v(q) —1) = 1 e, dado que v(tr) > 1, a tnica possibilidade é que

qeL
v(ty) = 2ewv(q) = 1Vq € L\ty. Istomostra que g[r\, : L\t — C éum
recobrimento de duas folhas sobre a sua imagem. [

Corolario 2.19 A projegao de L\ tr, sobre Vi ao longo de G ¢ um recobrimento
holomorfo de duas folhas.(Ver Figura 2.8)

Prova: Juntando os itens (i) e (ii) do lema anterior, s6 resta provar que os
valores que ¢g|;, assume estdo contidos numa vizinhanca de g(p2) € g(Vp). Isto é
verdade devido ao fato que as separatrizes de G pelas singularidades estao contidas
no mesmo nivel de g que contém po e Ej. Além disso, estas separatrizes sdo
transversais a F e portanto também a L. ]

2.1.2 Conjugacgao de pares de companheiras com tangéncias (F,G)
e (7.G')

Sejam F e F' dois germes de folheacio regular em (C?,0) tais que, numa vizin-
hanca U da origem na carta (¢, z) as folhas passando por 0 = (0,0) possuem uma
tangéncia simples (i.e. r=1) com a reta Ey = {x = 0}. Suponha que H(F,0) =
H(F',0) =< h > onde h : (Ey, 0) — (FEy, 0) é uma involucdo: h? = id. Seja
f:(U,0) — (C,0) uma integral primeira local de F e fy := f|g,. Pela defini¢do
da estrutura transversal, fo o h = fy. Portanto podemos estender f; ao longo das
folhas F’ para obter uma integral primeira holomorfa f’: (U, 0) — (C,0) de F.
Sejam C' = {f =0} e C' = {f’ = 0}. Denotamos por p: U — % ep’:U—>%
as projecoes sobre os espacos de folhas.

Lema 2.20 Dadas ' = {(t,z) € Ut = P(z)} e I" = {(t,z) € Ut = P'(x)}, duas
transversais a Ey = {x = 0} holomorfas.

(i) Eziste um biholomorfismo orr : T' — T tal que p' o prr(¢) = p(q), Vg € T.
(ii) Se
f/(t,l‘) = f(t,.’l)) —|—:L'kq1(t,$) (29)
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P'(z) = P(z) + 2% ga () (2.10)
comk > 1 e q,q € Oy), nas parametrizagées v — (P(z),z) e v —
(P'(z),z)de T eI, orrs tem a expressao v — (P'(b(x)),b(z)) onde b(x) =
x4 azk+ ...

Prova:

(i)Por construgdo temos U/f ~U N Ey/f ~ U’/ f’". Observemos que (U \ 0)/f
J(U\0)/f" ~ D* e as restrigdes de p a '\ 0 e de p’ a TV \ 0 s@o recobrimentos
holomorfos 2 a 1 sobre U N Ey \ 0.

I'\0 = I\ 0

plrvo ?'lrro

U\C)/f = N/ f!

Uma condicdo necesséria e suficiente para a existéncia do levantamento ¢ :
'\0 — TV \ 0 continuo, com p' o @ = p & que p(m(I'\ 0)) C pL(m (T \ 0))
onde 7 denota o grupo fundamental e p., p. as aplica¢des induzidas nos grupos
fundamentais por p e p’ respectivamente. Temos m(I'\ 0) = Z =< [7] >, e
m(UNEy\0) =Z =< [o] >. Como os recobrimentos sdo duplos, temos que
p«[Y] = 2[o] = pl[7], e portanto existe o levantamento continuo de grau 1. Ele é
holomorfo porque localmente o é. Ele estende holomorficamente a 0 pelo fato que
 é limitada . Denotamos por ¢rrs a extensao de . Ela continua sendo injetiva
pois ¢rr (0) = 0. Isto prova (i).

(ii) Suponhamos que ¢rr (P(z),z) = (P'(Ib;x?), $b;z") onde b; € C sdo os co-
eficientes do desenvolvimento em série de prrs nessas coordenadas. Da construgao
de ¢rr e da equacdo (2.9)

f(P(x),z) = f'(err(P(z), 2)) = f(P'(Sbia'), Shia') + 2Fq(P'(Sbia'), Lhia')
(2.11)
err/(0) = 0 implica by = 0, e prp injetiva implica b; # 0. Do fato que
%(0,0) # 0, temos que by = 1. Das condicdes sobre f, f', P e P, j*(f(P(z),z)) =

k=1

¥ (f(P'(z),z)) = 3 a;x' e substituindo na equacao (2.11) obtemos indutivamente
i=1

by =...=br_1 =0, 0 que termina a prova do lema. [

Suponhamos que (F,G) (resp. (F',G’)) sdo um par de folheagdes companheiras
com curva de tangéncias T (resp. T') em (0,0), e seja S a seqiiéncia de ex-
plosoes definida na secao 2.1.1. @ expressa uma correspondéncia entre folhas
de F = S*(F) e folhas de F/ = S*(F'). A seguir faremos a construcao de uma
correspondéncia analoga para as folheagoes companheiras GeG!
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Suponhamos que G e G’ tém integrais primeiras g = f(t o © J f’(t oy e
spectivamente onde {f = 0} (resp. {f’ = 0}) é uma equagdo da folha de F (resp.
F') passando por 0. SeJa Py = {s =0} N Es, po = E1 N Es e p; (respectivamente
p}) a singularidade de F (resp. F') em Ej \ po. Na carta (z,w) da vizinhanca do
ponto pe onde Ey = {z = 0} e E5 = {w = 0} sdo os divisores excepcionais temos
(t,z) = (2w, zw?). Numa vizinhanca da origem dessa carta, S*(g) e S*(¢’) sdo
fun¢oes holomorfas. Devido ao Lema 2.18 S*(g)|v;, € S*(¢')|v; sdo biholomorfismos
numa vizinhanca V) C Es. Dado um biholomorfismo 3 : Fy — FEs que fixa po,
definimos

Y5 :5"(9)(Vo) — S*(¢") (Vo)

por Yg(w) = S*(¢')|w, 0 Bo 5’*(g)|‘_/01 (w). Ela expressa a correspondéncia entre
niveis de g e niveis de ¢’ (falamos indistintamente em folhas de uma folheacdo e
niveis, ou fibras, da fungdo meromorfa que a define, se existe)

Lema 2.21 (F,G) e (F',G")definidas como acima. Seja 3 : By — Es o bi-
holomorfismo (inico) definido por py — po, p1 — py € pa — pa. Suponha que
tang(F,G) = T + {f = 0} e tang(F',G') = T' + {f' = 0}. Nesse caso podemos
definir o e Y. Entdo

g (prr(p)) = Ts(g(p)) VpeT (2.12)

se e somente se existe um biholomorfismo W : (C?,0) — (C2,0) tal que

(@) = flp) e
g (¥(p) = Tglg(p)) Vpe (C*0) (2.13)

( em particular V*(F')=F e ¥*(G') =G)

Prova:A necessidade da condigdo (2.12) é trivial. Para provar a suficiéncia
faremos a construgdo de um biholomorfismo ¥ : Uy UUy; — V3 U V5 onde Uy e Vi
sao vizinhancas de E; e Us e V5 s@o vizinhancas de F».

Seja g € Ex\{p1,p2}. Denotaremos por G, e G; as folhas de G e G’ respectivamente

passando por q. Elas sao transversais a FelF respectivamente. Seja v : [0,1] —
E5 um caminho diferencidvel unindo v(0) = pg e y(1) = gq. Observamos que
Go = Gj. Consideramos os difeomorfismos de holonomia h, : Go — Gq, b’ :
Gy — G; de F e F' respectivamente ao longo de 7y e T o~y respectivamente. Para
p € G4 definimos

U(p) = hyo, o hy ' (p) € G,

U(p) independe do caminho v escolhido. Com efeito, se v1 é o gerador de 71 (Fs \
p1,p0) = 7Z, T oy gera mp(FEa \ p’l ,po). Por hipotese os difeomorfismos de holono-
mia de F ao longo de 71 e de F’ ao longo de T o7y sdo iguais: h,, = hAyoy,-
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Qualquer outro caminho entre py e ¢ é homotopo a v o7 para algum n € Z e
os difeomorfismos de holonomia dependem s6 da classe de homotopia do caminho
escolhido. Portanto, lyoyn oh{fiw7 = hyohl ohy” th_riy = h, oh}iw Isto define
um biholomorfismo ¥ : Uy \ {Gy,,Gp, } — V2 \{G},, G, }-

O teorema de Mattei-Moussu descrito no artigo [MM], permite-nos estender o
biholomorfismo a (Gyp,,p1), devido ao fato (descrito nos Lemas 2.14 e 2.15) que p;
(respectlvamente pl) é uma smgularldade simples para F (resp F ) e Y(p1) =p)
e ip (F,FBy) =i /(.7: E,) = —3, e a separatriz de F (resp. F') por p; transversal

a F5 é folha de g (resp. g/ ). Um argumento anélogo estende a equivaléncia a
(Gpa,p2)

Para estender ¥ a uma vizinhanca de E; precisaremos das hipoteses do lema.
Consideramos uma vizinhanga U; (resp. Vi) de E; satisfazendo o enunciado do
Lema 2.18 para F (resp F'). Seja L uma folha de Fl|y,, e L' a folha de F/|y;
que é compativel com a construcdo de ¢prv. Sejaty =T NL,et, =T'NL. A
condigao (2.12) sobre os valores de g e ¢’ implica que existe um ponto p € Vj tal
que ¢'(tr) = ¢g'(p) = Tp(9(p)) = Tp(g(tr)). (Ver Figura 2.8).

,,,,, denota folhas de S*(G) ————— denota folhas de S*(G’)

Figura 2.8: L\ t; e L'\ t; recobrem Vj \ p
Do corolério 2.19 as colunas do seguinte diagrama sdo recobrimentos duplos:
L\t —3Y [\t
gloneg 9lne,,

Vo\p

Vo\p

A existéncia de uma aplicagdo continua ¥y : L\t — L'\ t1, depende
da condig@o (g[r\s, )«(mi(L \ tL)) C (g'|pne,, )«(mi(L"\ trr)). Esta condigdo é
satisfeita porque ambos recobrimentos sdo duplos. Mais ainda, devido ao fato que
0s recobrimentos sao holomorfos ¥y, é holomorfa. Ela estende holomorficamente
a t;, porque é limitada (L’ pode ser pensado com um disco na folha de F ). Pela
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construgdo é obvio que nos pontos ¢ € L N Uz, ¥(q) = ¥ (q). Desta forma temos
U :ULU((Uy\ E2) — V31U (Vo \ E3). ¥ é holomorfa quando a restringimos as
folhas de F e G. Por construgao, fo¥ = f, e ¢ o ¥ = Ygo g e portanto é um
biholomorfismo. Considerando ¥ definido na implosdo de E; e E;, obtemos um
biholomorfismo numa vizinhanga perfurada da origem, que estende & origem pelo
Teorema de Hartogs. [

Terminamos a secdo definindo folheagao companheira para os elementos de
DO (n)

Definicdo 2.22 Diremos que um germe de folheacio G holomorfa em (C2,0) ¢é
uma folheagdo companheira com (resp. sem) curvas de tangéncias de
F = F, € Dy(n) se F e G siao companheiras nos pontos p € Ey e em todos os
pontos de S5, F e G sio companheiras com (resp. sem) curva de tangéncias.

2.1.3 Construgao global do biholomorfismo

Lembremos quedadaw = ) (P;jdX+Q;dY) € Dy(n;r1,...,r,)onde P;(X,Y),
J>N+1
n
Q;(X,Y) sao polinémios homogéneos de grau j e N = }_ 4, a 1-forma holomorfa
i=1
que define F,, é:

E*w(t, )
LN+2

= Y @ [Qi N1 (1,0)dt + (Pypayrnar (18) + Qs 1y4n1(1, 1)) da]
Jj=20

w(t,x) = (2.14)

definida na carta (t,z) de C2.
Lema 2.23 Se w,w’ € Dy(n;r1,...,r,) satisfazem
(1) jo(w) = jo(w'), entdo
W(t,z) = @t x) + 25" Ny (L, )
para alguma I-forma holomorfa wo. Definimos K(s):=s— (N +1) e N

(i) Se além disso, H(F,,p) = H(F.s,p) parap € Ey, dada uma integral primeira
local f de F,, eriste uma integral primeira local [’ de F. numa vizinhanca
de p de forma que

fl(tx) = f(t2) + 25Ot x) (2.15)

para alguma funcgdo holomorfa h definida numa vizinhanga de p.
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Prova: Para provar (i), observe-se que na equacdo (2.14), os termos do somando
j-ésimo dependem do jato (j +1) + N + 1 de w.

Para a prova de (ii), devido & hipotese, existem f e f' com f(¢,0) = f/(¢,0)
numa vizinhanca de p = (¢;,0). Podemos supor %(p) # 0. Escrevemos h(t,z) =

f(t,z) — f'(t,x) = 3 hi(t)x" com h; holomorfas em t. Decorre do item (i) que
i>0

By Adf'y + @ Adh = Adf' =0
Do fato que @ = Adt + Bdx é regular em p, e dh = %x"dt + iz h;(t)dz

i>1
obtemos, igualando os jatos:

K(s) . K(s)—-1 O
0= —LiAh; — Ba'—t
DL 2 By
=0 =0
Por hipotese hg = 0, e portanto indutivamente hi(t) = ... = hg(s)(t) = 0. Isto
prova a afirmacio (ii). ]

Procedamos a prova do Teorema 2.13. Definimos F := Fy e F/ := F;. Da
condigdo (i) (e da (ii) também), temos ¥, = Xy = {p1,...,pny e 1p =1, = 1
Vp € 3,. No caso tratado, N := n. A prova do teorema é feita nos seguintes

passos:

Passo 1 : Construir folheagdes G e G’ em (C2,0) tais que (F,G) e (F',G') formam
pares de folheacoes companheiras com curvas de tangéncias satisfazendo as
condicoes do Lema 2.21 nos pontos de .

Passo 2 : Construir conjugacoes locais através do Lema 2.21 em vizinhangas dos
pontos de X,

Passo 3 : Estender as conjugagoes locais a uma conjugacao global.

Prova do Passo 1: Ao longo da prova suporemos s tal que j§(w) = j§(w') de-
sconhecido, e ap6s o argumento ficara claro que as construgoes que faremos fazem
sentido se s > k. Lembremos que K(s) :=s— (N +1)

Seja C; o conjunto analitico de (C2,0) tal que o transformado estrito C; de
C; por E ¢é a folha de F por p; para i = 1,...,n,00. Podemos supor, para
i=1,...,n, p; = (t;,0) na carta (t,z), onde to, = 00 e C transversal a Fj.
Equivalentemente, seja C! o conjunto analitico em (C?,0) tal que o transformado
estrito C~’Z’ de C; por E ¢ a folha de F pelo ponto p;. Sejam fi, f1:(C%0) — C
os polindmios de Weierstrass de C; e C! respectivamente. Provaremos a seguir

que para i = 1,...,n, jé((s)+2(fi) = jf(s)”(fi’). Com efeito, usando o Lema 2.23

construimos integrais primeiras locais ao redor de p;, h;, h} satisfazendo

Wit ) = hi(t, ) + 2O+, (¢, ) (2.16)
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para alguma funcao holomorfa u; numa vizinhanga de p;. Nessa vizinhanga, C; =
{(t,Qi(t)} e CI = {(t,Q}(t))} para fun¢des holomorfas @Q;,Q;. Em particular
podemos supor

0 = hi(t, Q1)) = hi(t, Qi(t)) + Qi(t) T uy(t, Ql(t))
0 = hi(t,Qi(t))

Como conhecemos a ordem do primeiro jato ndo nulo de Q; e de @), temos
i56(Q;) = i5)(Q"). Consideramos o polinémio de Weierstrass f;: fi(X,Y) =
Y2 + XYa1(X) + X2a0(X), com %%(0) # 0. Para o transformado estrito C;
temos a equacdo t2 + aq(z)t + ag(x) = 0. Portanto j%()(Q;) determina o jato
K (s)-ésimo de ag e aq e estes determinam ;7% (®)*2(f;). Procedendo analogamente
com f! obtemos

FEOR(f) = RO (2.17)
Para Cx, um argumento similar mostra que
T (foo) = RIS (2.18)

Definimos as fun¢des meromorfas em (C2,0):

2n+1 ;2271-5-1)
g=">—  §="—
[I fi I1fi
=1 =1

Desta forma, escrevendo § = go E e g = o F , temos
~ n ~
divg = (2n+ 1)Cos + Eg — Y _ C;
i=1

divg = (2n + 1)6”00 + Ey — Z C;
i=1

Em (C?,0) definimos as folheacdes G = {g = cte} e G = {§ = cte}. Multiplicando
g e g por uma mesma fun¢do holomorfa ndo nula podemos supor que (F,G) e
(F, Q) formam dois pares de folheagbes companheiras com curvas de tangéncias.
Com efeito, em cada ponto p € Ej existe uma vizinhanca U, e uma mudanca de
coordenadas H, : (Up,p) — (V,,0) C C? local tal que H(t,0) = (t — t0,0) onde
p = (to,0) nas coordenadas (t,z) e:

o H'*(F|y,) tem integral primeira & — ¢ se p € X,
o H—l*(]i-|Up) tem integral primeira £ se p ¢ %,

Temos H~'*(§) expressado nas coordenadas (f,7) numa vizinhanga de 0 tem a
expressao:
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° ﬁqﬁpsepezw
o To,sep ¢S,

para uma funcao ¢, € O?(C?,o) que depende do ponto p e da mudanca escolhida

H,. Multiplicando g por um germe de funcdo holomorfa ndo nula (X,Y) —

a4+ bX + ¢Y com valores a,b,c € C genéricos, podemos supor que a folheagdo

G := {§ = cte} é tal que (F,G) formam um par de folheacdes companheiras

com curvas de tangéncias. Procedemos analogamente para §, e a genericidade na

escolha dos a,b e ¢ permite-nos escolher valores que servem para g e para g.
Desta forma temos:

D :=tang(F,G) = 2n+1)Coo + Y _(Ci +T))

i=1

D' = tang(F',G) = (2n + 1)C. + Z(C’{ +1T7)

=1

onde T; é uma curva regular em 0 com cone tangente Y — ¢; X, e transversal a F
ea G em T;\ 0. Analogamente, 7] é uma curva regular em 0 com cone tangente
Y —t;X, e transversal a F' e a G em Ti’ \ 0. Escrevemos

T, = {(X.Y)]Y = B,(X)}
T = {(X, Y)Y = P/(X)} (2.19)

para P;, P/ holomorfas. Provaremos que j*(w) = j*(w') implica que j5)+N (P;) =
K (s)+N P:
J (F;):
Primeiro observamos que dados dois germes de funcao holomorfa u = > uy e
k>m
v = > v onde uy e vy sdo funcdes homogéneas de grau k, os jatos j*(u) e j°(v)
k>n

determinam o jato j5t™"{"m} (yy). Reciprocamente, conhecidos os jatos j°~" (u)
e j*(uv) e os valores m e n, determinamos univocamente j°~™(v). Aplicaremos
estes fatos repetidamente no argumento a seguir:

Sabemos que C; = {f; = 0} é invariante por w. Portanto temos

df; Aw = f; - H{dX A dY (2.20)

Assim, se f; tem multiplicidade r; + 1, H; tem multiplicidade N. J4 provamos que

j°(w) determina jX )i+ (f) Este por sua vez determina j% ()47 (df). Obser-

vamos que df; tem multiplicidade ;. Portanto esses determinam j& &)+t (N+D (£, F).
Como conhecemos j(K (&) Frit DEN)=N (£ "esses determinam ;K ()it D+HN)=(ri+1) () =

j(K(S)‘*‘N)(Hi)_ Escrevemos F := [] fie F' :=]] fz/
i=1 =1
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Por construcao temos

n

F2dg = f2F(dfoe = foo )

=1

dfi

=)

Portanto das definicGes,

n
Fldghnw = f2HF(He =Y H)dX AdY = fZHFHIX AdY
=1

Hi = Ho-Y B, (2.21)
i=1

Reproduzindo o argumento com as f! e w’, obtemos fungées H] e H' de forma que

n
FPgnw = f2OF(HY =Y H)AX AdY = £ FH'AX A dY
=1

n
H': = H,-) H (2.22)
=1

Por construcio jX&)TN(H) = jKE)+N(H"). Em qualquer caso, as funcdes P; e P/
definidas nas equagdes (2.19) satisfazem H (X, P;(X)) =0e H'(X,P/(X)) =0, e
jl(Pz) — jl(PZ/) = t;X. Portanto jK(S)+N(P¢) — jK(S)+N(]DZ-,).

A condigao (2.16) e o Lema 2.20 implicam que ¢; := @7,77, a correspondéncia
entre folhas de F e F’ ao redor de T}, se expressa nas parémetriza(;()es X —
(X,P(X)) de T; e X — (X, P'(X)) de T como uma aplicagdo tangente a iden-
tidade até ordem K(s).

X — X +aXx¥6) 4 (2.23)

J4 conhecemos a correspondéncias entre folhas de F e de F' proximas dos conjuntos
T; e T!. Para poder aplicar o Lema 2.21 precisamos que g e § respeitem essa
correspondéncia. Observamos que, se consideramos uma funcdo holomorfa nao
nula genérica ¢, e definimos ¢’ := §-¢ e G’ = {¢ = cte}, (F',G’) contintiam
formando um par de folheagoes companheiras com curvas de tangéncias. O lema a
seguir afirma que existe um par de fungoes g, g’ que respeita as correspondéncias
de valores ¢;:

Lema 2.24 (Lema Principal) As hipétese do Teorema 2.13 implicam que ez-
istem fungoes ¢ € O?CQ 0) € Y € Oc2y), de forma que a fungao meromorfa em
(C270)7

/ ~ /

g =9(¢+HY)

e a folheagio G' = {¢' = cte} satisfazem as sequintes condigoes:
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(*) ¢'(a) = (9)(¢; *(q), Ya € T} e para i =1,... ,n.

(**) tang(F',G') = tang(F',G) = (2n + 1)Cly + 32 (C! + TV)
=1

Prova do Lema 2.24: A idéia da prova é que as condigdes (*) e (**) definem os
valores de ¢ e 1) nos conjuntos 7. Usaremos um lema de interpolacdo holomorfa
(ver Lema A.1) para estender essas fungdes a fungdes holomorfas numa vizinhanca
de 0 em C?:

Denotando por ¢; := ¢|T{’ a condigdo (*) se expressa como

¢,_<fooos051>2"+1, S
1T —

nos pontos da forma (X, P/(X)) € T]. Agora, usando as equagdes (2.17), (2.18), e
(2.23) temos que ¢; é holomorfa e

7N es(X, P/(X))) =1 (2.24)

Se K(s) > N—1=n—1 o0 Lema A.l1 garante que a funcdo

N N ,
o) =3 (1 g opg )X @29

=1 Nj=lj#i * '

¢ holomorfa e satisfaz ¢|T{ = ¢;. Além disso, d¢(X, P/(X)) tem multiplicidade
K(s) — N. Para tratar a condigdo (+*) denotamos por t; := 9|7 e calculamos os
seus valores para que a condicao seja satisfeita:

0=dg' AWl = ¢(dg Aw')lgr + g(d(¢ + H'Y) A’ (2.26)
e esta, pela definicdo de T, é equivalente & equagao
dp A w'(q) +i(g)(dH" Aw'(g)) =0 (2.27)

para todo ponto ¢ € T.

A equagdo (2.27) define os valores de 1);. Para interpolar holomorficamente
precisamos controlar a sua ordem de anulacdo. Estudemos as ordens de anulacado
dos elementos que aparecem na equagao (2.27):

e dH'(X,P/(X)) se anula até ordem N — 1.
e ' tem multiplicidade N + 1

e dp(X, P!/(X)) se anula até ordem K (s) — N, gragas ao Lema A.1.
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Portanto se
(K(s) —=N)—(N—-1)>N-1 (2.28)

entdo as fungdes 1; (X, P/(X)) = XV ~1v;(X) para fungdes holomorfas v;. O Lema
A1 garante que

Al Al Y — 'PZ/(X ) /
¢(X7Y) _Z < ‘ ' PZ/(X)_P/(X)>¢Z(X7PZ(X)) (2'29)
i=1 “j=1,j#i J
é holomorfa e satisfaz ¥|;» = ;. A condicdo (2.28) é equivalente a pedir que
s>4N —1=k,que éa hif)étese do lema. Portanto podemos construir as fungoes
¢ e v desejadas. [

Prova do Passo 2: Aplicar o Lema 2.21 em vizinhangas dos pontos p1, ..., pn-

Prova do Passo 3: temos os pares de folheagoes companheiras (F,G) e (F',G’).
Em vizinhancas U, e UZ’7 dos pontos p € X, construimos os biholomorfismos
v,: U, — Ué definidos no Lema 2.21, lembrando que da construcao de ¢’ se
deduz diretamente que a correspondéncia Y, é a identidade. Falta definir os bi-
holomorfismos em vizinhancas do restante de pontos de Fjy:

Para cada ponto p € Ej \ {X,,00} consideramos uma vizinhanca V,, C A
de p. Sejam U, e Uzlv vizinhancas saturadas de Vj por FelF respectivamente.

Sejam 7 : Uy — Vp e 7’ : Uzlv — V), as projecoes sobre Ep ao longo de FelF
respectivamente. Em U, F e G sdo transversais em todos os pontos. Definimos
U, U, — Uy

U,y(q) = ¢ (G(a) N7 (x(q))

para pontos ¢ € U,. Ela estd bem definida e é bijetiva na imagem, porque em U,
(resp. U,), folhas de F (resp. F') e folhas de G (resp. G') se intersetam em apenas
um ponto. Ela é biholomorfa porque as folheacGes sao holomorfas.

Nas intersecoes U, N Uy # 0 com p,p’ € Ey \ 0o, os biholomorfismos ¥, e ¥,y
coincidem. Quando por exemplo p € ¥, isto decorre do fato que a correspondéncia
entre valores de § e ¢’ é a identidade. Portanto podemos definir ¥ em UpeEo\ooUp
pela férmula

U(q) = ¥,(q) se qe U,

Uma idéia intuitiva e geométrica de ¥ ¢ a seguinte: dado um par (F,G) de fol-
heagdes companheiras numa vizinhanga de A C Uy, podemos definir uma projegao
sobre Ej ao longo de F e uma projecao sobre cada um dos pontos de ¥, ao longo
de G. As condicdes sobre F e F’ garantem que essas projecoes sao compativeis
para a definicdo de um biholomorfismo.

Para o ponto p = oo, observamos que G e G sdo singulares em p (singulari-
dade reduzida com quociente de autovalores ﬁ) e nao podemos usar a mesma
definicao que nos pontos regulares. O teorema de Mattei-Moussu (ver [MM)]) salva
a situacdo, estendendo a definicdo de ¥ ao aberto U. Com efeito, a folha de F
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e (respectivamente F') por p é separatriz de G (respectivamente G') por oo, e as
holonomias de G e G’ em p ao longo de Ejy e os quocientes de autovalores em p
coincidem, permitindo aplicar o teorema.

Fazendo a implosdo de Ey, ¥ define um germe de biholomorfismo (C2,0)\0 —
(C2,0) \ 0 que estende biholomorficamente a (C2.0) usando o teorema de Hartogs.
Ele realiza a equivaléncia analitica entre F e F'. Por tultimo observamos que a
resolucao estendida de F (e de F') consiste em explodir duas vezes cada ponto de
>,. Por construcao ¥ é a identidade sobre Ejy e sobre o divisor aparecido apés
a segunda explosdo dos pontos de X,. Segundo os resultados do Lema 2.9 isto
implica que ¥ é tangente & identidade. Isto finaliza a prova do Teorema 2.13. =

2.2 Prova em Dy(n;ry,...,ry,)

A seguir indicaremos as modificagdes necessarias na prova do caso Dy(n) para
provar o Teorema 2.12.

2.2.1 Folheagoes companheiras: caso de tangéncia de ordem r > 2

Dedicaremos esta secao a estender a defini¢ao de folheagao companheira para pon-
tos de tangéncia de ordem maior, e a construir conjugagoes entre pares de compan-
heiras neste caso. Seja F = F, € Do(n;r1,...,m,) e N =r1 + ...+ r,. Diremos
que uma folheacio G definida em (C2,0) é companheira de F num ponto p € E
se F e G satisfazem as seguintes relacoes numa vizinhanca de p:

1. pe Ey\ {Z,,00}

Apés uma mudanga local de coordenadas podemos supor p = (0,0) numa
carta (u,v) e F = {du = 0}. p é ponto regular de G e a separatriz por p é a
curva v = 0. Portanto F e G sio transversais numa vizinhanca de p.

2. p=o0
Apo6s uma mudanca local de coordenadas podemos supor p = (0,0) na carta
(u,v) e F = {du = 0}. p é uma singularidade de G com exatamente duas

separatrlzes u=0ev =0 e com integral primeira holomorfa. O seu indice

™ N - Fe Q sdo transversais fora da separatriz comum u = 0

3. p € ¥, Suponhamos que tem ordem r > 2. Apds uma mudanga de coor-
denadas, podemos supor que numa vizinhanga de (0,0), F esta definida por
{f(t,z) =2 —t""! = cte}. Seja C = {f = 0}. Temos que C tangencia com
{2 =0} com ordem 7 +1. G tem integral primeira {g(t, ) = —19 = cte},
onde ¢ € (’)(C2 0y Para analisar as relacoes entre F e G precisaremos
fazer r + 1 explosdes (a resolugdo estendida de F): S = S,110---5
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onde cada S; explode o ponto p uma vez. Aparecem r + 1 divisores ex-
cepcionais com autointersegdes E? = --- = E? = —2 e Ef_H = —1. Sejam
Coo = S7HC'\ (0,0)), e Cop = S~1({x =0} \ (0,0)). As propriedades rele-
vantes de F = S*(F) séo:

Lema 2.25 (i) Ey,...,E,11,Cy sdo invariantes por F
(ii) Sing (F) = {p1,esquinas} onde e py € E,,1 ndo é uma esquina.
Todas as singularidades sio selas reduzidas.

(#ii) As aplicagoes de holonomia de F ao longo de E; das singularidades de
E; tem grau i, parai=1,...,r + 1.

E;

Figura 2.9: Estrutura de F

As propriedades relevantes de G = 5*(G) estdo contidas no préximo lema
(ver figura 2.10):

Lema 2.26 Para valores genéricos de %—f(0,0)e %(0,0)

(i) G € regular e transversal a E,11 em todos os seus pontos. E1,...,E,,Cyx,Co
sd@o invariantes por G.

(i) Sing (Q) ={q1,92, EiNEjy1 para i=1,...,r — 1} onde q1 € FE,
q2 € E, nao sao esquinas. Todas as singularidades sao selas reduzidas.

Definicao 2.27 F e G sao companheiras com curva de tangéncia em p se
satisfazem a condi¢do de genericidade do Lema 2.26

A nomenclatura se justifica pelo seguinte fato: Se F e G sdo companheiras com
curva de tangéncia em p entdo

tang(F,G) =C + T (2.30)
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Figura 2.10: Estrutura de _C’;

onde T' é um conjunto analitico regular irredutivel tangente a Cy com ordem de
tangéncia r. Cabe observar aqui que, quando as condicGes de genericidade do
Lema 2.26 nao sio satisfeitas, 7" pode nao ser irredutivel, mas ele, a diferenca do
que ocorria no caso r = 1 , € sempre nao vazio.

Sejam F e F' dois germes de folheacdo regular em (C2,0) tais que, numa
vizinhanca U da origem na carta (¢, z) as folhas passando por 0 = (0,0) possuem
uma tangéncia de ordem r+1 com a reta Eyp = {x = 0}. Suponha que H(F,0) =
H(F',0) =< h > onde h : (Egy, 0) — (Ep, 0) é conjugado a uma rotacio: h"*! =
id. Podemos repetir o argumento do Lema 2.21 para construir uma equivaléncia
entre F e F’' numa vizinhanga de 0

A equagao da folha de F (resp. F') passando pelo ponto 0¢ C = {f = 0} (resp
C' = {f’ = 0}). Consideramos as fun¢des g = % eg = %, meromorfas
em U. Suponhamos que elas definem folheagoes G = {g = cte} e G’ = {¢' = cte}
companheiras respectivas de F e F’ com curvas de tangéncias: tang(F,G) = C+T
e tang(F’,G’) = C' + T’ respectivamente. Uma diferenca importante com o caso
r = 1 é que os conjuntos T' e T” sdao tangentes a Fy com ordem de tangéncia r.
Mesmo assim faz sentido o seguinte diagrama:

T\ 0 =i T'\ 0

U\C/f = U\NC'/f!

As colunas sdo recobrimentos r:1, e a hip6tese sobre os grupos de invaridncia
garante que fila inferior é uma igualdade entre discos perfurados. Se fixamos a
imagem de um ponto (e esse ¢ um grau de libertade que temos), a existéncia de ¢
continua vem garantida pelo mesmo argumento que no Lema 2.18, e a holomorfia
do fato que os recobrimentos sdo holomorfos. Por tratar-se de discos, ¢ estende a
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um biholomorfismo @ : T — T".

Lema 2.28 (F,G) e (F',G')definidas como acima. Seja 3 : Fs — Es o bi-
holomorfismo (unico) definido por py — po, p1 — py € pa — pa. Suponha que
tang(F,G) = T + {f = 0} e tang(F',G') = T' + {f' = 0}. Nesse caso podemos
definir orr e Yg (como no Lema (2.21)). Entao

g'(prr(p)) = Ts(9(p)) VpeT (2:31)

se e somente se existe um biholomorfismo W : (C2,0) — (C2,0) tal que

(@) = flp) e
g (¥(p) = Tslg(p)) Vpe (C*0) (2.32)

( em particular V*(F')=F e ¥*(G') =G)

Prova: A necessidade da condigdo (2.31) é trivial. Para a suficiéncia, a con-
strucao da equivaléncia via elevacdo de caminhos pode ser feita sem problemas, e
a extensao aos pontos de T pode ser feita devida ao fato que as ordens dos reco-
brimentos que aparecem (seguindo o esquema da prova do Lema 2.21) s@o iguais.
Isto é, as folhas de Fede _C’; tangenciam numa curva T (o transformado estrito de
T), que corta transversalmente o divisor E,. Esta curva corta cada folha L de F
proxima de E,. em r pontos diferentes @)1, ..., Q,, devido & informacao que temos
sobre a holonomia de F. Q1,...,Q, sdo pontos criticos da restri¢cao de S*(g) a L.
Para folhas suficientemente proximas de E, todos tém o mesmo v(Q;) =¢ > 1. A
formula de Hurwitz nesse caso se escreve

2=2-(r+1)—20)_(v(g)) - 1))

qeL

Portanto obtemos v(Q;) =2 para 1 < i <rewv(q) =1Vqge L\{Q1,...,Q,} .
Isto mostra que 9|1\ (0, ,..0,} : L\{Q1,...,Qr} — C é um recobrimento de r+1
folhas sobre a sua imagem. O mesmo argumento vale para ¢’ e a prova do lema
continua de forma analoga. [

Terminaremos a sec@o definindo folheacdo companheira de um elemento de
Do(n,r1y...,Tn):

Definicdo 2.29 Diremos que um germe de folheacio G holomorfa em (C2,0) ¢
uma folheagdo companheira com curvas de tangéncias de F = F, €
Do(n,r1,...,1y) se F e G sio companheiras nos pontos p € Ey e em todos os
pontos de S5, F e G sio companheiras com curva de tangéncias.
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2.2.2 Construcao global do biholomorfismo

A prova decorre nos mesmos passos 1, 2 e 3 descritos na prova para Dy(n). A
grande diferenca com o caso em que as tangéncias sdo de ordem r = 1 é que dado
um par de folheagbes companheiras com curvas de tangéncia (F,G), o conjunto
de tangéncia entre elas é singular. Mais rigorosamente, se F € Dgy(n;71,...,7), €
denotamos N =711 + ...+ r,, temos

tang(F,G) = (n+ N +1)C + Z(Cz +T;)
i=1

onde C; sdo separatrizes e T; é um conjunto analitico em (C2,0). O cone tangente
de T; é (Y —t;X)" se C; tem cone tangente (Y —¢;X)" "1, Assim, quando r; > 1,
T; é singular!
O argumento da prova no caso de Dy(n) pode ser adaptado da forma seguinte
para provar o Teorema 2.12:
Consideramos F := F, e F' := F_. Da condicao (i) (e da (ii) também) temos
n
Yo =X ={p1,...,pn} er; =7 para i = 1,...,n. Definimos N := > r;. Seja
i=1
C; o conjunto analitico de (C2,0) cujo transformado estrito C; por E ¢é a folha
de F por p; para i = 1,...,n,00. Podemos supor, para i = 1,...,n, p; = (¢;,0)
na carta (t,x), onde to, = 00 € Cy transversal a Ey. Sem perda de generalidade
podemos supor que |t;| # |t;] se i # j. Se houver um par que satisfaz a igualdade
mudamos as coordenadas iniciais por uma transformacdo linear adequada, que
claramente preserva as hipGteses sobre as formas. Equivalentemente, seja C! o
conjunto analitico em (C2,0) cujo transformado estrito CN’Z’ por E é a folha de F'
pelo ponto p;. Sejam f;, f! : (C2%,0) — C os polindmios de Weierstrass em Y de
C; e C/ respectivamente.
Prova do Passo 1: Definimos as funcdes meromorfas em (C2,0):

(N+n+1) "(N+n+1)
0o g 00
9= ——7"> 9= n

n

I1 fi I1 7

i=1 =
Desta forma, escrevendo § = go E e g = go F , temos

divg = (N +n+1)Coo + Eo — Y _C;

=1

divg = (N +n+1)C"o + Eo — Zé/i
i=1

Em(C?,0) definimos as folheagdes G = {g = cte} e G = {j = cte}. Podemos supor
que formam dois pares de folheagoes companheiras com curvas de tangéncias (se
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ndo forem podemos multiplicar g e § por uma funcdo adequada). Desta forma
temos:

D :=tang(F,G) = (N +n+ 1)Co0 + > (Ci +T))
=1

D' :=tang(F',G) = (N +n+1)C. + Z(Cz/ +1T7)
i=1

onde T; é uma curva em (C2,0) (em geral singular em 0) com cone tangente
(Y —¢t;X)", e transversal a F e a G em T; \ 0. Analogamente, 7] é uma curva em
(C2,0) (em geral singular em 0) com cone tangente (Y —¢; X )", e transversal a F’
eaGem T\ 0. Seja ¢; = @170 a correspondéncia entre folhas de F e folhas de
F' expressada em T; e T7. Temos um grau de liberdade na escolha de ¢;, pois nao
temos fixado a correspondéncia entre os ramos de T; e 7. No decorrer da prova do
lema a seguir seré efetuada a escolha. Seja {H’ = 0} uma equaco para o conjunto
n
analitico 77 = Y T/. A dificuldade maior é provar o Lema Principal neste caso.
i=1
Felizmente o lema de interpolagdo (Lema A.1l) vale para conjuntos singulares e
obtemos:

Lema 2.30 (Lema Principal) A hipdtese j*(w) = j®(w') no Teorema 2.12 im-
plica que existem fungdes ¢ € (’)EQCQ’O) e Y € Oc29), de forma que a fungio mero-
morfa em (C2,0),

9 =9(¢+ H'Yp)

e a folheagio G' = {g = cte} satisfazem as sequintes condigées:

(+) ¢'(a) = 9(p; ' (a)), Vg €T} eparai=1,...,n.
o n
(xx) tang(F',G") = tang(F',G) = (N +n+1)CL+ > C/+T!
i=1
Prova: Usando um argumento completamente analogo & prova das equacoes (2.17)

e (2.18) provamos que para i = 1,...,n

(3)+(Ti+1)(fi) jé{(s)-i-(?”ri-l)(fi/)

jo =
Jo () = g () (2.33)
Escrevemos as parametrizagoes de Puiseux de T; e T}:
w— (W', Pj(w)) € T;
w — (w", Pl(w)) € T} (2.34)

por um argumento anélogo ao da equacio (2.10) podemos supor XN () =
GEEFN(P!). Sabemos que P/(w) = t;w™ + B;w" ! 4 ... holomorfa com B; # 0.
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Para estudar ¢; precisamos calcular os transformados estritos de T; e T, na carta
(t,z) onde 2t =Y e X = x:

E~Yw" | Pi(w)) = (t; + Biw + ..., w") =: (Pi(w),w")

E~ N w", P/(w)) = (t; + Biw + ..., w") =: (P!(w),w") (2.35)

Por um argumento de recobrimentos j4 feito mostra-se que existe w — b;(w) onde
bi(w) = > b;'»wj é holomorfa tal que
Jj=0
pi(P(w),w™) = (P'(bi(w)), (bi(w))"™) (2.36)

Na equacao 2.36 estd embutida a escolha que tinhamos entre os ramos de 7;. Sem
perda de generalidade podemos supor ¢; = 0 e b] = 1. Ao redor de (¢;,0) temos
integrais primeiras holomorfas locais h;, h, de F e F' respectivamente de forma
que

W (t,z) = h(t,z) + 5O R, ) (2.37)
onde podemos supor h(t,z) = > A;(t)x? com Ag(t) = t"t1 + ... e A;(0) # 0.
Jj=0
Assim, h(P(w),w"") = A;(0)w" + .... Da definicio de ¢; temos
h(Py(w),w") = 1 (pi(Py(w), w"")) = I (P'(bi(w)), (bi(w))") (2.38)
substituindo b(w) nas equagdes (2.37) e (2.38) temos by = b3 = ... = by (s = 0.

Isso junto com as equagoes de (2.33) implica que
- N
@i = <7f000g02- 1>n+ " . - _fi
f& L1 fiowt
é holomorfa e satisfaz
¢i(Pf(w),w") = 1+ w")g;(w)
para uma funcio holomorfa ¢;. Dado que |t;| # |tj| se i # j o Lema A.l garante

que, se nﬁ(jﬂz > N — 1 existe uma extensio holomorfa ¢ em (C?,0) das funcdes ¢;.

Para tratar a condigdo (#*) denotamos por v; := 9|7 e calculamos os seus valores
1
para que a condicao seja satisfeita:

0=dg' AN'|ry = ¢(dg A ')y + g(d(¢ + H'Yp) Ao (2.39)

e esta, pela definicdo de T/, é equivalente & equagao
dp A W' (q) +¢i(g)(dH Aw'(q)) = 0 (2.40)

para todo ponto ¢ € T/.

A equagdo (2.40) define os valores de ;. Para interpolar holomorficamente
precisamos controlar a sua ordem de anulacdo. Estudemos as ordens de anulacado
dos elementos que aparecem na equagao (2.40):
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e dH'(w", P/(w)) se anula até ordem r;N — 1, pois o cone tangente de H’' é

T -t X).
=1

3

e w(w"i, P/(w)) se anula até ordem r;(N+2), pois iV (w') = [T (Y~ X)"(YdX —
i=1
XdY).

e dp(w™, P/(w)) se anula até ordem r;( K(s) _ N), pelo Lema A.1.

Portanto se
ri(BEL Ny = (N — 1)

ART >N-1 i=1,...,n (2.41)
Tq

entdo temos 1;(w", P!(w)) = w"*N~1);(w) para funcées holomorfas ;. O Lema
A.1 garante que existe uma extensdio holomorfa v a (C2,0) das funcdes ;. A
hipotese s > (N + 1) + max{r;}(3N — 1) — 1 = k garante que as condiges
(241) e WI;(;EZ > N — 1 s@o satisfeitas. Isto termina a prova do Lema 2.30.
Prova do Passo 2: Aplicar o Lema 2.28 aos pares (F,G) e (F',G’) para construir
equivaléncias nas vizinhancas dos pontos pi,...,pn-
Prova do Passo 3: Fazemos o mesmo raciocinio que no caso de Dy(n). S6 muda o
indice da singularidade de Q e g” no ponto co. O indice em geral é ﬁ]\}ﬂ

Por tltimo observamos que, por construgdo, o biholomorfismo é a identidade
sobre Fj e também sobre os divisores da resolucao estendida de F que cortam FEj.
Portanto segundo o Lema 2.9 o biholomorfismo é tangente a identidade. (]

O biholomorfismo construido manda um par de folhegoes em um par de fol-
heagoes com propriedades prescritas, e nao controlamos se ele preserva algum jato
de ordem grande. Nem todos os biholomorfismos de (C2,0) mantém ditas pro-
priedades, e portanto nao podemos esperar que a construcao do teorema tenha
uma reciproca.

2.3 Classificagao analitica em Dy(1)

No caso de uma tnica tangéncia simples (n = 1, 7 = 1) conseguimos construir uma
folheacdo companheira sem curva de tangéncias para provar:

Teorema 2.31 Dadas w,w’ € Dy(1), Fo, ~an For < H[w] = H[W'|

Prova: Denotemos por F := F, e F' := F',. A necessidade da condigao sobre
os grupos de invariancia é 6bvia, pois a restri¢do da conjugacao entre F e F' a Ey
conjuga os grupos de invariancia.

Para a suficiéncia, podemos supor H(F) = H(F’), e (fazendo uma mudanca
linear em (C2,0)) que 5 = Xz = p é a origem da carta (¢, z) de C2.

49



Seja C (resp. C”) a folha de F (resp. F’) que passa por (0,0), e Co (resp. CL)
a folha de F (resp. J') passando pelo infinito da carta ¢ de Ey = CP!. Claramente
existem funcdes meromorfas ¢, ¢’ : C2 — C tais que

divg = 3Cos + Eg — C
divg' = 3C!y + Eo — C'

Para a construcao da conjugacgdo usaremos uma folheacdo companheira do tipo
nio genérico (descrito no Lema 2.15). Consideramos 1) : C2 — C uma funcio
holomorfa com divyy = Csn + Ey. Sabemos que existem constantes a, b € C tais que
a funcdo g(a + b)) ndo satisfaz a condi¢do de genericidade do Lema 2.15 no ponto
(0,0). Nesse caso, as folheagbes F e G = {g(a + byp) = cte} formam um par de
folheagbes companheiras sem curvas de tangéncia. Lembremos das propriedades:

Aplicando a seqiiéncia de explostes S definida na secdo 2.1.1 obtemos o dia-

grama da figura 2.11 para S*(F): Para G usando os resultados da se¢do 2.1.1, e

Figura 2.11: Estrutura de S*(F)

que estamos nas hipoteses do Lema 2.15 obtemos:
e Ey e Fj sdo invariantes por S*(G).

e S*(G) possui uma unica singularidade em Fj, no ponto do infinito da carta
(t,z) que é uma sela de indice —3 cuja aplicacao de holonomia ao longo de
Ey é a identidade.

e S*(G) é transversal a Ey e regular em todos os pontos de Eb.

e S*(G) possui uma tnica singularidade em E; (que ndo é esquina). Ela é uma
sela de indice —2 cuja aplicacao de holonomia ao longo de F4 é a identidade.

e tang(S*(F),S*(G)) = C + Cx + E; onde C e Cy, sio os transformados
estritos por S de C e C, respectivamente.
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Figura 2.12: Estrutura da companheira S*(G) sem curvas de tangéncia

Para F' achamos constantes o', b’ € C tais que a folheacao G’ = {¢'(a' +b'v)) = cte}
e o par (F',G’) sejam companheiras sem curvas de tangéncia.

Construimos a conjugacio entre os pares (F,G), e (F',G’) ao redor de (0, 0):

Apés fazer a resolugdo S*(G) de G observamos que podemos usar 0 mesmo
argumento que na prova do Lema 2.13: de um lado existe um tnico biholomorfismo
3 : Ey — Fs definido por S(ANEy) = ANEy, B(E1NEy) = E1NEy e B(CNEy) =
C N E5. Consideramos a correspondéncia entre os niveis de G e os niveisde G’ , T 3
definida no Lema 2.13. Por outro lado, a restricao de S*(g(a+ b)) a cada folha de
S*(F) tem sempre um tnico ponto critico e corresponde ao ponto de intersegio da
folha de S*(F) com a (tnical) separatriz de S*(G) transversal a F;. Ndo temos o
conjunto de tangéncias {T' = 0} do par (F,G) que produzia esses pontos criticos,
mas temos os pontos criticos na separatriz. Os pontos dessa separatriz assumem
por S*(g(a + byp)) o mesmo valor que Ej, e portanto o mesmo valor do ponto
E>NFEq, independentemente da folha. O mesmo argumento serve para F’ e a fungao
S*(g'(a'+b/'1)). Como os valores de S*(g(a+by))) e S*(¢’'(a’+b'1))) se correspondem
por T3, podemos usar o argumento do Lema 2.28 para os pares (F,G) e (F',G)
numa vizinhanca de (0,0) € A na carta (x,t), mas com a separatriz transversal
a Fj substituindo o conjunto {T" = 0}. Usando o teorema de Mattei-Moussu
estendemos biholomorficamente a conjugacdo ao conjunto C (que é mandado em
C!l.). Como a agdo do biholomorfismo sobre Ej é a identidade mas em geral ndo
é a identidade sobre E3 s6 podemos dizer que ele é tangente a AId para algum
AeCr. [

Este teorema melhora os resultados obtidos no Teorema 2.12, evidenciando o
fato que a condicao sobre os jatos nesses teoremas nao é optimal, pelo menos no
caso particular de uma dnica tangéncia simples. Esta melhora deve-se ao fato de
termos usado as folheacoes companheiras sem curvas de tangéncia. Nao podemos
estender a prova para elementos F e F' de Dy(n) com n > 1 devido a que a escolha
de modelos locais ndo genéricos para G nos pontos de tangéncia, pode resultar na
incompatibilidade deles. Isto é, a escolha das constantes a,b € C da prova do
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Teorema 2.31 pode ndo ser possivel. Em outras palavras, em geral ndo existem
folheagbes companheiras sem curvas de tangéncia para os elementos de Dy(n).
De fato os exemplos de 2.8 mostram que hi mais invariantes fora a estrutura
transversal. Para o caso n =1 e r > 1, ndo temos folheagbes companheiras sem
curvas de tangéncia, o que impede aplicar o mesmo raciocinio. Isso é coerente
com o fato que nesse caso as separatrizes (consideradas como curva) pelo ponto de
tangéncia podem ser de classes analiticas diferentes. Dito em outras palavras, o
modulo topolégico-analitico de germes de curvas planas irredutiveis com primeiro
par de Puiseux (m,m + 1) (s@o os pares associados a separatrizes de elementos de
Dy que tangenciam com Ey) com m > 2 é ndo trivial (ver [Zar]).

2.4 Corolarios

O primeiro corolario que provaremos refere-se ao estudo do espaco de moédulos
formal-analiticos em Dy, e estende o resultado de Voronin-Ortiz-Rosales ([ORV]):

Corolario 2.32 (Rigidez formal-analitica em Dy) Dois elementos de Dy sao for-
malmente equivalentes se e somente se eles sdo analiticamente equivalentes.

Prova: Sé precisamos provar que dois elementos formalmente equivalentes sao ana-
liticamente equivalentes. Partimos de F,, e F,/ em Do, € supomos que existe uma
equivaléncia formal ¢ ((C2 0) — (C? 0) tal que ¢*w' Aw = 0. Isto implica que
existe uma série formal h tal que gb* " = hw. Nao provaremos que qb converge, mas
que existe uma equivaléncia que é analitica. Apés uma mudanca de coordenadas
linear podemos supor >, = X/, com as mesmas ordens de tangéncia e 55 tangente
a identidade. Dado [ € N existem formas w; e w; tais que F,, = Fo, fwl’ ~an Fur
e tais que j'(w;) = j!(w}). Com efeito, basta tomar w; = hlw e w] = ¢[*w’ onde
iL| e ¢3| denotam truncar as séries formais até uma ordem suficientemente grande
que depende de [. Como (;3 é tantgente & identidade, (;Ab| fixa todos os pontos de
Ey e temos H(w) = H(w;) e H(w') = H(wj) para todo I. Escolhemos | > k
para o k correspondente a w. Provemos que H(w') = H(w). Seja h, € H(F,,p)
(respectivamente hj, € H(F./,p)) um gerador, onde p € &, e

w

)= hpi(t —t)" hp(t) =D bt —t,)’

i>0 i>0

seus desenvolvimentos em série de poténcias numa vizinhanca de p escritos na
coordenada global t onde p = t, € C. Dado s € N, existe [(s) € N suficientemente
grande tal que j*) (wy(s)) determina j*(h,). O mesmo acontece para wl’(s) e hy,.
Do fato que j'¥) (wys)) = 44 (wl/(s)) temos j°(hp) = j*(hy,). Isso para cada s € N.
Portanto as séries formais de h, e hj, coincidem e H(w') = H(w). Aplicando o
Teorema 2.12 a w; e wl’ com [ grande obtemos F, ~gn For- m
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Uma conseqiiéncia deste coroldrio é que as folheacGes do exemplo de Suzuki
(ver exemplo 2.5) ndo sdo formalmente equivalentes. Isto ndo deixa de ser sur-
preendente se consideramos que Camacho e Movasati em [CM]| provaram que apos
uma explosdo existe uma equivaléncia formal entre elas. O problema é que a
equivaléncia formal construida ndo pode ser implodida.

Um segundo corolério da construcao do Teorema 2.13 é o seguinte:

Corolario 2.33 (Determinacao finita de caspides multiplas) Seja C' = C1U
-+ UCy onde C; € uma cispide de tipo (ri,r; +1), r; € {2,3...} e f =0 uma
equagio genérica de C. Para k= k(2n—1;71,...,7,1...,1), se f': (C%,0) — C
holomorfa satisfaz j§(f') = j&(f) entdo exziste um biholomorfismo ¥ : (C2,0) —
(C2,0) com ¥(C) = {f =0}.

Prova: Definimos N = ry + ...+ r,. Consideramos as folheacdes em (C2,0)

]—“:{%:cte} f= Z fi(X,Y)

i>N+n
f’:{X]{,M =cte} f'= %: fX,Y) (2.42)
i>N+n

onde os f;, f/ sdo homogéneos de grau i. Depois de uma explosdo comprovamos
que, F e F’ possuem integrais primeiras holomorfas globais na carta (t,x):

ft,z) = Z ' fitr Nn(1,1) f/(t7 T) = Z xzfz'/—i-N—i-n(l?t)
i>0 i>0

Para uma equacdo f = 0 genérica, F (e portanto F') pertence a Dy. Com efeito,
se denotamos por Y —¢; X a diregdo tangente de Cj, @ S (1,t) = 0 tem as solugdes
t; com multiplicidade 7; e o restante de solugdes t},...,t, ; tém multiplicidade
1. Portanto fnin(1,t;) # 0 e multiplicando f por uma funcdo 1 + aX + bY
com a,b € C genéricos podemos garantir que fni,+1(1,t;) # 0, provando que
F € Do(2n — 1;7r1,...,7p,1,...,1). Como a estrutura transversal de F e F’
depende s6 da restri¢do de f e f/ a E, temos H (F) = H(F). O k definido satisfaz
a condicdo do Teorema 2.12 para as formas obtidas de derivar as expressoes de
(2.42), e portanto concluimos que existe o biholomorfismo ¥ do enunciado. A
construcgéo leva as separatrizes de F pelos pontos de ¥z em separatrizes de F’
pelos mesmos pontos. Portanto W({f =0}) = {f’ = 0} ]

A prova deste corolario tem o espirito da prova de Cerveau e Mattei que encon-
tramos em [CM] sobre a existéncia de determinacdo finita para germes de curvas,
no sentido que pensamos as curvas como separatrizes de folheagbes, e produzimos
uma equivaléncia entre as folheagoes. Na prova eles usam as folheacoes (ndo dicriti-
cas) determinadas por {f = cte} e {f’ = cte}, e 0o Lema de Nakayama, que garante
a existéncia de uma cota, mas ndo é explicitada. No caso tratado apresentamos
uma cota explicita para alguns casos.
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Capitulo 3

Vizinhancas Folheadas de
Superficies de Riemann

Neste capitulo generalizaremos o método de construgao de folheacoes companheiras
para continuar com a classificacdo de folheagbes em vizinhancgas de curvas analiti-
cas mergulhadas em superficies complexas iniciado por Movasati-Camacho-Sad em
[CMS]:

Seja A uma superficie de Riemann compacta de género g > 0, e A — U um
mergulho de A numa superficie complexa aberta U. Consideramos a familia de fol-
heagoes holomorfas regulares em U: F(U, A). Dadas F € F(U,A) e F' € F(U', A)
diremos que F e F’ sao holomorficamente equivalentes se existem vizinhancas
Uy Cc U, U Cc U de A e um biholomorfismo ¢ : Uy — U], que é a identidade
sobre A, e de forma que ¢*(F') = F. Estamos interessados em achar modelos de
mergulhos A — U e em descrever as classes analiticas de F(U, A). Nos casos
em que a autointersecdo de A em U é suficientemente negativa, o Teorema de
Grauert resolve a primeira questdo: todo mergulho A — U define um fibrado em
linhas sobre A chamado fibrado normal N. Por sua vez A é naturalmente mer-
gulhado em N. A pergunta que o teorema de Grauert responde é decidir quando
esses mergulhos, pensando nas superficies complexas como germes de superficie,
sdo holomorficamente equivalentes:

Teorema 3.1 (Grauert) Seja A — U um mergulho de uma superficie de Rie-
mann compacta de género g numa superficie complera U, com normal N. Se
A-A < min{0,4 — 4g}. Entdao o A — U ¢é holomorficamente equivalente a
A — N. Dizemos que o mergulho A — U ¢ linarizdvel.

Prova: Ver [CM1]. L]
Precisaremos repetidamente do seguinte lema, que constitui uma das razoes
para considerar s6 mergulhos de autointersecao negativa:
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Lema 3.2 Seja A uma superficie de Riemann compacta de género m e N — A
um fibrado em linhas sobre A com A- A < min{0,2 — 2m}. Entao a restrigdo
r: Pic(N) — Pic(A) € injetiva.

Prova: Ver [CM1]. "

Assim, nos restringimos ao caso (N, A) onde N é um fibrado em linhas sobre
A de classe de Chern bastante negativa. A autointersecdo A - A vem determinada
pela classe de Chern de N. Porém (salvo no caso em que A é de género 0) a classe
de Chern nao determina a classe analitica de N. No caso em que A tem género
zero denominamos Uy uma vizinhanca da secdo nula do fibrado em linhas N sobre
A com ¢1(Ng) = —k <0.

Uma folheagdo F € F(N, A) define um divisor de tangéncias entre F e A. A
saber, Dy = ) npp onde ¥y = {p € Ala folha de F por p e tangente a A}, e

PEXF
np > 0 ¢ a ordem de tangéncia entre a folha de F por p e A. Se A? < 0, A ndo pode
ser invariante por F. Mais ainda, pelas formulas de [Br|, ¥ é finito, e portanto
Dy e um divisor efetivo.

Por um argumento analogo ao de [K], é possivel provar que o conjunto de classes
topologicas de F(N, A) é descrito pelos conjuntos F(N, A, n;rq,...,r,) de fol-
heagbes F € F(N, A) com n € N pontos distintos de tangéncia e ordens de tangén-
cia r1,...,r, € N. Isto quer dizer que dois elementos de F (N, A) sdo topologica-
mente equivalentes se e somente se eles pertencem ao mesmo F(N, A, n;ry, ..., ).

No caso n = 0, isto &, folheacGes transversais a A em todos os pontos, os
fibrados em linhas providenciam exemplos e a classificacdo analitica foi resolvida
em [CMS]:

Teorema 3.3 Seja A uma superficie de Riemann compacta de género m e N —
A um fibrado em linhas com A - A < min{0,2 — 2m}. Toda folheagio F €
F(N,A,0) € biholomorficamente equivalente & folheagdo trivial de N. Portanto, a
classe analitica do fibrado normal determina a classe analitica da folheagao.

Prova: Apresentaremos uma prova escrita na linguagem usada neste trabalho:
O teorema de Riemann-Roch garante que existe s € I'(A, N*), uma sec¢do holo-

M
morfa de N* com divs = ) m;q; onde ¢; € A e n; € N. Dado um ponto p € A

=1
denotaremos por NN, a fibra de N sobre p e L, a folha de F passando por p. Os
divisores em N

M M
D=A+> nN, D'=A+> niL, (3.1)
i=1 =1

satisfazem que os fibrados [D]|4 e [D’]|4 sdo triviais. Usando o Lema 3.2, [D] e
[D'] sdo fibrados triviais, e existem fungoes holomorfas definidas numa vizinhanga
Ude Aem N g,¢' : U — C de forma que

divg=D  divg =D’ (3.2)
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Dado q € A\ {q1,-..,qrn} definimos os germes de biholomorfismo
Uy (Ng,q) — (Lgyq) por Wo(p) :=gly" o gln,(p) (3.3)

Eles definem um biholomorfismo entre vizinhangas (pequenas) de A\ {q1,...,qnm}
em N. A existéncia de extensao as fibras sobre os pontos ¢; vem garantida pelo
teorema de Mattei-Moussu: as singularidades das folheagoes G = {g = cte} e
G' = {g = cte} nesse ponto tém indice = e holonomia trivial ao longo de A.

Cabe observar que podemos repetir o argumento com qualquer se¢do meromorfa
s € T(A, M(N*)). Nesse caso as folheagdes G e G’ tém singularidades dicriticas
nos pontos ¢; onde n; < 0. Isso ndo constitui uma obstrucao a estender o biholo-
morfismo definido por (3.3) devido essencialmente ao fato que ambas folheagoes
apresentam o mesmo tipo de singularidade, e o conjunto de tangéncias de cada par
de folheagoes (N, G) e (F,G’) esta formado por separatrizes. Podemos expressar
esta idéia localmente dizendo que dados a,b € O(C2 0 €N € N o biholomorfismo

de (C2,0) definido por
Pab(2,y) = (za,ya"b)

manda os niveis de f'(x,y) = za(z,y) (respectivamente ¢'(z,y) = Zb(z,y)) em
niveis das fungdes f(z,y) = x (respectivamente g(z,y) = -%) e é a identidade
sobre {y = 0} se a(0,0) = 1. Porém, a hipotese sobre a autointerse¢do ndo pode
ser debilitada em geral, pois precisamos que Pic(N) — Pic(A) seja injetiva e
portanto ndo perdemos generalidade supondo que s é holomorfa. [
Naturalmente surge a pergunta sobre a existéncia de conjuntos F (N, A, n;ry,...,75)
nao vazios para n > 0. Fazendo colagens do tipo descrito na Introdugao podemos
construir exemplos prescrevendo a classe de Chern de IV, os pontos de tangéncia
e suas ordens, mas sem fixar a classe analitica de V. O seguinte teorema nos per-
mite considerar exemplos prescrevendo a classe analitica do fibrado e suficientes
pontos de tangéncia. Ele sugere um conjunto de modelos no espirito do teorema

que acabamos de citar:

Teorema 3.4 Seja A uma superficie de Riemann compacta de género g € N e
L — A um fibrado em linhas sobre A e D = nipy + ...nipr um divisor em A
com p; #pj para i # j en; > 0. Suponha k> g+1e

e ci(L)<0edegD >2—2g ou
e 0<¢(L)<g—2

Entao, eziste uma folheagdo F holomorfa regular numa vizinhanga de A, a segdo
nula de L, transversal a A em todos os pontos exceto nos pontos p1,...,pr onde
temos tangéncias de ordens n1+1,...,ni+1 respectivamente entre as folhas de F e
A. Em outras palavras, existe F € F(L, A;k;nq,...,ng) com Dr = D+p1+...+pg

56



Prova: Seja KC o fibrado canonico de A. Da condigio sobre a classe de Chern temos
a(L*®K) = —c1(L)+2g—2 > g. O teorema de Riemann-Roch garante que existe
uma se¢do meromorfa nao nula s; € I'(4, M(L ® K~1)) com divs; = —D; onde
D1 > 0. Definimos o seguinte divisor em A: D' =D- (p1+...+pg). Claramente
D" < D,degD" =degD—ke L(D") C L(D). Aplicando o teorema de Riemann-
Roch a D e D" e restando temos (D) —1(D") = k+h'(D)—h'(D"). Em qualquer
caso temos h'(D)—h'(D") > —g e portanto se k > g+1, existe f € L(D)\ L(D").
Desta forma s := % € I'(A, M(L®K™")) satisfaz div s = D—D’, onde D, D" > 0.

Observamos que deg D' = —¢1(L)+2g—2+deg D. Suponha primeiro ¢1(L) < 0
edeg D > 2—2g. A hipotese sobre a classe de Chern garante que deg D' > —c;(L).
Seja E um divisor tal que 0 < E < D' e deg E = —c¢y(L). Pelo teorema de [GH,
p.313] , existe um fibrado em linhas plano Ly — A tal que Lo ® L = [—E].
Portanto podemos considerar ¢t € I'(4, M(Lo ® L)) tal que div ¢t = —E. Em
segundo lugar, se 0 < ¢1(L) < g — 2 ,temos deg D" > ¢1(L). Seja E um divisor tal
que 0 < F < D' edegFE = ¢1(L). Um argumento similar ao anterior mostra que
existe t € '(A, M(Lo ® L)) tal que div ¢t =FE

A seguir construiremos uma folheacdo F com as propriedades do enunciado,
associada as secOes s e t construidas acima:

Seja {Uqy}acr um recobrimento por abertos de A de forma que supp divs N
(Us NUB) = 0 para todo o, € I. Em Ly escolhemos coordenadas (zq,ya) €
Us x C de forma que o cociclo que define Ly seja {cas € C*} € H ({Uas}, O%).
Seja {gas(®)} € H ({Uas}, O%) o cociclo que representa L, isto &, as fungdes de
transi¢ao satisfazem (z3,98) = (0as(Ta), 9as(Ta)Ya) = ®(Za, Ya). Decorre do fato
que t possui um namero finito de polos que t, = t|y, : Uy, — C é meromorfa com
um ntmero finito de polos e zeros. Portanto ¢/, a derivada fora dos polos de t,,
é meromorfa em U, com polos contidos no suporte de E. Em todos os casos, a
funcdo meromorfa em U, definida por:

to(z)
ta()

possui no maximo polos simples no suporte de £. Além disso,

oa(T) =

cas(Gagte + Josla) _ Gag
Cap (gaﬂta) Jap “

O'Ig =
Consideramos a 1-forma meromorfa em U, x C:

Wa(«'fonya) = dya + (Sa(l‘a) - yaaa(wa))dxa

onde s, = s|y,. Para ndo sobrecarregar a notacdo escrevemos = = z,. Usaremos
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" para designar a derivada em relacao a x. Temos

D" (wp) (7, Ya) = wp(Pap(®), Gap (T)Ya) =
= [Ya9ops(2)dr + gap(2)dyal + [55(das (%)) = 9ap(¥)ya0s(bap())ddas(v)dx] =

= gus (@) dyo + (L2 Ly (50 (G () by () ] =

! 5(@) T(%B(I))% (z)
= gaﬁ(‘r)[dya + (Sa(IE) - ya(gag(x) — 28 ta(¢>aﬁ(ac))ﬁ )daj‘] =
_ 9os(®)  caplgpgtatgasta)
- gag(x)[dya + (Sa({L’) - ya(gaﬁ(x) - cap(gapta) ))d‘r]

= 9ap (%) [dya + (5a(T) = Yaoo(r))dr] =
= gop(T)wa (T, Yo )

Sejam p, : U, — C fungdes holomorfas que definem o divisor D’|y,. Pelas
escolhas feitas de s, e 04 a 1-forma 7, (2,Ya) = Pa(T)wa(Z,Ya) € holomorfa em
Uy x C. Em Uy, NUs # 0 temos ®*ng(zq,Ya) = pagzzggaﬂ(a:a)na(a:a,ya) Dado

que os zeros de p, € pg estdo contidos em D', e suppD' NU,NUg = 0, pﬁgrgga@(w)

nao se anula e é holomorfa em U, N Ug. Por tratar-se de um espaco de dimensao
dois, 7, € integravel e define uma folheacao holomorfa singular F em L com as
seguintes propriedades:

e F ndo possui singularidades em A devido ao fato que para cada o« € I,
Na(2,0) = pa(2)dya + (Pa()sa(z))dx e os conjuntos de zeros e de polos de
s s@o disjuntos. Portanto numa vizinhanga U de A em L, a folheagao Fly é
regular.

e Nos pontos p; € suppD, F|y € tangente a A, pois 74 (pi, 0) = pa(pi)dys # 0
parai=1,...,k . A ordem de tangéncia em p; é n; + 1 onde n; é a ordem
do zero de s em p;.

e Nos pontos p € A—{p1,...,pr} sabemos que p,(p)sa(p) # 0 e portanto F|y
é transversal a A em p. Cabe observar que nos pontos de supp E as folhas
de F possuem tangéncias simples com as fibras de L.

Isto prova o teorema. [

Observemos a relacao deste teorema com a construcao dada por Lins-Neto em
[LN2]. Nesse trabalho as folheages construidas deixam a curva A invariante, mas
as idéias fundamentais sao as mesmas. Seria interessante saber se a construcao
aqui apresentada pode ser generalizada para folheacGes de codimensdao um em
ambientes de dimensdes superiores, como € o caso em [LN2]|.

Para o estudo das classes analiticas de F(N,A,n;ry,...,r,) estendemos a
defini¢do da estrutura transversal (ver Capitulo 2) da seguinte forma:
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Definig¢ao 3.5 Seja F € F(N,A,n;ry,...,ry) com Xr = {p1,...,pn} € V; uma
vizinhanga de p; em N. Consideramos f : (V;,p) — (C,0) uma integral primeira
local de F e fi = flanv,. O grupo de invaridncia de F em p; é o grupo ciclico
H(F,pi) = {h € Diff(A,pi)|fio h = fi}.

A estrutura transversal de F € o conjunto H(F) := H(F,p1)U...UH(F,pn).

Defini¢do 3.6 Dadas F e F' em F(A,N,n;rq,...,ry,) diremos que as estruturas
transversais H(F) e H(F') sio Aut(A)-conjugadas se existe um biholomorfismo
¢: A— A tal que:

° ¢(XF) =Xp
e a aplicagio definida por h +— ¢ o ho ¢! define uma bijecio entre H(F) e
H(F)

Obviamente se F e F’ sdo biholomorficamente equivalentes, H(F) e H(F') séo
Aut(A)-conjugados. Lembremos que quando o o género de A e maior que 0,
Aut(A) é um grupo finito, e portanto existem poucos candidatos a conjugar os
grupos. Infelizmente neste caso nem todos os automorfismos de A estendem a au-
tomorfismos fibrados de vizinhangas de A em N. Denotaremos por H[F] a classe
de H(F) mo6dulo automorfismos de A que admiten extensdo a um automorfismo
fibrado de N. Claramente H|[F] depende s6 da classe analitica [F] de F. Temos
um equivalente ao Lema 2.7, que mostra que se H[F| = H[F'| entdo existe F”
com F" ~g, F' tal que H(F) = H(F"):

Para terminar observamos que nos exemplos descritos no Teorema 3.4 nio
temos controle sobre a estrutura transversal das folheacoes construidas, e portanto
nao podemos esperar que esses exemplos sejam um conjunto completo de modelos
de representantes para cada classe analitica.

3.1 Classificagao analitica em F(A, N;1,1)
Nesta se¢do estenderemos o resultado do Teorema 2.31 da seguinte forma:

Teorema 3.7 Seja N um fibrado em linhas sobre uma superficie de Riemann
compacta A de género g <1 tal que ¢1(N) < —g. Sejam F,F' € F(N, A) tais que
#H(F) = 2. Entio F é analiticamente equivalente a F' se somente se H[F| =
H[F.

Prova: Ao longo da prova suporemos, abusando da linguagem, que N é uma
vizinhanca suficientemente pequena da secao nula A do fibrado N — A.

Apés uma mudanca de representante na classe analitica podemos supor H (F) =
H(F"). Do teorema de Riemann-Roch e do fato que N n#o possui pontos base
(c1(N) < —2g nos casos tratados) podemos considerar s € T'(A, M(N)) com
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p ¢ supp sediv s=—(ripi+...+r,p,) onde r; € N. O divisor D = 2p em
A satisfaz 1 = deg(D — p) > 2g — 2 pela condicdo sobre o género de A. Usando o
teorema de Riemann-Roch de novo temos que existe f € £L(D) \ L(D — p) e por-

m
tanto a secdo + € I'(A, M(N)) satisfaz div(3) = 2p — > si¢; para alguns pontos
i=1

g€ A\pes; €N
Seja C (resp. C') a folha de F (resp. F') que passa por p, e Ly, (resp. L) a
folha de F (resp. F') passando por um ponto ¢; € A\ p. Sejam

m m
E=) siLy+A-C E =) sL +A-C
=1 =1

divisores em NN. Por construcao a restricao a A dos fibrados que eles determinam
sobre IV é o fibrado trivial em ambos casos. Usando de novo o Lema 3.2, podemos
afirmar que existem funcoes meromorfas h, h' : U, — C tais que

divh = E divh' = F'
Consideramos (de forma analoga ao argumento do ultimo pardgrafo) ¢ : N —
n
C uma fungado holomorfa com div ¢ = ) r;L, + A. Sabemos que existem
i=1
constantes a,a’ € C*, b,b' € C tais que a fungdo h(a + b)) (resp. h'(a’ + b'y))
define uma folheacao G = {h(a + b)) = cte} (resp. G' = {h/(a’ + V') = cte}) que
¢ companheira sem curvas de tangéncia de F (resp. F') no ponto p. Seguindo o
argumento do Teorema 2.31 construimos uma correspondéncia na vizinhanca de p

através dos valores de g e ¢’. Dado que G e G’ sdo folheagdoes numa vizinhanca de
A em N, essa equivaléncia estende a uma vizinhanca de A em N usando:

e a correspondéncia entre valores de g e ¢’ ja descrita para estender a equiv-
aléncia as fibras de F sobre A\ {q1,...,qm}

e o teorema de Mattei-Moussu para estendé-la aos conjuntos L, onde ¢; é
uma singularidade de indicie ;—1 de G e também de G’ e as holonomias de
ambas folheacoes ao longo de A e em ¢; sdo triviais.

[

O argumento ndo estende para géneros maiores porque em geral ndo temos
ht(p) = h'(2p). Para os divisores da forma D = 2p em superficies de Riemann de
género arbitrario que isso seja satisfeito, o argumento se aplica.

3.2 O caso CP!

No caso em que A =2 CP! é mergulhada A — U}, com autointersecio —k < 0
podemos estender os resultados obtidos no capitulo 2:
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Lembremos que Uy € a superficie complexa definida por duas cartas (¢,z) e
(y,u) de forma que t = %, x = yuF para valores de u # 0. Consideraremos Uy,
como germe de superficie complexa numa vizinhanga de A = {x = 0}. Sabemos
que A pode ser implodida. Quando k& # 1 obtemos uma superficie singular mas
temos um modelo biholomorfo dela que nos permite trabalhar:

Lema 3.8 Fizamos k € N e ( uma raiz k-ésima primitiva de 1 (ou ( = 1 se

k =1). Consideramos em (C?,0) a agdo definida por [(X,Y) = (¢X,CY). Eriste

2
um biholomorfismo o : U, \ A — w que faz o diagrama seguinte comutar:

((C270) ..... . Uk
x é(r
(€2,0)

1

onde (t,z) = p(X,Y) = (%, X*) define uma aplicagio holomorfa k : 1 de C*\{X =
0} sobre Uy \ A, e w: (C%,0) — (CQT’O) ¢ a proje¢do candnica.

Prova: p estende holomorficamente a C? \ 0. Para provar isso, observamos
que mudando de cartas em Uy, a expressdo de p ¢ (u,y) = p(X,Y) = (3,Y*). A
imagem de p é U \ A. Temos também p(I(X,Y)) = p(X,Y). Isto implica que
existe uma funcao holomorfa ¢ definida no enunciado tal que 0 o p = 7. Ela é 1:1
porque tanto p como o sdo k : 1. Portanto o é um biholomorfismo de Uy \ A na
imagem . |

Isto nos permite interpretar funcoes, formas e folheacées em U, como funcoes,
formas e folheacdes em (C2,0) que preservam I, e viceversa, transportar objetos
em (C2,0) invariantes por I a objetos em Uy. Tratemos primeiro das funcdes:

Dada uma funcdo holomorfa f : (C?,0) — (C,0) de forma que fol = f
sabemos que todos os coeficientes dos monémios XY/ do desenvolvimento em
série sdo nulos exceto, talvez, os que satisfazem que ¢ + 7 = 0 mo6dulo k. Assim,
f(X,Y)= > fi(X,Y), onde f; sdo polinémios homogéneos de grau jk, e fy,, # 0.

j>m
A formula = L
ity = 1120
define uma funcao holomorfa em Uj. Inversamente, dada uma funcéo g : U, — C
holomorfa com deg(§(t,0)) = n, podemos definir uma funcio holomorfa em (C2,0)

:L-m

9(X,Y) = X" - (gop(X,Y))

Claramente f = X" (f o p), e se h = X" - (§o p), entdo h = §.
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Para a definicio de uma folheacio F em Uy, basta uma 1-forma w em (C?,0)
de forma que
Ironw=0. (3.4)

Dita condigao implica que [*w = fw para alguma funcdo f € Oc2 ). Do fato que
I* = id, iterando a condicdo (3.4) temos

FXY) - fIX,Y) - fUPXY)) - fUMHXY)) =1 (3.5)

Aplicando esta igualdade na origem temos f(0,0)* = 1 e portanto existe [ €
{0,...,k — 1} tal que f(0,0) = ¢!. Escrevemos g(X,Y) := @, e gl (X)Y) =

, , k=1
(g(I'(X,Y)))’. Da equagdo (3.5) temos [] g/ = 1. Numa vizinhanga de 1 € C
i=0
escolhemos um ramo da raiz k-esima denotado por ()% de forma que 1 = (1)% A

1-forma 7 := ( H gk 1= ’)kw satisfaz I*n = ¢'n. Com efeito,

1
I | gf.;.ll ‘ gw gl k | | gf.;.ll ‘ kw

1 1
= k ! | | 954_12 ‘ kw | |gk 1 kw Clﬂ (36)

Desta forma qualquer folheacdio em Uj, tem uma forma em (C2,0) que a representa
€ que se escreve como
Z Wm+jk

Jj=0
para algum m € N, onde w; € uma 1-forma homogénea de grau i.

Nos estamos interessados nas folheacoes regulares em Up. Portanto nos re-
stringimos aos representantes delas:

n
Definigao 3.9 Fizadosk,n,ry,...,r, € N* definimos N = > r;. Seja Dg(n;rl, .

i=1
o conjunto de 1 — formas w dicriticas em (C2,0) tais que
(i) I*(0) = (V2
(ii) Fo:= 0" (%) € F(Up, Asmiry, ... om)
Cabe observar aqui que D§(n;71,...,7,) € o conjunto de formas w tais que F, €
Do(n;r,...,7rn), segundo a notagao do capitulo 2. O seguinte lema prova que todo
elemento de F (U, A;n;r1,...,7y,) possui um representante em D’g(n; TlyevuyTh) €

calcula a sua multiplicidade algébrica:
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Lema 3.10 Para cada F € F(Uk, A;n;11,...,1m0) existe w € DE(n;r1,...,m) tal
que F = F,. Além disso a multiplicidade algébrica dos elementos de Dg(n; T1yeensTn)
é N+ 1.

Prova: Pela formula de Brunella (ver [Br]), o fibrado normal de F, Nz satisfaz
Nr-A=—-x(A) —tang(F,A) =-2—-N
Portanto se @(t,z) = Y 27[A;(t)dz + Bj(t)dt] ¢ uma 1-forma holomorfa que de-
J=0

screve F na carta (¢,z), a 1-forma u
em A= {y =0}. Assim,

N+25(1, yuk) ¢ holomorfa sem singularidades

1 1
U,N+2 ( 7yu N+22y (J+1) kA u)dy
7>0

ROy A () — 2B ()]

Portanto A;(t) e Bj(t) sdo polinémios de graus n; e m; respectivamente, sat-
isfazendo:

N+1+(G+1k
N + jk

n; <
m; <
Observemos que mg = N, pois as solucdes de By = 0 sdo os pontos de tangéncia
entre F e A contadas com multiplicidade. Escrevemos A_;(¢) = 0 e definimos para
J=0:

B.(t
QjkrN41(t) = Jk( )

Piken+1(t) = Ajo1(t) = tgjrena(t)

Observamos que os graus de ¢4 n+1(t) € pjk+n+1(t) s80 menores que N + 1+ jk,
e portanto denotando [ = jk+ N + 1

Y

P(X,Y) = lez(y)

QXY = Xlg (=

%) (3.7)

sa0 polindmios homogéneos de grau [ = kj + N + 1 nas variaveis (X,Y’) quando
eles nao sao exatamente nulos.

o(t,z) = Z 27 [kqjps N1 (t)dt + (PG40 kN1 () + g0k N1 (E)dx]  (3.8)
j=0
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Fazendo o pull-back de @ por p, observamos que

XN+2 XN+2 Y

L *~ - k —
wX,)Y) = e = w(X,X)
1 , Y Y
= > XN Hkgi v () (- dX +dY) +
k = X X

Y Y _
+(Xp(j+1)k+N+1(}) + YQ(j+1)k+N+1(§))ka dX]
Y
= _QN+1(X7Y)YdX+

+ 3 Qikrn+1 (X, Y)AY + Py n (X, Y)dX
Jj=>0
= Z(ij+N+1(X, Y))dY + Pjryn+1(X,Y)dX (3.9)
Jj=>0

Do fato que my = N, temos que a multiplicidade algébrica de w é N + 1.
I*(W)(X,Y) = ¢(N*20(X,Y), ja que os coeficientes sdo polinémios homogéneos
de grau equivalente a N + 1 médulo k, e d((X) = (dX, e d(CY) = (dY. Por
counstrugao, F, = F. [
Inspirados no argumento da prova do Lema 3.10 fazemos a seguinte defini¢io:

Definigdo 3.11 Dadaw = Y (P;dX+Q;dY) € DE(n;r1,...,my) onde Pj(X,Y),
jzm

Q;(X,Y) sdo polinémios homogéneos de grau j = N + 1 mddulo k, definimos o

éclaté divisé de w como a 1-forma holomorfa:

- ; 1

Bt ) = 2 [Qjpyn1(L,t)dt + E(P(j+1)k+N+1(1at) + tQ(j+1)k+N+1(1, 1)) dx]
Jj=0

definida na carta (t,x) de U.

Aplicando o argumento do Lema 3.10 ao éclaté divisé obtemos:

XN+2

w(X,Y) = pro(X,Y)

e portanto ]-:w = Fs.

Lema 3.12 Se, w,w’ € DE(n;ry,...,7,) satisfazem j§(w) = j5(w'), entdo

~ _ s—(N+1)
Ww(t,x) =w(t,z)+x  *  wot, )
para alguma 1-forma holomorfa we. Definimos K(s) := # eN

Prova: Observe-se que na equagao (3.10), os termos do somando j-ésimo dependem
do jato (j+ 1)k + N + 1 de w. ]
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Definigao 3.13 Dada w € D’S(n;rl, ...,T) definimos a estrutura transversal de
w como H(w) = H(Fy).

Usando a interpretagdo dos elementos de F (U, A) como germes de folheagoes
singulares na origem de (C2,0), podemos estender o argumento do Teorema 2.12
para provar o seguinte:

Teorema 3.14 Sejam F = F,, e F' = F,, folheacdes tais que w,w’ € DE(n;r1,...,7m0)
e k= (N+1)+ kmax{r;}(3N — 2). Suponha

(i) H(w) = H(w").
(#6) j§(w) = j§ (')
Entao F, ~an Fuor

Dito em outras palavras: Sejam F € F(Uy, A;n;ri,...,m) e I(F) = {u' €
DE(n;ry, ..., m)|H(F) = H(F./)}. Os elementos das fibras da aplicacao
g& L I(F) — M

onde M = w sao todos analiticamente equivalentes. Quando a curva
A tem género g, conjecturamos o seguinte:

Dada F € F(N, A;n;ry,...,m,) onde N — A é um fibrado em linhas que
satisfaz ¢1 (V) < min{0,2—2g}, seja I(F) := {F' € F(N,A;n;r1,...,r)|H(F) =
H(F')}. Entao existe uma aplicacdo

jI(F) —CM

onde M < oo depende s6 de k,n,ri,...,r,, cujas fibras estdo constituidas por
folheacOes analiticamente equivalentes. O problema quando a curva ndo é racional
é que nao temos o espago de jatos das formas na origem para construir a aplicacao.

Do ponto de vista de classificacio de singularidades de folheacdes em (C?,0) os
elementos de D’O“(n; T1,...,Ty) definem singularidades dicriticas que sdo singulares
ap6s uma explosdo (portanto ndo pertencem ao conjunto Dy definido no Capitulo
2). O Teorema 3.14 providencia uma classificagdo para ditas singularidades.

Para a prova usaremos repetidamente o resultado seguinte:

Teorema 3.15 Dado D um divisor efetivo em Uy existe uma fungdo holomorfa
f:Ur — C tal que divf = D se e somente se D- A =0

Prova: Segundo o Lema 3.2 a aplicagdo de restricdo Pic(Uy) — Pic(A) € injetiva.

Como A é racional, a classe de Chern de um fibrado determina sua classe analitica,
e portanto o fibrado associado a D é trivial se e somente se D - A = 0. [
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Prova do Teorema 3.14: Consideraremos ¢ uma raiz k-ésima primitiva de 1
(se K = 1 entao ¢ = 1). Sejam I(X,Y) = ((X,(Y), o e p construidas como
no Lema 3.8. Definimos F := F3 e F' := F-. Da condigdo (i), temos que

n
Dy = Dp = 3 (ri + )i, € Sy = Sy = suppDy
i=1
A Prova do teorema é feita nos passos 1, 2 e 3 descritos na secao 2.1.3.
Prova do Passo 1:

Sejam C’l, e C,, as folhas de F em Uy, que tangenciam com a curva A com
ordens r1+1,...,r,+1 nos pontos p1, ..., p, € A respectivamente. Podemos supor
pi = (t;,0) na carta (t,z). Ao longo da prova suporemos s tal que jij(w) = j§(w’)
desconhecido, e ap6s o argumento ficard claro que as construgbes que faremos
fazem sentido se s > k.

Seja Cso a folha de F pelo ponto (0,0) da carta (u,y) e E := {u = 0}
Escolhendo m;,l; € N para cada i € {1,...,n} de forma que m; —;k+r;+1=0,
garantimos via o Teorema 3.15, que os divisores D; = m;E+1; A+ C; sao principais.
Isto ¢, existe uma fun¢do holomorfa f; : U, — C tal que divf; = D;. Note-se
que os coeficientes m;, l; € N s6 dependem da classe de equivaléncia topologica da
folheacao, e que podemos supor que 0 < m; < k para todo ¢. De forma similar,
o divisor (X" mi)E + (N +n+ k)Co + (3. 1;) + 1)A = divfs, para uma funcdo
holomorfa fo : Uy, — C. Deﬁmmos fi(X)Y) = fio p(X,Y). De fato, podemos

escolher f;(X,Y) = X™mi(ymitl 4 Z LX) XTHIIYT) com o holomorfas,
que seria o equivalente do pOhIlOIIllO de Weierstrass de Cj, o pull-back de C; por

p, adaptado para ser invariante por I. Desta forma podemos definir a fungdo
meromorfa em Uj:

que satisfaz

divg = (N +n+k)C Z

O conceito de folheagdo companheira nos pontos de A (ver definigdo 2.29) continua
fazendo sentido. Sem perder generalidade podemos supor que a folheagdo G = {g =
g o p = cte} é uma folheagdo companheira para F com curvas de tangéncias. Se
nio forem multiplicamos por uma fung¢do holomorfa néo nula adequada.

Sejam Cl, .. C as folhas de F’ em U} que tangenciam com a curva A com
ordens r; +1,...,7, + 1 nos pontos p1,...,p, € A respectivamente, e C” a folha
de F' pelo ponto (00,0). Por um argumento analogo ao da secdo 2.1.3 podemos
escolher f’ U; — C holomorfas tais que div f] = m; E+1; A+C’ parai=1,...,n,
divfl, = (. mi)E + (N +n+k)C + (32 1;) + 1)A de forma que, deﬁmndo as
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funcdes holomorfas em (C2,0) f/(X,Y) := ', 0 p(X,Y), temos

(s—(N m;+r; (s—(N m;+r;
j(() (N+1)+m;+ +1)(fi) _ j(() (N+1)+m;+ H)(fz‘/) (3.10)
parat=1,...,n.
Definimos a fun¢do meromorfa em Uy:
.
g = noo

2131 '

X

Em Uj, consideramos as folheacoes G = {j = cte} e G = {j = cte}, e em (C2,0)
consideramos as folheacdes G = {g := jop(X,Y) = cte}, e G = {§ := jop(X,Y) =
cte}. Pela construcio, (F,G) e (F',G) sao pares de companheiras com curvas de
tangéncia.

Desta forma temos:

D :=tang(F,G) = (N +n+k)Coo + > (C; +T})
=1

D' :=tang(F',G) = (N + n+k)Cl + > (C{+T))
i=1

onde T; é uma curva em (C2,0) (em geral singular em 0) com cone tangente
(Y —t;,X)", e transversal a F e a G em T; \ 0. Analogamente, 7] é uma curva em
(C2,0) (em geral singular em 0) com cone tangente (Y —¢; X )", e transversal a F’
eaGemT/\0. Seja ¢; = ¢, a correspondéncia entre folhas de F e folhas de
F' expressada entre T; e T). Podemos repetir o argumento da prova do Lema 2.30,
mas agora precisamos controlar que a fungéo (¢ + H't) construida seja invariante
por I. Com esse fim, provaremos que as parametrizagoes de Puiseux de T; e T
sao da forma seguinte:

w — (W', w" Py(wk)) € T,
w — (w",w" P (wh)) € T! (3.11)

onde P; e P! sdo fungdes holomorfas numa variavel com j5 )4V (p) = jKE)+N(pry
e P;(0) = t;. Para provar as equacoes (3.11) basta considerar a parametrizagao
na carta (t,z) do transformado estrito de 7;: w — (P(w),w") com P(w) =
t;+ A;w™ +. .., e fazer as mudancas de varidveis adequadas. Para provar a relacdo
entre os jatos basta controlar os jatos de um par de equagoes que definem T; e 17,
por exemplo as que surgem de dg Aw = 0, e dg A w’ = 0 usando um argumento
analogo ao de (2.34).
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Portanto os quocientes que aparecem no Lema A.1 s3o invariantes por I. As

funcoes
61 = (f‘”o% ) 11/

i=1 ZOSOZ

sao obviamente invariantes por [ devido ao fato que ; o I = I o ;. Para poder
interpola-las precisamos que max{r T > N — 1. Nesse caso a funcao holomorfa ¢
que as interpola é invariante por I. Para poder interpolar as funcoes 1; definidas
por

de AW'(q) + Pi(q)(dH' Aw'(q)) =0

a uma funcao v precisamos controlar os jatos de anulacdo das v¢; e que todas elas
tenham a mesma ordem de simetria em relagdo a I. O segundo fato é satisfeito
pela definicao das 1);, e essa ordem de simetria satisfaz que H'vy é invariante por I.
Para o controle dos jatos usamos as mesmas afirmacoes de (2.41), mas lembremos

s—(N+1)
k

que neste caso K(s) = . A cota para s é:

s> (N +1)+ kmax{r;}(3N —2) =: &

Isto termina a prova do Passo 1.
Prova do Passo 2: Aplicar o Lema 2.28.
Prova do Passo 3: Em relagdo ao caso k = 1 s6 muda o indice da singularidade de
G e G’ no ponto co. O indice em geral é ﬁNlJrk
Isto finaliza a prova do teorema 3.14. [
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Os Teoremas apresentados nesta tese provam que para as folheagbes de Dy e a
generalizacio a F (U, CP!) existe um invariante analitico de tipo funcional (a
estrutura transversal) e uma quantidade finita de valores numeéricos (associados
ao jato) que nos permitem decidir se dois elementos sdo analiticamente conjuga-
dos. Apesar de nao constituir uma prova, os resultados indicam na direcdo que
o restante de invariantes sdo numéricos e em numero finito. A vantagem princi-
pal em relacdo aos trabalhos existentes ([K],[M],[ORV]), radica no método usado
para a prova dessas afirmacoes, que abre uma brecha na futura identificacao e in-
terpretacao geomeétrica desses invariantes e eventualmente permitird determinar as
formas normais (para folheagoes de Dy). No caso ndo trivial mais simples provamos
que a estrutura transversal é o tinico invariante.

Ao longo do texto citamos algumas questées que continuam abertas, e que
constituiriam uma continuacdo natural deste trabalho. A saber:

e Decidir se, fixada a estrutura transversal e a classe analitica da curva re-
dutivel formada pelas separatrizes tangentes ao divisor médulo biholomorfis-
mos tangentes &s simetrias da estrutura transversal, determinamos comple-
tamente a classe analitica da folheacao. Caso contrario, identificar o restante
de invariantes.

e Interpretar geométricamente e estender ao caso geral a definicao do invariante
¢ definido em [ORV] para elementos genéricos de Dy(n).

e Determinar um critério de existéncia de representantes com integral primeira
Liouvilliana nas classes analiticas de Dy em termos, por exemplo, da estru-
tura transversal.

e Generalizar o resultado obtido para superficies de Riemann de género qual-
quer mergulhadas em superficies complexas: mostrar que para elementos
de F(U, A) com estrutura transversal fixada existem um namero finito de
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pardmetros numeéricos que permitem decidir se dois elementos sao analitica-
mente equivalentes.

Generalizar a construcao de exemplos em F (U, A) dada no Teorema 3.4 para
folheagoes de codimensdo um em ambientes de dimensao superior. Na mesma,
linha generalizar os teoremas de determinagdo finita nesse caso também.

Estudar a influéncia dos resultados no caso de CP! mergulhado com autoint-
ersecao positiva. Por exemplo folheagGes regulares numa vizinhanca de uma
reta em CP? e relacdes dos resultados locais com a estrutura global da fol-
heacdo singular obtida ap6s extensdo ao espago todo. Nesse caso estudar as
folheagOes cuja estrutura transversal tem estrutura de grupo, e ndo apenas
de pseudogrupo.
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Apéndice A
Lema de Interpolacao

Apresentaremos aqui uma adaptacao aos casos que nos interessa de um Teorema
de Interpolagdo de Funges Holomorfas devido a Cartan (ver [Car]):

T‘i—l i
Lema A.l Paracadai€ {1,...,n}, sejaT; = {(X,Y) € C}|Y"i+ > o ;(X)Y? =
5=0
0} um germe de conjunto analitico irredutivel . Seja x — (z"i, P;(x)) a parametriza-
cao de Puiseuz de T; e v; :~Ti — C uma fungdo com v;(0,0) = a € C (independe
de i). Suponhamos que Pi(x) = Ajz" + ... para A; € C com Aj* # A'* se
i#jei g ke{l,...,n}, equevi(x" Py(x)) = a+ bzl + ... é holomorfa. Se

=t

l:= mzni—i > (Y. ri) —1=: N —1, entdo existe uma fungdo holomorfa v € O 2 o

=1

tal que
° v, =i
o dv(X,Y) = X"Nn(X,Y) para uma 1-forma holomorfa .

Em outras palavras, v estende holomorficamente a uma vizinhanca de (0,0) em
C? as funcgoes v; definidas nos subconjuntos analiticos 7; (de dimensdo 1).

Prova do Lema A.1: Escolhemos para cada i € {1,...,n} um ramo ()712 da
raiz r;-ésima, definidos num disco. Seja (; uma raiz r;-ésima primitiva da unidade.
Cada T; possui r; ramos. Indexamos com j o conjunto de todos os ramos da soma T’
de todos os T;: Seja 9 := 0 e para j € {1,..., N} definimos P;(X) = PZ-(CZ.D]X%')
onde [j] =3j— (7"0 + ... +Ti_1) se j € {7“0 + .o+ r+ 1,00+ ...+T¢}.
Claramente (X, Pj(X)) € T. A expressao

N .
W3, = Y ([] oo e X, PX)) (A1
i=1  jAi V" J
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define uma fun¢do univaluada e continua em (C2,0) com v(p) = v;(p) para p € T;.
Com efeito, observemos que, se escrevemos X = re' para t € [0,27) e r € (0,¢)
temos que

tli%l v(re®Y) = v(r,Y) (A.2)
—2m
Isto é devido ao fato que existe uma permutagdo o do conjunto {1,..., N} que

nao fixa nenhum elemento e de forma que limy_or Pj(re™) = P, (r). Portanto,
o limite (A.2) s6 permuta os somandos da expressdo (A.1l), sem alterar o valor
da soma. Assim, até agora v é uma funcdo continua e trivialmente holomorfa em
(C2,0)\ {X = 0} . Provaremos que as condigdes adicionais do lema garantem que
v é holomorfa em (C2,0).

Definimos K := M(X) o corpo de fun¢des meromorfas na varidvel X, e K seu
fecho algébrico. Por construgao as fungdes P;(X) pertencem a K, pois sdo raizes
de polinémios de K[Y]. Sabemos que P; # P se i # j. Portanto o polinémio de
K[Y] de grau N — 1 definido por

N

(Y — P(X))
( ( J )a) —a (A.3)
2 U mm=ra

tem N raizes diferentes, e portanto é nulo. Dito em outras palavras, a interpolacdo
da funcdo constante a € C definida nos 7; é a funcdo constante a em (C2,0).
Da condigio Aj* # A’* se i # j obtemos que |P;(X) — Pj(X)| = |X||hi;(X))]
para uma funcdo continua h;; tal que h;;(0) # 0 e |hi;(X)| acotada inferiormente
numa vizinhanga de 0. Das condigbes sobre v; obtemos |v;(X, Pi(X)) — a| <
|X|V=1h;(|X|) para fungdes reais continuas h; definidas numa vizinhanca de 0.
Assim,

N .
)=l =13 (I g J(Jf()j())wxx,a()c))—a)
=1 J

\Y utt >| .

2:1

=2

IY P X[

| Vi (| X)) Eem X —0 (A.4)

Mz

i:l

quando (X,Y) — (0,0). De forma similar mostra-se que para Y; pequeno,

lim  v(X,Y)=(a+ Yy Z II— h 0))) (A.5)

(X’Y)—>(07Y0) i=1 ]7&2

Portanto v estende continuamente a (C2,0) e ela é holomorfa em (C2,0)\{X =
0}. Conseqiientemente ela é holomorfa em (C2,0).

72



N—1 ,
Para a prova de (ii) escrevemos v(X,Y) = > aj(X)Y7 onde ap(X) —a e
5=0
a;(X) s@o holomorfas em X. Pelo argumento da equacao (A.4) elas se anulam até

ordem | — (N — 1) para j = 1,..., N — 1. Desta forma,

ov nd ] .
8_Y(X’Y) = ja;(X)y7!
j=1
v n—1 ) ;
ax(XY) = Y di(X)Y (A.6)
j=1

Ambas derivadas se anulam até ordem | — (N — 1) — 1 = [ — N na variavel X.
dv(X,Y)

Escrevemos 7 := —=x. [
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