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F ∈ F(U,A)
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i
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p ∈ A
��������2 6&7LH:������2 AC�*�

H(F , p) = {h ∈
!q6��

(A, p)|f ◦ h = f}

AM�����52 �4�@6&7LH:��������$�A ��6&����6&���5A ��6&�E6&H�6&K���%'��$-�������.!Q�5$-�+0(��$
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(C, 0)

� �x���:� ����6&��2M��$
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i1�+� ]:�

ΣF
�<0���7�].2 7LH:�rPSV'7 6&H:�LR1� �9AC��7LH:����� �
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R�i�!5��V'7 6&�����q���L���(�����w�v���T�(���'�v�����h�t�(�'���
�
F

0��������E0���7�].2 7LH:�

H(F) =
⋃

p∈ΣF

H(F , p)

�+�
φ : (U,A) −→ (U,A)

[g2 � a 6&%'��$-�������.VM����� |
�g�:2 A_�������
F ′ = φ∗(F)

|���7LH�=��
φA := φ|A

0���7�].2 �L�b���50���7�] 2 7hH:���
H(F)

�
H(F ′)

|C6-��H:�b[
φ(ΣF ′) = ΣF

�fAM�����`0(���'�
h ∈ H(F ′, p)

|
φA ◦ h ◦ φ−1

A ∈ H(F , φ(p))
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H[F ]
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AC�h� ����������7h2 7'0�68����2 � 0����:��$8k���6-�T� � �������:���4� § ; 2'�gA �:�(K����:��������7'� j ��A N&H�2 $-�
£ �
�����t�_��� ����� � ��� (#��(���$���	 4�*'"  �0  &  0�� 3 ( ,  $'"

D0
� � 4�( & $90 $'"%$'&�3546&3� $

D0
& +�4 	/4 * �

"  �0#"%$'&�3($ $.2/.1(1>  0 $'& 3($)& & $ $�& 4 "%$'&�3($'& $	$90 $)&'&=+�4  &  0 ( 3 ( ,  "%$'&�3($	$.2/.1(1>  �0 $ &�3($)& �
•
�q� �:����2 7'� � 0����:��$8k���6-�W� �O���������pH:�����:���4�W�:�
�:��$8��0�6-��7M�W0���� �OH�����aM��$&%'�W� �
j ����K��(��2^��
^��H�H:��6
��� � j 
 �v�:��a �:�f��� ��H:�����E6&7M��)(=���V'7 6&H��4� �5!�2 7')�*+���~%'��$-�������.c
!/���(|
�����:�������.!Q���w|,�����������?� �b0�2 ��K����(|,��H:0�i !@�f�:����2 $&H���� �����tV'���4��� ; 2'�b��F+6-�:H:�
2 �4�f0���H�������a �:�q����]���H:��� ; 2'�q� ��H:�����E6&7M�g�:�@���x��aG]���H:���"H�����H���� ���y��=��<a 6&%'��$-�������.c
VM0(������7hH:��� ; 2 6&K���$-��7hH:���(i
n@�?0(���:�E� �<0�2 ��K���� ; 2'���>=��g����AM������H���6&l(���u� �<��$-������7hH:���u� �

D0
0���7'�:����2 6&�����q�'���

0���H����~��FGA $&N-0�6&H����(| ; 2'���:BE� ��AC��7'� �����'�?0�$8���:���5H:��A_��$-B���6-0(�4� �?���������<� �<0�2 ��K�� �
�����t�_��� ����� ) � � $ 3($9* " ( &  ���+ 4 � & ( 3  �� $ ,	� & * (���$)& ":.10 3 ( * 0  6& � � $
&  C = C1 ∪

· · · ∪ Cn
4 & ��$

Ci 
 .�"  ,	� & * (���$ ��$ 3 ( * 4 (ri, ri + 1)
4 &���$

ri ∈ {2, 3, . . .}
$

f = 0
. "  $.2 .  �� +�4���$'& 
 *9( ,! ��$ C ���  �*� κ := κ(2n − 1; r1, . . . , rn, 1 . . . , 1) 
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& $
f ′ : (C2, 0) → C

�14�0 4 "�4�*
	  �&  3 ( &1	  �
jκ
0 (f ′) = jκ0 (f)

$ &�3,+�4 $.-�( &93($ . " /9(1�14�0 4��
"�4�*
� & "�4

Ψ : (C2, 0) −→ (C2, 0)
3  &�� $'&�3($ � (���$'&�3 (��  �� $�,�4 "

Ψ(C) = {f ′ =
0} �

nq� 0(��A N&H�2 $-�O¡T������H������:������� ; 2'�bAM�����^��������2 $&%'���
A −→ U

� �b2 �4� ��2 AC���.!�N-0�6-�
� �gzu6-���4��7 7s0����EAM��0�H��b7L2 �4�`��2 AC���.!�N-0�6-�g0����EA $-��F'�\��a_����H��b0���� ��2 H:��6&7LH:���:�:��)(=��Y0���7Gc
H��:��$8���'�
�:���EA �:�EAC�+� ��������0���7'��H���2 6&����$-������7hH:���

F ∈ F(U,A)
0���� 0���7�] 2 7hH:�

ΣF
�:2Gc

VM0�6-��7LH:������7LH:�g������7'� ��A �:��V F ��� � i !����:�������~H����fa_[�� 2 �4�?����7'������$&6&lw��)(=��b� ���������:���4�
£ �
� �h�M���h�p�	� � $
&  L .�" �3//*� �� 4 $'" 0 ( & �� 6&'& 4 /9*!$ .�"  &). * $9*
	 � ,/( $ ��$ � ( $'"  & & ,�4 "%�
*  �, 3  A ��$ ���'& $9* 4

g ≤ 1
3  �0�2/.
$

c1(L) < −g � � $
&  " F ,F ′ ∈ F(L,A)
3  �( &�2/.
$

H(F) = H(F ′)
$

#H(F) = 2 ��: & 3,+�4 F 
  &  �0 ( 3 ( ,! "%$'&�3($	$.2/.1(
>  �0 $'&�3($  F ′ �
nq��0(���:����� ; 2'� A ∼= C

� 1 �5�:����2 6&7hH:�~��a'�:����K���)(=��5A_�����E6&H:��c/7'��������7'������$&6&lw���x� �������:���4�
§ �
�+� ]��

A −→ Uk

�b��������2 $&%'�
� �
A

7M�b�:��)(=��b7L2 $8�`� �
Uk

| �rV'a ����� �\� �?�@��AG!"�:��a �:�
A0���� 0�$8���:�:�`� � j %'����7

−k < 0
iWn@���:�:�b0(���:�^A_�+� �������?6&�EA $-�+�G6&�

A
�`��a H:�������E2 �4�

��2 A_���.!#N-0�6-�<��6&7 ��2 $8���q�52 �Ja 6&%'��$-�������.VM�����

σ : Uk \ A −→
(C2, 0) \ 0

I
��7'� �

I ∈
!@6��

(C2, 0)
H:��� ���:� ���

k
P�K���� � �y� � ��R�i

� �h�M���h�p� / �  ��  6&���.
 6&����
	 4�* "  6&��14�0 4 "�4�*
	  �&
ω
$
ω′ $'" (C2, 0)

� $
� & ( &���4�	 4�0��
� $  ���� $)&

Fω
$
Fω′

,�4 " .�"  &)( &���.10� *)(��  ���$ ( & 4�0� �  $ 3  �( &32/. $
I∗ω∧ω = 0

$
I∗ω′∧ω′ =

0
��$
� & ( "�46&

F̃ω = σ∗(Fω/I)
$
F̃ω′ = σ∗(Fω′/I) �9� $

� (��
F̃ω, F̃ω′ ∈ F(Uk, A)

� ( (��
H(F̃ω) = H(F̃ω′)

$ ��$'& 4 3  "�4�&
N :=

∑

p∈ΣF̃ω

rp

� (+( (��"! $'"�46&  �& $���.1( & 3($�(#��.
 �0$�  ���$%� $'&  3546&)(

jκ0 (ω) = jκ0 (ω′) *  �*  κ := (N + 1) + kmax{rp}(3N − 2)

$'&�3,+�4
Fω

$
Fω′

& +�4� &  �02( 3 ( ,! " $ &�3($ $ 2/. (
>  �0 $'&�3($9& �
�q����6&�
|_AM�����b�r���.!Q�����b� �fzu6-���4��7 7

A
|�V F ���'�`�r����H���2 H�2 ���bH�����7'��K����:����$/|����50�$8���:�:���

��7M��$&N&H�6-0(���T� �
F(Uk, A)

A_�+� ��� �:���\AM����������H���6&lw���'���TA_���\2 � ���:AM��)�� � �s�G6&����7'��=��
V'7 6&H��Gi
�
�����T��2 AC���.!�N-0�6-���g� �4zu6-���4��7 7W� �r����7'���:�T����a 6&H���k���6-� 0���7�]���0�H�2 ��������� ; 2'��6-���:�
��0���7LH:��0���H����fa_[��
i ! A �:��a $-���4�Y�`����H:��7'� ���g�bA �:�(K��`7'���:�:�E0(���:�Y[ ; 2'�?7M=��\H:���������
���h� ��$-�����

(C2, 0)
AM�����?A_�+� ���92'�����~�������4�4� � j ����H���7T� ���:0���6&H:��7'� �uA ��7'�G6-0���i

§ £



� ����H�����H:[���68� ; 2'�"2'�����:�������,AM�����qA �:�(K����1����H:�����:���4���10���7'��6-�:H:�"��� ��0�%M����0���7'�G6-)�*h���
��2GVM0�6-��7LH:���"AM�����g�<0���7'��H���2')(=��%��$ 4 " 
 3 *9( ,! 4� �u2 � a 6&%'��$-�������.VM�����?�'���:����2 6&7LH:�q!Q�����4� �

�
6dFG�������?�
��������2 $&%'�
A −→ U

�4� ��6-�g��$-������7LH:���
F

�
F ′ � � F(U,A)

�4��2 AC��7Gc
%M������� ; 2'� H(F) = H(F ′)

i � 2'���:�������b0���7'�:H���2 6&�r2 �U���������T� �Ya 6&%'��$-�������.VM�����
Ψ : (U,A) −→ (U,A)

0����
Ψ(p) = p

AM�����sH:�+� �sAC��7LH:�
p ∈ A

|y�
� �
!#�����4� ; 2'�
Ψ(Lp) = L′

p

��7'� �
Lp

P��:���:A�i
L′

p

R"[��f!Q��$&%M�?� �
F

P��:����A�i
F ′ RxAC��� p i�h2 A_��7 %M������� ; 2'�5��FG6-��H:�@2 �J0���7�] 2 7hH:�gV'7 6&H:�

R ⊂ A \ ΣF
|G6&7LH:��6&�:���

{np ∈ Z
∗}p∈R�5!�2 7')�*+���9�����:�������.!/���

g, g′ : U −→ C
����H�6-�.!/��l(��7'� �*�

�G6&K
g = A+

∑

p∈R

npLp −
∑

p∈ΣF

Lp

�G6&K
g′ = A+

∑

p∈R

npL
′
p −

∑

p∈ΣF

L′
p (∗)

nq�����:�u0(���:� |+�'��� �
p ∈ A \ {ΣF , R}

|
g|Lp : (Lp, p) −→ (C, 0)

�
g′|Lp : (L′

p, p) −→
(C, 0)

� ��V'7'���I�����������9� �@a 6&%'��$-�������.VM����� ixzu���G2 l�6&7'� �����"Kh6&l�6&7 %M��7')(���u�:�~!Q���yA �:��0�6-�:�
A_�+� �������u� ��V'7 6&�

φ|p : (Lp, p) −→ (L′
p, p)

A_���
φp(q) = g|

′−1
Lp

◦ g|Lp(q)
i !5����H��?!#�����4�G|

��a H:�������
φgg′ : U ′ −→ U ′′ 2 � a 6&%'��$-�������.VM�����
��7hH��:�E�G2M���5Kh6&l�6&7 %M��7')(���

U ′ � U ′′ � �
A \ {ΣF , R}

���
U
i ! ��aG].��H�6&K��^[r��0�%M���?0���7'�G6-)�*+���fAM����� ; 2'� φgg′

����H:��7'�'�
a 6&%'��$-��c
�����.VM0(������7LH:�r�r2 �4�bK+6&l�6&7 %M��7')(�`� �

A
ig�+�?� ��V'7 6&���������@!Q��$&%'�(��)�*+���

G = {g = cte}�
G′ = {g′ = cte}

|���a'�:����K�������� ; 2'�E�b0���7'��H���2')(=��\� �
φgg′

�4��7'�'�
F|U ′

���
F ′|U ′′

�
G|U ′

���
G′|U ′′

i,n5=��E[<�G6d!#N-0�6&$ A �:�(K���� ; 2'�5AM����� g �
g′

����7'[���6-0����w|

F
G

A A

p1

p3

p4

Lp4
Lp1

Lp2

Lp3

p1

p2

p1 ∈ ΣF

p2, p3 ∈ R ����� np2
< 0, np3

> 0

p4 ∈ A \ {ΣF , R}

Tp1 Tp1

p3

p4

p2

�
6&��2 ��� § i £ ��!q68���������4���q� �
F

�
G

D :=
H���7 �

(F ,G) =
∑

p∈R

|np|Lp +
∑

p∈ΣF

(Lp + Tp)

D′ :=
H���7 �

(F ′,G′) =
∑

p∈R

|np|L
′
p +

∑

p∈ΣF

(L′
p + T ′

p)

§ ¡



��7'� �
Tp \p

[92 �4�f0�2 ��K��5H�����7'��K����:����$ �
F

�q�
G
AM���:����7'� ��A_���

p
|L�
T ′

p \p
[~2 �4��0�2 ��K��

H�����7'��K����:����$v�
F ′ �<� G′ AM���:����7'� �?AC��� p i
�5��7'����6-0(������7hH:�

Tp
�
T ′

p

H���7 ����7'0�68��� 0���� �
0�2 ��K��

A
i

�h2 A_��7 %M������� ; 2'�p��FG6-��H:�s2 �4� ��FGH:��7'��=�� a 6&%'��$-�������.!Q�
Ψ

� �
φgg′

�
U
i 	,7LH�=��

Ψ(D) = D′ iq�
����0���7'��H���2')(=�� |CAM����� p ∈ ΣF ∪ R
|
Ψ(Lp) = L′

p

�
Ψ(Tp) = T ′

p

i �q$-[��
�G6-�:�:�<H:������� ; 2'�u�:� fp

�
f ′p

��=���6&7LH:��������6-�"A ��6&����6&�����"$-�h0(��6-�"� �
F

�
F ′ �:����A_��0�H�6&K�������7LH:�

���E�:��� ���u� �
p
|GH:�������u�>��H�6-�.!#��6&H����q�?0���7'�G6-)�*h���q�:����2 6&7LH:���.�

f ′p(Ψ(q)) = fp(q)

g′(Ψ(q)) = g(q)
AM�����?H:�+� �?A_��7hH:�

q ∈ Tp (∗∗)

!@6&H:�b���}��2 H������5AM��$8�(Kh�����(|v��6&��2M��$-�'��� �
H(F) = H(F ′)

6&�EA $&6-0(� ; 2'�fH:�������52 �4�
� ; 2 6&K���$���7'0�68� 0(��7���7 6-0(�^��7LH��:�\���?����AM��)����?$-�+0(��6-�g� �r!Q��$&%M���

α :
Tp

F −→
T ′

p

F ′

i !��^0���7Gc
��H���2')(��� H:�������`2 �4�O� ; 2 6&K���$���7'0�68� ��7hH��:�s���b���:AM��)����b� �Y!Q��$&%M���

β :
Tp

G −→
T ′

p

G′

i �
��F+6-��H���7'0�68�4� ����F+H:��7'�>=��

Ψ
6&�EA $&6-0(� ; 2'� Ψ|Tp : Tp −→ T ′

p

6&7'�G2 l
α
�
β
7'��� ; 2'�+0�6-��7LH:���

�:����A_��0�H�6&K����wirn@�<�����4�T£Gi £ �\A �:�(K����:������� ; 2'�����:H��\0���7'�G6-)(=��Y[��:2GVM0�6-��7LH:�rAM�����
�\��F+c
6-��H���7'0�68�E� �<��FGH:��7'��=��*�
3 �h�O� 6 �  ��  �&

F ,F ′ ∈ F(U,A)
, 4 "

H(F) = H(F ′)
$
g, g′ : U −→ C

	9.�& ��� $)&
" $/*-4 "�4�*
	  6&%��$ � & (��  6&:,�4 "�4  �,/( "  � : -�( &93($:.�"  $.- 3($'& &=+�4 //( �14 0 4 "�4�*
	  Ψ

��$
φgg′

 
U
& $ $�& 4 "%$'&�3($�& $  ,�4 &���( ��� $9& ��$

(∗∗)
& +�4�&  3 ( &1	 $9(+3  �& �

�q����6&�
|h���xA �:�(K���� ; 2'�9!/���:�������xaM���:��68���?c �:�@��� 0���7'�:����2 6&�"A �:�(K����"����F+6-��H���7'0�68�f� �
g�

g′
����H�6-�.!/��l(��7'� �E���90���7'�G6-)�*h���

(∗)
�

(∗∗)
i � 2M��7'� �?7M=�� ��AM���:��)(���J0����EA_��7'��7hH:���~� �

H���7 ����7'0�68�`� �4H�6&AC�
Tp

�r0���7'�G6-)(=��
(∗∗)

[�K���l�68�G|C�?�40���7'�G6-)(=��
(∗)

�L������7LH:� ; 2'����FG6-��H:�
�E��F+H:��7'�>=�� i
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� �������	��

� �

��� ��� ����� � � ��� ���	� 
 ��� �
� � �������

�+� ]��
ω(X,Y ) = a(X,Y )dX + b(X,Y )dY

2 � ���������s� � § cQ!#�����4� %'��$-�������.!/� ���
(C2, 0)

0���� 2 �4�5��6&7 ��2 $8����6-�'��� �~6-����$8���'�����
0
�90���� A ��6&����6&�:�y]:��H:��7M=�� 7h2 $-�

ων 6= 0
i

	,$8�O� ��V'7'�^2 �4�p!#��$&%'�(��)(=�� ��6&7 ��2 $8��� ; 2'�^� ��7'��H����:�������`AC���
Fω

i !q6&�:������� ; 2'� ω [
�G6-0���N&H�6-0(���:�

ων(R) = 0
��7'� �

R = X ∂
∂X

+ Y ∂
∂Y

[<�E0(���EA_�������G68��$/i
�+� ]��

E : C̃2 −→ (C2, 0)
|9� ��FGA $-����=��s��� ,Gi 	,� 0(����H������

E(t, x) = (x, tx) =
(X,Y )

�
E(y, u) = (yu, y) = (X,Y )

i9�+�
ω
[<�G6-0���N&H�6-0(�G|_�

1
cQ!Q�����4��� ��V'7 6-�'�E7M��0(����H��

(t, x)
A_���

ω̃(t, x) = E∗ω(t,x)
xν+1

|�� ��V'7'�42 �4�
!Q��$&%'�(��)(=��T����H�2 �����'�T7h2 �4�
K+6&l�6&7 %M��7')(�^� �

E0 = E−1(0) ' C
� 1 i
��� ��7'��H��������~AC���

F̃ω
i

�\���,�v� �5� � ��� ��� $
� & ( "�46&
D0

,�4 "�4 4 ,�4 &)&9.�&�354 ��$ 	 4�0�� $  ���� $)& � ( ,/* � 3 ( ,! �&
Fω

$'"
(C2, 0)

3  �( & 2/.
$
F̃ω 
 *!$���.10� * � 4 &/354 
 


� � �h6&7 � F̃ω ∩E0 = ∅

� ��� & 	 4�0��� 6& ��$ F̃ω
&=+�4 02( &  6& $ .�"�& � "%$9* 4 � & ( 354 ��$90  6& * 46&)& � $'" ,�4 &�3  354%��$ 4 * ��$ "

r(pi) + 1 ≥ 2
,�4 "  ,/.1* >  

E0
& 46& * 4 & 3546& ��4 ,�4 &)&).�&�354 {p1, . . . , pn} =: Σω =

ΣFω ⊂ E0 �

p1

p2

−→

F̃ω
Fω

E0

�
6&��2 ����£Gi § �"	�FGA $-����=��E� ��2 ����$-������7LH:�4� �
D0

§ ¥



�\���,�v� �5� � ���8��� "  $.2 . (
>  �0 �'& ,/(  �	 4�*'"  �0 $'"
(C2, 0) 
 φ = (φ1, φ2)

$'" 2 .
$
φ1
$
φ2&=+�4�& 
 *)( $)& 	 4�*'"  �( & &  6& >  �*9(���> $9( & (X,Y )

��$
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��$/* "%$ ��$���4 "%$ 4 "�4�*
� & "�4
φ
� $

(C2, 0)
2 .
$ "  & �   	/4 0
�� �& ��$
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n, r1, . . . , rn ∈ N
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(t − ti)
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ω(t, x) = dx − f ′(t)dt
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0���� ���qA_��7hH:���
[x : y : 1]

� �
C
� 2 | (x, z) 0����

[x : 1 : z]�
(y, z)

0������
[1 : y : z]

i
η
AC�h� �4�:���f����H:��7'�G6-�'�^�\2 �4�
!Q��$&%'�(��)(=��

F
���

C
� 2 0�2�]:�

��F+A �:���:�>=��E7M���~��2 H������u0(����H����u[+�

z(x− z)dx+ x(1 − x)dz

−(−y + y2)dz − z(y − z)dy

!@��V'7 6&�����
P0 = [0 : 0 : 1], P1 = [1 : 0 : 0], P2 = [0 : 1 : 0], P3 = [1 : 1 : 0], P4 = [1 :
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H���$
6&7LH:��������$�A ��6&����6&���Gi
������a ��������� ; 2'�<���u��2 H:�������.VM�:�����@� �

E0
H�����������H���2 H�2 ����� �4����2 A_�

PSL(2,C)� ; 2'�u0(���'�<��$-������7LH:�
φ0 ∈ Aut(E0)

A_�+� �~�:���1���:H:��7'�G6-� ��0������<a 6&%'��$-�������.VM�:���g�52 �4�
Kh6&l�6&7 %M��7')(�T���
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0��h���:� ��7M���'���@���
(C2, 0)
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3 �h�O� ��� 6 �  ��� 6&
F
$
F ′ $'" D0(n; r1, . . . , rn)

3  �( & 2/. $
H[F ] = H[F ′] 
 $.-�( &93($'. "  ":. �  &��  � $ ,�4�4�* � $'&  ��  �&�0 ( & $  �*

φ : (C2, 0) −→ (C2, 0)
3  �0 2/. $

H(F) = H(φ∗(F ′)) �
�u�4�TAC������2 7LH��T7M��H�2 ����$9[`� ��0�6-�G6&�?���4AM�����T���?��$-������7LH:���

Fω ∈ D0(n, r) n ∈ N
|

r ∈ N
n | H[Fω]

� ��H:�����E6&7M�50����EA $-��H�������7LH:�q�@0�$8���:���"��7M��$&N&H�6-0(�
[Fω]

�'�q!Q��$&%'�(��)(=�� i��
�����
n = 1

�
r = 1

�@�:����AC����H��5[~�tV'���4��H�6&K����x!Q���:�������x�@A �:�(K��57M�5�:��)(=��<£Gi ¡Gi��
�����
n ≥ 2

���
�:����2 6&7LH:������F ���EA $-���5������H������ ; 2'�?�4�:����A_���:H��4[g7'���L��H�6&K���� ��F+6-��H:��� 0�$8���:�:������7M��$&N&H�6-0(���
�G6d!#���:��7hH:���u0����I�:��A �:���:��7hH���7LH:��� ; 2'�5AC���:��2'��� 6&7LH:��������6-�9A ��6&����6&�����u�����:�������.!Q���w| ��0����
����H���2 H�2 ���EH�����7'��K����:�>��$�6-����7LH�6-0(� �
�����+� #��S� ����� 5 �����h� #
���M� �
�X�f�v�w�_�h��� 7
�v6dF'�������

n ≥ 2
iTn@�Y0(����H��

(t, x)
� �

C̃
2 0���7'��6-� �����������?AM�����Y0(���'�

i = 1, . . . , n
2 �

A_��7hH:�
pi = (ti, 0)

|��
ri ∈ N

i !5��V'7 6&�����
p(t) =

n−1
∏

i=1
(t−ti)

ri
�
P (t) =

∫

(t−tn)rnp(t)dt
0����

P (0) = 0
i,n5�g�������4�E0(����H��E0���7'��6-� �����������5���y!Q��$&%'�(��)�*h���

F̃ = {P (t) + x = cte} F̃ ′ = {P (t) + x(1 + p(t)) = cte}
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����H:��7'� ��� �O!Q��$&%'�(��)�*h���
%'��$-�������.!Q���\�:����2 $8���:���T���
C̃

2 |q�s� ��7'���E6&7M�������
F =

E−1∗(F̃)
�
F ′ = E−1∗(F̃ ′)

����!#��$&%'�(��)�*+���g��6&7 ��2 $8���:��� ; 2'�4��$8���g� ��V'7'��� ���
(C2, 0)

i
	,$8���\���G�E6&H:��� 6&7hH:��������6-�`A ��6&����6&�����r�����:�������.!/���

f(X,Y )
�
f ′(X,Y )

0���� � ��7'���E6dc
7M��� ���

Xr1+...+rn+1 i
!5����6&K���7'� �r���~��FGA �:���:�:*+���9� �4PQ£Gi ¡�Ry[@!/��0�6&$�AC���:0���a_��� ; 2'� F ,F ′ ∈
D0(n; r1, . . . , rn)

�
ΣF = ΣF ′

ib�v��$8�T� ��V'7 6-)(=��T�'�Y����H���2 H�2 ���\H�����7'�:K����:����$@P�AC�h� �������
2'�������u�:����H���6-)(=������@�G6&Kh6-�:�����'�q6&7LH:��������$GA ��6&����6&���q��$-��aM��$SR�|

H(F) = H(F ′)
i �~V'���4�������

; 2'�qAM�����<K���$-���:���"����7'[���6-0����y� � ti
|
F

�
F ′ 7M=��g��=��g��7M��$&6&H�6-0(������7hH:��� ; 2 6&K���$-��7LH:���wi1�
�����

�
A �:�wK��YA �:��0�6-�����:�������E� �r��7M��$&6-�>���E�T��)(=��T� ���ga 6&%'��$-�������.VM�������E� �
(C2, 0)

7M���f�:���.c
��$&2')�*h���u��� � ; 2M���'���u� � F �

F ′ i
�¢��a'��H���2')(=��r��AM���:��0���A_��$-�g!/��H:�
P ; 2'��0���7 %'��0�Nv��H�����K�[��
� � �'i,�yi 
^��H�H:��6SRg� � ; 2'�\��F+6-�:H:��� ��� ;�� ��7'0�68����� �\��FGA $-���:*+���E�`a 6&%'��$-�������.VM�������4� ���
�G6&Kh6-�:���:���@� ��$8��� ; 2'��7M=��r����H:��7'� ��� 0�������a 6&%'��$-�������.VM�����\�E7'��7 %h2 �4��K+6&l�6&7 %M��7')(�r� �
�G6&Kh6-�:���(i

!���� �T2 � a 6&%'��$-�������.VM�����
φ : (C2, 0) −→ (C2, 0)

� ��V'7 6&�����
φ̃ : C̃

2 −→ C̃
2 �

a 6&%'��$-�������.VM����� ; 2'�9�:���:2 $&H��<� �u���:H:��7'� ���"�
C̃

2 �<$-��K���7LH�������7LH:�
φ̃(p) = E−1 ◦φ◦E(p)AM�����

p ∈ C̃
2 \ E0

i � �:����H���6-)(=��Y� �
φ̃
�
E0

[E2 �e��2 H:�������.VM�����^� �
E0

P#�EAC�h� �������
6&7LH:����A �:��H���� �b0������4��2 H:�������.VM�����4� �

C
� 1 R�i

3 �h�O� ��� 0 � (��
φ̃|E0 = Id⇔ dφ(0) = λ · Id *  �*   �0 � . " λ ∈ C

∗ �
� ( (�� � $ dφ(0) = λ 4 � $ ,�4 &�&9( � $9*� "�4�& p ∈ E0

$
r ∈ N � � & $.2�� �'& , (  "��$�$.-��

* 0 46& � $)& S(p,r)
��$
� &�( �  ( &���.�3 (
>  "%$'&�3($��  & $���.1( & 3($ 	 4�* "  (

S(p,1)
,�4 &�&9( &/3($ $'"

$.- * 0 4���( * .�"  %> $�� 4 * 4 &�354 p 
 $ S(p,i) = S(p,i−1) ◦S(p̂i,1)
4 &���$

p̂i = S−1
(p,i−1)(p)∩

S−1
(p,i−1)(E0 \ p)
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�  �.�354 "�4�*
� & "�4 ��4�� (1>$( &/4 * $.-�, $ * ,/( 4 &  �0 D = E0 +D1 + . . .+Dr
 �& &/4�,/(  ��4  

E ◦ Sp,r
��$
� & ( � 4 $'" ,! ��  ,�4 " * 4 & $'&�3($�(+*9* $.� .13��
> $90 Di * 4�*)(

φ̂i = (E ◦ S(p,i))
−1 ◦ φ ◦ (E ◦ S(p,i))|Di

: Di → Di i = 1, . . . , r

: & 3,+�4   ���+�4�� $ φ̂i
$.- * * $)&)&  ��� &  6& , 4$4�*.��$'&  ��� 6& $ " 2/. $

p̂i 
  4�*9(#� $'"�$� 
4�.�3 *  	$9&=2/.1( &  
 4�( &)� & ( 354 
 " .1023 ( * 02( ,! * * 4�* λ *  �*  i ≥ 2 � j20(φ)

� $/3($9*'":( &  
φ̂1 �

: " *  �*93 ( ,/.10� * φ 
 3  &���$'&�3($ � ( � $'&�3 (��  ���$�& $ $ & 4 "%$'&�3($�& $
φ̂i 
  (���$'&�3 (��  ���$

*  *� i ≥ 2 �
� *-4�>  ( 	1��0��:��K��������

φ = (φ1, φ2) = (
∑

Pi,
∑

Qi)
��7'� �

Pi, Qi
��=��\AC��$&6&7����E6-���f%'��c

��������7'�����T� �s������2
i
7M���
K�����68k�K���6-�

(X,Y )
� �

C
2 i !5��V'7 6&�����

pi(t) = Pi(1, t)
�

qi(t) = Qi(1, t)
i 	1�:0��:��K��������

φ̃
7M�E0(����H��

(t, x)
�

φ̃ = (φ̃1, φ̃2) =

(

∑

i≥1
xi−1qi(t)

∑

i≥1
xi−1pi(t)

,
∑

i≥1

xipi(t)

)

�
�����r�gA �:�(K��E� �
(i)

�

φ̃|{x=0} = Id⇔ t = φ̃1(t, 0) =
q1(t)

p1(t)

� ���
p1,

� ���
q1 ≤ 1 ⇔

p1(t) = λ ∈ C
∗ q1(t) = λt⇔ dφ(0, 0) = λ

�m�

�
�����r�gA �:�(K���� �
(ii)

2'�>���:�������u���GAM�����E� ��7'��H����@� ����6&K����'�E��� �:��$8��)(=��4���EAM����Z�����H��:�
��� � ; 2M��� � i !@���:H��f!#�����4�G|'[@!/k�0�6&$�A �:�wK���� ; 2'�

dφ(0, 0) =

[

p1 p′1
q1 q′1

]

(0)

dφ̃(t0, 0) =

[

q′1p1−q1p′1
p2
1

q2p1−q1p2

p2
1

0 p1

]

(t0)
PQ£Gi �hR

!5���u� ����6&K����'���q�:����2 7'�'���u� �
φ̃
�:B?A �:��0�6-���������q��F+A $&6-0�6&H����.�

∂2φ̃1

∂t2
(t0, 0) =

−2p′1(q
′
1p1 − q1p

′
1)

p3
1

(t0)

∂2φ̃2

∂t2
(t0, 0) = 0
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� 2M��7'� �
(t0, 0)

[�2 � AC��7LH:�EV F ��AC���
φ̃
A_�+� �������~�:��AC��H�6&�q�4A �:�h0������:�4� �f��F+A $-����=��

7'���:�:�5AC��7LH:� i
�h2 A_��7 %M�������<���������

dφ(0, 0) = λ
� �_i 	,7LH�=��bAM�����4H:�h� �

t0 ∈ C
|
φ̃(t0, 0) = (t0, 0)

i
	�F+A $-�+�G6&�:�������E�:��AC��H�6-�'������7LH:�
�^����6&�����

t0 = 0
i j ��7'��6-� �����������E���?� ���:��7LK���$&K+6&����7Gc

H:������� �:[���6-�E7h2 �4�`K+6&l�6&7 %M��7')(�
� �
(0, 0)

�
(φ̃1, φ̃2) = (

∑

P̃i,
∑

Q̃i)
��7'� �

P̃i, Q̃i
�>=��
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A_��$&6&7����E6-���E%'����������7'�����r� �b������2
i
7M���?K�����68k�K���6-�

(t, x)
� �

C
2 i !5��V'7 6&�����

p̃i(s) =
P̃i(1, s)

�
q̃i(s) = Q̃i(1, s)

i"�q�>��7'� �4���~� ; 2M��)�*h���~� ��PQ£Gi �hRyH:�������

dφ̃(0, 0) =

[

1 q2(0)
λ

0 λ

]

=

[

p̃1 p̃′1
q̃1 q̃′1

]

(0)
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�q�:�:6&�
| ; 2M��7'� �~��F+A $-�+�G6&�������9����6&�������'�90(����H��
(t, x)

�:����2 7'� �u��� 0��+���:� ��7M���'���
(s, t) −→

(t, st) = (t, x)
�E��)(=����:��a �:�<�E�G6&K+6-�:���~� ���:���?��FGA $-����=��E7M��0��h���:� ��7M���'�

s
[

s 7→
λs

1 + q2(0)
λ
s
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�,A_����H���7hH:�~V F'�9�9����6&������� �17'�(K�� i !qa'�:����K�������� ; 2'�16-��H:��]:k"A �:�(K�� ; 2'� j2(φ)
� ��H:�����E6&7M�

φ̂1
i
�
�h� �������
6&H:���������~A �:�+0����:�:� i �X��)(���@� �q$-��K���7hH�������7LH:��� �

φ
���@�G6&K+6-�:��� ; 2'�x��AM���:��0��

7'���:����2 6&7LH:�<6&H:������� �4� ��AC��7'� �<�'�g�4��H���6&l~]:��0���a 68��7M�E���
p̂i

; 2'��� ��PQ£Gi ¦�Ry[
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1 0
0 λ

] PQ£Gi���R
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6&H:�������������q�?A �:�+0����:�:�E���:����0����EA_����H�������7hH:�r�:�5�:��AC��H:��i�� �:�:�f!Q��6C!#��6&H:�?AM�����
t0 = 0

i
�
�����

t0 6= 0
0���7�] 2 �L�������

φ
0���� 2 �4�4��2'�'��7')(�b$&6&7'�(���

Mt0

� �
(C2, 0)

0�2�]:�r��)(=��
���

E0
�:� ]�� V F ���4�O6&7GV'7 6&H:�O�'�O0(����H��

(t, x)
�
H��:�+0(���

t0
0����

0
i !5��V'7 6&�����

φt0 =
M−1

t0
◦φ◦Mt0

i !qaLK+68������7LH:�
dφt0(0) = λ

�m� i �uA $&6-0(�������,���������@�q������2 ����7hH:�<��7LH:����6-���1�
φt0

A �:�wK���7'� � ; 2'� λ � ��H:�����E6&7M������)(=���7'���1�G6&K+6-�:���:������AM���:��0�6-� ���y��ACB��,�G2M������FGA $-���:*h���wi
j2(φt0)

� ��A_��7'� �Y� �
j2(φ)

|y�\A_����H���7hH:�O����H:�
D $&H�6&���p� ��H:�����E6&7M�W�s��)(=��O7'�s�:����2 7'� �
�G6&Kh6-�:���(i
!qa'������K�������� ; 2'� λ = 1

6&�EA $&6-0(� ; 2'�5�f��)(=��g7'���y�G6&K+6-�:���:���~��AM���:��0�6-� ���~��A_B��9�
�:����2 7'�'�E��FGA $-����=��E[<�g6-� ��7LH�6-�'��� ��ix�
�����r�g�:��0�N&A �:�h0(�gaM����H�� ; 2'�5�:� ]:�E�g6-� ��7LH�6-�'��� �f���
��$&��2 � � ���

Di
0����

i ≥ 2
|GAC��6-�u����)(=��?7'��$-�<[

s 7→ λs
i

�\���,�v� �5� � ��� �+� �  ��� 
F ∈ D0(n; r1, . . . , rn)

��$'& 4 " ( &  "�46& *!$)& 4�0 . ��+�4 $)&93($ &���(��  ��$
F

� ,�4 " * 46&9(
��+ 4 ��$ $.- * 0 46&=� $)& SF = E ◦ S(p1,r1+1) ◦ . . . ◦ S(pn,rn+1)
4 &�� $

ΣF =
{p1, . . . , pn}

$
S(pi,ri+1)

	 4�( ��$ � & (��  & 4�� $'"  � �����
!qa'�:����K�������� ; 2'�r�:�

H(F) = H(F ′)
��7LH�=��

SF = SF ′
|
��H����fa_[�� ; 2'�b�\�:���:��$&2')(=��

����H:��7'�G6-�'�\�'�r!Q��$&%'�(��)(=��
F
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F̃
AC��$-���@A_��7hH:���

p1, . . . , pn
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������2 AC�

H(F)
7M=���H:�����:6&����H���68���(|M6-�:H:�4[�|_��D 7 6-0��r��2 H:�������.VM�:���

ϕ� �
E0

H���$ ; 2'� ϕH(F)ϕ−1 = H(F)
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6-� ��7hH�6-�'��� ��iOn@�T0(���:�

n = 2
�
r1, r2 = 1�:���EA �:����FG6-��H:��2 �4�E������2 7'�'����6&����H���68�4� �<���:� ��� £G|'0������:���:A_��7'� ��7hH:�g�gV F'���u�E6&7GV'7 6&H:�

�5H��:�h0(���
t1

�
t2
i��h2 A_��7 %M� ; 2'� φ : (C2, 0) −→ (C2, 0)

[52 �Ia 6&%'��$-�������.VM�:������7LH��:�
F�

F ′ i 	17LH�=�� φ̃|E0

0���7�].2 �L�
H(F)
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�v��$-�:�����4�g£Gi �
dφ(0) = λ · Id

AM��������$&��2 �
λ ∈ C

∗ i j ��7'�:6-� �����������y���1!#��$&%'�(��)�*+���
F̂ =

S∗
F (F)

�
F̂ ′ = S∗

F (F ′)
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S∗(g)(z, w) =
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φ(w2z, zw)

S∗(g)(v, x) =
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1 − xv2
φ(xv, x)
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η(t, s) = [−φ(t, t2s) + (s− 1)st2
∂φ

∂x
(t, t2s)]ds

+[(s− 1)s
(

2ts∂φ
∂x

(t, t2s) + ∂φ
∂t

(t, t2s)
)

]dt
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∂φ

∂t
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q1 = (v1, 0)
| �
q2 = (v2, 0)
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H:���
6&7LH:��������$GA ��6&����6&���q%'��$-�������.!Q�@��a H:�������9P�6&6&6SR��@P�6&K R�i ! �:����H���7LH:�"� ��N&H:��7'�v!Q�������¢A �:�wK���� ���
7'�
$-���4�Y��7hH:����6-���(iOP�7M�bV'��2 ���^£Gi §�§ �'�\����)(=��T£Gi ¡\H:��������2 �4�`V'��2 ���T� ���:0��:��K���7'� �T���
A �:��A ��6-���'��� ���>R�i

�
����� �G6-��H�6&7 ��2 6&�b����$&%'���\��7LH��:� ���r�G2M���b��6&H�2M��)�*+���bA_���:�:N&K���6-�E!/��l(�������`�O�:����2 6&7LH:�
� ��V'7 6-)(=��*�
�\���,�v� �5� � ��� � 6 � $ G̃ &  3 ( &1	  �  , 4 &���( ��+�4 ��4 � $ "  � � ��� & 4 * 4 &�354 p ∈ ΣF

� ( *!$ �
"�4�& 2 .
$

F̃
$
G̃
& +�4 �.���)�	�����	��� % ��" �.�'� ��� %&�+� ��� ������
���� �����'" ��� p � �  6&/4

,�4 &�3 *-��*9( 4 � 4�. & $
&  
G̃
&  3 ( &1	  �% 6& ,�4 &���( ��� $)& ��4 � $'"  � � ��� � � ( *!$'"�46& 2/.
$ F̃ $

G̃
&=+�4

�����)�	�����	��� % ��" "���� ��� %&�+� � � ����� 
����(���*��" ��� p �
�{6&�EA_����H���7hH:�\��a'�:����K���� ; 2'�`���fA �:��A ��6-���'��� ���4� ���:0���6&H����g7'���:�����4����£Gi § �'|�£Gi § ¥^�

£Gi § ¤E��=��?6&7LK�����68��7LH:���qAC���9��2'�'��7')(���u� ��0��h���:� ��7M���'���ua 6&%'��$-�������.!Q���(i��¢7'������7'0�$8��H�2 ���
K����J����H�6&K����'�EA_��$8���9�:��$8��)�*+���u��7hH��:�����y!Q��$&%'�(��)�*h���

F
�
G
� ����0���6&H����q�?�:����2 6&�.�

£+�



3 �h�O� ��� � �
• � $ G̃ 
 ,�4 " *  & �
$9( *  ,�4 " ,/.1* >  ���$ 3  &�� �'& , (  6& ��$

F̃
& .�" * 4 &�354

p ∈ Σω 
 4���(
>$( &/4�* D :=
3  &��
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Ĝ
���

E1
|+�uAC��$8�f����H���2 H�2 �����'���x!Q��$&%'�(��)�*h���

7M�sK+6&l�6&7 %M��7')(�G|
D

7M=��pAC���:��2 6~�4��6-�b0����EA_��7'��7hH:���.�
D = C∞ + E1

i j ���:�
G̃

�:� ]:�
0����EAM��7 %'��6&���Y0����e0�2 ��K��\� �4H���7 ����7'0�68���f� �

F̃
|vH:������� ; 2'� ∂H

∂v
(p0) 6= 0

6&�EA $&6-0(� ; 2'�
T = {H = 0}

[r2 � �G6&Kh6-�:���fH�����7'��K����:����$9�
E1

AM���:����7'� �TAC��$-�
AC��7LH:�
p0
iY�
����H���7LH:�

D = C∞ +E1 + T�
�����r�?A �:�(K��E� �4P�6SR9�4P�6&6SR"7M=��EA �:��0�6-�����:�������q�G6-��H�6&7 ��2 6&�q���u0(���:���~� �<0����EAM��7 %'��6&���
0���� ���:���JH���7 ����7'0�68���(i

�+� ]����
V1 ⊂ E1

�
V2 ⊂ E2

Kh6&l�6&7 %M��7')(���5� �
p2 = E1 ∩ E2

i � ��A $&6-0(��)(=��
S∗(g)|V2����H�6-�.!/��lrP�6SR�| AC��$-�g!Q��H:� ; 2'���?� ����6&K����'��� ��$8�E��� �:��$8��)(=��r�gK�����68k�K���$

z
[57M=���7L2 $8�Giy�+� ]��

VF̂
P��:����A�i

VĜ
R~�`��a_����H:�`����H�2 ����� �`� �

V1
P��:����A

V2
R~A_���

F̂
P��:����A�i

Ĝ
R�i j ��7'��6-� �����������

V = VF̂ ∩ VĜ
�
V0 = V ∩ E2

i !q$&%M��7'� �TAM����� �T��F+A �:������=��T� �
S∗(g)

|1[b0�$8���:� ; 2'�

S∗(g)|V
[~%'��$-�������.!/�Gix�+� ]:�

L
2 �4�<!#��$&%M��� �

F̂ |V
i,�v�+� �������"A_��7'�>ktc/$8��0������f2 � �G6-��0��
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F̂
i !5��K+6-� � ���Y!/��H:� ; 2'�b�^��A $&6-0(��)(=��s� �r%'��$-��7'���E68� � �

F̂
���Y$-��7 ���

� �
E2

H:��� ������2O£G|
���@V'a ������� �
S∗(g)|V
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∂V0
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��� ��F'��H�������7LH:�`� ��6-�gAC��7LH:���E�G6-��H�6&7hH:���?AM�����\!Q��$&%M���
L

A �:B(F+6&�4���E� �
E2

i �������
g|L :

L −→ S∗(g)|L(L) ⊂ C
[92 �4�<!#2 7')(=��<%'��$-�������.!/��� �q������2b£Gi

T ∩L
[u2 � D 7 6-0���A_��7hH:�

tL
� ��K+6-� � # H�����7'�:K����:����$&6-�'��� �r� �

T
0����

E1
�b���\!/��H:� ; 2'� E1

[46&7LK�����68��7LH:�rA_���
F̃
i

j $8����������7LH:�
tL

[�2 ��AC��7LH:�r0���N&H�6-0��r� �
g|L

iu�v�+� �������5����H:��7'� ���
g|L

��2 �4�r��A $&6-0(��)(=��
C
� 1 −→ C

� 1 � �?������2O£b0���$8��7'� �Y��� � ; 2M���'������7LH:�r�G2M����0�B�A 68���<� �
g|L

i �uA $&6-0(��7'� �
!#B����f2 $8��� ���q2 � �96&H�l<H:�������.�

2 = 2 · 2 − 2(
∑

q∈L

(v(q)) − 1))

�v����H���7hH:� ∑

q∈L

(v(q) − 1) = 1
��|1�'��� � ; 2'� v(tL) > 1

|x�TD 7 6-0(�^AC���:��6&a 6&$&6-�'��� �`[ ; 2'�

v(tL) = 2
�
v(q) = 1 ∀q ∈ L \ tL

i �m�:H:�
������H���� ; 2'� g|L\tL : L \ tL −→ C
[42 �

�:��0���a ��6&����7LH:�b� �<�G2M���y!Q��$&%M���~�:��a �:���?��2M�g6&�4�������
i

���M����� � ����� � � � 0 � * * 4 & $.��+�4 � $ L \ tL
& 4 /9*!$

V0
 4 0 4 &���4 ��$

G̃ 
 . " *!$ ,�4 /9*9( " $ &�354�14�0 4 "�4�*1	 4���$ ��.  �& 	/4�0��� 6& � ��� $9*��
($��. *  � ��� �

� * 4�>  ( ��2 7LH���7'� �W���?N&H:��7'�
P�6SRg�pP�6&6SRf� � $-���4�s��7LH:����6-���(|y�:B^�:����H��^A �:�(K���� ; 2'�b���
K���$-���:��� ; 2'� g|L

���:��2 �������:H�=��\0���7LH�6-� ���<7h2 �4�\K+6&l�6&7 %M��7')(�\� �
g(p2) ∈ g(V0)

i �m�:H:�b[
K����:�'��� �u� ��K+6-� �����@!Q��H:� ; 2'�u���1����AM������H���6&l(����� � G̃ A_��$8������6&7 ��2 $8����6-�'��� ��������H�=���0���7LH�6-�'���
7'�W�����:���W7 N&K���$<� �

g ; 2'�^0���7hH:[��
p2

�
E1

i �u$-[�� �G6-�:��� |u����H����\�:��AM������H���6&l(���\�>=��
H�����7'��K����:����6-�q�

E1
�5A_����H���7hH:��H����fa_[�� �

L
i

������� � � ��,��
	�:<��!��"� 5�� *��".0� % 5�� &$�)(+*���,
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(F ,G)�

(F ′,G ′)
�+� ]����

F
�
F ′ � ��6-�������������f� �?!Q��$&%'�(��)(=��
�:����2 $8�������

(C2, 0)
H���6-� ; 2'��|�7L2 �4�
Kh6&l�6&7Gc

%M��7')(�
U

�'�?����6&������7M�?0(����H��
(t, x)

���9!Q��$&%M���9AM���:����7'� �?AC����

= (0, 0)

AC���:��2'���J2 �4�
H���7 ����7'0�68�r�t��� #
���h�rP�6/i ��i~��� § Ru0����}�E�:��H��

E0 = {x = 0}
i@�h2 AC��7 %M� ; 2'� H(F ,



) =

H(F ′,


) =< h >

��7'� �
h : (E0,



) −→ (E0,



)
[r2 �4�T6&7LK���$&2')(=��*�

h2 = id
ip�+� ]��

f : (U, 0) −→ (C, 0)
2 �4�E6&7LH:��������$
A ��6&����6&���E$-�+0(��$�� �

F
�
f0 := f |E0

i��
��$8�4� ��V'7 6-)(=��
�'������H���2 H�2 ����H�����7'��K����:����$/|

f0 ◦ h = f0
i"�
����H���7LH:�bA_�+� �������u���:H:��7'� ���

f0
���E$-��7 ���4�'���

!#��$&%M���
F ′ AM�����4��a H:���u2 �4��6&7LH:��������$
A ��6&����6&���E%'��$-�������.!/�

f ′ : (U,


) −→ (C, 0)

� �
F ′ i

�+� ]����
C = {f = 0}

�
C ′ = {f ′ = 0}

i !5��7'��H��������qA_���
p : U −→ U

f

�
p′ : U −→ U

f ′���9A �:��].��)�*+���u����a �:�����~����AM��)����u� �@!Q��$&%M���(i

3 �h�O� ���8�M� �  ��  6&
Γ = {(t, x) ∈ U |t = P (x)}

$
Γ′ = {(t, x) ∈ U |t = P ′(x)} 
 ��.
 6&3 *� & & > $9*)&  ( &  

E0 = {x = 0}
�14 0 4 "�4�*
	  6& �

� (�� : - ( &/3($ . " /9( ��4�0 4 "�4 *1� &'"�4 ϕΓΓ′ : Γ −→ Γ′ 3  �0 2/.
$ p′ ◦ϕΓΓ′(q) = p(q) 
 ∀q ∈ Γ �
� ( (�� � $

f ′(t, x) = f(t, x) + xkq1(t, x)
PQ£Gi ��R

¡ §



$
P ′(x) = P (x) + xkq2(x)

PQ£Gi § ,�R
,�4 "

k ≥ 1
$
q1, q2 ∈ O(C2,0) 


&  6& *  �*� " $ 3 *)( �  �� � $)& x −→ (P (x), x)
$
x −→

(P ′(x), x)
��$

Γ
$

Γ′ 
 ϕΓΓ′
3($'"  %$.- * *!$)&)&=+�4 x −→ (P ′(b(x)), b(x))

4 &�� $
b(x) =

x+ axk + . . . �
� * 4�>  (P�6SR �v���q0���7'��H���2')(=��EH:�������

U/f ' U ∩E0/f ' U ′/f ′
i
!qa'�:����K�������� ; 2'� (U \ 0)/f|

(U \ 0)/f ′ ' D
∗ �`�����:����H���6-)�*+���?� �

p
�

Γ \ 0
�b� �

p′
�

Γ′ \ 0
��=��Y�:��0���a ��6&����7hH:���

%'��$-�������.!#���@£�� § �:��a �:�
U ∩E0 \ 0

i

Γ \ 0
∃ϕ?

- Γ′ \ 0

p|Γ\0

? ?

p′|Γ′\0

(U \ C)/f ' - (U ′ \ C ′)/f ′

�u�4�p0���7'�G6-)(=��p7'��0����:��k���68�p�
��2GVM0�6-��7LH:�YAM�����p� ��FG6-��H���7'0�68�s� �s$-��K���7LH�������7hH:�
ϕ :

Γ \ 0 −→ Γ′ \ 0
0���7LH�N&7L2'� |y0����

p′ ◦ ϕ = p
[ ; 2'� p∗(π1(Γ \ 0)) ⊂ p′∗(π1(Γ

′ \ 0))��7'� �
π1

� ��7'��H��r�b����2 AC�r!�2 7'�'������7hH���$��
p∗
|
p′∗

������A $&6-0(��)�*+����6&7'�G2 l�6-�'����7'���@����2 A_���
!�2 7'�'������7hH���6-�\A_���

p
�
p′

�:����AC��0�H�6&K�������7hH:��i ���������
π1(Γ \



) = Z =< [γ] >

|~�
π1(U ∩ E � \



) = Z =< [σ] >

i j �����s���?�:��0���a ��6&����7LH:���b��=��s�G2 A $-���(|�H:������� ; 2'�
p∗[γ] = 2[σ] = p′∗[γ]

| �gA_����H���7hH:�\��F+6-�:H:�g�b$-��K���7LH�������7hH:�Y0���7LH�N&7h2'�
� �g������2 § i 	,$-�?[
%'��$-�������.!#�EAC��� ; 2'�5$-�h0(��$&����7hH:���E[�i 	,$-�<���:H:��7'� �5%'��$-�������.VM0(������7LH:�E� 
@A_��$-�g!/��H:� ; 2'�
ϕ
[�$&6&�E6&H����'�^i�!@��7'��H��������5AC���

ϕΓΓ′
�r��F+H:��7'��=��b� �

ϕ
i;	,$8�r0���7LH�6&7L2M�`����7'� �46&7�]���H�6&K��

A_��6-�
ϕΓΓ′(



) =


�i��m�:H:�?A �:�(K��
P�6SR�i
P�6&6SRx�h2 AC��7 %M������� ; 2'� ϕΓΓ′(P (x), x) = (P ′(Σbix

i),Σbix
i)
��7'� �

bi ∈ C
��=��g���x0���c

��VM0�6-��7LH:���9� �g� ���:��7LK���$&K+6&����7LH:�E��� �:[���6-�q� �
ϕΓΓ′

7'���:�����"0��+���:� ��7M���'���(i�!��<0���7'��H���2')(=��
� �

ϕΓΓ′
���'�E� ; 2M��)(=��TPQ£Gi ��R

f(P (x), x) = f ′(ϕΓΓ′(P (x), x)) = f(P ′(Σbix
i),Σbix

i) + xkq(P ′(Σbix
i),Σbix

i)PQ£Gi §�§ R
ϕΓΓ′(



) =



6&�EA $&6-0(�
b0 = 0

|q�
ϕΓΓ′

6&7�]���H�6&K��O6&�EA $&6-0(�
b1 6= 0

i !5�O!Q��H:� ; 2'�
∂f
∂x

(0, 0) 6= 0
|�H:������� ; 2'� b1 = 1

i !����,0���7'�G6-)�*h���,����a �:�
f, f ′, P

�
P ′ | jk(f(P (x), x)) =

jk(f(P ′(x), x)) =
k−1
∑

i=1
aix

i �"��2 a'��H�6&H�2 6&7'� �q7M�q� ; 2M��)(=��?PQ£Gi §�§ R���a H:�������
6&7'�G2 H�6&K�������7LH:�

b2 = . . . = bk−1 = 0
|M� ; 2'��H:�����E6&7M�4�gA �:�(K���� �?$-���4�Gi

�h2 A_��7 %M������� ; 2'� (F ,G)
P��:����A�i

(F ′,G′)
R<��=��\2 � AM���g� �E!Q��$&%'�(��)�*h���f0����EAM��7 %'��6&�����

0���� 0�2 ��K��X� � H���7 ����7'0�68���
T

P��:����A�i
T ′ Rb���

(0, 0)
|��s�:� ]��

S
� �:� ;�� ��7'0�68�X� �s��F+c

A $-���:*h����� ��V'7 6-�'�\7M�\�:��)(=��T£Gi § i § i
ϕTT ′

��F+A �:���:�>�b2 �4�\0������:����AC��7'����7'0�68�Y��7hH��:�?!#��$&%M���
� �

F̂ = S∗(F)
�?!#��$&%M���f� �

F̂ ′ = S∗(F ′)
i � �:����2 6&��!/���:�������f�\0���7'�:H���2')(=��Y� ��2 �4�

0������:����A_��7'����7'0�68�r��7Mk�$-���L�EAM���������9!#��$&%'�(��)�*+���~0����EAM��7 %'��6&�����
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�
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�h2 A_��7 %M������� ; 2'� G
�
G′ H���� 6&7LH:��������6-�EA ��6&����6&�����

g = x
f(t,x)

�
g′ = x

f ′(t,x)

�:��c
��A_��0�H�6&K�������7LH:�f��7'� �

{f = 0}
P��:����A�i

{f ′ = 0}
R~[52 �4��� ; 2M��)(=����'�g!Q��$&%M�E� �

F
P��:����A�i

F ′ R9AM���:����7'� ��AC��� 
�i9�+� ]:�
p0 = {s = 0} ∩E2

|
p2 = E1 ∩ E2

�
p1

P��:���:A_��0�H�6&K�������7LH:�
p′1
R9�E��6&7 ��2 $8����6-�'��� �f� �

F̂
P��:����A�i

F̂ ′
Ry���

E2 \ p2
i�n5�?0(����H��

(z, w)
�'�?K+6&l�6&7 %M��7')(��� �

A_��7hH:�
p2

��7'� �
E1 = {z = 0}

�
E2 = {w = 0}

��=������@�G6&Kh6-�:���:���q��FG0���AC0�6-��7M��6-�@H:�������
(t, x) = (zw, zw2)

i^nq2 �4�
K+6&l�6&7 %M��7')(�^�'�Y����6&����� � ���:���Y0(����H��G|
S∗(g)

�
S∗(g′)

��=��
!�2 7')�*+���,%'��$-�������.!/���(i !@��K+6-� �<���'�����4��£Gi § �

S∗(g)|V0

�
S∗(g′)|V0

��=��5a 6&%'��$-�������.VM�������
7L2 �4�`K+6&l�6&7 %M��7')(�

V0 ⊂ E2
i !���� �`2 �}a 6&%'��$-�������.VM�����

β : E2 −→ E2
; 2'�gV F'� p2

|
� ��V'7 6&�����

Υβ : S∗(g)(V0) −→ S∗(g′)(V0)
A_���

Υβ(w) = S∗(g′)|V0 ◦ β ◦ S∗(g)|−1
V0

(w)
i 	1$8�T��FGA �:���:��� �T0������:����AC��7'����7'0�68� ��7LH��:�

7 N&K���6-��� �
g
�?7 N&K���6-�<� �

g′
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3 �h�O� ���8� �
(F ,G)

$
(F ′,G′)
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� &�( �  �& ,�4 "�4  �, ( "  � � $
&  β : E2 −→ E2
46//(1�

�14�0 4 "�4�*1�"& "�4 � � & ( ,�4 ����$
� & ( � 4 * 4�* p0 7→ p0 
 p1 7→ p′1
$
p2 7→ p2 � � . * 4 & �� 2 .
$3  &��

(F ,G) = T + {f = 0}
$�3  &��

(F ′,G′) = T ′ + {f ′ = 0} � � $)&)& $ ,! �&/4 * 4)��$ "�4�&��$
� & (+*
ϕTT ′

$
Υβ � : & 3,+�4

g′(ϕTT ′(p)) = Υβ(g(p)) ∀p ∈ T
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Ψ : (C2, 0) −→ (C2, 0)

3  0 2/.
$

f ′(Ψ(p)) = f(p) e

g′(Ψ(p)) = Υβ(g(p)) ∀p ∈ (C2, 0)
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� $ " *  �*/3 ( ,/. 0  �* Ψ∗(F ′) = F
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Ψ∗(G′) = G
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Ψ : U1 ∪U2 −→ V1 ∪ V2
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U1
�
V1��=��EK+6&l�6&7 %M��7')(���u� �

E1
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U2

�
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�>=��?Kh6&l�6&7 %M��7')(���q� �
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q ∈ E2\{p1, p2}
i !5��7'��H����:��������A_���

Gq
�
G′
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Ĝ′
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F̂
�
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γ : [0, 1] −→

E2
2 � 0(���E6&7 %'� �G6d!Q���:��7'0�68k�K���$�2 7 6&7'� �

γ(0) = p0
�
γ(1) = q

i !qa'�:����K�������� ; 2'�
G0 = G′

0

i j ��7'��6-� �����������<���5�G6d!#���������.VM�:�����<� �g%'��$-��7'���E68�
hγ : G0 −→ Gq

|
h′Υ◦γ :

G0 −→ G′
q

� �
F̂

�
F̂ ′

�:����AC��0�H�6&K�������7hH:������$-��7 ���f� �
γ
�

Υ◦γ
�:���:A_��0�H�6&K�������7LH:��i1�������

p ∈ Gq
� ��V'7 6&�����

Ψ(p) = h′Υ◦γ ◦ h−1
γ (p) ∈ G′

q

Ψ(p)
6&7'� ��A_��7'� ��� �E0(���E6&7 %'�

γ
����0���$&% 6-� � i j ��� ��!Q��6&H:� | �:�

γ1
[5�?��������� ���~� �

π1(E2 \
p1, p0) ∼= Z

|
Υ ◦ γ1

�������
π1(E2 \ p

′
1, p0)

i1�
���9% 6&A_B�H:�����@���9�G6d!Q���������.VM�������~� �@%'��$-��7'��c
�E68�s� �

F̂
���p$-��7 ���p� �

γ1
�\� �

F̂ ′
���s$-��7 ���s� �

Υ ◦ γ1
�>=�� 6&��2M��6-�.�

hγ1 = hΥ◦γ1

i
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� 2M��$ ; 2'���?��2 H��:�T0(���E6&7 %'� ��7hH��:�
p0

�
q
[4%'������H:��A_� �

γ ◦ γn
1

AM�����^��$&��2 �
n ∈ Z

�
���~�G6d!#���������.VM�:�����u� �5%'��$-��7'���E68��� ��AC��7'� ��� �:BE�'��0�$8���:�:�5� ��%'������H:��A 68��� �E0(���E6&7 %'�
���:0���$&% 6-� � i,�v����H���7hH:� |

hγ◦γn
1
◦h−1

Υ◦γ◦γn
1

= hγ ◦h
n
γ1
◦h−n

Υγ1
◦h−1

Υ◦γ = hγ ◦h
−1
Υ◦γ

�m��H:��� ��V'7'�
2 �Ja 6&%'��$-�������.VM�����

Ψ : U2 \ {Gp1 , Gp2} −→ V2 \ {G
′
p1
, G′

p2
}
i

!�H:�����:���4�E� ��
 ��H�H:��6dc 
^��2'�:��2Y� ���:0���6&H:��7'������H�6&��� � 
 
 � | AC�����E6&H:��c/7'���u����H:��7'� ���q�
a 6&%'��$-�������.VM�������

(Gp1 , p1)
|+� ��K+6-� �?���<!/��H:�bP#� ����0���6&H:�f7'��� �����4���9£Gi § �E�5£Gi § ¥�R ; 2'� p1P��:����A_��0�H�6&K�������7LH:�

p′1
Ry[52 �4�?��6&7 ��2 $8����6-�'��� �f��6&�EA $-���~AM�����

F̂
P��:����A�i

F̂ ′
R"�

Υ(p1) = p′1�
ip1(F̂ , E2) = ip′1(F̂

′, E2) = −1
2

| ���?�:��AM������H���6&l�� �
F̂

P��:����A�i
F̂ ′

R�A_���
p1

H�����7'��K����:����$
�
E2

[4!Q��$&%M� � �
G̃

P��:���:A�i
G̃′
R�i �q� ������2 ����7LH:�W��7Mk�$-�����s���:H:��7'� �
�T� ; 2 6&K���$���7'0�68�s�

(Gp2 , p2)�
�����r����H:��7'� ���
Ψ

�?2 �4�?K+6&l�6&7 %M��7')(��� �
E1

A �:��0�6-�����:�������@�'���9% 6&ACB�H:���:���u� �E$-���4�Gi
j ��7'��6-� �����������?2 �4�\K+6&l�6&7 %M��7')(�

U1
P��:����A�i

V1
R�� �

E1
�>��H�6-�.!Q��l(��7'� �^�Y��7h2 7'0�68��� � � �

�����4�p£Gi § �TAM�����
F̂

P��:���:A
F̂ ′

R�iX�+� ]��
L

2 �4�T!Q��$&%M� � �
F̂ |U1

|��
L′ �T!#��$&%M�^� �

F̂ ′|V1; 2'�g[f0����EAM��H�N&K���$10����}�b0���7'��H���2')(=��`� �
ϕTT ′

i��+� ]��
tL = T ∩ L

|_�
t′L = T ′ ∩ L′ i �

0���7'�G6-)(=�� PQ£Gi § £�Rq�:��a �:�g���qK���$-���:���5� �
g
�
g′

6&�EA $&6-0(� ; 2'�f��FG6-��H:�<2 � AC��7LH:�
p ∈ V0

H���$
; 2'� g′(tL′) = g′(p) = Υβ(g(p)) = Υβ(g(tL))

iuP �1���u�
6&��2 ����£Gi���R�i

E1
E1

p V0

L
V0

���������	��
���
 ���������
S∗(G)

���������	��
���
 ���������
S∗(G′)

p

tL

T

T ′
t
L′

L′ = ϕT T ′ (L)

�
6&��2 ����£Gi�� �
L \ tL

�
L′ \ tL′

�:��0���a �:���
V0 \ p

!5��0����:��$8k���6-�4£Gi § �����~0���$&2 7M���q� ���:����2 6&7hH:�<�G68���������4����=��?�:��0���a ��6&����7hH:���5�G2 A $-���.�

L \ tL
∃ΨL? - L′ \ tL′

g|L\tL

? ?

g′|L′\t
L′

V0 \ p
= - V0 \ p

� ��FG6-��H���7'0�68�X� � 2 �4� ��A $&6-0(��)(=�� 0���7hH�N&7L2M�
ΨL : L \ tL −→ L′ \ tL′

� ��A_��7'� �
�'� 0���7'�G6-)(=��

(g|L\tL )∗(π1(L \ tL)) ⊂ (g′|L′\tL′ )∗(π1(L
′ \ tL′))

i 	1��H�� 0���7'�G6-)(=�� [
����H�6-�.!Q��6&H���AC��� ; 2'�@���fa_���y�:��0���a ��6&����7hH:���u��=��?�G2 A $-���(i 
 ��6-�9��6&7'�'�G| � ��Kh6-� �E���f!Q��H:� ; 2'�
�����:��0���a ��6&����7LH:���?��=��`%'��$-�������.!Q���

ΨL
[?%'��$-�������.!Q�Gi 	,$8�\����H:��7'� ��%'��$-�������.VM0(������7LH:�

�
tL

A_��� ; 2'��[�$&6&�E6&H����'�TP
L′ A_�+� �������uAC��7'����� �40���� 2 ���G6-�:0��r7M�?!Q��$&%M�r� �

F̂ ′
R�i~�v��$8�
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0���7'��H���2')(=��4[<��ahKh6-� ; 2'�<7'���9A_��7hH:��� q ∈ L ∩ U2
|
Ψ(q) = ΨL(q)

i�!5����H��g!Q�����4�?H:�������
Ψ : U1 ∪ (U2 \ E2) −→ V1 ∪ (V2 \ E2)

i
Ψ

[�%'��$-�������.!Q� ; 2M��7'� �T�\�:����H���6&7 ��6&����� # �
!#��$&%M����� �

F̂
�
Ĝ
if�v���<0���7'��H���2')(=�� |

f ′ ◦ Ψ = f
|C�

g′ ◦ Ψ = Υβ ◦ g
�fAC����H���7LH:�Y[f2 �

a 6&%'��$-�������.VM����� i j ��7'��6-� ������7'� �
Ψ

� ��V'7 6-� �Y7M�b6&�EA $-����=��Y� �
E1

�
E2

|���a H:�������f2 �
a 6&%'��$-�������.VM�����b7L2 �4�EK+6&l�6&7 %M��7')(�4A_���.!#2 �����'�E�'������6&�����
| ; 2'�f����H:��7'� � # ����6&����� AC��$-�
�������:���4��� ���@����H:�����(i
�������E6&7M�������^�O�:��)(=�� � ��V'7 6&7'� � !Q��$&%'�(��)(=�� 0����EAM��7 %'��6&��� AM����� ���`��$-������7LH:���Y� �

D0(n)
�

�\���,�v� �5� � ���8�M� � (+* $ "�4�& 2/. $<. " ��$9*'"%$ � $ 	 4�0
�
$  ���+�4
G
�14�0 4 "�4�*
	  $'"

(C2, 0) 
. "  #$��
 � �.������� �.���)�	�����	��� % � ����� �-% ��" ��� "������ ����%&�!�'" � � ���'��
���� ���*��"	� �
F = Fω ∈ D0(n)

& $
F̃
$
G̃
&=+ 4 , 4 " *  & � $/( *  6& & 46& * 4 &�3546& p ∈ E0

$�$'" ��������" 46&
* 4 &�3546& � $ ΣF 
 F̃ $

G̃
&=+ 4 ,�4 " *  & � $9(+*  6& �.�'� � % ��" ��� "������ ,/.1* >  ��$�3  &�� � & ,/(  6& �

�������
	 � ��,�% 79. 	�!��"�+:)�/���
��� 5��
�@-����)�/�)(+�<.��@%?(+�
������a �:������� ; 2'�,�'���'� ω =

∑

j≥N+1

(PjdX+QjdY ) ∈ D0(n; r1, . . . , rn)
��7'� �

Pj(X,Y )
|

Qj(X,Y )
��=��gA_��$&6&7����E6-���y%'����������7'�����~� �@������2

j
�
N =

n
∑

i=1
ri
|G� § cQ!Q�����4�f%'��$-�������.!Q�

; 2'�<� ��V'7'� F̃ω
[+�

ω̃(t, x) :=
E∗ω(t, x)

xN+2

PQ£Gi § �hR

=
∑

j≥0

xj[Qj+N+1(1, t)dt +
(

P(j+1)+N+1(1, t) + tQ(j+1)+N+1(1, t)
)

dx]

� ��V'7 6-�'�E7M�?0(����H��
(t, x)

� �
C̃2

i

3 �h�O� ���8�1� � $ ω, ω′ ∈ D0(n; r1, . . . , rn)
&  3 ( &
	  � $'"

� (��
js0(ω) = js0(ω

′) 
 $'&�3,+�4

ω̃′(t, x) = ω̃(t, x) + xs−(N+1)ω2(t, x)

*  *� � �0 ��.�"  �8��	/4 * "  �14�0 4 "�4�*1	  ω2 � � $ � & ( "�4�& K(s) := s− (N + 1) ∈ N

� ( (�� � $  �0 
 " ��( &)&/4 
 H(F̃ω, p) = H(F̃ω′ , p) *  �*  p ∈ E0 
 �  ��  ;.�"  ( &�3($�� *� �0 * *9( "%$9(+*  0 4$,! �0
f
��$

F̃ω
$.-�( &93($:.�"  ( & 3($���*  �0 * *)( "%$9(+*� 0 4$,! 0 f ′ ��$ F̃ω′

& .�"  >$( � ( &<�� & �  
��$
p
� $ 	 4�*'"  2/. $

f ′(t, x) = f(t, x) + xK(s)+1h(t, x)
PQ£Gi § ¥�R

*  *� � �0 ��.�"  	9. &���+�4��14�0 4 "�4�*
	  h ��$
� & (��  %& .�"  �>$( �/( & �� &��  � $ p �
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� *-4�>  (?�������bA �:�(K����4P�6SR�| ��a'�:����K���c �:� ; 2'��7M�b� ; 2M��)(=��pPQ£Gi § �hR�| ���qH:����������� �`�:���4��7'� �
]mc [���6&���4� ��A_��7'� ��� � ��]���H:�

(j + 1) +N + 1
� �

ω
i

�
�����^�`A �:�wK��\� �TP�6&6SR�|v� ��K+6-� � # % 6&A ��H:���:��|
��F+6-��H:���
f
�
f ′

0����
f(t, 0) = f ′(t, 0)7L2 �4�rKh6&l�6&7 %M��7')(�b� �

p = (ti, 0)
i@�
�h� ����������2 AC��� ∂f

∂x
(p) 6= 0

i 	1��0��:��K��������
h(t, x) =

f(t, x) − f ′(t, x) =
∑

i≥0
hi(t)x

i 0���� hi
%'��$-�������.!/���u���

t
i
!5��0������:�f� �?6&H:��� P�6SR ; 2'�

xK(s)(ω2 ∧ df
′) + ω̃ ∧ dh = ω̃′ ∧ df ′ ≡ 0

!@�T!/��H:� ; 2'� ω̃ = Adt + Bdx
[b�:����2 $8�������

p
|,�

dh =
∑

i≥1

∂hi

∂t
xidt + ixi−1hi(t)dx

��a H:�������(| 6&��2M��$8��7'� �4���,]���H:���.�

0 ≡

K(s)
∑

i=0

xi−1iAhi −

K(s)−1
∑

i=0

Bxi∂hi

∂t

�v���f% 6&A_B�H:���:�
h0 ≡ 0

|v�?A_����H���7hH:�
6&7'�G2 H�6&K�������7LH:�
h1(t) ≡ . . . ≡ hK(s)(t) ≡ 0

i�� ��H:�
A �:�(K������tV'���4��)(=��TP�6&6SR�i

�,�:�+0����'������� # A �:�wK��Y� �<�������:���4�^£Gi § ¡Gi !@��V'7 6&�����
F̃ := Fω̃

�
F̃ ′ := F

ω̃′

i !��
0���7'�G6-)(=��XP�6SR4P#�r�'�WP�6&6SR�H����fa_[��rR�|�H:�������

Σω = Σω′ = {p1, . . . , pn}
�
rp = r′p = 1

∀p ∈ Σω
ipn@� 0(���:�YH�����H���� � |

N := n
i �IA �:�wK�� � �^H:�����:���4� [r!Q��6&H��Y7'���?�:����2 6&7hH:���

AM���:�:���.�
�
�����:� § � j ��7'�:H���2 6&�<!Q��$&%'�(��)�*h���

G
�
G′ ��� (C2, 0)

H���6-� ; 2'� (F ,G)
�

(F ′,G′)
!#�����4���

AM���:���5� ��!#��$&%'�(��)�*+����0����EAM��7 %'��6&������0����}0�2 ��K����5� �gH���7 ����7'0�68��������H�6-�.!/��l(��7'� �b���
0���7'�G6-)�*+���~� �������4�4£Gi £ § 7'���9AC��7LH:���u� �

Σω
i

�
�����:�4£ � j ��7'�:H���2 6&�`0���7�].2 �L��)�*+���`$-�h0(��6-�\��H�����K�[��Y� � �����4� £Gi £ § ��� Kh6&l�6&7 %M��7')(���\� ���
AC��7LH:���~� �

Σω

�
�����:�4¡ � 	1�:H:��7'� ���q���~0���7�].2 �L��)�*h���u$-�h0(��6-�u�g2 �4��0���7�] 2 �L��)(=��4��$-��aM��$/i
�,�:�(K���� �E�����:�:� § � �9�`$-��7 ���
�'�bA �:�(K��`��2 AC���:�������

s
H���$ ; 2'� js0(ω) = js0(ω

′)
� ��c

�:0���7 %'��0�6-� � |'�5��A_B��y�E������2 ����7LH:�?VM0(����kg0�$8���:� ; 2'�@���90���7'�:H���2')�*h��� ; 2'�u!/���:�������"!/��l(���
�:��7LH�6-� �r�:�

s ≥ κ
i ������a �:������� ; 2'� K(s) := s− (N + 1)�+� ]��

Ci
�^0���7�].2 7LH:�p��7M��$&N&H�6-0��s� �

(C2, 0)
H���$ ; 2'�`�^H�����7'�.!Q�����4��� �s����H���6&H:�

C̃i
� �

Ci
AC���

E
[p�O!#��$&%M�X� �

F̃
AC���

pi
AM�����

i = 1, . . . , n,∞
i �
�h� �������T��2 AC���(|qAM�����

i = 1, . . . , n
|
pi = (ti, 0)

7M� 0(����H��
(t, x)

|x��7'� �
t∞ = ∞

�
C∞

H�����7'��K����:����$u�
E0

i
	 ; 2 6&K���$-��7LH:������7hH:��| �:� ]:�

C ′
i

��0���7�].2 7LH:�`��7M��$&N&H�6-0��4���
(C2, 0)

H���$ ; 2'���EH�����7'�.!Q�����4��� �
����H���6&H:�

C̃ ′
i

� �
Ci

AC���
E

[g�E!#��$&%M�4� �
F̃ ′

AC��$-��AC��7LH:�
pi
iq�+� ]:���

fi, f
′
i : (C2, 0) −→ C���EA_��$&6&7����E6-���r� ���p��6-���:��H������:�4� �

Ci
�
C ′

i

�:���:A_��0�H�6&K�������7LH:��i �,�:�(K����:�������b� ������2 6&�
; 2'��AM����� i = 1, . . . , n

|
j
K(s)+2
0 (fi) = j

K(s)+2
0 (f ′i)

i j ������!Q��6&H:� | 2'����7'� �r�������4�4£Gi £�¡
0���7'��H���2 N&�����u6&7hH:��������6-�~A ��6&����6&�����u$-�h0(��6-�@���?�:��� ���u� �

pi
|
hi, h

′
i

����H�6-��!Q��l(��7'� �

h′i(t, x) = hi(t, x) + xK(s)+1ui(t, x)
PQ£Gi § ¤�R
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AM��������$&��2 �4�?!#2 7')(=��E%'��$-�������.!/�
ui

7L2 �4��Kh6&l�6&7 %M��7')(�4� �
pi
i1nq�������gKh6&l�6&7 %M��7')(�G|

C̃i =
{(t,Qi(t))}

�
C̃ ′

i = {(t,Q′
i(t))}

AM�����p!#2 7')�*h���4%'��$-�������.!Q���
Qi, Q

′
i

i 	,� AM����H�6-0�2 $8���
A_�+� �������~��2 AC���

0 = h′i(t,Q
′
i(t)) = hi(t,Q

′
i(t)) +Q′

i(t)
K(s)+1ui(t,Q

′
i(t))

0 = hi(t,Qi(t))

j ����� 0���7 %'��0��������p� ���:� ��� � � A ��6&����6&�:� ]:��H:� 7M=�� 7h2 $-� � �
Qi

�W� �
Q′

i

|�H:�������
jK(s)(Qi) = jK(s)(Q′

i)
i j ��7'��6-� �����������<�bA_��$&6&7����E6-�Y� � �p��6-���:�:H������:�

fi
�
fi(X,Y ) =

Y 2 + XY α1(X) + X2α0(X)
|y0���� ∂α0

∂x
(0) 6= 0

i �
�����O�sH�����7'�.!Q�����4��� �p����H���6&H:�
C̃iH:�������?�Y� ; 2M��)(=�� t2 + α1(x)t + α0(x) = 0

iY�
����H���7LH:�
jK(s)(Qi)

� ��H:�����E6&7M�T��]���H:�
K(s)

c [���6&���?� �
α0

�
α1

�q���:H:���"� ��H:�����E6&7M���
jK(s)+2(fi)

i,�,�:�h0���� ��7'� ����7M��$-���L������7hH:�
0����

f ′i
��a H:�������

jK(s)+2(fi) = jK(s)+2(f ′i)
PQ£Gi § ¦�R

�
�����
C∞

2 � ������2 ����7LH:�b��6&�E6&$8���~������H���� ; 2'�

jK(s)+1(f∞) = jK(s)+1(f ′∞)
PQ£Gi § ��R

!@��V'7 6&�����@���y!#2 7')�*h���9�����:�������.!/���u���
(C2, 0)

�

g =
f2n+1
∞
n
∏

i=1
fi

, ǧ =
f

′(2n+1)
∞
n
∏

i=1
f ′i

!@���:H��g!#�����4�G| ����0��:��K���7'� �
g̃ = g ◦E

� ˜̌g = ǧ ◦E
|GH:�������

�G6&K
g̃ = (2n+ 1)C̃∞ +E0 −

n
∑

i=1

C̃i

�G6&K ˜̌g = (2n+ 1)C̃ ′
∞ +E0 −

n
∑

i=1

C̃ ′
i

	,�
(C2, 0)

� ��V'7 6&�����5���y!#��$&%'�(��)�*+���
G = {g = cte}

�
Ǧ = {ǧ = cte}

i

Y2 $&H�6&A $&6-0(��7'� �
g
�
ǧ
AC���E2 �4� �������4�^!#2 7')(=��s%'��$-�������.!/�s7M=��s7h2 $8�sAC�h� �������4��2 A_��� ; 2'� (F ,G)

�
(F ′, Ǧ)

!#�����4���}� ��6-�@AM���:���5� �<!Q��$&%'�(��)�*h���50����EAM��7 %'��6&�����<0���� 0�2 ��K����@� �fH���7 ����7'0�68���(i
j ��� ��!Q��6&H:� | ���}0(���'�rA_��7hH:�

p ∈ E0
��F+6-�:H:�f2 �4�rK+6&l�6&7 %M��7')(�

Up
�f2 �4�r�f2'�'��7')(�`� �

0��h���:� ��7M���'���
Hp : (Up, p) −→ (Vp, 0) ⊂ C

2 $-�h0(��$�H���$ ; 2'� H(t, 0) = (t − t0, 0)
��7'� �

p = (t0, 0)
7M���u0��h���:� ��7M���'���

(t, x)
�+�

• H−1∗(F̃ |Up)
H:���I6&7hH:��������$�A ��6&����6&���

x̃− t̃2
�:�
p ∈ Σω

• H−1∗(F̃ |Up)
H:���I6&7hH:��������$�A ��6&����6&���

t̃
�:�
p /∈ Σω

���������
H−1∗(g̃)

��F+A �:��������� � 7M����0��+���:� ��7M���'���
(t̃, x̃)

7L2 �4�^K+6&l�6&7 %M��7')(�s� �
0
H:��� �

��F+A �:���:�>=��*�

¡�¦



• x̃
x̃−t̃2

φp
�:�
p ∈ Σω

• x̃φp
���
p /∈ Σω

AM�����
2 �4�
!�2 7')(=��
φp ∈ O∗

(C2,0)
; 2'�4� ��AC��7'� �r� �TA_��7hH:�

p
�4�'�Y��2'�'��7')(�^���:0���$&% 6-�'�

Hp
i 
Y2 $&H�6&A $&6-0(��7'� �

g
AC���42 � ���������T� �`!#2 7')(=��W%'��$-�������.!Q�p7M=��p7L2 $8�

(X,Y ) −→
a + bX + cY

0���� K���$-���:���
a, b, c ∈ C

����7'[���6-0����(|xAC�h� �������E��2 AC��� ; 2'�
�Y!Q��$&%'�(��)(=��
G̃ := {g̃ = cte}

[TH���$ ; 2'� (F̃ , G̃)
!Q�����4��� 2 � AM���
� �T!#��$&%'�(��)�*+���\0����EAM��7 %'��6&�����

0���� 0�2 ��K����u� ��H���7 ����7'0�68���(i~�,�:�+0���� ����������7M��$-���L������7LH:�?AM�����
ǧ
|M��������7'����6-0�6-�'��� �f7M�

���:0���$&%M�E� ���
a, b

�
c
AC�����E6&H:��c/7'���u����0���$&%'���~K���$-���:��� ; 2'�<������K����IAM�����

g
�5AM�����

ǧ
i

!5����H��g!Q�����4�gH:�������.�

D :=
H���7 �

(F ,G) = (2n+ 1)C∞ +

n
∑

i=1

(Ci + Ti)

D′ :=
H���7 �

(F ′, Ǧ) = (2n+ 1)C ′
∞ +

n
∑

i=1

(C ′
i + T ′

i )

��7'� �
Ti

[<2 �4�r0�2 ��K����:����2 $8���@���
0
0���� 0���7'��H���7 ����7hH:�

Y − tiX
|_�<H�����7'��K����:�>��$��

F�g�
G
���

Ti \ 0
i �u7M��$-���L������7hH:��|

T ′
i

[�2 �4�b0�2 ��K����:����2 $8�������
0
0����}0���7'�fH���7 ����7LH:�

Y − tiX
|'�5H�����7'��K����:����$
�

F ′ �<� Ǧ
���

T ′
i \ 0

i
	1�:0��:��K��������

Ti = {(X,Y )|Y = Pi(X)}

T ′
i = {(X,Y )|Y = P ′

i (X)}
PQ£Gi § ��R

AM�����
Pi, P

′
i

%'��$-�������.!/���(i,�,�:�wK����:������� ; 2'� js(ω) = js(ω′)
6&�EA $&6-0(� ; 2'� jK(s)+N (Pi) =

jK(s)+N (P ′
i )

�
�,��6&����6&�:�E��a'�:����K�������� ; 2'�@�'��� ���y� ��6-�������������9� �u!�2 7')(=��f%'��$-�������.!/�

u =
∑

k≥m

uk
�

v =
∑

k≥n

vk

��7'� �
uk

�
vk

��=��E!�2 7')�*+���~%'����������7'�(���5� ��������2
k
|M���,]:��H:���

js(u)
�
js(v)

� ��H:�����E6&7M��� �@]:��H:�
js+min{n,m}(uv)

ixzu��0�N&A �:�+0(������7LH:��|_0���7 %'��0�6-� ���q����]:��H:���
js−n(u)�

js(uv)
�4����K���$-���:���

m
�
n
|
� ��H:�����E6&7M�������f2 7 N&K��+0(������7LH:�

js−m(v)
i��qA $&6-0(���:�������

����H:���y!/��H:���9�:��A_��H�6-�'������7hH:��7'��������2 ����7hH:�b�?������2 6&�.�
�G��a_������� ; 2'� Ci = {fi = 0}

[56&7LK�����68��7LH:�fAC���
ω
i,�v����H���7hH:�4H:�������

dfi ∧ ω = fi ·HidX ∧ dY
PQ£Gi £+,�R

�q�:�:6&�
|h�:�
fi

H:��� �f2 $&H�6&A $&6-0�6-�'��� �
ri +1

|
Hi

H:��� ��2 $&H�6&A $&6-0�6-�'��� �
N
i �Lk�A �:�(K�������� ; 2'�

js(ω)
� ��H:�����E6&7M�

jK(s)+(ri+1)(fi)
i 	1�:H:�qAC���y��2M�fK���l5� ��H:�����E6&7M�

jK(s)+ri(df)
i
!qa'�:���.c

K�������� ; 2'� dfi
H:���o�f2 $&H�6&A $&6-0�6-�'��� �

ri
iv�v����H���7hH:�u���:�:����� ��H:�����E6&7M���

jK(s)+ri+(N+1)(fiHi)
i

j �����~0���7 %'��0��������
j(K(s)+(ri+1)+N)−N (fi)

|t���:�:����� ��H:�����E6&7M���
j(K(s)+(ri+1)+N)−(ri+1)(Hi) =

j(K(s)+N)(Hi)
i 	1�:0��:��K��������

F :=
n
∏

i=1
fi

�
F ′ :=

n
∏

i=1
f ′i
i

¡ �



�v���@0���7'��H���2')(=��EH:�������

F 2dg = f2n
∞ F (df∞ − f∞

n
∑

i=1

dfi

fi
)

�v����H���7hH:�r�'���~� ��V'7 6-)�*+���(|

F 2dg ∧ ω = f 2n+1
∞ F (H∞ −

n
∑

i=1

Hi)dX ∧ dY = f 2n+1
∞ FHdX ∧ dY

H : = H∞ −
n

∑

i=1

Hi
PQ£Gi £ § R

zu��A �:�+�G2 l�6&7'� �g�?������2 ����7LH:�E0����I���
f ′i

�
ω′ |h��a H:�������"!#2 7')�*+���

H ′
i

�
H ′ � �u!#�����4� ; 2'��

F
′2dǧ ∧ ω = f

′2n+1
∞ F ′(H ′

∞ −
n

∑

i=1

H ′
i)dX ∧ dY = f

′2n+1
∞ F ′H ′dX ∧ dY

H ′ : = H ′
∞ −

n
∑

i=1

H ′
i

PQ£Gi £�£�R

�v���90���7'��H���2')(=��
jK(s)+N (H) = jK(s)+N (H ′)

i 	,� ; 2M��$ ; 2'���y0(���:� |+���x!#2 7')�*h��� Pi
�
P ′

i� ��V'7 6-�'���57M���q� ; 2M��)�*h���?PQ£Gi § ��Ru����H�6-�.!/��l(��� H(X,Pi(X)) = 0
�
H ′(X,P ′

i (X)) = 0
|_�

j1(Pi) = j1(P ′
i ) = tiX

i1�
����H���7LH:�
jK(s)+N (Pi) = jK(s)+N (P ′

i )
i

�{0���7'�G6-)(=��TPQ£Gi § ¤�R9���������4�4£Gi £+,�6&�EA $&6-0(��� ; 2'� ϕi := ϕTiT
′
i

|���0������:����A_��7'����7'0�68�
��7LH��:�`!Q��$&%M����� �

F
�
F ′ ��� �:��� ���r� �

Ti
|��:�\��FGA �:���:���^7M���?AM����������H���6&lw��)�*+���

X −→
(X,P (X))

� �
Ti

�
X −→ (X,P ′(X))

� �
T ′

i

0������r2 �4�4��A $&6-0(��)(=��bH���7 ����7LH:� # 6-� ��7Gc
H�6-�'��� �f��H:[����:� ���

K(s)
i

X −→ X + aXK(s) + . . .
PQ£Gi £�¡�R

�Lk~0���7 %'��0��������,�90������:����AC��7'����7'0�68���
��7LH��:��!#��$&%M���v� �
F
�1� �

F ′ A �:B(F+6&�4���
� ����0���7�].2 7LH:���
Ti

�
T ′

i

i �������pAC�+� ���r��A $&6-0(���b� �����4�W£Gi £ § A �:��0�6-��������� ; 2'� g �
ǧ
�:����AC��6&H:��� ���:���

0������:����A_��7'����7'0�68�Gi !qa'�:����K�������� ; 2'��|9�:�
0���7'��6-� �����������b2 �4� !#2 7')(=��p%'��$-�������.!/�O7M=��
7L2 $8�s����7'[���6-0(�

φ
|y�
� ��V'7 6&�����

g′ := ǧ · φ
�
G′ = {g′ = cte}

|
(F ′,G′)

0���7hH�6&7LDM���
!#�����4��7'� �f2 � AM���"� �9!Q��$&%'�(��)�*h���"0����EAM��7 %'��6&�����y0���� 0�2 ��K����x� �uH���7 ����7'0�68���(i
! $-���4�f�
�:����2 6&�5�tV'���4� ; 2'�f��FG6-��H:��2 ��AM���5� �<!#2 7')�*+���

g, g′ ; 2'���:���:A_��6&H��b���q0������:���:A_��7'����7'0�68���
� ��K���$-���:���

ϕi
�

3 �h�O� ���8� ) 5 3 �+�p�p�<���#���h� #
�'� 7 � &�� ( *�� 3($)& $���4 ! $ 4�*!$'"  � � ��� ( " * 02( ,  " 2/. $ $.-��
( &/3($'" 	9.�& ��� $)&

φ ∈ O∗
(C2,0)

$
ψ ∈ O(C2 ,0) 


��$ 	 4�*'"  2 .
$   	).�& ��+�4 " $/*-4 "�4�*
	  $'"
(C2, 0) 


g′ = ǧ(φ+H ′ψ)
$  9	 4�0
�
$  ���+�4

G′ = {g′ = cte}
&  3 ( &1	  � $'"  6& & $���.1( &�3($)&:,�4 &���( ��� $)&)(

¡+�



��� �
g′(q) = (g)(ϕ−1

i (q)) 
 ∀q ∈ T ′
i

$ *  �*  i = 1, . . . , n �
����� � 3  & �

(F ′,G′) =
3  & �

(F ′, Ǧ) = (2n+ 1)C ′
∞ +

n
∑

i=1
(C ′

i + T ′
i )

� *-4�>  ��4 � $'"  � � ��� � � 6-� [�68�Y�'�`A �:�(K��
[ ; 2'�r����0���7'�G6-)�*+���rP���R��TP�����R�� ��V'7'��� ���
K���$-���:���@� �

φ
�
ψ
7'���q0���7�].2 7LH:���

T ′
i

i �@�����:�������q2 � $-���4�r� �<6&7LH:����AC��$8��)(=��b%'��$-�������.!Q�
P�K���� �����4� �fi § R,AM�����<����H:��7'� ���"���:������!#2 7')�*h���"�@!#2 7')�*h����%'��$-�������.!Q���x7L2 �4��Kh6&l�6&7 %M��7')(�
� �

0
���

C
2 �

!5��7'��H���7'� ��AC���
φi := φ|T ′

i

|'�E0���7'�G6-)(=��
(∗)

�:����FGA �:���:���?0������

φi =

(

f∞ ◦ ϕ−1
i

f ′∞

)2n+1

·
n

∏

i=1

f ′i
fi ◦ ϕ

−1
i

7'���yA_��7hH:���9�'�<!Q�����4�
(X,P ′

i (X)) ∈ T ′
i

i
�q�������G|G2'����7'� �E���"� ; 2M��)�*+���<PQ£Gi § ¦�R�|�PQ£Gi § ��R�| �
PQ£Gi £�¡�R"H:������� ; 2'� φi

[5%'��$-�������.!/���

jK(s)(φi(X,P
′
i (X))) = 1

PQ£Gi £4�hR
�+�
K(s) ≥ N − 1 = n− 1

�������4���gi § �L������7LH:� ; 2'�<�f!#2 7')(=��

φ(X,Y ) =
N

∑

i=1

( N
∏

j=1,j 6=i

Y − P ′
i (X)

P ′
i (X) − P ′

j(X)

)

φi(X,P
′
i (X))

PQ£Gi £�¥�R

[r%'��$-�������.!/�^�`����H�6-�.!/��l
φ|T ′

i
= φi

i �u$-[�� �G6-�:��� |
dφ(X,P ′(X))

H:��� �f2 $&H�6&A $&6-0�6-�'��� �
K(s) −N

i1�������EH�����H����@�?0���7'�G6-)(=��
(∗∗)

� ��7'��H��������~AC���
ψi := ψ|T ′

i

��0(��$-0�2 $8�������u���
�:��2'�9K���$-���:���~AM����� ; 2'���?0���7'�G6-)(=��4�:� ]:�g����H�6-�.!Q��6&H�� �

0 ≡ dg′ ∧ ω′|T ′
i

= φ(dǧ ∧ ω′)|T ′
i
+ ǧ(d(φ+H ′ψ) ∧ ω′ PQ£Gi £�¤�R

�<����H��G|GAC��$8�?� ��V'7 6-)(=��4� �
T ′

i

| [�� ; 2 6&K���$-��7hH:� # � ; 2M��)(=��

dφ ∧ ω′(q) + ψi(q)(dH
′ ∧ ω′(q)) = 0

PQ£Gi £�¦�R

AM�����?H:�h� ��A_��7hH:�
q ∈ T ′

i

i
� � ; 2M��)(=�� PQ£Gi £�¦�Rg� ��V'7'�\���?K���$-���:����� �

ψi
iW�
����� 6&7hH:����A_��$8���4%'��$-�������.VM0(������7LH:�

A �:��0�6-���������50���7LH��:��$8��������2M�4���:� ����� �f��7h2 $8��)(=�� i 	1�:H�2'� �������5���q���:� ��7'�q� �g��7L2 $8��)(=��
� ���u��$-������7LH:��� ; 2'�f��AM���:��0����J7M�E� ; 2M��)(=��YPQ£Gi £�¦�R �

• dH ′(X,P ′
i (X))

�:�<��7L2 $8�r��H:[����:� ���
N − 1

i

• ω′ H:���J��2 $&H�6&A $&6-0�6-�'��� �
N + 1

• dφ(X,P ′
i (X))

�:�<��7h2 $8�4��H:[����:� ���
K(s) −N

|G������)(���@���������4���gi § i

��,



�v����H���7hH:�r���
(K(s) −N) − (N − 1) ≥ N − 1

PQ£Gi £ ��R
��7LH�=��?���,!#2 7')�*h���

ψi(X,P
′
i (X)) = XN−1vi(X)

AM������!�2 7')�*+���1%'��$-�������.!/���
vi
i"! �����4�

�fi § �L������7hH:� ; 2'�

ψ(X,Y ) =

N
∑

i=1

( N
∏

j=1,j 6=i

Y − P ′
i (X)

P ′
i (X) − P ′

j(X)

)

ψi(X,P
′
i (X))

PQ£Gi £+��R

[\%'��$-�������.!Q�O�
����H�6-�.!/��l
ψ|T ′

i
= ψi

i � 0���7'�G6-)(=�� P
2.28

RE[Y� ; 2 6&K���$-��7LH:�^� A_���G6&� ; 2'�
s ≥ 4N − 1 = κ

| ; 2'�@[q��% 6&ACB�H:���:�q� �f$-���4�Gi,�
����H���7LH:�?AC�h� �������y0���7'��H���2 6&�9���x!�2 7')�*+���
φ
�
ψ
� ���:� ]:���'���(i

�,�:�(K���� �E�����:�:�r£ � �uA $&6-0(���q�������4��£Gi £ § ���JK+6&l�6&7 %M��7')(���u� ���~A_��7hH:���
p1, . . . , pn

i
�,�:�(K���� �E�����:�:�r¡ � H:������������AM���:����� �~!#��$&%'�(��)�*+����0����EAM��7 %'��6&�����

(F ,G)
�

(F ′,G′)
i

	,� K+6&l�6&7 %M��7')(���
Up

�
U ′

p

� ���TA_��7hH:���
p ∈ Σω

0���7'��H���2 N&����� ���^a 6&%'��$-�������.VM�������
Ψp : Up −→ U ′

p

� ��V'7 6-� ���?7'� �����4�s£Gi £ § |,$-����a ����7'� � ; 2'�`�'�^0���7'��H���2')(=��p� �
g′

���
� ���G2 l4�G6&�:��H�������7LH:� ; 2'���`0������:���:A_��7'����7'0�68�

Υp
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Ĝ = S∗(G̃)

����H�=�� 0���7LH�6-�'����7'�TA �:B(F+6&��� $-���4�
P�K����yV'��2 ���r£Gi § ,�R �
3 �h�p� � �8� / �  �*� >  0 4�*!$)& � $'& 
 *9( , 46& ��$ ∂φ

∂t
(0, 0)

$ ∂φ
∂x

(0, 0)

� (��
Ĝ 
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�q�50���$&2 7M���<�>=��4�:��0���a ��6&����7hH:���<�.� § | �E�r% 6&A_B�H:���:�?�:��a �:�g���5����2 AC����� ��6&7hK�����68Z�7'0�68�
�L������7LH:� ; 2'�rV'$8�Y6&7G!Q����6-����[b2 �4�T6&��2M��$-�'��� �
��7LH��:�\�G6-�:0����?AC���.!#2 ����� ���(i �+�rV F'���������
6&�4�������J� �q2 �IAC��7LH:�\P#�5���:�:�5[q2 �I������2\� �q$&6&aC����H���� � ; 2'�qH:��������R�|'����FG6-��H���7'0�68�?� �

ϕ0���7LH�N&7L2M�4K����J�L������7hH�6-�'�EAC��$-�?���������4������2 ����7LH:� ; 2'�57'�������4��£Gi § �G|'�<�g%'��$-�������.V��
� �?!Q��H:� ; 2'�����9�:��0���a ��6&����7hH:���5��=��E%'��$-�������.!Q���(i��
���~H�����H����.c �:�f� ���G6-�:0����(|

ϕ
����H:��7'� ���

�+�



2 �Ja 6&%'��$-�������.VM�����
ϕTT ′ : T −→ T ′ i

3 �h�O� ���8� �
(F ,G)

$
(F ′,G′)

��$
� &�( �  �& ,�4 "�4  �, ( "  � � $
&  β : E2 −→ E2
46//(1�

�14�0 4 "�4�*1�"& "�4 � � & ( ,�4 ����$
� & ( � 4 * 4�* p0 7→ p0 
 p1 7→ p′1
$
p2 7→ p2 � � . * 4 & �� 2 .
$3  &��

(F ,G) = T + {f = 0}
$�3  &��

(F ′,G′) = T ′ + {f ′ = 0} � � $)&)& $ ,! �&/4 * 4)��$ "�4�&��$
� & (+*
ϕTT ′

$
Υβ

� ,�4 "�4 & 4 � $ "  � � � � � � � �3: &�3,+�4

g′(ϕTT ′(p)) = Υβ(g(p)) ∀p ∈ T
PQ£Gi ¡ § R

& $	$�&/4 "%$'&�3($'& $	$.- ( &/3($�.�" //( �14 0 4 "�4�*
� &'"�4
Ψ : (C2, 0) −→ (C2, 0)

3  0 2/.
$

f ′(Ψ(p)) = f(p) e

g′(Ψ(p)) = Υβ(g(p)) ∀p ∈ (C2, 0)
PQ£Gi ¡�£�R

� $ " *  �*/3 ( ,/. 0  �* Ψ∗(F ′) = F
$

Ψ∗(G′) = G
�

� * 4�>  ( � 7'��0����:��6-�'��� �r�'�\0���7'�G6-)(=��WPQ£Gi ¡ § R5[�H���6&Kh68��$/i��������Y�
��2GVM0�6���7'0�68�G|
�
0���7Gc
��H���2')(=��4�'�4� ; 2 6&K���$���7'0�68�EK+68�E��$-��K���)(=��4� �<0(���E6&7 %'���qA_�+� �<�:���~!#��6&H��E����� A �:��a $-���4���(|��
�4��FGH:��7'��=��`�����qAC��7LH:���5� �

T
AC�h� �g�:���u!#��6&H��r� ��Kh6-�'�`���4!Q��H:� ; 2'�?���5���:� ��7'�5� ���u�:��0���c

a ��6&����7LH:��� ; 2'�f��AM���:��0���� P#�:����2 6&7'� �r����� ; 2'���4�E�'�EA �:�wK���� �������4�r£Gi £ § R9��=��E6&��2M��6-�wi
�m��H:�g[�| ���x!#��$&%M���y� �

F̂
�@� �

Ĝ
H���7 ����7'0�68���I7L2 �4�g0�2 ��K��

T̂
P#�fH�����7'�.!Q�����4��� �g���:H���6&H:�g� �

T
R�| ; 2'��0�����H��4H�����7'��K����:����$&����7hH:�g�r�G6&Kh6-�����

Er
i 	���H��40�2 ��K���0�����H��r0(���'�?!Q��$&%M�

L
� �

F̂A �:B�FG6&�4�E� �
Er

���
r
AC��7LH:���~�G6d!Q���:��7LH:���

Q1, . . . , Qr
|+� ��K+6-� � # 6&7G!Q�����4��)(=�� ; 2'�5H:�������

�:��a �:����%'��$-��7'���E68�?� �
F̂
i
Q1, . . . , Qr

�>=��fAC��7LH:���90���N&H�6-0����u�'���:���:H���6-)(=��g� �
S∗(g)

�
L
i

�
�����g!Q��$&%M���9��2GVM0�6-��7hH:������7LH:�fA �:B�FG6&�4���~� �
Er

H:�h� ���yH����J�g���������
v(Qi) = q > 1

i��
!#B����f2 $8��� ���q2 � �96&H�l<7'���:�:��0(���:�4�:�����:0��:��K��

2 = 2 · (r + 1) − 2(
∑

q∈L

(v(q)) − 1))

�v����H���7hH:�T��a H:�������
v(Qi) = 2

AM�����
1 ≤ i ≤ r

�
v(q) = 1 ∀q ∈ L \ {Q1, . . . , Qr}

i
�m��H:��������H���� ; 2'� g|L\{Q1 ,...,Qr} : L\{Q1, . . . , Qr} −→ C

[u2 � �:��0���a ��6&����7hH:�E� �
r+1!#��$&%M���<����a �:���`��2M�b6&�4�������
i�! ���������
������2 ����7LH:�YK���$-�?AM�����

g′
���bA �:�wK��`� �
$-���4�

0���7LH�6&7L2M�r� �@!Q�����4����7Mk�$-���L�Gi
�������E6&7M���:�������^�O�:��)(=��X� ��V'7 6&7'� � !Q��$&%'�(��)(=��X0����EAM��7 %'��6&���X� �T2 � ��$-������7hH:� � �

D0(n, r1, . . . , rn)
�

�\���,�v� �5� � ���8� 0 � (+* $ "�4�& 2/. $<. " ��$9*'"%$ � $ 	 4�0
�
$  ���+�4
G
�14�0 4 "�4�*
	  $'"

(C2, 0) 
. "  #$��
 � ��� � � �������)� �'��� ���*% � �.��� ��� %&�+��" ��� ����� 
����(���*��" ��� F = Fω ∈
D0(n, r1, . . . , rn)

& $
F̃
$
G̃
& +�4 ,�4 " *  & � $9(+*  6& & 46& * 4 &�3546& p ∈ E0

$ $ " ��� � �'" 46&
* 4 &�3546& � $ ΣF 
 F̃ $

G̃
&=+ 4 ,�4 " *  & � $9(+*  6& �.�'� ,/. * >  ��$�3  & � �'& ,/(  6& �

�L¥



��� ��� � � ��,�% 79. 	�!��"�+:)�/���
��� 5��
�@-����)�/�)(+�<.��@%?(+�
�JA �:�(K��^� ��0������:�`7'���g�����������?AM���:�:��� § |�£^�`¡T� ����0���6&H:���?7M�YA �:�wK��TAM�����

D0(n)
i �

������7'� �<�G6d!#���:��7')(��0����J�E0(���:�E��� ; 2'�����9H���7 ����7'0�68���q��=��E� �����:� ��� r = 1
[ ; 2'���'��� �

2 � AM���?� �E!Q��$&%'�(��)�*h���g0����EAM��7 %'��6&�����E0���� 0�2 ��K����g� �4H���7 ����7'0�68�
(F ,G)

|1�T0���7�] 2 7hH:�
� �qH���7 ����7'0�68�?��7hH��:�5��$8���9[q��6&7 ��2 $8���(i

^��6-�"��6&�����:����������7hH:��|'�:�

F ∈ D0(n; r1, . . . , rn)
|+�

� ��7'��H��������
N = r1 + . . .+ rn

|GH:�������

H���7 �
(F ,G) = (n+N + 1)C∞ +

n
∑

i=1

(Ci + Ti)

��7'� �
Ci

��=��?�:��AM������H���6&l(���9�
Ti

[@2 � 0���7�] 2 7hH:����7M��$&N&H�6-0��g���
(C2, 0)

i !�0���7'�uH���7 ����7hH:�
� �
Ti

[
(Y − tiX)ri

�:�
Ci

H:��� 0���7'�@H���7 ����7LH:�
(Y − tiX)ri+1 i
�q�:�:6&�
| ; 2M��7'� � ri > 1

|
Ti

[���6&7 ��2 $8���$7
!{������2 ����7LH:���'�gA �:�wK��g7'�E0(�����g� �

D0(n)
A_�+� �5�:���~���'��A H���� ���'��!#�����4�?������2 6&7LH:�

AM�����?A �:�(K����u���v�����:���4�4£Gi § £ �
j ��7'��6-� �����������

F := Fω
�
F ′ := Fω′

i
!��f0���7'�G6-)(=��
P�6SRuP#�5�'�bP�6&6SR1H����fa_[��rRxH:�������

Σω = Σω′ = {p1, . . . , pn}
�
ri = r′i

AM�����
i = 1, . . . , n

i�!5��V'7 6&�����
N :=

n
∑

i=1
ri
i@�+� ]:�

Ci
� 0���7�] 2 7hH:�p��7M��$&N&H�6-0��s� �

(C2, 0)
0�2�]��^H�����7'�.!#�����4��� � ����H���6&H:�

C̃i
AC���

E
[`�Y!#��$&%M�

� �
F̃

AC���
pi

AM�����
i = 1, . . . , n,∞

if�
�+� �������<��2 AC���(|CAM�����
i = 1, . . . , n

|
pi = (ti, 0)7M�40(����H��

(t, x)
|C��7'� �

t∞ = ∞
�
C∞

H�����7'�:K����:����$��
E0

i5�+����AC���:�'�r� ������7'������$&6-�'��� �
A_�+� �������u��2 AC��� ; 2'� |ti| 6= |tj|

���
i 6= j

i"�+��%'��2 K����q2 �JAM��� ; 2'�<����H�6-�.!/��l��?6&��2M��$-�'��� �
��2'�'�������Y���`0��+���:� ��7M���'���`6&7 6-0�68��6-�`A_���b2 �4�pH�����7'��!#�����4��)(=��X$&6&7'�(���
��� � ; 2M���'�G| ; 2'�
0�$8����������7LH:�TA �:���:����K��W���E% 6&ACB�H:���:���4�:��a �:�T���?!#�����4���wi 	 ; 2 6&K���$-��7LH:������7LH:��|u�:� ]��

C ′
i

�
0���7�] 2 7hH:�
��7M��$&N&H�6-0��b���

(C2, 0)
0�2�].�rH�����7'�.!Q�����4��� �`����H���6&H:�

C̃ ′
i

A_���
E

[?��!Q��$&%M�4� �
F̃ ′

A_��$-�rA_��7hH:�
pi
i5�+� ]����

fi, f
′
i : (C2, 0) −→ C

���uAC��$&6&7����E6-���5� � �p��6-���:��H��������@���
Y

� �
Ci

�
C ′

i

�:���:A_��0�H�6&K�������7LH:��i
�,�:�(K���� �E�����:�:� § � !@��V'7 6&�����@���y!#2 7')�*h���9�����:�������.!/���u���

(C2, 0)
�

g =
f

(N+n+1)
∞

n
∏

i=1
fi

, ǧ =
f

′(N+n+1)
∞

n
∏

i=1
f ′i

!@���:H��g!#�����4�G| ����0��:��K���7'� �
g̃ = g ◦E

� ˜̌g = ǧ ◦E
|GH:�������

�G6&K
g̃ = (N + n+ 1)C̃∞ +E0 −

n
∑

i=1

C̃i

�G6&K ˜̌g = (N + n+ 1)C̃ ′
∞ +E0 −

n
∑

i=1

C̃ ′
i

	,�
(C2, 0)

� ��V'7 6&�����~����!Q��$&%'�(��)�*h���
G = {g = cte}

�
Ǧ = {ǧ = cte}

i1�v�+� �������y��2 AC���
; 2'�f!Q�����4��� � ��6-�5AM���:����� ��!Q��$&%'�(��)�*+����0����EAM��7 %'��6&������0����}0�2 ��K������ �gH���7 ����7'0�68���4P#���

�L¤



7M=��^!#���:��� AC�h� �������?�f2 $&H�6&A $&6-0(���
g
�
ǧ
AC���?2 �4�T!�2 7')(=��p��� � ; 2M���'��R�i !@���:H��T!#�����4�

H:�������.�

D :=
H���7 �

(F ,G) = (N + n+ 1)C∞ +

n
∑

i=1

(Ci + Ti)

D′ :=
H���7 �

(F ′, Ǧ) = (N + n+ 1)C ′
∞ +

n
∑

i=1

(C ′
i + T ′

i )

��7'� �
Ti

[ 2 �4� 0�2 ��K��X���
(C2, 0)

P#��� ��������$��:6&7 ��2 $8���Y���
0
R`0���� 0���7'�sH���7 ����7hH:�

(Y − tiX)ri
| �@H�����7'��K����:����$��

F
�<�

G
���

Ti \ 0
i��q7M��$-���L������7LH:��|

T ′
i

[52 �4�g0�2 ��K��?���
(C2, 0)

P#��� ��������$_��6&7 ��2 $8���y���
0
R,0���� 0���7'�uH���7 ����7hH:�

(Y − tiX)ri
|h�uH�����7'��K����:����$ �

F ′

�f�
Ǧ
���

T ′
i \ 0

iu�+� ]:�
ϕi := ϕTiT

′
i

��0������:����AC��7'����7'0�68�r��7LH��:��!#��$&%M���q� �
F

�5!Q��$&%M���q� �
F ′ ��F+A �:���������'�g��� Ti

�
T ′

i

i �v�������92 � ������2`� �@$&6&aC���:�'��� �@7M�����:0���$&%M�g� �
ϕi
|+AC��6-�"7M=��

H:�������,V F'��� ����0������:����AC��7'����7'0�68�<��7hH��:�u���1���������x� �
Ti

�
T ′

i

i�n@�<� ��0������:���x�'�@A �:�wK���� �
$-���4�����:����2 6&�x�:����k���!Q��H�2M���'�<�����:0���$&%M�Gi��+� ]:�

{H ′ = 0}
2 �4�<� ; 2M��)(=���AM�������<0���7�].2 7LH:�

��7M��$&N&H�6-0��
T ′ =

n
∑

i=1
T ′

i

i � �G6dVM0�2 $-�'��� ���4��6-���<[?A �:�(K����<� �����4�`�,��6&7'0�6&AM��$17'����H:�E0(����� i
�'��$&6&l�����7LH:�^� $-���4�s� �\6&7hH:����A_��$8��)(=�� P �����4� �gi § RgK���$-�`AM�����p0���7�] 2 7hH:���4��6&7 ��2 $8���:���r�
��a H:�������.�
3 �h�O� ��� ���65 3 �+�p�p�<���#���h� #
�'� 7 � � ( *�� 3($)& $ jκ(ω) = jκ(ω′)

& 4 ! $�4�* $ "  � � � � ( "%�
* 0 ( ,! 2/. $ $.- ( &/3($'" 	9. &���� $)& φ ∈ O∗

(C2,0)

$
ψ ∈ O(C2,0) 


��$ 	/4 * "  �2/. $  	).�& ��+�4 "%$9* 4��
"�4 *1	  $ "

(C2, 0) 

g′ = ǧ(φ+H ′ψ)$  9	 4�0
�
$  ���+�4

G′ = {g′ = cte}
&  3 ( &1	  � $'"  6& & $���.1( &�3($)&:,�4 &���( ��� $)&)(

(∗) g′(q) = g(ϕ−1
i (q)) 
 ∀q ∈ T ′

i

$ *  �*� i = 1, . . . , n �

(∗∗)
3  &��

(F ′,G′) = tang(F ′, Ǧ) = (N + n+ 1)C ′
∞ +

n
∑

i=1
C ′

i + T ′
i

� *-4�>  1� �@����7'� �52 � ������2 ����7LH:�f0����EA $-��H�������7LH:�5��7Mk�$-����� # A �:�(K����'���1� ; 2M��)�*h���~PQ£Gi § ¦�R
�4PQ£Gi § ��R"A �:�(K�������� ; 2'�5AM����� i = 1, . . . , n

j
K(s)+(ri+1)
0 (fi) = j

K(s)+(ri+1)
0 (f ′i)

j
K(s)+1
0 (f∞) = j

K(s)+1
0 (f ′∞)

PQ£Gi ¡�¡�R
	1�:0��:��K��������5���9AM����������H���6&lw��)�*h���@� ���,2 6-�:��2GF
� �

Ti
�
T ′

i

�

w −→ (wri , Pi(w)) ∈ Ti

w −→ (wri , P ′
i (w)) ∈ T ′

i

PQ£Gi ¡4�hR
A_���f2 � ������2 ����7hH:� ��7Mk�$-����� ���Y�'�Y� ; 2M��)(=��XPQ£Gi § ,�R<A_�+� �������f�:2 A_���

jK(s)+N (Pi) =
jK(s)+N (P ′

i )
iy�G��aC������� ; 2'� P ′

i (w) = tiw
ri +Biw

ri+1 + . . .
%'��$-�������.!Q�40����

Bi 6= 0
i

�h¦



�
�����r����H�2'�'���
ϕi

A �:��0�6-���������q0(��$-0�2 $8���@���9H�����7'��!#�����4��� ���@����H���6&H:���u� �
Ti

�
T ′

i

7M�E0(����H��
(t, x)

��7'� �
xt = Y

�
X = x

�
E−1(wri , Pi(w)) = (ti +Biw + . . . , wri) =: (P̂i(w), wri)

E−1(wri , P ′
i (w)) = (ti +Biw + . . . , wri) =: (P̂ ′

i (w), wri)
PQ£Gi ¡�¥�R

�v���,2 � ������2 ����7LH:��� �x�:��0���a ��6&����7hH:��� ]:k9!Q��6&H:�@������H����tc �:� ; 2'�"��FG6-��H:� w −→ bi(w)
��7'� �

bi(w) =
∑

j≥0
bijw

j [<%'��$-�������.!Q�?H���$ ; 2'�

ϕi(P̂ (w), wri ) = (P̂ ′(bi(w)), (bi(w))ri)
PQ£Gi ¡�¤�R

n@�g� ; 2M��)(=��?£Gi ¡�¤g����H�kf����a 2 H�6-�'�E�g���:0���$&%M� ; 2'�uH�N&7 %M�������u��7LH��:�5���"���������9� �
Ti
i��+���

A_���:�'�`� �?����7'������$&6-�'��� �EAC�+� �������<��2 AC���
ti = 0

�
bi1 = 1

i �9�`�:��� ���<� �
(ti, 0)

H:�������
6&7LH:��������6-�EA ��6&����6&�����?%'��$-�������.!/���E$-�+0(��6-�

hi, h
′
i

� �
F̃

�
F̃ ′

�:���:A_��0�H�6&K�������7LH:�\� �r!Q�����4�
; 2'�

h′(t, x) = h(t, x) + xK(s)+1h̃(t, x)
PQ£Gi ¡�¦�R
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t ∈ Γ(A,M(L0 ⊗ L))

H���$ ; 2'�<�G6&K t = E
�I�:����2 6&�f0���7'�:H���2 6&�:�������?2 �4�`!Q��$&%'�(��)(=��

F
0���� ���<A �:��A ��6-���'��� ���E� �T��7L2 7'0�68��� � |

���:�:�+0�68���'� # �~�:��)�*+���
s
�
t
0���7'��H���2 6-�'���q��0�6&�4� �

�+� ]��
{Uα}α∈I
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Φ∗(ωβ)(x, yα) = ωβ(φαβ(x), gαβ(x)yα) =
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′
αβ(x)dx + gαβ(x)dyα] + [sβ(φαβ(x)) − gαβ(x)yασβ(φαβ(x))dφαβ(x)dx] =
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αβ(x)
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gαβ(x) − σβ(φαβ(x))φ′αβ(x)
)

dx] =

= gαβ(x)[dyα + (sα(x) − yα
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= gαβ(x)ωα(x, yα)

�+� ]����
pα : Uα −→ C

!�2 7')�*+���b%'��$-�������.!Q��� ; 2'� � ��V'7'��� � �G6&K+6-�:���
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ηα(x, 0) = pα(x)dyα + (pα(x)sα(x))dx
�����u0���7�].2 7LH:���5� ��l(���:���q�f� ��A_��$-���@� �

s
�>=��g�G6-�Q] 2 7hH:���(i1�
����H���7LH:��7h2 �4�?K+6&l�6&7 %M��7')(�

U
� �
A

���
L
| �f!#��$&%'�(��)(=��

F|U
[

�:����2 $8���(i

•
n@���9A_��7hH:���

pi ∈ suppD
|
F|U

[�H���7 ����7LH:�?�
A
| A_��6-�

ηα(pi, 0) = pα(pi)dyα 6= 0AM�����
i = 1, . . . , k

i �{���:� ��� � �<H���7 ����7'0�68�r���
pi

[
ni + 1

��7'� �
ni

[f�����:� ���
� �?l(���:��� �

s
���

pi
i

•
n@���,A_��7hH:���

p ∈ A−{p1, . . . , pk}
����a_������� ; 2'� pα(p)sα(p) 6= 0

�9A_����H���7hH:�
F|U[gH�����7'��K����:����$��

A
���

p
i j ��aC�g��a'������K���� ; 2'�g7'���5A_��7hH:���<� � &). *�*�: ���@!#��$&%M���

� �
F

AC���:��2'���IH���7 ����7'0�68���u�:6&�EA $-���u0���� # �yV'a �����q� �
L
i

�m�:H:�?A �:�(K��E�EH:�����:���4�Gi
!qa'�:����K��������u�g�:��$8��)(=��E� ����H:�@H:�����:���4�?0���� �g0���7'��H���2')(=��E�'���'�gAC��� � 6&7'�.c n@��H:�E���

� ��n@£ � i,nq���:���~H�����aM��$&%'�����x!#��$&%'�(��)�*+���90���7'��H���2 N-�'���9� ��6dF'���J��0�2 ��K��
A
6&7LK�����68��7LH:��| �4���

���f6-� [�68���g!#2 7'�'������7LH���6-�4��=��^���g�������4���wis�+����68�T6&7hH:���:���:����7LH:�\�>��a_���?�:�`�Y0���7'��H���2')(=��
� ; 2 6<��A �:���:��7hH����'�XA_�+� � �:���`����7'������$&6&lw���'�XAM�����O!#��$&%'�(��)�*+���\� �s0��+�G6&����7'��=�� 2 � ���
����a 6-��7LH:���5� ���G6&����7'�:*+���u�:2 A_����6-���:���(| 0������4[���0(���:�E��� � ��n5£ � i

�
����� � ���:H�2'� � �'���T0�$8�����:���Y��7M��$&N&H�6-0(��� � �
F(N,A, n; r1, . . . , rn)

����H:��7'� �������^�
� ��V'7 6-)(=��4�'�E����H���2 H�2 ���EH�����7'��K����:����$xP�K���� j ��A N&H�2 $-�r£�Ry�'�?�:����2 6&7LH:�<!#�����4� �

¥ �



�\���,�v� �5� � � � � � $ &  F ∈ F(N,A, n; r1, . . . , rn)
, 4 "

ΣF = {p1, . . . , pn}
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Vi
.�"  

>$( � ( &<�� & �  ��$
pi
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p /∈
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∑
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∑
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[f0����EAM��7 %'��6&���b�(�+� 0�2 ��K����@� ��H���7 ����7'0�68�b� �

F
P��:����A�i

F ′ R97'�4A_��7hH:�
p
i@�+����2 6&7'� �b�

������2 ����7LH:��� � �������:���4�4£Gi ¡ § 0���7'�:H���2 N&�����y2 �4�?0������:����A_��7'����7'0�68�g7M�fK+6&l�6&7 %M��7')(�?� �
p��H�����K�[��@� ���9K���$-���:���u� �

g
�
g′
i
!���� � ; 2'� G �

G′ ��=��E!#��$&%'�(��)�*+���97L2 �4�EKh6&l�6&7 %M��7')(�4� �
A

���
N
| ���:���?� ; 2 6&K���$���7'0�68�4����H:��7'� ���g2 �4�?K+6&l�6&7 %M��7')(�E� �

A
���

N
2'����7'� �*�

•
�b0������:����AC��7'����7'0�68�`��7LH��:�?K���$-���:����� �

g
�
g′
]:�b� ���:0���6&H��rAM�����`����H:��7'� ���<�r� ; 2 6&Khc

��$���7'0�68� # �9V'a �����u� �
F

�:��a �:�
A \ {q1, . . . , qm}

•
�^H:�����:���4�s� � 
 ��H�H:��6dc 
T��2'�:�:2 AM�����s����H:��7'����c/$8�s������0���7�].2 7LH:���

Lqi

|���7'� �
qi

[
2 �4�Y��6&7 ��2 $8����6-�'��� �r� �4N&7'�G6-0�6-� −1

si

� �
G
��H����fa_[��e� �

G′ �r����%'��$-��7'���E68���?� �
���faM���9!Q��$&%'�(��)�*h���u����$-��7 ����� �

A
�����

qi
��=��?H���6&Kh68��6-�wi

!}������2 ����7LH:�W7M=��s����H:��7'� �\AM�����p����7'���:�����4��6-���:���4A_��� ; 2'�\��� ��������$~7M=��sH:�������
h1(p) = h1(2p)

i1�������E���~�G6&K+6-�:���:���~�'�g!Q�����4�
D = 2p

������2 A_���.!#N-0�6-���~� ��zu6-���4��7 7Y� �
����7'���:�r����a 6&H���k���6-� ; 2'��6-�:�:�?�:� ]:�?����H�6-�.!Q��6&H:� |'��������2 ����7hH:�4�:�<��A $&6-0(�Gi

� � � � � ��� �
C
� 1

nq�^0(���:�^��� ; 2'� A ∼= C
� 1 [r��������2 $&%M���'�

A −→ Uk
0���� ��2 H:��6&7LH:���:�:��)(=��

−k < 0A_�+� �������~����H:��7'� ���@���9�:����2 $&H���� ���~��a H�6-� ���u7'��0(��A N&H�2 $-�4£ �

¤+,



������a �:������� ; 2'� Uk

[\�^��2 A_���.!#N-0�6-�b0����EA $-��F � � ��V'7 6-�'�^AC���E�G2M���E0(����H����
(t, x)

�
(y, u)

� �E!Q�����4� ; 2'� t = 1
u

|
x = yuk AM�����YK���$-���:���f� �

u 6= 0
i j ��7'��6-� �������:�������

Uk0������`����������� �?��2 A_���.!#N-0�6-�E0����EA $-��F'�b7L2 �4�`K+6&l�6&7 %M��7')(�\� �
A = {x = 0}

i��G��aC�������
; 2'� A AC�h� �E�:����6&�EA $-�h�G6-�'�Gi � 2M��7'� �

k 6= 1
��a H:��������2 �4�
��2 AC���.!�N-0�6-�4��6&7 ��2 $8���<�4���

H:�������~2 �J���+� ��$-�?a 6&%'��$-�������.!#�r� ��$8� ; 2'�57'���~AC�����E6&H:�5H�����aM��$&%M���.�
3 �h�O� � ��� �"($-  "�46&

k ∈ N
$
ζ
.�"  *� � � 
�� 
 &)( "  * *)( " (+3 (
>  ��$ � � 4�. ζ = 1

& $
k = 1

� � � 4 &�&9( ��$/*� "�46& $'" (C2, 0)
  ���+�4���$ � & (��  * 4�* I(X,Y ) = (ζX, ζY ) ��: - ( &/3($

. " /9( ��4�0 4 "�4 *1� &'"�4
σ : Uk \A −→ (C2,0)\0

I

2/.
$ 	  �:4���(  ���*� "  �& $���.1( &�3($:,�4 ":.�3  �*)(

(C2, 0)
ρ

//

π
##G

G

G

G

G

G

G

G

G

Uk

σ
��

(C2,0)
I

4 &���$
(t, x) = ρ(X,Y ) = ( Y

X
, Xk)

��$
� & $ . "   * 0 ( ,! ���+ 4 �14�0 4 "�4�*
	  k : 1
��$

C
2\{X =

0}
& 4 /9*!$

Uk \ A 
 $ π : (C2, 0) −→ (C2,0)
I 
  * *-4 & $ ��+ 4 ,! &�� &�( ,! �

� * 4�>  �
ρ
���:H:��7'� �\%'��$-�������.VM0(������7LH:�s�

C
2 \ 0

i �������sA �:�wK�����6-���:� |x��a'������K��������
; 2'�f��2'�'��7'� �`� ��0(����H����5���

Uk
�r��F+A �:���:�>=��4� �

ρ
[

(u, y) = ρ(X,Y ) = (X
Y
, Y k)

i �
6&�4������� � �

ρ
[
Uk \ A

i ���������fH�����aC[��
ρ(I(X,Y )) = ρ(X,Y )

i �m�:H:�`6&�EA $&6-0(� ; 2'�
��F+6-��H:�52 �4�?!�2 7')(=��E%'��$-�������.!/�

σ
� ��V'7 6-�'�E7'�E��7h2 7'0�68��� �4H���$ ; 2'� σ ◦ ρ = π

i
	,$8�E[ § � §
A_��� ; 2'�gH���7LH:� ρ 0������

σ
�>=��

k : 1
i��
����H���7LH:�

σ
[f2 � a 6&%'��$-�������.VM�����
� �

Uk \ A
7M�

6&�4������� i
�m�:H:�f7'���"AC�����E6&H:�56&7LH:����A �:��H����9!#2 7')�*+���(|�!Q�����4���9�q!#��$&%'�(��)�*+���9���

Uk
0������f!#2 7')�*h���w|

!#�����4���<�g!Q��$&%'�(��)�*+���<���
(C2, 0) ; 2'�gA �:���:����K���� I

| �?K+6-0���K����:���G|�H�����7'��A_����H����<��aG]���H:���
���

(C2, 0)
6&7LK�����68��7LH:���qA_���

I
�E��aG]���H:���~���

Uk
i"������H:�������~A ��6&����6&�:�r�'���y!�2 7')�*+���.�

!����'�^2 �4�^!�2 7')(=�� %'��$-�������.!/�
f : (C2, 0) −→ (C, 0)

� �b!Q�����4� ; 2'� f ◦ I = f����a_������� ; 2'�\H:�h� ���b���40��+��VM0�6-��7LH:���`� ���4����7����E6-���
XiY j � �O� ���:��7hK���$&Kh6&����7hH:�X���

�:[���6-�?��=��b7L2 $-���<��F 0���H:� |CH���$&K���l�|���� ; 2'�f����H�6-��!Q��l(��� ; 2'� i + j ≡ 0
��B+�G2 $-�

k
i �@�:��6&�
|

f(X,Y ) =
∑

j≥m

fj(X,Y )
|���7'� �

fj
�>=��uAC��$&6&7����E6-���,%'����������7'�����1� �"������2

jk
|��
fm 6= 0

i
� !QB�����2 $8�

f̃(t, x) =
f(x

1
k , tx

1
k )

xm

� ��V'7'�~2 �4�@!#2 7')(=���%'��$-�������.!/�<���
Uk

i �m7LK����:��������7hH:��|+�'���'��2 �4�@!�2 7')(=��
g̃ : Uk −→ C%'��$-�������.!Q�f0���� ��$,�

(g̃(t, 0)) = n
|�AC�h� �������x� ��V'7 6&�x2 �4��!�2 7')(=���%'��$-�������.!Q�f���

(C2, 0)

g(X,Y ) = Xn · (g̃ ◦ ρ(X,Y ))

j $8����������7LH:�
f = Xm(f̃ ◦ ρ)

|'���:�
h = Xn · (g̃ ◦ ρ)

|'��7hH�=��
h̃ = g̃

i

¤ §



�
�����\�b� ��V'7 6-)(=��`� �g2 �4�4!#��$&%'�(��)(=��
F

���
Uk

aM����H��r2 �4� § cQ!#�����4�
ω
���

(C2, 0)� �5!#�����4� ; 2'�
I∗ω ∧ ω = 0.

PQ¡Gi �hR
!q6&H��g0���7'�G6-)(=��g6&�EA $&6-0(� ; 2'� I∗ω = fω

AM�����?��$&��2 �4��!#2 7')(=��
f ∈ O(C2,0)

i !5��!Q��H:� ; 2'�
Ik = id

| 6&H:������7'� �b�?0���7'�G6-)(=��TPQ¡Gi �hR"H:�������

f(X,Y ) · f(I(X,Y )) · f(I2(X,Y )) · · · f(Ik−1(X,Y )) ≡ 1
PQ¡Gi ¥�R

�uA $&6-0(��7'� � ���:H��O6&��2M��$-�'��� �p7M�X����6&����� H:�������
f(0, 0)k = 1

� AC����H���7LH:� ��FG6-��H:�
l ∈

{0, . . . , k − 1}
H���$ ; 2'� f(0, 0) = ζ l i�	1�:0��:��K��������

g(X,Y ) := f(X,Y )
ζl

| �
gj
i (X,Y ) =

(g(I i(X,Y )))j i !��\� ; 2M��)(=��OPQ¡Gi ¥�R�H:������� k−1
∏

i=0
g1
i = 1

i4nq2 �4�`K+6&l�6&7 %M��7')(�
� �
1 ∈ C

���:0���$&%'�������92 � �������E�'�f����N&l
k
c ����6&�4�g� ��7'��H���� �EAC���

(·)
1
k
� �q!Q�����4� ; 2'� 1 = (1)

1
k
i
�

§ cQ!#�����4�
η := (

k−2
∏

i=0
gk−1−i
i )

1
kω

�>��H�6-�.!Q��l
I∗η = ζ lη

i j ��� ��!Q��6&H:� |

I∗η = (
k−2
∏

i=0

gk−1−i
i+1 )

1
k ζ lgω = ζ l(gk

k−2
∏

i=0

gk−1−i
i+1 )

1
kω =

= ζ l(gk−1
k−2
∏

i=0

gk−2−i
i+1 )

1
kω = ζ l(

k−2
∏

i=0

gk−1−i
i )

1
kω = ζ lη

PQ¡Gi ¤�R

!@���:H��@!#�����4� ; 2M��$ ; 2'���,!Q��$&%'�(��)(=��<��� Uk

H:��� 2 �4��!#�����4�5���
(C2, 0) ; 2'�u�5�:��A �:������7LH��� ; 2'���������:0��:��K��<0������

∑

j≥0

ωm+jk

AM��������$&��2 �
m ∈ N

| ��7'� �
ωi

[52 �4� § cQ!#�����4�E%'����������7'�(��� ��������2
i
i

nq���r����H���������6&7hH:���:���:����� ���b7M���E!Q��$&%'�(��)�*+�����:����2 $8���:���b���
Uk

i �
����H���7LH:� 7'���4�:��c
��H���6&7 ��6&�����q�����9�:��A �:������7LH���7LH:���5� ��$8���.�
�\���,�v� �5� � � � 0 �
($-  ���46&

k, n, r1, . . . , rn ∈ N
∗ 
 � $
� & ( "�46& N =

n
∑

i=1
ri �;� $
&  Dk

0 (n; r1, . . . , rn)
4 , 4 &)&9. &�354���$

1 − formas ω
��( ,/* � 3 ( ,! 6& $'"

(C2, 0)
3  �( & 2 .
$

� (��
I∗(ω) = ζN+2ω

� ( (��
F̃ω := σ∗(Fω

I
) ∈ F(Uk, A;n; r1, . . . , rn)

j ��a_�f��a'�:����K������ ; 2 6 ; 2'� D1
0(n; r1, . . . , rn)

[��40���7�].2 7LH:�`� �<!#�����4���
ω
H���6-� ; 2'� Fω ∈

D0(n; r1, . . . , rn)
|��:����2 7'� ���u7'��H���)(=��5� �50(��A N&H�2 $-�<£Gi ! �:����2 6&7hH:�y$-���4�qA �:�(K�� ; 2'�xH:�h� �

��$-������7LH:�?� �
F(Uk, A;n; r1, . . . , rn)

AC���:��2 6�2 � �:��A �:���:��7hH���7LH:�����
Dk

0(n; r1, . . . , rn)
�

0(��$-0�2 $8�4�?��2M�g�f2 $&H�6&A $&6-0�6-�'��� �g��$&��[�a ��6-0(� �

¤�£



3 �h�O� � � �G� �  �*  ,! ��  F ∈ F(Uk, A;n; r1, . . . , rn)
$ -�( &/3($

ω ∈ Dk
0(n; r1, . . . , rn)

3  �0
2/.
$

F = F̃ω � � 0 
 " ��( & & 4  " .1023 ( * 02( , ( �  ��$  �0 � 
 /9*9( ,  ��46& $90 $'"%$'&�354�&3��$ Dk
0(n; r1, . . . , rn)


 N + 1 �
� * 4�>  �,�v��$8��!#B����f2 $8�<� � �"��2 7'��$&$8�rP�K���� � �"� ��R�|L�5V'a ����� ��7'�����4��$�� �

F
|
NF

����H�6-�.!/��l

NF · A = −χ(A) − tang(F , A) = −2 −N

�v����H���7hH:�
�:�
ω̃(t, x) =

∑

j≥0
xj [Aj(t)dx + Bj(t)dt]

[<2 �4� § cQ!Q�����4��%'��$-�������.!/� ; 2'�g� ��c

�:0��:��K��
F

7M�?0(����H��
(t, x)

|'� § cQ!#�����4�
uN+2ω̃( 1

u
, yuk)

[@%'��$-�������.!/�E�:���I��6&7 ��2 $8����6-�'��� ���
���

A = {y = 0}
i��@�:��6&�
|

uN+2ω(
1

u
, yuk) = uN+2

∑

j≥0

yj [u(j+1)kAj(
1

u
)dy

+(ku(j+1)k−1yAj(
1

u
) − ujk−2Bj(

1

u
))du]

�v����H���7hH:�
Aj(t)

�
Bj(t)

��=��EAC��$&6&7����E6-���@� �<������2'�
nj

�
mj

�:����AC��0�H�6&K�������7hH:��|��>��H.c
6-�.!Q��l(��7'� �*�

nj ≤ N + 1 + (j + 1)k

mj ≤ N + jk

!qa'�:����K�������� ; 2'� m0 = N
|MAC��6-�����q����$&2')�*h���@� �

B0 = 0
�>=��r���qA_��7hH:���5� ��H���7 ����7'0�68�

��7LH��:�
F

�
A
0���7LH����'����0����3��2 $&H�6&A $&6-0�6-�'��� ��i"	1��0��:��K��������

A−1(t) ≡ 0
�y� ��V'7 6&�����1AM�����

j ≥ 0
�

qjk+N+1(t) =
Bj(t)

k
pjk+N+1(t) = Aj−1(t) − tqjk+N+1(t)

!qa'�:����K�������� ; 2'�u���x������2'�y� � qjk+N+1(t)
�
pjk+N+1(t)

��=�������7'���:��� ; 2'� N +1+ jk
|

��A_����H���7hH:��� ��7'��H���7'� �
l = jk +N + 1

Ql(X,Y ) := X lql(
Y

X
) Pl(X,Y ) := X lpl(

Y

X
)

PQ¡Gi ¦�R

��=��bA_��$&6&7����E6-���5%'����������7'�����f� �f������2
l = kj + N + 1

7M���5K�����68k�K���6-�
(X,Y ) ; 2M��7'� �

��$-���~7M=��E��=�����F'��H�������7LH:��7L2 $-���(i

ω̃(t, x) =
∑

j≥0

xj[kqjk+N+1(t)dt+ (p(j+1)k+N+1(t) + tq(j+1)k+N+1(t))dx]
PQ¡Gi���R
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�M��l(��7'� �4�?A 2 $&$dc/aM��0 �
� �
ω̃
A_���

ρ
| ��a'������K�������� ; 2'�

ω(X,Y ) :=
XN+2

k
ρ∗ω̃ =

XN+2

k
ω̃(
Y

X
,Xk) =

=
1

k

∑

j≥0

Xkj+N+1[kqjk+N+1(
Y

X
)(−

Y

X
dX + dY ) +

+(Xp(j+1)k+N+1(
Y

X
) + Y q(j+1)k+N+1(

Y

X
))kXk−1dX]

= −QN+1(X,Y )
Y

X
dX +

+
∑

j≥0

Qjk+N+1(X,Y )dY + P(j+1)k+N+1(X,Y )dX

=
∑

j≥0

(Qjk+N+1(X,Y ))dY + Pjk+N+1(X,Y )dX
PQ¡Gi ��R

!5�s!/��H:� ; 2'� m0 = N
|xH:������� ; 2'�Y� ��2 $&H�6&A $&6-0�6-�'��� �s��$&��[�a ��6-0(�W� �

ω
[
N + 1

i
I∗(ω)(X,Y ) = ζN+2ω(X,Y )

|�]:k ; 2'�\����0��h��VM0�6-��7hH:���r�>=�� A_��$&6&7����E6-���4%'����������7'�����
� �r������2 � ; 2 6&K���$-��7hH:�
�

N + 1
��B+�G2 $-�

k
|��

d(ζX) = ζdX
|1�

d(ζY ) = ζdY
is�
���

0���7'��H���2')(=�� |
F̃ω = F

i
� 7'�:A 6&����� ���~7'��������2 ����7LH:�b�'�gA �:�(K���� �������4��¡Gi § ,g!/��l(�������q�?�:����2 6&7hH:��� ��V'7 6-)(=��*�

�\���,�v� �5� � � � �1�"�  ��� 
ω =

∑

j≥m

(PjdX+QjdY ) ∈ Dk
0 (n; r1, . . . , rn)

4 &�� $
Pj(X,Y ) 


Qj(X,Y )
&=+�4 * 4�02( &�� " ( 4�& ��4 "�4 � �'& $�46&���$%� *� �. j ≡ N + 1

"
�
� . 0 4

k 
 ��$
� & ( "�46&�4

 ,/0  3 
 ��(
>$( & 
 ��$ ω ,�4 "�4� �8�
	 4�*'"  �14�0 4 "�4�*
	  �(

ω̃(t, x) :=
∑

j≥0

xj[Qjk+N+1(1, t)dt+
1

k

(

P(j+1)k+N+1(1, t) + tQ(j+1)k+N+1(1, t)
)

dx]

��$
� & (��  %&  ,! �*/3  
(t, x)

��$
Uk �

�uA $&6-0(��7'� �r��������2 ����7LH:�4� �������4��¡Gi § ,�����[�0�$8��H:[��G6&Kh6-�:[���a H:���������

ω(X,Y ) =
XN+2

k
ρ∗ω̃(X,Y )

��A_����H���7hH:�
F̃ω = Fω̃

i
3 �h�O� � � � � � $ 
 ω, ω′ ∈ Dk

0(n; r1, . . . , rn)
&  3 ( &1	  � $'"

js0(ω) = js0(ω
′) 
 $'&�3,+�4

ω̃′(t, x) = ω̃(t, x) + x
s−(N+1)

k ω2(t, x)

*  �*   �0 � . "  �8�
	 4�*'"  �14 0 4 "�4�*
	  ω2 � � $
� &�( "�46& K(s) := s−(N+1)
k

∈ N

� *-4�>  ( !qa'�:����K���c ��� ; 2'�x7M�q� ; 2M��)(=��EPQ¡Gi § ,�R�|����
H:���������,� �@�����4��7'� ��] c [���6&���@� ��A_��7'� ���
� �5]���H:�

(j + 1)k +N + 1
� �

ω
i

¤4�



�\���,�v� �5� � � � � � �  ��� 
ω ∈ Dk

0(n; r1, . . . , rn)
��$
� & ( "�46&  $)&/3 *).�3 .1*� 3 *  &�& > $9* &  �0 ��$

ω
,�4 "�4

H(ω) := H(Fω̃) �
�q����7'� � �W6&7LH:����A �:��H���)(=�� � ���\��$-������7LH:���
� �

F(Uk, A)
0������X�����������\� �T!#��$&%'�(��)�*+���

��6&7 ��2 $8���:���57M�b����6&����� � �
(C2, 0)

|CA_�+� �������5����H:��7'� �����\������2 ����7LH:�\� � �������:���4�\£Gi § £
AM�����?A �:�(K����u���:����2 6&7hH:�+�
� �h�M���h�p� � � � ) � $
&  " F = Fω

$
F ′ = Fω′

	 4�0
�
$  ���� $9& 3  �( &;2/. $
ω, ω′ ∈ Dk

0(n; r1, . . . , rn)$
κ = (N + 1) + kmax{ri}(3N − 2) ��� . * 4 & �� 
� (��

H(ω) = H(ω′) �
� ( (��

jκ0 (ω) = jκ0 (ω′)

: &�3,+�4 Fω ∼an Fω′

!q6&H:� ��� ��2 H������
AM��$8��K+�����.� �+� ]����
F ∈ F(Uk, A;n; r1, . . . , rn)

�
I(F) := {ω′ ∈

Dk
0 (n; r1, . . . , rn)|H(F) = H(F̃ω′)}

i !@�~��$-������7hH:���q�'���9V'a �����u�'�E��A $&6-0(��)(=��

jκ0 : I(F) −→ C
M

��7'� �
M = κ(κ+1)−N(N+1)

2

��=���H:�h� ���@��7M��$&6&H�6-0(������7LH:�?� ; 2 6&K���$-��7LH:���wi � 2M��7'� �`�E0�2 ��K��
A

H:���I����7'���:�
g
|'0���7�]���0�H�2 ���������u���:����2 6&7hH:�+�

!����'�
F ∈ F(N,A;n; r1, . . . , rn)

��7'� �
N −→ A

[r2 � V'a ����� � ���e$&6&7 %M��� ; 2'�
����H�6-�.!/��l

c1(N) < min{0, 2−2g}
|+�:� ]:�

I(F) := {F ′ ∈ F(N,A;n; r1, . . . , rn)|H(F) =
H(F ′)}

i"	,7LH�=��r��F+6-�:H:�52 �4����A $&6-0(��)(=��

j : I(F) −→ C
M

��7'� �
M < ∞

� ��A_��7'� �
��B^� �
k, n, r1, . . . , rn

|�0�2�]:���?V'a ���������:H�=��s0���7'��H�6&H�2 N-�'���EAC���
!#��$&%'�(��)�*+���"��7M��$&6&H�6-0(������7hH:�5� ; 2 6&K���$-��7LH:���(i
!oA �:��a $-���4� ; 2M��7'� �f��0�2 ��K���7M=���[~����0�6-��7M��$
[ ; 2'�y7M=��<H:�������1�<����AM��)���� ��]:��H:���1�'����!Q�����4���,7M������6&����� AM������0���7'��H���2 6&�x�<��A $&6-0(��)(=�� i

!5��A_��7hH:��� �9K+6-��H��5� �~0�$8������6dVM0(��)(=���� �~�:6&7 ��2 $8����6-�'��� ���x� �"!Q��$&%'�(��)�*h���x���
(C2, 0)

���
��$-������7LH:���~� �

Dk
0(n; r1, . . . , rn)

� ��V'7'���J��6&7 ��2 $8����6-�'��� ���9�G6-0���N&H�6-0(��� ; 2'�@��=��?��6&7 ��2 $8���:���
��A_B��92 �4�?��FGA $-����=��
P�AC����H���7LH:�E7M=��?AC����H:��7'0��������E0���7�].2 7LH:�

D0
� ��V'7 6-� �E7'� j ��A N&H�2 $-�

£�R�i ! �������:���4�b¡Gi § �EA �:�(K+6-� ��7'0�68��2 �4�?0�$8������6dVM0(��)(=���AM�����E�G6&H����u��6&7 ��2 $8����6-�'��� ���(i
�
�����r�gA �:�(K��E2'�����:�������~�:��A_��H�6-�'������7hH:�f�?�:����2 $&H���� �4�:����2 6&7LH:�+�

� �h�M���h�p� � � � � �  �� 4
D
. " ��(1>�( & 4�*�$
	 $/3 (
> 4 $'"

Uk

$.-�( &93($ .�"   	9.�& ��+�4 �14�0 4 "�4�*
	  
f : Uk −→ C

3  �0 2 .
$
divf = D

& $ $�&/4 "%$'& 3($'& $
D · A = 0

� *-4�>  (~�+����2 7'� ���;�����4��¡Gi £@�@��A $&6-0(��)(=���� �x�:����H���6-)(=��
Pic(Uk) −→ Pic(A)

[x6&7�]���H�6&K��Gi
j �����

A
[y����0�6-��7M��$/|+�50�$8���:�:�9� � j %'����74� �y2 �{V'a ����� �<� ��H:�����E6&7M�<��2M�50�$8���:�:�~��7M��$&N&H�6-0(�G|

��A_����H���7hH:���?V'a ����� �4�����:�h0�68��� ���
D

[5H���6&K+68��$��:�����:������7hH:�<�:�
D · A = 0

i
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� * 4�>  ��4 ! $ 4�*!$'"  � � � � � j ��7'�:6-� �������:�������
ζ
2 �4�^����N&l �hc [���6&�4�^A ��6&�E6&H�6&K�� � � §

P#�:�
k = 1

��7hH����
ζ = 1

R�i¢�+� ]:���
I(X,Y ) = (ζX, ζY )

|
σ
�
ρ
0���7'��H���2 6-�'���b0������

7'� �����4� ¡Gi��Gi !5��V'7 6&�����
F̃ := Fω̃

�
F̃ ′ := F

ω̃′

i !��W0���7'�G6-)(=�� P�6SR�|qH:������� ; 2'�

DF = DF ′ =
n
∑

i=1
(ri + 1)pi

| �
Σω = Σω′ =

�:2 A A
DF

���1�:�(K���� �?H:�����:���4��[@!Q��6&H��?7'���9AM�����:��� § |M£?��¡?� ���:0���6&H:���u7M�?�:��)(=��4£Gi § i ¡Gi
�,�:�(K���� �E�����:�:� § �
�+� ]����

C̃1, . . . , C̃n
����!#��$&%M���<� �

F̃
���

Uk
; 2'�EH���7 ����7'0�68���e0���� �`0�2 ��K��

A
0����

���:� ��7'�
r1+1, . . . , rn+1

7'���vAC��7LH:���
p1, . . . , pn ∈ A

�:����AC��0�H�6&K�������7hH:��i��v�+� ����������2 A_���
pi = (ti, 0)

7M��0(����H��
(t, x)

i �9�4$-��7 ���4�'�EA �:�wK��4��2 AC���:�������
s
H���$ ; 2'� js

0(ω) = js0(ω
′)� ���:0���7 %'��0�6-� � |5�^��ACB��`�X������2 ����7hH:�XVM0(����k 0�$8���:� ; 2'�s���`0���7'��H���2')�*+��� ; 2'�Y!Q���:�������

!Q��l(��� ����7LH�6-� ���:�
s ≥ κ

i
�+� ]��

C̃∞
�X!#��$&%M�X� �

F̃
AC��$-�XA_��7hH:�

(0, 0)
�'� 0(����H��

(u, y)
�
E := {u = 0}

i
	1�:0���$&%'��7'� �

mi, li ∈ N
AM������0(���'�

i ∈ {1, . . . , n}
� �~!Q�����4� ; 2'� mi − lik+ ri + 1 = 0

|
�L������7LH�6&�����,K+68�~�;�������:���4��¡Gi § ¥G| ; 2'�x�����G6&K+6-�:���:��� Di = miE+liA+C̃i

�>=��uA ��6&7'0�6&AM��6-�(i
�m��H:�T[�|���F+6-��H:�42 �4�\!#2 7')(=��
%'��$-�������.!/�

f̃i : Uk −→ C
H���$ ; 2'�r�G6&K

f̃i = Di
i
nq��H:��c ���

; 2'�5���90��+��VM0�6-��7LH:��� mi, li ∈ N
�:B?� ��AC��7'� ���J�'�f0�$8�����:�5� ��� ; 2 6&K���$���7'0�68�gH:��A_��$-B���6-0(�?�'�

!#��$&%'�(��)(=�� |v� ; 2'�?AC�h� ����������2 A_��� ; 2'� 0 ≤ mi < k
AM�����bH:�+� �

i
i !5�g!Q�����4�\��6&�E6&$8���(|

�\�G6&Kh6-�:���
(
∑

mi)E + (N + n + k)C̃∞ + ((
∑

li) + 1)A =
�G6&K

f̃∞
AM�����b2 �4�r!#2 7')(=��

%'��$-�������.!Q�
f̃∞ : Uk −→ C

i !@��V'7 6&�����
fi(X,Y ) = f̃i ◦ ρ(X,Y )

i !5�f!/��H:� |�AC�+� �������
���:0���$&%'���

fi(X,Y ) = Xmi(Y ri+1 +
ri
∑

j=0
αi

j(X
ri+1))Xri+1−jY j)

0����
αi

j

%'��$-�������.!Q���(|

; 2'�?�:����68�r�r� ; 2 6&K���$-��7LH:�E� �bA_��$&6&7����E6-�`� � �p��6-���:��H������:�5� �
Ci

|_�bA 2 $&$dc/aM��0 �T� �
C̃i

AC���
ρ
|u���'��A H���� � AM����� �:���46&7hK�����68��7hH:� A_���

I
i !5����H�� !Q�����4�WA_�+� �������r� ��V'7 6&�
�p!�2 7')(=��

�����:�������.!Q�4���
Uk

�
g̃ =

f̃∞
n
∏

i=1
f̃i

; 2'�<�>��H�6-�.!Q��l
�G6&K

g̃ = (N + n+ k)C̃∞ +A−
n

∑

i=1

C̃i

! 0���7'0���6&H:��� �"!#��$&%'�(��)(=���0����EAM��7 %'��6&���<7'����A_��7hH:���1� �
A

P�K����1� ��V'7 6-)(=���£Gi £+��R
0���7hH�6&7L2M�
!Q��l(��7'� �q�:��7LH�6-� � i1�+���¢AC���:� ��������7'������$&6-�'��� �xAC�h� �������v��2 A_��� ; 2'�x�"!#��$&%'�(��)(=�� G = {g =
g̃ ◦ ρ = cte}

[g2 �4�r!Q��$&%'�(��)(=��\0����EAM��7 %'��6&���`AM�����
F

0����}0�2 ��K����<� �gH���7 ����7'0�68���(i?�+�
7M=��?!#���:��� ��2 $&H�6&A $&6-0(�������qA_���92 �4�g!#2 7')(=��E%'��$-�������.!/�?7M=��E7h2 $8�4��� � ; 2M���'�Gi

�+� ]����
C̃ ′

1, . . . , C̃
′
n

���q!#��$&%M����� �
F̃ ′

���
Uk

; 2'�gH���7 ����7'0�68��� 0���� �b0�2 ��K��
A

0����
���:� ��7'�

r1 + 1, . . . , rn + 1
7'���9AC��7LH:���

p1, . . . , pn ∈ A
�:����AC��0�H�6&K�������7hH:��|M�

C̃ ′
∞

�f!Q��$&%M�
� �

F̃ ′
AC��$-�`A_��7hH:�

(∞, 0)
i?�
���<2 � ������2 ����7LH:�Y��7Mk�$-�����T���\�'�r����)(=��
£Gi § i ¡bA_�+� �������

���:0���$&%'���
f̃ ′i : U1 −→ C

%'��$-�������.!/���vH���6-� ; 2'���G6&K f̃ ′i = miE+liA+C̃ ′
i

AM�����
i = 1, . . . , n

|
�G6&K

f̃ ′∞ = (
∑

mi)E + (N + n + k)C̃ ′
∞ + ((

∑

li) + 1)A
� ��!Q�����4� ; 2'��| � ��V'7 6&7'� �\���

¤�¤



!�2 7')�*+���9%'��$-�������.!/���u���
(C2, 0) f ′i(X,Y ) := f̃ ′i ◦ ρ(X,Y )

| H:�������

j
(s−(N+1)+mi+ri+1)
0 (fi) = j

(s−(N+1)+mi+ri+1)
0 (f ′i)

PQ¡Gi § ,�R
AM�����

i = 1, . . . , n
i

!5��V'7 6&�����@�f!#2 7')(=��E�����:�������.!/�E���
Uk

�

˜̌g =
f̃ ′∞
n
∏

i=1
f̃ ′i

	,�
Uk

0���7'��6-� �����������"����!Q��$&%'�(��)�*h���
G̃ = {g̃ = cte}

� ˜̌G = {˜̌g = cte}
|L�9���

(C2, 0)0���7'��6-� ���������������v!#��$&%'�(��)�*+���
G = {g := g̃◦ρ(X,Y ) = cte}

|��
Ǧ = {ǧ := ˜̌g◦ρ(X,Y ) =

cte}
i5�v��$8�`0���7'�:H���2')(=�� |

(F̃ , G̃)
�

(F̃ ′, ˜̌G)
��=��rAM���:���5� �f0����EAM��7 %'��6&�����<0���� 0�2 ��K����@� �

H���7 ����7'0�68�Gi
!5����H��g!Q�����4�gH:�������.�

D := tang(F ,G) = (N + n+ k)C∞ +

n
∑

i=1

(Ci + Ti)

D′ := tang(F ′, Ǧ) = (N + n+ k)C ′
∞ +

n
∑

i=1

(C ′
i + T ′

i )

��7'� �
Ti

[ 2 �4� 0�2 ��K��X���
(C2, 0)

P#��� ��������$��:6&7 ��2 $8���Y���
0
R`0���� 0���7'�sH���7 ����7hH:�

(Y − tiX)ri
| �@H�����7'��K����:����$��

F
�<�

G
���

Ti \ 0
i��q7M��$-���L������7LH:��|

T ′
i

[52 �4�g0�2 ��K��?���
(C2, 0)

P#��� ��������$_��6&7 ��2 $8���y���
0
R,0���� 0���7'�uH���7 ����7hH:�

(Y − tiX)ri
|h�uH�����7'��K����:����$ �

F ′

�f�
Ǧ
���

T ′
i \ 0

iu�+� ]:�
ϕi := ϕTiT

′
i

��0������:����AC��7'����7'0�68�r��7LH��:��!#��$&%M���q� �
F

�5!Q��$&%M���q� �
F ′ ��FGA �:���:�����'�<��7LH��:� Ti

�
T ′

i

i��v�+� �������x�:��A_��H�6&�"��������2 ����7LH:�?�'�5A �:�wK���� �������4��£Gi ¡+,G|
�4���~����������A �:��0�6-�>�������90���7LH��:��$8��� ; 2'�@��!#2 7')(=�� (φ+H ′ψ)

0���7'��H���2 N-�'�g�:� ]:��6&7LK�����68��7LH:�
A_���

I
i j ���e���:�:�?V'�
|vA �:�(K����:������� ; 2'�4����AM����������H���6&lw��)�*h���g� �4�12 6-�:��2GFp� �

Ti
�
T ′

i��=����'�f!Q�����4�E�:����2 6&7LH:�+�

w −→ (wri , wriPi(w
k)) ∈ Ti

w −→ (wri , wriP ′
i (w

k)) ∈ T ′
i

PQ¡Gi §�§ R

��7'� �
Pi

�
P ′

i

��=��"!#2 7')�*+��� %'��$-�������.!Q����7L2 �4�yK�����68k�K���$+0����
jK(s)+N (Pi) = jK(s)+N (P ′

i )
|

�
Pi(0) = ti

i
�������YA �:�wK����E���g� ; 2M��)�*+���bPQ¡Gi §�§ R<aM����H��T0���7'��6-� �������E�
AM����������H���6&lw��)(=��
7M�X0(����H��

(t, x)
� �XH�����7'�.!Q�����4��� � ����H���6&H:� � �

Ti
�
w 7→ (P (w), wri )

0����
P (w) =

ti +Aiw
ri + . . .

|L�y!/��l(���"������2'�'��7')(���"� �~K�����68k�K���6-�y��� � ; 2M���'���(i��������<A �:�wK����y�5�:��$8��)(=��
��7LH��:�����
]:��H:���xaM���:H��f0���7hH��:��$8���u���v]���H:���9� �@2 � AM���9� �5� ; 2M��)�*+��� ; 2'�5� ��V'7'��� Ti

�
T ′

i

|
A_���<��F ���EA $-�Y��� ; 2'�E��2 ������� � �

dg ∧ ω ≡ 0
|��

dǧ ∧ ω′ ≡ 0
2'�>��7'� �`2 � ������2 ����7LH:�

��7Mk�$-�����r���E� �4P
2.34
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�v����H���7hH:�Y��� ; 2'�h0�6-��7hH:��� ; 2'�?��AM���:��0����}7'� �����4� �fi § ��=��b6&7LK�����68��7LH:����A_���
I
i �q�

!�2 7')�*+���

φi :=

(

f∞ ◦ ϕ−1
i

f ′∞

)

·
n

∏

i=1

f ′i
fi ◦ ϕ

−1
i

��=��`��aLK+68������7LH:�E6&7hK�����68��7hH:����A_���
I
� ��K+6-� �\���4!/��H:� ; 2'� ϕi ◦ I = I ◦ ϕi

i��
�����bAC�+� ���
6&7LH:����AC��$8ktc/$8���fA �:��0�6-�>������� ; 2'� K(s)

max{ri}
≥ N − 1

i4n@���:�:�E0(���:�Y�`!�2 7')(=��\%'��$-�������.!/�
φ; 2'�����u6&7LH:����AC��$8�4[<6&7LK�����68��7LH:�fA_���

I
ix�������EAC�+� ���~6&7LH:����AC��$8���5���~!�2 7')�*+���

ψi
� ��V'7 6-�'���

A_���
dφ ∧ ω′(q) + ψi(q)(dH

′ ∧ ω′(q)) = 0
�g2 �4�g!�2 7')(=��

ψ
A �:��0�6-���������u0���7hH��:��$8���u����]:��H:���9� �<��7L2 $8��)(=��4�'���

ψi
� ; 2'�5H:�h�'���9��$8���

H:��7 %M���e�`�������4�
���:� ��� � ����6&����H���68�
��� �:��$8��)(=��T�
I
i ! �:����2 7'� �
!Q��H:�\[��>��H�6-�.!#��6&H:�

A_��$8��� ��V'7 6-)(=��g�'���
ψi
|L�~�����������:� ��� � �u��6&����H���68�<����H�6-��!Q��l ; 2'� H ′ψ

[96&7hK�����68��7hH:�uAC���
I
i

�
�����E�?0���7hH��:��$-�<� ���
]���H:���y2'�>�������~���y�������4���u�tV'���4��)�*+���9� ��PQ£Gi � § R�|G�4���9$-����a �:�������
; 2'��7'���:H:��0(���:� K(s) = s−(N+1)

k

i���0���H��gAM�����
s
[+�

s ≥ (N + 1) + kmax{ri}(3N − 2) =: κ

�m��H:�?H:�����E6&7M�r�gA �:�(K��E� �������:�:� § i
�,�:�(K���� �E�����:�:�4£ � �uA $&6-0(���~�������4��£Gi £ �Gi
�,�:�(K���� �E�����:�:�4¡ � 	1�I�:��$8��)(=������E0(���:�

k = 1
��Bf�f2'�'�E�gN&7'�G6-0����'�?��6&7 ��2 $8����6-�'��� �<� �

G̃
�
G̃′

7'�EAC��7LH:�
∞
i
!�N&7'�G6-0������I��������$�[ −1

n+N+k

i
�m�:H:�gV'7M��$&6&lw�4�gA �:�(K��E� �EH:�����:���4�4¡Gi § �'i
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!@���������:���4���b��A �:���:��7LH���� ���47'����H��^H:���:�bA �:�(K���� ; 2'�`AM�����s���g!#��$&%'�(��)�*+����� �
D0

�\�
����7'������$&6&lw��)(=�� �

F(Uk,C
� 1)

��F+6-��H:�^2 � 6&7LK�����68��7LH:�W��7M��$&N&H�6-0�� � �TH�6&AC�W!�2 7'0�6-��7M��$4PQ�
����H���2 H�2 ���^H�����7'��K����:����$SRg�`2 �4� ; 2M��7LH�6-�'��� �`V'7 6&H�� � �bK���$-���:���E7L2 ��[���6-0����YPQ�����:�h0�68��� ���
���g]���H:�LR ; 2'�?7'���5A_�����E6&H:��� � ��0�6-�G6&���:�?� ��6-�<��$-������7LH:���f��=��
��7M��$&6&H�6-0(������7LH:�r0���7�] 2 �L�tc
� ���(i �qA_�������f� �47M=��T0���7'��H�6&H�2 6&�f2 �4�YA �:�(K��G|������:���:2 $&H���� ���f6&7'�G6-0(���e7M�
�G6&�:��)(=�� ; 2'�
�\�:����H���7LH:�r� �E6&7LK�����68��7LH:���?��=��`7h2 ��[���6-0����?�E��� 7LD �����:�
V'7 6&H:� i � K���7LH�������� A ��6&7'0�6dc
AM��$���� �:��$8��)(=��
�����5H�����aM��$&%'������FG6-��H:��7LH:���rP���
 � | � 
 � | � !@z � ��R�|C�����G6-0(�b7'�b��[�H:�+� �r2'�>��� �
AM�������?A �:�(K��E� ���:�>���u�tV'���4��)�*h���w| ; 2'�<��a �:�<2 �4�?a �:��0:%M��7M�g!�2 H�2 ���E6-� ��7LH�6dVM0(��)(=��4�<6&7Gc
H:����A �:��H���)(=��<��������[�H���6-0(�<� �����:����6&7LK�����68��7LH:���"�9��K���7LH�2M��$&����7hH:�qAC�����E6&H�6&��k�� ��H:�����E6&7M���x���
!#�����4���
7'�����4��6-�9P�AM�����9!Q��$&%'�(��)�*+���v� �

D0
R�ivn@�u0(���:�q7M=��qH���6&Kh68��$h�4��6-�
�:6&�EA $-����A �:�wK��������

; 2'���?���:H���2 H�2 ���?H�����7'��K����:����$�[��?D 7 6-0��E6&7LK�����68��7LH:��i
�9�O$-��7 ��� � �pH:��FGH:� 0�6&H��������b��$&��2 �4��� ; 2'����H:*h��� ; 2'�Y0���7LH�6&7h2M��� ��a_����H����w|9� ; 2'�

0���7'��H�6&H�2 6&��68��� 2 �4�E0���7hH�6&7L2M��)(=��r7M��H�2 ����$v� ����H:�5H�����aM��$&%'� i ���>��a_���.�

•
!5��0�6-�G6&���:��|�V F ���'�s� ����H���2 H�2 ���sH�����7'��K����:����$~�
� 0�$8���:�:�
��7M��$&N&H�6-0(�p�'�s0�2 ��K��^�:��c
�G2 H�N&K���$ !Q�����4���'��AC��$8���1�:��AM������H���6&l(���xH���7 ����7LH:���y���<�G6&K+6-�:���1��B+�G2 $-�<a 6&%'��$-�������.VM�.c
�����@H���7 ����7LH:��� # �5��6&����H���68���5�'�b����H���2 H�2 ���rH�����7'��K����:����$/|C� ��H:�����E6&7M�������<0����EA $-��c
H�������7hH:�q�50�$8���:�:�~��7M��$&N&H�6-0(���'�q!#��$&%'�(��)(=�� i j �����<0���7LH���k���6-� |h6-� ��7LH�6dVM0(���y�5�:����H���7LH:�
� �56&7hK�����68��7hH:���(i

•
�m7LH:����A �:��H�������������[�H���6-0(������7hH:�9�1����H:��7'� �������~0(���:�9��������$G�9� ��V'7 6-)(=��q� �~6&7LK�����68��7LH:�
c
� ��V'7 6-� �4����� !@z � ��AM�����E��$-������7hH:���u����7'[���6-0����q� �

D0(n)
i

•
!5��H:�����E6&7M���12 � 0���6&H:[���6-�<� �y��FG6-��H���7'0�68��� �"�:��A �:���:��7LH���7hH:���x0���� 6&7LH:��������$'A ��6&����6&���
� 6-��2 K+6&$&$&68��7M�r7M���50�$8���:�:���5��7M��$&N&H�6-0(����� �

D0
����H:���������(|_AC���@��F ���EA $-� |C�'�4���:H���2Gc

H�2 ���gH�����7'��K����:�>��$/i

•
�5��7'������$&6&lw���5�E�:����2 $&H���� �b��a H�6-� �4AM�����4��2 AC���.!�N-0�6-���q� ��z~6-���4��7 7^� �<����7'���:� ; 2M��$dc
; 2'���r��������2 $&%M���'���Y���U��2 AC���.!#N-0�6-���b0����EA $-��F'���.�O������H������ ; 2'�^AM����� ��$-������7LH:���
� �

F(U,A)
0���� ����H���2 H�2 ���^H�����7'��K����:�>��$yV F ���'�^��FG6-��H:��� 2 � 7LD �����:�^V'7 6&H:�s� �

¤+�



AM����Z�����H��:���u7L2 ��[���6-0���� ; 2'�5AC�����E6&H:��� � ��0�6-�G6&�u�:�5� ��6-�~��$-������7hH:���q��=�����7M��$&6&H�6-0(�tc
����7hH:�<� ; 2 6&K���$-��7LH:���wi

•
�5��7'������$&6&lw���y�50���7'��H���2')(=���� �~��F ���EA $-�������

F(U,A)
�'���'�57'� �������:���4�g¡Gi �<AM�����

!Q��$&%'�(��)�*h���
� ��0��+�G6&����7'��=��q2 �����{����a 6-��7hH:���,� �x�G6&����7'��=��@��2 AC����6-���(ivn5�9�����:�4�
$&6&7 %M�?����7'������$&6&lw���@���9H:�����:���4���u� ��� ��H:�����E6&7M��)(=��4V'7 6&H��?7'���:����0(���:�?H�����aC[��
i

•
	1��H�2'�'���"�56&7��'2 ��7'0�68�<� ���,�:���:2 $&H���� ���17'�<0(���:��� �

C
� 1 ��������2 $&%M��� �f0���� ��2 H:��6&7LH.c

���:�:��)(=��gAC����6&H�6&K��Gi,�v���u��F ���EA $-�g!Q��$&%'�(��)�*h���y�:����2 $8���:���97h2 �4�?K+6&l�6&7 %M��7')(�?� �52 �4�
�:��H��b���

C
� 2 ���:��$8��)�*+����� ���5�:����2 $&H���� ���5$-�+0(��6-�50���� �4����H���2 H�2 ���b��$-��aM��$,�'�4!Q��$dc

%'�(��)(=����:6&7 ��2 $8���u��a H�6-�'����ACB��~��F+H:��7'�>=��4���E����AM��)��EH:�+� � i1n@���:�:�50(���:������H�2'�'���u���
!Q��$&%'�(��)�*h����0�2�]:�b����H���2 H�2 ���bH�����7'��K����:����$,H:��� ���:H���2 H�2 ���`� �f����2 AC� | �?7M=��\��A_��7M���
� �5A'�:��2'� ������2 AC� i
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�uA �:���:��7hH����:��������� ; 2 6v2 �4�`���'��A H���)(=��
�����50(���:��� ; 2'�f7'���@6&7LH:���:���:�>�r� �g2 � �������:���4�
� ��� 7hH:����A_��$8��)(=��r� ��� 2 7')�*+���u�@��$-�������.!Q���~� ��K+6-� �4� j ����H���7 P�K���� � j ��� ��R �
3 �h�O� 2 � � �  �*  ',! ��  i ∈ {1, . . . , n} 
 & $ &  Ti = {(X,Y ) ∈ C

2|Y ri+
ri−1
∑

j=0
αj(X)Y j =

0}
.�" ��$/* "%$���$ ,�4 &)&).�&�354  &  �0�� 3 ( ,�4 ( *9* $ ��.13��
> $90 �;� $
&  x −→ (xri , P̃i(x))

 *  *� "%$/3 *9( �  ����+�4 ��$ � .1( & $9.�- ��$ Ti
$
νi : Ti −→ C

.�"  	).�& ��+�4 ,�4 "
νi(0, 0) = a ∈ C

� ( &���$ * $'&���$��$ (�� � � . * 4 &<�� "�46& 2 .
$ P̃i(x) = Aix
ri + . . . *  �*� Ai ∈ C

, 4 "
Ark

i 6= Ark
j

& $
i 6= j

$
i, j, k ∈ {1, . . . , n} 
 $�2/.
$ νi(x

ri , P̃i(x)) = a + bix
li + . . . 
 �14 0 4 "�4�*
	  ��� $

l := min li
ri

≥ (
n
∑

i=1
ri)− 1 =: N − 1 
 $'&�3,+�4 $.-�( &93($ .�"  	9. & � +�4%�14 0 4 "�4�*
	  ν ∈ O(C2 ,0)

3  �0 2/. $

• ν|Ti
= νi

• dν(X,Y ) = X l−Nη(X,Y ) *  �*� .�"  ����
	 4�* "  �14�0 4 "�4�*
	  η �
	,�e��2 H������gAM��$8�(Kh�����(|

ν
����H:��7'� �4%'��$-�������.VM0(������7hH:�
�\2 �4�YKh6&l�6&7 %M��7')(�T� �

(0, 0)
���

C
2 ���y!#2 7')�*h���

νi
� ��V'7 6-�'���~7'���u��2 a_0���7�].2 7LH:���@��7M��$&N&H�6-0����

Ti
P#� ���G6&����7'��=�� § R�i

� * 4�>  ��4 � $ "  � � ��( 	1��0���$&%'��������AM�����\0(���'�
i ∈ {1, . . . , n}

2 � �������
(·)

1
ri

�'�
����N&l

ri
c [���6&�4�G|+� ��V'7 6-� ����7h2 � �G6-��0�� i��+� ]��

ζi
2 �4�<����N&l

ri
c [���6&�4�<A ��6&�E6&H�6&K��f�'��2 7 6-�'��� ��i

j ���'�
Ti

A_������2 6
ri
���������wi �m7'� ��F �������
0����

j
�q0���7�] 2 7hH:�@� ��H:�h� ���
���v���������v�'�u�:���4�

T� ��H:�h� ���q���
Ti

�y�+� ]��
r0 := 0

��AM�����
j ∈ {1, . . . , N}

� ��V'7 6&�����
Pj(X) = P̃i(ζ

[j]
i X

1
ri )��7'� �

[j] = j − (r0 + . . . + ri−1)
�:�
j ∈ {r0 + . . . + ri−1 + 1, . . . , r0 + . . . + ri}

i
j $8����������7LH:�

(X,Pj(X)) ∈ T
i
����FGA �:���:��=��

ν(X,Y ) :=
N

∑

i=1

(

∏

j 6=i

(Y − Pj(X))

(Pi(X) − Pj(X)

)

νi(X,Pi(X))
P �fi § R

¦ §



� ��V'7'�q2 �4�<!#2 7')(=��f2 7 6&K���$&2M���'�g�u0���7hH�N&7L2M�?���
(C2, 0)

0����
ν(p) = νi(p)

AM�����
p ∈ Ti

i
j ��� ��!#��6&H:� | ��a'�:����K�������� ; 2'��| �:�?���:0��:��K��������

X = reit
AM�����

t ∈ [0, 2π)
�
r ∈ (0, ε)H:������� ; 2'�

lim
t→2π

ν(reit, Y ) = ν(r, Y )
P �gi £�R

�m��H:�T[r� ��K+6-� � ���
!/��H:� ; 2'�4��FG6-��H:�r2 �4�
AC������2 H���)(=��
σ
� �T0���7�].2 7LH:�

{1, . . . , N} ; 2'�
7M=��4V F'�r7'��7 %L2 � ��$-������7hH:�\�?� ��!Q�����4� ; 2'� limt→2π Pj(re

it) = Pσ(j)(r)
i��v����H���7hH:� |

� $&6&�E6&H:�pP �fi £�Rg�:B^AC������2 H��s���4�:���4��7'� �����'�^��F+A �:������=�� P �fi § R�|x�:��� ��$&H:��������� K���$-���
�'���:���4�Gi �@�:��6&�
|M��H:[g���������

ν
[�2 �4�E!�2 7')(=��r0���7LH�N&7h2M�r�<H���6&Kh68��$&����7hH:��%'��$-�������.!/�4���

(C2, 0) \ {X = 0}
i��,�:�wK����:������� ; 2'�5���"0���7'�G6-)�*+���~���G6-0�6-��7M��6-�~� �f$-���4�f�L������7LH:��� ; 2'�

ν
[5%'��$-�������.!Q�4���

(C2, 0)
i

!5��V'7 6&�����
K := M(X)

�g0�����A_�?� �q!#2 7')�*h���"�����:�������.!/���y7M��K�����68k�K���$
X
| �
K̄

�:��2
!#��0�%'�b��$&��[�a ��6-0�� iq�v���50���7'��H���2')(=��`���~!#2 7')�*h���

Pj(X)
AC����H:��7'0����}�

K̄
|'AC��6-�@��=�������N&l(���

� ��AC��$&6&7����E6-���5� �
K[Y ]

i5�G��a_������� ; 2'� Pi 6= Pj
�:�
i 6= j

iq�
����H���7LH:�\�4A_��$&6&7����E6-�`� �
K̄[Y ]

� �5������2
N − 1

� ��V'7 6-� �EA_���

(

N
∑

i=1

(

∏

j 6=i

(Y − Pj(X))

(Pi(X) − Pj(X))

)

a
)

− a
P �fi ¡�R

H:���
N

����N&l(���1�G6d!Q���:��7LH:���(|h�yA_����H���7hH:�<[y7L2 $-� i
!@6&H:����� ��2 H�������AM��$8��K+�����(|L�@6&7LH:����AC��$8��)(=��
�'� !#2 7')(=��W0���7'��H���7hH:�

a ∈ C
� ��V'7 6-�'�p7'���

Ti
[T� !�2 7')(=�� 0���7'��H���7LH:�

a
���

(C2, 0)
i

!5�p0���7'�G6-)(=��
Ark

i 6= Ark

j

�:�
i 6= j

��a H:������� ; 2'� |Pi(X) − Pj(X)| = |X||hij(X)|AM�����E2 �4�?!#2 7')(=��40���7hH�N&7L2M�
hij

H���$ ; 2'� hij(0) 6= 0
�
|hij(X)|

��0���H����'��6&7G!#����6-��������7hH:�
7L2 �4� K+6&l�6&7 %M��7')(� � �

0
i !����
0���7'�G6-)�*+���Y�:��a �:�

νi
��a H:�������

|νi(X,Pi(X)) − a| ≤
|X|N−1hi(|X|)

AM�����^!#2 7')�*h�����:�(��6-�40���7LH�N&7h2M���
hi

� ��V'7 6-�'���r7L2 �4� K+6&l�6&7 %M��7')(�p� �
0
i

�q�:�:6&�
|

|ν(X,Y ) − a)| = |
N

∑

i=1

(

∏

j 6=i

(Y − Pj(X))

(Pi(X) − Pj(X)

)

(νi(X,Pi(X)) − a)|

≤
N

∑

i=1

(

∏

j 6=i

|Y − Pj(X)|

|Pi(X) − Pj(X)|

)

|νi(X,Pi(X)) − a|

≤
(

N
∑

i=1

(

∏

j 6=i

|Y − Pj(X)|

|hij(X)|

)

hi(|X|)
) |X|N−1

|X|N−1
−→ 0

P �fi �hR

; 2M��7'� � (X,Y ) −→ (0, 0)
i�!5�@!Q�����4�E��6&�E6&$8���~������H����tc ��� ; 2'�5AM����� Y0

AC� ; 2'��7'� |

lim
(X,Y )→(0,Y0)

ν(X,Y ) = (a+ Y N−1
0

(

N
∑

i=1

(

∏

j 6=i

1

hij(0)

)

hi(0)
)

)
P �fi ¥�R

�v����H���7hH:�
ν
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