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RESUMO

SIMULAÇÃO DA DISPERSÃO DE POLUENTES ATRAVÉS DA SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO

DE DIFUSÃO-ADVECÇÃO TRIDIMENSIONAL TRANSIENTE PELA TÉCNICA GI-

ADMT

Neste trabalho é apresentada uma solução para a equação de difusão-advecção tridi-

mensional transiente para simular a dispersão de poluentes na atmosfera. A novidade deste

trabalho, baseia-se no caráter anaĺıtico da solução, não dispońıvel anteriormente na litera-

tura. Para atingir este objetivo a equação de difusão-advecção tridimensional é resolvida

combinando o método ADMM (Advection Diffusion Multilayer Method) e a técnica GITT

(Generalized Integral Transform Technique). O método GITT é um método h́ıbrido que

resolve uma ampla classe de problemas diretos e inversos principalmente na área de Trans-

ferência de Calor e Mecânica dos Flúıdos. No presente trabalho, o problema transformado

é resolvido pelo método ADMM, uma solução anaĺıtica da forma integral baseada na dis-

cretização da CLP em subcamadas onde a equação de difusão-advecção é resolvida pela

técnica da transformada de Laplace. Esse novo método foi denominado GIADMT (Gener-

alized Integral Advection Diffusion Multilayer Technique).
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ABSTRACT

POLLUTANTS DISPERSION SIMULATION BY THE SOLUTION OF THE THREE-

DIMENSIONAL ADVECTION-DIFFUSION EQUATION BY GIADMT TECHNIQUE

In this work, is presented a solution for the nonstationary three-dimensional advection-

diffusion equation in order to simulate pollutant dispersion in atmosphere. The novelty of

this work relies on the analytical character of the solution, not available before in the lit-

erature. To accomplish this objective the three-dimensional advection-diffusion equation

is solved combining the ADMM (Advection Diffusion Multilayer Method) method and

GITT (Generalized Integral Transform Technique) technique. The GITT (Generalized

Integral Transform Technique) is a hybrid method that solves a wide class of direct and

inverse problems, mainly in the area of Heat Transfer and Fluid Mechanics. In this work,

the transformed problem is solved by the ADMM (Advection-Diffusion Multilayer Model)

method, an analytical integral solution based on a discretization of the PBL in sub-layers

where the advection-diffusion equation is solved by the Laplace transform technique. That

new method was denominated GIADMT (Generalized Integral Advection Diffusion Multi-

layer Technique).
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ÍNDICE DE FIGURAS
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1. Introdução

A poluição atmosférica, nas regiões urbanas, tem aumentado devido à crescente

atividade industrial e ao aumento do número de véıculos motorizados em circulação. Estes

poluentes provêm de várias fontes, algumas emitidas diretamente de véıculos automotores,

outras formadas indiretamente através de reações fotoqúımicas no ar. Elevadas concentrações

de poluentes advindos de atividades industriais e do processo de descarga da combustão de

véıculos automotores, part́ıculas sólidas em suspensão, got́ıculas de óleo expelidas pelos

motores, altas concentrações de CO, CO2, SO2 e NO e compostos de Flúor e Cloro são

algumas das causas da baixa qualidade do ar.

As fontes de poluição atmosférica são inúmeras e inúmeras são também as for-

mas de impedir ou de aliviar a poluição. A legislação ambiental é rica em detalhes que

começam por dois grandes ramos: o controle das emissões e a qualidade do ar. Como a

preocupação em preservar a qualidade do ar tem aumentado nas últimas décadas, diferentes

grupos de pesquisa vêm investigando a modelagem dos processos de dispersão de poluentes

atmosféricos.

Esta investigação é fundamental na busca de alternativas que minimizem os impactos

dos poluentes ao meio ambiente. Somente com a estimativa da concentração de poluentes

é posśıvel ir ao encontro dessas alternativas que são necessárias nos Estudos de Impactos

Ambientais (EIA) para a avaliação de fontes existentes e a implantação de novas indústrias.

No estudo da dispersão de poluentes na atmosfera, duas fases devem ser consi-

deradas: observação de campo e simulação. A primeira consiste em medir os valores de

concentração e dos principais parâmetros meteorológicos que influenciam a dispersão. A

segunda consiste no desenvolvimento de modelos para simular as medidas efetuadas, dando

uma interpretação suficientemente correta do fenômeno f́ısico observado. As observações de

campo são muitas vezes dificultadas por problemas operacionais e pelos altos custos. Como

conseqüência, a simulação torna-se uma fonte de informação importante para descrever os

processos de dispersão na atmosfera.
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A dispersão turbulenta na Camada Limite Planetária (CLP∗) tem sido investigada

basicamente de duas maneiras: com a aproximação Euleriana e Lagrangeana. A diferença

básica entre o modelo Euleriano e Lagrangeano é o sistema de referência. O primeiro consi-

dera o movimento do flúıdo relacionado a um sistema de referência fixo no espaço. Os modelos

Lagrangeanos se diferenciam dos Eulerianos porque utilizam um sistema de referência que

segue o movimento de poluentes.

Na estimativa do campo de concentração de poluentes na baixa atmosfera emprega-

se, normalmente, a equação de difusão-advecção que é obtida a partir da parametrização

dos fluxos turbulentos na equação da continuidade. Sob certas condições pode-se obter

expressões para o campo de concentração que sejam funções da emissão de poluentes, de

variáveis meteorológicas e de parâmetros de dispersão da pluma [Monin e Yaglom, 1971];

[Pasquill, 1974].

Existem numerosos modelos matemáticos de dispersão de poluentes na atmosfera

diferentes uns dos outros, onde são considerados hipóteses diversas para o fechamento das

equações dos fluxos turbulentos tais como: modelos de primeira ordem ou teoria K e segunda

ordem.

A maneira mais utilizada para solucionar o problema de fechamento da equação de

difusão-advecção está baseada na hipótese de transporte por gradiente (ou teoria K) que,

em analogia com a difusão molecular, assume, obedecendo a lei de Fick para a difusão de

massa, que o fluxo turbulento de concentração é proporcional à magnitude do gradiente

de concentração média através de um coeficiente de difusão turbulento “K”, o qual é uma

propriedade do fluxo turbulento. É este coeficiente de difusão turbulento que será responsável

pela complexidade da turbulência.

O fechamento da turbulência tradicional torna-se questionável sob certas condições,

particularmente quando movimentos convectivos dominam o transporte e o processo difusivo,

ou seja, a teoria K não leva em conta o caráter não homogêneo da turbulência da camada

limite convectiva (CLC)† não caracterizando o transporte assimétrico das part́ıculas.

Diferentemente do modo tradicional, a equação genérica para a difusão turbulenta,

com o fechamento da turbulência não-Fickiano, (fechamento não-local) que leva em conta a

∗A porção da atmosfera afetada pela presença da superf́ıcie terrestre é denominada Camada Limite

Planetária (CLP), e é amplamente afetada pelo fenômeno da turbulência. [Costa, 2004]
†É a camada que começa a se formar depois do nascer do sol, dura o dia todo e cessa com o pôr do sol.
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assimetria no processo de dispersão de poluentes atmosféricos, considera que o fluxo mais

a sua derivada são proporcionais ao gradiente médio [van Dop e Verver, 2001], [Wyngaard

e Weil, 1991], [Costa et al., 2003], [Costa, 2004], [Costa et al., 2004], surgindo um termo

adicional na equação que é o termo de contra-gradiente.

Existem soluções anaĺıticas da equação de difusão-advecção bidimensional. Ne-

nhuma solução geral é conhecida para equações que descrevem o transporte e dispersão de

poluentes atmosféricos. Existem algumas soluções espećıficas, as conhecidas soluções Gaus-

sianas, que não são, entretanto, reaĺısticas para descrever a concentração de poluentes no ar

[Tirabassi, 2005]; de fato, os modelos Gaussianos usam parâmetros de dispersão emṕıricos

que permitem que a solução Gaussiana represente o campo de concentração.

O presente trabalho tem como principal objetivo modelar a dispersão de poluentes

na atmosfera através da resolução anaĺıtica da equação de difusão-advecção tridimensional,

utilizando a hipótese do transporte por gradiente (ou teoria K). E também investigar o efeito

do transporte assimétrico no cálculo de concentração de poluentes, utilizando a hipótese do

fechamento não-local.

A busca de soluções anaĺıticas para os problemas de dispersão ainda é uma das

principais direções da pesquisa nesta área, pois nenhuma aproximação é feita durante a

derivação da solução além do mais, todos os parâmetros aparecem explicitamente na solução,

facilitando a investigação de suas influências. O teorema de Cauchy-Kowaleski garante a

existência e unicidade de uma solução anaĺıtica para a equação de difusão-advecção [Courant

e Hilbert, 1989]. Sabe-se que as soluções anaĺıticas podem ser expressas ou na forma integral,

como é o caso da solução encontrada pelo método ADMM (Advection Diffusion Multilayer

Method), ou com uma formulação em série, como na técnica GILTT (Generalized Integral

Laplace Transform Technique).

O método ADMM‡ vem sendo amplamente empregado na resolução da equação

de difusão-advecção. Uma vasta gama de modelos foram resolvidos com este método, tais

como: unidimensional dependente do tempo, bidimensional estacionário, bidimensional não-

estacionário, todos com fechamento fickiano, com o fechamento não-fickiano tem-se unidi-

mensional dependente do tempo e bidimensional estacionário.

Este método consiste em dividir a CLP em subcamadas considerando-a como um

‡Maiores detalhes na Seção 3.4
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sistema multicamadas, ou seja, o domı́nio da variável z é dividido em vários subdomı́nios.

Em cada um deles são tomados valores médios dos parâmetros que dependem da altura,

tais como: o coeficiente difusivo Kz e o perfil da velocidade do vento u, resultando em

N problemas do mesmo tipo (tanto quanto forem o número de subdomı́nios). Assim, o

problema com coeficiente difusivo e perfil da velocidade do vento variáveis é substitúıdo

por um conjunto de problemas com coeficientes e perfis da velocidade do vento constantes

(coeficientes e perfis médios) acoplados por condições de continuidade de concentração e fluxo

de poluentes nas interfaces. A solução de cada um deles é obtida pelo uso da transformada

de Laplace. A solução anaĺıtica é dada em forma integral.

A resolução da equação tridimensional via ADMM, para nosso conhecimento, é

desconhecida, e o objetivo do presente trabalho é encontrá-la. A idéia básica é utilizar da

técnica GITT§ para alcançar um problema transformado semelhante a um problema que já

foi resolvido pelo método ADMM.

A GITT é uma técnica de transformação integral que combina uma expansão em

série com uma integração. Na expansão, é usada uma base trigonométrica determinada com

o aux́ılio de um problema auxiliar, problema de Sturm-Liouville. A integração é feita em todo

o intervalo da variável transformada, fazendo proveito da propriedade de ortogonalidade da

base usada na expansão. Este procedimento resulta em um sistema de equações diferenciais

com ordem inferior a do problema original, que é resolvido numericamente. Quando o

problema transformado é resolvido analiticamente, usando a transformada de Laplace, tem-

se a GILTT, maiores detalhes ver trabalhos de Wortman et al. [Wortmann et al., 2005]. A

solução anaĺıtica é dada em forma de série.

Sabe-se que em todos os problemas resolvidos via GITT e/ou GILTT o problema

transformado é um sistema de equações diferencias ordinárias (EDO’s). Já no presente

trabalho, o problema transformado será um sistema de equações diferencias parciais (EDP’s),

isto é, o problema original é tridimensional e o sistema resultante da transformação integral

é um sistema de EDP’s bidimensional, que será resolvido pelo método ADMM. A esse novo

procedimento intitulou-se: GIADMT (Generalized Integral Advection Diffusion Multilayer

Technique).

No presente trabalho apresenta-se uma modelagem Euleriana para a dispersão de

§Maiores detalhes na Seção 3.3
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poluentes na atmosfera. O principal objetivo é determinar a solução anaĺıtica tridimensional

da equação de difusão-advecção muito empregada para estimar o campo de concentração de

poluentes na baixa atmosfera. Essa solução será obtida utilizando o método GIADMT,

considerando uma CLP não-homogênea verticalmente. O método será estendido para o caso

tridimensional transiente.

Com a finalidade de mostrar a performance da solução em cenários reais, será in-

troduzido algumas parametrizações da turbulência e comparados os valores preditos pela

solução com dados experimentais.

Para o experimento de Kinkaid em que a fonte libera material ativo, ou seja, menos

densos que o ar, será considerado a ascensão da pluma (“plume rise”). Paralelamente a

isso, se investigará também o efeito da assimetria no processo de dispersão considerando o

fechamento da turbulência não-local.

O método GIADMT além de ser aplicado na resolução da equação de difusão-

advecção para modelar a dispersão de poluentes, também será estudado, a fim de se descobrir

as possibilidades de aplicações e as limitações deste método.

A solução encontrada pelo método GIADMT é uma uma solução anaĺıtica dada

por uma integral. Devido a complexidade da integral de linha presente na solução encon-

trada pelo método GIADMT, proveniente da aplicação do ADMM, optou-se em resolvê-la

numericamente, tornando assim, o GIADMT um método semi-anaĺıtico. Deste modo, no

presente trabalho considerou-se tanto o método da Quadratura Gaussiana [Stroud e Secrest,

1966] como o algoritmo de Talbot [Abate e Valkó, 2004] porque, segundo a literatura, este

método de Talbot fornece resultados com a precisão desejada.

Portanto, esta proposta de tese encontra-se estruturada em onze caṕıtulos. No

caṕıtulo 2, apresenta-se uma revisão bibliográfica sobre os modelos matemáticos existentes

na literatura, com enfoque maior nos modelos anaĺıticos. No caṕıtulo 3 apresenta-se o

modelo de poluição do ar derivando-se o método de solução GIADMT, da equação de di-

fusão-advecção tridimensional com o fechamento fickiano. Apresenta-se ainda, de forma

detalhada, o método ADMM e a técnica GITT. No caṕıtulo 4 é apresentada a resolução

da equação de difusão-advecção tridimensional com o fechamento não-fickiano através da

técnica GIADMT. No caṕıtulo 5, apresenta-se uma formulação fechada para a dispersão de

poluentes na atmosfera, onde a equação de difusão-advecção tridimensional dependente do
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tempo com o fechamento fickiano é resolvida utilizando a técnica GIADMT. No caṕıtulo 6

apresenta-se um tratamento não-Fickiano para o caso tridimensional dependente do tempo

resolvido via GIADMT. No caṕıtulo 7, apresenta-se o comportamento da pluma (“plume

rise”) para o caso de fontes com a liberação de poluentes ativos. No caṕıtulo 8, tem-se a

parametrização da turbulência empregada no presente trabalho. No caṕıtulo 9, apresentam-

se os passos para a validação do modelo e, descrevem-se os experimentos de dispersão de

Copenhagen e Kinkaid a serem confrontados com o modelo. No caṕıtulo 10, confronta-se as

concentrações preditas pelo modelo com dados observacionais para efetuar a validação do

mesmo e discutem-se os resultados. No caṕıtulo 11, finaliza-se o trabalho com a conclusão.



2. Revisão Bibliográfica

Na tentativa de encontrar relações emṕıricas entre difusão atmosférica e fatores me-

teorológicos foram realizadas, na década de cinqüenta, medidas simultâneas de concentração,

parâmetros de dispersão da pluma e parâmetros meteorológicos. O experimento mais signi-

ficativo foi o de Prairie Grass [Barad, 1958]. Os parâmetros de dispersão lateral e vertical

eram medidos diretamente ou estimados a partir de medidas de concentração na superf́ıcie.

Baseado na teoria estat́ıstica de Hay e Pasquill [Hay e Pasquill, 1959] e nos experimentos de

Prairie Grass, em 1961, Pasquill [Pasquill, 1961] conseguiu um modelo para os parâmetros

de dispersão lateral e vertical.

Utilizando medidas de concentração na superf́ıcie e assumindo a validade do mo-

delo de dispersão Gaussiano, os parâmetros de dispersão vertical e lateral foram estimados.

Pasquill classificou os parâmetros de dispersão de acordo com o regime de estabilidade.

Em 1975 Gifford [Gifford, 1975] sugeriu algumas modificações e este modelo foi largamente

utilizado em modelos de dispersão.

A partir da década de setenta os métodos empregados em simulação de dispersão

turbulenta podem ser agrupados em duas categorias: na primeira, a dispersão e o campo

de concentração são estimados seguindo-se as part́ıculas localizadas em um campo de ve-

locidades, que são obtidos resolvendo-se as equações de Navier-Stokes, considerando-se as

condições de contorno apropriadas, e a outra, em uma abordagem iniciada por Taylor, as

trajetórias podem ser geradas diretamente usando um modelo estocástico para velocidades

Lagrangeanas.

Em 1954 Monin e Obukhov [Monin e Obukhov, 1954] sugeriram uma teoria de

similaridade válida para a camada limite superficial que é baseada na suposição de que o

regime turbulento é descrito por alguns parâmetros chaves, com os quais podem-se construir

escalas caracteŕısticas do movimento. Em 1984 Nieuwstadt [Nieuwstadt, 1984] e em 1989

Sorbjan [Sorbjan, 1989] introduziram uma teoria de similaridade local válida para toda a

camada limite planetária estável. Já em 1970 Deardorff [Deardorff, 1970] desenvolveu uma
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teoria de similaridade para a camada bem misturada quando propôs as escalas de movimentos

caracteŕısticas desta região.

A compreensão da difusão turbulenta na CLC teve considerável avanço a partir dos

experimentos de tanque de Willis e Deardorff ([Willis e Deardorff, 1974], [Willis e Dear-

dorff, 1976], [Willis e Deardorff, 1978], [Willis e Deardorff, 1981]). Estes experimentos

demonstraram que a estrutura vertical da turbulência nesta camada não obedece a uma

distribuição Gaussiana. Os primeiros suportes para as observações de laboratório de Willis e

Deardorff foram obtidos a partir de modelos numéricos de Lamb [Lamb, 1978], [Lamb, 1982]

que usou resultados do modelo de “Large Eddy Simulation” de Deardorff [Deardorff, 1972a].

Em 1975 Briggs [Briggs, 1975] propôs uma expressão para a distribuição de concentração

vertical obtida a partir dos resultados de laboratório de Willis e Deardorff.

A primeira solução da equação de difusão-advecção foi a bem conhecida solução

Gaussiana, devido a Fick, na metade do século XIX. Na solução Gaussiana o coeficiente de

difusão e a velocidade do vento são constantes com a altura e são consideradas as seguintes

condições de contorno:

Kz
∂c

∂z
= 0 em z = 0 e z →∞ (2.1)

Estas são as condições de contorno utilizadas nas soluções anaĺıticas da equação de

difusão-advecção e que correspondem a fluxo nulo de poluentes na parte inferior e superior

da CLP.

Em 1923, Roberts [Roberts, 1923] expressou a solução bidimensional, para fontes

próximas do solo, na qual tanto a velocidade média do vento u quanto o coeficiente de difusão

vertical Kz obedecem uma lei de potência em função da altura z. Ou seja:

u = u1

(
z

z1

)m

; Kz = K1

(
z

z1

)n

(2.2)

sendo z1 onde u1 e K1 são avaliados, m e n variam entre 0 e 1.

Em 1955, Rounds [Rounds, 1955] apresentou uma solução, também bidimensional

e com o perfil de velocidade média do vento descrito acima, porém, somente para perfis

lineares de Kz e para fontes elevadas.

A equação bidimensional de transporte e difusão sendo u e Kz funções de potência
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da altura, com os expoentes destas funções seguindo a lei conjugada de Schmidt (α = 1−β)

foi resolvida em 1957 por Smith [Smith, 1957] . Em seguida, Smith obteve uma solução para

o caso de u constante, mas com Kz da seguinte forma:

Kz = K0z
αl (zi − z)β (2.3)

onde Ko é uma constante, α e β valem 0 ou 1 (nunca ao mesmo tempo) de acordo com a

altura da camada limite zi.

Scriven e Fisher [Scriven e Fisher, 1975] sugerem a solução com u constante e Kz,

como segue:

Kz = z para 0 ≤ z ≤ zt (2.4)

Kz = Kz(zt) para zt ≤ z ≤ zi (2.5)

onde zt é uma altura predeterminada (geralmente a altura da camada limite superficial). A

solução de Scriven e Fisher foi amplamente utilizada no Reino Unido para o transporte de

longa escala de poluentes. Tem sido utilizada na Europa para o transporte e deposição de

contaminantes.

Yeh e Huang [Yeh e Huang, 1975] e Berlyand [Berlyand, 1975], divulgaram uma

solução bidimensional para fontes elevadas com u e Kz seguindo os perfis de potência, porém

para uma atmosfera sem contorno superior (kz
∂C
∂z

= 0 em z = ∞). Estas soluções foram

obtidas em termos de funções de Green. Já em 1978, Demuth [Demuth, 1978] avançou na

solução, dada em termos de função de Bessel, com as mesmas condições, mas para uma

camada verticalmente limitada (isto é, kz
∂C
∂z

= 0 em z = zi).

Adaptando a teoria de similaridade de Monin-Obukhov à difusão, Van Ulden [Van Ulden,

1978] expressou, em 1978, a solução para a difusão vertical de fontes cont́ınuas próximas ao

solo, somente com a hipótese que u e Kz seguem os perfis de potência.

Nieuwstadt [Nieuwstadt, 1980] apresentou uma solução dependente do tempo, uti-

lizando os polinômios de Legendre e coeficiente de difusão dado por:

Kz = Gu∗z
(

1− z

zi

)
(2.6)
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onde G é uma constante e u∗ é a velocidade de fricção.

Um ano mais tarde, Nieuwstadt e Haan [Nieuwstadt e Haan, 1981] ampliaram esta

solução, em termos de polinômios de Jacobi considerando o fato do crescimento da camada

limite.

Hinrichsen [Hinrichsen, 1986], desenvolveu um modelo com a solução de Berlyand

[Berlyand, 1975] e tem verificado uma melhor eficácia comparado com o modelo de pluma

Gaussiana utilizando três diferentes parametrizações.

Brown e Arya (1989) [Brown e Arya, 1989] tem comparado a eficácia do modelo

usando as soluções de Yeh e Huang [Yeh e Huang, 1975] com os dados de Hanford 67

[Nickola, 1977], aprecentando uma boa concordância entre os resultados do modelo e dados

experimentais.

Uma solução anaĺıtica bidimensional para o ńıvel do solo com perfis de potência da

velocidade do vento e coeficiente de difusão, incluindo os efeitos de absorção ao ńıvel do solo,

foi apresentada por Koch [Koch, 1989] em 1989. A deposição foi imaginada em termos de

funções hipergeométricas.

Já em 1992, Chrysikopoulos et al. [Chrysikopoulos et al., 1992] desenvolveram

uma solução tridimensional para o transporte de emissões sem empuxo de uma fonte área

cont́ınua ao ńıvel do solo para os mesmos perfis de U e Kz dados pelas equações (2.2), mas

incluindo deposição como um mecanismo de remoção. Sendo que as funções de Bessel e

hipergeométricas foram incorporadas à solução.

A emissão instantânea foi considerada em 1992 por Van Ulden [Van Ulden, 1992]

que deselvolveu uma solução aproximada descrevendo o campo de concentração como a soma

de “puffs”.

Na Itália, quatro modelos baseados nas soluções de Yeh e Huang, Berlyand e Demuth

tem sido adotados: KAPPAG [Tirabassi et al., 1986], KAPPAG-LT [Tirabassi et al., 1989],

CISP [Tirabassi e Rizza, 1992] e MAOC [Tirabassi e Rizza, 1993].

Em 1996, Sharan et al. [M. Sharan e Yadav, 996a], [M. Sharan e Nigam, 996b],

desenvolveram modelos matemáticos para a dispersão tridimensional atmosférica, usando

coeficientes de difusão constantes e parametrizações em termos da distância da fonte respec-

tivamente. Esses modelos apresentam soluções em termos de função de Bessel e combinações

lineares de função de Green.
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Em 1997, Lin e Hildeman [Lin e Hildeman, 1997] estenderam a solução de Yeh e

Huang [Yeh e Huang, 1975] e Berlyand [Berlyand, 1975], de 1975, para o caso de deposição

para o solo. Estas soluções foram apresentadas em termos de funções modificadas de Bessel.

Existem muitos modelos baseados em soluções anaĺıticas como os apresentados ante-

riormente. Em particular, a solução de Berlyand [Berlyand, 1975] tem sido usada na Rússia,

enquanto que o modelo de Scriven e Fisher [Scriven e Fisher, 1975] tem sido empregado para

o transporte de poluentes e deposição na Europa [Fisher, 1978].

Uma grande variedade de soluções numéricas da equação de difusão-advecção pode

ser encontrada na literatura [Nieuwstadt e Van Ulden, 1978]; [Lamb, 1978]; [Carvalho, 1996].

Porém, a busca de soluções anaĺıticas para os problemas de dispersão ainda é uma das

principais direções da pesquisa nesta área, pois todos os parâmetros aparecem explicitamente

na solução, facilitando a investigação de suas influências. Neste trabalho são de interesse

particular as soluções anaĺıticas obtidas através das técnicas ADMM e GILTT. O teorema de

Cauchy-Kowaleski garante a existência e unicidade de uma solução anaĺıtica para a equação

de difusão-advecção [Courant e Hilbert, 1989]. Sabe-se que as soluções anaĺıticas podem ser

expressas ou na forma integral, como é o caso da solução encontrada via ADMM, ou com

uma formulação em série, como na GILTT. Considerando a equivalência destas soluções,

conseqüentemente, o enfoque a partir deste momento serão os modelos que utilizam estes

métodos para obtenção da solução.

Moura et al. [Moura et al., 1995] propuseram uma solução anaĺıtica da equação de

difusão-advecção unidimensional dependente do tempo, para a dispersão de contaminantes

passivos em uma camada limite estável. Para a obtenção dos resultados, foi aplicado o

método ADMM e usou-se um coeficiente de difusão Kz médio para cada subcamada dado

por Degrazia e Morais [Degrazia e Moraes, 1992]. Após, Pires [Pires, 1996] apresentou uma

solução similar para uma CLC, utilizando o coeficiente difusivo de Degrazia [Degrazia et al.,

1995]. Moreira [Moreira, 1996] foi além, propondo a solução para o caso bidimensional

estacionário usando o método ADMM também na CLC. Em 1999, Moreira et al. [Moreira

et al., 1999] utilizaram os dados do experimento de Praire-Grass e o coeficiente difusivo de

Degrazia et al. [Degrazia et al., 1997] na mesma equação.

Em 1999, Moura [Moura, 1999] resolveu analiticamente a equação de difusão-advecção

estacionária bidimensional e tridimensional numa geometria cartesiana, pela GITT. Sendo
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que para encontrar a solução tridimensional, foi considerado um coeficiente de difusão Kz

constante válido em toda CLC. Ainda, foi considerado que a magnitude da componente de

difusão longitudinal é muito menor que a componente de advecção na mesma direção, ou

seja
∣∣ ∂
∂x

(
Kx

∂c
∂x

)∣∣ <<
∣∣u ∂c

∂x

∣∣, podendo assim, ser negligênciada.

O problema transiente difusivo unidimensional com coeficiente de difusão variável foi

resolvido por Wortmann et al. [Wortmann et al., 2000], [Wortmann, 2003] através da técnica

da GILTT. De acordo com o conhecimento dos autores, foi a primeira vez que a GILTT

foi aplicada para simular a dispersão de poluentes na atmosfera com coeficiente difusivo Kz

variável. Utilizando essa mesma idéia, Buske et al. [Buske et al., 2003], resolveram a equação

de difusão-advecção bidimensional estacionário também com coeficiente de difusão variável

através do método GILTT, apresentando resultados numéricos em 2004 comparando com os

modelos ADMM e KAPP-G [Wortmann et al., 2005], [Buske, 2004].

Ferreira Neto [Ferreira Neto, 2003], utilizou o método ADMM, em 2003, para estimar

o campo de concentração de poluentes na CLC resolvendo a equação de difusão-advecção

bidimensional não-estacionária. Resultados deste trabalho também são apresentados em

[Moreira et al., 2005b].

Em 2003, Costa et al. [Costa et al., 2003] estendeu o método ADMM resolvendo a

equação de difusão-advecção bidimensional considerando o fechamento da turbulência não-

Fickiano, o que fez surgir um termo adicional na equação de difusão-advecção. Este termo

leva consigo informações sobre o transporte assimétrico na CLC. Os parâmetros que envolvem

a turbulência assumem um valor médio constante em cada subcamada. Aplicando a um

único experimento de Copenhagen. Resultados deste trabalho também são apresentados em

[Moreira et al., 2005d].

Em 2004, Costa et al. [Costa, 2004], [Costa et al., 2004], e Moreira et al. [Moreira

et al., 2004] apresentaram um estudo completo do modelo não-Fickiano bidimensional. A

performance do modelo foi avaliada utilizando-se dados observados de concentrações super-

ficiais obtidos nos experimentos de Copenhagen e Prairie Grass.

No mesmo ano, Buligon [Buligon, 2004] também utilizou o método ADMM e o

fechamento da turbulência não-Fickiano para resolver a equação unidimensional dependente

do tempo, [Buligon et al., 2006].

Em 2005, Gevaldo [Gevaldo, 2005] apresentou um análise da dispersão de poluentes
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na atmosfera usando a técnica GITT, onde todos os problemas transformados resultantes

da transformação integral são resolvidos numericamente. Enquanto, Moreira et al. [Moreira

et al., 2005e] realizou simulações próximas a fonte de poluentes através da técnica GILTT.

No mesmo ano, Costa et al. [Costa et al., 2005b] aplicou o método ADMM em uma

Camada Limite Estável (CLE) testando diversas parametrizações, e Moreira et al. [Moreira

et al., 2005c], também usando o método ADMM para modelar condições de vento fraco.

E Moreira et al. [Moreira et al., 2005f] simulou a dispersão de poluentes radioativos de

Angra I. Em seguida Buske et al. [Buske et al., 2005a] apresentaram uma comparação entre

os métodos ADMM e GILTT. No confronto das duas soluções foram utilizados os dados

experimentais da CLE de Minessota e Cabauw, sendo verificados resultados similares.

Ainda no mesmo ano, Costa et al. [Costa et al., 2005a] e [Costa et al., 2005c]

expressaram a solução semi-anaĺıtica para equação de difusão-advecção tridimensional, com-

binando, pela primeira vez, os métodos GITT e ADMM.

A solução para o problema transiente difusivo bidimensional com coeficiente de

difusão variável pelo método GILTT foi apresentada [Buske et al., 2005b], [Moreira et al.,

2006a], [Buske et al., 2006a].

Os estudos de dispersão de poluentes na atmosfera modelados pela técnica GITT

e ADMM avançaram, a técnica GILTT foi utilizada para modelar condições de vento fraco

[Mello et al., 2005], [Buske et al., 2006c], [Buske et al., 2007b] e [Buske et al., 2007e]. Em

2006, Costa et al. [Costa et al., 2006] formalizaram a técnica que combina os métodos

GITT e ADMM nomeando-a de GIADMT (Generalized Integral Advection Diffusion Mul-

tilayer Technique). Apresentaram a solução tridimensional e aplicaram em uma CLP não

homogênea confrontando os dados gerados pelo modelo com dados do experimento de Co-

penhagen. No mesmo ano, Moreira et al. [Moreira et al., 2006b] apresentaram as aplicações

do método ADMM, exibindo todos os problemas de dispersão de poluentes na atmosfera

até então resolvidos pelo método. Buske et al. [Buske et al., 2006b] aplicaram o método

GILTT na simulação de tritium radioativo e na simulação de poluentes com deposição no

solo [Buske et al., 2007d] [Buske et al., 2007c], também apresentaram a solução do problema

bidimensional não-Fickiano [Buske et al., 2006d].

Em 2007, a solução do modelo não-Fickiano tridimensional via GIADMT foi deter-

minada [Costa et al., 2007a]. E a ascensão da pluma (“plume rise”) também foi considerada
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em simulações com o método GIADMT [Costa et al., 2007d].

Um maneira de confrontar os dados gerados pela técnica GILTT com dados tridi-

mensionais é utilizar a solução anaĺıtica bidimensional da equação de difusão-advecção pela

aproximação GILTT enquanto a dispersão lateral é simulada por um termo Gaussiano [Buske

et al., 2007a]. O método GIADMT também foi aplicado na simulação de poluentes radioati-

vos na atmosfera [Costa et al., 2007c], e na simulação de poluentes considerando a deposição

no solo [Costa et al., 2007b], em ambos os casos os dados gerados pelo método com solução

tridimensional foram confrontados com dados experimentais existentes na literatura e foram

comparados também com resultados obtidos pelo método GILTT que resolve um problema

bidimensional com uma gaussiana em y apresentando assim, uma solução tridimensional.

Recentemente, Pereira [Pereira, 2007] realizou um estudo comparativo entre os

métodos ADMM e GILTT para simular a dispersão de poluentes na CLP resolvendo um

problema lagrangeano bidimensional transiente descrevendo o modelo a puff. Os resultados

obtidos pelas metodologias adotadas foram comparados entre si.

Como se pode ver, são muitos os intuitos de se chegar a uma solução mais abrangente

da equação de difusão-advecção. Espera-se, com o presente trabalho, uma evolução na

obtenção de soluções anaĺıticas desta equação, principalmente devido ao acréscimo da terceira

dimensão, sendo que em trabalhos anteriores que utilizaram a mesma técnica (ADMM) foi

obtida somente solução para o caso bidimensional.



3. Descrição do método GIADMT

A turbulência na atmosfera é caracterizada por movimentos de grandes escalas de

tempo e extensão. Na CLP as escalas de extensão variam da ordem de miĺımetros (10−3m) e

chegam a atingir toda a sua profundidade ou altura (102−103m). A escala de tempo varia de

10−3 a 10+4s. Os movimentos turbulentos de pequena escala são os principais responsáveis

pela dissipação viscosa da energia cinética. Os movimentos turbulentos de grande escala

contêm a energia cinética turbulenta e são os principais responsáveis pela variação turbulenta

do momentum, calor e massa, tanto quanto pela dispersão de poluentes na atmosfera.

A superf́ıcie do planeta tem um papel instabilizador para o escoamento: causa uma

grande variação da velocidade do vento com a altura (cisalhamento), e é aquecida pela ra-

diação solar durante o dia. Estes dois processos são responsáveis pela grande variação da ve-

locidade do escoamento que caracteriza a turbulência atmosférica. Ou seja, toda substância

emitida na atmosfera se dispersa através da difusão turbulenta causada pela variação de

temperatura na CLP. Esta variação provoca o aquecimento e resfriamento da superf́ıcie da

terra, fazendo com que o transporte das part́ıculas e gases seja dominado na horizontal e

na longitudinal pelo vento médio (transporte advectivo) e na vertical pelos fluxos turbulen-

tos (transporte turbulento). Conseqüentemente, o transporte e a dispersão de poluentes na

atmosfera é, geralmente, descrito pela equação de difusão-advecção.

A estimativa da concentração de poluentes atmosféricos é determinada pela elabo-

ração de modelos de dispersão. Um modelo de dispersão é uma expressão matemática

dos efeitos da atmosfera sobre os poluentes atmosféricos. De acordo com os problemas

ocasionados pela poluição do ar, é necessário estudar e entender o processo de dispersão de

poluentes para prever as posśıveis conseqüências do impacto da poluição sobre os diversos

ecossistemas.

O equacionamento da difusão atmosférica pode ser obtido pela aplicação da equação

de conservação de massa (equação da continuidade). Considerando uma espécie genérica C



16

que se conserve na atmosfera:

∂C

∂t
+ U

∂C

∂x
+ V

∂C

∂y
+ W

∂C

∂z
+ S = 0 (3.1)

onde U , V e W representam as componentes do campo de velocidade do vento nas direções

x, y e z respectivamente. O primeiro termo na equação (3.1) representa a variação local, ou

Euleriana de C e os demais representam o transporte, ou advecção de C em cada uma das

direções pelas componentes do vento e S o termo fonte.

Fluxos turbulentos são altamente irregulares, quase aleatórios e impreviśıveis de

detalhes. A turbulência é manisfetada de forma irregular com as flutuações de velocida-

des, temperatura e concentrações escalares sobre seus valores principais. Na modelagem

matemática, de difusão e turbulência, todas as variáveis de interesse são geralmente expres-

sas como a decomposição de uma parte média (denotada pela barra superior) e uma parte

turbulenta (denotada pelo apóstrofo) com o objetivo de se definir equações para a evolução

média das variáveis:

C = c + c′

U = u + u′ (3.2)

V = v + v′

W = w + w′

Este procedimento de decomposição é conhecido como decomposição de Reynolds

e tem por objetivo definir equações para a evolução média das variáveis, ao invés de seu

valor exato. Neste contexto, introduzindo a equação (3.2) na equação (3.1), e aplicando

as regras do método de Reynolds [Stull, 1988], a equação de difusão-advecção que descreve

concentrações a partir de uma fonte cont́ınua pode ser escrita como:

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
+ v

∂c

∂y
+ w

∂c

∂z
= −∂u′c′

∂x
− ∂v′c′

∂y
− ∂w′c′

∂z
+ S (3.3)

onde c é a concentração média de poluentes, u, v, w são as componentes do vento médio

na direção x, y e z respectivamente, e u′c′, v′c′ e w′c′ representam os fluxos turbulentos

de poluentes nas direções longitudinal, lateral e vertical. Fisicamente, entretanto, os fluxos
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turbulentos nada mais são que advecções da componente turbulenta de C pela velocidade

turbulenta e caracterizam o processo f́ısico de transporte de quantidades devido à mistura

entre camadas adjacentes de ar imposta pela variabilidade do escoamento turbulento.

3.1 Problema de Fechamento

A equação (3.3) apresenta quatro variáveis e, dessa forma não pode ser resolvida.

Tem-se então, o chamado problema de fechamento da turbulência. Uma maneira de solu-

cionar o problema de fechamento da equação (3.3) está baseada na hipótese de transporte

por gradiente que, em analogia com a Lei de Fick da difusão molecular, os fluxos turbulentos

são proporcionais à magnitude do gradiente de concentração média. Assim, a chamada teo-

ria K estabelece que os fluxos devem ser diretamente proporcionais aos gradientes médios,

mas de sinais inversos. O coeficiente de proporcionalidade (K) é o chamado coeficiente de

difusividade turbulenta, o qual é uma propriedade do fluxo turbulento.

u′c′ = −Kx
∂c

∂x
(3.4)

v′c′ = −Ky
∂c

∂y
(3.5)

w′c′ = −Kz
∂c

∂z
(3.6)

onde Kx, Ky e Kz são os coeficientes de difusão turbulenta nas direções x, y e z respec-

tivamente. São estes coeficientes de difusividade turbulenta que serão responsáveis pela

complexidade da turbulência.

Desta forma, introduzindo-se as equações (3.4), (3.5) e (3.6) na equação (3.3) obtém-

se:

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
+ v

∂c

∂y
+ w

∂c

∂z
= +

∂

∂x

(
Kx

∂c

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂c

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂c

∂z

)
+ S (3.7)

A teoria K é bastante empregada como um modelo prático de estimativa de dispersão

de poluentes na atmosfera. A vantagem da teoria K é que condições reaĺısticas (variação
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tridimensional dos campos de vento e dos coeficientes de difusão) podem ser simulados.

Geralmente, a desvantagem deste modelo reside no fato de que, em contraste com a difusão

molecular, a difusão turbulenta é dependente de escala. Isto quer dizer que que a taxa

de difusão de uma pluma de material é geralmente dependente da dimensão da pluma e da

densidade da turbulência. Na medida que a pluma cresce grandes turbilhões são incorporados

no processo de expansão, assim como progressivamente uma grande fração da energia cinética

turbulenta é dispońıvel para a expansão da pluma. Mas devido à flexibilidade do modelo K,

isso pode ser superado tendo-se em mente que os coeficientes de difusão Kx, Ky e Kz podem

ser especificados como uma função não somente da estabilidade, mas também da distância

da fonte [Arya, 1995].

3.2 O Modelo Matemático

Um poluente inerte começa a ser cont́ınua e regularmente liberado de uma fonte

elevada sem qualquer empuxo vertical na atmosfera, e se deseja determinar a distribuição

espacial de sua concentração. Processos de difusão turbulenta vertical, lateral e longitudinal

dispersam o material nessas direções enquanto um vento horizontal alinhado com a direção

longitudinal realiza uma advecção a sotavento do ponto de emissão. Como a componente

vertical do vento w é muito menor que a demais componentes, ela pode ser desprezada assim:

(w = 0), e por comodidade, considera-se o perfil de velocidade do vento apenas na direção

do eixo x, ou seja, (v = 0). Ou seja, a equação (3.7) passa a ser escrita da seguinte forma:

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
=

∂

∂x

(
Kx

∂c

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂c

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂c

∂z

)
+ S (3.8)

Além disso, considera-se um modelo estacionário isto é,
(

∂c
∂t

= 0
)
, portanto a equação

(3.8) pode ser reescrita da seguinte forma:

u
∂c

∂x
=

∂

∂x

(
Kx

∂c

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂c

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂c

∂z

)
+ S (3.9)

Muitas vezes os coeficientes de difusão são considerados constantes para resolver a

equação de difusão-advecção, e o termo fonte não é considerado como um termo da equação

e sim como condição de entrada, sendo assim a equação (3.9) pode ser reescrita da seguinte
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forma:

u
∂c

∂x
= Kx

∂2c

∂x2
+ Ky

∂2c

∂y2
+ Kz

∂2c

∂z2
(3.10)

Toma-se como fronteiras a superf́ıcie terrestre e a altura da CLC, supondo que não

há passagem de qualquer poluente; ou seja, o fluxo é zero no solo e no topo da CLC. Portanto,

a equação (3.10) está sujeita às condicões de contorno:

Kz
∂ c̄

∂z
= 0 em z = 0, zi (3.10a)

Ainda, tem-se concentração máxima em y = y0 e fluxo nulo quando y →∞:

Ky
∂ c̄

∂y
= 0 em y = y0, ∞ (3.10b)

E tem-se uma fonte cont́ınua com taxa de emissão cont́ınua Q na altura Hs, descrita

por

u c̄ (0, y, z) = Q δ(z −Hs) δ(y − y0) em x = 0 (3.10c)

onde δ é a função generalizada Delta de Dirac, Hs e y0 indicam a posição da fonte.

3.3 Solução via GITT

Para se resolver a equação diferencial (3.10), aplica-se o método GITT [Cotta, 1993].

Segundo esse método que faz uso de uma expansão em série de autofunções ortogonais, a

EDP original é transformada em um sistema infinito de equações diferenciais parciais ou or-

dinárias acopladas. Um truncamento realizado em uma ordem adequada permite a resolução

aproximada do sistema finito resultante, também chamado de problema transformado, por

uma técnica numérica ou eventualmente algébrica apropriada.

Até o momento, todos os problemas resolvidos via GITT e/ou GILTT o problema

transformado é um sistema de EDO’s. Já no presente trabalho, o problema transformado

será um sistema de EDP’s, isto é, o problema original é uma EDP tridimensional e o sis-

tema resultante da transformação integral é um sistema de EDP’s bidimensionais, que será

resolvido pelo método ADMM.

Seguindo-se o formalismo da GITT postula-se que o potencial c(x, y, z) pode ser
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expresso como uma expansão em série de autofunções ortogonais ψj(y) para a direção y onde

j é a ordem dos correspondentes autovalores λ,

c(x, y, z) =
∞∑

j=0

cj(x, z) ψj(y)√
Nj

. (3.11)

onde Nj é a norma dada por

Nj =

∫

y

ψ2
j (y)dy. (3.12)

Os autovalores e correspondentes autofunções são determinados resolvendo-se um

problema auxiliar o mais similar posśıvel ao problema original, para a variável espacial

analisada.

Assim, o sistema (3.10) requer uma transformação para eliminar y, i.e., um pro-

blema auxiliar nesta variável e seus correspondentes autovalores e autofunções. Lembrando

que a equação (3.10) apresenta um termo Laplaciano em y e as condições de contorno são ho-

mogêneas nessa mesma direção, dadas pela equação (3.10b), supondo um Ly suficientemente

grande (Ly → ∞), tal que o fluxo seja nulo; e considerando que a a fonte está posicionada

em y = 0, ou seja, y0 = 0, determina-se o seguinte problema auxiliar de Sturm-Liouville:

d2ψj(y)

dy2
+ λ2

j ψj(y) = 0 (3.13)

com suas respectivas condições de contorno:

ψ′j(y) = 0 em y = 0 e y = Ly. (3.13a)

A solução do problema auxiliar da equação (3.13) tem a seguinte solução, [Özisik,

1974]:

ψj(y) = cos(λj y), (3.14)

onde λj são as ráızes positivas da expressão sen(λjLy) = 0. Assim λ0 = 0 e λj = jπ
Ly

.

Conhecendo-se as autofunções, precisa-se determinar o potencial ainda desconhecido,
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para tanto substitui-se (3.11) na equação (3.10) e obtem-se:

∞∑
j=0

u
∂cj(x, z)

∂x

ψj(y)

N
1/2
j

=
∞∑

j=0

Kx
∂2cj(x, z)

∂x2

ψj(y)

N
1/2
j

+

∞∑
j=0

Ky cj(x, z)
ψ′′j (y)

N
1/2
j

+
∞∑

j=0

Kz
∂2cj(x, z)

∂z2

ψj(y)

N
1/2
j

(3.15)

onde ′′ é usado para indicar derivada de segunda ordem.

Pela equação (3.13) pode-se concluir que: ψ′′j (y) = −λ2
j ψj(y). Assim a equação

(3.15), pode ser reescrita:

∞∑
j=0

u
∂cj(x, z)

∂x

ψj(y)

N
1/2
j

=
∞∑

j=0

Kx
∂2cj(x, z)

∂x2

ψj(y)

N
1/2
j

+

−
∞∑

j=0

Ky λ2
j cj(x, z)

ψj(y)

N
1/2
j

+
∞∑

j=0

Kz
∂2cj(x, z)

∂z2

ψj(y)

N
1/2
j

(3.16)

É importante lembrar que a EDP (3.16) obtida pela derivação em y da expansão

em série do potencial (ainda desconhecido) só conterá os coeficientes desconhecidos cj(x, z),

suas derivadas, parâmetros f́ısicos do problema como velocidade do vento, difusividade, etc.,

as autofunções e suas derivadas. Para fazer uso da propriedade da ortogonalidade, define-se

um operador integrador que colapsa somatórios reduzindo-os à um único termo deixando a

variável independente e suas derivadas devidamente expĺıcitas. Nesse processo, todo o resto

(autofunções, suas derivadas, parâmetros e funções expressando grandezas f́ısicas etc.) são

integrados e reduzidos a números.

Isto significa que o próximo passo é aplicar o operador

∫ Ly

0

ψi(y)√
Ni

dy na equação

(3.16). Assim:

∞∑
j=0

u
∂cj(x, z)

∂x

∫ Ly

0

ψj(y)ψi(y)

N
1
2
j N

1
2
i

dy =
∞∑

j=0

Kx
∂2cj(x, z)

∂x2

∫ Ly

0

ψj(y)ψi(y)

N
1
2
j N

1
2
i

dy +

−
∞∑

j=0

Ky λ2
j cj(x, z)

∫ Ly

0

ψj(y)ψi(y)

N
1
2
j N

1
2
i

dy +
∞∑

j=0

Kz
∂2cj(x, z)

∂z2

∫ Ly

0

ψj(y)ψi(y)

N
1
2
j N

1
2
i

dy

(3.17)

Como as autofunções são ortogonais as integrais presentes na equação (3.17) se

anulam para j 6= i e valem 1 quando i = j. Abrindo os somatórios da equação (3.17) para
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uma melhor vizualização tem-se:

−u




1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1







∂c0
∂x

∂c1
∂x
...

∂cNa−1

∂x




+ Kx




1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1







∂2c0
∂x2

∂2c1
∂x2

...

∂2cNa−1

∂x2




+

−Ky




1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1







λ2
0c0

λ2
1c1

...

λ2
Na−1cNa−1




+ Kz




1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1







∂2c0
∂z2

∂2c1
∂z2

...

∂2cNa−1

∂z2




= 0

(3.18)

onde Na indica número de autovalores.

Desta forma, se obteve apenas matrizes diagonais. Assim, temos na realidade Na

problemas do mesmo tipo:

−u
∂cj(x , z)

∂x
+ Kx

∂2cj(x , z)

∂x2
−Ky λ2

j cj(x , z) + Kz
∂2cj(x , z)

∂z2
= 0 (3.19)

onde j = 0, 1, 2, ..., (Na − 1)

Para a condição de entrada, o procedimento é análogo. Primeiramente a variável

c(x, y, z) é expandida usando-se a equação (3.10c) na equação (3.11)

∞∑
j=0

cj(0, z) ψj(y)

N
1/2
j

=
Qδ(z −Hs)δ(y)

u
(3.20)

Em seguida é usado o operador

∫ Ly

0

ψi(y)

N
1
2
i

dy, produzindo

∞∑
j=0

cj(0, z)

∫ Ly

0

ψj(y)ψi(y)

N
1
2
j N

1
2
i

dy =
Qδ(z −Hs)

u

∫ Ly

0

ψi(y)δ(y)

N
1
2
i

dy (3.21)

executadas as devidas substituições e integrações obtém-se
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cj(0, z) =
Q δ(z −Hs)

u

ψj (0)

N
1/2
j

(3.22)

Para a condição de contorno (3.10a) o procedimento é idêntico ao realizado anteri-

ormente para a condição de entrada, porém como seu valor é nulo, não se altera.

O que foi apresentado até aqui segue basicamente os passos da GITT. Tipicamente,

os problemas transformados como a equação (3.18), são resolvidos numericamente. Neste

trabalho esta equação terá um tratamento anaĺıtico através da técnica ADMM, conforme

será visto a seguir.

3.4 Técnica ADMM

Para resolver a equação de difusão-advecção, muitas vezes os coeficientes de difusão

são considerados constantes, assim a solução encontrada pode ser aplicada somente em casos

de turbulência homogênea. Quando se trata de uma turbulência não-homogênea, deve-se

considerar que a velocidade do vento e as difusividades turbulentas variam com a altura

acima do solo segundo uma parametrização especificada.

O método ADMM resolve a equação de difusão-advecção para uma turbulência

não-homogênea. A idéia básica deste método consiste em dividir a CLP em subcamadas

considerando-a como um sistema multicamadas, ou seja, o domı́nio da variável z é dividido

em vários subdomı́nios, como pode ser visto na figura (3.4), sendo n∗ a camada onde ocorre

a emissão do poluente. Em cada uma delas são tomados valores médios dos parâmetros que

dependem da altura, tais como: os coeficientes difusivos (Kα) (onde α indica a direção x, y,

ou z) e o perfil da velocidade do vento (u), ou seja, toma-se uma aproximação “stepwise”

[Costa et al., 2006] [Moreira et al., 2006b]. Sendo assim, tem-se N problemas do mesmo

tipo (tanto quanto forem o número de subdomı́nios), acoplados por condições de interfaces

de continuidade de concentração e de fluxo.

Levando-se em consideração a dependência dos coeficientes de difusão Kα e do perfil

da velocidade do vento u com relação a variável z, e a altura zi da CLC discretizada em N
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Figura 3.1 – Desenho esquemático do modelo

subintervalos, obtêm-se os seguintes valores médios para Kα e u dentro de cada intervalo:

Kαn =
1

zn − zn−1

∫ zn

zn−1

Kα(z)dz

un =
1

zn − zn−1

∫ zn

zn−1

uz(z)dz
(3.23)

Na figura (3.2) abaixo, a aproximação stepwise é ilustrada para o coeficiente de

difusão vertical Kz.
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Figura 3.2 – Aproximação stepwise para o coeficiente de difusão vertical

adimensional.

Sendo assim, considerando a CLP como um sistema de multicamadas, a equação

(3.19) pode ser reescrita da seguinte forma:

−un
∂cj n(x , z)

∂x
+ Kxn

∂2cj n(x , z)

∂x2
−Kyn λ2

j cj n(x , z) + Kzn

∂2cj n(x , z)

∂z2
= 0 (3.24)

com zn−1 ≤ z ≤ zn; x > 0; 0 < y < Ly e n = 1, 2, ..., N , onde N denota o número total de

subcamadas e cn representa a concentração na enésima subcamada.

Supõe-se contato perfeito entre as subcamadas nas quais a CLC foi dividida, desta

forma, consideram-se as condições de continuidade para a concentração e fluxo na interface,

respectivamente:

cj n = cj n+1 z = zn e n = 1, 2, ...(N − 1) (3.25)

Kzn

∂cj n

∂z
= Kzn+1

∂cj n+1

∂z
z = zn e n = 1, 2, ...(N − 1) (3.26)

Portanto, a solução da equação (3.24), juntamente com a condição de contorno

(3.10a) e a condição de entrada (3.22), é obtida resolvendo N problemas do tipo:

un
∂cj n

∂x
= Kxn

∂2cj n

∂x2
−Kyn λ2

j cj n + Kzn

∂2cj n

∂z2
(3.27)
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com zn−1 ≤ z ≤ zn, para n = 1 : N , onde cj n representa a concentração na enésima

subcamada;

cj n (0, z) =
Q δ(z −Hs)

un

ψj (y0)

N
1/2
j

em x = 0 e n = n∗ (3.27a)

onde n∗ representa a região de emissão;

Kzn

∂ cj n

∂z
= 0 em z = 0 e n = 1, ou z = zi e n = N (3.27b)

nas demais camadas tem-se as condiçoes de interface dadas por (3.25) e (3.26).

Para resolver a equação (3.27), aplica-se a transformada de Laplace denotando

£
{
cj n(x , z)

}
= Fj n(s, z). Seguem abaixo os cáculos realizados:

£

{
un

∂cj n

∂x

}
= £

{
Kxn

∂2cj n

∂x2

}
−£

{
Kyn λ2

j cj n

}
+ £

{
Kzn

∂2cj n

∂z2

}
(3.28)

un

Kxn

£

{
∂cj n

∂x

}
= £

{
∂2cj n

∂x2

}
− Kyn

Kxn

λ2
j£

{
cj n

}
+

Kzn

Kxn

£

{
∂2cj n

∂z2

}
(3.29)

£

{
∂2cj n

∂x2

}
− un

Kxn

£

{
∂cj n

∂x

}
− Kyn

Kxn

λ2
j£

{
cj n

}
+

Kzn

Kxn

£

{
∂2cj n

∂z2

}
= 0 (3.30)

[
s2 Fj n(s, z)− s cj n(0 , z)− ∂cj n

∂x

∣∣∣∣
x=0

]
− un

Kxn

[
s Fj n(s, z)− cj n(0 , z)

]
+

−Kyn

Kxn

λ2
j [Fj n(s, z)] +

Kzn

Kxn

[
∂2Fj n(s, z)

∂z2

]
= 0 (3.31)

Aplicando a condição de entrada (3.27a), e lembrando que
∂ci n

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, a equação

(3.31) torna-se:
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s2 Fj n(s, z)− s
Q δ(z −Hs)

un

ψj (y0)

N
1/2
j

− un s

Kxn

Fj n(s, z) +

+
un

Kxn

Q δ(z −Hs)

un

ψj (y0)

N
1/2
j

− Kyn

Kxn

λ2
j Fj n(s, z) +

Kzn

Kxn

∂2Fj n(s, z)

∂z2
= 0 (3.32)

Reordenando a equação (3.32):

Kzn

Kxn

∂2Fj n(s, z)

∂z2
+

(
s2 − un s

Kxn

− Kyn

Kxn

λ2
j

)
Fj n(s, z) =

=

(
Q δ(z −Hs)

un

ψj (y0)

N
1/2
i

) (
− un

Kxn

+ s

)
(3.33)

Para facilitar a notação, define-se:

An =
Kzn

Kxn

Bj n = Bj n(s) = −
(

s2 − un s

Kxn

− Kyn

Kxn

λ2
j

)

(3.34)

Dj n = Dj n(s) = −
(

Q

un

ψj (0)

N
1/2
j

)(
− un

Kxn

+ s

)

reescrevendo a equação (3.33) usando (3.34):

An
∂2Fj n(s, z)

∂z2
−Bj n Fj n(s, z) = −Dj n δ(z −Hs) (3.35)

Dividindo (3.35) por An:

∂2Fj n(s, z)

∂z2
− Bj n

An

Fj n(s, z) =
−Dj n

An

δ(z −Hs) (3.36)

Considerando que a equação (3.36) só depende de z, pois s é complexo, tem-se

uma equação diferencial ordinária não-homogênea (EDO) com coeficientes constantes que é
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facilmente resolvida. A solução geral da equação (3.36) pode ser escrita sob a forma:

Fj n = Fj nh
+ Fj np

(3.37)

onde Fj nh
é a solução homogênea da equação homogênea associada e Fj np

é a solução

particular.

3.4.1 Solução homogênea

A equação homogênea associada a equação (3.36) é dada por:

∂2Fj n(s, z)

∂z2
− Bj n

An

Fj n(s, z) = 0 (3.38)

resolvendo:

γ2 − Bj n

An

= 0 ⇒ γ2 =
Bj n

An

⇒ γ = ±
√

Bj n

An

Assim, a solução de (3.38) é dada por:

Fj nh
= C1ne

r
Bj n
An

z
+ C2ne

−
r

Bj n
An

z
(3.39)

3.4.2 Solução Particular

Um caminho para se chegar a solução particular Fj nP
, é relacioná-la com a expressão

de Fj nh
. De forma que Fj nP

pode ser escrita sob a forma integral como segue, conforme

Kreider et al. [Kreider et al., 1972]:

Fj nP
=

∫ zi

0

G(z, ξ)h(ξ)dξ (3.40)

onde z, ξ ∈ [0, zi], h(ξ) é uma função impluso; neste caso, h(ξ) =
−Dj n

An

δ(ξ −Hs), e G(z, ξ)

é a função de Green definida por:



29

G(z, ξ) =
y2(z)y1(ξ)− y1(z)y2(ξ)

W [y1(ξ), y2(ξ)]
(3.41)

onde y1(z) e y2(z) são as duas soluções linearmente independentes da equação homogênea

associada, e W [y1(ξ), y2(ξ)] é o Wronskiano destas duas soluções, dado por:

W [y1(ξ), y2(ξ)] =

∣∣∣∣∣∣
y1(ξ) y2(ξ)

y′1(ξ) y′2(ξ)

∣∣∣∣∣∣
(3.42)

Como:

y1(z) = e

r
Bj n
An

z

y2(z) = e
−
r

Bj n
An

z

encontra-se W [y1(ξ), y2(ξ)]:

W [y1(ξ), y2(ξ)] =

∣∣∣∣∣∣∣
e

r
Bj n
An

ξ
e
−
r

Bj n
An

ξ

√
Bj n

An
e

r
Bj n
An

ξ −
√

Bj n

An
e
−
r

Bj n
An

ξ

∣∣∣∣∣∣∣

= −
√

Bj n

An

(
e

r
Bj n
An

ξ
e
−
r

Bj n
An

ξ

)
−

√
Bj n

An

(
e

r
Bj n
An

ξ
e
−
r

Bj n
An

ξ

)

= −2

√
Bj n

An

. (3.43)

Portanto, a função de Green procurada para o presente problema é:

G(z, ξ) =
e

"
−
r

Bj n
An

#
z

e

"
+

r
Bj n
An

#
ξ

− e

"
+

r
Bj n
An

#
z

e

"
−
r

Bj n
An

#
ξ

−2
√

Bj n

An

(3.44)

Assim:
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Fj nP
=

∫ zi

0

e

 
−
r

Bj n
An

!
z

e

 
+

r
Bj n
An

!
ξ

− e

 
+

r
Bj n
An

!
z

e

 
−
r

Bj n
An

!
ξ

−2
√

Bj n

An

(−Dj n

An

δ(ξ −Hs)

)
dξ

= − −Dj n

2
√

Bj nAn

[
e
−
r

Bj n
An

z

(∫ zi

0

e

r
Bj n
An

ξ
δ(ξ −Hs) dξ

)
−

e

r
Bj n
An

z

(∫ zi

0

e
−
r

Bj n
An

ξ
δ(ξ −Hs) dξ

)]

=
Dj n

2
√

Bj nAn

[
e
−
r

Bj n
An

z
e

r
Bj n
An

Hs − e

r
Bj n
An

z
e
−
r

Bj n
An

Hs

]
H(z −Hs)

=
Dj n

2
√

Bj nAn

[
e
−
r

Bj n
An

(z−Hs) − e

r
Bj n
An

(z−Hs)

]
H(z −Hs) (3.45)

onde H é a função de Heaviside.

3.4.3 Solução geral

Assim, com as equações encontradas em (3.39) e (3.45) a solução geral da equação

(3.36) é:

Fj n = Fj nh
+ Fj nP

(3.46)

ou seja:

Fj n = C1ne

r
Bj n
An

z
+ C2ne

−
r

Bj n
An

z
+

+
Dj n

2
√

Bj nAn

[
e
−
r

Bj n
An

(z−Hs) − e

r
Bj n
An

(z−Hs)

]
H(z −Hs) (3.47)

Para se determinar as constantes C1n e C2n , aplica-se as (2N − 2) condições de
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continuidade de interface (3.25 e 3.26):

em z = 0: Kz1

∂

∂z
cj 1(s, 0) = 0

em z = z1:





cj 1(s, z1) = cj 2(s, z1)

Kz1

∂
∂z

cj 1(s, z1) = Kz2

∂
∂z

cj 2(s, z1)

em z = z2:





cj 2(s, z2) = cj 3(s, z2)

Kz2

∂
∂z

cj 2(s, z2) = Kz3

∂
∂z

cj 3(s, z2)

em z = z3:





cj 3(s, z3) = cj 4(s, z3)

Kz3

∂
∂z

cj 3(s, z3) = Kz4

∂
∂z

cj 4(s, z3)

...
...

em z = z(N−1):





cj N−1(s, z(N−1)) = cj N(s, z(N−1))

Kz(N−1)

∂
∂z

cj (N−1)(s, z(N−1)) = KzN

∂
∂z

cj N(s, z(N−1))

em z = zi: KzN

∂

∂z
cj N(s, zi) = 0

(3.48)

Com as expressões obtidas em (3.48) chega-se a um sistema linear de dimensão

(d = 2N) dado por MX=b:

M =




M11 M12 0 0 0 0 0 0 . . . 0

M21 M22 M23 M24 0 0 0 0 . . . 0

M31 M32 M33 M34 0 0 0 0 . . . 0

0 0 M43 M44 M45 M46 0 0 . . . 0

0 0 M53 M54 M55 M56 0 0 . . . 0

0 0 0 0 M65 M66 M67 M68 . . . 0

0 0 0 0 M75 M76 M77 M78 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 0 0 Md−1,d−3 Md−1,d−2 Md−1,d−1 Md−1,d

0 0 0 0 0 0 0 0 Md,d−1 Md,d




(3.49)

X = [ C1 1 C2 1 C1 2 C2 2 C1 3 C2 3 · · · · · · C1 N C2 N ] T (3.50)
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b = [ 0 0 0 0 · · · − Spn∗ − Sp′n∗ · · · 0 0 ]
T

(3.51)

onde n∗ indica a região de emissão, Spn∗ é a solução particular e Sp′n∗ é a derivada da solução

particular, ambas aplicadas na região de emissão, ou seja:

Spj n∗ =
Dj n∗

2
√

Bj n∗An∗

[
e
−
r

Bj n∗
An∗

(z−Hs) − e

r
Bj n∗
An∗

(z−Hs)

]
(3.52)

Sp′j n∗ =
Dj n∗

2An∗

[
e
−
r

Bj n∗
An∗

(z−Hs) − e

r
Bj n∗
An∗

(z−Hs)

]
(3.53)

e a matriz M, é definida como segue:

M11 = Rj 1

M12 = −Rj 1

e para n = 1, 2, 3, ..., N

M2n,2n−1 = e[Rj n]zn

M2n,2n = e[−Rj n]zn

M2n,2n+1 = −e[Rj n+1]zn

M2n,2n+2 = −e[−Rj n+1]zn

M2n+1,2n−1 = Kzn [Rj n] e[Rj n]zn

M2n+1,2n = Kzn [−Rj n] e[−Rj n]zn

M2n+1,2n+1 = −Kz(n+1)
[Rj n+1] e

[Rj n+1]zn

M2n+1,2n+2 = −Kz(n+1)
[−Rj n+1] e

[−Rj n+1]zn

e, por fim:

Md,d−1 = [+Rj N ] e[+Rj N ]zN

Md,d = [−Rj N ] e[−Rj N ]zN

onde:
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Rj n =

√
Bj n

An

(3.54)

O sitema MX=b é resolvido numericamente utilizando o método da Eliminação de

Gauss.

Para se obter o valor de cj n(x, z) é necessário aplicar a transformada inversa de

Laplace na solução dada pela equação (3.47). Sendo assim obtem-se a seguinte solução

integral para o problema proposto:

cj n(x, z) =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
es x

[
C1ne

r
Bj n
An

z
+ C2ne

−
r

Bj n
An

z
+

+
Dj n

2
√

Bj nAn

(
e
−
r

Bj n
An

(z−Hs) − e

r
Bj n
An

(z−Hs)

)
H(z −Hs)

]
ds (3.55)

Agora já se pode escrever a expresão de c(x , y , z), voltando em (3.11):

cn(x, y, z) =
∞∑

j=0

cj n(x, z) ψj(y)

N
1
2
j

;

uma vez que já se tem a expressão para ψj(y) dada pela equação (3.14) e a expressão para

cj n(x, z) dada pela equação (3.55), assim:

cn(x , y , z) =
∞∑

j=0

cos(λj y)√
Nj

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
es x

[
C1ne

r
Bj n
An

z
+ C2ne

−
r

Bj n
An

z
+

+
Dj n

2
√

Bj nAn

(
e
−
r

Bj n
An

(z−Hs) − e

r
Bj n
An

(z−Hs)

)
H(z −Hs)

]
ds (3.56)

onde o último termo do lado direito é válido somente na subcamada que contém a fonte.

É importante ressaltar que, nenhuma aproximação foi feita durante a derivação da

solução (3.56) via GIADMT exceto a aproximação “stepwise”.
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3.5 Inversão da Solução: Quadratura de Gauss

Devido a complexidade da integral de linha presente na solução dada pela equação

(3.56), optou-se resolvê-la numericamente pelo método da Quadratura de Gauss face o caráter

exponencial da solução pois sabe-se que este método não funciona bem para funções os-

cilatórias [Stroud e Secrest, 1966]. Desta forma, a solução (3.55) pode ser aproximada na

forma:

cj n(x, z) = £−1 {Fj n(s, z)} =

Np∑

k=1

Pk

x
wk Fj n

(
Pk

x
, z

)
(3.57)

onde wk e Pk são, respectivamente, os pesos e as ráızes da Quadratura de Gauss e Np

representa o número de inversões.

Portanto:

cj n(x, z) =

Np∑

k=1

Pk

x
wk

(
C1ne

r
B∗

j n
An

z
+ C2ne

−
r

B∗
j n

An
z

)
(3.58)

onde não há fonte, e:

cj n(x, z) =

Np∑

k=1

Pk

x
wk




C1ne

r
B∗

j n
An

z
+ C2ne

−
r

B∗
j n

An
z
+

+
D∗j n

2
√

B∗j nAn

(
e
−
r

B∗
j n

An
(z−Hs) − e

r
B∗

j n
An

(z−Hs)

)
H(z −Hs)


 (3.59)

onde há emissão de fonte.

Sendo que:

B∗
j n = B∗

j n

(
Pk

x

)
= −

(
−un

Pk

x

Kxn

− Kyn

Kxn

λ2
j +

(
Pk

x

)2
)

(3.60)

D∗
j n = D∗

j n

(
Pk

x

)
= −

(
Q

un

ψj (0)

N
1/2
j

) (
− un

Kxn

+
Pk

x

)

Portanto, a concentração final em termos da Quadratura Gaussiana pode ser descrita

como:
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cn(x , y , z) =
∞∑

j=0

cos(λj y)

N
1/2
j

{
Np∑

k=1

Pk

x
wk

[
C1ne

r
B∗

j n
An

z
+ C2ne

−
r

B∗
j n

An
z
+

+
D∗

j n

2
√

B∗
j nAn

(
e
−
r

B∗
j n

An
(z−Hs) − e

r
B∗

j n
An

(z−Hs)

)
H(z −Hs)

]}
(3.61)

onde H(z − Hs) é a função de Heaviside. A parte da equação (3.61) na qual aparece a

Heaviside é considerada somente na subcamada que contém a fonte.

Esse método que combina o método GITT com o método ADMM, e que denominou-

se GIADMT, é um método simples porque generaliza, a solução bidimensional resolvido

pelo ADMM para o problema tridimensional. Da mesma forma, a solução tridimensional

apresentada pode ser reduzida a solução bidimensional resolvida pelo método ADMM. Para

tal integra-se lateralmente a solução (3.61), ou seja:

cy
n(x, z) =

∫ Ly

0

cn(x , y , z)dy (3.62)

cy
n(x, z) =

∫ Ly

0

cn(x , y , z)dy

=

∫ Ly

0

[ ∞∑
j=0

cos(λj y)

N
1/2
j

{
Np∑

k=1

Pk

x
wk

[
C1ne

r
B∗

j n
An

z
+ C2ne

−
r

B∗
j n

An
z
+

+
D∗

j n

2
√

B∗
j nAn

(
e
−
r

B∗
j n

An
(z−Hs) − e

r
B∗

j n
An

(z−Hs)

)
H(z −Hs)

]}]
dy (3.63)

mas:

∫ Ly

0

cos(λj y)

N
1/2
j

dy =





∫ Ly

0

cos(0)

N
1/2
j

dy =
√

Ly para j = 0

∫ Ly

0

cos( jπ
L

y)

N
1/2
j

dy = 0 para j = 1, 2, ...

(3.64)
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dáı:

cy(x, z) =
√

Ly

{
Np∑

k=1

Pk

x
wk

[
C1ne

r
B∗0 n
An

z
+ C2ne

−
r

B∗0 n
An

z
+

+
D∗

0 n

2
√

B∗
0 nAn

(
e
−
r

B∗0 n
An

(z−Hs) − e

r
B∗0 n
An

(z−Hs)

)
H(z −Hs)

]}
(3.65)

que é a solução bidimensional determinada pelo método ADMM.

3.6 Inversão pelo algoritmo de Talbot

Para testar o método de inversão da Transformada de Laplace pelo esquema da

Quadratura Gaussiana apresentado, também resolveu-se o problema (3.56) pelo algoritmo

de Talbot (também conhecido como FT algoritmo) proposto por Abate e Valkó [Abate e

Valkó, 2004]. A justificativa por esta escolha decorre do fato que, segundo os autores, o

algoritmo de Talbot é um método robusto de inversão pois fornece resultados com precisão

de até M∗ digitos significativos (M∗ representa o número de termos do somatório).

Dessa forma, a solução da integral que aparece na equação (3.56) pode ser descrita

pelo método de Talbot como:

cn(x , y , z) =

=
∞∑

j=0

cos(λj y)

N
1/2
j





r

M∗




1

2
cj n(r , z) erx+

+
M∗−1∑

k=1

Re

[
ex S(θk) cj n

(
S (θk) , z

)(
1 + i$ (θk)

)]







(3.66)

onde cj n é definida pela equação (3.55), e os demais parâmetros são:

s (θk) = rθ (cotθ + i) − π < θ < +π (3.67)

$ (θk) = θk + (θkcotθk − 1) cotθk (3.68)
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θk =
kπ

M∗ (3.69)

i ∈ C e r é um parâmetro experimental.



4. Fechamento Não-Fickiano

A simplicidade da teoria K na difusão turbulenta a tem tornado base na modelagem

matemática da dispersão de poluentes. Mas a teoria K tem seus limites, em contraste

com a difusão molecular, a difusão turbulenta é dependente de escala. Isto quer dizer que

que a taxa de difusão de uma pluma de material é geralmente dependente da dimensão da

pluma e da densidade da turbulência. Na medida que a pluma cresce grandes turbilhões são

incorporados no processo de expansão, assim como progressivamente uma grande fração da

energia cinética turbulenta é dispońıvel para a expansão da pluma.

Outro problema é que a hipótese do transporte por gradiente é inconsistente com

as caracteŕısticas da difusão turbulenta na parte superior da camada de mistura, para os

casos convectivos onde o fluxo de contragradiente ocorre [Deardoff e Willis, 1975]. Como os

fluxos contragradientes são caracterizados pelas escalas dos grandes turbilhões presentes na

camada limite, ao contrário dos de menores escalas, tais fluxos são freqüentemente chamados

de fluxo não-local.

A teoria K é um método para parametrizar os efeitos da turbulência mista baseada

em como os pequenos turbilhões serão quantidades misturadas através de um gradiente

local das quantidades transportadas. Em algumas décadas atrás, já se percebeu que na

parte superior da CLC o fluxo de temperatura potencial é ao contrário do gradiente de

perfil de temperatura potencial do meio; [Deardoff, 1972b]. O gradiente de temperatura

potencial do meio e o fluxo trocam de sinal em diferentes ńıveis introduzindo uma certa

região na CLC, onde eles tem o mesmo sinal. Isto entra em contraste com fechamento

da turbulência tradicional, de primeira ordem, pois ele, não leva em conta o caráter não

homogêneo da turbulência da CLC. Para descrever e caracterizar a difusão também nessa

região, Ertel [Ertel, 1942] e Deardoff [Deardoff, 1966] [Deardoff, 1972a] propuseram modificar

a aplicação usual do fluxo-gradiente na aproximação da teoria K, i.e., em vez da equação
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(3.6), a expressão para o fluxo é dada por:

w′c′ = −Kz

(
∂c

∂z
− γ

)
(4.1)

onde γ representa o termo contra-gradiente.

Muitos esquemas e parametrizações para o termo de contragradiente têm sido de-

senvolvidos (por exemplo: [Wyngaard e Brost, 1984] [Fiedler e Moeng, 1985] [Holtslag e

Moeng, 1991] [Wyngaard e Weil, 1991] [Holtslag e Boville, 1993] [Hamba, 1993] [Robson e

Mayocchi, 1994] [Zilitinkevich et al., 1999] [Roode et al., 2004]). Neste trabalho usou-se a

parametrização proposta por van Dop e Verner [van Dop e Verver, 2001] que é baseada no

trabalho de Wyngaard e Weil [Wyngaard e Weil, 1991]. O problema de fechamento da tur-

bulência na equação de difusão-advecção é modificado considerando-se uma equação genérica

para a difusão turbulenta de forma que o fluxo vertical turbulento de concentração mais a

sua derivada é proporcional ao gradiente médio.

(
1 +

Sk σw TLw

2

∂

∂z

)
w′c′ = −Kz

∂c

∂z
(4.2)

onde Sk é a assimetria (skewness), TLw é a escala de tempo Lagrangeana vertical e σw é o

desvio padrão da componente da velocidade turbulenta vertical.

Assim, o problema de fechamento da turbulência foi solucionado sem obedecer a lei

de Fick e, por isso também é chamado de não-Fickiano. Combinando equação (4.2) mais as

equações (3.4) e (3.5) com a equação (3.3), considerando o modelo estacionário (∂c
∂t

= 0), e

desprezando os componentes v e w do vento e o termo fonte S, tem-se:

u
∂c

∂x
= Kx

∂2c

∂x2
+ Ky

∂2c

∂y2
+ Kz

∂2c

∂z2
+

−u

(
Sk σw TLw

2

)
∂2c

∂z∂x
+ Kx

(
Sk σw TLw

2

)
∂3c

∂z∂x2
+ Ky

(
Sk σw TLw

2

)
∂3c

∂z∂y2
(4.3)

ou

u
∂c

∂x
= Kx

∂2c

∂x2
+ Ky

∂2c

∂y2
+ Kz

∂2c

∂z2
− u β

∂2c

∂z∂x
+ Kx β

∂3c

∂z∂x2
+ Ky β

∂3c

∂z∂y2
(4.4)

onde β representa os termos adicionais da equação:
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β =
Sk σw TLw

2
(4.5)

Esses termos adicionais que aparecem na equação (4.2) levam em conta o caráter

não-local na dispersão, sendo assim, modelos não-Fickianos também são conhecidos como

modelos com fechamento não-local. O caráter local indica que apenas part́ıculas vizinhas

se relacionam, enquanto que o caráter não-local significa que quaisquer part́ıculas podem se

relacionar entre si. A figura (4.1) abaixo mostra um diagrama destes processos:

Figura 4.1 – (a) efeito local na dispersão e (b) efeito não-local na dis-

persão

Observa-se que quando (Sk → 0) na equação (4.4) tem-se que (β → 0), recaindo

na equação original (3.10) que não considera o caráter não-local na dispersão de poluente.

Dessa forma, o presente modelo estima de um modo mais completo a estrutura complexa da

dispersão turbulenta.
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Sendo assim, o fechamento da turbulência não-Fickiano oportuniza investigar o efeito

dos turbilhões mais energéticos em diferentes alturas e o efeito de transporte assimétrico no

cálculo de concentração de poluentes considerando de um modo mais completo a estrutura

complexa da dispersão turbulenta. A turbulência, agora não é modelada apenas no coefi-

ciente de difusão Kα.

O método de resolução é o mesmo que apresentado anteriormente, aplicando a

técnica GILTT e depois o método ADMM.

4.1 Solução do problema não-Fickiano via GITT

As condicões de contorno e de entrada para o problema não-Fickiano, dado pela

equação (4.4), são as mesmas do problema (3.10), i.é., fluxo nulo no solo e no topo da CLC;

Kz

(
∂c

∂z
− γ

)
= 0 em z = 0, zi (4.4a)

supõe-se, Ly suficientemente grande, tal que o fluxo seja nulo em y = Ly, e concentração

máxima em y = 0;

Ky
∂ c̄

∂y
= 0 em y = 0, Ly (4.4b)

e tem-se uma fonte cont́ınua com taxa de emissão cont́ınua Q na altura Hs, descrita por:

c̄ (0, y, z) =
Q

u
δ(z −Hs) δ(y) em x = 0. (4.4c)

De maneira análoga à seção 3.3, postula-se que o potencial c(x, y, z) da equação

(4.4) pode ser expresso como uma expansão em série de autofunções ortogonais ψj(y) para

a direção y onde j é a ordem dos correspondentes autovalores λ,

c(x, y, z) =
∞∑

j=0

cj(x, z) ψj(y)

N
1
2
j

. (4.6)

onde, seguindo o formalismo do método GITT, ψj(y) = cos(λj y) e λj = jπ/Ly, são,

respectivamente, as autofunções e autovalores do problema auxiliar de Sturm-Liouville.

Substituindo (4.6) em (4.4) tem-se:
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∞∑
j=0

u
∂cj(x, z)

∂x

ψj(y)

N
1/2
j

+
∞∑

j=0

u β
∂2cj(x, z)

∂z∂x

ψj(y)

N
1/2
j

=

=
∞∑

j=0

Kx
∂2cj(x, z)

∂x2

ψj(y)

N
1/2
j

+
∞∑

j=0

Ky cj(x, z)
ψ′′j (y)

N
1/2
j

+
∞∑

j=0

Kz
∂2cj(x, z)

∂z2

ψj(y)

N
1/2
j

+

+
∞∑

j=0

Kxβ
∂3cj(x, z)

∂z∂x2

ψj(y)

N
1/2
j

+
∞∑

j=0

Kyβ
∂cj(x, z)

∂z

ψ′′j (y)

N
1/2
j

(4.7)

Lembrando que: ψ′′j = −λ2
jψj a equação (4.7) torna-se:

∞∑
j=0

u
∂cj

∂x

ψj

N
1/2
j

+
∞∑

j=0

u β
∂2cj

∂z∂x

ψj

N
1/2
j

=

=
∞∑

j=0

Kx
∂2cj

∂x2

ψj

N
1/2
j

−
∞∑

j=0

Ky λ2
jcj

ψj

N
1/2
j

+
∞∑

j=0

Kz
∂2cj

∂z2

ψj

N
1/2
j

+

+
∞∑

j=0

Kxβ
∂3cj

∂z∂x2

ψj

N
1/2
j

−
∞∑

j=0

Kyβ λ2
j

∂cj

∂z

ψj

N
1/2
j

(4.8)

O próximo passo é aplicar o operador

∫ Ly

0

ψi(y)

N
1
2
i

dy na equação (4.8). Assim:

∞∑
j=0

u
∂cj

∂x

∫ Ly

0

ψjψi

N
1
2
j N

1
2
i

dy +
∞∑

j=0

u β
∂2cj

∂z∂x

∫ Ly

0

ψjψi

N
1
2
j N

1
2
i

dy =

=
∞∑

j=0

Kx
∂2cj

∂x2

∫ Ly

0

ψjψi

N
1
2
j N

1
2
i

dy −
∞∑

j=0

Kyλ
2
jcj

∫ Ly

0

ψjψi

N
1
2
j N

1
2
i

dy +

+
∞∑

j=0

Kz
∂2cj

∂z2

∫ Ly

0

ψjψi

N
1
2
j N

1
2
i

dy +
∞∑

j=0

Kxβ
∂3cj

∂z∂x2

∫ Ly

0

ψjψi

N
1
2
j N

1
2
i

dy +

−
∞∑

j=0

Kyβ λ2
j

∂cj

∂z

∫ Ly

0

ψjψi

N
1
2
j N

1
2
i

dy (4.9)

Pela ortogonalidade, as integrais acima valem 0 quando i 6= j e valem 1 quando

i = j. Assim, tem-se um sistema resultante representado por EDP’s do mesmo tipo, tantas

quanto forem o número de autovalores (Na). Então a equação (4.9) pode ser escrita da
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seguite forma:

−u
∂cj

∂x
+ Kx

∂2cj

∂x2
−Kyλ

2
jcj + Kz

∂2cj

∂z2
= uβ

∂2cj

∂z∂x
−Kxβ

∂3cj

∂z∂x2
+ Kyβλ2

j

∂cj

∂z
(4.10)

onde j = 0, 1, 2, ..., (Na − 1)

Reescrevendo (4.10):

Kx
∂2cj

∂x2
+ Kxβ

∂

∂z

(
∂2cj

∂x2

)
− u

∂cj

∂x
− u β

∂

∂z

(
∂cj

∂x

)
+

−Ky λ2
j cj + Kz

∂2cj

∂z2
−Ky λ2

j β
∂cj

∂z
= 0 (4.11)

para j = 1, 2, ..., (Na − 1).

Para tornar o sistema resultante (4.11) representável por EDP’s, a variável indepen-

dente, ou seja os coeficientes cj n(x, z) e suas derivadas, devem aparecer de forma expĺıcita.

Isso é conseguido através da propriedade da ortogonalidade das autofunções utilizadas na

expansão. E por isso é fundamental que elas sejam ortogonais entre si.

Analogamente, aplica-se a técnica da GITT na condição de contorno e de entrada

(4.4a), e (4.4c), e obtem-se:

cj(0, z) =
Q δ(z −Hs)

u

ψj (0)

N
1/2
j

(4.12)

para a condição de entrada, conforme descrito na seção 3.3.

Para a condição de contorno dada pela equação (4.4c), o procedimento é análogo,

primeiramente a variável c(x, y, z) para z = 0, zi é expandida usando-se a equação (4.4c)

na equação (4.6):

∞∑
j=0

[
−Kz

(
∂cj(x, z)

∂z

ψj(y)

N
1/2
j

− γ

)]
= 0 (4.13)

Em seguida é usado o operador

∫ Ly

0

ψi(y)

N
1
2
i

dy, produzindo:
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∞∑
j=0

Kz
∂cj(x, z)

∂z

∫ Ly

0

ψi(y)ψj(y)

N
1
2
i N

1/2
j

dy = Kz γ

∫ Ly

0

ψi(y)

N
1
2
i

dy (4.14)

Como as autofunções são ortogonais as integrais do lado esquerdo da equação (4.14)

se anulam para j 6= i e valem 1 quando i = j.

Já a integral do lado direito vale:

• Se i = 0

∫ Ly

0

ψ0(y)

N
1
2
0

dy =

∫ Ly

0

1√
Ly

dy =

[
y√
Ly

]Ly

0

=
Ly√
Ly

=
√

Ly

• Se i 6= 0

∫ Ly

0

ψi(y)

N
1
2
i

dy =

∫ Ly

0

cos(λiy)

N
1
2
i

dy =

[
sen(λiy)

λi

√
Ni

]Ly

0

=
1

λi

(
sen(λiLy)− sen(0)

)
= 0

Assim, a condição de contorno em z = 0, zi para o fechamento não-local vale:

−Kz

(
∂cj(x, z)

∂z
−

√
Lyγ

)
= 0 quando j = 0 (4.15)

−Kz

(
∂cj(x, z)

∂z

)
= 0 quando j 6= 0 (4.16)

4.2 Solução do problema não-Fickiano transformado via ADMM

Para resolver a equação de difusão-advecção (4.11) para uma turbulência não-

homogênea, deve-se considerar que a velocidade do vento e os parâmetros turbulentos variam

com a altura (variável z) segundo uma parametrização especificada. Portanto utiliza-se agora

o método ADMM discretizando a CLP em N subcamadas, assim, têm-se N equações do

mesmo tipo para ser resolvidas, uma para cada subcamada.

Considerando a dependência dos parametros turbulêntos com a variável z, calcula-se

um valor médio para cada um deles em cada subcamada:
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Kαn =
1

zn − zn−1

∫ zn

zn−1

Kα(z)dz

un =
1

zn − zn−1

∫ zn

zn−1

uz(z)dz

βn =
1

zn − zn−1

∫ zn

zn−1

βz(z)dz

(4.17)

onde α indica a direção x, y, ou z do coeficiente de difusão, e n indica a subcamada e varia

de n = 1, 2, ..., N

Dessa forma, a equação (4.11) pode ser reescrita da seguinte forma:

Kxn

∂2cj n

∂x2
+ Kxnβn

∂

∂z

(
∂2cj n

∂x2

)
− un

∂cj n

∂x
− un βn

∂

∂z

(
∂cj n

∂x

)
+

−Kyn λ2
j cj n + Kzn

∂2cj n

∂z2
−Kyn λ2

j βn
∂cj n

∂z
= 0 (4.18)

sugeita às condições de contorno e entrada:

Kzn

(
∂cj n

∂z
−

√
Lyγn

)
= 0 em z = 0, zi quando j = 0

(4.18a)

−Kz

(
∂cj n

∂z

)
= 0 em z = 0, zi quando j 6= 0

cj n (0, z) =
Q δ(z −Hs)

un

ψj (y0)

N
1/2
j

em x = 0 (4.18b)

e as condições de interface:

cj n = cj n+1 em z = zn e n = 1, 2, ...(N − 1) (4.18c)
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Kzn

(
∂cj n

∂z
− γn

)
= Kzn+1

(
∂cj n+1

∂z
− γn+1

)
em z = zn e n = 1, 2, ...(N − 1)

(4.18d)

Aplica-se, agora a transformada de Laplace em x na equação (4.18). Denotando:

£
{
cj n(x , z)

}
= Fj n(s, z) = Fj n, assim:

Kxn£

{
∂2cj n

∂x2

}
+ Kxn£

{
βn

∂

∂z

(
∂2cj n

∂x2

)}
−£

{
un

∂cj n

∂x

}
−£

{
un βn

∂

∂z

(
∂cj n

∂x

)}
+

−£
{
Kyn λ2

j cj n

}
+ £

{
Kzn

∂2cj n

∂z2

}
−£

{
Kyn λ2

j βn
∂cj n

∂z

}
= 0 (4.19)

ou seja:

Kxn

[
s2 Fj n(s, z)− s cj n(0 , z)− ∂cj n

∂x

∣∣∣∣
x=0

]
+

+Kxnβn
∂

∂z

[
s2 Fj n(s, z)− s cj n(0 , z)− ∂cj n

∂x

∣∣∣∣
x=0

]
−

−un

[
s Fj n(s, z)− cj n(0 , z)

]− un βn
∂

∂z

[
s Fj n(s, z)− cj n(0 , z)

]
+

−Kyn λ2
j [Fj n(s, z)] + Kzn

[
∂2Fj n(s, z)

∂z2

]
−Kyn λ2

j βn
∂Fj n(s, z)

∂z
= 0 (4.20)

reordenando e aplicando a condição de entrada (??)

Kzn

∂2Fj n

∂z2
+

(
Kxn s2βn − un βn s−Kynλ2

jβn

)∂Fj n

∂z
+

+
(
Kxn s2 − un s−Kynλ2

j

)
Fj n = −

(
un −Kxn s

) Q

un

ψj (y0)

N
1/2
j

δ(z −Hs) (4.21)

Para facilitar a notação, define-se:

Aj n =

(
Kxn

Kzn

)(
s2βn − un βn s

Kxn

− Kynλ2
jβn

Kxn

)
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Bj n =

(
Kxn

Kzn

)(
s2 − un s

Kxn

− Kynλ2
j

Kxn

)

(4.22)

Dj n = −
(

Kxn

Kzn

)(
s− un

Kxn

)
Q

un

ψj (y0)

N
1/2
j

Reescrevendo a equação (4.21)

∂2Fj n

∂z2
+ Aj n

∂Fj n

∂z
+ Bj n Fj n = −Dj n δ(z −Hs) (4.23)

A equação (4.23) é uma equação diferencial ordinária com coeficientes constantes,

facilmente resolvida. Sua solução geral é dada por:

Fj n = Fj nh
+ Fj np

onde Fj nh
é a solução da equação homogênea associada e Fj np

é a solução particular.

De modo análogo realizado anteriormente, chega-se:

Fj nh
= C1 n e(Aj n+

√
A2

j n−4Bj n)z + C2 n e(Aj n−
√

A2
j n−4Bj n)z (4.24)

e

Fj np
=

Dj n

2
√

A2
j n − 4Bj n


 e(Aj n−

√
A2

j n−4Bj n)(z−Hs) +

−e(Aj n+
√

A2
j n−4Bj n)(z−Hs)


 H(z −HS) (4.25)

onde H(z −HS) é a função de Heaviside.

Dessa forma, a expressão da solução da equação (4.23) é dada por:
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Fj n(s, z) = C1 n e(Aj n+
√

A2
j n−4Bj n)z + C2 n e(Aj n−

√
A2

j n−4Bj n)z +

+
Dj n

2
√

A2
j n − 4Bj n


 e(Aj n−

√
A2

j n−4Bj n)(z−Hs) +

− e(Aj n+
√

A2
j n−4Bj n)(z−Hs)


 H(z −Hs) (4.26)

Para se determinar as constantes C1 n e C2 n aplica-se as condições de contorno em

z (4.18a) e as (2N − 2) condições de continuidade de interface (4.18c) e (4.18d) e resolve-se

o sistema linear de dimensão 2N .

Para se obter o valor de cj n(x, z) é necessário aplicar a transformada inversa de

Laplace na solução dada pela equação (4.26). Sendo assim obtem-se a seguinte solução

integral para o problema proposto:

cj n(x, z) =
1

2πi

∫ ξ+i∞

ξ−i∞
es x

{
C1 n e(Aj n+

√
A2

j n−4Bj n)z + C2 n e(Aj n−
√

A2
j n−4Bj n)z+

+
Dj n

2
√

A2
j n − 4B∗

j n


 e(Aj n−

√
A2

j n−4Bj n)(z−Hs) +

− e(Aj n+
√

A2
j n−4Bj n)(z−Hs)


 H(z −HS)



 ds (4.27)

Após a resolução do sistema de EDP’s (4.11) e determinação de cj n(x, z) dado pela

equação (4.27), é que o potencial original é recuperado através da inversa (4.6), sendo assim:

cn(x, y, z) =

=
∞∑

j=0

cos(λjy)√
Nj

1

2πi

∫ ξ+i∞

ξ−i∞
es x

{
C1 n e(Aj n+

√
A2

j n−4Bj n)z + C2 n e(Aj n−
√

A2
j n−4Bj n)z +

+
Dj n

2
√

A2
j n − 4Bj n


 e(Aj n−

√
A2

j n−4Bj n)(z−Hs) +

− e(Aj n+
√

A2
j n−4Bj n)(z−Hs)


 H(z −HS)



 ds (4.28)

onde o último termo do lado direito é válido somente na subcamada que contém a fonte.

Deve-se notar que quando (β → 0) a solução encontrada dada pela equação (4.28)

se reduz, como esperado, à solução dada pela equação (3.56).
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4.3 Inversão da Solução com Fechamento Não-local

A inversão obtida numericamente através do esquema da Quadratura de Gauss

[Stroud e Secrest, 1966], pode ser escrita como:

cj n(x, z) =

Np∑

k=1

Pk

x
wk

[
C1 n e

�
A∗j n+

q
A∗2j n−4B∗j n

�
z
+ C2 n e

�
A∗j n−

q
A∗2j n−4B∗j n

�
z

]
(4.29)

onde não há fonte, e:

cj n(x, z) =

Np∑

k=1

Pk

x
wk

{
C1 n e

�
A∗j n+

q
A∗2j n−4B∗j n

�
z
+ C2 n e

�
A∗j n−

q
A∗2j n−4B∗j n

�
z
+

+
D∗

j n

2
√

A∗2
j n − 4B∗

j n




e

�
A∗j n−

q
A∗2j n−4B∗j n

�
(z−Hs)

+

− e

�
A∗j n+

q
A∗2j n−4B∗j n

�
(z−Hs)


 H(z −HS)





(4.30)

onde há emissão de fonte. Os parâmetros wk e Pk são, respectivamente, os pesos e as ráızes

da Quadratura de Gauss e Np representa o número de inversões.

Sendo que:

A∗
j n =

(
Kxn

Kzn

) [(
Pk

x

)2

βn −
un βn

Pk

x

Kxn

+
Kynλ2

jβn

Kxn

]

B∗
j n =

(
Kxn

Kzn

) [(
Pk

x

)2

− un
Pk

x

Kxn

− Kynλ2
j

Kxn

]

(4.31)

D∗
j n = −

(
Kxn

Kzn

)(
Pk

x
− un

Kxn

) (
Q

un

ψj (y0)

N
1/2
j

)

Uma vez que já se tem a expressão para ψj

(
ψj(y) = cos(λj y), dada pela resolução

do problema de Sturm-Liouville
)

e a expressão para cj n(x, z) dada pela equação (4.30), já
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se pode escrever a expresão de c(x , y , z):

cn(x , y , z) =

=
∞∑

j=0

cos(λj y)

N
1/2
j

{
Np∑

k=1

Pk

x
wk

[
C1 n e

�
A∗j n+

q
A∗2j n−4B∗j n

�
z
+ C2 n e

�
A∗j n−

q
A∗2j n−4B∗j n

�
z
+

+
D∗

j n

2
√

A∗2
j n − 4B∗

j n


 e(Aj n−

√
A2

j n−4Bj n)(z−Hs) +

− e(Aj n+
√

A2
j n−4Bj n)(z−Hs)


 H(z −Hs)






 (4.32)

onde o último termo do lado direito é válido somente na subcamada que contém a fonte.

O fato de considerar-se o termo de contra-gradiente no fechamento da turbulência

fez surgir termos adicionais na equação de difusão-advecção. Estes termos levam consigo

informações sobre o transporte assimétrico na CLC. Isto é um aspecto importante, pois

agora o caráter não-local é modelado não somente no coeficiente de difusão, mas também

com termos pertencentes à equação diferencial.

Adicionalmente, deve-se salientar que da mesma forma do fechamento Fickiano, a

solução (4.32) ao ser integrada lateralmente, também recai no caso bidimensional.

A inversão obtida numericamente através do algoritmo de Talbot [Abate e Valkó,

2004], pode ser escrita como:

cn(x , y , z) =

=
∞∑

j=0

cos(λj y)

N
1/2
j





r

M∗




1

2
cj n(r , z) erx+

+
M∗−1∑

k=1

Re

[
ex S(θk) cj n

(
S (θk) , z

)(
1 + i$ (θk)

)]







(4.33)

onde cj n é definida pela equação (4.27), e os demais parâmetros são:

S (θk) = rθk (cotθk + i) − π < θk < +π (4.34)

$ (θk) = θk + (cotθk − 1) cotθk (4.35)
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θk =
k π

M∗ (4.36)

r =
2M∗

5x
(4.37)

i ∈ C e r é um parametro experimental.



5. Solução anaĺıtica tridimensional transiente para a dispersão de poluentes

Considerando que um poluente é liberado com intensidade Q a uma taxa constante

de uma fonte a uma altura Hs sem qualquer empuxo, num espaço tridimensional. As veloci-

dades do vento e as difusividades turbulentas variam com a altura acima do solo. Pretende-se

determinar a concentração do poluente em qualquer local e tempo após o ińıcio de sua li-

beração no espaço tridimensional.

A equação de difusão-advecção tridimensional não estacionária que modela a poluição

do ar na atmosfera, onde o eixo x é alinhado com a direção do vento, o eixo y é orientado na

direção lateral (“crosswind direction”) e o eixo z é a altura acima do solo, pode ser expressa,

conforme já descrito no caṕıtulo 3, pela equação (3.3):

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
+ v

∂c

∂y
+ w

∂c

∂z
= −∂u′c′

∂x
− ∂v′c′

∂y
− ∂w′c′

∂z
+ S (5.1)

onde c é a concentração média de poluentes, u, v, w são as componentes do vento médio

na direção x, y e z respectivamente, e u′c′, v′c′ e w′c′ representam os fluxos turbulentos de

poluentes nas direções longitudinal, lateral e vertical e S o termo fonte.

Segundo a lei de Fick (ou fechamento local) assume-se que os fluxos turbulentos são

proporcionais ao gradiente de concentração média:

u′c′ = −Kx
∂c

∂x
(5.2)

v′c′ = −Ky
∂c

∂y
(5.3)

w′c′ = −Kz
∂c

∂z
(5.4)
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onde Kx, Ky e Kz são os coeficientes de difusão turbulenta nas direções x, y e z respectiva-

mente, responsáveis pela complexidade da turbulência.

Desta forma, introduzindo-se as equações (5.2), (5.3) e (5.4) na equação (5.1) obtém-

se:

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
+ v

∂c

∂y
+ w

∂c

∂z
=

∂

∂x

(
Kx

∂c

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂c

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂c

∂z

)
(5.5)

para t > 0, 0 < z < zi, 0 < y < Ly e x > 0, onde zi é a altura da CLP e Ly é o limite

positivo considerado no eixo y suficientemente distante da fonte.

Como a componente vertical do vento é muito menor que a demais componentes,

ela pode ser desprezada assim (w = 0), e por comodidade, considera-se o perfil de velocidade

do vento apenas na direção do eixo x, ou seja, (v = 0).

Ainda, no presente tabalho não são consideradas condições de vento fraco, ou seja,

se negligencia a difusão na direção de x i.é., (Kx = 0). E o termo fonte é considerado como

condição de entrada em x = 0. Sendo assim a equação (5.5) pode ser reescrita da seguinte

forma:

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
=

∂

∂y

(
Ky

∂c

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂c

∂z

)
(5.6)

Assume-se que no começo da liberação de poluentes a região de dispersão não está

contaminada, ou seja:

c(x, y, z, 0) = 0 em t = 0 (5.6a)

Considera-se também, fluxo nulo na direção z no solo e no topo da CLP assim como

na direção y em y = 0, Ly:

Kz
∂ c̄

∂z
= 0 em z = 0, zi (5.6b)

Ky
∂ c̄

∂y
= 0 em y = 0, Ly (5.6c)
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Finalmente, assume-se uma fonte pontual continua com taxa de emissão constante

Q descrita como:

u c̄ (0, y, z, t) = Q δ(z −Hs) δ(y) em x = 0 (5.6d)

onde δ é a função generalizada Delta de Dirac e Hs indica a altura da fonte.

A equação (5.6) é resolvida aplicando a Transfprmada de Laplace na variável tem-

poral e o médoto GIADMT, descrito no caṕıtulo 3, para resolver o problema estacionário

resultante da transformação integral.

Para resolver a equação de difusão-advecção (5.6) para uma turbulência não ho-

mogênea, deve-se levar em consideração a dependência dos coeficientes difusivos e do perfil

da velocidade do vento u com relação a variável z, e a altura zi da CLP. Portanto, de maneira

análoga ao que foi feito na seção 3.4, utiliza-se a idéia do método ADMM onde calcula-se

esses parâmetros pela aproximação stepwise [Costa et al., 2006] [Moreira et al., 2006b]. Para

tanto, discretiza-se a altura zi da CLP em N subintervalos de maneira que em cada sub-

camada os coeficientes difusivos e o perfil da velocidade do vento assumem valores médios

(equação (3.23)).

Sendo assim, agora já é posśıvel reescrever o problema (5.6) como um conjunto de

problemas difusivos-advectivos com valores médios dos parâmetros que dependem da altura

que para uma subcamada genérica pode ser lido como:

∂cn(x , y , z, t)

∂t
+ un

∂cn(x , y , z, t)

∂x
= Kyn

∂2cn(x , y , z, t)

∂y2
+ Kzn

∂2cn(x , y , z, t)

∂z2
(5.7)

para t > 0; x > 0; 0 < y < Ly; zn−1 ≤ z ≤ zn e n = 1, 2, ..., N , onde N denota o número

total de subcamadas e cn representa a concentração na enésima subcamada.

Com condições inicial e de contorno dadas por:

cn(x, y, z, 0) = 0 em t = 0 e n = 1, ..., N (5.7a)
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Kyn

∂ cn

∂y
= 0 em y = 0, Ly e n = 1, ..., N (5.7b)

Kzn

∂ cn

∂z
= 0 em z = 0 e n = 1 ou z = zi e n = N (5.7c)

E condição de fonte:

u c̄ (0, y, z, t) = Q δ(z −Hs) δ(y) em x = 0 e n = n∗ (5.7d)

onde n∗ representa a região de emissão.

Além disso, com as duas condições de contorno impostas em z = 0 e n = 1 ou z = zi

e n = N dadas pela equação (5.7c) tem-se as (2N − 2) condições de continuidade e fluxo de

concentração nas interfaces, dadas por:

cn = cn+1 z = zn e n = 1, 2, ...(N − 1) (5.7e)

Kzn

∂cn

∂z
= Kzn+1

∂cn+1

∂z
z = zn e n = 1, 2, ...(N − 1) (5.7f)

que precisam ser consideradas afim de possibilitar a determinação única das 2N constantes

arbitrárias que aparecem na solução do conjunto de problemas (5.7).

Agora, aplica-se a Transformada de Laplace no conjunto de equações (5.7), no

tempo: £ {cn(x, y , z, t)} = Γn(x, y, z, γ). Este procedimento produz o seguinte problema

estacionário:

[
γ Γn(x, y, z, γ)− cn(x, y , z, 0)

]
+ un

∂Γn(x, y, z, γ)

∂x
=

= Kyn

∂2Γn(x, y, z, γ)

∂y2
+ Kzn

∂2Γn(x, y, z, γ)

∂z2
(5.8)
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γ Γn(x, y, z, γ) + un
∂Γn(x, y, z, γ)

∂x
=

= Kyn

∂2Γn(x, y, z, γ)

∂y2
+ Kzn

∂2Γn(x, y, z, γ)

∂z2
(5.9)

γ Γn + un
∂Γn

∂x
= Kyn

∂2Γn

∂y2
+ Kzn

∂2Γn

∂z2
(5.10)

un
∂Γn

∂x
= Kyn

∂2Γn

∂y2
+ Kzn

∂2Γn

∂z2
− γ Γn (5.11)

A equação de difusão-advecção tridimensional estacionária já foi resolvida pelo

método GIADMT no caṕıtulo 3. Neste caṕıtulo tem-se a vantagem de ter a bem co-

nhecida solução do problem estacionário pelo método GIADMT [Costa et al., 2006]. Neste

ponto, seguindo a idéia do método apresentado no caṕıtulo 3 e os trabalhos de Costa et

al. [Costa et al., 2006] e Moreira et al. [Moreira et al., 2006b], já se pode então resolver o

problema (5.11) pelo método GIADMT. Para tanto, expande-se a solução em séries:

Γn(x, y, z, γ) =
∞∑

j=0

cj n(x, z, γ) ψj(y)√
Nj

. (5.12)

onde, como no método GITT, ψj(y) = cos(λj y) e λj = jπ/Ly são respectivamente as

autofunções e os autovalores.

Substituindo a equação (5.12) na equação (5.11) tem-se:

∞∑
j=0

un
∂cj n(x, z, γ)

∂x

ψj(y)

N
1/2
j

=
∞∑

j=0

Kyn cj n(x, z, γ)
ψ′′j (y)

N
1/2
j

+

+
∞∑

j=0

Kzn

∂2cj n(x, z, γ)

∂z2

ψj(y)

N
1/2
j

− γ

∞∑
j=0

cj n(x, z, γ)
ψj(y)

N
1/2
j

(5.13)
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Tomando momentos e resolvendo o problema transformado resultante aplicando a

técnica da Transformada de Laplace na variável x obtem-se:

Kzn

d2cj n(s, z, γ)

dz2
− (

s un + Kyn λ2
j + γ

)
cj n(s, z, γ) = −

(
1

γ

ψj(y0)

N
1/2
j

)
Q δ(z −Hs) (5.14)

que possui a bem conhecida solução:

cj n(s, z, γ) = C1neRj n z + C2ne−Rj n z +
Q

2Ranj

[
eRj n (z−Hs) − e−Rj n (z−Hs)

]
H(z −Hs) (5.15)

onde cj n com barra dupla
(
cj n

)
denota a transformada de Laplace de cj n na variavel x e os

parâmetros são definidos como:

Rj n =

√
s un + Kyn λ2

j + γ

Kzn

(5.16)

Ranj
=

γ

ψj(y0)

√
NjKzn

(
s un + Kyn λ2

j + γ
)

(5.17)

Portanto obtem-se os coeficientes da solução em série dada pela equação (5.12)

aplicando a inversa de Laplace na solução do problema transformado dada pela equação

(5.15). Este procedimento resulta em:

cn(x , z , γ) =
1

2πi

∫ ξ+i∞

ξ−i∞
es x





C1neRj n z + C2ne−Rj n z+

+
Q

2Ranj

[
eRj n (z−Hs) − e−Rj n (z−Hs)

]
H(z −Hs)





ds

(5.18)

Aplica-se as condições de contorno (equação (5.7c)) e interface (equações (5.7e) e

(5.7f)) para determinar as constantes de integração desconhecidas C1n e C2n resolvendo um
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sistema linear. Uma vez que os coeficientes cn são conhecidos a solução para o problema

estacionário obtido através da transformada de Laplace tem a seguinte forma:

Γn(x , y , z , γ) =

=

j=0∑
∞

ψj(y)√
Nj

1

2πi

∫ ξ+i∞

ξ−i∞
es x





C1neRj n z + C2ne−Rj n z+

+
Q

2Ranj

[
eRj n (z−Hs) − e−Rj n (z−Hs)

]
H(z −Hs)





ds

(5.19)

Para obter a solução do problema (5.7) precisa-se aplicar mais uma vez a transfor-

mada inversa de Laplace no problema estacionário acima obtido através da transformada de

Laplace, por esse procedimento tem-se:

cn(x , y , z , t) =

=
1

2πi

∫ ζ+i∞

ζ−i∞
eγ t





j=0∑
∞

ψj(y)√
Nj

{
1

2πi

∫ ξ+i∞

ξ−i∞
es x

[
C1neRj n z + C2ne−Rj n z+

+
Q

2Ranj

(
eRj n (z−Hs) − e−Rj n (z−Hs)

)
H(z −Hs)

]
ds

}





dγ

(5.20)

onde o último termo do lado direito é válido somente na subcamada que contém a fonte.

5.1 Inversão da Solução

Para calcular as integrais de linha presentes na solução dada pela equação (5.20), foi

utilizado a dupla integração numérica dada pelo algoritmo de Talbot (FT) [Abate e Valkó,

2004] na variável x e pelo esquema da Quadratura de Gauss [Stroud e Secrest, 1966] na

variável t (tempo). Sendo assim a solução dada pela equação (5.20) pode ser reescrita como:
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cn(x, y, z, t) =

=
Nv∑
v=1

Av
Pv

t





j=0∑
∞

ψj(y)√
Nj




r

M∗




1

2
cj n

(
r, z,

Pv

t

)
er x+

+
M∗−1∑

k=1

Re




ex S(θk) · (1 + i$ (θk)) ·

· cj n

(
S (θk) , z,

Pv

t

)













(5.21)

cj n é determinada pela equação (5.15) sendo que (s → S (θk)) e
(
γ → Pv

t

)
, onde Rj n e Ranj

assumem os seguintes valores:

Rj n =

√
S (θk) un + Kyn λ2

j + Pv

t

Kzn

(5.22)

Ranj
=

Pv

t

1

ψj(y0)

√
NjKzn

(
S (θk) un + Kyn λ2

j +
Pv

t

)
(5.23)

os demais parâmetros são definidos por:

S (θk) = rθk (cotθk + i) − π < θk < +π (5.24)

$ (θk) = θk + (cotθk − 1) cotθk (5.25)

θk =
k π

M∗ (5.26)

r =
2M∗

5x
(5.27)

r é um parâmetro experimental, as constantes Av e Pv são os pesos e as ráızes da Quadratura



60

Gaussiana, valores tabelados no livro de Stroud and Secrest (1966) [Stroud e Secrest, 1966]

enquanto Nv é o número de pontos da quadratura.

Portanto a equação (5.21) é a solução final do problema difusivo-advectivo tridi-

mensional não estacionário que modela a poluição do ar na atmosfera descrito pela equação

(5.7).



6. Tratamento não-fickiano para o caso tridimensional dependente do tempo

De forma análoga ao caṕıtulo 4 para descrever e caracterizar a o transporte as-

simétrico na dispersão de poluentes dependente do tempo, usou-se a parametrização proposta

por van Dop e Verner [van Dop e Verver, 2001] que é baseada no trabalho de Wyngaard

e Weil [Wyngaard e Weil, 1991]. O problema de fechamento da turbulência na equação de

difusão-advecção é modificado considerando-se uma equação genérica para a difusão tur-

bulenta de forma que o fluxo vertical turbulento de concentração mais a sua derivada é

proporcional ao gradiente médio. Dessa forma, o termo de contra-gradiente utilizado para o

caso dependente do tempo pode ser descrito como:

(
1 + β

∂

∂z
+ τ

∂

∂z

)
w′c′ = −Kz

∂c

∂z
(6.1)

onde:

β =
Sk σw TLw

2
(6.2)

sendo Sk é a assimetria (skewness), TLw é a escala de tempo Lagrangeana vertical, σw é o

desvio padrão da componente da velocidade turbulenta vertical e τ é o tempo de relaxação.

Os dois últimos termos do lado esquerdo da equação (6.1) representam o termo contra-

gradiente não-local para o caso transiente como proposto por van Dop e Verver [Nieuwstadt

e Van Ulden, 1978] e ele é obtido aplicando uma expansão de Taylor ao fluxo turbulento

[Wyngaard e Weil, 1991].

Combinando a equação (5.1), considerando que as componentes vertical (w) e lateral

(v) do vento são muito menores que a componente longitudinal (u), podendo ser desprezadas

(v = 0 e w = 0), restando apenas um vento médio u na direção x, e não considerando

condições de vento fraco, ou seja, se negligencia a difusão na direção de x, i.é., (Kx = 0),

mais as equações (5.2) e (5.3) com a equação (6.1) tem-se:
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∂c

∂t
+ τ

∂2c

∂t2
+ β

∂2c

∂z ∂t
+ u

∂c

∂x
+ u β

∂2c

∂z ∂x
+ u τ

∂2c

∂t ∂x
=

= Ky
∂2c

∂y2
+ Ky β

∂3c

∂z ∂y2
+ Ky τ

∂3c

∂t ∂y2
+ Kz

∂2c

∂z2
(6.3)

para t > 0, 0 < z < zi, 0 < y < Ly e x > 0, onde zi é a altura da CLP e Ly é o limite

positivo considerado no eixo y suficientemente distante da fonte.

A condição inicial, as condicões de contorno e condição de entrada para o problema

não-Fickiano transiente, dado pela equação (6.3), são as mesmas do problema (5.6), i.é.,

assume-se que no começo da liberação de poluentes a região de dispersão não está contami-

nada, logo:

c(x, y, z, 0) = 0 em t = 0 (6.3a)

Na direção z, os poluentes estão sujeitos às condições de contorno de fluxo nulo no

solo e no topo da CLP:

Kz

(
∂c

∂z
− γ

)
= 0 em z = 0, zi (6.3b)

Na direção y, supõe-se, Ly suficientemente grande, tal que o fluxo seja nulo em

y = Ly, e concentração máxima em y = 0;

Ky
∂ c̄

∂y
= 0 em y = 0, Ly (6.3c)

E para a condição da fonte, tem-se uma fonte cont́ınua com taxa de emissão cont́ınua Q na

altura Hs sendo que o eixo x coincide com a linha central da plume, descrita por:

c̄ (0, y, z, t) =
Q

u
δ(z −Hs) δ(y − y0) em x = 0. (6.3d)
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Para resolver equação (6.3) pelo método GIADMT prossegue-se de maneira análoga

aos caṕıtulos precedentes. Primeiramente, faz-se a aproximação stepwise dos parâmetros que

dependem da altura (variável z), usando a equação (4.17).

Certamente, agora é posśıvel reformular o problema (6.3) como um conjunto de pro-

blemas difusivos-advectivos com parâmetros constantes, que para cada subcamada genérica

tem-se:

∂cn

∂t
+ τ

∂2cn

∂t2
+ βn

∂2cn

∂z ∂t
+ un

∂cn

∂x
+ un βn

∂2cn

∂z ∂x
+ un τ

∂2c

∂t ∂x
=

= Kyn

∂2cn

∂y2
+ Kyn βn

∂3cn

∂z ∂y2
+ Kyn τ

∂3cn

∂t ∂y2
+ Kzn

∂2cn

∂z2
(6.4)

para n = 1 : N , onde N denota o número de subcamadas e cn denota a concentração na

enésima subcamada. Com condições iniciais e de contorno:

cn(x, y, z, 0) = 0 em t = 0 (6.4a)

Kzn

(
∂cn

∂z
− γ

)
= 0 em z = 0, zi (6.4b)

Kyn

∂ cn

∂y
= 0 em y = 0, Ly (6.4c)

cn (0, y, z, t) =
Q

un

δ(z −Hs) δ(y − y0) em x = 0. (6.4d)

Além das duas condições de contorno impostas em z = 0 e zi dadas pela equação

(6.4b) têm-se as condições da continuidade para a concentração e o fluxo de concentração

nas interfaces. A saber:

cj n = cj n+1 z = zn e n = 1, 2, ...(N − 1) (6.4e)
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Kzn

(
∂cj n

∂z
− γn

)
= Kzn+1

(
∂cj n+1

∂z
− γn+1

)
z = zn e n = 1, 2, ...(N − 1) (6.4f)

que devem ser consideradas, para se determinar as 2N constantes arbitrárias que aparecem

na solução do conjunto de problemas (6.4).

Aplicando a transformada de Laplace na variável temporal na equação (6.4) tem-se:

(βn τ)
∂ Γn

∂z
+ (uu + un τ γ)

∂ Γn

∂x
+ ( unβn)

∂2 Γn

∂z ∂x
+

(
γ + τ γ2

)
Γn =

= (Kyn + Kyn τ γ)
∂2 Γn

∂y2
+ (Kynβn)

∂3 Γn

∂z ∂y2
+ (Kzn)

∂2 Γn

∂z2
(6.5)

Proseguindo de maneira similar aos caṕıtulos anteriores, pode-se agora, aplicar o

método GITT na direção y. Começa-se expandindo a solução em série:

Γn(x, y, z, γ) =
∞∑

j=0

cj n(x, z, γ) ψj(y)√
Nj

. (6.6)

onde, como no método GITT, ψj(y) = cos (λjy) e λj = jπ/Ly são as autofunções e auto-

valores do problema auxiliar de Sturm-Liouville respectivamente.

Substituindo a equação (6.6) na equação (6.5), tomando momentos e resolvendo o

problema transformado aplicando a transformada de Laplace na variável x, e resolvendo o

conjunto de equações diferenciais ordinárias resultante, que tem a bem conhecida solução,

obtem-se:

cj n(s, z, γ) = C1ne(Fj n+Gj n) z + C2ne(Fj n−Gj n) z+

+
Q

2 Ganj

[
e(Fj n+Gj n) (z−Hs) − e(Fj n−Gj n) (z−Hs)

]
H(z −Hs) (6.7)

onde cj n com barra dupla
(
cj n

)
denota a transformada de Laplace de cj n na variavel x,

H(z −Hs) é a função de Heaviside e os parâmetros são definidos como:
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Fj n =
βn

Kzn

(
s un + Kynλ2

j + γ
)

(6.8)

Gj n =

√√√√√√√√√√

[
βn

Kzn

(
s un + Kynλ2

j + γ
)]2

+

+
4

Kzn

(
s un + Kynλ2

j + γ un τs + τ γ2 + λ2
j γ τKyn

)
(6.9)

Ganj
=

γ
√

NjKzn

2 (1 + γ τ) ψj(y0)

√√√√√√√

[
βn

Kzn

(
s un + Kynλ2

j + γ
)]2

+

+
4

Kzn

(
s un + Kynλ2

j + γ un τs + τ γ2 + λ2
j γ τKyn

)

(6.10)

Portanto obtem-se os coeficientes da solução em série dada pela equação (6.6) apli-

cando a inversa de Laplace na solução do problema transformado dada pela equação (6.7).

Este procedimento resulta em:

cj n(x , z , γ) =
1

2πi

∫ ξ+i∞

ξ−i∞
es x





C1ne(Fj n+Gj n) z + C2ne(Fj n−Gj n) z+

+
Q

2Ganj


 e(Fj n+Gj n) (z−Hs)

−e(Fj n−Gj n) (z−Hs)


 H(z −Hs)





ds

(6.11)

Uma vez que os coeficientes cj n são conhecidos a solução para o problema esta-

cionário obtido através da transformada de Laplace tem a seguinte forma:
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Γn(x , y , z , γ) =

=

j=0∑
∞

ψj(y)√
Nj

1

2πi

∫ ξ+i∞

ξ−i∞
es x





C1ne(Fj n+Gj n) z + C2ne(Fj n−Gj n) z+

+
Q

2Ganj


 e(Fj n+Gj n) (z−Hs)

−e(Fj n−Gj n) (z−Hs)


 H(z −Hs)





ds

(6.12)

A concentração final é alcançada finalmente aplicando a inversa de Laplace na

variável t:

cn(x , y , z , t) =

=
1

2πi

∫ ζ+i∞

ζ−i∞
eγ t





∞∑
j=0

ψj(y)√
Nj

{
1

2πi

∫ ξ+i∞

ξ−i∞
es x





 C1ne(Fj n+Gj n) z +

+ C2ne(Fj n−Gj n) z




+
Q

2Ganj


 e(Fj n+Gj n) (z−Hs) +

− e(Fj n−Gj n) (z−Hs)


 H(z −Hs)


 ds

}





dγ

(6.13)

A parte da equação (6.13) na qual aparece a Heaviside é considerada somente na

subcamada que contém a fonte.

Para se determinar as constantes C1 n e C2 n aplica-se as condições de contorno em

z dadas pela equação (6.4a) e as (2N − 2) condições de continuidade de interface, equações

(6.4e) e (6.4f), e resolve-se o sistema linear de dimensão 2N obtido.

Finalmente, deve-se notar que quando (τ → 0) e (β → 0) a solução encontrada dada

pela equação (6.13) se reduz, como esperado, à solução dada pela equação (5.20).

6.1 Inversão da Solução

De maneira análoga ao caṕıtulo 5, foi utilizado a dupla integração numérica dada

pelo algoritmo de Talbot (FT) [Abate e Valkó, 2004] na variável x e pelo esquema da
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Quadratura de Gauss [Stroud e Secrest, 1966] na variável t (tempo). Sendo assim a solução

dada pela equação (6.13) pode ser reescrita como a equação (5.21):

cn(x, y, z, t) =

=
Nv∑
v=1

Av
Pv

t





j=0∑
∞

ψj(y)√
Nj




r

M∗




1

2
cj n

(
r, z,

Pv

t

)
er x+

+
M∗−1∑

k=1

Re




ex S(θk) · (1 + i$ (θk)) ·

· cj n

(
S (θk) , z,

Pv

t

)













(6.14)

porém, cj n é determinada pela equação (6.7) sendo que (s → S (θk)) e
(
γ → Pv

t

)
, onde Fj n,

Gj n e Ganj
assumem os seguintes valores:

Fj n =
βn

Kzn

(
S (θk) un + Kynλ2

j +

(
Pv

t

))
(6.14a)

Gj n =

√
(Fj n)2 +

4

Kzn

· Aj n (6.14b)

Aj n =


 S (θk) un + Kynλ2

j +
(

Pv

t

)
+

+ un τS (θk) + τ
(

Pv

t

)2
+ λ2

j

(
Pv

t

)
τKyn


 (6.14c)

Ganj
=





(
Pv

t

) √
NjKzn

2

[
1 +

(
Pv

t

)
τ

]
ψj(y0)




·Gj n (6.14d)

os demais parâmetros são definidos por:
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S (θk) = rθk (cotθk + i) − π < θk < +π (6.14e)

$ (θk) = θk + (cotθk − 1) cotθk (6.14f)

θk =
k π

M∗ (6.14g)

r =
2M∗

5x
(6.14h)

r é um parâmetro experimental, as constantes Av e Pv são os pesos e as ráızes da Quadratura

Gaussiana, valores tabelados no livro de Stroud and Secrest (1966) [Stroud e Secrest, 1966]

enquanto Nv é o número de pontos da quadratura.



7. Ascensão da pluma (plume rise)

A ascensão da pluma (“plume rise”) é um importante fator a ser considerado na

modelagem da difusão atmosférica. A poluição atmosférica provêm de várias fontes, algumas

emitidas diretamente, outras formadas indiretamente através de reações fotoqúımicas no ar.

As fontes de poluição atmosférica são inúmeras, muitas são chaminés com descargas de

momentum, calor e poluentes, fatores que contribuem diretamente no comportamento da

pluma e, conseqüentemente, na sua ascensão.

As condições meteorológicas locais como a velocidade do vento, gradiente de tem-

peratura e turbulência atmosférica também interferem no comportamento e ascensão da

pluma.

A maior contribuição para a ascensão da pluma é devido à diferença de densidade

entre o poluente e o ar ambiente. De fato, fumaça quente é menos densa e conseqüentemente,

mais leve que o ar ao redor. Por essas razões, em muitos modelos de dispersão simples,

assume-se que a pluma é emitida de uma fonte virtual de altura he localizada verticalmente

acima da fonte real. A altura efetiva da pluma he (elevação do centro da pluma relativa ao

nivel do solo) resulta da soma da altura da fonte Hs e da ascensão da pluma ∆h:

he = Hs + ∆h (7.1)

A hipótese básica para o uso desta fórmula é que a uma certa distância da fonte

a pluma de material com empuxo, abandonado de uma altura Hs, é visualizada como uma

pluma de material sem empuxo abandonado de uma fonte de altura Hs + ∆h como mostra

a figura (7.1).

Assumindo isto, fórmulas para estimar a concentração média de material passivo

podem ser aplicadas para emissões com empuxo.

Algumas fórmulas reproduzem o “plume rise” como função da distância, mas a

maioria delas produzem valores constantes (comportamento final da pluma) que a pluma
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Figura 7.1 – A altura efetiva da pluma he (elevação do centro da pluma

relativa ao nivel do solo) resulta da soma da altura da fonte Hs e da

ascensão da pluma ∆h:

atinge a uma certa distância relativamente grande na direção do vento. Essas fórmulas

contém alturas dependentes de variáveis atmosféricas normalmente relacionadas com a altura

de emissão da fonte.

Vários estudos tem produzido fórmulas emṕıricas para estimar ∆h (por exemplo:

[Briggs, 1975], [Stern, 1976], [Hanna et al., 1982] e muitos outros). Outros pesquisadores

tem produzido descrições mais complexas e compreensivas de várias interações f́ısicas entre

a pluma e o ar ambiente [Golay, 1982]; [Netterville, 1990], e muitos artigos de revisão so-

bre “plume rise” podem ser encontrados na literatura: [Briggs, 1975], [Weil, 1988]. Neste

trabalho são utilizadas as fórmulas de Briggs [Briggs, 1975] aplicadas por Moreira [Moreira,

1999].

Briggs [Briggs, 1975] fez uma distinção entre condições neutras e instáveis para os

efeitos da turbulência ambiente no comportamento final da pluma. Os modelos dele levam

em conta dados mais espećıficos e detalhados para descrever a f́ısica da CLP e fornecem

uma melhor concordância com o comportamento dos máximos de concentração observados

de termoelétricas apresentados no trabalho de Weil [Weil, 1979].

Enquanto os efeitos turbulentos são gerados os processos de entranhamento próximo

a fonte, turbulência ambiente (com turbilhões de pequenas e grandes escalas) tornam-se im-
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portantes com o aumento da distância da pluma na direção do vento. Quando a turbulência

ambiente pára de aumentar a estrutura gerada na pluma causa uma mistura energética

e conseqüentemente, há uma perda gradativa de elevação da pluma e eventualmente cai.

Portanto, este processo produz um aumento assintótico.

De acordo com Briggs, a interrupção da ascensão da pluma ocorre quando a energia

cinética turbulenta da taxa de dissipassão do ambiente, εa, excede a da pluma ε. Turbilhões

de grandes escalas (updrafts : ar ascendente, e downdrafts : ar descendente, na CLC) podem

transportar a pluma em movimentos de subida e descida, fazendo com que a pluma se disperse

de modo a serpentear verticalmente o ar (vertical meandering) empurrando algumas delas

para a superf́ıcie. Quando isto acontece, o tempo médio da concentração máxima ao ńıvel

do solo depende ainda mais de quanto tempo, durante o peŕıodo médio, a pluma leva para

tocar o solo enquanto a altura assintótica aumenta. Como consequência, no caso da CLC,

assume-se que o parametro principal é o fluxo de calor senśıvel na superf́ıcie que controla o

desenvolvimento dos updrafts e downdrafts.

Sendo assim, Brigss define dois modelos. O primeiro modelo de Briggs, modelo

“breakup” assume que o comportamento final da pluma ocorre quando a taxa de dissipação

turbulenta dentro da pluma diminui ao ńıvel da turbulência ambiente. O segundo assume

que a pluma eventualmente toca o solo por um “downdraft” de grande escala na CLC, este

é o modelo “touchdown”.

Em convecção forte (zi/|L| > 10), o modelo “breakup” tem um comportamento final

dado por,

∆h = 4.3

(
F

u w∗

)3/5

z
2/5
i (7.2)

onde w∗ é a velocidade convectiva e a taxa de dissipação ambiente é assumido ser
(
0.1w3∗

zi

)
.

A força de empuxo da fonte, (“buoyancy force”), F é dado por:

F = gVir
2
i

(Ti − Ta)

Ti

(7.3)

onde Vi e Ti são a velocidade vertical e temperatura da pluma, respectivamente, na sáıda

da chaminé, Ta a temperatura ambiente, g a aceleração da gravidade e ri o raio da fonte. O
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modelo “touchdown” para condições convectivas fortes prediz o comportamento da pluma

por:

∆h = 1.0

(
F

uw2
d

)(
1 +

2Hs

∆h

)2

(7.4)

onde wd é a velocidade média do “downdraft”, wd = 0.4w∗ ; esta equação é resolvida itera-

tivamente para ∆h.

Em estabilidade neutra, o modelo “breakup” prediz o seguinte comportamento final

da pluma:

∆h = 1.3
F

uu2∗

(
1 +

Hs

∆h

)2/3

(7.5)

onde u∗ é a velocidade de fricção.

Uma pluma com empuxo presa na camada bem misturada pode penetrar parcial-

mente ou completamente na camada estável elevada (z > zi). Para avaliar as concentrações

ao ńıvel do solo para esta situação, a fração da pluma que penetra na camada estável é

primeiramente estimada e então Q e he, para o material da pluma que permanece dentro da

camada bem misturada, são modificados. Neste trabalho não será considerado a penetração

da pluma. Então, se a pluma está completamente presa, Weil [Weil, 1979] sugere que a

restrição geométrica limite para ∆h seja:

∆h = 0.62(zi −Hs) (7.6)

Considerando tudo que foi acima exposto, Briggs [Briggs, 1975] sugere que as

fórmulas para ∆h podem ser resumidas como segue,

∆h = min (7.2, 7.4, 7.5, 7.6) (7.7)

No presente trabalho, o comportamento da pluma (“plume rise”) é utilizado somente

no experimento de Kinkaid. No modelo dado pelas equações (3.56) e (4.28) a altura da fonte

Hs é substitúıda por he, ou seja, utiliza-se a equação (7.1).



8. Parametrização da turbulência

A parametrização da turbulência é um fator muito importante a ser considerado

na validação do modelo. Ao parametrizar a turbulência atmosférica, os fenômenos naturais

são diretamente relacionados com os modelos matemáticos descrevendo, assim, a f́ısica da

turbulência.

No presente trabalho, os modelos de fechamento de primeira ordem, fechamento

local, apresentam a f́ısica da turbulência totalmente modelada nos coeficientes difusivos,

portanto uma parametrização turbulenta apropriada para os coeficientes de difusão comple-

menta a modelagem do transporte de contaminantes na atmosfera.

Já nos modelos com fechamento não-local, além da modelagem nos coeficientes de di-

fusão, tem-se a f́ısica da turbulência presente nos termos adicionais que aparecem na equação,

nas quais modelam o transporte assimétrico da dispersão de poluentes.

A forma como os parâmetros turbulentos são calculados e relacionados com a es-

trutura da CLP é de fundamental importância para a validação do modelo. Aqui serão

apresentados diferentes coeficientes de difusão que foram utilizados no decorrer da pesquisa

em diversas situações e aplicações, sempre com o objetivo de modelar e simular a dispersão

de poluentes na atmosfera.

8.1 Coeficientes de difusão turbulentos

No presente trabalho são utilizados vários coeficientes de difusão turbulentos a fim

de validar o modelo. São utilizados coeficientes de difusão propostos por Degrazia et al.

([Degrazia et al., 1997] e [Degrazia et al., 2001]). Estes coeficientes são formulados a partir

da teoria de difusão de Taylor [Taylor, 1921] combinados com o espectro de energia cinética

turbulenta, a fim de descrever a estrutura turbulenta da CLC. Em termos de parâmetros

escalares convectivos o coeficiente de difusão pode ser formulado como [Degrazia et al., 2001]:
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Kα

w∗h
=

0.09c
1/2
i ϕ1/3(z/h)4/3

(f ∗m)4/3
i

∫ ∞

0

sen

(
7.84c

1/2
i ϕ1/3 (f ∗m)2/3

i X n′

(z/h)2/3

)

(1 + n′)5/3

dn′

n′
(8.1)

onde h é a altura da CLC, w∗ é a velocidade convectiva, (α = x, y, z), ϕ é a taxa de dissipação

molecular adimensional associada a produção da pluma, (f ∗m)i é a freqüência adimensional

do pico espectral, ci = αiαu (2πk)−2/3 com αu = 0.5 ± 0.05 e αi = 1, 4/3, 4/3 para as

componentes u, v e w respectivamente, n′ = n̂
(
1.5z/u(f ∗m)i

)
sendo n̂ a freqüência, e X é

o tempo adimensional uma vez que é a taxa de tempo de viagem x/u e a escala de tempo

convectivo h/w∗.

Para construir a parametrização turbulenta a partir da equação (8.1) para modelos

de dispersão em uma CLC é necessário ter expressões para (f ∗m)i e ϕ. De acordo com Kaimal

et al. [Kaimal et al., 1976] e Caughey [Caughey, 1982]:

(f ∗m)i =
z

(λm)i

(8.2)

com:

(λm)u = (λm)v = 1.5h (8.3)

e

(λm)w = 1.8h [1− exp (−4z/h)− 0.0003 exp (8z/h)] (8.4)

onde (λm)i é o comprimento de onda associado ao máximo do espectro vertical turbulento.

Baseado nos experimentos em Mennesota e Aschuerch [Caughey, 1982], a função dissipação

pode ser descrita como segue [Druilhet et al., 1983]:

ϕ = 1.26 exp
(
− z

0.8h

)
(8.5)

Outro coeficiente de difusão vertical proposto por Degrazia et al. [Degrazia et al.,
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1997] é dado por:

Kz

w∗h
= 0.22

(
z

h

1/3
) (

1− z

h

)1/3
[
1− exp

(
−4z

h

)
− 0.0003exp

(
8z

h

)]
(8.6)

Para a dispersão lateral tem-se [Degrazia et al., 1997]:

Ky =

√
πσvz

16 (fm)v qv

(8.7)

com:

σ2
v =

0.98cv

(fm)2/3
v

(
ψε

qv

)2/3 (z

h

)2/3

w2
∗ (8.8)

qv = 4.16
z

h
(8.9)

ψ1/3
ε =

[(
1− z

h

)2 (
− z

L

)−2/3

+ 0.75

]1/2

(8.10)

(fm)v = 0.16 (8.11)

onde σv é o desvio padrão da componente da velocidade turbulenta longitudinal, qv é a

função estabilidade, ψε é a função da taxa de dissipação molecular adimensional e (fm)v é o

pico de onda lateral.

Uma parametrização para o coeficiente de difusão vertical sugerida por Pleim e

Chang [Pleim e Chang, 1992] para uma CLC pode ser escrita por:

Kz = k w∗z
(
1− z

h

)
(8.12)
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onde k = 0.4 é a constante de Von Kármám.

A parametrização da turbulência para os termos adicionais β que aparecem nas

equações (4.4) e (6.3) as quais levam em conta o caráter não-local na dispersão, é dada por

Degrazia et al. [Degrazia et al., 2001].

Para a escala de tempo Lagrangeana vertical tem-se:

TLi
=

0.55

4

z

σi (f ∗m)i

(8.13)

Para o desvio padrão da componente da velocidade turbulenta vertical tem-se:

σ2
w = 1.06cw

ψ2/3

(f ∗m)2/3
w

(z

h

)2/3

w2
∗ (8.14)

ψ é a dissipação molecular da velocidade turbulenta dada por [Druilhet et al., 1983] :

ψ = 1.5− 1.2

[(z

h

)1/3
]

(8.15)

8.2 Perfil do vento

Neste estudo, o perfil da velocidade média do vento na CLC tem sido parametrizado

seguindo a Teoria de Similaridade [Panofsky e Dutton, 1988]:

u =
u∗
k

[
ln

(
z

z0

)
−Ψm

(z0

L

)]
se z ≤ zb (8.16)

onde zb = min [|L| , 0.1zi], k = 0.4 é a constante de Von Kármán, u∗ é a velocidade de

fricção, z0 o comprimento de rugosidade e Ψm é a função estabilidade dada por (Paulsen,

1975 [Paulsen, 1975]):

Ψm = ln

(
1 + A2

2

)
+ ln

(
1 + A

2

)2

− 2 tan−1x +
π

2
(8.17)

com A definido por:
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A =
(
1− 15

z

L

)1/4

(8.18)

O perfil de velocidade do vento também pode ser descrito por uma lei de potência

expressa como segue [Panofsky e Dutton, 1988]:

uz

u1

=

(
z

z1

)p

(8.19)

onde uz e u1 são as velocidades do vento médio nas alturas z e z1, enquanto p é um expoente

que é relatado para a intensidade da turbulência.



9. Descrição dos experimentos e dos ı́ndices estat́ısticos

Neste caṕıtulo apresenta-se a descrição dos experimentos a serem utilizados na vali-

dação dos modelos propostos. E a descrição dos ı́ndices estat́ısticos utilizados na comparação

entre os dados de concentração simulados nos modelos com os dados observados nos experi-

mentos.

O processo de validação do modelo é uma atitude de investigação cient́ıfica, onde

se busca a compreensão e a conseqüente verbalização das soluções obtidas. Encontrar o

resultado do problema proposto faz parte do processo porém o questionamento do resultado

obtido, bem como o do problema original, é fundamental.

Cada problema deve ter um objetivo espećıfico e uma caracteŕıstica peculiar, caso

contrário deixa de ser identificado como um desafio para o resolvedor e passa a se tornar um

exerćıcio habitual repetitivo.

Um modelo operacional para o cálculo da dispersão de poluentes que é utilizado

para prevenção da qualidade do ar deve ter os seguintes atributos:

• Incorporar uma descrição reaĺıstica dos processos f́ısicos que governam o sistema a ser

modelado.

• Produzir estimativas adequadas de dados observacionais.

Hanna [Hanna, 1989], dividiu o processo de validação em três etapas com o objetivo

de organizar um pouco esse processo:

1. Exame da estrutura do modelo,

2. Análise da sensibilidade, e

3. Teste das predições do modelo contra observações.

É importante examinar as hipóteses envolvidas na formulação do modelo que está

sendo validado, compreender o problema e perceber claramente o que é necessário para a

sua validação.
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Este passo é fundamental porque oportuniza a organização do modelo e sua consoli-

dação determinando uma discriminação entre os diferentes modelos.

9.1 Dados experimentais

Para avaliar a performance do modelo foram utilizados dados observados em dois

experimentos: Experimento de Copenhagen, e Experimento de Kinkaid, por considerar o

“plume rise”; a serem confrontados com os gerados pelos modelos.

A razão entre a altura onde ocorre a emissão de poluentes (Hs) e a altura da CLC

(zi) determina se o experimento é considerado de fonte alta ou baixa, isto é:

se
Hs

zi

< 0.1 o experimento é considerado de fonte baixa;

se
Hs

zi

> 0.1 o experimento é considerado de fonte alta.

Ainda, a razão entre a altura da CLC (zi) e do comprimento de Monin-Obukov (L)

determina se o experimento é de convecção fraca, moderada ou alta, [Panofsky e Dutton,

1984]; isto é:

se
zi

|L| < 5 tem-se convecção fraca;

se 5 <
zi

|L| < 10 tem-se convecção moderada;

se
zi

|L| > 10 tem-se convecção alta.
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9.1.1 O Experimento de Copenhagen

Os experimentos de dispersão em Copenhagen, descritos nos artigos de Gryning e

Lyck [Gryning e Lyck, 1984] e Gryning et al. [Gryning et al., 1987], consistiram na liberação

do traçador hexafluoreto de enxofre (SF6) na região norte de Copenhagen.

O poluente foi abandonado sem empuxo de uma fonte de 115m de altura, com taxa

de emissão de 100 g/s. Essa fonte consiste de um cilindro posicionado perpendicularmente

ao chão simulando uma chaminé, e coletado por três arcos perpendiculares ao vento médio.

Os arcos foram posicionados de 2 a 6 km do ponto no qual ocorreu a liberação do traçador,

como mostra a figura (9.1).

Figura 9.1 – Experimento de Copenhagen

As concentrações foram observadas ao ńıvel do solo (z = 0). As liberações de SF6

começaram 1h antes do ińıcio da medição feita pelos arcos. A média das medidas foi de 1h e

suas imprecisões são de 10%. O local era principalmente residencial, com um comprimento

de rugosidade de 0.6 m.

Na tabela (9.1) abaixo são exibidos os dados micrometeorológicos, que não variam

com o tempo, dos experimentos de dispersão na CLC de Copenhagen para serem utilizados

no modelo.
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Tabela 9.1 – Médias dos parâmetros micrometeorológicos do experimento

de Copenhagen [Gryning, 2002]

Exp. u u∗ L w∗ zi

(ms−1) (ms−1) (m) (ms−1) (m)

1 3.4 .37 −46 1.8 1980

2 10.6 .74 −384 1.8 1920

3 5.0 .39 −108 1.3 1120

4 4.6 .39 −173 0.7 390

5 6.7 .46 −577 0.7 820

6 13.2 1.07 −569 2.0 1300

7 7.6 .65 −136 2.2 1850

8 9.4 .70 −72 2.2 810

9 10.5 .77 −382 1.9 2090

As tabelas (9.2) e (9.3) apresentam a velocidade de fricção e o comprimento de

Monin-Obukhov, respectivamente, medidos a cada 10min durante os experimentos de Co-

penhagen, com exceção do experimento 6 que não possui medidas que variam com o tempo.

A tabela (9.4) apresenta as concentrações observadas lateralmente (cy(x, 0)/Q) (10−4

sm−2) e as concentrações máximas observadas (c(x, 0, 0)/Q) (10−7sm−3) do experimento de

Copenhagen para diferentes distâncias da fonte.
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Tabela 9.2 – Velocidade de fricção u∗ (m/s) para diferentes intervalos de

tempo do experimento de Copenhagen. Cada intervalo corresponde a 10

min

experimento 1 2 3 4 5 7 8 9

tempo

1 .36 .68 .46 .56 .58 .48 .65 .72

2 .37 .67 .45 .51 .52 .48 .79 .73

3 .40 .81 .47 .37 .51 .57 .67 .60

4 .43 .68 .39 .44 .58 .62 .67 .59

5 .35 .75 .39 .48 .59 .53 .68 .65

6 .34 .74 .40 .48 .52 .65 .65 .71

7 .42 .76 .40 .39 .52 .63 .68 .73

8 .43 .82 .41 .40 .45 .65 .67 .73

9 .40 .76 .31 .39 .44 .66 .73 .73

10 .37 .73 .34 .39 .44 .62 .73 .66

11 .35 .69 .39 .39 .44 .52 .75 .67

12 .36 .66 .40 .39 .43 .62 .69 .74

Tabela 9.3 – Comprimento de Monin-Obukhov L (m) para diferentes

intervalos de tempo do experimento de Copenhagen. Cada intervalo

corresponde a 10 min

Experimento 1 2 3 4 5 7 8 9

tempo

1 −26 −178 −152 −75 −492 −71 −71 −793

2 −23 −227 −194 −42 −215 −80 −85 −471

3 −83 −311 −106 −23 −368 −64 −47 −202

4 −42 −160 −101 −32 −735 −111 −49 −366

5 −36 −203 −129 −71 −366 −177 −45 −633

6 −42 −286 −70 −80 −273 −67 −63 −588

7 −47 −155 −83 −83 −273 −87 −41 −593

8 −38 −228 −60 −101 −262 −71 −47 −471

9 −83 −184 −106 −129 −395 −56 −70 −389

10 −21 −389 −42 −129 −395 −111 −64 −375

11 −32 −133 −101 −129 −395 −215 −52 −262

12 −29 −375 −70 −129 −759 −123 −39 −252
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Tabela 9.4 – Concentrações observadas lateralmente (cy(x, 0)/Q)

(10−4sm−2) e as concentrações máximas observadas (c(x, 0, 0)/Q)

(10−7sm−3) do Experimento de Copenhagen, x é a distância da fonte.

cy(x, 0)/Q c(x, 0, 0)/Q

experimento x (10−4sm−2) (10−7sm−3)

1 1900 6.48 10.50

3700 2.31 2.14

2 2100 5.38 9.85

4200 2.95 2.83

3 1900 8.20 16.33

3700 6.22 7.95

5400 4.30 3.76

4 4000 11.66 15.71

5 2100 6.71 12.11

4200 5.84 7.24

6100 4.97 4.75

6 2.000 3.96 7.44

4.200 2.22 3.37

5.900 1.83 1.74

7 2000 6.70 9.48

4100 3.25 2.62

5300 2.23 1.15

8 1900 4.16 9.76

3600 2.02 2.64

5300 1.52 0.98

9 2100 4.58 8.52

4200 3.11 2.66

6000 2.59 1.98
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9.1.2 O Experimento de Kinkaid

O experimento de Kincaid foi realizado em Ilinois, USA. É um experimento que

leva em consideração a ascensão da pluma pois os traçadores utilizados nos experimentos

são menos densos que o ar. A Altura da fonte é de 187m com um diâmetro de 9m. O com-

primento de rugosidade de aproximadamente 10cm. Durante o experimento foi abandonado

SF6. As concentrações máximas foram observadas ao ńıvel do solo. Uma descrição completa

do experimento é encontrado no trabalho de Hanna e Paine [Hanna e Paine, 1989].

Na tabela (9.5) estão os dados micrometeorológicos para o experimento de Kinkaid,

onde Vi e Ti são a velocidade vertical e temperatura da pluma, respectivamente, na sáıda

da chaminé, Ta a temperatura ambiente. E na tabela (9.6) estão Concentrações máximas

observadas (c(x, 0, 0)/Q) (10−7sm−3) do Experimento de Kinkaid.
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Tabela 9.5 – Parâmetros micrometerológicos para o experimento de

Kinkaid

Exp. zi u∗ w∗ L Ta Ti Vi Q

(m) (m/s) (m/s) (m) (k) (k) (m/s) (g/s)

1 2076 0.30 2.65 −8.6 298.4 416 14.6 10.2

2 2092 0.31 2.53 −11.2 298.4 416 14.6 8.2

3 893 0.22 1.95 −3.9 284.2 432 29.6 11.2

4 1032 0.22 1.95 −4.8 285.2 432 29.2 11.2

5 1175 0.28 2.05 −10.4 286.2 432 29.6 11.3

6 1355 0.25 2.19 −6.3 286.6 432 29.9 11.1

7 1300 0.37 2.17 −23.5 290.8 441 27.9 11.5

8 1743 0.34 1.68 −40.3 291.3 442 27.1 11.8

9 1840 0.29 1.24 −63.5 291.6 445 27.3 12.2

10 850 0.30 1.52 −8.6 296.6 453 28.5 11.2

11 1447 0.28 2.31 −6.6 297.6 456 31.8 11.2

12 1223 0.50 2.33 −35.4 299.9 440 18.0 11.0

13 2069 0.57 2.66 −58.5 300.4 441 18.0 11.0

14 950 0.40 1.79 −24.4 285.0 436 16.6 16.2

15 1253 0.46 1.99 −33.3 286.1 438 16.9 12.0

16 1548 0.44 2.12 −27.0 287.5 434 17.9 11.1

17 2250 0.46 2.30 −28.6 288.5 433 18.7 10.8

18 2450 0.52 2.35 −41.3 289.5 431 17.6 10.8

19 2506 0.53 2.29 −51.4 289.8 431 15.7 10.8

20 2528 0.52 2.08 −67.8 290.1 436 14.2 11.6

21 1700 0.37 2.43 −14.3 290.9 420 17.3 12.1

22 1750 0.29 2.56 −6.0 290.4 423 18.9 12.0

23 1776 0.56 2.60 −46.1 290.9 426 18.3 11.5

24 1800 0.47 2.60 −29.6 292.6 426 18.8 11.1

25 1950 0.39 2.46 −20.6 291.4 395 21.7 10.6
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26 1131 0.41 2.69 −18.7 298.0 421 21.1 12.9

27 2252 0.47 2.53 −42.1 299.9 435 29.8 13.1

28 2676 0.51 2.37 −67.6 300.0 436 31.8 13.2

29 1725 0.30 3.09 −5.2 299.6 434 37.3 13.5

30 1750 0.26 2.91 −4.3 299.8 434 39.3 13.7

31 1750 0.25 2.61 −5.4 299.9 434 38.2 13.9

32 1450 0.32 2.61 −8.0 302.2 435 30.0 19.8

33 1450 0.33 2.46 −11.2 302.4 435 30.2 20.0

34 1483 0.34 2.21 −18.3 302.3 436 31.4 19.5

35 1505 0.26 1.68 −18.5 301.5 436 32.0 18.6

36 1014 0.52 2.11 −45.1 292.3 397 19.9 16.7

37 1462 0.54 2.98 −35.8 293.0 397 19.0 16.4

38 2274 0.55 2.95 −42.3 293.5 390 20.9 16.2

39 1376 0.63 2.45 −86.1 297.4 390 13.0 18.5

40 1455 0.62 2.25 −108.0 297.2 395 13.2 18.6

41 1539 0.66 2.30 −131.0 297.1 398 15.1 19.1

42 1594 0.61 1.91 −191.0 296.9 398 15.8 18.5

43 1124 0.28 2.51 −6.4 296.8 427 16.8 13.0

44 1250 0.31 2.62 −8.3 297.7 428 16.4 13.2

45 1353 0.32 2.55 −10.6 298.5 428 16.9 12.7

46 1635 0.30 2.54 −9.2 299.0 428 17.0 12.1

47 1721 0.29 2.40 −11.6 299.4 428 16.5 12.2

48 1794 0.32 2.14 −21.2 299.4 428 16.0 12.5

49 1851 0.34 1.55 −67.5 299.3 427 16.0 12.7

50 952 0.67 2.47 −81.2 299.7 431 16.7 12.6

51 1222 0.68 2.59 −85.6 300.3 431 17.0 12.7

52 1300 0.60 2.69 −59.2 301.1 432 17.0 12.9

53 1360 0.68 2.55 −113.0 301.1 432 17.0 12.5

Exp. zi u∗ w∗ L Ta Ti Vi Q

(m) (m/s) (m/s) (m) (k) (k) (m/s) (g/s)
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Tabela 9.6 – Concentrações máximas observadas (c(x, 0, 0)/Q)

(10−7sm−3) do Experimento de Kinkaid.

Distância Cmax/Q

Exp. (m) (sm−3)

1 3000 73.4

2 3000 59.3

5000 30.3

7000 17.2

3 3000 165.5

5000 182.7

7000 132.6

4 3000 158.6

5000 117.5

7000 89.2

5 3000 136.3

5000 68.0

10000 63.3

6 3000 117.1

5000 89.0

7000 101.9

10000 77.8

7 10000 58.0

8 10000 79.6

9 7000 52.6

10000 63.1

10 5000 89.0

11 2000 69.2

5000 69.1

10000 53.6

12 10000 51.4

13 10000 10.8

14 5000 117.6

7000 88.2

10000 73.0

Distância Cmax/Q

Exp. (m) (sm−3)

15 5000 135.0

7000 65.0

10000 73.3

16 3000 66.1

5000 52.3

7000 31.5

10000 41.2

17 2000 58.0

3000 67.0

5000 31.5

10000 23.6

15000 20.0

18 2000 38.9

3000 57.1

5000 44.6

19 2000 56.2

5000 47.4

20 2000 39.6

3000 48.7

5000 50.1

21 3000 85.7

5000 75.8

7000 97.1

10000 70.7

15000 34.5

22 3000 55.3

5000 110.9

7000 64.8

10000 54.7

15000 37.0
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Distância Cmax/Q

Exp. (m) (s.m− 3)

23 3000 56.1

5000 43.2

7000 47.0

10000 34.5

1500 32.9

24 3000 71.4

5000 53.7

7000 48.9

10000 22.3

15000 18.1

25 3000 45.6

5000 41.7

26 3000 40.0

15000 52.4

20000 48.9

27 5000 38.3

15000 27.0

20000 21.6

28 1000 49.8

5000 26.1

29 1000 13.6

3000 36.8

5000 47.0

7000 43.0

15000 22.7

Distância Cmax/Q

Exp. (m) (s.m− 3)

30 3000 47.8

5000 66.8

7000 49.4

15000 16.1

20000 21.5

31 3000 10.2

5000 20.8

7000 25.8

15000 16.0

20000 14.1

32 15000 28.5

20000 22.4

33 15000 25.1

20000 26.5

34 15000 19.4

20000 21.7

35 20000 10.4

36 20000 65.6

50000 28.3

37 20000 49.0

50000 18.2

38 10000 44.2

20000 32.6

30000 16.1

50000 12.0
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Distância Cmax/Q

Exp. (m) (sm−3)

39 3000 73.6

10000 76.6

20000 27.8

30000 26.1

40 10000 22.5

30000 24.8

50000 11.6

41 5000 26.6

20000 30.7

30000 15.0

50000 10.5

42 5000 12.4

20000 26.8

30000 24.8

50000 9.6

43 2000 72.0

3000 105.0

7000 117.9

15000 37.4

44 1000 91.3

3000 105.6

5000 75.8

7000 59.7

15000 63.9

45 1000 75.9

2000 95.8

3000 82.5

7000 82.5

Distância Cmax/Q

Exp. (m) (sm−3)

45 15000 45.5

46 1000 109.0

7000 70.1

15000 43.5

47 1000 37.7

2000 183.4

3000 202.9

7000 56.0

15000 28.0

48 2000 94.2

3000 37.3

7000 41.1

15000 37.9

49 2000 21.4

3000 19.4

7000 37.9

15000 49.3

50 2000 32.3

7000 85.7

51 2000 19.7

3000 39.5

7000 45.3

52 2000 18.9

3000 55.5

7000 33.1

53 2000 13.7

3000 52.6

7000 51.6
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9.2 Índices Estat́ısticos

A comparação entre os dados de concentração simulados no modelo com os dados

observados nos experimentos de Copenhagen e Kinkaid, é feita através de ı́ndices estat́ısticos

presentes na literatura.

Utilizando a seguinte notação: os ı́ndices o e p indicam respectivamente, as quan-

tidades observadas e preditas, C é a concentração de poluentes e σ é o desvio padrão. Os

ı́ndices estat́ısticos aplicados são definidos do seguinte modo [Hanna, 1989]:

1. Erro quadrático médio normalizado: Nmse =
(C0 − Cp)

2

C0 Cp

• fornece uma estima de quanto os dados, observados e preditos, se distinguem uns

dos outros. A normalização indica que este erro independe da grandeza dos dados.

A confiabilidade do modelo aumenta quanto mais o valor, que este ı́ndice assume,

se aproxima de zero.

2. Coeficiente de correlação: Cor =

(
Co − Co

) (
Cp − Cp

)

σo σp

• Exprime o grau de relação entre os dados e assume um valor compreendido entre

−1 e 1. Se os dados estão correlacionados, isto è variam no mesmo modo, então

Cor > 0, se os dados não estão correlacionados, ou seja, são inversamente rela-

cionados, entao Cor < 0. Obviamente, que a confiabilidade do modelo aumenta

quando o ı́ndice de correlação se aproxima de um (1).

3. Fator de dois: Fa2

• Indica o percentual, normalizado, dos dados calculados entre um fator de dois

daqueles observados, ou seja, a fração de dados (%normalizadoa1) que estão

entre 0, 5 ≤ Cp

Co

≤ 2. A confiabilidade do modelo aumenta quanto mais o valor

que este ı́ndice assume se aproxima de um.

4. Fractional Bias : Fb =
Co − Cp

0, 5
(
Co + Cp

)

• informa a tendência do modelo de superestimar ou subestimar as concentrações

observadas. Valores de Fb > 0 indica que o modelo está subestimando os dados
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experimentais, enquanto valores de Fb < 0 indica que o modelo está superesti-

mando os dados experimentais. A melhor estima se tem quando Fb = 0.

5. Desvio fracional padrão: Fs =
σo − σp

0.5 (σo + σp)

• O valor ótimo é zero.

Para realização desta análise estat́ıstica emprega-se um programa desenvolvido por

Hanna em 1989 [Hanna, 1989], que utiliza um procedimento padrão reconhecido pela comu-

nidade cient́ıfica da área de dipersão de poluentes na atmosfera.



10. Resultados Numéricos

Neste caṕıtulo apresenta-se os resultados das simulações do modelo GIADMT uti-

lizando as parametrizações descritas no caṕıtulo 8 confrontadas com os dados dos experi-

mentos descritos no caṕıtulo 9.

O método GIADMT é um método cuja a solução é determinada por uma integral

de linha. As equações (3.56), (4.28), (5.20) e (6.13) juntamente com as parametrizações

utilizadas são elementos caracteŕısticos do presente modelo que, acrescidas dos dados mi-

crometeorológicos dos experimentos reproduzem a concentração de poluentes.

10.1 Solução tridimensional fechamento local

Para realizar as simulações do modelo tridimensional estacionário dado pela equação

(3.56), utilizam-se os dados do experimento de Copenhagen∗ utilizando-se no modelo os

coeficientes de difusão, vertical e lateral (Kz e Ky), descritos pela equação (8.1), válido para

grandes tempos de difusão, e o perfil do vento dado pela (8.16). No presente trabalho não

foi considerado condicões de vento fraco, ou seja, se negligencia a difusão na direção de x

i.é., (Kx = 0).

A figura (10.1) apresenta o gráfico de espalhamento entre as concentrações obser-

vadas, apresentadas na tabela (9.4), em função das concentrações integradas lateralmente

preditas pelo modelo através da equação (3.65). Já na figura (10.2) tem-se o gráfico de es-

palhamento entre as concentrações medidas, apresentadas na tabela (9.4), e as concentrações

máximas (não integrada, i.é., solução tridimensional) preditas pelo modelo ao ńıvel do solo.

∗experimento detalhado no caṕıtulo 9 na seção (9.1.1)
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Figura 10.1 – Gráfico de espalhamento para o experimento de Cope-

nhagen dos dados observacionais de concentração integrada lateralmente

(Co) em comparação com os resultados de concentração do modelo in-

tegrada lateralmente(Cp). As concentrações são normalizadas pela taxa

de emissão (cy/Q)

Figura 10.2 – Gráfico de espalhamento para o experimento de Copenha-

gen dos dados observacionais de concentração máxima (Co) em com-

paração com os resultados de concentração máxima do modelo (Cp). As

concentrações são normalizadas pela taxa de emissão (c/Q)
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Normalmente, na análise de gráficos de espalhamento, introduz-se uma reta for-

mando um ângulo de 45o com a linha vertical e horizontal para a melhor visualização da

concordância dos resultados. Quanto mais próximo estiverem os dados desta reta, melhores

os resultados. Observando as figuras (10.1) e (10.2) nota-se que uma boa concordância é

obtida entre os dados experimentais e o modelo considerando as concentrações integradas e

as concentrações máximas. Observando a tabela (9.4) pode-se notar que são 23 dados de

concentração observada em ambos os casos (concentração integrada lateralmente e concen-

tração máxima), porém a figura (10.2) apresenta, aparentemente, apenas 22 pontos. Isso

é devido ao fato que existem dois pares: (Co; Cp), que possuem valores de concentração

observada e concentração predita muito próximos ficando os pontos um em cima do outro

no gráfico de espalhamento.

Os pontos entre as linhas pontilhadas indicam que os dados calculados estão entre

um fator de dois daqueles observados, ou seja, há um percentual de dados calculados que

estão entre

(
0, 5 ≤ Cp

Co

≤ 2

)
, o valor deste percentual é indicado pelo ı́ndice estat́ıstico fator

de 2 (fa2) apresentado nas tabelas dos ı́ndices estat́ısticos.

Convém ressaltar que os modelos fornecem valores expressos como uma média, isto

é, um valor médio obtido pelo desempenho dos muitos experimentos. E um modelo é con-

siderado geralmente aceitável se os valores estimados estiverem dentro de um fator de dois

dos dados observados.

A figura (10.3) mostra a distribuição da concentração para o experimento 8 de

Copenhagen no plano xy horizontal ao ńıvel do solo. As linhas representam as isolinhas de

concentração.

A figura (10.4) mostra a convergência numérica do experiemento 8 de Copenhagen da

solução proposta pela equação (3.61) para a concentração, cuja inversão é realizada aravés do

esquema da Quadratura Gaussiana, com o aumento dos números de autovalores considerando

o número de pontos da Quadratura Gaussiana Np = 2, 8, 20 e distâncias da fonte x = 500m

e x = 4000m. Adicionalmente, a figura (10.4) serve para avaliar o desempenho do modelo

em função da altura da discretização em z (∆z). Desta análise deve-se observar que se

pode alcançar uma exatidão prescrita variando o número dos autovalores com melhores

valores para NP = 20 e ∆z = 5m para todas as distâncias. Assumindo diferentes valores

para o esquema da Quadratura de Gauss e a discretização da altura (∆z = 5, 10, 20, 50), é
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Figura 10.3 – Cortes transversais de concentrações-xy a ńıvel do solo

(ng/m3). Experimento 8 de Copenhagen.

importante observar que, para este problema, o tamanho da altura da discretização afeta a

convergência com a diminuição do valor de Np e com o aumento da distância x.

É importante mencionar que a aproximação stepwise de uma função cont́ınua con-

verge à uma função cont́ınua, quando o stepwise da aproximação vai a zero. Além disso,

pode-se observar no livro de Stroud-Secrest [Stroud e Secrest, 1966] que o módulo da parte

real da raiz do esquema da quadratura gaussiana para a transformada inversa de Laplace,

aumenta com Np (a ordem da aproximação).

Tendo que a solução para a concentração com a transformada de Laplace tem termos

exponenciais, pode-se observar prontamente que da simulação numérica aparece “overflow”

para o argumento positivo da exponencial e “underflow” para o argumento negativo quando

Np supõe valores muito grandes. É importante salientar que os cálculos foram executados

em um microcomputador com dupla precisão (32 bits). Conseqüentemente para evitar o

overflow e o underflow foi restringido os valores de Np aos valores em torno de vinte.

A figura (10.5) mostra a convergência numérica do experimento 8 de Copenhagen da

solução proposta pela equação (3.66) para a concentração, cuja inversão é realizada aravés

do algoritmo de Talbot, com o aumento dos números de autovalores considerando o número
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Figura 10.4 – Convergência numérica da solução proposta para a con-

centração com o aumento dos números dos autovalores e da discretização

vertical que considera o esquema da Quadratura Gaussiana com pontos

da quadratura Np = 2, 8, 20 e distâncias da fonte de: (a) x = 500m e (b)

x = 4000m. Experiemnto 8 de Copenhagen.
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Figura 10.5 – Convergência numérica da solução proposta para a con-

centração com o aumento dos números dos autovalores e da discretização

vertical que considera o algoritmo de Talbot com número de termos no

somatório M∗ = 5, 50, 100 e distâncias da fonte de: (a) x = 500m e (b)

x = 4000m. Experimento 8 de Copenhagen.
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de termos do somatório M∗ = 5, 50, 100 e distâncias da fonte x = 500m e x = 4000m.

A análise a respeito do desempenho das técnicas de invesão da transformada de

Laplace mostrada nas figuras (10.4) e (10.5) com a convergência numérica dos resultados

conseguidos, mostra que houve uma significativa melhora na exatidão dos resultados ao

utilizar o algoritmo de Talbot.

A tabela (10.1) apresenta a análise estat́ıstica do modelo apresentado comparado

com os dados experimentais de Copenhagen para as concentrações integradas lateralmente

e para as concentrações máxima.

Além disso, a tabela (10.1) mostra os resultados do modelo tridimensional esta-

cionário integrado lateralmente, usando o coeficiente de difusão dado pela equação (8.1)

sendo comparado com o caso de coeficientes constantes para investigar a eficiência do método

multicamadas na qual utiliza a aproximação stepwise para os parâmetros turbulentos, in-

clusive para o coeficiente de difusão Kz dado pela equação (8.1). Para essa comparação foi

usado um coeficiente difusivo médio constante. Inicialmente foi tomado o valor médio na

variável z na equação (8.1) e depois na variável x. Segue abaixo o esquema utilizado para

calcular o valor médio dos coeficientes de difusão [Moreira et al., 2005a]:

Kα =
1

xr

∫ 0

xr

Kα(x′)dx′ (10.1)

onde:

Kα(x′) =
1

h

∫ 0

h

Kα(x, z)dz (10.2)

e h é a altura da CLP, xr é a distância do receptor e α = x, y, z.

Analisando os ı́ndices estat́ısticos da tabela (10.1) é posśıvel observar que o mo-

delo simula satisfatoriamente as concentrações observadas, com valores de nmse, fb e fs

relativamente próximos de zero e Cor e fa2 relativamente próximo a 1.

Observando os resultados do modelo com a equação (8.1) pode-se notar que são di-

ferente ao resultado com coeficientes constantes em toda CLP. Conseqüentemente, a solução

da equação de difusão-advecção que considera uma CLP verticalmente não-homogênea,
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Tabela 10.1 – Índices estat́ısticos para os dados de Copenhagen com

coeficientes difusivos dado pela equação (8.1)

Modelo Nmse Cor Fa2 Fb Fs

cy(x, 0)/Q 0.06 0.91 1.00 0.07 0.15

c(x, 0, 0)/Q 0.10 0.90 0.90 −0.06 0.22

cy(x, 0)/Q (K constante) 1.23 0.77 0.77 −0.60 −0.82

discretizando-a em um sistema multicamadas (como é o caso do método ADMM), e um

coeficiente de difusão apropriado como a equação (8.1) melhoram os resultados.

Sendo assim, pode-se afirmar que o modelo tridimensional estacionário dado pela

equação (3.56) apresenta resultados com boa exatidão sob o ponto de vista estat́ıstico.

Na figura (10.6) é apresentado o gráfico do perfil vertical da concentração utilizando

o esquema numérico de inversão Quadratura Gaussiana dado pela equação (3.61) e o gráfico

do perfil vertical da concentração utilizando o esquema numérico de inversão de Talbot dado

pela equação (3.66), ambos utilizando discretizações ∆z = 5m e ∆z = 2m. Ambos foram

simulados para o experiento 8 de Copenhagen.

Observando a figura (10.6) pode-se observar na altura da fonte (Hs = 115m) uma

melhora considerável dos resultados pelo método de Talbot para ambas discretizações. Por-

tanto pode-se afirmar que o método GIADMT com o algoritmo de Talbot é um método

robusto e eficiente para simulação da dispersão de poluentes na atmosfera.
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Figura 10.6 – Perfil vertical da concentração a ńıvel do solo normalizadas

pela taxa de emissão (c/Q) para o experiento 8 de Copenhagen com

∆z = 5m e ∆z = 2m, utilizando os esquemas numéricos de inversão: a)

Quadratura de Gauss, b) Algoritmo de Talbot
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10.2 Solução tridimensional fechamento não-local

A fim mostrar um exemplo da aplicação da solução (4.28) tridimensional com o

fechamento não-local e avaliar o desempenho do parametrização da CLP dada pelas equações:

(8.12) para o coeficiente de difusão vertical, (8.7) para a difusão lateral, (8.13) para a escala

de tempo Lagrangeana vertical, (8.14) para o desvio padrão da componente da velocidade

turbulênta vertical e (8.19) para o perfil do vento, o modelo foi aplicado a dois conjun-

tos de dados experimentais com emissões de poluentes e cenários meteorológicos diferentes:

Copenhagen† e Kinkaind‡.

O efeito da ascensão da pluma (plume rise) foi avaliado usando a aproximação

proposta por Briggs [Briggs, 1975], conforme descrito no caṕıtulo7 .

O desempenho da solução foi avaliado para dois valores diferentes para o skewness :

Sk = 1, como sugerido por van Dop e Verver [van Dop e Verver, 2001] e Sk = 0.6, como

sugerido por Wyngaard e Weil [Wyngaard e Weil, 1991]. Na figura (10.7) tem-se o gráfico

de espalhamento entre as concentrações observadas em função das concentrações preditas

pelo modelo para o experimento de Copenhagen, enquanto a figura (10.8) mostra o gráfico

de espalhamento para o experimento de Kinkaid.

Analisando as figuras (10.7) e (10.8) pode-se notar uma boa convergência dos dados

observados com os dados preditos pelo modelo para ambos experimentos e para os dois

valores utilizados para o skewness Sk. Ainda observa-se pouca diferença entre os resultados

obtidos para Sk = 0.6 e Sk = 1.0.

As tabelas (10.2) e (10.3) mostram os ı́ndices estat́ısticos do modelo tridimensional

com fechamento não-local apresentado comparado com os dados experimentais de Copenha-

gen e Kinkaind respectivamente para as concentrações máxima.

A análise dos ı́ndices estat́ısticos obtidos apresentados nas tabelas (10.2) e (10.3)

revelam um acordo razoável entre os valores computados comparados aos experimentais sem

diferença significativa entre os dois valores do skewness Sk.

Além disso, a concentração integrada lateralmente foi confrontada com os dados

de laboratório do experimento de tanque de Willis e Deardorff [Willis e Deardorff, 1976].

O experimento foi realizado em um tanque com camadas estratificadas de água, no qual a

†experimento detalhado no caṕıtulo 9 na seção 9.1.1
‡experimento detalhado no caṕıtulo 9 na seção 9.1.2
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Figura 10.7 – Gráfico de espalhamento para o experimento de Copenha-

gen dos dados observacionais de concentração máxima (Co) em com-

paração com os resultados de concentração máxima do modelo com

fechamento não-local (Cp). As concentrações são normalizadas pela taxa

de emissão (c/Q).

Figura 10.8 – Gráfico de espalhamento para o experimento de Kinkaid

dos dados observacionais de concentração máxima (Co) em comparação

com os resultados de concentração máxima do modelo com fechamento

não-local (Cp). As concentrações são normalizadas pela taxa de emissão

(c/Q).
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Tabela 10.2 – Índices estat́ısticos para os dados de Copenhagen para

diferentes valores de Sk

Modelo Nmse Cor Fa2 Fb Fs

Sk = 0.6 0.14 0.88 0.96 0.09 0.034

Sk = 1.0 0.14 0.87 0.96 0.07 −0.003

Tabela 10.3 – Índices estat́ısticos para os dados de Kinkaid para diferentes

valores de Sk

Modelo Nmse Cor Fa2 Fb Fs

Sk = 0.6 0.47 0.72 0.71 −0.02 −0.40

Sk = 1.0 0.43 0.68 0.67 0.10 −0.22

convecção foi inicialmente mantida pela aplicação de uma taxa de aquecimento elevada no

limite inferior do tanque (resultando uma forte convecção). Para se estudar os processos de

dispersão turbulenta no interior deste tanque foram liberadas gotas de óleo sem empuxo a

uma determinada altura ao longo de uma linha estentendo-se no comprimento do tanque.

Para simular os experimento de tanque foram utilizados dados meteorológicos gerado

por LES (large-eddy simulation) relatados por Weil et al. [Weil et al., 2004]. Sendo consid-

erado a altura da CLP zi = 1000m; velocidade convectiva w∗ = 2m; rugosidade do terreno

z0 = 0.16m; velocidade de fricção u∗ = 0.31m/s, velocidade de vento médio U = 3m/s,

comprimento de Monin-Obukhov L = −9.4m e altura da fonte Hs = 70m.

A figura (10.9) mostra a concentração integrada lateralmente cy adimensional na

superf́ıcie como função da distancia adimensional próximo a fonte z/zi = 0.07 na CLP com-

parados com dados do experimento de tanque de Willis e Deardorff [Willis e Deardorff, 1976].

Esta figura destaca as diferenças principais entre resultados com e sem o termo de contra-

gradiente (Sk). A concentração superficial alcança dois picos de máximos aproximadamente

na mesma posição da distância horizontal da fonte. No mesmo ponto os dois gráficos man-

ifestam o pico máximo (este resultado é muito importante do ponto de vista operativo). A

razão para uma diferença tão grande entre as duas curvas é devido à definição do termo de

contragradiente βn introduzido na equação (4.4) que é dependente do skewness Sk. Certa-
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mente, em distâncias horizontais próximas da fonte, onde o gradiente longitudinal horizontal

não é zero a contribuição é significativa, porque quando aumenta a distância horizontal da

fonte a contribuição para cy diminui devido a homogenização da concentração.

Figura 10.9 – Concentração integrada lateralmente cy adimensional na

superf́ıcie como função da distancia adimensional próximo a fonte z/zi =

0.07 na CLP comparados com dados do experimento de tanque de Willis

e Deardorff.

A figura (10.10) mostra o perfil vertical da concentração adimensional relativo a

quatro distâncias adimensionais horizontais da fonte. Neste caso, os dados experimentais

não destacam nenhuma diferença significativa entre as duas simulações (com e sem Sk)

porque ambos representam bem os dados do experimento de tanque. De qualquer forma, o

objetivo destas simulações, foi esboçar uma nova solução da equação de difusão-advecção
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Figura 10.10 – Concentração integrada lateralmente cy adimensional

como função da altura adimensional para as quatro distâncias adimen-

sionais X na direção do vento, comparados com dados do experimento

de tanque de Willis e Deardorff.
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que inclui a possibilidade de considerar o termo countragradiente dado pela equação (4.2)

e a existência da própria solução (4.28) apresentada (que está de acordo com dados experi-

mentais).

10.3 Solução tridimensional transiente com fechamento local

Para avaliar o desempenho do modelo tridimensional transiente com fechamento

local dado pela equação (5.20), foram utilizados dados observados no experimento de Cope-

nhagen§.

No experiemnto de Copenhagen, as medidas de concentração máxima começaram 1h

depois do ińıcio das emissões, ou seja, depois de uma hora de emissão é que as concentrações

começaram a ser medidas. Os dados micrometeorológicos como, velocidade de fricção (u∗) e

comprimento de Monin-Obukhov (L), foram medidos a cada 10 minutos desde o ińıcio das

emissões.

Neste trabalho, foram feitos médias desses dados micrometeorológicos desde o mo-

mento inicial da emissão, até o instante de cada medida de concentração. Isso devido ao fato

que a parametrização da turbulência como os coeficientes de difusão (Kz e Ky) dados pelas

equações (8.6) e (8.7), e perfil do vento (u) dado pela equação (8.19), não são dependentes

do tempo.

A figura (10.11) mostra o gráfico de espalhamento para o experimento de Copenha-

gen dos dados observacionais de concentração máxima (Co) em comparação com os resulta-

dos de concentração máxima do modelo (Cp). Observa-se pelo gráfico de espalhamento da

figura (10.11) uma boa concordância dos resultados do modelo gerados através da equação

(5.20) quando utiliza-se como coeficientes de difusão as equações (8.6) e (8.7) e perfil de

vento potência (8.19).

A figura (10.12) mostra a evolução temporal da concentração para diferentes distâncias

da fonte, nos diversos experimentos de Copenhagen. Nestas figuras, pode-se perceber que

com o passar do tempo os modelos de dispersão atingem o regime permanente em todos os

casos como esperado.

A tabela (10.4) mostra a análise estat́ıstica do modelo tridimensional transiente

comparado com os dados de Copenhagen.

§experimento detalhado no caṕıtulo 9 na seção 9.1.1
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Figura 10.11 – Gráfico de espalhamento para o experimento de Cope-

nhagen dos dados observacionais de concentração (Co) em comparação

com os resultados de concentração do modelo (Cp). As concentrações

são normalizadas pela taxa de emissão (c/Q).

Tabela 10.4 – Índices estat́ısticos para os dados tridimensionais tran-

sientes de Copenhagen.

Modelo Nmse Cor Fa2 Fb Fs

3D + t 0.29 0.81 0.78 0.26 0.13
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Figura 10.12 – Evolução temporal da concentração para diferentes

distâncias da fonte, para diversos experimentos de Copenhagen.



109

Analisando os ı́ndices estat́ısticos na tabela (10.4) é posśıvel notar que o modelo

tridimensional transiente com fechamento local dado pela equação (5.20) simula satisfato-

riamente as concentrações observadas, porque os valores de nmse, fb e fs são relativamente

próximos de zero e os ı́ndices cor e fa2 são relativamente próximos de um.

Lembrando que a parametrização utilizada não é dependente do tempo, ou seja, os

coeficientes de difusão e o perfil do vento aplicados não estão definidos como funções do

tempo, e por isso foram feitos médias dos dados micrometeorológicos do experimento de Co-

penhagen desde o momento inicial da emissão até o instante de cada medida de concentração.

Acredita-se que esta média justifica os pontos encontrados fora do fator de 2 (fa2).

Espera-se melhorar estes resultados resolvendo o modelo com o coeficiente de difusão

dependente do tempo bem como alterando o cálculo a média.

10.4 Solução tridimensional transiente fechamento não-local

Para avaliar a performance do modelo não-Fickiano tridimensional dependente do

tempo dado pela equação (6.13), os dados gerados foram confrontados com os dados do

experimento de Copenhagen¶. Foram utilizados os coeficientes de difusão definidos pelas

equações (8.6) e (8.7), perfil do vento dado pela equação (8.19), escala de tempo Lagrangeana

vertical utilizou-se a equação (8.13), e para o desvio padrão da componente da velocidade

turbulênta vertical tem-se a equação (8.14).

Sabe-se que o modelo bidimensional com o fechamento não-Fickiano gera melhores

resultados para fonte baixa, fonte superficial, e que no caso de fonte alta, como por exem-

plo o experimento de Copenhagen, sabe-se que assimetria é mais influente na distância

de máxima concentração, alterando o valor do máximo [Costa, 2004]. Sendo assim, a

parametrização utilizada (conforme citada acima) no modelo tridimensional transiente não-

Fickiano (equação (6.13)) é a mesma parametrização utilizada para o caso tridimensional

transiente com fechamento local (equação (5.20)) apresentado na seção 10.3, a fim de se

poder realizar uma comparação entre os dados gerados para ambos os fechamentos: local

e não-local e investigar se o modelo não-Fickiano tridimensional transiente também gera

melhores resultados.

A figura (10.13) mostra o gráfico de espalhamento para o experimento de Cope-

¶experimento detalhado no caṕıtulo 9 na seção 9.1.1
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Figura 10.13 – Gráfico de espalhamento para o experimento de Copenha-

gen dos dados observacionais de concentração (Co) em comparação com

os resultados de concentração do modelo não-Fickiano transiente (Cp).

As concentrações são normalizadas pela taxa de emissão (c/Q).

nhagen dos dados observacionais de concentração máxima (Co) em comparação com os

resultados de concentração máxima dos modelos tridimensionas transientes Fickiano (5.20)

e não-Fickiano (6.13) (Cp). Observa-se pelo gráfico de espalhamento da figura (10.13) uma

boa concordância dos resultados entre os dados experimentais e os dados gerados pelos mo-

delos considerando o fechamento local e não-local.

A figura (10.14) mostra a evolução temporal da concentração para diferentes distâncias

da fonte, nos diversos experimentos de Copenhagen. Nestas figuras, pode-se perceber que

com o passar do tempo o modelo de dispersão atinge o regime permanente em todos os casos

conforme o esperado.

Analisando as figuras (10.12) e (10.14) pode-se perceber que com o passar do tempo

os modelos de dispersão de fechamento local e não-local, representados pelas equações (5.20)

e (6.13) respectivamente no presente trabalho, atingem o regime permanente em todos os

casos. Para o caso não-fickiano (figura (10.14)) verifica-se o efeito do transporte não-local,

pois a influência da assimetria na concentração de poluentes é significativa uma vez que
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Figura 10.14 – Evolução temporal da concentração do modelo tridimen-

sional transiente não-Fickiano para diferentes distâncias da fonte, para

diversos experimentos de Copenhagen.
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altera quantitativamente o pico da concentração máxima.

A tabela (10.5) mostra a análise estat́ıstica do modelo tridimensional transiente

comparado com os dados de Copenhagen.

Tabela 10.5 – Índices estat́ısticos para os dados de Copenhagen

Modelo Nmse Cor Fa2 Fb Fs

transiente não-local 0.23 0.83 0.83 0.18 0.07

Analisando os ı́ndices estat́ısticos na tabela (10.5) é posśıvel afirmar que o modelo

tridimensional transiente com fechamento não-local dado pela equação (6.13) simula satisfa-

toriamente as concentrações observadas, com valores de nmse, fb e fs relativamente próximos

de zero e cor e fa2 relativamente próximos de um.

Comparando a tabela (10.5) de ı́ndices estat́ısticos do modelo transiente com fechamento

não-local, com a tabela (10.4) de ı́ndices estat́ısticos do modelo transiente com fechamento lo-

cal, pode-se notar que os resultados do modelo com fechamento não-local dado pela equação

(6.13) apresenta resultados relativamente melhores que o modelo com fechamento local dado

pela equação (5.20). Um vez que que o modelo não-local gerou valores de nmse, fb e fs

menores e valores para cor e fa2 maiores que os apresentados na tabela (10.4).

A figura (10.15) mostra a distribuição da concentração no plano xy horizontal ao

ńıvel do solo (ng/m3) para os modelos Fickiano e não-Fickiano, depois de 1h de emissão. As

linhas representam as isolinhas de concentração.

Observando a figura (10.15), mais uma vez pode-se perceber o efeito do transporte

não-local, pois além de alterar o valor de máxima concentração altera também a posição do

máximo de concentração, o deslocando para direita, ou seja, aparece concentrações elevadas

próximas a fonte (x < 100m) e também para valores de x entre 750m e 1250m.
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Figura 10.15 – Cortes transversais de concentrações-xy a ńıvel do solo

com taxa de emissão normalizada (c/Q) para t = 3600s, (a) Fickiano e

(b) não-Fickiano. Experimento 8 de Copenhagen.

10.5 Comentários gerais

Sabe-se que a aproximação stepwise de uma função cont́ınua converge à uma função

cont́ınua, quando o stepwise da aproximação vai a zero (∆z → 0). Mas quanto menor o

valor de ∆z maior o número de subcamadas (N) e, conseqüentemente maior o número de

cálculos que o programa faz. Lembrando que para se determinar as constantes de integração

C1n e C2n , aplica-se as (2N − 2) condições de continuidade de interface (3.25) e (3.26), e

chega-se a um sistema linear (3.49) de dimensão (d = 2N).

Sendo assim, acumula-se erros de arredondamentos ao resolver este sistemas quanto

menor for o ∆z e/ou maior for o N . Mas então, como saber qual o ∆z ideal? Este é um

problema em aberto... A fim de ilustração foi tomado o experimento 1 (experimento de fonte

baixa e convecção intensa) e o experimento 8 (experimento de fonte alta e convecção intensa)

de Copenhagen pois ambos possuem concentrações medidas em x = 1900m e foi feito um

gráfico onde variando o valor de ∆z tem-se um erro relativo diferente definido pela seguinte
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expressão:

erro =
|Co− Cp|
|Co| (10.3)

onde Co indica a concentração observada e Cp a concentração predita pelo modelo.

Assim a figura (10.5) ilustra o comportamento do erro em função de ∆z.

Figura 10.16 – Comportamento do erro em função de ∆z

Como pode-se observar na figura (10.5) o erro nem sempre aumenta com o aumento

de ∆z mas também nem sempre diminui quando ∆z tende a zero. Para o experimento 1, o

valor ideal de ∆z está compreendido entre 10 e 20m, já para o experimento 8 o valor ideal

de ∆z está compreendido entre 20 e 40m.



11. Conclusão

Face ao que foi aqui apresentado, pode-se assegurar que o objetivo principal do

presente trabalho foi atingido, pois obteve-se a solução anaĺıtica da equação de difusão-

advecção tridimensional dependente do tempo tendo-se a certeza de que a solução encontrada

permite calcular a dispersão de poluentes na atmosfera.

O teorema de Cauchy-Kowaleski garante a existência e unicidade de uma solução

anaĺıtica para a equação de difusão-advecção [Courant e Hilbert, 1989], assegurando deste

modo, que a solução anaĺıtica, encontrada através do método GIADMT aqui apresentado,

é de fato solução do problema proposto.

Observando o comportamento da solução via GIADMT e os resultados obtidos

apresentados no decorrer do presente trabalho, pode-se afirmar que o método GIADMT

com o algoritmo de Talbot é um método robusto e eficiente para simulação da dispersão de

poluentes na atmosfera para todos os modelos considerados

O método GIADMT foi utilizado para encontrar a solução anaĺıtica para a equação

de difusão-advecção tridimensional estacionária, e também a solução tridimensional tran-

siente, possibilitando a modelagem de dispersão de poluentes na atmosfera utilizando uma

parametrização qualquer, ou seja, para qualquer coeficiente difusivo e qualquer perfil de

vento. Ainda, como pôde ser visto no decorrer do presente trabalho, é um método aplicável

tanto para o caso de fechamento fickiano da turbulência como para o caso de fechamento

não fickiano, mostrando que o método GIADMT é realmente um método eficiente.

Além do mais, a solução tridimensional transiente determinada pelo método GI-

ADMT é uma solução geral do problema de modelagem de poluentes, uma vez que sempre

se reduz a casos particulares, isto é, a solução tridimensional transiente recai na solução

tridimensional estacionária quando o tempo tende a infinito (t →∞) , da mesma forma que,

quando a solução tridimensional estacionária é integrada lateralmente, se tem a solução para

o caso bidimensional estacionário solucionado pelo método ADMM. Ainda, as soluções en-

contradas para os modelos com o fechamento não-local da turbulência reincide nas soluções
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dos modelos com fechamento local quando os termos responsáveis pelo transporte não-local

tendem a zero (β → 0).

Outrossim, o método GIADMT pode ser aplicado em modelos operativos para

descrever a dispersão de muitas quantidades escalares, tais como: poluição do ar (como é o

caso do presente trabalho), material radioativo, calor e assim por diante, comprovando ser

um modelo, além de simples, também robusto de ampla aplicabilidade.

O caráter anaĺıtico da solução encontrada pelo método GIADMT é um fator que

torna a solução ainda mais eficaz, uma vez que ao se resolver analiticamente a equação de di-

fusão-advecção elimina-se os erros de aproximações feitas presentes nas resoluções numéricas,

ou seja, as únicas possibilidades de erro presente na solução aqui encontrada são o erro de

modelagem, e erro da aproximação stepwise.

Convém salientar que os resultados produzidos por modelos que refletem o trans-

porte turbulento na atmosfera estão sujeitos a fontes de erros devido a vários fatores, tais

como a incerteza de variáveis intŕınsecas: parametrizações utilizadas e dados micrometeo-

rológicos. E, como nenhuma aproximação é feita durante a derivação da solução através

do método GIADMT, exceto a aproximação stepwise para os parâmetros turbulentos que

dependem da altura, pode-se afirmar que a solução é precisa.

Para ampliar a aplicabilidade do método e torná-lo mais abrangente, sugere-se de-

senvolver essa metodologia para modelar o fenômeno de meandro do vento acrescentando no

modelo a componente lateral (v) do vento, ou seja, (v 6= 0), (como a componente vertical do

vento w é muito menor que a demais componentes pode ser desprezada).

Sugere-se também, considerar fonte arbitrária com emissão instantânea, em condições

meteorológicas não homogêneas e não estacionárias, para descrever o campo de concentração

como a soma de “puffs”, ou seja, um modelo a “puff ”.

Ainda, sugere-se considerar no modelo a difusão na direção x, i.é., (Kx 6= 0) para

modelar condições de vento fraco.

O método foi aplicado na modelagem de dispersão de poluentes atmosféricos na

qual se considera terrenos com a superf́ıcie plana. Uma forma simples de levar em conta

terrenos complexos é considerar um campo de vento turbulento que considere a topografia

do terreno, que pode ser gerado por LES (Large Eddy Simulation), Worf , entre outros,

“agindo” de modo análogo a teoria K, onde a parametrização da turbulência é modelada
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somente no coeficiente de difusão e é este coeficiente de difusão turbulento que é responsável

pela complexidade da turbulência. Portanto, modelar a topografia do terreno no campo

de vento é posśıvel para o método GIADMT pois, como já foi dito anteriormente, neste

método é posśıvel empregar qualquer perfil de velocidade do vento.

Um problema ainda em aberto, e tem-se como objetivo de trabalhos futuros, é de-

terminar um modelo operacional a fim de utilizá-lo como um sistema de controle da poluição

do ar, ou seja, um modelo capaz de estimar a dispersão de poluentes de uma indústria e

poder avaliar se a mesma está nos padrões da qualidade do ar desejado ou não. Um modelo

eficiente que sirva para a avaliação de fontes existentes e a implantação de novas indústrias.
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I. Camada Limite Planetária

A concentração de poluentes em uma determinada região deve-se em grande parte

às condições meteorológicas locais. Por isso, para a avaliação de dispersão de poluentes é

imprescind́ıvel o conhecimento dos fenômenos que regem a atmosfera.

A troposfera pode ser dividida em duas partes: uma camada adjacente à superf́ıcie

terrestre, chamada Camada Limite Planetária (CLP), e a camada acima desta, chamada

Atmosfera Livre:

Figura I.1 – Estrutura da Troposfera ([Stull, 1988])

A parte da atmosfera que é influenciada diretamente pela superf́ıcie da terra e que

responde a forçantes superficiais tais como os fluxos de calor e umidade, forças de atrito,

evaporação e transpiração, emissão de poluentes e modificação de fluxo induzida pelo terreno,

em uma escala de tempo de uma hora ou menos é denominada Camada Limite Planetária

(CLP). A espessura da CLP varia de 100m a 3000m de altura a partir da superf́ıcie e é uma

função direta dos forçantes térmicos e mecânicos (produção de turbulência pode ocorrer por

empuxo e/ou cisalhamento do vento).

A variação diurna de temperatura na CLP é uma de suas principais caracteŕısticas.

Esta variação é provocada pelo aquecimento e resfriamento da superf́ıcie da terra. A radiação
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de onda longa, proveniente do solo que absorve cerca de 90% da radiação nos dias ensolarados,

faz com que a variação diurna seja bastante acentuada próximo ao solo e não ocorre a

grandes altitudes. As massas de ar quente que se elevam a partir da superf́ıcie (gradiente de

transporte positivo) são chamadas termas, turbilhões ou vórtices.

Nessa camada os ventos médios são responsáveis pelo transporte hori-zontal rápido

(advecção) das espécies como umidade, calor, mumentum e os poluentes. Estes ventos variam

normalmente entre 2 a 10 m/s. Já o transporte vertical é dominado pela turbulência que é

constitúıda de vários turbilhões que se sobrepõem e cujos tamanhos são variáveis (da ordem

de 1mm a 3000m de diâmetro). A soma das contribuições de todos estes turbilhões constitui

o espectro de energia turbulenta.

Sobre a superf́ıcie do solo em regiões de alta pressão a camada limite tem uma es-

trutura bem definida que envolve um ciclo diurno de acordo com os processos f́ısicos que

nela ocorrem. (Figura I.2 - [Stull, 1988]):

Figura I.2 – Ciclo diurno evolutivo da CLP.
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As principais componentes desta estrutura são:

1. Camada Limite Superficial (CLS):

• é a região da CLP que varia em torno de 10 a 200 m, e onde a variação vertical

dos fluxos turbulentos, calor e cinética, variam menos que 10% de sua magnitude.

É nessa camada que a interação entre a atmosfera e a superf́ıcie terrestre é forte-

mente sentida e os fluxos de cinética, calor e umidade são independentes da altura

e do efeito Coriolis. Nesta camada predomida a turbulência mecânica.

2. Camada Limite Convectiva (CLC);

• é a camada que começa a formar-se depois do nascer do sol. O aquecimento da

superf́ıcie da terra forma termas de ar quente que se elevam modificando o topo

da CLP. Essa estrutura convectiva dura o dia todo e cessa com o pôr do sol.

3. Camada Limite Estável (CLE) ou Noturna (CLN):

• comum à noite, pois ocorre quando a superf́ıcie terrestre se resfria. Esse resfria-

mento provoca um fluxo de calor negativo que extrai energia cinética dos grandes

turbilhões permitindo somente que pequenos turbilhões sobrevivam. Portanto a

turbulência na CLE é menos intensa que na CLC, conseqüentemente, poluentes

emitidos dentro da CLE se dispersam lentamente na vertical e mais rapidamente

na horizontal (efeito dos ventos). Desta forma a altura da CLE é aproximada-

mente um décimo da CLC. Esta camada é formada por pequenos turbilhões que

agem localmente e os forçantes superficiais propagam-se lentamente ao longo da

camada.

4. Camada Limite Residual (CLR):

• quando cessa a formação de termas a turbulência também decai, a camada de

ar resultante é denominada camada residual porque o estado inicial das variáveis

médias, as variáveis de concentração são as mesmas do decaimento recente da

camada convectiva. Esta camada não tem contato com o solo pois se encontra

acima da CLE.
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Neste trabalho o modelo é aplicado à CLC, já que os dados experimentais confronta-

dos com o mesmo foram obtidos sob condições convectivas.

I.1 Estrutura da Camada Limite Convectiva

A CLC é a camada que começa a formar-se depois do nascer do sol quando o solo

começa a aquecer a camada de ar adjacente (fluxo de calor positivo) iniciando, assim, a

convecção térmica; e cessa com o pôr do sol quando o fluxo de calor torna-se negativo.

O aquecimento da superf́ıcie da terra origina forte mistura vertical, pois há formação

de termas (massas de ar quente) que se elevam a partir do solo, o que caracteriza esta camada.

Define-se, então a CLC como a região da atmosfera que se estende do solo (z = 0) até a

base de uma inversão elevada (z = zi) (a altura onde a temperatura potencial aumenta como

pode ser visto na figura (I.5)).

Esta camada atinge uma altura t́ıpica de 1000 a 2000 m no meio da tarde. Acima

deste limite tem-se a capa de inversão a qual atua como uma tampa anulando os movimentos

verticais e restringindo o domı́nio da turbulência. Nesta camada ocorre uma distribuição da

velocidade do vento e de temperatura potencial quase constante, o que é uma conseqüência

da forte mistura vertical produzida pela convecção.

Freqüentemente, a turbulência na CLC apresenta-se em equiĺıbrio local com os

forçantes externos. Isto significa que o tempo de relaxação da turbulência associado aos

grandes turbilhões é muito menor que a escala de tempo associada a mudanças externas, de

modo que a estrutura da CLC não depende explicitamente do tempo [Driedonks e Tennekes,

1984]).

Somente em 10% ou menos da CLC há a ocorrência dos gradientes da velocidade do

vento médio, da direção do vento, e temperatura sendo que, nos 90% restantes a forte mistura

convectiva suaviza quase todas as variações verticais nos principais perfis (velocidade, direção

do vento e temperatura).

Como a maioria das fontes poluidoras estão próximas da superf́ıcie, a concentração

de poluentes tende a aumentar significativamente na CLC pois estes são transportados pelos

turbilhões e pelas termas que durante o decorrer do dia vão alcançando alturas cada vez

maiores.

Na CLC a forte mistura vertical produzida pelo fluxo de calor turbulento provocado
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pelo aquecimento solar da superf́ıcie terrestre dá origem a uma estrutura de plumas térmicas,

ar quente que se eleva até a base da inversão térmica, circundadas por ar mais frio que desce

do topo das nuvens em direção ao solo.

Estas estruturas ocorrem simultaneamente, são aleatoriamente distribúıdas e apre-

sentam longa vida funcional, com escalas de tempo da ordem de 15 minutos, para condições

suficientemente instáveis. Os poluentes emitidos sob estas condições apresentam uma dis-

persão em forma de looping, como pode ser visto na figura (I.3):

Figura I.3 – Representação do fluxo vertical da dispersão de um contam-

inante no interior de uma camada de mistura.

Pela lei de conservação de massa, o ar quente subindo tem uma velocidade maior do

que o ar frio que desce. Modelos numéricos mostram que esta estrutura assimétrica da CLC

é responsável por padrões de dispersão vertical que são distintos dos tradicionais padrões

Gaussianos (Lamb, 1982 [Lamb, 1982]).

Esta assimetria na função densidade de probabilidade da velocidade vertical é apon-

tada como o mecanismo responsável pelo rápido afundamento de contaminantes abandonados

por altas chaminés na CLC. A figura (I.4) mostra as correntes ascendentes e descendentes.

A circulação convectiva, incluindo o downdraft (ar descendo) e updraft (ar subindo),

tem escalas horizontais de 1.5zi [Caughey e Palmer, 1979]. Velocidades verticais em termas

podem alcançar 5 m/s ou mais, embora updrafts de 1 a 2 m/s sejam mais comuns.

Em dias de céu claro sobre terra firme o fluxo de temperatura superficial aumenta

fortemente após o nascer do sol, atinge seu valor máximo próximo ao meio dia e então decai.

Entretanto, quando há presença de nuvens, a insolação ao ńıvel do solo, reduz, dessa forma,

a intensidade das termas. É justamente nestes dias que se as nuvens forem suficientemente
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Figura I.4 – Deslocamento vertical de massas de ar causado pela con-

vecção térmica.

espessas, a CLC pode exibir um crescimento menor que em outros e tornar-se não turbulenta.

Sobre terra firme a CLC pode ser considerada como uma estrutura de três camadas,

diferenciadas em função de parâmetros predominantes, considerados relevantes para a de-

scrição da turbulência. Na figura (I.5) baixo, encontra-se a estrutura da CLC e o comporta-

mento da temperatura potencial e da velocidade média do vento em cada camada.

Figura I.5 – Comportamento da temperatura potencial e da velocidade

do vento na CLC.
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A primeira camada denominada Camada Limite Superficial (CLS), onde ocorre a

predominância da turbulência mecânica está restrita a alturas menores do que z = |L|, onde

L é o comprimento de Monin-Obukhov, definido pela expressão:

L = − u3
∗

k
g

Θ

(
w θ

)
0

(I.1)

onde Θ é a temperatura potencial média,
(
w θ

)
0

é o fluxo de calor turbulento na superf́ıcie,

u∗ é a velocidade de fricção na superf́ıcie, k é a constante Von Kármán e g a aceleração da

gravidade.

Para uma CLC bem desenvolvida |L| apresenta valores t́ıpicos entre 10 e 100 m de

modo que zi/|L| ≥ 10 [Panofsky e Dutton, 1984]. A razão zi/|L| pode ser considerada um

parâmetro de estabilidade uma vez que expressa a importância da turbulência convectiva

e da turbulência mecânica. Na CLS são observados grandes gradientes de temperatura e

velocidade, e o fluxo de calor turbulento é aproximadamente constante.

A segunda, denominada Camada de Mistura compreende a região entre |L| < z < zi

onde zi é a altura da CLC. Devido a forte mistura vertical a turbulência nesta região pode

ser considerada quase homogênea. Modelos numéricos [Deardorff, 1972b], observações de

campo [Kaimal e Wyngaard, 1976] e experimentos de laboratório [Willis e Deardorff, 1974]

mostram que os parâmetros de escalas mais importantes na descrição da camada de mistura

são zi e w∗, a escala de velocidade convectiva que é expressa por:

w∗ =
[ g

Θ

(
w θ

)
0

zi

]1/3

(I.2)

As dimensões dos grandes turbilhões convectivos são expressas em função de zi e as

velocidades turbulentas são proporcionais a w∗. Valores t́ıpicos de zi e w∗ são, respectiva-

mente 1000 m à 2000 m e 2 m/s [Weil e Brower, ].

A camada de mistura é assim chamada devido a intensa mistura vertical que tende a

conservar as variáveis como temperatura potencial e umidade aproximadamente constantes

com a altura. A velocidade do vento nesta região é aproximadamente constante.

O topo da camada convectiva de mistura, zi, é definido como a altura onde ocorre
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fluxo de calor negativo. Este ńıvel é próximo da metade da zona de entranhamento. A

capa de inversão atua como uma interface entre a camada de mistura e a atmosfera livre.

A camada de mistura gerada principalmente pelo empuxo tende a ser mais uniformemente

misturada que a gerada mecanicamente, devido a anisotropia na convecção favorecer movi-

mentos verticais, enquanto a anisotropia por cisalhamento favorece movimentos horizontais.

Para muitas situações atmosféricas, o cisalhamento do vento próximo ao solo é geralmente

mais importante para a geração de mistura que aquela através do topo da camada de mistura.

A camada de mistura dominada pela geração de turbulência devido ao empuxo é chamada

Camada Limite Convectiva ou camada de mistura convectiva.

A escala de tempo convectiva, zi/w∗ , é da ordem de 10 a 20 minutos em muitos

casos. Este é um t́ıpico peŕıodo de tempo para o ar circular entre a superf́ıcie e o topo

da camada de mistura. Então, mudanças no fluxo de calor superficial e outros forçantes

superficiais podem se comunicar com o resto da camada de mistura em um curto espaço de

tempo - aproximadamente 15 minutos.

Em regiões próximas ao topo localiza-se a terceira camada, chamada de camada

interfacial, ou zona de entranhamento (ZE), que é caracterizada por ocorrer um fluxo de

calor negativo. Acima desta camada tem-se a atmosfera livre.

Na camada interfacial, todas as variáveis aproximam-se gradualmente dos valores

observados na atmosfera livre (acima de 1.2zi). O rápido aumento da velocidade do vento

através da capa de inversão, que é normal durante uma situação convectiva, tem implicações

no transporte de mumentum e calor nas regiões superiores da camada limite. A zona de

entranhamento é a região de ar estaticamente estável no topo da camada de mistura, onde

existe entranhamento de ar da atmosfera livre para baixo e penetração convectiva das plumas

térmicas para cima. A ZE pode ser muito espessa - em média aproximadamente 40% da

profundidade da camada de mistura.

Durante a convecção livre (o fluxo de calor é o principal forçante da turbulência),

plumas térmicas provenientes da superf́ıcie ganham mumentum e se elevam através da ca-

mada de mistura. Buscam o ar da atmosfera livre e encontram um empuxo negativo, mas

penetram a uma curta distância devido a seu mumentum. Isto é chamado de penetração da

convecção. Há pouca turbulência ambiente na atmosfera livre, e então não há como dispersar

o ar proveniente das termas para a atmosfera livre.
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Durante a penetração, dentro da inversão, um pouco de ar é empurrado para dentro

da camada de mistura. Este ar torna-se rapidamente misturado dentro da camada de mistura

devido à forte turbulência e não retorna para cima na camada estável mesmo tendo seu

empuxo positivo. O resultado é o entranhamento do ar da atmosfera livre para dentro da

camada de mistura. Logo, o crescimento da camada de mistura em espessura é devido ao

processo de entranhamento.
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