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RESUMO

Consideramos alguns modelos hiperbólicos no exterior de um obstáculo compacto do R3,

tais como um modelo semilinear em elasticidade e um sistema semilinear elasto/electromag-

nético. Mostramos, em cada caso, a existência e unicidade de soluções globais fortes. O

principal resultado é com relação às propriedades assintóticas das soluções. Usamos resulta-

dos recentes devidos a R. Ikehata, que provou resultados relacionados com equações de ondas

(escalares). Neste caso Ikehata assumiu ou que os dados iniciais tivessem suporte compacto

ou condições especiais no infinito. Em algumas situações em nosso trabalho tais hipóteses

não são necessárias.
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ABSTRACT

We consider some hyperbolic models outside a compact obstacle in 3-d like a semilinear

model in elasticity and a semilinear electromagnetic/elastic system. We show in each case the

existence and uniqueness of global strong solutions. The main result concerns the asymptotic

properties of the solutions. We use recent results due to R.Ikehata who proved related results

for scalar wave equations. In that case Ikehata required either initial data with compact

support or special conditions at infinity. In some situations in our work such assumptions

are not required.
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em Domı́nios Exteriores 79
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Notações

x = (x1, x2, x3) ponto do espaço R3

|·| norma euclidiana em R3

x · y =
3∑

i=1

xiyi produto interno em R3

A×B representa o produto vetorial dos vetores A,B ∈ R3

(Lp (Ω))3 = Lp (Ω)× Lp (Ω)× Lp (Ω) , 1 ≤ p ≤ ∞

‖u‖p =

(
3∑

i=1

‖ui‖p
Lp(Ω)

) 1
p

=




3∑
i=1

∫

Ω

|ui (x)|p dx




1
p

, 1 ≤ p < ∞ , u = (u1, u2, u3)

‖u‖∞ =
3∑

i=1

‖ui‖L∞(Ω) =
3∑

i=1

sup
x∈Ω

ess |ui (x)| , u = (u1, u2, u3)

‖u‖ = ‖u‖2

‖|·|u‖ =




3∑
i=1

∫

Ω

|x|2 |ui (x)|2 dx




1
2

Wm,p (Ω) =

{
f ∈ Lp (Ω) ;

∂|α|f
∂xα1

1 ∂xα2
2 ...∂xαn

n

∈ Lp (Ω) ∀ |α| ≤ m, no sentido das distribuições

}
,

onde

α = (α1, α2, ..., αn), |α| =
n∑

i=1

αi

‖f‖W m,p(Ω) =


 ∑

|α|≤m

∥∥∥∥
∂|α|f

∂xα1
1 ∂xα2

2 ...∂xαn
n

∥∥∥∥
p

Lp(Ω)




1
p

(Wm,p (Ω))3 = Wm,p (Ω)×Wm,p (Ω)×Wm,p (Ω)

(Hm (Ω))3 = (Wm,2 (Ω))
3
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C ([0, T ] , X) espaço das funções cont́ınuas de [0, T ] em X

C ([0,∞), X) espaço das funções cont́ınuas de [0,∞) em X

D (Ω) = C∞
0 (Ω) espaço das funções infinitamente diferenciáveis e de suporte compacto

em Ω

X ↪→ Y significa que X é continuamente imerso em Y

ft =
∂f

∂t

ut = (u1
t , u

2
t , u

3
t ) se u = (u1, u2, u3)

∂u

∂xi

=

(
∂u1

∂xi

,
∂u2

∂xi

,
∂u3

∂xi

)
se u = (u1, u2, u3)

∇f = (
∂f

∂x1

,
∂f

∂x2

,
∂f

∂x3

) gradiente da função f

div u =
3∑

i=1

∂ui

∂xi

, u = (u1, u2, u3)

∆ =
3∑

i=1

∂2

∂x2
i

operador de Laplace

∆u = (∆u1, ∆u2, ∆u3) , u = (u1, u2, u3)

BR (x0) = {x ∈ R3 : |x− x0| ≤ R} bola fechada de centro x0 e raio R em R3

C representará uma constante positiva que poderá assumir valores diferentes em lugares

diferentes
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Introdução

Situações matemáticas de grande interesse podem surgir quando consideramos fenômenos

f́ısicos acontecendo no exterior de um obstáculo ŕıgido, o que chamamos de problemas em

domı́nios exteriores. Desde a propagação de ondas planas, propagação de ondas elásticas (que

representem as deformações de um corpo elástico) até situações mais complexas, como a ação

rećıproca entre as deformações de um corpo elástico e a variação no campo electromagnético,

podem ser estudados quando o fenômeno acontece no exterior de um obstáculo totalmente

ŕıgido.

O ponto central de estudo neste trabalho é a investigação do comportamento assintótico

das soluções de três problemas hiperbólicos, de grande apelo f́ısico, em domı́nios exteriores.

O primeiro, é um sistema semilinear de ondas elásticas, com dissipação interna, que tem a

seguinte forma:

utt −
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
+ ut = f (ut) , (1)

que modela pequenas vibrações de um corpo elástico ocupando uma certa região do espaço,

exterior a um obstáculo. Aqui a variável u = (u1, u2, u3) ∈ R3 representa a deformação do

corpo num certo instante de tempo, Aij são matrizes 3× 3 que contém, em suas entradas, as

componentes cartesianas do tensor elástico, f é uma função não-linear, satisfazendo certas

hipóteses de crescimento, ut = (u1
t , u

2
t , u

3
t ) é a derivada em relação ao tempo do vetor u e

utt = (u1
tt, u

2
tt, u

3
tt) é a derivada de segunda ordem.

O segundo problema tratado é o conhecido sistema formado pelas equações de Maxwell,




Et + σE −∇×H = 0,

Ht +∇× E = 0,
(2)

que modela a propagação de ondas electromagnéticas. Aqui, E = (E1, E2, E3) e H =

3



(H1, H2, H3) representam os campos elétrico e magnético, respectivamente, σ é a condutivi-

dade elétrica do meio (que supomos positiva) e

∇ × E =

(
∂E3

∂x2

− ∂E2

∂x3

,
∂E1

∂x3

− ∂E3

∂x1

,
∂E2

∂x1

− ∂E1

∂x2

)
é o operador rotacional. Tal sistema

também apresenta uma dissipação, dada pelo termo σE.

O terceiro é um sistema que modela efeitos elasto-electromagnéticos, ou seja, a ação

rećıproca entre as deformações do corpo e a variação no campo electromagnético. Tal sistema

é composto por um sistema de ondas elásticas acopladas com as equações de Maxwell,





utt −
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
+ ut + α∇× E = f (ut) ,

Et + σE −∇×H − α∇× ut = 0,

Ht +∇× E = 0,

divE = divH = 0.

(3)

As variáveis u, E e H representam a deformação do corpo, o campo elétrico e o campo

magnético, respectivamente. Aqui divE =
3∑

i=1

∂Ei

∂xi

é o divergente de E, α é uma constante

de acoplamento e f uma função não-linear como no problema (1). Todos os problemas

citados acima são considerados num domı́nio exterior do R3.

Problemas em domı́nios exteriores tem sido alvo de pesquisa de diversos autores, dos

quais pode-se citar importantes contribuições como os trabalhos de Morawetz [27] e [28],

nos quais é considerada a equação de ondas, sem dissipação, no exterior de um obstáculo

do espaço R3 e é mostrado que a energia local da solução decai, no tempo, na ordem de

t−1. Mais precisamente, conclui-se que o decaimento é exponencial, como conseqüência do

Prinćıpio de Huygens. Neste caso é importante ressaltar que o obstáculo considerado deve

ser estrelado e os dados iniciais devem ter suporte compacto.

Posteriormente, Kapitonov [23] e Dassios [6] estudaram o sistema linear de ondas elásticas

sem dissipação, num domı́nio exterior do Rn. Os resultados, neste caso, são similares aos

obtidos para a equação de ondas, isto é, a energia local decai na ordem de t−1, e, se a dimensão

n é ı́mpar, o decaimento é exponencial, como conseqüência do Prinćıpio de Huygens. Aqui

as hipóteses de que os dados iniciais tenham suporte compacto e o obstáculo seja estrelado

também foram consideradas.

Outros trabalhos, nesta direção, são os de Kapitonov [24], que considerou as equações de

4



Maxwell com condições de fronteira de Silver-Muller num domı́nio exterior, Charão [4], que

estudou o modelo de Ondas Elásticas em todo o R3 e Nakao [29], que considerou a equação

semilinear de ondas, com dissipação localizada, num domı́nio exterior.

A hipótese de que os dados iniciais tenham suporte compacto foi usada em todos os

trabalhos citados acima. Na verdade, nos métodos aplicados nestes trabalhos, é indispensável

que a solução tenha velocidade finita de propagação.

No caso em que se considera a equação de ondas com dissipação linear interna num

domı́nio limitado, é conhecido o fato de que a energia global e a norma L2 da solução

decaem exponencialmente. Isto é facilmente demonstrado utilizando-se o método da energia

combinado com a desigualdade de Poincaré. Há uma senśıvel diferença entre este caso e

aqueles no qual se considera a equação de ondas em todo o Rn ou mesmo num domı́nio

exterior, ou seja, nestes, a energia decai apenas polinomialmente e nenhuma informação

sobre o decaimento da norma L2 da solução é obtida. Para mais detalhes veja [18].

Em [19], [35] e [13], Ikehata propôs um método para o estudo do comportamento da

solução da equação de ondas (escalar) dissipativa num domı́nio exterior e os resultados estão

relacionados com o decaimento da energia total e também com o decaimento da norma

L2 da solução. No caso de um domı́nio exterior tem-se uma dificuldade adicional que é a

não validade da desigualdade de Poincaré. Os resultados obtidos são aplicados também nas

equações de ondas semilineares, com dados iniciais pequenos. Basicamente o autor considerou

a hipótese de que os dados iniciais têm suporte compacto e utiliza o fato que a solução tem

velocidade finita de propagação, mas nenhuma hipótese é feita sobre a geometria do domı́nio.

Outros casos, onde a hipótese sobre a compacidade do suporte dos dados iniciais pode ser

substitúıda por outra condição, também foram estudados aplicando o mesmo método, o que

pode ser visto em [14], [15] e [20]. Esses resultados são o ponto de partida do nosso trabalho.

Fazemos uma aplicação do método proposto por Ikehata aos problemas (1), (2) e (3).

Sobre os modelos (1), (2) e (3), em domı́nios limitados, há um considerável número de

trabalhos, dos quais podemos citar: Perla Menzala e Kapitonov [32] e [33], Lagnese et al

[10], Yin [36] e [37] e a bibliografia indicada nos mesmos.

Nosso trabalho é organizado em três caṕıtulos, do seguinte modo: No Caṕıtulo 1, mostramos

o decaimento da solução do Sistema Linear de Ondas Elásticas e a subseqüente aplicação ao

5



problema semilinear. Neste caṕıtulo, é essencial a hipótese de que os dados iniciais tenham

suporte compacto, mas nenhuma hipótese sobre a geometria do domı́nio é necessária.

No Capitulo 2, consideramos as Equações de Maxwell com dissipação e estudamos o

comportamento assintótico da solução. Além disso, mostramos o decaimento do Campo

Magnético para uma classe espećıfica de dados iniciais. Nos resultados obtidos, não é

necessária a hipótese que os dados iniciais tenham suporte compacto.

No Caṕıtulo 3, consideramos um sistema acoplado de equações que modelam efeitos

Elasto-electromagnéticos. Obtivemos inicialmente resultados de comportamento assintótico

da solução no caso linear e, após, aplicamos os resultados obtidos a um problema semilinear.

Aqui também, nenhuma hipótese sobre a geometria do domı́nio é necessária e nem que os

dados iniciais tenham suporte compacto.



Caṕıtulo 1

Estabilização de um Modelo

Semilinear de Ondas Elásticas num

Domı́nio Exterior

Seja O ⊂ R3 um conjunto aberto e limitado, com fronteira Γ regular. No domı́nio exterior

Ω = R3 \ O consideramos o seguinte problema:





utt −
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
+ ut = f (ut) , em Ω× (0,∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), em Ω

u = 0, em Γ× (0,∞).

(1.1)

Supõe-se, sem perda de generalidade, que a origem pertence a O.

O sistema (1.1) modela pequenas deformações de um corpo elástico ocupando a região Ω.

O vetor u (x, t) = (u1 (x, t) , u2 (x, t) , u3 (x, t)) representa a deformação do corpo no ponto

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω e no instante t > 0. Aij são matrizes 3 × 3 dadas por Aij =
[
Cij

kh

]
3×3

onde

Cij
kh = (1− δinδik) aikjh + δikδjnaihjk

com δlk =





1 se l = k

0 se l 6= k
e aikjh são as componentes cartesianas do tensor elástico (que
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estamos supondo constantes) com as propriedades de simetria

aijkh = ajikh = akhij.

Vamos supor, em todo trabalho, que existe uma constante C0 > 0 tal que

3∑
i,j=1

Aijvj · vi ≥ C0

3∑
i=1

|vi|2 , ∀ vi ∈ R3, i = 1, 2 e 3. (1.2)

Observe que da simetria de aijkh segue que A∗
ij = Aji. No caso mais simples, se consideramos

um meio isotrópico, as constantes aijkh são dadas por

aijkh = λδijδkh + µ (δikδjh + δihδjk) ,

onde λ e µ são as constantes de Lamé. Assim, no caso isotrópico,

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
= µ∆u + (λ + µ)∇divu,

e a condição (1.2) é satisfeita com C0 = µ > 0. De fato, neste caso, tem-se que

3∑
i,j=1

Aijvj · vi = (λ + µ)

(
3∑

i=1

vi
i

)2

+ µ
3∑

i,j=1

(
vj

i

)2 ≥ µ
3∑

i=1

|vi|2 ,

onde vi = (v1
i , v

2
i , v

3
i ) ∈ R3, i = 1, 2 e 3.

A função f : R3 → R3, que aparece em (1.1), satisfaz as seguintes hipóteses:

Hipóteses A1: f = (f1, f2, f3) é uma função de classe C2 e existem constantes positivas

Cj, j = 1, 2 e 3, tais que

(i) |f (ξ)| ≤ C1 |ξ|p , ∀ξ ∈ R3

(ii) |∇f (ξ)| ≤ C2 |ξ|p−1 ,∀ξ ∈ R3, onde |∇f (ξ)| =
(

3∑
i=1

|∇fi (ξ)|2
) 1

2

(iii)
3∑

i,j=1

∣∣∣∣∇
∂fi

∂xj

(ξ)

∣∣∣∣ ≤ C3 |ξ|p−2 ,∀ξ ∈ R3,

e p é tal que

7

3
< p ≤ 3.
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Um exemplo clássico de função f satisfazendo as condições acima é dado por

f : R3 −→ R3, f (ξ) = |ξ|2 ξ.

Outro exemplo, bem mais geral, é a função f : R3 −→ R3 definida por

f (ξ) = θ (ξ) |ξ|p ξ,

onde 7
3

< p ≤ 3 e θ : R3 −→ R é uma função teste:

θ (x) =





exp
(−1/

(
1− |x|2)) , se |x| < 1

0 , se |x| ≥ 1.

O objetivo principal deste caṕıtulo é obter estimativas de decaimento para a solução u

de (1.1) na norma (L2 (Ω))
3

e para a energia total E (t), onde

E (t) =
1

2

∫

Ω

{
|ut|2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

}
dx, (1.3)

considerando, para isso, as hipóteses (A1) e assumindo que os dados iniciais u0 e u1 são

pequenos num sentido apropriado.

Inicialmente estudamos propriedades de decaimento da solução do problema linear asso-

ciado a (1.1).

1.1 O Problema Linear

Consideramos nesta seção o problema linear associado a (1.1):





utt −
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
+ ut = 0, em Ω× (0,∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), em Ω

u = 0, em Γ× (0,∞).

(1.4)

Lembramos que se u = (u1, u2, u3) ∈ (Lp (Ω))3 , 1 ≤ p < ∞, então

‖u‖p =

(
3∑

i=1

∥∥ui
∥∥p

Lp(Ω)

) 1
p

< +∞.

9



Se u = (u1, u2, u3) ∈ (L∞ (Ω))3 então

‖u‖∞ =
3∑

i=1

∥∥ui
∥∥

L∞(Ω)
< +∞.

Quando p = 2, escreveremos apenas ‖u‖.

1.1.1 O Problema (1.1) é bem posto

Consideremos o espaço de Hilbert

X =
(
H1

0 (Ω)
)3 × (

L2 (Ω)
)3

com o produto interno

〈(u, v) , (w, z)〉X =

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂w

∂xi

+ u · w
}

dx +

∫

Ω

v · zdx, ∀ (u, v) , (w, z) ∈ X,

e seja A : D (A) ⊆ X → X o operador linear definido por

D (A) =
(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)3 × (

H1
0 (Ω)

)3

e

A (u, v) = (v, Lu− u− v) , ∀ (u, v) ∈ D (A) , (1.5)

onde

Lu =
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
.

Fazendo-se v = ut, segue que o problema (1.4) é equivalente a





dU

dt
= (A+ B) U

U (0) = U0,
(1.6)

onde U = (u, v), U0 = (u0, u1), B é o operador linear e limitado em X, dado por

B (u, v) = (0, u) , ∀ (u, v) ∈ X (1.7)

e D (A+ B) = D (A).

Observação 1.1 Por conveniência na discussão a seguir, foi somado e subtráıdo o termo

u na equação (1.4) para reescrevê-la na forma (1.6).
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Lema 1.1 A é um operador maximal dissipativo.

Demonstração: Observemos inicialmente que, dado (u, v) ∈ D (A),

〈A (u, v) , (u, v)〉X = 〈(v, Lu− u− v) , (u, v)〉X =

=

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂u

∂xi

+ v · u
}

dx +

∫

Ω

Lu · vdx−
∫

Ω

u · vdx−
∫

Ω

|v|2 dx =

=

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂u

∂xi

+
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
· v

}
dx−

∫

Ω

|v|2 dx =

=

∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

· v
)

dx−
∫

Ω

|v|2 dx.

Usando o Teorema da Divergência, e o fato que v ∈ (H1
0 (Ω))

3
, obtemos que

〈A (u, v) , (u, v)〉X = −
∫

Ω

|v|2 dx ≤ 0,

o que mostra que A é dissipativo. Mostremos agora que, para todo (g1, g2) ∈ X, existe

(u, v) ∈ D (A) tal que

(I −A) (u, v) = (g1, g2) ,

ou seja, 



u− v = g1

2v − Lu + u = g2.

Substituindo v = u− g1 na segunda equação, o sistema acima diz que

3u− Lu = 2g1 + g2 ∈
(
L2 (Ω)

)3
. (1.8)

Afim de demonstrar a existência de solução da equação acima, consideremos a forma bilinear

a (u, ϕ) : (H1
0 (Ω))

3 × (H1
0 (Ω))

3 → R, definida por

a (u, ϕ) =

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂ϕ

∂xi

dx + 3

∫

Ω

u · ϕdx, ∀ u, v ∈ (
H1

0 (Ω)
)3

e a forma linear F : (H1
0 (Ω))

3 → R, dada por

〈F, ϕ〉 =

∫

Ω

(2g1 + g2) · ϕdx, ∀ ϕ ∈ (
H1

0 (Ω)
)3

.
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Temos que:

(i) |a (u, ϕ)| ≤ c ‖u‖
(H1

0 (Ω))
3 ‖ϕ‖

(H1
0 (Ω))

3 , ∀ u, v ∈ (H1
0 (Ω))

3

(ii) a (u, u) ≥ c ‖u‖2

(H1
0 (Ω))

3 , ∀ u ∈ (H1
0 (Ω))

3

(iii) |〈F, ϕ〉| ≤ ‖2g1 + g2‖ ‖ϕ‖ ≤ c ‖ϕ‖
(H1

0 (Ω))
3 , ∀ ϕ ∈ (H1

0 (Ω))
3
,

ou seja, a (·, ·) é cont́ınua e coerciva e F é cont́ınua. Segue, do Teorema de Lax-Milgram,

que existe única u ∈ (H1
0 (Ω))

3
tal que

a (u, ϕ) = 〈F, ϕ〉 , ∀ ϕ ∈ (
H1

0 (Ω)
)3

,

ou seja,

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂ϕ

∂xi

dx + 3

∫

Ω

u · ϕdx =

∫

Ω

(2g1 + g2) · ϕdx, ∀ ϕ ∈ (
H1

0 (Ω)
)3

,

mostrando que a equação (1.8) tem uma única solução fraca. Regularidade eĺıptica (Veja

[11]) mostra que (1.8) possui solução u ∈ (H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω))

3
.

Por outro lado, v = u− g1 ∈ (H1
0 (Ω))

3
, mostrando que (u, v) é solução de

(I −A) (u, v) = (g1, g2) ,

concluindo, assim, que A é maximal. ¤

Teorema 1.1 Dado U0 = (u0, u1) ∈ X, o problema (1.4) possui única solução u tal que

u ∈ C ([0,∞) ;
(
H1

0 (Ω)
)3

) ∩ C1 ([0,∞) ;
(
L2 (Ω)

)3
).

Se U0 = (u0, u1) ∈ (H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω))

3 × (H1
0 (Ω))

3
, então existe única solução u tal que

u ∈ C ([0,∞) ;
(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)3

) ∩ C1 ([0,∞) ;
(
H1

0 (Ω)
)3

) ∩ C2 ([0,∞) ;
(
L2 (Ω)

)3
).

Finalmente, se U0 = (u0, u1) ∈ D
(
(A+ B)2), então existe única solução (u, ut) tal que

(u, ut) ∈ C ([0,∞) ; D
(
(A+ B)2)) ∩ C1 ([0,∞) ; D (A+ B)) ∩ C2 ([0,∞) ; X).

Demonstração: Sabemos que A é um operador linear densamente definido e, pelo Lema

1.1, maximal dissipativo. Segue, do Teorema de Lumer-Phillips, queA é gerador infinitesimal

de um Semigrupo {T (t)}t≥0 de contrações. Como B é um operador linear e limitado em X,
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então A + B (com domı́nio D (A)) é gerador infinitesimal de um Semigrupo {S (t)}t≥0 de

classe C0. Assim, se U0 ∈ X, o problema (1.4) possui única solução U = (u, ut) tal que

U ∈ C ([0,∞) ; X).

Se U0 ∈ D (A+ B) = D (A), então existe uma única solução U na classe

U ∈ C ([0,∞) ; D (A+ B)) ∩ C1 ([0,∞) ; X),

e, finalmente, se U0 ∈ D
(
(A+ B)2) = D (A2), então existe uma única solução U na classe

U ∈ C ([0,∞) ; D
(
(A+ B)2)) ∩ C1 ([0,∞) ; D (A+ B)) ∩ C2 ([0,∞) ; X). ¤

Observação 1.2 Note que se U = (u, v) ∈ D
(
(A+ B)2) = D (A2), então

v ∈ (H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω))

3
, u ∈ (H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω))
3

e Lu ∈ (H1
0 (Ω))

3
. Consequentemente

(u, v) ∈ (H3 (Ω) ∩H1
0 (Ω))

3 × (H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω))

3
.

Observação 1.3 Salientamos aqui que {T (t)}t≥0 é o semigrupo de contrações gerado pelo

operador A e {S (t)}t≥0 é o semigrupo de classe C0 gerado pelo operador A+B. No restante

do caṕıtulo estes fatos serão usados repetidas vezes.

1.1.2 Comportamento Assintótico

O principal resultado desta seção é enunciado a seguir.

Teorema 1.2 Tem-se que:

(i) Se (u0, u1) ∈ X e ‖|·| (u0 + u1)‖ < ∞, então existe uma constante C > 0 tal que a solução

(u, ut) ∈ C ([0,∞) ; X) de (1.4) satisfaz

‖u (·, t)‖ ≤ CI0 (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0, (1.9)

e

E (t) ≤ CI2
0 (1 + t)−2 , ∀ t ≥ 0, (1.10)

onde E (t) é dado por (1.3) e I0 é dado por

I2
0 = ‖u0‖2

(H1
0 (Ω))

3 + ‖u1‖2 + ‖|·| (u0 + u1)‖2 . (1.11)
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(ii) Se (u0, u1) ∈ D (A+ B) e ‖|·|Lu0‖ < ∞, então existe uma constante C > 0 tal que a

solução (u, ut) ∈ C ([0,∞) ; D (A+ B)) ∩ C1 ([0,∞) ; X) de (1.4) satisfaz

E1 (t) ≤ CI2
1 (1 + t)−2 , ∀ t ≥ 0 (1.12)

e

‖Lu (·, t)‖2 ≤ C
(
I2
0 + I2

1

)
(1 + t)−2 , ∀ t ≥ 0,

onde

E1 (t) =
1

2

∫

Ω

{
|utt|2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂ut

∂xj

· ∂ut

∂xi

}
dx

e I1 é dado por

I2
1 = ‖u1‖2

(H1
0 (Ω))

3 + ‖Lu0‖2 + ‖|·|Lu0‖2 . (1.13)

(iii)Se (u0, u1) ∈ D
(
(A+ B)2) e ‖|·|Lu1‖ < ∞ , então existe constante C > 0 tal que a

solução (u, ut) ∈ C ([0,∞) ; D
(
(A+ B)2))∩C1 ([0,∞) ; D (A+ B))∩C2 ([0,∞); X) de (1.4)

satisfaz

E2 (t) ≤ CI2
2 (1 + t)−2 , ∀ t ≥ 0, (1.14)

e

‖Lut (·, t)‖2 ≤ C
(
I2
1 + I2

2

)
(1 + t)−2 , ∀ t ≥ 0,

onde

E2 (t) =
1

2

∫

Ω

{
|uttt|2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂utt

∂xj

· ∂utt

∂xi

}
dx

e

I2
2 = ‖Lu0‖2

(H1
0 (Ω))

3 + ‖u1‖2

(H1
0 (Ω))

3 + ‖Lu1‖2 + ‖|·|Lu1‖2 . (1.15)

Na demonstração do teorema anterior utilizamos alguns lemas técnicos, que serão dados

a seguir.

Lema 1.2 Tem-se que
dE (t)

dt
= −

∫

Ω

|ut|2 dx ≤ 0. (1.16)

Demonstração: Derivando E (t), dado por (1.3), substituindo utt no sistema (1.4) e usando

o Teorema da Divergência segue o resultado. ¤
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Lema 1.3 São válidas as identidades:

E (t) +

∫ t

0

∫

Ω

|us (x, s)|2 dxds = E (0) (1.17)

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |us (x, s)|2 dxds = − (1 + t) E (t) + E (0) +

∫ t

0

E (s) ds (1.18)

∫ t

0

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dxds +
1

2

∫

Ω

|u (x, t)|2 dx =

=
1

2
‖u0‖2 +

∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx−
∫

Ω

ut · udx +

∫ t

0

∫

Ω

|us|2 dxds. (1.19)

Demonstração: A identidade (1.17) obtem-se diretamente, por integração em [0, t], da

expressão (1.16) do Lema 1.2.

Também de (1.16) temos que

(1 + t)
dE

dt
= −

∫

Ω

(1 + t) |ut|2 dx,

ou seja, ∫

Ω

(1 + t) |ut|2 dx = − d

dt
{(1 + t) E (t)}+ E (t) ,

donde, integrando em [0, t], obtem-se (1.18).

Tomando agora o produto interno, em (L2 (Ω))
3
, de (1.4)1 com u, obtemos

d

dt

∫

Ω

ut · udx−
∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
· udx +

1

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 dx =

∫

Ω

|ut|2 dx.

Usando o Teorema da Divergência e a condição de fronteira (1.4)3 segue que

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 dx = − d

dt

∫

Ω

ut · udx +

∫

Ω

|ut|2 dx.

Integrando em [0, t] a expressão anterior obtemos (1.19). ¤

Lema 1.4 A solução u de (1.4) satisfaz

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
3∑

i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dxds + (1 + t)

∫

Ω

|u|2 dx ≤ C +
1

2

∫ t

0

∫

Ω

|u|2 dxds,

onde C = 13E (0) +
7

2
‖u0‖2.
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Demonstração: Tomando o produto interno, em (L2 (Ω))
3
, de (1.4) com (1 + t) u, obtemos

(1 + t)

∫

Ω

utt · udx− (1 + t)

∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
· udx + (1 + t)

∫

Ω

ut · udx = 0.

Usando o Teorema da Divergência e a condição de fronteira em (1.4), segue que

(1 + t)
d

dt

∫

Ω

ut · udx− (1 + t)

∫

Ω

|ut|2 dx+

+ (1 + t)

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dx +
(1 + t)

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 dx = 0,

ou ainda,

d

dt

∫

Ω

(1 + t) ut · udx− 1

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 dx− (1 + t)

∫

Ω

|ut|2 dx+

+ (1 + t)

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

(1 + t) |u|2 dx− 1

2

∫

Ω

|u|2 dx = 0,

logo

(1 + t)

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

t |u|2 dx =

= (1 + t)

∫

Ω

|ut|2 dx +
1

2

∫

Ω

|u|2 dx− d

dt

∫

Ω

(1 + t) ut · udx.

Integrando a expressão anterior em [0, t], obtemos que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
3∑

i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dxds +
t

2

∫

Ω

|u|2 dx =

=

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |us|2 dxds +
1

2

∫ t

0

∫

Ω

|u|2 dxds−

− (1 + t)

∫

Ω

ut · udx +

∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx ≤

≤
∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx +

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |us|2 dxds +
1

2

∫ t

0

∫

Ω

|u|2 dxds+

+
(1 + t)

4

∫

Ω

|u|2 dx + (1 + t)

∫

Ω

|ut|2 dx,
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donde

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
3∑

i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dxds +
(1 + t)

4

∫

Ω

|u|2 dx ≤

≤
∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx +

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |us|2 dxds +
1

2

∫ t

0

∫

Ω

|u|2 dxds+

+
1

2

∫

Ω

|u|2 dx + (1 + t)

∫

Ω

|ut|2 dx. (1.20)

De (1.18) (Lema 1.3) sabemos que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |us|2 dxds ≤ E (0) +

∫ t

0

E (s) ds, (1.21)

de (1.20) e (1.21) segue então que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
3∑

i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dxds +
(1 + t)

4

∫

Ω

|u|2 dx ≤

≤
∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx + E (0) +

∫ t

0

E (s) ds+

+
1

2

∫ t

0

∫

Ω

|u|2 dxds +
1

2

∫

Ω

|u|2 dx + 2 (1 + t) E (t) . (1.22)

Sabemos também de (1.17) e (1.19) (Lema 1.3) que

∫ t

0

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dxds +
1

2

∫

Ω

|u|2 dx ≤

≤ 1

2
‖u0‖2 +

∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx +

∫

Ω

|ut|2 dx +
1

4

∫

Ω

|u|2 dx + E (0)− E (t) ,

donde, novamente por (1.17), obtemos

2

∫ t

0

E (s) ds +
1

4

∫

Ω

|u|2 dx ≤

≤
∫ t

0

∫

Ω

|us|2 dxds +
1

2
‖u0‖2 +

∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx +

∫

Ω

|ut|2 dx + E (0)− E (t) ≤

≤ E (0)− E (t) +
1

2
‖u0‖2 +

∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx + 2E (t) + E (0)− E (t) ,

ou seja,

2

∫ t

0

E (s) ds +
1

4

∫

Ω

|u|2 dx ≤ 2E (0) +
1

2
‖u0‖2 +

∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx. (1.23)
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De (1.22) e da desigualdade (1.23) acima, segue que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
3∑

i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dxds +
(1 + t)

4

∫

Ω

|u|2 dx ≤

≤
∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx + E (0) + 4E (0) + ‖u0‖2 +

+2

∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx +
1

2

∫ t

0

∫

Ω

|u|2 dxds + 2 (1 + t) E (t) =

= 3

∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx + 5E (0) + ‖u0‖2 +
1

2

∫ t

0

∫

Ω

|u|2 dxds + 2 (1 + t) E (t) . (1.24)

Note agora que
d

dt
{(1 + t) E (t)} = E (t) + (1 + t)

dE

dt
(t) ≤ E (t) ,

e, portanto,

2 (1 + t) E (t) ≤ 2E (0) + 2

∫ t

0

E (s) ds.

Disto, e de (1.24) , segue que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
3∑

i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dxds +
(1 + t)

4

∫

Ω

|u|2 dx ≤

≤ 3

∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx + 7E (0) + ‖u0‖2 +
1

2

∫ t

0

∫

Ω

|u|2 dxds + 2

∫ t

0

E (s) ds.

Usando novamente (1.23) obtemos da desigualdade anterior que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
3∑

i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dxds +
(1 + t)

4

∫

Ω

|u|2 dx ≤

≤ 4

∫

Ω

u1 (x) · u0 (x) dx + 9E (0) +
3

2
‖u0‖2 +

1

2

∫ t

0

∫

Ω

|u|2 dxds,

donde segue, finalmente, a conclusão da demonstração. ¤
O lema seguinte, que dá uma desigualdade do tipo Hardy, é fundamental na sequência

do trabalho.

Lema 1.5 Para qualquer u ∈ (H1
0 (Ω))

3
, vale a desigualdade

∫

Ω

|u (x)|2
|x|2 dx ≤ 4

C0

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dx,

onde C0 é a constante de (1.2).
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Demonstração: De [26] sabemos que, se ui ∈ H1
0 (Ω),

∫

Ω

|ui (x)|2
|x|2 dx ≤ 4

∫

Ω

3∑
j=1

∣∣∣∣
∂ui

∂xj

∣∣∣∣
2

dx,

logo ∫

Ω

3∑
i=1

|ui (x)|2
|x|2 dx ≤ 4

∫

Ω

3∑
i,j=1

∣∣∣∣
∂ui

∂xj

∣∣∣∣
2

dx,

donde, lembrando (1.2), obtemos

∫

Ω

|u (x)|2
|x|2 dx ≤ 4

C0

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dx. ¤

Lema 1.6 Suponha que (u0, u1) satizfaz ‖|·| (u0 + u1)‖ < ∞. Então a solução u de (1.4)

satisfaz ∫

Ω

|u|2 dx +

∫ t

0

∫

Ω

|u|2 dxds ≤ ‖u0‖2 +
4

C0

‖|·| (u0 + u1)‖2 .

Demonstração: Seja W (x, t) =
∫ t

0
u (x, s) ds. Então W é solução de





Wtt − LW + Wt = u0 + u1, em Ω× (0,∞)

W (x, 0) = 0, Wt(x, 0) = u0(x), em Ω

W = 0, em Γ× (0,∞).

(1.25)

Tomando o produto interno, em (L2 (Ω))
3
, de (1.25) com Wt , e usando o Teorema da

Divergência, obtemos

1

2

d

dt

∫

Ω

[
|Wt|2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂W

∂xj

· ∂W

∂xi

]
dx +

∫

Ω

|Wt|2 dx =
d

dt

∫

Ω

(u0 + u1) ·Wdx,

e, integrando em [0, t],

1

2

∫

Ω

[
|Wt|2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂W

∂xj

· ∂W

∂xi

]
dx +

∫ t

0

∫

Ω

|Ws|2 dxds =

=
1

2
‖u0‖2 +

∫

Ω

(u0 + u1) ·Wdx. (1.26)
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Note porém que, pelo Lema 1.5,
∣∣∣∣
∫

Ω

(u0 + u1) ·Wdx

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|u0 + u1| |W | dx ≤

≤
(∫

Ω

|x|2 |u0 + u1|2 dx

) 1
2

(∫

Ω

|W |2
|x|2 dx

) 1
2

≤

≤ 4

C0

‖|·| (u0 + u1)‖2 +
1

4

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂W

∂xj

· ∂W

∂xi

dx.

Disto, e de (1.26) , segue que

1

2

∫

Ω

|Wt|2 dx +
1

4

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂W

∂xj

· ∂W

∂xi

dx +

∫ t

0

∫

Ω

|Ws|2 dxds ≤

≤ 1

2
‖u0‖2 +

4

C0

‖|·| (u0 + u1)‖2 .

A conclusão da demonstração segue, bastando observar que Wt = u. ¤

Observação 1.4 Note que se u0 e u1 tem suporte compacto então, obviamente, vale que

‖|·| (u0 + u1)‖ < ∞.

Demonstração do Teorema 1.2:

(i) Dos Lemas 1.4 e 1.6 sabemos que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
3∑

i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dxds + (1 + t)

∫

Ω

|u|2 dx ≤ CI2
0 ,

o que demonstra (1.9).

Agora, como

d

dt
{(1 + t)2 E (t)} = 2 (1 + t) E (t) + (1 + t)2 dE

dt
(t) ≤ 2 (1 + t) E (t) ,

então

(1 + t)2 E (t) ≤ E (0) + 2

∫ t

0

(1 + s) E (s) ds. (1.27)

Mas, dos Lemas 1.4 e 1.6, sabemos que

2

∫ t

0

(1 + s) E (s) ds =

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
3∑

i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dxds +

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |us|2 dxds

≤ CI2
0 +

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |us|2 dxds,
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que, de (1.21) e (1.23), obtem-se

2

∫ t

0

(1 + s) E (s) ds ≤ CI2
0 + E (0) +

∫ t

0

E (s) ds ≤ C̃I2
0 .

Disto, e de (1.27), obtem-se (1.10).

(ii) Seja v = ut. Derivando a equação (1.4) em t, vemos que v é solução de




vtt − Lv + vt = 0, em Ω× (0,∞)

v(x, 0) = u1 (x) , vt(x, 0) = Lu0(x)− u1 (x) , em Ω

v = 0, em Γ× (0,∞).

Aplicando o item anterior ao problema acima, segue que

1

2

∫

Ω

{
|vt|2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

}
dx ≤ CI2

1 (1 + t)−2 ,

que é a desigualdade (1.12). De (1.10),(1.12) e da equação (1.4) segue também que

‖Lu (·, t)‖2 ≤ C
(
I2
0 + I2

1

)
(1 + t)−2 .

(iii) Seja agora w = vt = utt. Então w é solução de




wtt − Lw + wt = 0, em Ω× (0,∞)

w(x, 0) = Lu0(x)− u1 (x) , wt(x, 0) = Lu1(x)− Lu0 (x) + u1 (x) , em Ω

w = 0, em Γ× (0,∞)

Aplicando o item (i) ao problema acima, segue que

1

2

∫

Ω

{
|wt|2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂w

∂xj

· ∂w

∂xi

dx

}
≤ CI2

2 ,

que é a desigualdade (1.14). Derivando a equação (1.4) e usando (1.12)-(1.14), segue que

‖Lut (·, t)‖2 ≤ C
(
I2
1 + I2

2

)
(1 + t)−2 . ¤

1.2 O Problema Semilinear

Consideramos agora o problema (1.1). Estudamos a existência de solução local e, após,

mostramos a existência de solução global e o decaimento da mesma. Utilizamos aqui as

propriedades de decaimento obtidas para o problema linear.
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Para facilitar o tratamento de (1.1), na obtenção da solução local, vamos reescrevê-lo na

forma 



utt −
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
+ ut + u = f (ut) + u, em Ω× (0,∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), em Ω

u = 0, em Γ× (0,∞).

que, é equivalente a 



dU

dt
= AU + F (U)

U (0) = U0,
(1.28)

onde U = (u, ut), U0 = (u0, u1), F (U) = (0, f (ut) + u) e A é definido como em (1.5).

Recordemos que A é gerador infinitesimal do semigrupo de contrações {T (t)}t≥0, conforme

a observação 1.3.

Quando estivermos estudando a existência de solução global e o decaimento usaremos a

formulação 



dU

dt
= (A+ B) U + F (U)

U (0) = U0,
(1.29)

onde U = (u, ut), U0 = (u0, u1), F (U) = (0, f (ut)) e B é definido como em (1.7). Recorde-

mos, também, que A + B é gerador infinitesimal do semigrupo de classe C0 {S (t)}t≥0,

conforme a observação 1.3.

1.2.1 Considerações sobre o Problema Não Homogêneo

Damos aqui alguns resultados sobre o problema não homogêneo





utt −
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
+ u + ut = g (x, t) , em Ω× (0,∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), em Ω

u = 0, em Γ× (0,∞).

(1.30)

Note que (1.30) pode ser escrito na forma





dU

dt
= AU + G (t)

U (0) = U0,
(1.31)
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onde U = (u, ut), U0 = (u0, u1), G (t) = (0, g (x, t)) e A como em (1.5).

Da teoria de Semigrupos e da discussão feita na seção 1.1 segue que:

Teorema 1.3 [3] Dados U0 ∈ D (A2) e G ∈ C2 ([0, T ] ; X) ∩ C1 ([0, T ] ; D (A)) então o

problema (1.31) possui uma única solução U tal que

U ∈ C([0, T ]; D
(A2

)
) ∩ C1([0, T ]; D (A)) ∩ C2([0, T ]; X).

Além disso, a solução pode ser expressa na forma

U (t) = T (t) U0 +

∫ t

0

T (t− s) G (s) ds,

Ut (t) = T (t)AU0 + T (t) G (0) +

∫ t

0

T (t− s)
dG (s)

ds
ds

e

Utt (t) = T (t)A2U0 + T (t)AG (0) + T (t)
dG

dt
(0) +

∫ t

0

T (t− s)
d2G (s)

ds2
ds.

Lema 1.7 (Velocidade Finita de Propagação) Além das hipóteses do Teorema 1.3

suponha que suppu0∪suppu1 ⊂ BR (0) e que g (x, t) = 0 se |x| ≥ ‖A‖√
C0

t + R, com ‖A‖ =

(
3∑

i,j=1

‖Aij‖2

) 1
2

. Então a solução U = (u (x, t) , ut (x, t)) de (1.30) satisfaz

U (x, t) = (0, 0) se |x| ≥ ‖A‖√
C0

t + R,

onde C0 é a constante em (1.2).

Demonstração: Sabemos, da equação (1.30), que

0 =

{
utt −

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
+ u + ut − g (x, t)

}
· ut =

=
1

2

d

dt

{
|ut|2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

+ |u|2
}
−

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

· ut

)
+ |ut|2 − g (x, t) · ut,

ou seja,
d

dt
e (u) + divB + |ut|2 − g (x, t) · ut = 0, (1.32)
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onde

e (u (x, t)) =
1

2

{
|ut|2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

+ |u|2
}

e

B = B (x, t) = −
(

3∑
j=1

A1j
∂u

∂xj

· ut,

3∑
j=1

A2j
∂u

∂xj

· ut,

3∑
j=1

A3j
∂u

∂xj

· ut

)
.

Pondo
−→
F = (B, e) ∈ R4, então

Div
−→
F = Div (B, e) = divB +

d

dt
e,

onde Div (B, e) é o divergente espaço-tempo. A identidade (1.32) pode então ser escrita na

forma

Div (B, e (u)) + |ut|2 − g (x, t) · ut = 0. (1.33)

Seja (x0, t0) tal que |x0| ≥ ‖A‖√
C0

t0 + R, e mostremos que U (x0, t0) = 0.

Consideremos o cone truncado KT com vértice em (x0, t0):

KT =

{
(x, t) : |x− x0| ≤ ‖A‖√

C0

(t0 − t) , 0 ≤ t ≤ T < t0

}
.

Integrando sobre KT ambos os membros de (1.33) e usando o Teorema da Divergência

obtemos que

∫

∂KT

(B (x, t) , e (u (x, t))) ·ηdΓ+

∫

KT

|ut (x, t)|2 dxdt−
∫

KT

g (x, t) ·ut (x, t) dxdt = 0, (1.34)

onde ∂KT é a fronteira do cone truncado KT e η é a normal unitária (espaço-tempo) exterior

a KT , em ∂KT .

Notemos agora que

∫

∂KT

(B (x, t) , e (u (x, t))) · ηdΓ =

∫

|x−x0|≤ ‖A‖√
C0

t0

−e (u (x, 0)) dx+

+

∫

|x−x0|≤ ‖A‖√
C0

(t0−T )

e (u (x, T )) dx +

∫

Γl

(B (x, t) , e (u (x, t))) · ηldΓ,

onde, na última integral, Γl representa a fronteira lateral do cone truncado KT , cuja normal

unitária exterior é dada por

ηl =
‖A‖√

C0 + ‖A‖2

(
x− x0

‖A‖√
C0
|x− x0|

, 1

)
.
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Segue de (1.34) que

∫

|x−x0|≤ ‖A‖√
C0

t0

−e (u (x, 0)) dx +

∫

|x−x0|≤ ‖A‖√
C0

(t0−T )

e (u (x, T )) dx+

+

∫

Γl

(B (x, t) , e (u (x, t))) · ηldΓ +

∫

KT

|ut (x, t)|2 dxdt−

−
∫

KT

g (x, t) · ut (x, t) dxdt = 0 (1.35)

Notemos agora que

{
(x, t) : |x− x0| ≤ ‖A‖√

C0

(t0 − t)

}
⊂

{
(x, t) : |x| ≥ ‖A‖√

C0

t + R

}
,

e, em particular,

{
(x, 0) : |x− x0| ≤ ‖A‖√

C0

t0

}
⊂ {(x, 0) : |x| ≥ R} ,

segue, lembrando que (u (x, 0) , ut (x, 0)) = (u0, u1) = (0, 0) se |x| ≥ R e g (x, t) = 0

se |x| ≥ ‖A‖√
C0

t + R, que

∫

|x−x0|≤ ‖A‖√
C0

t0

e (u (x, 0)) dx =

∫

KT

g (x, t) · ut (x, t) dxdt = 0.

Obtemos então de (1.35) que

∫

|x−x0|≤ ‖A‖√
C0

(t0−T )

e (u (x, T )) dx +

∫

Γl

(B (x, t) , e (u (x, t))) · ηldΓ ≤ 0. (1.36)

Sabemos, no entanto, que

(B (x, t) , e (u (x, t))) · ηl =
‖A‖√

C0 + ‖A‖2

{
e (u (x, t)) +

(x− x0)
‖A‖√

C0
|x− x0|

·B (x, t)

}
=

=
‖A‖√

C0 + ‖A‖2

{
e (u (x, t))−

3∑
i=1

xi − x0i

‖A‖√
C0
|x− x0|

3∑
j=1

Aij
∂u

∂xj

· ut

}
,
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e

e (u (x, t)) −
3∑

i=1

xi − x0i

‖A‖√
C0
|x− x0|

3∑
j=1

Aij
∂u

∂xj

· ut =

= e (u (x, t)) −
√

C0

‖A‖ |x− x0|
3∑

i,j=1

(xi − x0i) Aij
∂u

∂xj

· ut ≥

≥ e (u (x, t)) −
√

C0

‖A‖ |x− x0|
3∑

i,j=1

|xi − x0i| ‖Aij‖
∣∣∣∣
∂u

∂xj

∣∣∣∣ |ut| ≥

≥ e (u (x, t)) −
√

C0

‖A‖ |x− x0| |ut| |x− x0|
(

3∑
i,j=1

‖Aij‖2

) 1
2
(

3∑
j=1

∣∣∣∣
∂u

∂xj

∣∣∣∣
2
) 1

2

≥

≥ e (u (x, t)) −1

2
|ut|2 − C0

2 ‖A‖2

(
3∑

i,j=1

‖Aij‖2

)(
3∑

j=1

∣∣∣∣
∂u

∂xj

∣∣∣∣
2
)
≥

≥ e (u (x, t)) −1

2
|ut|2 − 1

2

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

≥ 0,

o que mostra que o integrando sobre Γl é não negativo. Segue de (1.36) que

∫

|x−x0|≤ ‖A‖√
C0

(t0−T )

e (u (x, T )) dx = 0,

isto é,

∫

|x−x0|≤ ‖A‖√
C0

(t0−T )

{
|ut (x, T )|2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

(x, T ) · ∂u

∂xi

(x, T ) + |u (x, T )|2
}

dx = 0.

Pela arbitrariedade de T , 0 < T < t0, resulta que U = (u, ut) ≡ (0, 0) no cone

K =

{
(x, t) : |x− x0| ≤ ‖A‖√

C0

(t0 − t) , 0 ≤ t ≤ t0

}
.

Em particular, U (x0, t0) = (u (x0, t0) , ut (x0, t0)) ≡ (0, 0) . ¤
A propriedade de velocidade finita de propagação dada acima vale também para t ≤ 0,

porém a demonstração é análoga.
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1.2.2 Existência de solução Local

Nosso objetivo aqui será mostrar que, para um espaço Y escolhido convenientemente, a

aplicação

Φ : Y −→ Y

Ũ =


 ũ

ṽ


 −→ U =


 u

v




possui um único ponto fixo em Y , onde U é solução de

U (t) = T (t) U0 +

∫ t

0

T (t− s) F
(
Ũ (s)

)
ds, (1.37)

com

U (t) =


 u (t)

ut (t)


 , U0 =


 u0

u1


 , F

(
Ũ

)
=


 0

f (ṽ) + ũ


 ,

T (t) denota o semigrupo de contrações em X, gerado pelo operador A e f satisfaz as

Hipóteses (A1), dadas no ińıcio do Caṕıtulo. Recordemos que, conforme comentado no ińıcio

da seção 1.2, somamos o termo u em ambos os membros da equação (1.1), o que facilitará

seu tratamento.

Consideremos o espaço

Yf = C([0, T ];
(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)3

) ∩ C1([0, T ];
(
H1

0 (Ω)
)3

) ∩ C2([0, T ];
(
L2 (Ω)

)3
),

que é um espaço de Banach com a norma

‖v‖Yf
= sup

[0,T ]

‖v (t)‖(H2(Ω))3 + sup
[0,T ]

‖vt (t)‖
(H1

0 (Ω))
3 + sup

[0,T ]

‖vtt (t)‖ .

Lema 1.8 (Regularidade da não linearidade) Se v ∈ Yf , então f (v) ∈ Yf .

Demonstração: Seja v ∈ Yf . Da Hipótese (A1) (na pg 8) e da imersão (H1
0 (Ω))

3
↪→

(Lq (Ω))3, 2 ≤ q ≤ 6, temos que

‖f (v (t))‖ ≤ C1 ‖v (t)‖p
2p ≤ C ‖v (t)‖p

(H1
0 (Ω))

3 . (1.38)

De
∂

∂xj

(f (v)) =

(
∇f1 (v) · ∂v

∂xj

,∇f2 (v) · ∂v

∂xj

,∇f3 (v) · ∂v

∂xj

)
, i = 1, 2 e 3,
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vemos, usando a hipótese (A1),que

∥∥∥∥
∂

∂xj

(f (v (t)))

∥∥∥∥
2

=

∫

Ω

3∑
i=1

∣∣∣∣∇fi (v (t)) · ∂v (t)

∂xj

∣∣∣∣
2

dx ≤
∫

Ω

∣∣∣∣
∂v (t)

∂xj

∣∣∣∣
2 3∑

i=1

|∇fi (v (t))|2 dx ≤

≤ C2
2

∫

Ω

|v (t)|2(p−1)

∣∣∣∣
∂v (t)

∂xj

∣∣∣∣
2

dx ≤ C2
2 ‖v (t)‖2(p−1)

∞ ‖v (t)‖2

(H1
0 (Ω))

3 ≤

≤ C ‖v (t)‖2(p−1)

(H2(Ω))3
‖v (t)‖2

(H1
0 (Ω))

3 , i = 1, 2 e 3,

pois, como sabemos, v (t) ∈ (H2 (Ω))
3

↪→ (L∞ (Ω))3. Assim,

∥∥∥∥
∂

∂xj

(f (v (t)))

∥∥∥∥ ≤ C ‖v (t)‖(p−1)

(H2(Ω))3
‖v (t)‖

(H1
0 (Ω))

3 , i = 1, 2 e 3. (1.39)

Por outro lado,

∂2

∂xi∂xj

(f (v)) =

(
∂

∂xi

(∇f1 (v)) · ∂v

∂xj

,
∂

∂xi

(∇f2 (v)) · ∂v

∂xj

,
∂

∂xi

(∇f3 (v)) · ∂v

∂xj

)
+

+

(
∇f1 (v) · ∂2v

∂xi∂xj

,∇f2 (v) · ∂2v

∂xi∂xj

,∇f3 (v) · ∂2v

∂xi∂xj

)
.

Notemos que

∂

∂xi

(∇fk (v)) =
∂

∂xi

(
∂fk

∂x1

(v) ,
∂fk

∂x2

(v) ,
∂fk

∂x3

(v)

)
=

=

((
∇

(
∂fk

∂x1

)
(v)

)
· ∂v

∂xi

,

(
∇

(
∂fk

∂x2

)
(v)

)
· ∂v

∂xi

,

(
∇

(
∂fk

∂x3

)
(v)

)
· ∂v

∂xi

)
,

logo,
∣∣∣∣

∂2

∂xi∂xj

(f (v))

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
(

∂

∂xi

(∇f1 (v)) · ∂v

∂xj

,
∂

∂xi

(∇f2 (v)) · ∂v

∂xj

,
∂

∂xi

(∇f3 (v)) · ∂v

∂xj

)∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣
(
∇f1 (v) · ∂2v

∂xi∂xj

,∇f2 (v) · ∂2v

∂xi∂xj

,∇f3 (v) · ∂2v

∂xi∂xj

)∣∣∣∣ ≤

≤
(

3∑

k=1

∣∣∣∣
∂

∂xi

(∇fk (v))

∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣

∂v

∂xj

∣∣∣∣
2
) 1

2

+

(
3∑

k=1

|∇fk (v)|2
∣∣∣∣

∂2v

∂xi∂xj

∣∣∣∣
2
) 1

2

≤

≤
∣∣∣∣
∂v

∂xj

∣∣∣∣
(

3∑

k=1

3∑

l=1

∣∣∣∣∇
(

∂fk

∂xl

)
(v)

∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣

∂v

∂xi

∣∣∣∣
2
) 1

2

+

∣∣∣∣
∂2v

∂xi∂xj

∣∣∣∣ |∇f (v)| ,

ou ainda, usando a Hipótese (A1),

∣∣∣∣
∂2

∂xi∂xj

(f (v))

∣∣∣∣ ≤ C3

∣∣∣∣
∂v

∂xj

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂v

∂xi

∣∣∣∣ |v|p−2 + C2

∣∣∣∣
∂2v

∂xi∂xj

∣∣∣∣ |v|p−1 .
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Portanto,

∥∥∥∥
∂2

∂xi∂xj

(f (v (t)))

∥∥∥∥ ≤ 2C3 ‖v (t)‖p−2
∞

∥∥∥∥
∂v (t)

∂xj

∥∥∥∥
(L4(Ω))3

∥∥∥∥
∂v (t)

∂xi

∥∥∥∥
(L4(Ω))3

+ 2C2 ‖v (t)‖p−1
∞

∥∥∥∥
∂2v (t)

∂xi∂xj

∥∥∥∥ ,

onde usamos o fato que
∂v (t)

∂xj

∈ (H1 (Ω))
3

↪→ (Lq (Ω))3, 2 ≤ q ≤ 6, e

v (t) ∈ (H2 (Ω))
3

↪→ (L∞ (Ω))3. Assim,

∥∥∥∥
∂2

∂xi∂xj

(f (v (t)))

∥∥∥∥ ≤ C ‖v (t)‖p

(H2(Ω))3
, i, j = 1, 2 e 3. (1.40)

De (1.38)-(1.40) conclúımos que

f (v) ∈ C([0, T ];
(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)3

). (1.41)

Analisemos agora a regularidade de
d

dt
(f (v)) . Notemos inicialmente que

d

dt
(f (v)) = (∇f1 (v) · vt,∇f2 (v) · vt,∇f3 (v) · vt) .

Usando a Hipótese (A1) e a Desigualdade de Holder, vemos que

∥∥∥∥
d

dt
(f (v (t)))

∥∥∥∥
2

≤
∫

Ω

3∑
i=1

|∇fi (v (t)) · vt (t)|2 dx ≤
∫

Ω

|vt (t)|2
3∑

i=1

|∇fi (v (t))|2 dx

≤ C2
2

∫

Ω

|vt (t)|2 |v (t)|2(p−1) dx ≤ C2
2

(∫

Ω

|v (t)|2p dx

) p−1
p

(∫

Ω

|vt (t)|2p dx

) 1
p

= C2
2 ‖v (t)‖2(p−1)

2p ‖vt (t)‖2
2p ≤ C ‖v (t)‖2(p−1)

(H1
0 (Ω))

3 ‖vt (t)‖2

(H1
0 (Ω))

3 ,

pois, como sabemos, v, vt ∈ (H1
0 (Ω))

3
↪→ (Lq (Ω))3, 2 ≤ q ≤ 6. Assim,

∥∥∥∥
d

dt
(f (v (t)))

∥∥∥∥ ≤ C ‖v (t)‖(p−1)

(H1
0 (Ω))

3 ‖vt (t)‖
(H1

0 (Ω))
3 . (1.42)

Por outro lado,

∂

∂xj

(
d

dt
(f (v))

)
=

((
∂

∂xj

(∇f1 (v))

)
· vt,

(
∂

∂xj

(∇f2 (v))

)
· vt,

(
∂

∂xj

(∇f3 (v))

)
· vt

)

+

(
∇f1 (v) · ∂vt

∂xj

,∇f2 (v) · ∂vt

∂xj

,∇f3 (v) · ∂vt

∂xj

)
,
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mas

∂

∂xj

(∇fk (v)) =
∂

∂xj

(
∂fk

∂x1

(v) ,
∂fk

∂x2

(v) ,
∂fk

∂x3

(v)

)
=

=

((
∇

(
∂fk

∂x1

)
(v)

)
· ∂v

∂xj

,

(
∇

(
∂fk

∂x2

)
(v)

)
· ∂v

∂xj

,

(
∇

(
∂fk

∂x3

)
(v)

)
· ∂v

∂xj

)
,

logo
∣∣∣∣

∂

∂xj

(
d

dt
(f (v))

)∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
((

∂

∂xj

(∇f1 (v))

)
· vt,

(
∂

∂xj

(∇f2 (v))

)
· vt,

(
∂

∂xj

(∇f3 (v))

)
· vt

)∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
(
∇f1 (v) · ∂vt

∂xj

,∇f2 (v) · ∂vt

∂xj

,∇f3 (v) · ∂vt

∂xj

)∣∣∣∣

≤
(

3∑

k=1

∣∣∣∣
∂

∂xj

(∇fk (v))

∣∣∣∣
2

|vt|2
) 1

2

+

(
3∑

k=1

|∇fk (v)|2
∣∣∣∣
∂vt

∂xj

∣∣∣∣
2
) 1

2

≤ |vt|
(

3∑

k=1

3∑

l=1

∣∣∣∣∇
(

∂fk

∂xl

)
(v)

∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣

∂v

∂xj

∣∣∣∣
2
) 1

2

+

∣∣∣∣
∂vt

∂xj

∣∣∣∣ |∇f (v)|

que, usando a Hipótese (A1), nos dá
∣∣∣∣

∂

∂xj

(
d

dt
(f (v))

)∣∣∣∣ ≤ C3 |vt|
∣∣∣∣
∂v

∂xj

∣∣∣∣ |v|p−2 + C2

∣∣∣∣
∂vt

∂xj

∣∣∣∣ |v|p−1 .

Portanto, usando a desigualdade de Holder,
∥∥∥∥

∂

∂xj

(
d

dt
(f (v (t)))

)∥∥∥∥ ≤ 2C3 ‖v (t)‖p−2
∞ ‖vt (t)‖(L4(Ω))3

∥∥∥∥
∂v (t)

∂xj

∥∥∥∥
(L4(Ω))3

+

+ 2C2 ‖v (t)‖p−1
∞

∥∥∥∥
∂vt (t)

∂xj

∥∥∥∥ ,

onde usamos o fato que vt (t) ,
∂v (t)

∂xj

∈ (H1 (Ω))
3

↪→ (Lq (Ω))3, 2 ≤ q ≤ 6, e v (t) ∈
(H2 (Ω))

3
↪→ (L∞ (Ω))3. Assim,

∥∥∥∥
∂

∂xj

(
d

dt
(f (v (t)))

)∥∥∥∥ ≤ C ‖v (t)‖p−1

(H2(Ω))3
‖vt (t)‖

(H1
0 (Ω))

3 , j = 1, 2 e 3. (1.43)

De (1.41)-(1.43) conclúımos que

f (v) ∈ C1([0, T ];
(
H1

0 (Ω)
)3

) (1.44)

Finalmente, vamos analisar a regularidade de
d2

dt2
(f (v)). Temos que

d2

dt2
(f (v)) =

((
d

dt
∇f1 (v)

)
· vt,

(
d

dt
∇f2 (v)

)
· vt,

(
d

dt
∇f3 (v)

)
· vt

)
+

+ (∇f1 (v) .vtt,∇f2 (v) .vtt,∇f3 (v) .vtt) .
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Observe que

d

dt
(∇fi (v)) =

d

dt

(
∂fi

∂x1

(v) ,
∂fi

∂x2

(v) ,
∂fi

∂x3

(v)

)
=

=

((
∇

(
∂fi

∂x1

)
(v)

)
· vt,

(
∇

(
∂fi

∂x2

)
(v)

)
· vt,

(
∇

(
∂fi

∂x3

)
(v)

)
· vt

)
,

segue, então, da expressão para
d2

dt2
(f (v)), que

∣∣∣∣
d2

dt2
(f (v))

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
((

d

dt
∇f1 (v)

)
· vt,

(
d

dt
∇f2 (v)

)
· vt,

(
d

dt
∇f3 (v)

)
· vt

)∣∣∣∣ +

+ |(∇f1 (v) .vtt,∇f2 (v) .vtt,∇f3 (v) .vtt)| ≤

≤
(

3∑
i=1

∣∣∣∣
(

d

dt
∇fi (v)

)∣∣∣∣
2

|vt|2
) 1

2

+

(
3∑

i=1

|∇fi (v)|2 |vtt|2
) 1

2

≤

≤ |vt|
(

3∑
i=1

3∑
j=1

∣∣∣∣∇
(

∂fi

∂xj

)
(v)

∣∣∣∣
2

|vt|2
) 1

2

+ |vtt| |∇f (v)| ,

e, pela hipótese (A1),
∣∣∣∣
d2

dt2
(f (v))

∣∣∣∣ ≤ C3 |v|p−2 |vt|2 + C2 |v|p−1 |vtt| .

Usando a desigualdade de Holder vemos que

∥∥∥∥
d2

dt2
(f (v (t)))

∥∥∥∥
2

≤ 2C2
3

(∫

Ω

|v (t)|6(p−2) dx

) 1
3
(∫

Ω

|vt (t)|6 dx

) 2
3

+

+ 2C2
2 ‖v (t)‖2(p−1)

∞ ‖vtt (t)‖2

= 2C2
3 ‖v (t)‖2(p−2)

6(p−2) ‖vt (t)‖4
6 + 2C2

2 ‖v (t)‖2(p−1)
∞ ‖vtt (t)‖2 ,

onde usamos o fato que v (t) , vt (t) ∈ (H1
0 (Ω))

3
↪→ (Lq (Ω))3, 2 ≤ q ≤ 6, e v (t) ∈

(H2 (Ω))
3

↪→ (L∞ (Ω))3.Assim,
∥∥∥∥

d2

dt2
(f (v (t)))

∥∥∥∥ ≤ C ‖v (t)‖p−2

(H1
0 (Ω))

3 ‖vt (t)‖2

(H1
0 (Ω))

3 +

+ ‖v (t)‖p−1

(H2(Ω))3
‖vtt (t)‖ . (1.45)

De (1.44) e (1.45) deduzimos que

f (v) ∈ C2([0, T ];
(
L2 (Ω)

)3
),

o que conclui a demonstração do Lema. ¤
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Lema 1.9 (Estimativas sobre a não linearidade) Existe constante C > 0 tal que, ∀ v ∈ Yf ,

‖f (v)‖Yf
≤ C ‖v‖p

Yf
.

Demonstração: Seja v ∈ Yf . De (1.38)-(1.40) temos que

‖f (v (t))‖
(H2(Ω)∩H1

0 (Ω))
3 ≤ C ‖v (t)‖p

(H1
0 (Ω))

3 +

+C ‖v (t)‖p−1

(H2(Ω))3
‖v (t)‖

(H1
0 (Ω))

3 + C ‖v (t)‖p

(H2(Ω))3
,

ou seja,

‖f (v (t))‖
(H2(Ω)∩H1

0 (Ω))
3 ≤ C ‖v (t)‖p

(H2(Ω))3
.

Portanto,

‖f (v)‖
C([0,T ];(H2(Ω)∩H1

0 (Ω))
3
)
≤ C ‖v‖p

C([0,T ];(H2(Ω)∩H1
0 (Ω))

3
)
. (1.46)

Por outro lado, de (1.42) e (1.43) obtemos
∥∥∥∥

d

dt
(f (v (t)))

∥∥∥∥
(H1

0 (Ω))
3
≤ C ‖v (t)‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖vt (t)‖
(H1

0 (Ω))
3

+ C ‖v (t)‖p−1

(H2(Ω))3
‖vt (t)‖

(H1
0 (Ω))

3 .

Disto, e de (1.46), segue que

‖f (v)‖
C1([0,T ];(H1

0 (Ω))
3
)
≤ C ‖v‖p

C([0,T ];(H2(Ω)∩H1
0 (Ω))

3
)
+ C ‖v‖p

C1([0,T ];(H1
0 (Ω))

3
)

+ C ‖v‖p−1

C([0,T ];(H2(Ω)∩H1
0 (Ω))

3
)
‖v‖

C1([0,T ];(H1
0 (Ω))

3
)
. (1.47)

Por último, de (1.45), obtemos
∥∥∥∥

d2

dt2
(f (v (t)))

∥∥∥∥ ≤ C ‖v (t)‖p−2

(H1
0 (Ω))

3 ‖vt (t)‖2

(H1
0 (Ω))

3

+ C ‖v (t)‖p−1

(H2(Ω))3
‖vtt (t)‖ ,

que, junto com (1.47), nos dá

‖f (v)‖C2([0,T ];(L2(Ω))3) ≤ C ‖v‖p

C([0,T ];(H2(Ω)∩H1
0 (Ω))

3
)
+ C ‖v‖p

C1([0,T ];(H1
0 (Ω))

3
)
+

+ C ‖v‖p−1

C([0,T ];(H2(Ω)∩H1
0 (Ω))

3
)
‖v‖C2([0,T ];(L2(Ω))3) +

+ C ‖v‖p−1

C([0,T ];(H2(Ω)∩H1
0 (Ω))

3
)
‖v‖

C1([0,T ];(H1
0 (Ω))

3
)
. (1.48)
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De (1.46)-(1.48) conclui-se, finalmente, que existe C > 0 tal que

‖f (v)‖Yf
≤ C ‖v‖p

Yf
. ¤

Estimativas para o Problema Não Homogêneo

Os resultados demonstrados acima serão utilizados na obtenção das estimativas para

o problema não homogêneo. Seja Ũ = (ũ, ṽ), com ũ, ṽ ∈ Yf . Então, pelo Lema 1.8,

F
(
Ũ

)
= (0, f (ṽ) + ũ) ∈ C2 ([0, T ] ; X) ∩ C1 ([0, T ] ; D (A)). Logo, pelo Teorema 1.3, se

U0 ∈ D (A2), o problema 



dU

dt
= AU + F

(
Ũ

)

U (0) = U0,
(1.49)

possui única solução U = (u, ut) tal que U ∈ C ([0, T ] ; D (A2)) ∩ C1 ([0, T ] ; D (A)) ∩
C2 ([0, T ] ; X).

Vamos denotar

Y = C
(
[0, T ]; D

(A2
)) ∩ C1 ([0, T ] ; D (A)) ∩ C2 ([0, T ] ; X) . (1.50)

Y é um espaço de Banach com a norma

‖U‖Y = sup
[0,T ]

‖U (t)‖D(A2) + sup
[0,T ]

‖Ut (t)‖D(A) + sup
[0,T ]

‖Utt (t)‖X .

Primeira Estimativa. Tem-se, pelo Teorema 1.3, que

‖U (t)‖X ≤ ‖U0‖X +

∫ t

0

∥∥∥F
(
Ũ (s)

)∥∥∥
X

ds.

Mas, pelo Lema 1.9,

∥∥∥F
(
Ũ (s)

)∥∥∥
X
≤ ‖f (ṽ (s))‖+ ‖ũ (s)‖ ≤ ‖f (ṽ)‖Yf

+ ‖ũ (s)‖ ≤

≤ C ‖ṽ‖p
Yf

+ ‖ũ (s)‖ ≤ C

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
,

logo,

‖U (t)‖X ≤ ‖U0‖X + CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
, 0 ≤ t < T. (1.51)

Segunda Estimativa. Novamente do Teorema 1.3, temos que

‖Ut (t)‖X ≤ ‖AU0‖X +
∥∥∥F

(
Ũ (0)

)∥∥∥
X

+

∫ t

0

∥∥∥∥
d

ds
F

(
Ũ (s)

)∥∥∥∥
X

ds.
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Note que, por (1.38) do Lema 1.8,

∥∥∥F
(
Ũ (0)

)∥∥∥
X
≤ ‖f (ṽ (0))‖+ ‖ũ (0)‖ ≤ ‖ũ (0)‖+ C ‖ṽ (0)‖p

(H1
0 (Ω))

3 ,

e, do Lema 1.9,
∥∥∥∥

d

ds
F

(
Ũ (s)

)∥∥∥∥
X

≤
∥∥∥∥

d

ds
f (ṽ (s))

∥∥∥∥ + ‖ũs (s)‖ ≤ ‖f (ṽ)‖Yf
+ ‖ũs (s)‖ ≤

≤ C ‖ṽ‖p
Yf

+ ‖ũs (s)‖ ≤ C

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
,

logo,

‖Ut (t)‖X ≤ ‖AU0‖X + C

(
‖ũ (0)‖+ ‖ṽ (0)‖p

(H1
0 (Ω))

3

)
+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
, (1.52)

para 0 ≤ t < T .

Terceira Estimativa. Da última identidade do Teorema 1.3, vemos que

‖Utt (t)‖X ≤
∥∥A2U0

∥∥
X

+
∥∥∥AF

(
Ũ (0)

)∥∥∥
X

+

+

∥∥∥∥
d

dt
F

(
Ũ

)
(0)

∥∥∥∥
X

+

∫ t

0

∥∥∥∥
d2

ds2
F

(
Ũ (s)

)∥∥∥∥
X

ds. (1.53)

Observemos que, por (1.38) e (1.39) do Lema 1.8,

∥∥∥AF
(
Ũ (0)

)∥∥∥
X

= ‖(f (ṽ (0)) + ũ (0) ,−f (ṽ (0))− ũ (0))‖X ≤

≤
(
‖f (ṽ (0))‖

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ũ (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖f (ṽ (0))‖+ ‖ũ (0)‖

)

≤ C

(
‖ṽ (0)‖p−1

(H2(Ω))3
‖ṽ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ṽ (0)‖p

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ũ (0)‖
(H1

0 (Ω))
3

)
.

Além disso, por (1.42),
∥∥∥∥

d

dt
F

(
Ũ

)
(0)

∥∥∥∥
X

≤
∥∥∥∥

d

dt
f (ṽ (0))

∥∥∥∥ + ‖ũt (0)‖ ≤

≤ C ‖ṽ (0)‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽt (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ũt (0)‖ .

Por último temos, usando o Lema 1.9, que
∥∥∥∥

d2

ds2
F

(
Ũ (s)

)∥∥∥∥
X

≤
∥∥∥∥

d2

ds2
f (ṽ (s))

∥∥∥∥ + ‖ũss (s)‖ ≤ ‖f (ṽ)‖Yf
+ ‖ũss (s)‖ ≤

≤ C ‖ṽ‖p
Yf

+ ‖ũss (s)‖ ≤ C

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
.
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Segue de (1.53) que

‖Utt (t)‖X ≤
∥∥A2U0

∥∥
X

+ C

(
‖ṽ (0)‖p−1

(H2(Ω))3
‖ṽ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3

)

+ C

(
‖ṽ (0)‖p

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ũ (0)‖
(H1

0 (Ω))
3

)

+ C ‖ṽ (0)‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽt (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ũt (0)‖+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
,

ou seja,

‖Utt (t)‖X ≤ ∥∥A2U0

∥∥
X

+ C

(
‖ṽ (0)‖p

(H2(Ω))3
+ ‖ũ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3

)
+

+ C ‖ṽ (0)‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽt (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ũt (0)‖+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
(1.54)

para 0 ≤ t < T .

Quarta Estimativa. A partir de agora utilizamos explicitamente as equações de (1.49).

Claramente,

u− Lu = (−utt − ut + f (ṽ) + ũ) ∈ (
H1

0 (Ω)
)3

,

que, para cada t, é um problema eĺıptico, logo

‖u (t)‖(H3(Ω))3 ≤ C

(
‖utt (t)‖

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ut (t)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖f (ṽ (t))‖

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ũ (t)‖
(H1

0 (Ω))
3

)
,

ou ainda, usando (1.52), (1.54),

‖u (t)‖(H3(Ω))3 ≤ C
∥∥A2U0

∥∥
X

+ C

(
‖ṽ (0)‖p

(H2(Ω))3
+ ‖ũ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3

)
+

+C ‖ṽ (0)‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽt (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ũt (0)‖+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)

+C

(
‖f (ṽ (t))‖

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ũ (t)‖
(H1

0 (Ω))
3

)
.

Observemos que

f (ṽ (t)) =

∫ t

0

d

ds
f (ṽ (s)) ds− f (ṽ (0)) ,

então,

‖f (ṽ (t))‖
(H1

0 (Ω))
3 ≤

∫ t

0

∥∥∥∥
d

ds
f (ṽ (s))

∥∥∥∥
(H1

0 (Ω))
3
ds + ‖f (ṽ (0))‖

(H1
0 (Ω))

3 .
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Logo, pelo Lema 1.9 e por (1.39),

‖f (ṽ (t))‖
(H1

0 (Ω))
3 ≤ T ‖f (ṽ)‖Yf

+ C ‖ṽ (0)‖p−1

(H2(Ω))3
‖ṽ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3 ≤

≤ CT ‖ṽ‖p
Yf

+ C ‖ṽ (0)‖p

(H2(Ω))3
≤

≤ CT
∥∥∥Ũ

∥∥∥
p

Y
+ C ‖ṽ (0)‖p

(H2(Ω))3
.

Por outro lado,

‖ũ (t)‖
(H1

0 (Ω))
3 ≤

∫ t

0

‖ũs (s)‖
(H1

0 (Ω))
3 ds + ‖ũ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3 ≤

≤ T
∥∥∥Ũ

∥∥∥
Y

+ ‖ũ (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 .

Conclúımos assim que

‖u (t)‖(H3(Ω))3 ≤ C
∥∥A2U0

∥∥
X

+ C

(
‖ṽ (0)‖p

(H2(Ω))3
+ ‖ũ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3

)
+

+C ‖ṽ (0)‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽt (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ũt (0)‖+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
,

para 0 ≤ t < T .

Quinta Estimativa. Também de (1.49), temos que

ut − Lut =

(
−uttt − utt +

d

dt
f (ṽ) + ũt

)
∈ (

L2 (Ω)
)3

,

logo

‖ut (t)‖(H2(Ω))3 ≤ C

(
‖uttt (t)‖+ ‖utt (t)‖+

∥∥∥∥
d

dt
f (ṽ (t))

∥∥∥∥ + ‖ũt (t)‖
)

.

Usando o mesmo racioćınio feito acima, conclúımos que

‖ut (t)‖(H2(Ω))3 ≤ C
∥∥A2U0

∥∥
X

+ C

(
‖ṽ (0)‖p

(H2(Ω))3
+ ‖ũ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3

)
+

+C

(
‖ṽ (0)‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽt (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ũt (0)‖

)
+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
,

para 0 ≤ t < T .

Conclusão: Das cinco estimativas anteriores conclúımos que existe uma constante C > 0

tal que

‖U‖Y ≤ C
∥∥A2U0

∥∥
X

+ C

(
‖ṽ (0)‖p

(H2(Ω))3
+ ‖ũ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3

)
+

+ C

(
‖ṽ (0)‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽt (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ũt (0)‖

)
+ (1.55)

+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
.
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Vamos agora demonstrar a existência de solução local de (1.1).

Teorema 1.4 Suponha que f satisfaz as hipóteses (A1) (na pg 8). Então, dado U0 =

(u0, u1) ∈ (H3 (Ω) ∩H1
0 (Ω))

3 × (H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω))

3
, com suppu0∪suppu1 ⊂ BR (0), existe

T0 > 0 tal que o problema (1.1) possui uma única solução (u, ut) na classe

(u, ut) ∈ C
(
[0, T0]; D

(A2
)) ∩ C1 ([0, T0] ; D (A)) ∩ C2 ([0, T0] ; X) .

Além disso, a solução (u, ut) satisfaz

(u, ut) = (0, 0) , se |x| ≥ ‖A‖√
C0

t + R, para 0 ≤ t ≤ T0,

onde ‖A‖ =

(
3∑

i,j=1

‖Aij‖2

) 1
2

e C0 é a constante de (1.2).

Demonstração: Ponhamos U1 = (u1, Lu0 − u0 − u1). Seja Y (definido em (1.50)) e K ≥ 1.

Defina o conjunto BK por

BK =





Ũ ∈ Y ; Ũ (0) = U0, Ũt (0) = U1,

Ũ = 0 se |x| ≥ ‖A‖√
C0

t + R, tal que
∥∥∥Ũ

∥∥∥
Y
≤ K





onde K ≥ 1 será escolhido posteriormente. Na bola BK definimos a seguinte aplicação:

Φ : BK −→ Y

Ũ =


 ũ

ṽ


 −→ U =


 u

v


 ,

sendo U a solução de

U (t) = T (t) U0 +

∫ t

0

T (t− s) F
(
Ũ (s)

)
ds, (1.56)

com

F
(
Ũ

)
=


 0

f (ṽ) + ũ


 .

Notemos inicialmente que a aplicação Φ está bem definida. De fato, se Ũ = (ũ, ṽ) ∈ BK

então ṽ ∈ Yf ( Yf definido na pg 27) e, pelo Lema 1.8, f (ṽ) ∈ Yf . Assim, f (ṽ) + ũ ∈ Yf
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e, consequentemente, F
(
Ũ

)
∈ Y . Portanto, pelo Teorema 1.3, a existência e unicidade de

solução de (1.56) está garantida. Além disso, como Ũ = (0, 0) para |x| ≥ ‖A‖√
C0

t + R tem-se,

pela hipótese (A1), que F
(
Ũ

)
= (0, 0) se |x| ≥ ‖A‖√

C0
t+R. Segue, do Lema 1.7, que a solução

U de (1.56) satisfaz U = (0, 0) se |x| ≥ ‖A‖√
C0

t + R.

Observemos também que BK é um subespaço fechado do espaço de Banach Y . Mostremos

então que Φ é uma contração sobre BK .

a) Φ (BK) ⊂ BK se T > 0 é suficientemente pequeno.

Com efeito, seja Ũ ∈ BK . Então existe Φ
(
Ũ

)
= U ∈ Y solução de (1.56). De (1.55)

sabemos que existe uma constante C > 0 tal que

‖U‖Y ≤ C
∥∥A2U0

∥∥
X

+ C

(
‖u1‖p

(H2(Ω))3
+ ‖u0‖(H1

0 (Ω))
3

)
+

+ C

(
‖u1‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖Lu0 − u0 − u1‖(H1
0 (Ω))

3 + ‖u1‖
)

+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
.

Pondo

K1 = C
∥∥A2U0

∥∥
X

+ C

(
‖u1‖p

(H2(Ω))3
+ ‖u0‖(H1

0 (Ω))
3

)
+

+ C

(
‖u1‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖Lu0 − u0 − u1‖(H1
0 (Ω))

3 + ‖u1‖
)

,

então

‖U‖Y ≤ K1 + CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
.

Mas Ũ ∈ BK , logo

‖U‖Y ≤ K1 + CT (Kp + K) .

Vamos escolher K ≥ 1 tal que K1 ≤ K

2
. Dessa forma,

‖U‖Y ≤
K

2
+ CTKp.

Se escolhermos T > 0 tal que

CTKp−1 ≤ 1

2
(1.57)

então

‖U‖Y ≤ K.
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Conclusão: Com as escolhas de K e T feitas acima, teremos que

∥∥∥Φ
(
Ũ

)∥∥∥
Y
≤ K,

o que mostra que Φ (BK) ⊂ BK .

b) Φ é uma contração. Sejam

Ũ =


 ũ

ṽ


 , W̃ =


 w̃

z̃


 ∈ BK .

Então existem

U =


 u

v


 ,W =


 w

z


 ∈ BK

soluções de (1.56) tais que

Φ
(
Ũ

)
= U e Φ

(
W̃

)
= W.

Chamando V = U −W tem-se que V é solução do problema não homogêneo




dV

dt
= AV + F

(
Ũ

)
− F

(
W̃

)

V (0) = 0.
(1.58)

Segue do Teorema 1.3 que valem as seguintes desigualdades

‖V (t)‖X ≤
∫ t

0

∥∥∥F
(
Ũ (s)

)
− F

(
W̃ (s)

)∥∥∥
X

ds, (1.59)

‖Vt (t)‖X ≤
∫ t

0

∥∥∥∥
d

ds

(
F

(
Ũ (s)

)
− F

(
W̃ (s)

))∥∥∥∥
X

ds, (1.60)

‖Vtt (t)‖X ≤
∫ t

0

∥∥∥∥
d2

ds2

(
F

(
Ũ (s)

)
− F

(
W̃ (s)

))∥∥∥∥
X

ds. (1.61)

Façamos separadamente as estimativas.

Observação 1.5 Com C
(
‖ṽ‖(H2(Ω))3 , ‖z̃‖(H2(Ω))3

)
estaremos denotando uma

constante genérica, que depende de ‖ṽ‖(H2(Ω))3 e ‖z̃‖(H2(Ω))3.

Primeira Estimativa. Temos que

∥∥∥F
(
Ũ (s)

)
− F

(
W̃ (s)

)∥∥∥
X
≤ ‖{f (ṽ (s)) + ũ (s)} − {f (z̃ (s)) + w̃ (s)}‖ ≤

≤ ‖f (ṽ (s))− f (z̃ (s))‖+ ‖ũ (s)− w̃ (s)‖ .

39



Mas, pela hipótese (A1),

‖f (ṽ (s))− f (z̃ (s))‖2 ≤
∫

Ω

C (|ṽ (s)| , |z̃ (s)|) |ṽ (s)− z̃ (s)|2 dx ≤

≤ C
(
‖ṽ (s)‖(H2(Ω))3 , ‖z̃ (s)‖(H2(Ω))3

)
‖ṽ (s)− z̃ (s)‖2 ,

logo ∥∥∥F
(
Ũ (s)

)
− F

(
W̃ (s)

)∥∥∥
X
≤ M1

(∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

,
∥∥∥W̃

∥∥∥
Y

) ∥∥∥Ũ − W̃
∥∥∥
Y

.

De (1.59) segue que

∥∥∥Φ
(
Ũ (t)

)
− Φ

(
W̃ (t)

)∥∥∥
X
≤ M1

(∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

,
∥∥∥W̃

∥∥∥
Y

)
T

∥∥∥Ũ − W̃
∥∥∥
Y

. (1.62)

Segunda Estimativa. Observemos que
∥∥∥∥

d

ds

(
F

(
Ũ (s)

)
− F

(
W̃ (s)

))∥∥∥∥
X

≤
∥∥∥∥

d

ds
f (ṽ (s))− d

ds
f (z̃ (s))

∥∥∥∥ + ‖ũs (s)− w̃s (s)‖ .

Porém, pela hipótese (A1),

∥∥∥∥
d

ds
f (ṽ (s))− d

ds
f (z̃ (s))

∥∥∥∥
2

=

∫

Ω

3∑
i=1

|∇fi (ṽ (s)) · ṽs (s)−∇fi (z̃ (s)) · z̃s (s)|2 dx ≤

≤ 2

∫

Ω

3∑
i=1

|∇fi (ṽ (s)) · ṽs (s)−∇fi (z̃ (s)) · ṽs (s)|2 dx+

+2

∫

Ω

3∑
i=1

|∇fi (z̃ (s)) · ṽs (s)−∇fi (z̃ (s)) · z̃s (s)|2 dx

≤
∫

Ω

|ṽs (s)|2 C (|ṽ (s)| , |z̃ (s)|) |ṽ (s)− z̃ (s)|2 dx+

+C

∫

Ω

|z̃ (s)|2(p−1) |ṽs (s)− z̃s (s)|2 dx.

Logo
∥∥∥∥

d

ds
f (ṽ (s))− d

ds
f (z̃ (s))

∥∥∥∥ ≤

≤ C
(
‖ṽ (s)‖(H2(Ω))3 , ‖z̃ (s)‖(H2(Ω))3

)
‖ṽs (s)‖2 ‖ṽ (s)− z̃ (s)‖2

(H2(Ω))3 +

+C ‖z̃ (s)‖2(p−2)

(H2(Ω))3
‖ṽs (s)− z̃s (s)‖2 .

Assim,
∥∥∥∥

d

ds

(
F

(
Ũ (s)

)
− F

(
W̃ (s)

))∥∥∥∥
X

≤ M2

(∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

,
∥∥∥W̃

∥∥∥
Y

)∥∥∥Ũ − W̃
∥∥∥
Y

.
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De (1.60) segue que
∥∥∥∥

d

dt

(
Φ

(
Ũ (t)

)
− Φ

(
W̃ (t)

))∥∥∥∥
X

≤ M2

(∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

,
∥∥∥W̃

∥∥∥
Y

)
T

∥∥∥Ũ − W̃
∥∥∥
Y

. (1.63)

Terceira Estimativa. Temos que
∥∥∥∥

d2

ds2

(
F

(
Ũ (s)

)
− F

(
W̃ (s)

))∥∥∥∥
X

≤
∥∥∥∥

d2

ds2
f (ṽ (s))− d2

ds2
f (z̃ (s))

∥∥∥∥ + ‖ũss (s)− w̃ss (s)‖ .

Mas
∥∥∥∥

d2

ds2
f (ṽ)− d2

ds2
f (z̃)

∥∥∥∥
2

≤ 2

∫

Ω

3∑
i=1

|∇fi (ṽ) · ṽss −∇fi (z̃) · z̃ss|2 dx+

+ 2

∫

Ω

3∑
i=1

∣∣∣∣
(

d

ds
∇fi (ṽ)

)
· ṽs −

(
d

ds
∇fi (z̃)

)
· z̃s

∣∣∣∣
2

dx.

Note porém que

∫

Ω

3∑
i=1

|∇fi · ṽss −∇fi (z̃) · z̃ss|2 dx ≤ 2

∫

Ω

|ṽss|2
3∑

i=1

|∇fi (ṽ)−∇fi (z̃)|2 dx+

+ 2

∫

Ω

|ṽss − z̃ss|2
3∑

i=1

|∇fi (z̃)|2 dx

e

∫

Ω

3∑
i=1

∣∣∣∣
(

d

ds
∇fi (ṽ)

)
· ṽs −

(
d

ds
∇fi (z̃)

)
· z̃s

∣∣∣∣
2

dx ≤

2

∫

Ω

|ṽs|2
3∑

i=1

∣∣∣∣
(

d

ds
∇fi (ṽ)

)
−

(
d

ds
∇fi (z̃)

)∣∣∣∣
2

dx + 2

∫

Ω

|ṽs − z̃s|2
3∑

i=1

∣∣∣∣
d

ds
∇fi (z̃)

∣∣∣∣
2

dx ≤

4

∫

Ω

|ṽs|4
3∑

i,j=1

∣∣∣∣∇
(

∂fi

∂xj

)
(ṽ)−∇

(
∂fi

∂xj

)
(z̃)

∣∣∣∣
2

dx + 4

∫

Ω

|ṽs|2 |ṽs − z̃s|2
3∑

i,j=1

∣∣∣∣∇
(

∂fi

∂xj

)
(z̃)

∣∣∣∣
2

dx

+2

∫

Ω

|ṽs − z̃s|2
3∑

i=1

∣∣∣∣
d

ds
∇fi (z̃)

∣∣∣∣
2

dx.

Segue então, pela Hipótese (A1), que

∥∥∥∥
d2

ds2
f (ṽ)− d2

ds2
f (z̃)

∥∥∥∥
2

≤ C
(
‖ṽ‖(H2(Ω))3 , ‖z̃‖(H2(Ω))3

) ∫

Ω

|ṽss|2 |ṽ − z̃|2 dx+

+C

∫

Ω

|z̃|2(p−1) |ṽss − z̃ss|2 dx + C
(
‖ṽ‖(H2(Ω))3 , ‖z̃‖(H2(Ω))3

) ∫

Ω

|ṽs|4 |ṽ − z̃|2 dx+

+C

∫

Ω

|ṽs|2 |ṽs − z̃s|2 |z̃|2(p−2) dx + C

∫

Ω

|z̃s|2 |ṽs − z̃s|2 |z̃|2(p−2) dx,
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ou ainda,

∥∥∥∥
d2

ds2
f (ṽ)− d2

ds2
f (z̃)

∥∥∥∥
2

≤ C
(
‖ṽ‖(H2(Ω))3 , ‖z̃‖(H2(Ω))3

)
‖ṽss‖2 ‖ṽ − z̃‖2

(H2(Ω))3 +

C ‖z̃‖2(p−1)

(H2(Ω))3
‖ṽss − z̃ss‖2 + C

(
‖ṽ‖(H2(Ω))3 , ‖z̃‖(H2(Ω))3

)
‖ṽs‖4

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽ − z̃‖2
(H2(Ω))3 +

C ‖z̃‖2(p−2)

(H2(Ω))3
‖ṽs‖2

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽs − z̃s‖2

(H1
0 (Ω))

3 + C ‖z̃‖2(p−2)

(H2(Ω))3
‖z̃s‖2

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽs − z̃s‖2

(H1
0 (Ω))

3 .

Portanto,

∥∥∥∥
d2

ds2

(
F

(
Ũ (s)

)
− F

(
W̃ (s)

))∥∥∥∥
X

≤ M3

(∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

,
∥∥∥W̃

∥∥∥
Y

) ∥∥∥Ũ − W̃
∥∥∥
Y

.

De (1.61) segue que

∥∥∥∥
d2

dt2

(
Φ

(
Ũ (t)

)
− Φ

(
W̃ (t)

))∥∥∥∥
X

≤ M3

(∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

,
∥∥∥W̃

∥∥∥
Y

)
T

∥∥∥Ũ − W̃
∥∥∥
Y

. (1.64)

Quarta Estimativa. u e w satisfazem

u− Lu = (−utt − v + f (ṽ) + ũ) ,

w − Lw = (−wtt − z + f (z̃) + w̃)

e, portanto,

(u− w)− L (u− w) = {− (utt − wtt)− (v − z) + (f (ṽ)− f (z̃)) + (ũ− w̃)} ∈ (
H1

0 (Ω)
)3

.

De (1.63) e (1.64) segue que

‖u− w‖(H3(Ω))3 ≤ C

(∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

,
∥∥∥W̃

∥∥∥
Y

)
T

∥∥∥Ũ − W̃
∥∥∥
Y

+

+ ‖f (ṽ)− f (z̃)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ũ− w̃‖

(H1
0 (Ω))

3 .

Como ṽ (0) = z̃ (0), então

f (ṽ (t))− f (z̃ (t)) =

∫ t

0

d

ds
(f (ṽ (s))− f (z̃ (s))) ds.

Obtemos então, de modo similar ao que foi feito nas estimativas anteriores, que

‖f (ṽ)− f (z̃)‖
(H1

0 (Ω))
3 ≤ T

∥∥∥∥
d

ds
(f (ṽ)− f (z̃))

∥∥∥∥
(H1

0 (Ω))
3
≤ C

(∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

,
∥∥∥W̃

∥∥∥
Y

)
T

∥∥∥Ũ − W̃
∥∥∥
Y

.
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Do mesmo modo,

‖ũ− w̃‖
(H1

0 (Ω))
3 ≤

∫ t

0

‖ṽs (s)− z̃s (s)‖
(H1

0 (Ω))
3 ds ≤ T

∥∥∥Ũ − W̃
∥∥∥
Y

.

Portanto,

‖u (t)− w (t)‖(H3(Ω))3 ≤ M4

(∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

,
∥∥∥W̃

∥∥∥
Y

)
T

∥∥∥Ũ − W̃
∥∥∥
Y

.

Quinta Estimativa. Sabemos que u e w satisfazem

ut − Lut =

(
−uttt − vt +

d

dt
f (ṽ) + ũt

)
,

wt − Lwt =

(
−wttt − zt +

d

dt
f (z̃) + w̃t

)

e, portanto,

(ut − wt)− L (ut − wt) =
{
− (uttt − wttt)− (vt − zt) +

d

dt
(f (ṽ)− f (z̃)) + (ũt − w̃t)

}
∈ (

L2 (Ω)
)3

.

Pelo mesmo racioćınio usado acima, conclúımos que

‖ut (t)− wt (t)‖(H2(Ω))3 ≤ M5

(∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

,
∥∥∥W̃

∥∥∥
Y

)
T

∥∥∥Ũ − W̃
∥∥∥
Y

.

Estimativa Final: Das cinco estimativas feitas anteriormente, conclúımos que existe con-

stante M6 = M6 (K), tal que

∥∥∥Φ
(
Ũ

)
− Φ

(
W̃

)∥∥∥
Y
≤ M6 (K) T

∥∥∥Ũ − W̃
∥∥∥
Y

.

Escolhemos agora T > 0 de tal forma que

M6 (K) T < 1. (1.65)

Segue que Φ é uma contração em BK .Tomemos T0 > 0 pequeno que satisfaça (1.57) e (1.65) .

Então, pelo Teorema do Ponto Fixo, existe um único U ∈ BK tal que

Φ (U) = U,

ou seja, existe única solução (u, ut) tal que

(u, ut) = C
(
[0, T0]; D

(A2
)) ∩ C1 ([0, T0] ; D (A)) ∩ C2 ([0, T0] ; X)
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e 



utt −
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
+ ut = f (ut) , em Ω× (0,∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), em Ω

u = 0, em Γ× (0,∞),

com

(u, ut) = (0, 0) se |x| ≥ ‖A‖√
C0

t + R. ¤

1.2.3 Existência Global e Decaimento da Solução

Antes do resultado principal, alguns lemas auxiliares serão enunciados.

Lema 1.10 (Veja [34], Lema 7.4) Se β > 1, então existe uma constante

c = c (β) tal que ∫ t

0

(1 + t− s)−
1
2 (1 + s)−β ds ≤ c (1 + t)−

1
2

e ∫ t

0

(1 + t− s)−1 (1 + s)−β ds ≤ c (1 + t)−1 ,

∀ t ≥ 0.

Lema 1.11 (Gagliardo-Nirenberg, [34]) seja Ω ⊆ Rn, 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ e j, m dois inteiros

com 0 ≤ j < m. Se
1

p
=

j

n
+ a

(
1

r
− m

n

)
+

(1− a)

q

para algum a ∈ [
j
m

, 1
] (

a < 1 se r > 1 e m− j − n
r

= 0
)
, então existe uma constante

C = C (n,m, j, p, q, r) tal que

∑

|α|=j

‖Dαu‖Lp(Ω) ≤ C


 ∑

|α|=m

‖Dαu‖Lr(Ω)




a

‖u‖1−a
Lq(Ω) ,

para toda u ∈ Wm,r
0 (Ω) ∩ Lq (Ω).

Corolário 1.1 Seja 1 ≤ r ≤ q ≤ 6 e n = 3. Então, se u ∈ (H1
0 (Ω))

3
, tem-se

‖u‖q ≤ K0 ‖u‖1−θ
r

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dx

) θ
2

,
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com

θ =

(
1

r
− 1

q

) (
1

3
− 1

2
+

1

r

)−1

.

Demonstração: Sabemos que ui ∈ H1
0 (Ω), i = 1, 2 e 3, então

3∑
i=1

∥∥ui
∥∥q

q
≤ kq

3∑
i=1

∥∥ui
∥∥(1−θ)q

r

∥∥∇ui
∥∥θq ≤

≤ kq

3∑
i=1

‖u‖(1−θ)q
r

(
3∑

i=1

∥∥∇ui
∥∥2

) θq
2

≤ 3kq ‖u‖(1−θ)q
r

(
3∑

i=1

∥∥∇ui
∥∥2

) θq
2

,

donde, por (1.2), obtem-se

‖u‖q ≤ q
√

3K ‖u‖1−θ
r

(
3∑

i=1

∥∥∇ui
∥∥2

) θ
2

≤ K0 ‖u‖1−θ
r

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dx

) θ
2

. ¤

Notação 1.1 No que segue, vamos usar a notação

‖(u, v)‖2
E = ‖v‖2 +

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u

∂xj

· ∂u

∂xi

dx,

para indicar a Norma da Energia de um elemento (u, v) ∈ X.

Teorema 1.5 Sejam I0, I1 e I2 como em (1.11), (1.13) e (1.15). Suponha que f satisfaz as

hipóteses (A1). Dado (u0, u1) ∈ D
(
(A+ B)2), com suppu0∪suppu1 ⊂ BR (0), existe δ > 0

tal que se I3 ≡ I0 + I1 + I2 < δ, então o problema (1.1) possui uma única solução (u, ut) tal

que

(u, ut) ∈ C
(
[0,∞); D

(
(A+ B)2)) ∩ C1 ([0,∞); D (A+ B)) ∩ C2 ([0,∞); X)

satisfazendo

‖u (·, t)‖ ≤ KI3 (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0, (1.66)

e

‖(u (·, t) , ut(·, t)‖E + ‖(ut (·, t) , utt(·, t)‖E + ‖Lu (·, t)‖+

+ ‖(utt (·, t) , uttt(·, t)‖E + ‖Lut (·, t)‖ ≤ KI3 (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0, (1.67)

onde K é uma constante positiva.
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Demonstração: A existência de uma solução local (u, ut) ∈ C ([0, Tmax); D (A2))∩
C1 ([0, Tmax); D (A)) ∩ C2 ([0, Tmax); X) de (1.1) foi mostrada na subseção anterior.

Para concluir a existência de solução global, é suficiente obter estimativas a priori no inter-

valo maximal de existência. A idéia é, então, fazer estimativas sobre

(u (t) , ut (t)) utilizando a fórmula de variação de parâmetros

U (t) = S (t) U0 +

∫ t

0

S (t− s) F (s) ds, (1.68)

onde

U (t) =


 u

ut


 , U0 =


 u0

u1


 , F (s) =


 0

f (us)




e S (t) denota o Semigrupo em X, dado pelo Teorema 1.1, associado ao problema linear.

Recordemos que S (t) é o Semigrupo de classe C0 gerado pelo operador A + B. Observe

que, conforme comentamos no ińıcio da seção 1.2, estamos considerando o problema (1.1)

na forma (1.29).

Notemos inicialmente que, pelo Teorema 1.2,

‖S (t) U0‖E ≤ CI0 (1 + t)−1 , (1.69)

∥∥∥∥
d

dt
S (t) U0

∥∥∥∥
E

≤ CI1 (1 + t)−1 , (1.70)

e ∥∥∥∥
d2

dt2
S (t) U0

∥∥∥∥
E

≤ CI2 (1 + t)−1 . (1.71)

Seja K > 1 uma constante a ser fixada posteriormente, de modo conveniente, tal que

‖u0‖ < KI3 (1.72)

e

‖(u0, u1)‖E + ‖(u1, utt (0))‖E + ‖Lu0‖+ ‖(utt (0) , uttt (0))‖E + ‖Lu1‖ < KI3. (1.73)

Observação 1.6 Da definição de I3 (dada no Teorema 1.5), vemos que existe uma constante

C > 0 tal que

‖u0‖ ≤ CI0 ≤ CI3
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e

‖(u0, u1)‖E + ‖(u1, utt (0))‖E + ‖Lu0‖+

+ ‖(utt (0) , uttt (0))‖E + ‖Lu1‖ ≤ C (I0 + I1 + I2) ≤ CI3,

donde
‖u0‖
I3

≤ C

e
1

I3

{‖(u0, u1)‖E + ‖(u1, utt (0))‖E + ‖Lu0‖+ ‖(utt (0) , uttt (0))‖E + ‖Lu1‖} ≤ C.

Vamos então, na discussão a seguir, escolher a constante K convenientemente, maior que a

constante C acima e que várias outras constantes positivas independentes de I3 (veja (1.104)-

(1.105)) e depois escolhemos I3 pequeno o qual combinado com argumentos de continuidade

dará o resultado do Teorema 1.5.

Suponhamos, por absurdo, que não vale

(1 + t)
1
2 ‖u (t)‖ ≤ KI3, em [0, Tmax), (1.74)

e

(1 + t) {‖u (t) , ut (t)‖E + ‖ut (t) , utt (t)‖E + ‖Lu (t)‖+

+ ‖utt (t) , uttt (·, t)‖E + ‖Lut (t)‖} ≤ KI3, em [0, Tmax).
(1.75)

Segue de (1.72)-(1.73) e da continuidade das funções

t −→ (1 + t)
1
2 ‖u (t)‖

e

t −→ (1 + t) {‖u (t) , ut (t)‖E + ‖ut (t) , utt (t)‖E + ‖Lu (t)‖+

+ ‖utt (t) , uttt (t)‖E + ‖Lut (t)‖}

que existe T ∈ (0, Tmax) satisfazendo

(i)

(1 + t)
1
2 ‖u (t)‖ < KI3, em [0, T ), (1.76)

47



(ii)

(1 + t) {‖u (t) , ut (t)‖E + ‖ut (t) , utt (t)‖E + ‖Lu (t)‖+

+ ‖utt (t) , uttt (·, t)‖E + ‖Lut (t)‖} < KI3, em [0, T ).
(1.77)

e

(iii)

(1 + T )
1
2 ‖u (T )‖ = KI3 (1.78)

ou

(1 + T ) {‖u (T ) , ut (T )‖E + ‖ut (T ) , utt (T )‖E + ‖Lu (T )‖+

+ ‖utt (T ) , uttt (T )‖E + ‖Lut (T )‖} = KI3.
(1.79)

Como suppu0∪suppu1 ⊂ BR (0), tem-se que

supp (u (·, t) , ut (·, t)) ⊂ Ω ∩BR+A0t, ∀ t ∈ [0, T ], (1.80)

onde

A0 =
1√
C0

(
3∑

i,j=1

‖Aij‖2

) 1
2

=
‖A‖√

C0

.

De (1.68) temos que

‖(u (t) , ut (t))‖E ≤ ‖S (t) U0‖E +

∫ t

0

‖S (t− s) F (s)‖E ds,

donde, utilizando (1.69) e a análise feita para o problema linear, obtemos

‖(u (t) , ut (t))‖E ≤ CI3 (1 + t)−1 + C

∫ t

0

(1 + t− s)−1 J (s) ds, (1.81)

onde

J (s) = ‖f (us (s))‖+ ‖|·| f (us (s))‖ .

Observemos porém que, pela hipótese (A1) e pelo Corolário 1.1,

‖f (us)‖ ≤ C1 ‖us‖p
2p ≤

≤ C1K
p
0 ‖us‖(1−θ)p

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂us

∂xj

· ∂us

∂xi

dx

) θp
2

,
(1.82)

com

0 < θ =

(
1

2
− 1

2p

)(
1

3

)−1

=
3 (p− 1)

2p
≤ 1,
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pois, por hipótese, 7
3

< p ≤ 3.

Assim, no intervalo [0, T ] onde vale (1.76)-(1.79), obtemos que

‖f (us (s))‖ ≤ C1K
p
0{KI3 (1 + s)−1}(1−θ)p{KI3 (1 + s)−1}θp =

= C1K
p
0K

pIp
3 (1 + s)−p .

(1.83)

Por outro lado,

‖|·| f (us (s))‖2 ≤ C2
1

∫

Ω

|x|2 |us (x, s)|2p dx =

= C2
1

∫

Ω∩BR+A0s

|x|2 |us (x, s)|2p dx ≤ C2
1 (R + A0s)

2 ‖us (·, s)‖2p
2p .

Aplicando então o Corolário 1.1, obtemos que

‖|·| f (us (s))‖ ≤ C1 (R + A0s) ‖us (s)‖p
2p ≤ C1 (R + A0s) Kp

0K
pIp

3 (1 + s)−p , (1.84)

no intervalo [0, T ] onde vale (1.76)-(1.79).

De (1.81)-(1.84) segue que

‖(u (t) , ut (t))‖E ≤ CI3 (1 + t)−1+C

∫ t

0

(1 + t− s)−1 C1K
p
0K

pIp
3 (1 + s)−p {(R + A0s)+1}ds.

Notando que (R + A0s) + 1 ≤ CR (1 + s) , com CR = max{R + 1, A0}, obtemos

‖(u (t) , ut (t))‖E ≤ CI3 (1 + t)−1 + CC1CRKp
0K

pIp
3

∫ t

0

(1 + t− s)−1 (1 + s)−p+1 ds.

Da hipótese 7
3

< p ≤ 3, vemos que −p + 1 < −1 e, portanto, pelo Lema 1.10 conclúımos que

‖(u (t) , ut (t))‖E ≤
(
CI3 + C̃RKp

0K
pIp

3

)
(1 + t)−1 , (1.85)

no intervalo [0, T ] onde vale (1.76)-(1.79), onde C̃R = CR max {C, C1, C2, C3}.
A estimativa para a norma (L2 (Ω))

3
da solução local u é obtida facilmente. Com efeito,

de (1.68) e de (1.9) do Teorema 1.2, obtemos que

‖u (t)‖ ≤ CI0 (1 + t)−
1
2 + C

∫ t

0

(1 + t− s)−
1
2 J (s) ds,

que, repetindo os cálculos feitos anteriormente, nos dá

‖u (t)‖ ≤ CI0 (1 + t)−
1
2 + CC1CRKp

0K
pIp

3

∫ t

0

(1 + t− s)−
1
2 (1 + s)−p+1 ds.
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Usando novamente o Lema 1.10, conclúımos que no intervalo [0, T ] onde vale (1.76)-(1.79),

tem-se que

‖u (t)‖ ≤
(
CI3 + C̃RKp

0K
pIp

3

)
(1 + t)−

1
2 . (1.86)

Derivando agora a equação (1.1) em t, e fazendo v = ut, vemos que





vtt − Lv + vt = g (v, vt) , em Ω× (0,∞)

v(x, 0) ≡ v0 (x) = u1(x), em Ω

vt(x, 0) ≡ v1 (x) = Lu0(x)− u1 (x) + f (u1 (x)) , em Ω

onde

g (v, vt) =
d

dt
(f (ut)) = (∇f1 (ut) · utt,∇f2 (ut) · utt,∇f3 (ut) · utt) .

Segue que, fazendo V (t) = (v (t) , vt (t)) e V0 = (u1, Lu0 − u1),

V (t) = S (t) V0 + S (t) F (0) +

∫ t

0

S (t− s) G (s) ds, (1.87)

onde G (s) = (0, g (us (s))).

Notando agora que S (t) V0 =
d

dt
S (t) U0, obtemos de (1.70) e (1.87) que

‖(v (t) , vt (t))‖E ≤ CI3 (1 + t)−1 + CJ (0) (1 + t)−1 +

+C

∫ t

0

(1 + t− s)−1 (‖g (us (s))‖+ ‖|·| g (us (s))‖) ds.
(1.88)

Da análise feita anteriormente sabemos que

J (0) = ‖f (u1)‖+ ‖|·| f (u1)‖ ≤ C1CRKp
0I

p
3 . (1.89)

Por outro lado, da hipótese (A1) segue que

‖g (us)‖2 ≤ C2
2

∫

Ω

|us|2(p−1) |uss|2 dx ≤

≤ C2
2

(∫

Ω

|us|2p dx

) p−1
p

(∫

Ω

|uss|2p dx

) 1
p

= C2
2 ‖us‖2(p−1)

2p ‖uss‖2
2p .
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Assim, usando o Corolário 1.1, obtemos

‖g (us)‖ ≤ C2 ‖us‖p−1
2p ‖uss‖2p ≤

≤ C2K
p−1
0 ‖us‖(1−θ)(p−1)

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂us

∂xj

· ∂us

∂xi

dx

) θ
2
(p−1)

×K0 ‖uss‖(1−θ)

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂uss

∂xj

· ∂uss

∂xi

dx

) θ
2

,

(1.90)

com θ =
3 (p− 1)

2p
.

Portanto, no intervalo [0, T ] onde vale (1.76)-(1.79), tem-se que

‖g (us (s))‖ ≤ C2K
p
0{KI3 (1 + s)−1}(1−θ)(p−1){KI3 (1 + s)−1}θ(p−1)·

·{KI3 (1 + s)−1}(1−θ){KI3 (1 + s)−1}θ = C2K
p
0K

pIp
3 (1 + s)−p . (1.91)

Por outro lado,

‖|·| g (us (s))‖2 ≤ C2
2

∫

Ω

|x|2 |us (x, s)|2(p−1) |uss (x, s)|2 dx ≤

≤ C2
2

∫

Ω∩BR+A0s

|x|2 |us (x, s)|2(p−1) |uss (x, s)|2 dx =

= C2
2 (R + A0s)

2

∫

Ω

|us (x, s)|2(p−1) |uss (x, s)|2 dx,

donde, usando o mesmo argumento da estimativa anterior, obtemos

‖|·| g (us (s))‖ ≤ C2K
p
0K

pIp
3 (R + A0s) (1 + s)−p . (1.92)

De (1.88)-(1.92) segue então que

‖(v (t) , vt (t))‖E ≤ CI3 (1 + t)−1 + C̃RKp
0I

p
3 (1 + t)−1 +

+C

∫ t

0

(1 + t− s)−1 C2K
p
0K

pIp
3 (1 + s)−p {(R + A0s) + 1}ds ≤

≤
(
CI3 + C̃RKp

0I
p
3

)
(1 + t)−1 + C̃RKp

0K
pIp

3

∫ t

0

(1 + t− s)−1 (1 + s)−p+1 ds.

Usando a desigualdade acima e o Lema 1.10 conclúımos que

‖(v (t) , vt (t))‖E ≤
(
CI3 + C̃RKp

0I
p
3 + C̃RKp

0K
pIp

3

)
(1 + t)−1 , (1.93)
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no intervalo [0, T ] onde vale (1.76)-(1.79).

Usando agora a própria equação (1.1) e as estimativas (1.83),(1.85) e (1.93), conclúımos

também que

‖Lu (t)‖ ≤
(
2CI3 + C̃RKp

0I
p
3 +

(
C1 + 2C̃R

)
Kp

0K
pIp

3

)
(1 + t)−1 , (1.94)

no intervalo [0, T ] onde vale (1.76)-(1.79).

Derivando novamente a equação (1.1) e fazendo w = vt = utt, vemos que





wtt − Lw + wt = h (ut, w, wt) , em Ω× (0,∞)

w(x, 0) = Lu0(x)− u1 (x) + f (u1 (x)) , em Ω

wt(x, 0) = Lu1(x)− Lu0(x) + u1 (x)− f (u1 (x)) + g (v0 (x) , v1 (x)) , em Ω

onde

h (ut, utt, uttt) =
d

dt
g (ut, utt) =

=

((
d

dt
∇f1 (ut)

)
· utt,

(
d

dt
∇f2 (ut)

)
· utt,

(
d

dt
∇f3 (ut)

)
· utt

)
+

+ (∇f1 (ut) .uttt,∇f2 (ut) .uttt,∇f3 (ut) .uttt) .

Segue que, fazendo W (t) = (w (t) , wt (t)) e W0 = (Lu0 − u1, Lu1 − Lu0 + u1),

W (t) = S (t) W0 + S (t)AF (0) + S (t) G (0) +

∫ t

0

S (t− s) H (s) ds, (1.95)

onde H (s) = (0, h (us (s) , uss (s) , usss (s))).

Notando agora que S (t) W0 =
d2

dt2
S (t) U0, obtemos de (1.71) e (1.95) que

‖(w (t) , wt (t))‖E ≤ CI3 (1 + t)−1 + ‖S (t)AF (0)‖E +

+C (‖g (u1)‖+ ‖|·| g (u1)‖) (1 + t)−1 +

+C

∫ t

0

(1 + t− s)−1 (‖h (us (s))‖+ ‖|·|h (us (s))‖) ds.

(1.96)
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Vamos estimar, separadamente, cada termo de (1.96). Notemos inicialmente que

‖S (t)AF (0)‖E =

∥∥∥∥∥∥
S (t)


 −f (u1)

f (u1)




∥∥∥∥∥∥
E

≤

≤ C

(
‖f (u1)‖(H1

0 (Ω))
3 + ‖f (u1)‖

)
(1 + t)−1 ≤

≤ C





(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂

∂xj

(f (u1)) · ∂

∂xi

(f (u1)) dx

) 1
2

+ 2 ‖f (u1)‖


 (1 + t)−1 ≤

≤ C





(∫

Ω

‖A‖
3∑

j=1

∣∣∣∣
∂

∂xj

(f (u1))

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

+ 2 ‖f (u1)‖


 (1 + t)−1 =

= C





√
‖A‖

(∫

Ω

3∑
i,j=1

∣∣∣∣∇fi (u1) · ∂u1

∂xj

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

+ 2 ‖f (u1)‖


 (1 + t)−1 ≤

≤ C





√
‖A‖

[∫

Ω

(
3∑

i=1

|∇fi (u1)|2
)(

3∑
j=1

∣∣∣∣
∂u1

∂xj

∣∣∣∣
2
)

dx

] 1
2

+ 2 ‖f (u1)‖


 (1 + t)−1 =

C





√
‖A‖

[∫

Ω

|∇f (u1)|2
3∑

j=1

∣∣∣∣
∂u1

∂xj

∣∣∣∣
2

dx

] 1
2

+ 2 ‖f (u1)‖


 (1 + t)−1 ,

que, usando (1.2) e a hipótese (A1), nos dá

‖S (t)AF (0)‖E ≤ C





√
‖A‖√
C0

[∫

Ω

C2
2 |u1|2(p−1)

3∑
i,j=1

Aij
∂u1

∂xj

· ∂u1

∂xi

dx

] 1
2

+ 2 ‖f (u1)‖


 (1 + t)−1

≤ C





√
‖A‖√
C0

C2 ‖u1‖p−1
∞

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u1

∂xj

· ∂u1

∂xi

dx

) 1
2

+ 2 ‖f (u1)‖


 (1 + t)−1 ,

onde usamos o fato que u1 ∈ (H2 (Ω))
3

↪→ (L∞ (Ω))3.

Portanto, usando (1.82) ,

‖S (t)AF (0)‖E ≤ C





√
‖A‖√
C0

C2C4 ‖u1‖p−1

(H2(Ω))3

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u1

∂xj

· ∂u1

∂xi

dx

) 1
2



 (1 + t)−1 +

+ C



2C1K

p
0 ‖u1‖(1−θ)p

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u1

∂xj

· ∂u1

∂xi

dx

) θp
2



 (1 + t)−1

≤ C

{
3
√
‖A‖√
C0

C2C4I
p−1
3 I3 + 2C1K

p
0I

(1−θ)p
3 Iθp

3

}
(1 + t)−1 ,
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ou seja,

‖S (t)AF (0)‖E ≤ CC5I
p
3 (1 + t)−1 . (1.97)

Por outro lado, temos de (1.90) e (1.92) que

‖g (u1)‖+ ‖|·| g (u1)‖ ≤ C2 (R + 1) Kp
0 ‖u1‖(1−θ)(p−1)

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u1

∂xj

· ∂u1

∂xi

dx

)
·

· ‖utt (0)‖(1−θ)

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂utt (0)

∂xj

· ∂utt (0)

∂xi

dx

) θ
2

≤ C2CRKp
0I

(1−θ)(p−1)
3 I

θ(p−1)
3 (‖Lu0‖+ ‖u1‖+ ‖f (u1)‖)(1−θ) ·

·
(
‖Lu0‖(H1

0 (Ω))
3 + ‖u1‖(H1

0 (Ω))
3 + ‖f (u1)‖(H1

0 (Ω))
3

)θ

≤ C̃RKp
0I

(p−1)
3 (2I3 + ‖f (u1)‖)(1−θ)

(
2I3 + ‖f (u1)‖(H1

0 (Ω))
3

)θ

.

Já sabemos porém, pela estimativa feita anteriormente, que

‖f (u1)‖ ≤ C1K
p
0I

p
3

e

‖f (u1)‖(H1
0 (Ω))

3 ≤ 3
√
‖A‖√
C0

C2C4I
p
3 ,

logo

‖g (u1)‖+ ‖|·| g (u1)‖ ≤ C̃RKp
0I

(p−1)
3 (2I3 + C1K

p
0I

p
3 )(1−θ)

(
2I3 +

3
√
‖A‖√
C0

C2C4I
p
3

)θ

≤ C5C̃RKp
0I

(p−1)
3 (I3 + Ip

3 ) ,

isto é,

‖g (u1)‖+ ‖|·| g (u1)‖ ≤ C5C̃RKp
0

(
IP
3 + I

(2p−1)
3

)
. (1.98)

Por último, observemos que

d

ds
(∇fi (us)) =

d

ds

(
∂fi

∂x1

(us) ,
∂fi

∂x2

(us) ,
∂fi

∂x3

(us)

)
=

=

((
∇

(
∂fi

∂x1

)
(us)

)
· uss,

(
∇

(
∂fi

∂x2

)
(us)

)
· uss,

(
∇

(
∂fi

∂x3

)
(us)

)
· uss

)
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segue, então, da expressão para h (us, uss, usss) que

|h (us, uss, usss)| ≤
∣∣∣∣
((

d

ds
∇f1 (us)

)
· uss,

(
d

ds
∇f2 (us)

)
· uss,

(
d

ds
∇f3 (us)

)
· uss

)∣∣∣∣ +

+ |(∇f1 (us) .usss,∇f2 (us) .usss,∇f3 (us) .usss)| ≤

≤
(

3∑
i=1

∣∣∣∣
(

d

dt
∇fi (us)

)∣∣∣∣
2

|uss|2
) 1

2

+

(
3∑

i=1

|∇fi (us)|2 |usss|2
) 1

2

≤

≤ |uss|
(

3∑
i=1

3∑
j=1

∣∣∣∣∇
(

∂fi

∂xj

)
(us)

∣∣∣∣
2

|uss|2
) 1

2

+ |usss| |∇f (us)|

e, pela hipótese (A1),

|h (us, uss, usss)| ≤ C3 |us|p−2 |uss|2 + C2 |us|p−1 |usss| .

Assim,

‖h (us, uss, usss)‖2 ≤ 2C2
3

∫

Ω

|us|2(p−2) |uss|4 dx + 2C2
2

∫

Ω

|us|2(p−1) |usss|2 dx ≤

≤ 2C2
3

(∫

Ω

|us|6(p−2) dx

) 1
3
(∫

Ω

|uss|6 dx

) 2
3

+ 2C2
2 ‖us‖2(p−1)

∞ ‖usss‖2 =

= 2C2
3 ‖us‖2(p−2)

6(p−2) ‖uss‖4
6 + 2C2

2 ‖us‖2(p−1)
∞ ‖usss‖2 ,

onde usamos o fato que us (s) ∈ (H2 (Ω))
3

↪→ (L∞ (Ω))3, s ∈ [0, T ).

Usando também o fato que uss (s) ∈ (H1
0 (Ω))

3
↪→ (L6 (Ω))

3
, obtemos, pela desigualdade

de Sobolev,

‖h (us, uss, usss)‖ ≤
√

2C3 ‖u‖(p−2)
6(p−2)

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂uss

∂xj

· ∂uss

∂xi

dx

)
+
√

2C2 ‖us‖p−1
∞ ‖usss‖ .

Usando então o Corolário 1.1, conclúımos que

‖h (us, uss, usss)‖ ≤
√

2C3K
p−2
0 ‖us‖(1−θ̃)(p−2) ·

·
(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂us

∂xj

· ∂us

∂xi

dx

) θ̃
2
(p−2) (∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂uss

∂xj

· ∂uss

∂xi

dx

)
+

+ C6 ‖us‖p−1

(H2(Ω))3
‖usss‖ ,
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com

0 < θ̃ =

(
1

2
− 1

6 (p− 2)

)(
1

3

)−1

=
3 (3p− 7)

6 (p− 2)
≤ 1,

pois
7

3
< p ≤ 3.

Portanto, no intervalo [0, T ] onde vale (1.76)-(1.79), tem-se que

‖h (us (s) , uss (s) , usss (s))‖ ≤
≤
√

2C3K
p−2
0 {KI3 (1 + s)−1}(1−θ̃)(p−2){KI3 (1 + s)−1}θ̃(p−2){KI3 (1 + s)−1}2+

+3(p−1)C6{KI3 (1 + s)−1}p−1{KI3 (1 + s)−1} ≤ C7K
pIp

3 (1 + s)−p . (1.99)

Por outro lado, utilizando o mesmo argumento que nas estimativas feitas anteriormente,

obtemos

‖|·|h (us (s) , uss (s) , usss (s))‖ = C7K
pIp

3 (R + A0s) (1 + s)−p . (1.100)

De (1.96)-(1.100) conclúımos que

‖(w (t) , wt (t))‖E ≤ CI3 (1 + t)−1 + CC5I
p
3 (1 + t)−1 +

+CC5C̃RKp
0

(
IP
3 + I

(2p−1)
3

)
(1 + t)−1 +

+C

∫ t

0

(1 + t− s)−1 C7K
pIp

3 (1 + s)−p {(R + A0s) + 1} ds ≤

≤ CI3 (1 + t)−1 + CC5I
p
3 (1 + t)−1 +

+CC5C̃RKp
0

(
IP
3 + I

(2p−1)
3

)
(1 + t)−1 +

+C̃RC7K
pIp

3

∫ t

0

(1 + t− s)−1 (1 + s)−p+1 ds,

donde, usando o Lema 1.10,

‖(w (t) , wt (t))‖E ≤ CI3 (1 + t)−1 + CC5I
p
3 (1 + t)−1 +

+CC5C̃RKp
0

(
IP
3 + I

(2p−1)
3

)
(1 + t)−1 + C8K

pIP
3 (1 + t)−1

ou seja,

‖(w (t) , wt (t))‖E ≤ C9

(
I3 + Ip

3 + I
(2p−1)
3 + KpIp

3

)
(1 + t)−1 , (1.101)

no intervalo [0, T ] onde vale (1.76)-(1.79).
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Finalmente, voltamos à equação (1.1), derivamos-a em relação a t e usamos as estimativas

(1.91) , (1.93) e (1.101) para obter que

‖Lut (t)‖ ≤ C10

(
I3 + Ip

3 + I
(2p−1)
3 + KpIp

3

)
(1 + t)−1 , (1.102)

no intervalo [0, T ] onde vale (1.76)-(1.79).

Vemos então de (1.85) , (1.86),(1.93) (1.94) , (1.101) e (1.102) que existe constante d > 0

tal que

‖u (t)‖ ≤ d
(
1 + Ip−1

3 + I
(2p−1)
3 + KpIp−1

3

)
I3 (1 + t)−

1
2

e

‖u (t) , ut (t)‖E + ‖ut (t) , utt (t)‖E + ‖Lu (t)‖+

+ ‖utt (t) , uttt (·, t)‖E + ‖Lut (t)‖ ≤ d
(
1 + Ip−1

3 + I
(2p−1)
3 + KpIp−1

3

)
I3 (1 + t)−1 ,

no intervalo [0, T ] onde vale (1.76)-(1.79).

Agora, escolhemos K suficientemente grande tal que K > d e

I3 < δ ≡ min

{(
K − d

3d

) 1
p−1

,

(
K − d

3d

) 1
2p−1

,

(
K − d

3dKp

) 1
p−1

}
. (1.103)

Com estas escolhas,

d
(
Ip−1
3 + I

(2p−1)
3 + KpIp−1

3

)
< K − d,

ou seja,

d
(
1 + Ip−1

3 + I
(2p−1)
3 + KpIp−1

3

)
< K.

Assim, vemos que com a hipótese (1.103),

(1 + t)
1
2 ‖u (t)‖ < KI3 (1.104)

e

(1 + t) {‖u (t) , ut (t)‖E + ‖ut (t) , utt (t)‖E + ‖Lu (t)‖+

+ ‖utt (t) , uttt (·, t)‖E + ‖Lut (t)‖} < KI3

(1.105)

em [0, T ], o que contradiz (1.78)-(1.79). Portanto, sob a hipótese (1.103), temos que (1.74)-

(1.75) vale em [0, Tmax). Isto implica que a solução local (u, ut) existe globalmente no tempo

e as estimativas (1.76)-(1.77) valem, de fato, para todo t ≥ 0. ¤
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Caṕıtulo 2

Equações de Maxwell em Domı́nios

Exteriores

Seja O ⊂ R3 um conjunto aberto e limitado, com fronteira Γ regular. No domı́nio exterior

Ω = R3 \ O, consideramos o sistema de equações de Maxwell:

Et + σE −∇×H = 0, em Ω× (0,∞) (2.1)

Ht +∇× E = 0, em Ω× (0,∞) (2.2)

divE = divH = 0, em Ω× (0,∞) (2.3)

E(x, 0) = E0(x) e H(x, 0) = H0(x), em Ω (2.4)

η × E = 0, em Γ× (0,∞), (2.5)

onde E (x, t) = (E1 (x, t) , E2 (x, t) , E3 (x, t)) e H = (H1 (x, t) , H2 (x, t) , H3 (x, t)) denotam,

respectivamente, o Campo Elétrico e Magnético e σ é a condutividade elétrica do meio que,

no nosso caso, estamos supondo constante e positiva.

η (x) = (η1 (x) , η2 (x) , η3 (x)) é a normal unitária exterior a Ω em x ∈ Γ.

O principal objetivo deste caṕıtulo é estudar propriedades assintóticas da solução de

(2.1)-(2.5) quando t →∞.
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2.1 O Problema (2.1)-(2.5) é bem posto

Nesta seção estudamos, utilizando a teoria de Semigrupos, a existência de solução para

o problema (2.1)-(2.5). Introduziremos, inicialmente, alguns espaços funcionais que serão

utilizados no restante deste trabalho.

Consideremos o espaço

H (curl, Ω) = {w ∈ (
L2 (Ω)

)3
;∇× w ∈ (

L2 (Ω)
)3}.

H (curl, Ω) é um espaço de Hilbert com o produto interno

〈w, v〉H(curl,Ω) =

∫

Ω

(∇× w · ∇ × v + w · v) dx, ∀ w, v ∈ H (curl, Ω) .

Alguns resultados relacionados com o espaço H (curl, Ω), definido acima, serão dados a

seguir. As demonstrações dos mesmos podem ser encontradas em [9].

Lema 2.1 Seja
(
C1

0

(
Ω

))3
o espaço das funções continuamente diferenciáveis em Ω e com

suporte compacto em Ω. Então
(
C1

0

(
Ω

))3
é denso em H (curl, Ω).

Lema 2.2 Seja η = (η1, η2, η3) a normal unitária em Γ, exterior a Ω. A aplicação

(
C1

0

(
Ω

))3 → (
C1 (Γ)

)3

w → η × w|Γ
se extende por continuidade a uma aplicação (ainda denotada por w → η × w|Γ) linear e

continua de

H (curl, Ω) →
(
H− 1

2 (Γ)
)3

.

O lema anterior permite-nos introduzir o espaço

H0 (curl, Ω) = {w ∈ H (curl, Ω) ; η × w = 0 em Γ},

o qual é fechado em H (curl, Ω). Mostra-se ainda que :

Lema 2.3 O conjunto {w ∈ (
C1

0

(
Ω

))3
; η × w = 0 em Γ} é denso em H0 (curl, Ω).
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Observação 2.1 Na verdade, como podemos ver em [9], tem-se que (C∞
0 (Ω))3 (espaço das

funções testes em Ω) é denso em H0 (curl, Ω).

Seja X = (L2 (Ω))
3 × (L2 (Ω))

3
, com produto interno

〈w, v〉X =

∫

Ω

(w1 · v1 + w2 · v2) dx, ∀ w = (w1, w2) , v = (v1, v2) ∈ X.

Segue que X é um espaço de Hilbert.

Consideremos o operador A : D (A) ⊆ X → X, com domı́nio

D (A) = H0 (curl, Ω)×H (curl, Ω) ,

e definido por

Aw = (∇× w2,−∇× w1), ∀ w = (w1, w2) ∈ D (A) .

Segue-se que o problema (2.1)-(2.2), com condições iniciais (2.4) e condições de fronteira

(2.5) é equivalente a 



dw

dt
= (A+ B) w

w (0) = w0,
(2.6)

onde w = (E, H), w0 = (E0, H0), B é o operador linear e limitado em X, dado por

Bw = (−σw1, 0) , ∀ w = (w1, w2) ∈ X

e D (A+ B) = D (A).

Lema 2.4 D (A) é denso em X.

Demonstração: Segue diretamente da inclusão

(D (Ω))3 × (D (Ω))3 ⊂ D (A) ⊂ X,

e da densidade de (D (Ω))3 × (D (Ω))3 em X. ¤

Lema 2.5 Tem-se que H0 (curl, Ω)×H (curl, Ω) ⊂ D (A∗) .
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Demonstração: Recordemos, inicialmente, que um elemento v ∈ X está em D (A∗) se , e

somente se, existe g = (g1, g2) ∈ X tal que

〈Aw, v〉X = 〈w, g〉X , ∀ w ∈ D (A) ,

e, neste caso, g = A∗v.

Temos que, se v = (v1, v2) ∈ H0 (curl, Ω)×H (curl, Ω) e w = (w1, w2) ∈ D (A), então

〈Aw, v〉X =

∫

Ω

(∇× w2 · v1 −∇× w1 · v2) dx.

Usando a identidade vetorial

div (A×B) = B · ∇ × A− A · ∇ ×B,

o Teorema da Divergência e o fato que w1, v1 ∈ H0 (curl, Ω), obtemos que

〈Aw, v〉X =

∫

Ω

(−w1 · ∇ × v2 + w2 · ∇ × v1) dx = 〈w, (−∇× v2,∇× v1)〉X .

Vimos assim que, dado v ∈ H0 (curl, Ω)×H (curl, Ω), existe g = (−∇× v2,∇× v1) ∈ X tal

que

〈Aw, v〉X = 〈w, g〉X , ∀ w ∈ D (A) . ¤

Lema 2.6 Tem-se que D (A∗) = H0 (curl, Ω)×H (curl, Ω) e

A∗v = (−∇× v2,∇× v1) = −Av, ∀ v = (v1, v2) ∈ D (A∗) .

Demonstração: Já sabemos, do lema anterior, que H0 (curl, Ω) × H (curl, Ω) ⊂ D (A∗).

Mostremos, então, a outra inclusão.

Seja v ∈ D (A∗). Então existe g = (g1, g2) ∈ X tal que

〈Aw, v〉X = 〈w, g〉X , ∀ w ∈ D (A) . (2.7)

Dado um elemento arbitrário w2 ∈ (H1
0 (Ω))

3
tem-se que w = (0, w2) ∈ D (A), donde vale,

por (2.7), que ∫

Ω

∇× w2 · v1dx =

∫

Ω

w2 · g2dx, ∀ w2 ∈
(
H1

0 (Ω)
)3

.
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A identidade acima nos diz que ∇× v1 ∈ (L2 (Ω))
3

e, consequentemente,

v1 ∈ H (curl, Ω) e g2 = ∇× v1.

Dado agora um elemento arbitrário w1 ∈ (H1
0 (Ω))

3
tem-se que w = (w1, 0) ∈ D (A), donde

vale, por (2.7), que

−
∫

Ω

∇× w1 · v2dx =

∫

Ω

w1 · g1dx, ∀ w1 ∈
(
H1

0 (Ω)
)3

.

Segue da identidade acima que ∇× v2 ∈ (L2 (Ω))
3

e, consequentemente,

v2 ∈ H (curl, Ω) e g1 = −∇× v2.

Vimos, até agora, que D (A∗) ⊂ H (curl, Ω)×H (curl, Ω) e que, dado v ∈ D (A∗), o elemento

g ∈ X que satisfaz (2.7) é dado por g = (−∇× v2,∇× v1), ou seja,

∫

Ω

(∇× w2 · v1 −∇× w1 · v2) =

∫

Ω

(−∇× v2 · w1 +∇× v1 · w2) dx,

∀ w ∈ D (A), isto é,

∫

Ω

div(w2 × v1)dx =

∫

Ω

div(w1 × v2)dx, ∀ w ∈ D (A) .

Usando o Teorema da Divergência, e lembrando que w1 ∈ H0 (curl, Ω), obtemos que

∫

Γ

(w2 × v1) · ηdΓ =

∫

Γ

(η × v1) · w2dΓ = 0, ∀ w2 ∈ H (curl, Ω) .

Conclui-se assim que η × v1 = 0 em Γ e, portanto, v1 ∈ H0 (curl, Ω). ¤
Do lema anterior e do Teorema de Stone (veja [31], Teorema 1.10.8), segue o seguinte

resultado:

Proposição 2.1 A é gerador infinitesimal de um Grupo Unitário de Classe C0, {T (t)} em

X.

Corolário 2.1 A + B (com domı́nio D (A)) é gerador infinitesimal de um Semigrupo de

Classe C0 de contrações, {S (t)}t≥0 em X.
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Demonstração: Sabemos que B é dissipativo, pois

〈Bw,w〉X = −σ

∫

Ω

|w1|2 dx ≤ 0, ∀ w = (w1, w2) ∈ D (B) = X.

Além disso,

‖Bw‖X ≤ σ ‖w‖X , ∀ w ∈ D (B) = X.

Destes dois fatos e da Proposição 2.1 conclui-se a demonstração do Corolário. (veja [31],

Corolário 3.3.3).

Do corolário anterior, conclúımos que o problema (2.6) possui uma única solução, dada

por w (t) = S (t) w0, o que não resolve, ainda, o problema (2.1)-(2.5). Falta-nos a condição

(2.3).

Sejam

M = {v ∈ D(A∗);A∗v = 0} = KerA∗

e M1 = M⊥(o complemento ortogonal de M em X). Notemos que M 6= {(0, 0)}, pois

{v = (∇ϕ1,∇ϕ2) ; ϕ1, ϕ2 ∈ H2
0 (Ω)} ⊂ M.

Observemos também que se v = (v1, v2) ∈ M , então (v1, 0) ∈ M e (0, v2) ∈ M , fato esse que

será usado na demonstração do lema abaixo.

Lema 2.7 S (t) aplica M1 ∩D (A+ B) em M1 ∩D (A+ B) .

Demonstração: Seja w ∈ M1 ∩ D (A+ B). Então, obviamente, S (t) w ∈ D (A+ B).

Resta-nos mostrar que S (t) w ∈ M1.

Dado v = (v1, v2) ∈ M arbitrário temos que

d

dt
〈S (t) w, (v1, 0)〉X = 〈(A+ B) S (t) w, (v1, 0)〉X =

= 〈AS (t) w, (v1, 0)〉X + 〈BS (t) w, (v1, 0)〉X =

= 〈S (t) w,A∗ (v1, 0)〉X + 〈S (t) w,B (v1, 0)〉X =

= −σ 〈S (t) w, (v1, 0)〉X , ∀ t ≥ 0,

já que (v1, 0) ∈ M . Observe também que B∗ = B. Assim,

d

dt
{eσt 〈S (t) w, (v1, 0)〉X} = 0, ∀ t ≥ 0,
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donde conclúımos que

〈S (t) w, (v1, 0)〉X = e−σt 〈S (0) w, (v1, 0)〉X = e−σt 〈w, (v1, 0)〉X = 0, ∀ t ≥ 0, (2.8)

pois w ∈ M1 e (v1, 0) ∈ M . Por outro lado,

d

dt
〈S (t) w, (0, v2)〉X = 〈(A+ B) S (t) w, (0, v2)〉X =

= 〈AS (t) w, (0, v2)〉X + 〈BS (t) w, (0, v2)〉X =

= 〈S (t) w,A∗ (0, v2)〉X + 〈S (t) w,B (0, v2)〉X = 0,

já que (0, v2) ∈ M . Assim, 〈S (t) w, (0, v2)〉X independe de t, donde

〈S (t) w, (0, v2)〉X = 〈S (0) w, (0, v2)〉X = 〈w, (0, v2)〉X = 0 ∀ t ≥ 0. (2.9)

De (2.8) e (2.9) conclúımos que

〈S (t) w, v〉X = 〈S (t) w, (v1, 0) + (0, v2)〉X = 0, ∀ v ∈ M,

mostrando que S (t) w ∈ M1. ¤

Lema 2.8 Se w = (w1, w2) ∈ M1 ∩D (A+ B), então

divw1 = divw2 = 0.

Demonstração: Tomemos v = (∇ϕ1, 0), com ϕ1 ∈ H2
0 (Ω) qualquer. Então, obviamente,

v ∈ M . Logo

0 = 〈w, v〉X =

∫

Ω

w1 · ∇ϕ1dx, ∀ ϕ1 ∈ H2
0 (Ω) .

Isto mostra que divw1 = 0.

Do mesmo modo, tomamos v = (0,∇ϕ2), com ϕ2 ∈ H2
0 (Ω) qualquer. Então v ∈ M e,

portanto,

0 = 〈w, v〉X =

∫

Ω

w2 · ∇ϕ2dx, ∀ ϕ2 ∈ H2
0 (Ω) ,

o que mostra que divw2 = 0. ¤
Do Corolário 2.1 e dos Lemas 2.7 e 2.8 obtemos o resultado principal desta seção:
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Teorema 2.1 Dado (E0, H0) ∈ M1 ∩ D (A+ B), existe uma única solução global forte de

(2.1)-(2.5) tal que

(E, H) ∈ C ([0,∞),M1 ∩D (A+ B)) ∩ C1 ([0,∞), X) .

Observação 2.2 Note que se (E (t) , H (t)) ∈ M1 ∩ D (A+ B), então E (t) ∈ H0(curl, Ω),

H (t) ∈ H(curl, Ω) e divE (t) = divH (t) = 0, ∀ t ≥ 0.

2.2 Comportamento Assintótico

Nesta seção, estudamos o comportamento assintótico da solução (E (t) , H (t)) obtida ante-

riormente.

Derivando a equação (2.1) em relação a t, obtemos que

Ett + σEt −∇×Ht = 0, em Ω× (0,∞). (2.10)

Sabemos porém, da equação (2.2), que

∇×Ht = −∇× (∇× E) = −∇ (divE) + ∆E = ∆E.

Segue da identidade acima e de (2.10) que E é solução da equação (vetorial) de ondas





Ett −∆E + σEt = 0, em Ω× (0,∞)

E(x, 0) = E0 (x) , Et(x, 0) ≡ E1 (x) = −σE0 (x) +∇×H0 (x) , em Ω

η × E = 0, em Γ× (0,∞)

(2.11)

Teorema 2.2 Seja (E, H) a solução de (2.1), com (E0, H0) ∈ M1∩D (A+ B). Então existe

constante C > 0, dependendo somente de σ, tal que

‖E (t)‖+ ‖∇ ×H (t)‖ ≤ CI0 (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0

e

‖Et (t)‖+ ‖∇ × E (t)‖+ ‖Ht (t)‖ ≤ CI0 (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0,

onde

I0 = ‖E0‖+ ‖∇ × E0‖+ ‖H0‖+ ‖∇ ×H0‖ .
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Na demonstração do Teorema 2.2, necessitamos de alguns lemas auxiliares, que serão

enunciados e demonstrados a seguir.

Vamos definir

G (t) =
1

2

∫

Ω

(|Et (t)|2 + |∇ × E (t)|2) dx. (2.12)

Lema 2.9 Tem-se que

dG (t)

dt
= −σ

∫

Ω

|Et (t)|2 dx ≤ 0, ∀ t ≥ 0. (2.13)

Demonstração: Derivando G (t) em ralação a t, obtemos

dG (t)

dt
=

∫

Ω

Et · Ettdx +

∫

Ω

(∇× E) · (∇× Et) dx.

Notemos porém que

∫

Ω

(∇× E) · (∇× Et) dx =

∫

Ω

div{Et × (∇× E)}dx +

∫

Ω

∇× (∇× E) · Etdx,

donde, usando o Teorema da Divergência, e o fato que

∇× (∇× E) = ∇ (divE)−∆E = −∆E,

obtemos

∫

Ω

(∇× E) · (∇× Et) dx =

∫

Γ

[Et × (∇× E)] · ηdΓ−
∫

Ω

∆E · Etdx =

=

∫

Γ

(η × Et) · (∇× E) dΓ−
∫

Ω

∆E · Etdx = −
∫

Ω

∆E · Etdx,

pois, como sabemos, η × E = 0 em Γ. Logo

dG (t)

dt
=

∫

Ω

(Ett −∆E) · Etdx = −σ

∫

Ω

|Et|2 dx. ¤

Lema 2.10 São válidas as seguintes identidades:

G (t) + σ

∫ t

0

∫

Ω

|Es (s)|2 dxds = G (0) (2.14)

σ

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |Es (s)|2 dxds = − (1 + t) G (t) + G (0) +

∫ t

0

G (s) ds (2.15)

66



e
∫ t

0

∫

Ω

|∇ × E (s)|2 dxds +
σ

2

∫

Ω

|E|2 dx =

=
σ

2
‖E0‖2 +

∫

Ω

E1 · E0dx−
∫

Ω

Et · Edx +

∫ t

0

∫

Ω

|Es (s)|2 dxds. (2.16)

Demonstração: (2.14) obtem-se diretamente, por integração em [0, t], da expressão (2.13)

do lema anterior. Também de (2.13) temos que

(1 + t)
dG (t)

dt
= −σ

∫

Ω

(1 + t) |Et (t)|2 dx,

ou seja

σ

∫

Ω

(1 + t) |Et (t)|2 dx = − d

dt
{(1 + t) G (t)}+ G (t)

donde, integrando em [0, t], obtem-se (2.15).

Tomando agora o produto interno, em (L2 (Ω))
3
, de (2.11) com E, obtemos

d

dt

∫

Ω

Et · Edx−
∫

Ω

|Et|2 dx−
∫

Ω

∆E · Edx +
σ

2

d

dt

∫

Ω

|E|2 dx = 0.

Usando o Teorema da divergência e a identidade vetorial

div (A×B) = B · ∇ × A− A · ∇ × B

segue que

−
∫

Ω

∆E · Edx =

∫

Ω

[∇× (∇× E)−∇ (divE)] · Edx =

∫

Ω

[∇× (∇× E)] · Edx =

=

∫

Ω

div [(∇× E)× E] dx +

∫

Ω

|∇ × E|2 dx =

∫

Γ

[(∇× E)× E] · ηdΓ +

∫

Ω

|∇ × E|2 dx =

= −
∫

Γ

(η × E) · ∇ × EdΓ +

∫

Ω

|∇ × E|2 dx =

∫

Ω

|∇ × E|2 dx.

Logo ∫

Ω

|∇ × E|2 dx +
σ

2

d

dt

∫

Ω

|E|2 dx = − d

dt

∫

Ω

Et · Edx +

∫

Ω

|Et|2 dx.

Integrando em [0, t] a identidade anterior obtem-se (2.16). ¤

Lema 2.11 Tem-se que
∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |∇ × E (s)|2 dxds + (1 + t)

∫

Ω

|E (t)|2 dx ≤

≤ C
(
G (0) + ‖E0‖2) + C

∫ t

0

∫

Ω

|E (s)|2 dxds,

onde C é uma constante positiva, que depende apenas de σ.
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Demonstração: Tomando o produto interno, em (L2 (Ω))
3
, de (2.11) com (1 + t) E, obte-

mos

(1 + t)
d

dt

∫

Ω

Et ·Edx− (1 + t)

∫

Ω

|Et|2 dx− (1 + t)

∫

Ω

∆E ·Edx+
σ

2
(1 + t)

d

dt

∫

Ω

|E|2 dx = 0.

Mas, como vimos anteriormente,

−
∫

Ω

∆E · Edx =

∫

Ω

|∇ × E|2 dx.

Logo

d

dt

∫

Ω

(1 + t) Et · Edx− 1

2

d

dt

∫

Ω

|E|2 dx− (1 + t)

∫

Ω

|Et|2 dx+

+ (1 + t)

∫

Ω

|∇ × E|2 dx +
σ

2

d

dt

∫

Ω

(1 + t) |E|2 dx− σ

2

∫

Ω

|E|2 dx = 0,

ou seja,

(1 + t)

∫

Ω

|∇ × E|2 dx +
σ

2

d

dt

∫

Ω

(1 + t) |E|2 dx =

=
1

2

d

dt

∫

Ω

|E|2 dx + (1 + t)

∫

Ω

|Et|2 dx +
σ

2

∫

Ω

|E|2 dx− d

dt

∫

Ω

(1 + t) Et · Edx.

Integrando em [0, t] a identidade anterior vemos que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |∇ × E|2 dxds +
σ

2
(1 + t)

∫

Ω

|E|2 dx =

=
1

2

∫

Ω

|E|2 dx +
(σ − 1)

2
‖E0‖2 +

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |Es|2 dxds+

+
σ

2

∫ t

0

∫

Ω

|E|2 dxds− (1 + t)

∫

Ω

Et · Edx +

∫

Ω

E1 (x) · E0 (x) dx. (2.17)

Da desigualdade de Holder sabemos que
∣∣∣∣(1 + t)

∫

Ω

Et · Edx

∣∣∣∣ ≤
σ

4
(1 + t)

∫

Ω

|E|2 dx +
1

σ
(1 + t)

∫

Ω

|Et|2 dx,

disto, e da identidade (2.17), obtemos que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |∇ × E|2 dxds +
σ

4
(1 + t)

∫

Ω

|E|2 dx ≤

≤ 1

2

∫

Ω

|E|2 dx +
(σ − 1)

2
‖E0‖2 +

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |Es|2 dxds+

+
σ

2

∫ t

0

∫

Ω

|E|2 dxds +
1

σ
(1 + t)

∫

Ω

|Et|2 dx +

∫

Ω

E1 (x) · E0 (x) dx.
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Mas, de (2.15) do Lema 2.10, sabemos que

σ

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |Es|2 dxds ≤ G (0) +

∫ t

0

G (s) ds,

e que, obviamente,

σ

∫

Ω

|Et|2 dx ≤ 2G (t) ,

logo,

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |∇ × E|2 dxds +
σ

4
(1 + t)

∫

Ω

|E|2 dx ≤

≤ 1

2

∫

Ω

|E|2 dx +
(σ − 1)

2
‖E0‖2 +

1

σ
G (0) +

1

σ

∫ t

0

G (s) ds+

+
σ

2

∫ t

0

∫

Ω

|E|2 dxds +
2

σ
(1 + t) G (t) +

∫

Ω

E1 (x) · E0 (x) dx. (2.18)

Das identidades (2.14) e (2.16) do Lema 2.10, vemos que

∫ t

0

∫

Ω

|∇ × E|2 dxds +
σ

2

∫

Ω

|E|2 dx ≤

≤ σ

2
‖E0‖2 +

∫

Ω

E1 (x) · E0 (x) dx +
σ

4

∫

Ω

|E|2 dx +
1

σ

∫

Ω

|Et|2 dx +
1

σ
G (0)− 1

σ
G (t)

ou ainda,

2

∫ t

0

G (s) ds +
σ

4

∫

Ω

|E|2 dx ≤
∫ t

0

∫

Ω

|Es|2 dxds +
σ

2
‖E0‖2 +

+

∫

Ω

E1 (x) · E0 (x) dx +
1

σ

∫

Ω

|Et|2 dx +
1

σ
G (0)− 1

σ
G (t) ,

e, novamente por (2.14),

2

∫ t

0

G (s) ds +
σ

4

∫

Ω

|E|2 dx ≤ 1

σ
G (0)− 1

σ
G (t) +

+
σ

2
‖E0‖2 +

∫

Ω

E1 · E0dx +
2

σ
G (t) +

1

σ
G (0)− 1

σ
G (t) ,

ou seja,

4

σ

∫ t

0

G (s) ds +
1

2

∫

Ω

|E|2 dx ≤ 4

σ2
G (0) + ‖E0‖2 +

2

σ

∫

Ω

E1 (x) · E0 (x) dx. (2.19)
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De (2.18) e (2.19) segue então que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |∇ × E|2 dxds +
σ

4
(1 + t)

∫

Ω

|E|2 dx ≤

≤ 4

σ2
G (0) + ‖E0‖2 +

2

σ

∫

Ω

E1 (x) · E0 (x) dx +
(σ − 1)

2
‖E0‖2 +

1

σ
G (0) +

+
σ

2

∫ t

0

∫

Ω

|E|2 dxds +
2

σ
(1 + t) G (t) +

∫

Ω

E1 (x) · E0 (x) dx =

=
1

σ

(
4

σ
+ 1

)
G (0) +

(σ + 1)

2
‖E0‖2 +

+

(
2

σ
+ 1

) ∫

Ω

E1 · E0dx +
σ

2

∫ t

0

∫

Ω

|E|2 dxds +
2

σ
(1 + t) G (t) . (2.20)

Notemos agora que

d

dt
{(1 + t) G (t)} = G (t) + (1 + t)

dG (t)

dt
≤ G (t) ,

donde, integrando em [0, t] ,

2

σ
(1 + t) G (t) ≤ 2

σ
G (0) +

2

σ

∫ t

0

G (s) ds,

disto e de (2.20) segue então que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |∇ × E|2 dxds +
σ

4
(1 + t)

∫

Ω

|E|2 dx ≤

≤ 1

σ

(
4

σ
+ 3

)
G (0) +

(σ + 1)

2
‖E0‖2 +

(
2

σ
+ 1

) ∫

Ω

E1 · E0dx+

+
σ

2

∫ t

0

∫

Ω

|E|2 dxds +
2

σ

∫ t

0

G (s) ds,

que, usando novamente (2.19), conclúımos finalmente que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |∇ × E|2 dxds +
σ

4
(1 + t)

∫

Ω

|E|2 dx ≤

≤ 1

σ

(
6

σ
+ 3

)
G (0) +

(σ

2
+ 1

)
‖E0‖2 +

+

(
3

σ
+ 1

) ∫

Ω

E1 (x) · E0 (x) dx +
σ

2

∫ t

0

∫

Ω

|E|2 dxds. ¤

Lema 2.12 A solução E de (2.11) satisfaz

1

2

∫

Ω

|E (t)|2 dx + σ

∫ t

0

∫

Ω

|E (s)|2 dxds ≤ 1

2

(‖E0‖2 + ‖H0‖2) , ∀ t ≥ 0.
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Demonstração: Seja W (x, t) =
∫ t

0
E (x, s) ds. Tem-se que

Wtt −∆W + σWt = Et −
∫ t

0

∆E (x, s) ds + σE = Et −
∫ t

0

[Ess (x, s) + σEs (x, s)] ds + σE =

= Et − Et − σE + E1 (x) + σE0 (x) + σE = −σE0 +∇×H0 + σE0 = ∇×H0.

Portanto, W é solução de




Wtt −∆W + σWt = ∇×H0, em Ω× (0,∞)

divW = 0, em Ω× (0,∞)

W (x, 0) = 0, Wt(x, 0) = E0 (x) , em Ω

η ×W = 0, em Γ× (0,∞)

(2.21)

Tomando o produto interno, em (L2 (Ω))
3
, de (2.21) com Wt, obtemos

1

2

d

dt

∫

Ω

|Wt|2 dx−
∫

Ω

∆W ·Wtdx + σ

∫

Ω

|Wt|2 dx =
d

dt

∫

Ω

∇×H0 ·Wdx.

Mas

−
∫

Ω

∆W ·Wtdx =

∫

Ω

[∇× (∇×W )−∇ (divW )] ·Wtdx =

∫

Ω

[∇× (∇×W )] ·Wtdx =

= −
∫

Ω

div [Wt × (∇×W )] dx +

∫

Ω

(∇×W ) · (∇×Wt) dx =

= −
∫

Γ

[Wt × (∇×W )] · ηdΓ +
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇ ×W |2 dx =

= −
∫

Γ

(η ×Wt) · ∇ ×WdΓ +
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇ ×W |2 dx =
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇ ×W |2 dx,

logo
1

2

d

dt

∫

Ω

{|Wt|2 + |∇ ×W |2} dx + σ

∫

Ω

|Wt|2 dx =
d

dt

∫

Ω

∇×H0 ·Wdx.

Integrando em [0, t] a identidade anterior vem que

1

2

∫

Ω

{|Wt|2 + |∇ ×W |2} dx + σ

∫ t

0

∫

Ω

|Ws|2 dxds =
1

2
‖E0‖2 +

∫

Ω

∇×H0 ·Wdx. (2.22)

Usando agora o Teorema da Divergência e a condição de fronteira em (2.21), obtemos
∫

Ω

∇×H0 ·Wdx =

∫

Ω

div (H0 ×W ) dx +

∫

Ω

H0 · ∇ ×Wdx =

=

∫

Γ

(H0 ×W ) · ηdΓ +

∫

Ω

H0 · ∇ ×Wdx =

= −
∫

Γ

(η ×W ) ·H0dΓ +

∫

Ω

H0 · ∇ ×Wdx =

∫

Ω

H0 · ∇ ×Wdx,
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assim, da desigualdade de Holder,
∣∣∣∣
∫

Ω

∇×H0 ·Wdx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Ω

H0 · ∇ ×Wdx

∣∣∣∣ ≤
1

2
‖H0‖2 +

1

2

∫

Ω

|∇ ×W |2 dx.

Disto e de (2.22) conclui-se que

1

2

∫

Ω

|Wt|2 dx + σ

∫ t

0

∫

Ω

|Ws|2 dxds ≤ 1

2

(‖E0‖2 + ‖H0‖2) .

A conclusão da demonstração segue diretamente da desigualdade anterior, visto que Wt = E.

¤

Demonstração do Teorema 2.2: Dos Lemas 2.11 e 2.12 obtemos que

(1 + t)

∫

Ω

|E|2 dx ≤ C
(
G (0) + ‖E0‖2) +

C

2σ

(‖E0‖2 + ‖H0‖2) ,

ou seja,

‖E (t)‖(L2(Ω))3 ≤ C (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0. (2.23)

Por outro lado, temos que

d

dt
{(1 + t)2 G (t)} = 2 (1 + t) G (t) + (1 + t)2 dG (t)

dt
≤ 2 (1 + t) G (t) ,

donde, integrando em [0, t], vemos que

(1 + t)2 G (t) ≤ G (0) + 2

∫ t

0

(1 + s) G (s) ds. (2.24)

Mas, dos Lemas 2.10, 2.11 e 2.12, sabemos que

2

∫ t

0

(1 + s) G (s) ds =

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |Es|2 dxds +

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |∇ × E|2 dxds ≤

≤ 1

σ
G (0) +

1

σ

∫ t

0

Gds + C
(
G (0) + ‖E0‖2) + C

∫ t

0

∫

Ω

|E|2 dxds ≤
1

σ
G (0) +

1

σ

∫ t

0

G (s) ds + C
(
G (0) + ‖E0‖2) +

C

2σ

(‖E0‖2 + ‖H0‖2) ,

isto é,

2

∫ t

0

(1 + s) G (s) ds ≤ C
(
G (0) + ‖E0‖2 + ‖H0‖2) +

1

σ

∫ t

0

G (s) ds,

que, de (2.19), nos dá

2

∫ t

0

(1 + s) G (s) ds ≤ C1

(
G (0) + ‖E0‖2 + ‖H0‖2) .
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Disto, e de (2.24), conclúımos que

G (t) ≤ C (1 + t)−2 , ∀ t ≥ 0. (2.25)

Usando agora a equação (2.1), e as desigualdades (2.23) e (2.25), obtemos

‖∇ ×H (t)‖(L2(Ω))3 ≤ C (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0.

Finalmente, da equação (2.2) e de (2.25), temos que

‖Ht (t)‖(L2(Ω))3 ≤ C (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0,

o que conclui a demonstração do teorema. ¤

2.3 Condição Adicional Que Garante o Decaimento Para

o Campo Magnético

Vimos na seção anterior que o Campo Elétrico E possui decaimento da forma

‖E (t)‖(L2(Ω))3 ≤ C (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0,

o que não conseguimos obter para o Campo Magnético H. Além disso, a taxa de decaimento

obtida para ∇×H não foi a mesma de ∇× E.

Nesta seção mostramos que com uma hipótese adicional sobre o dado inicial H0, o campo

Magnético possui as mesmas propriedades assintóticas do Campo Elétrico .

Teorema 2.3 Seja (E,H) a solução de (2.1), com (E0, H0) ∈ M1∩D (A+ B). Suponhamos

que H0 = ∇×Ψ, com Ψ ∈ H0 (curl, Ω). Então, além das conclusões do Teorema 2.2, tem-se

que

‖H (t)‖ ≤ C (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0

e

‖∇ ×H (t)‖ ≤ C (1 + t)−1 , ∀t ≥ 0.
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Na demonstração do teorema acima, necessitamos de alguns lemas preliminares, como foi

no caso do Teorema 2.2. Tais lemas são semelhantes aos demonstrados anteriormente, motivo

pela qual os demonstraremos de modo sucinto, fazendo apenas as modificações necessárias.

Derivando a equação (2.2) em relação a t, obtemos que

Htt +∇× Et = 0, em Ω× (0,∞). (2.26)

Sabemos porém, da equação (2.1), que

∇× Et = −σ∇× E +∇× (∇×H) = σHt +∇ (divH)−∆H = σHt −∆H.

Segue da identidade acima e de (2.26) que H é solução da equação (vetorial) de ondas





Htt −∆H + σHt = 0, em Ω× (0,∞)

H(x, 0) = H0 (x) , Ht(x, 0) ≡ H1 (x) = −∇× E0 (x) , em Ω
(2.27)

Vamos definir

Q (t) =
1

2

∫

Ω

(|Ht (t)|2 + |∇ ×H (t)|2) dx. (2.28)

Lema 2.13 Tem-se que

dQ (t)

dt
= −σ

∫

Ω

|Ht (t)|2 dx ≤ 0, ∀ t ≥ 0. (2.29)

Demonstração: Derivando Q (t) em ralação a t, obtemos

dQ (t)

dt
=

∫

Ω

Ht ·Httdx +

∫

Ω

(∇×H) · (∇×Ht) dx.

Notemos porém que, da equação(2.1),

∫

Ω

(∇×H) · (∇×Ht) dx =

∫

Ω

div{Ht × (∇×H)}dx +

∫

Ω

∇× (∇×H) ·Htdx =

=

∫

Ω

div{Ht × (Et + σE)}dx +

∫

Ω

∇× (∇×H) ·Htdx,

donde, usando o Teorema da Divergência, e o fato que

∇× (∇×H) = ∇ (divH)−∆H = −∆H,
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obtemos

∫

Ω

(∇×H) · (∇×Ht) dx =

∫

Γ

[Ht × (Et + σE)] · ηdΓ−
∫

Ω

∆H ·Htdx =

= −
∫

Γ

[η × (Et + σE)] ·HtdΓ−
∫

Ω

∆H ·Htdx = −
∫

Ω

∆H ·Htdx

pois, como sabemos, η × (Et + σE) = 0 em Γ. Logo

dQ (t)

dt
=

∫

Ω

(Htt −∆H) ·Htdx = −σ

∫

Ω

|Ht|2 dx. ¤

Lema 2.14 São válidas as seguintes identidades:

Q (t) + σ

∫ t

0

∫

Ω

|Hs (s)|2 dxds = Q (0) (2.30)

σ

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |Hs (s)|2 dxds = − (1 + t) Q (t) + Q (0) +

∫ t

0

Q (s) ds (2.31)

e

∫ t

0

∫

Ω

|∇ ×H (s)|2 dxds +
σ

2

∫

Ω

|H|2 dx =

=
σ

2
‖H0‖2 +

∫

Ω

H1 ·H0dx−
∫

Ω

Ht ·Hdx +

∫ t

0

∫

Ω

|Hs (s)|2 dxds. (2.32)

Demonstração: Semelhante à do Lema 2.10. Salientamos apenas o uso (na demonstração

de (2.32)) da identidade

−
∫

Ω

∆H ·Hdx =

∫

Ω

[∇× (∇×H)−∇ (divH)] ·Hdx =

=

∫

Ω

[∇× (∇×H)] ·Hdx =

∫

Ω

div [(∇×H)×H] dx +

∫

Ω

|∇ ×H|2 dx =

=

∫

Ω

div [(Et + σE)×H] dx +

∫

Ω

|∇ ×H|2 dx =

=

∫

Γ

[(Et + σE)×H] · ηdΓ +

∫

Ω

|∇ ×H|2 dx =

= −
∫

Γ

[η × (Et + σE)] ·HdΓ +

∫

Ω

|∇ ×H|2 dx =

∫

Ω

|∇ ×H|2 dx. ¤

Lema 2.15 Tem-se que
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∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |∇ ×H (s)|2 dxds + (1 + t)

∫

Ω

|H (t)|2 dx ≤

≤ C
(
Q (0) + ‖H0‖2) + C

∫ t

0

∫

Ω

|H (s)|2 dxds,

onde C é uma constante positiva, que depende apenas de σ.

A demonstração do lema acima é feita como na do lema 2.11, e usa-se, também, a

identidade citada anteriormente.

Lema 2.16 Suponhamos que H0 = ∇ × Ψ, com Ψ ∈ H0 (curl, Ω). Então a solução H de

(2.27) satisfaz

1

2

∫

Ω

|H (t)|2 dx + σ

∫ t

0

∫

Ω

|H (s)|2 dxds ≤ 1

2
‖H0‖2 + ‖E0‖2 + σ2 ‖Ψ‖2 , ∀ t ≥ 0.

Demonstração: Seja W (x, t) =
∫ t

0
H (x, s) ds. Então,

Wtt −∆W + σWt = Ht −
∫ t

0

∆H (x, s) ds + σH = Ht −
∫ t

0

[Hss (x, s) + σHs (x, s)] ds + σH

= Ht −Ht − σH + H1 (x) + σH0 (x) + σH = −∇× E0 + σH0,

portanto, W é solução de




Wtt −∆W + σWt = −∇× E0 + σH0, em Ω× (0,∞)

divW = 0, em Ω× (0,∞)

W (x, 0) = 0, Wt(x, 0) = H0 (x) , em Ω.

(2.33)

Tomando o produto interno, em (L2 (Ω))
3
, de (2.33) com Wt, obtemos

1

2

d

dt

∫

Ω

|Wt|2 dx−
∫

Ω

∆W ·Wtdx + σ

∫

Ω

|Wt|2 dx =
d

dt

∫

Ω

(−∇× E0 + σH0) ·Wdx.

Observe que

−
∫

Ω

∆W ·Wtdx =

∫

Ω

[∇× (∇×W )−∇ (divW )] ·Wtdx =

∫

Ω

[∇× (∇×W )] ·Wtdx =

= −
∫

Ω

div [Wt × (∇×W )] dx +

∫

Ω

(∇×W ) · (∇×Wt) dx =

= −
∫

Ω

div [Wt × (∇×W )] dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇ ×W |2 dx.
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Além disso,

∇×W =

∫ t

0

∇×H (x, s) ds =

∫ t

0

[Es (x, s) + σE (x, s)] ds,

e, consequentemente,

−
∫

Ω

div [Wt × (∇×W )] dx = −
∫

Ω

div

[
Wt ×

(∫ t

0

[Es (x, s) + σE (x, s)] ds

)]
dx =

= −
∫

Γ

[
Wt ×

(∫ t

0

[Es (x, s) + σE (x, s)] ds

)]
· ηdΓ =

=

∫

Γ

[
η ×

(∫ t

0

[Es (x, s) + σE (x, s)] ds

)]
·WtdΓ = 0.

Logo,

−
∫

Ω

∆W ·Wtdx =
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇ ×W |2 dx.

Obtemos assim que

1

2

d

dt

∫

Ω

(|Wt|2 + |∇ ×W |2) dx + σ

∫

Ω

|Wt|2 dx =
d

dt

∫

Ω

(−∇× E0 + σH0) ·Wdx.

Integrando em [0, t] a identidade anterior, vem que

1

2

∫

Ω

(|Wt|2 + |∇ ×W |2) dx + σ

∫ t

0

∫

Ω

|Ws|2 dxds =
1

2
‖H0‖2 +

∫

Ω

(−∇× E0 + σH0) ·Wdx.

(2.34)

Note agora que

∫

Ω

(−∇× E0 + σH0) ·Wdx =

∫

Ω

(−∇× E0 + σ∇×Ψ) ·Wdx =

=

∫

Ω

∇× (−E0 + σΨ) ·Wdx =

∫

Ω

div [(−E0 + σΨ)×W ] dx +

∫

Ω

(−E0 + σΨ) · ∇ ×Wdx

=

∫

Γ

[(−E0 + σΨ)×W ] · ηdΓ +

∫

Ω

(−E0 + σΨ) · ∇ ×Wdx =
∫

Γ

[η × (−E0 + σΨ)] ·WdΓ +

∫

Ω

(−E0 + σΨ) · ∇ ×Wdx =

∫

Ω

(−E0 + σΨ) · ∇ ×Wdx,

assim, da desigualdade de Holder,

∣∣∣∣
∫

Ω

(−∇× E0 + σH0) ·Wdx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Ω

(−E0 + σΨ) · ∇ ×Wdx

∣∣∣∣ ≤

≤ ‖E0‖2 + σ2 ‖Ψ‖2 +
1

2

∫

Ω

|∇ ×W |2 dx.
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Disto e de (2.34) conclui-se que

1

2

∫

Ω

|Wt|2 dx + σ

∫ t

0

∫

Ω

|Ws|2 dxds ≤ 1

2
‖H0‖2 + ‖E0‖2 + σ2 ‖Ψ‖2 .

A conclusão da demonstração segue diretamente da desigualdade anterior, visto que

Wt = E. ¤
Demonstração do Teorema 2.3: Dos Lemas 2.15 e 2.16 obtemos que

(1 + t)

∫

Ω

|H|2 dx ≤ C
(
Q (0) + ‖H0‖2) +

C

σ

(
1

2
‖H0‖2 + ‖E0‖2 + σ2 ‖Ψ‖2

)
,

ou seja,

‖H (t)‖(L2(Ω))3 ≤ C (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0. (2.35)

Por outro lado, temos que

d

dt
{(1 + t)2 Q (t)} = 2 (1 + t) Q (t) + (1 + t)2 dQ (t)

dt
≤ 2 (1 + t) Q (t) ,

donde, integrando em [0, t], vemos que

(1 + t)2 Q (t) ≤ Q (0) + 2

∫ t

0

(1 + s) Q (s) ds. (2.36)

Mas, dos Lemas 2.14, 2.15 e 2.16, sabemos que

2

∫ t

0

(1 + s) Q (s) ds =

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |Hs|2 dxds +

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s) |∇ ×H|2 dxds ≤

≤ 1

σ
Q (0) +

1

σ

∫ t

0

Q (s) ds + C
(
Q (0) + ‖H0‖2) + C

∫ t

0

∫

Ω

|H|2 dxds ≤
1

σ
Q (0) +

1

σ

∫ t

0

Q (s) ds + C
(
Q (0) + ‖H0‖2) +

C

σ

(
1

2
‖H0‖2 + ‖E0‖2 + σ2 ‖Ψ‖2

)
,

isto é,

2

∫ t

0

(1 + s) Q (s) ds ≤ C
(
Q (0) + ‖E0‖2 + ‖H0‖2 + ‖Ψ‖2) +

1

σ

∫ t

0

Q (s) ds,

que, de 2.14, nos dá

2

∫ t

0

(1 + s) Q (s) ds ≤ C
(
Q (0) + ‖E0‖2 + ‖H0‖2 + ‖Ψ‖2) .

Disto, e de (2.36), conclúımos que

Q (t) ≤ C (1 + t)−2 , ∀ t ≥ 0,

o que encerra a demonstração do Teorema. ¤
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Caṕıtulo 3

Decaimento Uniforme das Soluções de

Modelos Elasto-Electromagnéticos em

Domı́nios Exteriores

Neste caṕıtulo, estudamos a existência, unicidade e comportamento assintótico das soluções

do seguinte sistema acoplado de equações:

utt −
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
+ ut + α∇× E = 0, em Ω× (0,∞) (3.1)

Et + σE −∇×H − α∇× ut = 0, em Ω× (0,∞) (3.2)

Ht +∇× E = 0, em Ω× (0,∞) (3.3)

divE = divH = 0, em Ω× (0,∞) (3.4)

u (x, 0) = u0 (x) e ut (x, 0) = u1 (x) , em Ω (3.5)

E(x, 0) = E0(x) e H(x, 0) = H0(x), em Ω (3.6)

u = 0 e η × E = 0, em Γ× (0,∞). (3.7)

onde, como nos caṕıtulos anteriores, Ω é um domı́nio exterior em R3, ou seja, Ω = R3 \ O,

sendo O um aberto limitado com fronteira Γ regular. Além disso, como uma aplicação deste

resultado faremos a mesma análise para um problema semilinear ( veja (3.52)-(3.58)).

Recordemos que u (x, t) = (u1 (x, t) , u2 (x, t) , u3 (x, t)) é o vetor de deformações, E (x, t) =

(E1 (x, t) , E2 (x, t) , E3 (x, t)) e H (x, t) = (H1 (x, t) , H2 (x, t) , H3 (x, t)) denotam o Campo
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Elétrico e Magnético, respectivamente, e σ é a condutividade elétrica do meio, que estamos

supondo constante e positiva. α é uma constante de acoplamento e

η (x) = (η1 (x) , η2 (x) , η3 (x)) é a normal unitária exterior a Ω, em x ∈ Γ.

Lembremos ainda que Aij são matrizes 3 × 3, satisfazendo A∗
ij = Aji, e que existe uma

constante C0 > 0 tal que

3∑
i,j=1

Aijvj · vi ≥ C0

3∑
i=1

|vi|2 , ∀ vi ∈ R3, i = 1, 2 e 3. (3.8)

3.1 O Problema (3.1)-(3.7) é bem posto

Nesta seção estudamos, utilizando a teoria de Semigrupos, a existência de solução para o

problema (3.1)-(3.7). Para facilitar a leitura vamos reescrever os resultados mencionados na

Seção 2.1.

Consideremos o espaço

H (curl, Ω) = {w ∈ (
L2 (Ω)

)3
;∇× w ∈ (

L2 (Ω)
)3}.

H (curl, Ω) é um espaço de Hilbert com o produto interno

〈w, v〉H(curl,Ω) =

∫

Ω

(∇× w · ∇ × v + w · v) dx, ∀ w, v ∈ H (curl, Ω) .

Alguns resultados relacionados com o espaço H (curl, Ω), definido acima, serão dados a

seguir. As demonstrações dos mesmos podem ser encontradas em [9].

Lema 3.1 Seja
(
C1

0

(
Ω

))3
o espaço das funções continuamente diferenciáveis em Ω e com

suporte compacto em Ω. Então
(
C1

0

(
Ω

))3
é denso em H (curl, Ω).

Lema 3.2 Seja η = (η1, η2, η3) a normal unitária em Γ, exterior a Ω. A aplicação

(
C1

0

(
Ω

))3 → (
C1 (Γ)

)3

w → η × w|Γ
se extende por continuidade a uma aplicação (ainda denotada por w → η × w|Γ) linear e

continua de

H (curl, Ω) →
(
H− 1

2 (Γ)
)3

.
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O lema anterior permite-nos introduzir o espaço

H0 (curl, Ω) = {w ∈ H (curl, Ω) ; η × w = 0 em Γ},

o qual é fechado em H (curl, Ω). Mostra-se ainda que :

Lema 3.3 O conjunto {w ∈ (
C1

0

(
Ω

))3
; η × w = 0 em Γ} é denso em H0 (curl, Ω).

Observação 3.1 Na verdade, como podemos ver em [9], tem-se que (C∞
0 (Ω))3 (espaço das

funções testes em Ω) é denso em H0 (curl, Ω).

Seja X = (L2 (Ω))
3 × (L2 (Ω))

3
, com produto interno

〈w, v〉X =

∫

Ω

(w1 · v1 + w2 · v2) dx, ∀ w = (w1, w2) , v = (v1, v2) ∈ X.

Segue que X é um espaço de Hilbert. Consideremos, ainda, o espaço de Hilbert

W =
(
H1

0 (Ω)
)3 × (

L2 (Ω)
)3

,

com produto interno,

〈w, v〉W =

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂w1

∂xj

· ∂v1

∂xi

+ w1 · v1

}
dx+

∫

Ω

w2·v2dx, ∀ w = (w1, w2) , v = (v1, v2) ∈ W,

e Z dado por

Z = W ×X =
(
H1

0 (Ω)
)3 × (

L2 (Ω)
)3 × (

L2 (Ω)
)3 × (

L2 (Ω)
)3

.

Z é um espaço de Hilbert com o produto interno

〈w, v〉Z = 〈(w1, w2) , (v1, v2)〉W + 〈(w3, w4) , (v3, v4)〉X ,

∀ w = (w1, w2, w3, w4) , v = (v1, v2, v3, v4), w e v pertencentes a Z.

Notemos que, fazendo-se v = ut, as equações (3.1)-(3.3) são equivalentes ao sistema





ut = v,

vt = Lu− v − α∇× E,

Et = −σE +∇×H + α∇× v,

Ht = −∇× E,

(3.9)
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onde

Lu =
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
.

Em Z, definimos o operador linear não limitado A : D (A) ⊆ Z → Z, com domı́nio

D (A) =
(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)3 × (

H1
0 (Ω)

)3 ×H0 (curl, Ω)×H (curl, Ω)

dado por

Aw = (w2, Lw1 − w1 − α∇× w3, α∇× w2 +∇× w4,−∇× w3), (3.10)

∀ w = (w1, w2, w3, w4) ∈ D (A). Segue-se que o problema (3.1)-(3.3), com condições iniciais

(3.5)-(3.6) e condições de fronteira (3.7) é equivalente a





dw

dt
= (A+ B) w

w (0) = w0

(3.11)

onde w = (u, ut,E, H), w0 = (u0, u1, E0, H0), B é o operador linear e limitado em Z, dado

por

Bw = (0, w1 − w2,−σw3, 0) , ∀ w = (w1, w2, w3, w4) ∈ Z (3.12)

e D (A+ B) = D (A).

Observação 3.2 Por conveniência na discussão a seguir, foi somado e subtráıdo o termo

u na equação (3.1) para reescrever o sistema na forma (3.11).

Lema 3.4 D (A) é denso em Z.

Demonstração: Segue diretamente da inclusão

(D (Ω))3 × (D (Ω))3 × (D (Ω))3 × (D (Ω))3 ⊂ D (A) ⊂ Z,

e da densidade de (D (Ω))3 × (D (Ω))3 × (D (Ω))3 × (D (Ω))3 em Z. ¤

Lema 3.5 A inclusão D0 ⊂ D (A∗) vale, onde

D0 = D (A) =
(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)3 × (

H1
0 (Ω)

)3 ×H0 (curl, Ω)×H (curl, Ω) .
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Demonstração: Recordemos, inicialmente, que um elemento v ∈ Z está em D (A∗) se , e

somente se, existe g = (g1, g2, g3, g4) ∈ Z tal que

〈Aw, v〉Z = 〈w, g〉Z , ∀ w ∈ D (A) ,

e, neste caso, g = A∗v.

Temos que, se v = (v1, v2, v3, v4) ∈ D0 e w = (w1, w2, w3, w4) ∈ D (A), então

〈Aw, v〉Z = 〈(w2, Lw1 − w1 − α∇× w3) , (v1, v2)〉W +

+ 〈(α∇× w2 +∇× w4,−∇× w3) , (v3, v4)〉X =

=

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂w2

∂xj

· ∂v1

∂xi

dx +

∫

Ω

w2 · v1dx +

∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂w1

∂xj

)
· v2dx−

∫

Ω

w1 · v2dx

−α

∫

Ω

∇× w3 · v2dx + α

∫

Ω

∇× w2 · v3dx +

∫

Ω

∇× w4 · v3dx−
∫

Ω

∇× w3 · v4dx. (3.13)

Usando o Teorema da Divergência, e o fato que v1 ∈ (H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω))

3
e w2 ∈ (H1

0 (Ω))
3
,

obtemos

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂w2

∂xj

· ∂v1

∂xi

dx =

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂v1

∂xj

· ∂w2

∂xi

dx =

=

∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂v1

∂xj

· w2

)
dx−

∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂v1

∂xj

)
· w2dx =

=

∫

Γ

(
3∑

i,j=1

Aij
∂v1

∂xj

ηi

)
· w2dΓ−

∫

Ω

Lv1 · w2dx = −
∫

Ω

Lv1 · w2dx. (3.14)

Temos também que

∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂w1

∂xj

)
· v2dx = −

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂w1

∂xj

· ∂v2

∂xi

dx, (3.15)

já que v2 ∈ (H1
0 (Ω))

3
. Usando agora o fato que o operador rotacional ∇× · é auto-adjunto,

isto é,

∫

Ω

∇× w · vdx =

∫

Ω

w · ∇ × vdx, ∀ w ∈ H0 (curl, Ω) e v ∈ H (curl, Ω) ,

obtemos que

−α

∫

Ω

∇× w3 · v2dx = −α

∫

Ω

∇× v2 · w3dx (3.16)
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∫

Ω

∇× w4 · v3dx =

∫

Ω

∇× v3 · w4dx (3.17)

α

∫

Ω

∇× w2 · v3dx = α

∫

Ω

∇× v3 · w2dx (3.18)

−
∫

Ω

∇× w3 · v4dx = −
∫

Ω

∇× v4 · w3dx. (3.19)

Note que, obviamente, usamos o fato que v2, w2 ∈ (H1
0 (Ω))

3
e que v3, w3 ∈ H0 (curl, Ω). De

(3.13)-(3.19) obtemos então que

〈Aw, v〉Z = −
∫

Ω

Lv1 · w2dx +

∫

Ω

v1 · w2dx−
∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂w1

∂xj

· ∂v2

∂xi

dx−
∫

Ω

w1 · v2dx−

−α

∫

Ω

∇× v2 · w3dx +

∫

Ω

∇× v3 · w4dx + α

∫

Ω

∇× v3 · w2dx−
∫

Ω

∇× v4 · w3dx =

= −
∫

Ω

(
3∑

i,j=1

Aij
∂w1

∂xj

· ∂v2

∂xi

+ w1 · v2

)
dx +

∫

Ω

w2 · (−Lv1 + v1 + α∇× v3) dx+

+

∫

Ω

w3 · (−α∇× v2 −∇× v4) dx +

∫

Ω

w4 · ∇ × v3dx,

ou seja,

〈Aw, v〉Z = 〈w, g〉Z ,

onde

g = (−v2,−Lv1 + v1 + α∇× v3,−α∇× v2 −∇× v4,∇× v3) . (3.20)

Vimos assim que, ∀ v ∈ D0, existe g ∈ Z (dado por (3.20)) tal que

〈Aw, v〉Z = 〈w, g〉Z , ∀ w ∈ D (A) ,

mostrando que D0 ⊂ D (A∗) . ¤

Lema 3.6 D (A∗) = D0 = D (A) e

A∗v = − (v2, Lv1 − v1 − α∇× v3, α∇× v2 +∇× v4,−∇× v3) = −Av, ∀ v ∈ D (A∗) .

Demonstração: Já sabemos, do lema anterior, que D0 ⊂ D (A∗). Mostremos agora que

D (A∗) ⊂ D0.

Seja v ∈ D (A∗). Então existe g = (g1, g2, g3, g4) ∈ Z tal que

〈Aw, v〉Z = 〈w, g〉Z , ∀ w ∈ D (A) . (3.21)
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Dado um elemento arbitrário w4 ∈ (H1
0 (Ω))

3
, tem-se que w = (0, 0, 0, w4) ∈ D (A), donde

vale, por (3.21), que

∫

Ω

∇× w4 · v3dx =

∫

Ω

w4 · g4dx, ∀ w4 ∈
(
H1

0 (Ω)
)3

.

A identidade acima nos diz que ∇× v3 ∈ (L2 (Ω))
3

e, consequentemente,

v3 ∈ H (curl, Ω) e g4 = ∇× v3. (3.22)

Dado agora um elemento arbitrário w3 ∈ (H1
0 (Ω))

3
, tem-se que w = (0, 0, w3, 0) ∈ D (A) e,

por (3.21), segue que

−α

∫

Ω

∇× w3 · v2dx−
∫

Ω

∇× w3 · v4dx =

∫

Ω

w3 · g3dx, ∀ w3 ∈
(
H1

0 (Ω)
)3

,

ou ainda, ∫

Ω

∇× w3 · (−αv2 − v4) dx =

∫

Ω

w3 · g3dx, ∀ w3 ∈
(
H1

0 (Ω)
)3

.

Segue da identidade acima que

α∇× v2 +∇× v4 ∈
(
L2 (Ω)

)3
e g3 = −α∇× v2 −∇× v4. (3.23)

Tomemos agora w = (0, w2, 0, 0), com w2 ∈ (D (Ω))3. Então w ∈ D (A) e, de (3.21), conclui-

se que

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂w2

∂xj

· ∂v1

∂xi

dx+

∫

Ω

w2 · v1dx+α

∫

Ω

∇×w2 · v3dx =

∫

Ω

w2 · g2dx, ∀ w2 ∈ (D (Ω))3 ,

ou ainda, notando que

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂w2

∂xj

· ∂v1

∂xi

dx =

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂v1

∂xj

· ∂w2

∂xi

dx

e passando ao espaço (D′ (Ω))3,

3∑
i,j=1

〈
Aij

∂v1

∂xj

,
∂w2

∂xi

〉
+ 〈v1, w2〉+ 〈αv3,∇× w2〉 = 〈g2, w2〉 , ∀ w2 ∈ (D (Ω))3 ,

isto é,

〈−Lv1, w2〉+ 〈v1, w2〉+ 〈α∇× v3, w2〉 = 〈g2, w2〉 , ∀ w2 ∈ (D (Ω))3 .
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Portanto, g2 = −Lv1 + v1 + α∇ × v3 em (D′ (Ω))3. Como g2 ∈ (L2 (Ω))
3
, v1 ∈ (H1

0 (Ω))
3

e

∇× v3 ∈ (L2 (Ω))
3

(por (3.22)), segue que

Lv1 ∈
(
L2 (Ω)

)3
e g2 = −Lv1 + v1 + α∇× v3. (3.24)

Tomemos, finalmente, w = (w1, 0, 0, 0) com w1 ∈ (H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω))

3
qualquer. Então

w ∈ D (A) e, de (3.21), obtemos que

∫

Ω

(Lw1 − w1) · v2dx =

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂w1

∂xj

· ∂g1

∂xi

dx +

∫

Ω

w1 · g1dx, ∀ w1 ∈
(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)3

,

ou ainda,

∫

Ω

(Lw1 − w1) · v2dx =

∫

Ω

(−Lw1 + w1) · g1dx, ∀ w1 ∈
(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)3

,

donde ∫

Ω

(g1 + v2) · (−Lw1 + w1) dx = 0, ∀ w1 ∈
(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)3

. (3.25)

Usando agora o fato que, ∀ f ∈ (L2 (Ω))
3
, existe w1 ∈ (H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω))
3

tal que

−Lw1 + w1 = f,

obtemos de (3.25) que

∫

Ω

(g1 + v2) · fdx = 0, ∀ f ∈ (
L2 (Ω)

)3
.

Segue que

g1 = −v2 e v2 ∈
(
H1

0 (Ω)
)3

. (3.26)

Resumindo o que foi obtido até o momento, temos que se v ∈ D (A∗), então o elemento

g ∈ Z que satisfaz (3.21) é dado por

g = (−v2,−Lv1 + v1 + α∇× v3,−α∇× v2 −∇× v4,∇× v3) (3.27)

e, além disso, Lv1 ∈ (L2 (Ω))
3
(e consequentemente v1 ∈ (H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω))
3
), v2 ∈ (H1

0 (Ω))
3

e v3 ∈ H (curl, Ω). Mais ainda, como α∇ × v2 ∈ (L2 (Ω))
3
, segue de (3.23) que v4 ∈
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H (curl, Ω). Resta-nos mostrar, para concluir a demonstração, que η × v3 = 0 em Γ. Com

efeito, utilizando a identidade (3.21) e a expressão para g (dada por (3.27)) obtemos que

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂w2

∂xj

· ∂v1

∂xi

dx +

∫

Ω

w2 · v1dx +

∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂w1

∂xj

)
· v2dx−

∫

Ω

w1 · v2dx−

−α

∫

Ω

∇× w3 · v2dx + α

∫

Ω

∇× w2 · v3dx +

∫

Ω

∇× w4 · v3dx−
∫

Ω

∇× w3 · v4dx =

= −
∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂w1

∂xj

· ∂v2

∂xi

dx−
∫

Ω

w1 · v2dx−
∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂v1

∂xj

)
· w2dx +

∫

Ω

w2 · v1dx

+α

∫

Ω

∇× v3 · w2dx− α

∫

Ω

∇× v2 · w3dx−
∫

Ω

∇× v4 · w3dx +

∫

Ω

∇× v3 · w4dx,

∀ w ∈ D (A), ou seja,

∫

Ω

(
3∑

i,j=1

Aij
∂w2

∂xj

· ∂v1

∂xi

+
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂v1

∂xj

)
· w2

)
dx+

+

∫

Ω

(
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂w1

∂xj

)
· v2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂w1

∂xj

· ∂v2

∂xi

dx

)
−

−α

∫

Ω

(∇× w3 · v2 −∇× v2 · w3) dx + α

∫

Ω

(∇× w2 · v3 −∇× v3 · w2) dx+

+

∫

Ω

(∇× w4 · v3 −∇× v3 · w4) dx−
∫

Ω

(∇× w3 · v4 −∇× v4 · w3) dx = 0,

isto é,

∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂v1

∂xj

· w2

)
dx +

∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂w1

∂xj

· v2

)
dx−

−α

∫

Ω

div (w3 × v2) dx + α

∫

Ω

div (w2 × v3) dx +

∫

Ω

div (w4 × v3) dx−
∫

Ω

div (w3 × v4) dx = 0.

Usando o Teorema da Divergência, obtemos da identidade anterior que
∫

Γ

(w4 × v3) · ηdΓ = −
∫

Γ

(η × v3) · w4dΓ = 0, ∀ w ∈ D (A) .

Disto conclúımos que η × v3 = 0, finalizando a demonstração do Lema. ¤
Do lema anterior e do Teorema de Stone (veja [31], Teorema 1.10.8), segue o seguinte

resultado:

Proposição 3.1 A é o gerador infinitesimal de um grupo de operadores unitários de classe

C0, {T (t)} em Z.
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Corolário 3.1 A + B (com domı́nio D (A)) é gerador infinitesimal de um grupo de classe

C0, {S (t)} em Z.

Demonstração: Segue diretamente da proposição anterior e do fato que B é um operador

linear e limitado em Z. (veja [12], Teorema 13.2.1). ¤

Observação 3.3 Salientamos aqui que {T (t)} é o grupo unitário gerado pelo operador A
e {S (t)} é o grupo de classe C0 gerado pelo operador A + B. No restante do caṕıtulo estes

fatos serão usados repetidas vezes.

Do Corolário 3.1, conclúımos que o problema (3.11) possui única solução w (t) = S (t) w0,

o que não resolve, ainda, o problema (3.1)-(3.7), já que não temos informação sobre (3.4).

Consideremos, então, M1 = M⊥, isto é, o complemento ortogonal de

M = {v ∈ D (A∗) ;A∗v = 0} = KerA∗

em Z. Note que M 6= {(0, 0, 0, 0)}, pois contém o conjunto

{
v = (0, 0,∇ϕ1,∇ϕ2) tal que ϕ1, ϕ2 ∈

(
H2

0 (Ω)
)3

}
⊂ D (A∗) .

Lema 3.7 Todo elemento v ∈ M é da forma v = (0, 0, v3, v4).

Demonstração: Seja v = (v1, v2, v3, v4) ∈ M . Então,

A∗v = − (v2, Lv1 − v1 − α∇× v3, α∇× v2 +∇× v4,−∇× v3) = (0, 0, 0, 0) .

É imediato que v2 = 0 e ∇× v3 = 0. Consequentemente,

v1 − Lv1 = 0, com v1 ∈
(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)3

.

Tomando o produto interno, em (L2 (Ω))
3
, de ambos os membros da identidade acima com

v1, usando o Teorema da Divergência, o fato que v1 ∈ (H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω))

3
e a desigualdade

(3.8) vemos que

∫

Ω

{
3∑

i=1

∣∣∣∣
∂v1

∂xi

∣∣∣∣
2

+ |v1|2
}

dx ≤ 1

C0

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v1

∂xj

· ∂v1

∂xi

+ v1 · v1

}
dx = 0,

donde conclui-se que v1 = 0. ¤
Outro fato que também salientamos é que se v = (0, 0, v3, v4) ∈ M , então (0, 0, v3, 0) ∈ M

e (0, 0, 0, v4) ∈ M , fato esse que utilizaremos na demonstração do lema a seguir.

88



Lema 3.8 S (t) aplica M1 ∩D (A+ B) em M1 ∩D (A+ B) .

Demonstração: Seja w ∈ M1 ∩ D (A+ B). Então, obviamente, S (t) w ∈ D (A+ B).

Resta-nos mostrar que S (t) w ∈ M1.

Dado v = (0, 0, v3, v4) ∈ M , qualquer, temos que

d

dt
〈S (t) w, (0, 0, v3, 0)〉Z = 〈(A+ B) S (t) w, (0, 0, v3, 0)〉Z =

= 〈AS (t) w, (0, 0, v3, 0)〉Z + 〈BS (t) w, (0, 0, v3, 0)〉Z =

= 〈S (t) w,A∗ (0, 0, v3, 0)〉Z + 〈BS (t) w, (0, 0, v3, 0)〉Z =

= 〈BS (t) w, (0, 0, v3, 0)〉Z = −σ 〈S (t) w, (0, 0, v3, 0)〉Z , ∀ t ≥ 0,

já que (0, 0, v3, 0) ∈ M . Assim,

d

dt
{eσt 〈S (t) w, (0, 0, v3, 0)〉Z} = 0, ∀ t ≥ 0,

donde conclúımos que

〈S (t) w, (0, 0, v3, 0)〉Z = e−σt 〈S (0) w, (0, 0, v3, 0)〉Z = e−σt 〈w, (0, 0, v3, 0)〉Z = 0, (3.28)

∀ t ≥ 0, pois w ∈ M1 e (0, 0, v3, 0) ∈ M . Por outro lado,

d

dt
〈S (t) w, (0, 0, 0, v4)〉Z = 〈(A+ B) S (t) w, (0, 0, 0, v4)〉Z =

= 〈AS (t) w, (0, 0, 0, v4)〉Z + 〈BS (t) w, (0, 0, 0, v4)〉Z =

= 〈S (t) w,A∗ (0, 0, 0, v4)〉Z + 〈BS (t) w, (0, 0, 0, v4)〉Z =

= 〈BS (t) w, (0, 0, 0, v4)〉Z = 0,

já que (0, 0, 0, v4) ∈ M e, pela definição de B, a última coordenada do vetor BS (t) w é nula.

Assim, 〈S (t) w, (0, 0, 0, v4)〉Z independe de t, donde

〈S (t) w, (0, 0, 0, v4)〉Z = 〈S (0) w, (0, 0, 0, v4)〉Z = 〈w, (0, 0, 0, v4)〉Z = 0, ∀ t ≥ 0. (3.29)

De (3.28) e (3.29) conclúımos que

〈S (t) w, v〉Z = 〈S (t) w, (0, 0, v3, 0) + (0, 0, 0, v4)〉Z = 0, ∀ v ∈ M,

mostrando que S (t) w ∈ M1. ¤
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Lema 3.9 Se w = (w1, w2, w3, w4) ∈ M1 ∩D (A+ B), então:

(i) divw3 = 0, e

(ii) divw4 = 0.

Demonstração: (i) Tomemos v = (0, 0,∇ϕ3, 0), com ϕ3 ∈ H2
0 (Ω) qualquer. Então, obvia-

mente, v ∈ M . Se w = (w1, w2, w3, w4) ∈ M1 ∩D (A+ B), então

0 = 〈w, v〉Z =

∫

Ω

w3 · ∇ϕ3dx, ∀ ϕ3 ∈ H2
0 (Ω) ,

o que mostra que divw3 = 0.

(ii) Tomemos agora v = (0, 0, 0,∇ϕ4), com ϕ4 ∈ H2
0 (Ω) qualquer. Então v ∈ M e, se

w = (w1, w2, w3, w4) ∈ M1 ∩D (A+ B), tem-se que

0 = 〈w, v〉Z =

∫

Ω

w4 · ∇ϕ4dx, ∀ ϕ4 ∈ H2
0 (Ω) ,

mostrando que divw4 = 0. ¤
Do Corolário 3.1 e dos Lemas 3.8 e 3.9 obtemos o principal resultado desta seção:

Teorema 3.1 Dado (u0, u1, E0, H0) ∈ M1∩D (A+ B), existe uma única solução global forte

de (3.1)-(3.7) tal que

(u, ut, E, H) ∈ C ([0,∞) ; M1 ∩D (A+ B)) ∩ C1 ([0,∞) ; Z).

Se (u0, u1, E0, H0) ∈ M1 ∩ D
(
(A+ B)2), então existe uma única solução de (3.1)-(3.7) tal

que

(u, ut, E,H) ∈ C ([0,∞) ; M1∩D
(
(A+ B)2))∩C1 ([0,∞) ; M1∩D (A+ B))∩C2 ([0,∞) ; Z).

3.2 Comportamento Assintótico

Nesta seção estudamos o comportamento assintótico da solução (u, ut, E, H) de (3.1)-(3.7).

A dificuldade aparece inicialmente pela ordem das equações em (3.1)-(3.3) serem diferentes.

Como a demonstração do teorema central deste caṕıtulo é longa, exibiremos alguns resultados

preliminares.

90



Derivando a equação (3.1) em relação a t, e fazendo v = ut, segue que

vtt −
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂v

∂xj

)
+ vt + α∇× Et = 0.

Derivando (3.2) em relação a t, temos que

Ett + σEt −∇×Ht − α∇× vt = 0,

mas, por (3.3) e (3.4),

−∇×Ht = ∇× (∇× E) = ∇ (divE)−∆E = −∆E.

Segue que (v, E) é solução do sistema




vtt − Lv + vt + α∇× Et = 0, em Ω× (0,∞)

Ett −∆E + σEt − α∇× vt = 0, em Ω× (0,∞)

divE = 0, em Ω× (0,∞)

v (x, 0) ≡ v0 (x) = u1 (x) , vt (x, 0) ≡ v1 (x) = Lu0 − u1 − α∇× E0

E (x, 0) = E0 (x) , Et (x, 0) ≡ E1 (x) = −σE0 +∇×H0 + α∇× u1

v = 0 e η × E = 0, em Γ× (0,∞),

(3.30)

onde L =
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂·
∂xj

)
.

Observação 3.4 Nos lemas a seguir, assumiremos sempre que (u, ut, E, H) é solução de

(3.1)-(3.7) obtida no Teorema 3.1.

Seja

G (t) =
1

2

∫

Ω

{
|vt|2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |Et|2 + |∇ × E|2
}

dx. (3.31)

Lema 3.10 Tem-se que

dG (t)

dt
= −

∫

Ω

(|vt (t)|2 + σ |Et (t)|2) dx ≤ 0, ∀ t ≥ 0. (3.32)

Demonstração: Derivando G (t) em relação a t, obtemos

dG (t)

dt
=

∫

Ω

{
vt · vtt +

3∑
i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂vt

∂xi

+ Et · Ett + (∇× E) · (∇× Et)

}
dx.
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Usando o Teorema da Divergência segue que

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂vt

∂xi

dx = −
∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂v

∂xj

)
· vtdx +

∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂v

∂xj

· vt

)
dx =

= −
∫

Ω

Lv · vtdx +

∫

Γ

3∑
i,j=1

(
Aij

∂v

∂xj

ηi

)
· vtdΓ = −

∫

Ω

Lv · vtdx,

já que vt = 0 em Γ. Também, usando a identidade vetorial

div (A× (∇×B)) = (∇× A) · (∇×B)− A · ∇ × (∇×B) , A,B ∈ R3,

obtemos que

∫

Ω

(∇× E) · (∇× Et) dx =

∫

Ω

div {Et × (∇× E)} dx +

∫

Ω

∇× (∇× E) · Etdx =

=

∫

Γ

[Et × (∇× E)] · ηdΓ +

∫

Ω

[∇ (divE)−∆E] · Etdx =

=

∫

Γ

(η × Et) · (∇× E) dΓ−
∫

Ω

∆E · Etdx = −
∫

Ω

∆E · Etdx,

pois η × Et = 0 em Γ. Logo, de (3.30),

dG (t)

dt
=

∫

Ω

{(vtt − Lv) · vt + (Ett −∆E) · Et} dx =
∫

Ω

(− |vt|2 − α∇× Et · vt − σ |Et|2 + α∇× vt · Et

)
dx =

= −
∫

Ω

(|vt|2 + σ |Et|2
)
dx + α

∫

Ω

div (vt × Et) dx =

= −
∫

Ω

(|vt|2 + σ |Et|2
)
dx + α

∫

Γ

(vt × Et) · ηdΓ = −
∫

Ω

(|vt|2 + σ |Et|2
)
dx. ¤

Lema 3.11 São válidas as seguintes identidades:

G (t) +

∫ t

0

∫

Ω

(|vs|2 + σ |Es|2
)
dxds = G (0) (3.33)

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
(|vs|2 + σ |Es|2

)
dxds =

= − (1 + t) G (t) + G (0) +

∫ t

0

G (s) ds (3.34)
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e
∫ t

0

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dxds +
1

2

∫

Ω

{|v|2 + σ |E|2} dx

=
1

2

(‖v0‖2 + σ ‖E0‖2) +

∫

Ω

(v1 · v0 + E1 · E0) dx−

−
∫

Ω

(vt · v + Et · E) dx +

∫ t

0

∫

Ω

(|vs|2 + |Es|2
)
dxds+

+ α

∫ t

0

∫

Ω

[∇× E · vs −∇× v · Es] dxds. (3.35)

Demonstração: (3.33) obtem-se diretamente, por integração em [0, t], da expressão (3.32)

do lema anterior. Também de (3.32) temos que

(1 + t)
dG (t)

dt
= −

∫

Ω

(1 + t)
{|vt|2 + σ |Et|2

}
dx,

ou seja, ∫

Ω

(1 + t)
{|vt|2 + σ |Et|2

}
dx = − d

dt
{(1 + t) G (t)}+ G (t) ,

donde, integrando em [0, t], obtem-se (3.34).

Tomando agora o produto interno, em (L2 (Ω))
3
, da primeira equação de (3.30) com v,

da segunda equação com E, e somando ambas as expressões, obtemos

d

dt

∫

Ω

(vt · v + Et · E) dx−
∫

Ω

(|vt|2 + |Et|2
)
dx−

∫

Ω

Lv · vdx +
1

2

d

dt

∫

Ω

|v|2 dx+

+α

∫

Ω

(∇× Et · v −∇× vt · E) dx−
∫

Ω

∆E · Edx +
σ

2

d

dt

∫

Ω

|E|2 dx = 0.

Usando Teorema da Divergência obtemos

−
∫

Ω

Lv · vdx =

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

dx−
∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂v

∂xj

· v
)

dx =

=

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

dx−
∫

Γ

3∑
i,j=1

(
Aij

∂v

∂xj

ηi

)
· vdΓ =

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

dx,

já que v = 0 em Γ. Também,

−
∫

Ω

∆E · Edx =

∫

Ω

[∇× (∇× E)−∇ (divE)] · Edx =

∫

Ω

[∇× (∇× E)] · Edx =

=

∫

Ω

div [(∇× E)× E] dx +

∫

Ω

|∇ × E|2 dx =

∫

Γ

[(∇× E)× E] · ηdΓ +

∫

Ω

|∇ × E|2 dx =

= −
∫

Γ

(η × E) · ∇ × EdΓ +

∫

Ω

|∇ × E|2 dx =

∫

Ω

|∇ × E|2 dx,
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pois η × E = 0 em Γ. Logo,

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx =

= − d

dt

∫

Ω

(vt · v + Et · E) dx +

∫

Ω

(|vt|2 + |Et|2
)
dx− α

∫

Ω

(∇× Et · v −∇× vt · E) dx.

Observe agora que

−α

∫

Ω

(∇× Et · v −∇× vt · E) dx = α

∫

Ω

{div (v × Et)− Et · ∇ × v} dx+

+α

∫

Ω

{div (vt × E) + vt · ∇ × E} dx = α

∫

Ω

(vt · ∇ × E − Et · ∇ × v) dx+

+α

∫

Γ

[vt × E + v × Et] · ηdΓ = α

∫

Ω

(vt · ∇ × E − Et · ∇ × v) dx.

Portanto,

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx =

= − d

dt

∫

Ω

(vt · v + Et · E) dx +

∫

Ω

(|vt|2 + |Et|2
)
dx + α

∫

Ω

(vt · ∇ × E − Et · ∇ × v) dx.

Integrando em [0, t] a identidade anterior obtem-se (3.35). ¤

Lema 3.12 Tem-se que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dxds + (1 + t)

∫

Ω

(|v|2 + |E|2) dx ≤

≤ C
(
G (0) + ‖u1‖2 + ‖E0‖2) + C

∫ t

0

∫

Ω

(|v|2 + |E|2) dxds,

onde C é uma constante positiva, que depende apenas de σ, α e de C0.

Demonstração: Tomando o produto interno, em (L2 (Ω))
3
, de (3.30)1 com (1 + t) v e de

(3.30)2 com (1 + t) E, e somando as identidades obtidas, teremos que

(1 + t)
d

dt

∫

Ω

(vt · v + Et · E) dx− (1 + t)

∫

Ω

(|vt|2 + |Et|2
)
dx− (1 + t)

∫

Ω

Lv · vdx+

+
(1 + t)

2

d

dt

∫

Ω

|v|2 dx + α (1 + t)

∫

Ω

(∇× Et · v −∇× vt · E) dx−

− (1 + t)

∫

Ω

∆E · Edx +
σ (1 + t)

2

d

dt

∫

Ω

|E|2 dx = 0.
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Do mesmo modo que na demonstração do lema anterior, obtemos que

− (1 + t)

∫

Ω

Lv · vdx = (1 + t)

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

dx,

− (1 + t)

∫

Ω

∆E · Edx = (1 + t)

∫

Ω

|∇ × E|2 dx,

e

α (1 + t)

∫

Ω

(∇× Et · v −∇× vt · E) dx = α (1 + t)

∫

Ω

(Et · ∇ × v − vt · ∇ × E) dx.

Logo,

(1 + t)

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

(1 + t)
{|v|2 + σ |E|2} dx =

=
1

2

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx + (1 + t)

∫

Ω

(|vt|2 + |Et|2
)
dx− d

dt

∫

Ω

(1 + t) {vt · v + Et · E} dx

+
1

2

d

dt

∫

Ω

(|v|2 + |E|2) dx− α (1 + t)

∫

Ω

(Et · ∇ × v − vt · ∇ × E) dx. (3.36)

Usando agora o fato que, por (3.8),

∫

Ω

|∇ × v|2 dx ≤ 2

∫

Ω

3∑
i,j=1

∣∣∣∣
∂vi

∂xj

∣∣∣∣
2

dx ≤ 2

C0

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

dx,

obtemos que

∣∣∣∣α
∫

Ω

(Et · ∇ × v − vt · ∇ × E) dx

∣∣∣∣ ≤ |α|
∫

Ω

(|Et| |∇ × v|+ |vt| |∇ × E|) dx ≤

≤ α2

C0

∫

Ω

|Et|2 dx +
C0

4

∫

Ω

|∇ × v|2 dx +
α2

2

∫

Ω

|vt|2 dx +
1

2

∫

Ω

|∇ × E|2 dx ≤

≤ 1

2

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dx + α2

∫

Ω

(
1

C0

|Et|2 +
1

2
|vt|2

)
dx,

isto é,

α (1 + t)

∫

Ω

(Et · ∇ × v − vt · ∇ × E) dx ≤

≤ (1 + t)

2

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dx + (1 + t) C1α
2

∫

Ω

(|Et|2 + |vt|2
)
dx,

95



onde C1 = max

{
1

C0

,
1

2

}
. Disto, e de (3.36), segue que

(1 + t)

2

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

(1 + t)
{|v|2 + σ |E|2} dx ≤

≤ 1

2

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx + (1 + t)
(
1 + C1α

2
) ∫

Ω

(|vt|2 + |Et|2
)
dx−

− d

dt

∫

Ω

(1 + t) {vt · v + Et · E} dx +
1

2

d

dt

∫

Ω

(|v|2 + |E|2) dx.

Integrando em [0, t] ambos os membros da desigualdade anterior, obtemos que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dxds + (1 + t)

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx ≤

≤ (‖v0‖2 + σ ‖E0‖2) +

∫ t

0

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dxds+

+ 2
(
1 + C1α

2
) ∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
{|vs|2 + |Es|2

}
dxds− 2 (1 + t)

∫

Ω

{vt · v + Et · E} dx+

+ 2

∫

Ω

{v1 · v0 + E1 · E0} dx +

∫

Ω

(|v|2 + |E|2) dx− (‖v0‖2 + ‖E0‖2) . (3.37)

Da desigualdade de Holder, sabemos que

∣∣∣∣2 (1 + t)

∫

Ω

{vt · v + Et · E} dx

∣∣∣∣ ≤ 2 (1 + t)

∫

Ω

|vt|2 dx +
(1 + t)

2

∫

Ω

|v|2 dx+

+
2 (1 + t)

σ

∫

Ω

|Et|2 dx +
σ (1 + t)

2

∫

Ω

|E|2 dx ≤

≤ (1 + t)

2

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx + C2 (1 + t)

∫

Ω

(|vt|2 + |Et|2
)
dx, (3.38)

onde C2 = max

{
2,

2

σ

}
. De (3.37) e (3.38) segue que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dxds +
(1 + t)

2

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx ≤

≤ (σ − 1) ‖E0‖2 +

∫ t

0

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dxds+

+2
(
1 + C1α

2
) ∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
{|vs|2 + |Es|2

}
dxds + C2 (1 + t)

∫

Ω

(|vt|2 + |Et|2
)
dx+

+2

∫

Ω

{v1 · v0 + E1 · E0} dx +

∫

Ω

(|v|2 + |E|2) dx.
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Mas, de (3.34) do Lema 3.11, sabemos que

C3

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
{|vs|2 + |Es|2

}
dxds ≤ G (0) +

∫ t

0

G (s) ds,

onde C3 = min {1, σ}, e que, obviamente,
∫

Ω

(|vt|2 + |Et|2
)
dx ≤ 2G (t) ,

logo,

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dxds +
(1 + t)

2

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx ≤

≤ (σ − 1) ‖E0‖2 +

∫ t

0

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dxds+

+
2 (1 + C1α

2)

C3

G (0) +
2 (1 + C1α

2)

C3

∫ t

0

G (s) ds + 2C2 (1 + t) G (t) +

+2

∫

Ω

{v1 · v0 + E1 · E0} dx +

∫

Ω

(|v|2 + |E|2) dx. (3.39)

De (3.35) do Lema 3.11, sabemos que

∫ t

0

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dxds +
1

2

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx ≤

≤ 1

2

(‖v0‖2 + σ ‖E0‖2) +

∫

Ω

{v1 · v0 + E1 · E0} dx+

+

∫

Ω

(
|vt|2 +

1

σ
|Et|2

)
dx +

1

4

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx +

∫ t

0

∫

Ω

(|vs|2 + |Es|2
)
dxds+

+
1

2

∫ t

0

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dxds + C1α
2

∫ t

0

∫

Ω

(|vs|2 + |Es|2
)
dxds,

ou seja,

1

2

∫ t

0

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dxds +
1

4

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx ≤

≤ 1

2

(‖v0‖2 + σ ‖E0‖2) +

∫

Ω

{v1 · v0 + E1 · E0} dx+

+
C2

2

∫

Ω

(|vt|2 + |Et|2
)
dx +

(
1 + C1α

2
) ∫ t

0

∫

Ω

(|vs|2 + |Es|2
)
dxds ≤

≤ 1

2

(‖v0‖2 + σ ‖E0‖2) +

∫

Ω

{v1 · v0 + E1 · E0} dx+

+C2G (t) +
(
1 + C1α

2
) ∫ t

0

∫

Ω

(|vs|2 + |Es|2
)
dxds,
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donde

∫ t

0

G (s) ds +
1

4

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx ≤ 1

2

(‖v0‖2 + σ ‖E0‖2) +

+

∫

Ω

{v1 · v0 + E1 · E0} dx + C2G (t) +

+

(
3

2
+ C1α

2

) ∫ t

0

∫

Ω

(|vs|2 + |Es|2
)
dxds,

que, usando (3.33) do Lema 3.11, nos dá

∫ t

0

G (s) ds +
1

4

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx ≤ 1

2

(‖v0‖2 + σ ‖E0‖2) +

+

∫

Ω

{v1 · v0 + E1 · E0} dx + C2G (t) +

(
3
2

+ C1α
2
)

C3

G (0)−
(

3
2

+ C1α
2
)

C3

G (t) ,

ou seja,

∫ t

0

G (s) ds +
1

4

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx ≤ 1

2

(‖v0‖2 + σ ‖E0‖2) + C4G (0) +

+

∫

Ω

{v1 · v0 + E1 · E0} dx ≤ ‖v0‖2 +
(σ + 1)

2
‖E0‖2 + C5G (0) , (3.40)

onde C4 = C2 +

(
3
2

+ C1α
2
)

C3

e C5 = (C4 + 1). De (3.39) e (3.40) segue então que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dxds +
(1 + t)

2

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx ≤

≤
∫ t

0

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dxds + C6

(‖E0‖2 + ‖v0‖2) + C7G (0) + 2C2 (1 + t) G (t) , (3.41)

onde C6 e C7 são constantes positivas que dependem apenas de σ, α e C0.

Notemos agora que

d

dt
{(1 + t) G (t)} = G (t) + (1 + t)

d

dt
G (t) ≤ G (t) ,

donde, integrando em [0, t],

2C2 (1 + t) G (t) ≤ 2C2G (0) + 2C2

∫ t

0

G (s) ds,

que, por (3.40), nos dá

2C2 (1 + t) G (t) ≤ C8G (0) + C9

(‖v0‖2 + ‖E0‖2) .
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Disto, e de (3.41), conclúımos que

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dxds +
(1 + t)

2

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dx ≤

≤ C
(
G (0) + ‖v0‖2 + ‖E0‖2) +

∫ t

0

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dxds,

encerrando a demonstração do Lema. ¤

Lema 3.13 A solução (v, E) de (3.30) satisfaz

1

2

∫

Ω

(|v|2 + |E|2) dx +

∫ t

0

∫

Ω

(|v|2 + σ |E|2) dxds ≤

≤ (‖u1‖2 + ‖E0‖2 + ‖H0‖2) + C

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u0

∂xj

· ∂u0

∂xi

dx,

para alguma constante C > 0 (que independe de v, E e H).

Demonstração: Sejam V (x, t) =
∫ t

0
v (x, s) ds e W (x, t) =

∫ t

0
E (x, s) ds. Tem-se que

Vtt − LV + Vt + α∇×Wt = vt −
∫ t

0

Lv (x, s) ds + v + α∇× E =

= vt + v + α∇× E −
∫ t

0

[vss (x, s) + vs (x, s) + α∇× Es (x, s)] ds =

= v1 + v0 + α∇× E0 = Lu0 − u1 − α∇× E0 + u1 + α∇× E0 = Lu0

e

Wtt −∆W + σWt − α∇× Vt = Et −
∫ t

0

∆E (x, s) ds + σE − α∇× v =

= Et + σE − α∇× v −
∫ t

0

[Ess (x, s) + σEs (x, s)− α∇× vs (x, s)] ds =

= E1 + σE0 − α∇× v0 = −σE0 +∇×H0 + α∇× u1 + σE0 − α∇× u1 = ∇×H0.

Vê-se, então, que (V,W ) é solução do sistema




Vtt − LV + Vt + α∇×Wt = Lu0, em Ω× (0,∞)

Wtt −∆W + σWt − α∇× Vt = ∇×H0, em Ω× (0,∞)

divW = 0, em Ω× (0,∞)

V (x, 0) = 0, Vt (x, 0) = u1

W (x, 0) = 0, Wt (x, 0) = E0

V = 0 e η ×W = 0, em Γ× (0,∞).

(3.42)
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Tomando o produto interno, em (L2 (Ω))
3
, de (3.42)1 com Vt, de (3.42)2 com Wt e somando

as expressões obtidas, teremos que

1

2

d

dt

∫

Ω

(|Vt|2 + |Wt|2
)
dx−

∫

Ω

(LV · Vt + ∆W ·Wt) dx+

+

∫

Ω

(|Vt|2 + σ |Wt|2
)
dx + α

∫

Ω

(Vt · ∇ ×Wt −Wt · ∇ × Vt) dx =

=

∫

Ω

Lu0 · Vtdx +

∫

Ω

∇×H0 ·Wtdx.

Observe agora que, do Teorema da Divergência, e usando (3.42), obtemos que

−
∫

Ω

LV · Vtdx =
1

2

d

dt

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂V

∂xj

· ∂V

∂xi

dx,

−
∫

Ω

∆W ·Wtdx =
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇ ×W |2 dx

e

∫

Ω

(Vt · ∇ ×Wt −Wt · ∇ × Vt) dx =

∫

Ω

div (Wt × Vt) dx =

∫

Γ

(Wt × Vt) · ηdΓ = 0.

Logo

1

2

d

dt

∫

Ω

{
|Vt|2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂V

∂xj

· ∂V

∂xi

+ |Wt|2 + |∇ ×W |2
}

dx +

∫

Ω

(|Vt|2 + σ |Wt|2
)
dx =

=
d

dt

∫

Ω

Lu0 · V dx +
d

dt

∫

Ω

∇×H0 ·Wdx,

donde, integrando em [0, t],

1

2

∫

Ω

{
|Vt|2 +

3∑
i,j=1

Aij
∂V

∂xj

· ∂V

∂xi

+ |Wt|2 + |∇ ×W |2
}

dx+

+

∫ t

0

∫

Ω

(|Vs (s)|2 + σ |Ws (s)|2) dxds =

=
1

2

∫

Ω

(|u1|2 + |E0|2
)
dx +

∫

Ω

Lu0 · V dx +

∫

Ω

∇×H0 ·Wdx. (3.43)

Notemos agora que, pelo Teorema da Divergência,

∫

Ω

Lu0 · V dx =

∫

Ω

3∑
i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u0

∂xj

)
· V dx = −

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u0

∂xj

· ∂V

∂xi

dx,
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portanto,

∣∣∣∣
∫

Ω

Lu0 · V dx

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

3∑
i,j=1

‖Aij‖
∣∣∣∣
∂u0

∂xj

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂V

∂xi

∣∣∣∣ dx ≤

≤ ‖A‖
∫

Ω

3∑
i,j=1

∣∣∣∣
∂u0

∂xj

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂V

∂xi

∣∣∣∣ dx ≤

≤ ‖A‖
∫

Ω

(
3∑

j=1

∣∣∣∣
∂u0

∂xj

∣∣∣∣
)(

3∑
i=1

∣∣∣∣
∂V

∂xi

∣∣∣∣
)

dx ≤

≤ ‖A‖



∫

Ω

(
3∑

j=1

∣∣∣∣
∂u0

∂xj

∣∣∣∣
)2

dx




1
2



∫

Ω

(
3∑

i=1

∣∣∣∣
∂V

∂xi

∣∣∣∣
)2

dx




1
2

≤

≤ 4 ‖A‖
(∫

Ω

3∑
j=1

∣∣∣∣
∂u0

∂xj

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2
(∫

Ω

3∑
i=1

∣∣∣∣
∂V

∂xi

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

≤

≤ 16 ‖A‖2

C0

∫

Ω

3∑
j=1

∣∣∣∣
∂u0

∂xj

∣∣∣∣
2

dx +
C0

4

∫

Ω

3∑
i=1

∣∣∣∣
∂V

∂xi

∣∣∣∣
2

dx,

isto é,

∣∣∣∣
∫

Ω

Lu0 · V dx

∣∣∣∣ ≤
16 ‖A‖2

C2
0

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u0

∂xj

· ∂u0

∂xi

dx +
1

4

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂V

∂xj

· ∂V

∂xi

dx, (3.44)

onde ‖A‖ =

(
3∑

i,j=1

‖Aij‖2

) 1
2

. Também,

∫

Ω

∇×H0 ·Wdx =

∫

Ω

H0 · ∇ ×Wdx−
∫

Ω

div (W ×H0) dx =

=

∫

Ω

H0 · ∇ ×Wdx−
∫

Γ

(η ×W ) ·H0dΓ =

∫

Ω

H0 · ∇ ×Wdx,

donde, pela desigualdade de Holder, segue que

∣∣∣∣
∫

Ω

∇×H0 ·Wdx

∣∣∣∣ ≤ ‖H0‖2 +
1

4

∫

Ω

|∇ ×W |2 dx. (3.45)
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De (3.43)-(3.45) conclui-se que

1

4

∫

Ω

{
3∑

i,j=1

Aij
∂V

∂xj

· ∂V

∂xi

+ |∇ ×W |2
}

dx+

+
1

2

∫

Ω

{|Vt|2 + |Wt|2
}

dx +

∫ t

0

∫

Ω

(|Vs (s)|2 + σ |Ws (s)|2) dxds

≤ 1

2

(‖u1‖2 + ‖E0‖2) + ‖H0‖2 +
16 ‖A‖2

C2
0

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u0

∂xj

· ∂u0

∂xi

dx,

o que demonstra o Lema, já que Vt = v e Wt = E. ¤

Teorema 3.2 Seja (u, ut, E, H) a solução global regular de (3.1)-(3.7), com (u0, u1, E0, H0) ∈
M1 ∩ D (A+ B). Então existe constante C > 0, dependendo somente de σ, C0, e ‖A‖ =(

3∑
i,j=1

‖Aij‖2

) 1
2

, tal que

‖E (t)‖ ≤ CI0 (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0,

‖Et (t)‖+ ‖∇ × E (t)‖ ≤ CI0 (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0,

‖∇ ×H (t)‖ ≤ CI0 (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0,

‖Ht (t)‖ ≤ CI0 (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0,

‖utt (t)‖+

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂ut (t)

∂xj

· ∂ut (t)

∂xi

dx

) 1
2

≤ CI0 (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0,

e

‖ut (t)‖+ ‖Lu (t)‖ ≤ CI0 (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0,

onde

I0 = ‖Lu0‖+

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u0

∂xj

· ∂u0

∂xi

dx

) 1
2

+ ‖u1‖+

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u1

∂xj

· ∂u1

∂xi

dx

) 1
2

+

+ ‖E0‖+ ‖∇ × E0‖+ ‖H0‖+ ‖∇ ×H0‖ . (3.46)

Se (u0, u1, E0, H0) ∈ M1 ∩D
(
(A+ B)2), então, além das estimativas anteriores, tem-se que

‖Ett (t)‖+ ‖∇ × Et (t)‖ ≤ CI1 (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0,

‖∇ ×Ht (t)‖ ≤ CI1 (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0,
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‖Htt (t)‖ ≤ CI1 (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0,

‖uttt (t)‖+

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂utt (t)

∂xj

· ∂utt (t)

∂xi

dx

) 1
2

≤ CI1 (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0,

e

‖Lut (t)‖ ≤ CI1 (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0,

onde

I1 = ‖Lu0‖(H1
0 (Ω))

3 + ‖u0‖(H1
0 (Ω))

3 + ‖u1‖(H1
0 (Ω))

3 + ‖Lu1‖+

+ ‖E0‖H(curl,Ω) + ‖∇ × (∇× E0)‖+ ‖H0‖H(curl,Ω) + ‖∇ × (∇×H0)‖ . (3.47)

Demonstração : Dos Lemas 3.12 e 3.13 obtemos que

(1 + t)

∫

Ω

(|v|2 + |E|2) dx ≤

≤ C
(
G (0) + ‖u1‖2 + ‖E0‖2 + ‖H0‖2) + C

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u0

∂xj

· ∂u0

∂xi

dx,

onde C depende, somente, de C0, ‖A‖ e σ, ou seja,

‖ut‖+ ‖E‖ ≤ CI0 (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0. (3.48)

Por outro lado, temos

d

dt

{
(1 + t)2 G (t)

}
= 2 (1 + t) G (t) + (1 + t)2 d

dt
G (t) ≤ 2 (1 + t) G (t) ,

que, integrando em [0, t], obtem-se

(1 + t)2 G (t) ≤ G (0) + 2

∫ t

0

(1 + s) G (s) ds. (3.49)

103



Usando os Lemas 3.11, 3.12 e 3.13, sabemos que

2

∫ t

0

(1 + s) G (s) ds =

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)
(|vs|2 + |Es|2

)
dxds+

+

∫ t

0

∫

Ω

(1 + s)

{
3∑

i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

+ |∇ × E|2
}

dxds ≤

≤ 1

C3

G (0) +
1

C3

∫ t

0

G (s) ds + C
(
G (0) + ‖u1‖2 + ‖E0‖2) +

+C

∫ t

0

∫

Ω

(|v|2 + |E|2) dxds ≤

≤ C
(
G (0) + ‖u1‖2 + ‖E0‖2 + ‖H0‖2) +

+C

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u0

∂xj

· ∂u0

∂xi

dx +
1

C3

∫ t

0

G (s) ds,

que, por (3.40), nos dá

2

∫ t

0

(1 + s) G (s) ds ≤ C
(
G (0) + ‖u1‖2 + ‖E0‖2 + ‖H0‖2 + ‖v0‖2) +

+C

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u0

∂xj

· ∂u0

∂xi

dx.

Disto, e de (3.49), segue que

G (t) ≤ CI2
0 (1 + t)−2 , ∀ t ≥ 0,

Assim,

‖utt‖+

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂ut

∂xj

· ∂ut

∂xi

dx

) 1
2

≤ CI0 (1 + t)−1 , (3.50)

e

‖Et‖+ ‖∇ × E‖ ≤ CI0 (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0. (3.51)

Usando agora a equação (3.1) e as estimativas (3.48) , (3.50) e (3.51) obtemos

‖Lu‖ ≤ K (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0.

Da equação (3.2) e, novamente, de (3.48) , (3.50) e (3.51) segue também que

‖∇ ×H‖ ≤ CI0 (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0.
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Finalmente, da equação (3.3) e de (3.51) conclui-se que

‖Ht‖ ≤ CI0 (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0.

Suponhamos agora que (u0, u1, E0, H0) ∈ M1 ∩ D
(
(A+ B)2). Considere

(v, vt, e, h) = (ut, utt, Et, Ht). Então (v, vt, e, h) é solução de





vtt −
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂v

∂xj

)
+ vt + α∇× e = 0, em Ω× (0,∞)

et + σe−∇× h− α∇× vt = 0, em Ω× (0,∞)

ht +∇× e = 0, em Ω× (0,∞)

dive = divh = 0, em Ω× (0,∞)

v (x, 0) = u1, e vt (x, 0) = Lu0 − u1 − α∇× E0, em Ω

e(x, 0) = −σE0 +∇×H0 + α∇× u0 e h(x, 0) = −∇× E0, em Ω

v = 0 e η × e = 0, em Γ× (0,∞).

Aplicando-se o que foi feito anteriormente, ao problema acima, conclui-se a demonstração

do Teorema. ¤

3.3 Aplicação ao Problema Semilinear

Como aplicação dos resultados obtidos na seção anterior, fazemos aqui um estudo do com-

portamento assintótico das soluções do seguinte problema:

utt −
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
+ ut + α∇× E = f (ut) , em Ω× (0,∞) (3.52)

Et + σE −∇×H − α∇× ut = 0, em Ω× (0,∞) (3.53)

Ht +∇× E = 0, em Ω× (0,∞) (3.54)

divE = divH = 0, em Ω× (0,∞) (3.55)

u (x, 0) = u0 (x) e ut (x, 0) = u1 (x) , em Ω (3.56)

E(x, 0) = E0(x) e H(x, 0) = H0(x), em Ω (3.57)

u = 0 e η × E = 0, em Γ× (0,∞). (3.58)
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A função f , que aparece em (3.52), satisfaz as mesmas hipóteses que no caṕıtulo 1, as quais

reescreveremos aqui.

Hipóteses (A1) f = (f1, f2, f3) é uma função de classe C2, satisfazendo

(i) |f (ξ)| ≤ C1 |ξ|p , ∀ξ ∈ R3

(ii) |∇f (ξ)| ≤ C2 |ξ|p−1 ,∀ξ ∈ R3, onde |∇f (ξ)| =
(

3∑
i=1

|∇fi (ξ)|2
) 1

2

(iii)
3∑

i,j=1

∣∣∣∣∇
∂fi

∂xj

(ξ)

∣∣∣∣ ≤ C3 |ξ|p−2 ,∀ξ ∈ R3

onde C1, C2 e C3 são constantes positivas e p satisfaz

7

3
< p ≤ 3.

Inicialmente vamos estudar a existência de solução local de (3.52)-(3.58). Para facilitar este

estudo, vamos reescrever as equações na forma

utt −
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
+ u + α∇× E = u− ut + f (ut) ,

Et −∇×H − α∇× ut = −σE,

Ht +∇× E = 0,

e, portanto, (3.52)-(3.58) é equivalente a




dU

dt
= AU + F (U)

U (0) = U0,
(3.59)

onde U = (u, ut, E, H), U0 = (u0, u1, E0, H0), F (U) = (0, u− ut + f (ut) ,−σE, 0) e A é

definido como em (3.10). Recordemos que A é gerador infinitesimal do grupo unitário T (t),

conforme a observação 3.3.

Quando estivermos estudando a existência de solução global e o decaimento usaremos a

formulação 



dU

dt
= (A+ B) U + F (U)

U (0) = U0,
(3.60)

onde U = (u, ut, E, H), U0 = (u0, u1, E0, H0), F (U) = (0, f (ut) , 0, 0) e B é definido em

(3.12). Recordemos, também, que A+B é gerador infinitesimal do grupo de classe C0 S (t),

conforme a observação 3.3.
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3.3.1 Existência de solução Local

Da teoria de Semigrupos, sabemos que (3.52)-(3.58) pode ser escrito na forma

U (t) = T (t) U0 +

∫ t

0

T (t− s) F (U (s)) ds, (3.61)

onde

U (t) =




u (t)

ut (t)

E (t)

H (t)




, U0 =




u0

u1

E0

H0




, F (U (s)) =




0

u− us + f (us (s))

−σE

0




e T (t) denota o Grupo de operadores unitários em Z, associado ao problema linear. Nosso ob-

jetivo aqui será mostrar que, para um subconjunto Y escolhido convenientemente, a aplicação

Φ : Y −→ Y

Ũ =




ũ

ṽ

Ẽ

H̃



−→ U =




u

v

E

H




,

onde U é solução de

U (t) = T (t) U0 +

∫ t

0

T (t− s) F
(
Ũ (s)

)
ds, (3.62)

possui um único ponto fixo em Y .

Antes, lembremos um resultado conhecido sobre a existência de soluções do problema

não homogêneo 



dU

dt
= AU + G (x, t)

U (0) = U0.
(3.63)

Teorema 3.3 Dados U0 ∈ M1∩D (A2) e G ∈ C2 ([0, T ] ; Z)∩C1 ([0, T ] ; M1 ∩D (A)) então

o problema (3.63) possui uma única solução U tal que

U ∈ C
(
[0,∞); M1 ∩D

(A2
)) ∩ C1 ([0,∞); M1 ∩D (A)) ∩ C2 ([0,∞); Z) .
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Além disso, a solução pode ser expressa na forma

U (t) = T (t) U0 +

∫ t

0

T (t− s) F (s) ds,

Ut (t) = T (t)AU0 + T (t) G (0) +

∫ t

0

T (t− s)
dG

ds
(s) ds,

e

Utt (t) = T (t)A2U0 + T (t)AG (0) + T (t)
dG

dt
(0) +

∫ t

0

T (t− s)
d2G

ds2
(s) ds.

Observação 3.5 A demonstração do teorema anterior é conhecida (veja [3]). Para concluir

que a solução U satisfaz U (t) ∈ M1, basta proceder como na demonstração do Teorema 3.1.

Estimativas para o Problema Não Homogêneo

De posse do teorema acima, iniciamos as estimativas sobre o Problema não homogêneo.

Devido ao tipo de não-linearidade que estamos tratando aqui, usaremos repetidamente os

resultados obtidos no Caṕıtulo 1.

Consideremos o espaço

Y = C
(
[0,∞); M1 ∩D

(A2
)) ∩ C1 ([0,∞); M1 ∩D (A)) ∩ C2 ([0,∞); Z) .

Y é um espaço de Banach com a norma

‖U‖Y = sup
[0,T ]

‖U (t)‖D(A2) + sup
[0,T ]

‖Ut (t)‖D(A) + sup
[0,T ]

‖Utt (t)‖Z .

Seja Ũ =
(
ũ, ṽ, Ẽ, H̃

)
∈ Y . Então, pelo Lema 1.8, F

(
Ũ

)
=

(
0, f (ṽ)− ṽ + ũ,−σẼ, 0

)
∈

C2 ([0, T ] ; Z) ∩ C1 ([0, T ] ; M1 ∩D (A)). Logo, pelo Teorema 3.3, se U0 ∈ M1 ∩ D (A2), o

problema 



dU

dt
= AU + F

(
Ũ

)

U (0) = U0,
(3.64)

possui única solução U = (u, v, E,H) ∈ Y .

Primeira Estimativa. Tem-se, pelo Teorema 3.3, que

‖U (t)‖Z ≤ ‖U0‖Z +

∫ t

0

∥∥∥F
(
Ũ (s)

)∥∥∥
Z

ds.
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Mas, pelo Lema 1.9,

∥∥∥F
(
Ũ (s)

)∥∥∥
Z
≤ ‖f (ṽ (s))‖+ ‖ṽ (s)‖+ ‖ũ (s)‖+ σ

∥∥∥Ẽ (s)
∥∥∥ ≤

≤ C

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
,

logo,

‖U (t)‖Z ≤ ‖U0‖Z + CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
. (3.65)

Segunda Estimativa. Novamente do Teorema 3.3,

‖Ut (t)‖Z ≤ ‖AU0‖Z +
∥∥∥F

(
Ũ (0)

)∥∥∥
Z

+

∫ t

0

∥∥∥∥
d

ds
F

(
Ũ (s)

)∥∥∥∥
Z

ds.

Note que, por (1.38) do Lema 1.8,

∥∥∥F
(
Ũ (0)

)∥∥∥
Z
≤ ‖f (ṽ (0))‖+ ‖ṽ (0)‖+ ‖ũ (0)‖+ σ

∥∥∥Ẽ (0)
∥∥∥ ≤

≤ C ‖ṽ (0)‖p

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ṽ (0)‖+ ‖ũ (0)‖+ σ
∥∥∥Ẽ (0)

∥∥∥ ,

e, do Lema 1.9,

∥∥∥∥
d

ds
F

(
Ũ (s)

)∥∥∥∥
Z

≤
∥∥∥∥

d

ds
f (ṽ (s))

∥∥∥∥ + ‖ṽs (s)‖+ ‖ũs (s)‖+ σ
∥∥∥Ẽs (s)

∥∥∥ ≤

≤ C

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
,

logo,

‖Ut (t)‖Z ≤ ‖AU0‖Z + C

(
‖ṽ (0)‖p

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ṽ (0)‖+ ‖ũ (0)‖+
∥∥∥Ẽ (0)

∥∥∥
)

+

+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
. (3.66)

Terceira Estimativa. Da última identidade do Teorema 3.3, vemos que

‖Utt (t)‖Z ≤
∥∥A2U0

∥∥
Z

+
∥∥∥AF

(
Ũ (0)

)∥∥∥
Z

+

+

∥∥∥∥
d

dt
F

(
Ũ

)
(0)

∥∥∥∥
Z

+

∫ t

0

∥∥∥∥
d2

ds2
F

(
Ũ (s)

)∥∥∥∥
Z

ds. (3.67)
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Observemos que, por (1.38) e (1.39) do Lema 1.8,

∥∥∥AF
(
Ũ (0)

)∥∥∥
Z

=

=
∥∥∥
(
f (ṽ (0))− ṽ (0) + ũ (0) , ασ∇× Ẽ (0) , α∇× f (ṽ (0))− α∇× ṽ (0) + α∇× ũ (0) , 0

)∥∥∥
Z

≤ C

(
‖f (ṽ (0))‖

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ṽ (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ũ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3 +
∥∥∥Ẽ (0)

∥∥∥
H(curl,Ω)

)
≤

≤ C

(
‖ṽ (0)‖p−1

(H2(Ω))3
‖ṽ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ṽ (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ũ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3 +
∥∥∥Ẽ (0)

∥∥∥
H(curl,Ω)

)
.

Além disso, por (1.42),

∥∥∥∥
d

dt
F

(
Ũ

)
(0)

∥∥∥∥
Z

≤
∥∥∥∥

d

dt
f (ṽ (0))

∥∥∥∥ + ‖ṽt (0)‖+ ‖ũt (0)‖+ σ
∥∥∥Ẽt (0)

∥∥∥ ≤

≤ C ‖ṽ (0)‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽt (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 +

+ ‖ṽt (0)‖+ ‖ũt (0)‖+ σ
∥∥∥Ẽt (0)

∥∥∥ .

Por último temos, usando o Lema 1.9, que

∥∥∥∥
d2

ds2
F

(
Ũ (s)

)∥∥∥∥
Z

≤
∥∥∥∥

d2

ds2
f (ṽ (s))

∥∥∥∥ + ‖ṽss (s)‖+ ‖ũss (s)‖+ σ
∥∥∥Ẽss (s)

∥∥∥ ≤

≤ C

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
.

Segue de (3.67) que

‖Utt (t)‖Z ≤
∥∥A2U0

∥∥
Z

+

+ C

(
‖ṽ (0)‖p

(H2(Ω))3
+ ‖ṽ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ũ (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 +

∥∥∥Ẽ (0)
∥∥∥

H(curl,Ω)

)

+ C ‖ṽ (0)‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽt (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ṽt (0)‖+ ‖ũt (0)‖+ σ

∥∥∥Ẽt (0)
∥∥∥

+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
, (3.68)

Quarta Estimativa. A partir de agora utilizamos a equação (3.64). Observemos inicial-

mente que

‖AU (t)‖Z ≤ ‖Ut (t)‖Z +
∥∥∥F

(
Ũ (t)

)∥∥∥
Z
≤

≤ ‖Ut (t)‖Z +

∫ t

0

∥∥∥∥
d

ds
F

(
Ũ (s)

)∥∥∥∥
Z

ds +
∥∥∥F

(
Ũ (0)

)∥∥∥
Z

,
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donde, usando as estimativas anteriores, segue que

‖U (t)‖D(A) ≤ ‖AU0‖Z + C

(
‖ṽ (0)‖p

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ṽ (0)‖+ ‖ũ (0)‖+
∥∥∥Ẽ (0)

∥∥∥
)

+

+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
. (3.69)

Quinta Estimativa. Derivando, em relação a t, a equação (3.64), vemos que

‖AUt (t)‖Z ≤ ‖Utt (t)‖Z +

∥∥∥∥
d

dt
F

(
Ũ (t)

)∥∥∥∥
Z

≤

≤ ‖Utt (t)‖Z +

∫ t

0

∥∥∥∥
d2

ds2
F

(
Ũ (s)

)∥∥∥∥
Z

ds +

∥∥∥∥
d

dt
F

(
Ũ (0)

)∥∥∥∥
Z

,

e, portanto,

‖Ut (t)‖D(A) ≤
∥∥A2U0

∥∥
Z

+

+ C

(
‖ṽ (0)‖p

(H2(Ω))3
+ ‖ṽ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ũ (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 +

∥∥∥Ẽ (0)
∥∥∥

H(curl,Ω)

)

+ C

(
‖ṽ (0)‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽt (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ṽt (0)‖+ ‖ũt (0)‖+

∥∥∥Ẽt (0)
∥∥∥
)

+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
. (3.70)

Sexta Estimativa. Só nos falta a estimativa para U (t) em D (A2). Temos que

∥∥A2U (t)
∥∥

Z
≤ ‖AUt (t)‖Z +

∥∥∥AF
(
Ũ (t)

)∥∥∥
Z
≤

≤ ‖AUt (t)‖Z +

∫ t

0

∥∥∥∥
d

ds
AF

(
Ũ (s)

)∥∥∥∥
Z

ds +
∥∥∥AF

(
Ũ (0)

)∥∥∥
Z

.

Mas,

∥∥∥∥
d

ds
AF

(
Ũ (s)

)∥∥∥∥
Z

=

=

∥∥∥∥
d

ds

(
f (ṽ (s))− ṽ (s) + ũ (s) , ασ∇× Ẽ (s) , α∇× f (ṽ (s))− α∇× ṽ (s) + α∇× ũ (s) , 0

)∥∥∥∥
Z

≤ C

(∥∥∥∥
d

ds
f (ṽ (s))

∥∥∥∥
(H1

0 (Ω))
3
+ ‖ṽs (s)‖

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ũs (s)‖
(H1

0 (Ω))
3 +

∥∥∥Ẽs (s)
∥∥∥

H(curl,Ω)

)
,

e, por (1.43), ∥∥∥∥
d

ds
f (ṽ (s))

∥∥∥∥
(H1

0 (Ω))
3
≤ C ‖ṽ (s)‖p−1

(H2(Ω))3
‖ṽs (s)‖

(H1
0 (Ω))

3 ,
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logo,

∥∥A2U (t)
∥∥

Z
≤

∥∥A2U0

∥∥
Z

+

+ C

(
‖ṽ (0)‖p

(H2(Ω))3
+ ‖ṽ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ũ (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 +

∥∥∥Ẽ (0)
∥∥∥

H(curl,Ω)

)

+ C

(
‖ṽ (0)‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽt (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ṽt (0)‖+ ‖ũt (0)‖+

∥∥∥Ẽt (0)
∥∥∥
)

+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
.

Conclusão. Das seis estimativas anteriores conclúımos que existe uma constante C > 0 tal

que

‖U‖Y ≤ C
∥∥A2U0

∥∥
Z

+

+ C

(
‖ṽ (0)‖p

(H2(Ω))3
+ ‖ṽ (0)‖

(H1
0 (Ω))

3 + ‖ũ (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 +

∥∥∥Ẽ (0)
∥∥∥

H(curl,Ω)

)
+

+ C

(
‖ṽ (0)‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖ṽt (0)‖
(H1

0 (Ω))
3 + ‖ṽt (0)‖+ ‖ũt (0)‖+

∥∥∥Ẽt (0)
∥∥∥
)

+

+ CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
. (3.71)

De posse das ferramentas acima, passamos à demonstração da existência de solução local de

(3.52)-(3.58).

Teorema 3.4 Suponha que f satisfaz as hipóteses (A1). Então, dado U0 = (u0, u1, E0, H0) ∈
M1 ∩ D (A2), existe T0 > 0 tal que o problema (3.52)-(3.58) possui uma única solução

(u, ut, E,H) com

(u, ut, E,H) ∈ C
(
[0, T0]; M1 ∩D

(A2
)) ∩ C1 ([0, T0] ; M1 ∩D (A)) ∩ C2 ([0, T0] ; Z) .

Demonstração: Ponhamos U1 = (u1, Lu0 − u0 − α∇× E0, α∇× u1 +∇×H0,−∇× E0).

Vamos definir o conjunto

BK =

{
Ũ ∈ Y ; Ũ (0) = U0, Ũt (0) = U1, tal que

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y
≤ K

}
,
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onde K ≥ 1 será escolhido posteriormente. Na bola BK definimos a seguinte aplicação:

Φ : BK −→ Y

Ũ =




ũ

ṽ

Ẽ

H̃



−→ U =




u

v

E

H




,

sendo U a solução de

U (t) = T (t) U0 +

∫ t

0

T (t− s) F
(
Ũ (s)

)
ds, (3.72)

com

F
(
Ũ

)
=




0

f (ṽ)− ṽ + ũ

−σẼ

0




.

Notemos inicialmente que a aplicação Φ está bem definida. De fato, se Ũ ∈ BK então, pelo

Lema 1.8, F
(
Ũ

)
∈ Y . Portanto, pelo Teorema 3.3, a existência e unicidade de solução de

(3.72) está garantida.

Observemos também que BK é um subespaço fechado do espaço de Banach Y . Mostremos

então que Φ é uma contração sobre BK .

a) Φ (BK) ⊂ BK se T > 0 é suficientemente pequeno.

Com efeito, seja Ũ ∈ BK . Então existe Φ
(
Ũ

)
= U ∈ Y solução de (3.72). De (3.71)

sabemos que existe uma constante C > 0 tal que

‖U‖Y ≤ C
∥∥A2U0

∥∥
Z

+ C

(
‖u1‖p

(H2(Ω))3
+ ‖u1‖(H1

0 (Ω))
3 + ‖u0‖(H1

0 (Ω))
3 + ‖E0‖H(curl,Ω)

)

+ C

(
‖u1‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖Lu0 − u0 − α∇× E0‖(H1
0 (Ω))

3 + ‖Lu0 − u0 − α∇× E0‖
)

+

+ C (‖u1‖+ ‖α∇× u1 +∇×H0‖) + CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
.

113



Pondo

K1 = C
∥∥A2U0

∥∥
Z

+ C

(
‖u1‖p

(H2(Ω))3
+ ‖u1‖(H1

0 (Ω))
3 + ‖u0‖(H1

0 (Ω))
3 + ‖E0‖H(curl,Ω)

)

+ C

(
‖u1‖p−1

(H1
0 (Ω))

3 ‖Lu0 − u0 − α∇× E0‖(H1
0 (Ω))

3 + ‖Lu0 − u0 − α∇× E0‖
)

+

+ C (‖u1‖+ ‖α∇× u1 +∇×H0‖) ,

então

‖U‖Y ≤ K1 + CT

(∥∥∥Ũ
∥∥∥

p

Y
+

∥∥∥Ũ
∥∥∥
Y

)
.

Mas Ũ ∈ BK , logo

‖U‖Y ≤ K1 + CT (Kp + K) .

Vamos escolher K ≥ 1 tal que K1 ≤ K

2
. Dessa forma,

‖U‖Y ≤
K

2
+ CTKp.

Se escolhermos T > 0 tal que

CTKp−1 ≤ 1

2
(3.73)

então

‖U‖Y ≤ K.

Conclusão: Com as escolhas de K e T feitas acima, teremos que
∥∥∥Φ

(
Ũ

)∥∥∥
Y
≤ K,

o que mostra que Φ (BK) ⊂ BK .

b) Φ é uma contração. Sejam

Ũ =




ũ

ṽ

Ẽ

H̃




, W̃ =




w̃

z̃

φ̃

ψ̃



∈ BK .

Então existem

U =




u

v

E

H




,W =




w

z

φ

ψ



∈ BK
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soluções de (3.72) tais que

Φ
(
Ũ

)
= U e Φ

(
W̃

)
= W.

Chamando V = U −W segue V é solução do problema não homogêneo





dV

dt
= AV + F

(
Ũ

)
− F

(
W̃

)

V (0) = 0.
(3.74)

Segue do Teorema 3.3 que valem as seguintes desigualdades

‖V (t)‖Z ≤
∫ t

0

∥∥∥F
(
Ũ (s)

)
− F

(
W̃ (s)

)∥∥∥
Z

ds, (3.75)

‖Vt (t)‖Z ≤
∫ t

0

∥∥∥∥
d

ds

(
F

(
Ũ (s)

)
− F

(
W̃ (s)

))∥∥∥∥
Z

ds, (3.76)

‖Vtt (t)‖Z ≤
∫ t

0

∥∥∥∥
d2

ds2

(
F

(
Ũ (s)

)
− F

(
W̃ (s)

))∥∥∥∥
Z

ds. (3.77)

Procedendo-se como na demonstração do Teorema 1.4, conclúımos que existe constante

M = M (K), tal que

∥∥∥Φ
(
Ũ

)
− Φ

(
W̃

)∥∥∥
Y
≤ M (K) T

∥∥∥Ũ − W̃
∥∥∥
Y

.

Escolhemos agora T > 0 de tal forma que

M (K) T < 1. (3.78)

Segue que Φ é uma contração em BK . Tomemos T0 > 0 pequeno que satisfaça (3.73)-(3.78).

Então, pelo Teorema do Ponto Fixo, existe um único U ∈ BK tal que

Φ (U) = U,

ou seja, existe única solução (u, ut, E,H) tal que

(u, ut, E,H) ∈ C
(
[0, T0]; D

(A2
)) ∩ C1 ([0, T0] ; D (A)) ∩ C2 ([0, T0] ; Z) .
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e 



utt −
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
+ ut + α∇× E = f (ut) , em Ω× (0,∞)

Et + σE −∇×H − α∇× ut = 0, em Ω× (0,∞)

Ht +∇× E = 0, em Ω× (0,∞)

divE = divH = 0, em Ω× (0,∞)

u (x, 0) = u0 (x) e ut (x, 0) = u1 (x) , em Ω

E(x, 0) = E0(x) e H(x, 0) = H0(x), em Ω

u = 0 e η × E = 0, em Γ× (0,∞),

o que conclui a demonstração. ¤

3.3.2 Existência Global e Comportamento Assintótico

No que segue, vamos usar a notação

‖(u, v, E,H)‖2
E = ‖Lu‖2 + ‖v‖2 + ‖E‖2 + ‖∇ ×H‖2 ,

e

‖(u, v, E, H)‖2
J =

∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂v

∂xj

· ∂v

∂xi

dx + ‖∇ × E‖2 .

Teorema 3.5 Sejam I0 e I1 como em (3.46) e (3.47). Suponha que f satisfaz as hipóteses

(A1). Dado (u0, u1, E0, H0) ∈ M1 ∩D
(
(A+ B)2), existe δ > 0 tal que se I2 ≡ I0 + I1 < δ,

então o problema (3.52)-(3.58) possui uma única solução

(u, ut, E, H) ∈ C
(
[0,∞); M1 ∩D

(
(A+ B)2)) ∩ C1 ([0,∞); D (A+ B)) ∩ C2 ([0,∞); Z) ,

satisfazendo

‖(u (·, t) , ut (·, t) , E (·, t) , H (·, t))‖E ≤ KI2 (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0, (3.79)

‖(ut (·, t) , utt (·, t) , Et (·, t) , Ht (·, t))‖E ≤ KI2 (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0, (3.80)

‖(u (·, t) , ut (·, t) , E (·, t) , H (·, t))‖J ≤ KI2 (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0, (3.81)

‖(ut (·, t) , utt (·, t) , Et (·, t) , Ht (·, t))‖J ≤ KI2 (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0, (3.82)

‖Ett (·, t)‖+ ‖uttt (·, t)‖ ≤ KI2 (1 + t)−
1
2 , ∀ t ≥ 0 (3.83)
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e

‖Ht (·, t)‖+ ‖Htt (·, t)‖ ≤ KI2 (1 + t)−1 , ∀ t ≥ 0. (3.84)

Demonstração: A existência de uma solução local (u, ut, E, H) de (3.52)-(3.58) na classe

C
(
[0, Tmax); M1 ∩D

(
(A+ B)2))∩C1 ([0, Tmax); M1 ∩D (A+ B))∩C2 ([0, Tmax); Z) foi mostrada

na subseção anterior.

Para concluir a existência de solução global, é suficiente obter estimativas a priori no inter-

valo maximal de existência. A idéia é, então, fazer estimativas sobre

U (t) = (u (t) , ut (t) , E (t) , H (t)) utilizando a fórmula de variação de parâmetros

U (t) = S (t) U0 +

∫ t

0

S (t− s) F (s) ds, (3.85)

onde

U (t) =




u

ut

E

H




, U0 =




u0

u1

E0

H0




, F (s) =




0

f (us (s))

0

0




e S (t) denota o Grupo de clase C0 em X, dado pelo Corolário 3.1, associado ao problema

linear. Observe que, conforme comentamos no ińıcio da seção 3.3, estamos considerando o

problema (3.52)-(3.58) na forma (3.60).

Notemos inicialmente que, pelo Teorema 3.2,

‖S (t) U0‖E ≤ CI2 (1 + t)−
1
2 , (3.86)

‖S (t) U0‖J ≤ CI2 (1 + t)−1 , (3.87)
∥∥∥∥

d

dt
S (t) U0

∥∥∥∥
E

≤ CI2 (1 + t)−
1
2 , (3.88)

e ∥∥∥∥
d

dt
S (t) U0

∥∥∥∥
J

≤ CI2 (1 + t)−1 . (3.89)

Seja K > 1 uma constante a ser fixada posteriormente, de modo conveniente, tal que

‖(u0, u1, E0, H0)‖E + ‖(u1, utt (0) , Et (0) , Ht (0))‖E +

+ ‖Ett (0)‖+ ‖uttt (0)‖ < KI2. (3.90)

117



e

‖(u0, u1, E0, H0)‖J + ‖(u1, utt (0) , Et (0) , Ht (0))‖J +

+ ‖Ht (0)‖+ ‖Htt (0)‖ < KI2. (3.91)

Observação 3.6 Da definição de I2 (dada no Teorema 3.5), vemos que existe uma constante

C > 0 tal que

‖(u0, u1, E0, H0)‖E + ‖(u1, utt (0) , Et (0) , Ht (0))‖E +

+ ‖Ett (0)‖+ ‖uttt (0)‖ ≤ C (I0 + I1) ≤ CI2.

e

‖(u0, u1, E0, H0)‖J + ‖(u1, utt (0) , Et (0) , Ht (0))‖J +

+ ‖Ht (0)‖+ ‖Htt (0)‖ ≤ C (I0 + I1) ≤ CI2.

donde

1

I2

{‖(u0, u1, E0, H0)‖E + ‖(u1, utt (0) , Et (0) , Ht (0))‖E + ‖Ett (0)‖+ ‖uttt (0)‖} ≤ C

e

1

I2

{‖(u0, u1, E0, H0)‖J + ‖(u1, utt (0) , Et (0) , Ht (0))‖J + ‖Ht (0)‖+ ‖Htt (0)‖} ≤ C.

Vamos então, na discussão a seguir, escolher a constante K convenientemente, maior que a

constante C acima e que várias outras constantes positivas independentes de I2 (veja (3.125)-

(3.126)) e depois escolhemos I2 pequeno o qual combinado com argumentos de continuidade

dará o resultado do Teorema 3.5.

Suponhamos, por absurdo, que não vale

(1 + t)
1
2 {‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖E + ‖(ut (t) , utt (t) , Et (t) , Ht (t))‖E +

+ ‖Ett (t)‖+ ‖uttt (t)‖} ≤ KI2, em [0, Tmax), (3.92)

e

(1 + t) {‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖J + ‖(ut (t) , utt (t) , Et (t) , Ht (t))‖J +

‖Ht (t)‖+ ‖Htt (t)‖} ≤ KI2, em [0, Tmax). (3.93)
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Segue de (3.90)-(3.91) e da continuidade das funções

t −→ (1 + t)
1
2 {‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖E + ‖(ut (t) , utt (t) , Et (t) , Ht (t))‖E +

+ ‖Ett (t)‖+ ‖uttt (t)‖}

e

t −→ (1 + t) {‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖J + ‖(ut (t) , utt (t) , Et (t) , Ht (t))‖J +

+ ‖Ht (t)‖+ ‖Htt (t)‖}

que existe T ∈ (0, Tmax) satisfazendo

(i)

(1 + t)
1
2 {‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖E + ‖(ut (t) , utt (t) , Et (t) , Ht (t))‖E +

+ ‖Ett (t)‖+ ‖uttt (t)‖} < KI2, em [0, T ), (3.94)

(ii)

(1 + t) {‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖J + ‖(ut (t) , utt (t) , Et (t) , Ht (t))‖J +

‖Ht (t)‖+ ‖Htt (t)‖} < KI2, em [0, T ). (3.95)

e

(iii)

(1 + T )
1
2 {‖(u (T ) , ut (T ) , E (T ) , H (T ))‖E +

+ ‖(ut (T ) , utt (T ) , Et (T ) , Ht (T ))‖E + ‖Ett (T )‖+ ‖uttt (T )‖} = KI2, (3.96)

ou

(1 + T ) {‖(u (T ) , ut (T ) , E (T ) , H (T ))‖J +

+ ‖(ut (T ) , utt (T ) , Et (T ) , Ht (T ))‖J + ‖Ht (T )‖+ ‖Htt (T )‖} = KI2. (3.97)

De (3.85) temos então que

‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖E ≤ ‖S (t) U0‖E +

∫ t

0

‖S (t− s) F (s)‖E ds,

119



donde, utilizando (3.86) e a análise feita para o problema linear, obtemos

‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖E ≤ CI2 (1 + t)−
1
2 + C

∫ t

0

(1 + t− s)−
1
2 I (s) ds, (3.98)

onde

I (s) = ‖f (us (s))‖+

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂

∂xj

(f (us(s)) · ∂

∂xi

(f (us(s)) dx

) 1
2

. (3.99)

Observemos que, pela hipótese (A1) e pelo Lema 1.1,

‖f (us)‖ ≤ C1 ‖us‖p
2p ≤ C1K

p
0 ‖us‖(1−θ)p

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂us

∂xj

· ∂us

∂xi

dx

) θp
2

, (3.100)

com

0 < θ =

(
1

2
− 1

2p

)(
1

3

)−1

=
3 (p− 1)

2p
≤ 1,

pois, por hipótese,
7

3
< p ≤ 3. Por outro lado,

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂

∂xj

(f (us)) · ∂

∂xi

(f (us)) dx

) 1
2

≤

≤
(∫

Ω

3∑
i,j=1

‖Aij‖
∣∣∣∣

∂

∂xj

(f (us))

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂

∂xi

(f (us))

∣∣∣∣ dx

) 1
2

≤
√
‖A‖

(∫

Ω

3∑
j=1

∣∣∣∣
∂

∂xj

(f (us))

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

,

onde

‖A‖ =

(
3∑

i,j=1

‖Aij‖2

) 1
2

.

Assim,

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂

∂xj

(f (us)) · ∂

∂xi

(f (us)) dx

) 1
2

≤

≤
√
‖A‖

(∫

Ω

3∑
j=1

3∑

k=1

∣∣∣∣
∂

∂xj

(fk (us))

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

=
√
‖A‖

(∫

Ω

3∑
j=1

3∑

k=1

∣∣∣∣∇fk (us) · ∂us

∂xj

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

≤

≤
√
‖A‖

(∫

Ω

3∑
j=1

3∑

k=1

|∇fk (us)|2
∣∣∣∣
∂us

∂xj

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

=
√
‖A‖

(∫

Ω

|∇f (us)|2
3∑

j=1

∣∣∣∣
∂us

∂xj

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

,
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que, usando a hipótese (A1), (3.8) e o fato que us (·, s) ∈ (H2 (Ω))
3

↪→ (L∞ (Ω))3 para

s ∈ [0, T ], nos dá

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂

∂xj

(f (us)) · ∂

∂xi

(f (us)) dx

) 1
2

≤

≤
√
‖A‖√
C0

C2

(∫

Ω

|us|2(p−1)
3∑

i,j=1

Aij
∂us

∂xj

· ∂us

∂xi

dx

) 1
2

≤

≤
√
‖A‖√
C0

C2 ‖us‖p−1
∞

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂us

∂xj

· ∂us

∂xi

dx

) 1
2

≤

≤
√
‖A‖√
C0

C2C4 ‖us‖p−1

(H2(Ω))3

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂us

∂xj

· ∂us

∂xi

dx

) 1
2

. (3.101)

De (3.99)-(3.101) obtemos que

I (s) ≤ C1K
p
0 ‖us‖(1−θ)p

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂us

∂xj

· ∂us

∂xi

dx

) θp
2

+

+

√
‖A‖√
C0

C2C4 ‖us‖p−1

(H2(Ω))3

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂us

∂xj

· ∂us

∂xi

dx

) 1
2

,

(3.102)

e, portanto, no intervalo [0, T ] onde vale (3.94)-(3.97), temos que

I (s) ≤ C1K
p
0{KI2 (1 + s)−

1
2}(1−θ)p{KI2 (1 + s)−1}θp+

+

√
‖A‖√
C0

C2C4{KI2 (1 + s)−
1
2}p−1{KI2 (1 + s)−1} =

= C1K
p
0K

pIp
2 (1 + s)−

p
2
(1+θ) +

√
‖A‖√
C0

C2C4K
pIp

2 (1 + s)−
1
2
(p+1) =

= C1K
p
0K

pIp
2 (1 + s)−( 5p−3

4 ) +

√
‖A‖√
C0

C2C4K
pIp

2 (1 + s)−
1
2
(p+1) ,

ou seja,

I (s) ≤
(

C1K
p
0 +

√
‖A‖√
C0

C2C4

)
KpIp

2 (1 + s)−
1
2
(p+1) , (3.103)

já que, por hipótese, 7
3

< p ≤ 3. De (3.98) , (3.103) e do Lema 1.10 segue que

‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖E ≤
(

CI2 + C

(
C1K

p
0 +

√
‖A‖√
C0

C2C4

)
KpIp

2

)
(1 + t)−

1
2 ,

(3.104)
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no intervalo [0, T ] onde vale (3.94)-(3.97).

Usando novamente a fórmula de variação de parâmetros (3.85) obtemos que

‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖J ≤ ‖S (t) U0‖J +

∫ t

0

‖S (t− s) F (s)‖J ds,

donde, utilizando (3.87) e a análise feita para o problema linear, obtemos

‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖J ≤ CI2 (1 + t)−1 + C

∫ t

0

(1 + t− s)−1 I (s) ds. (3.105)

De (3.103) , (3.105) e do Lema 1.10 segue que

‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖J ≤
(

CI2 + C

(
C1K

p
0 +

√
‖A‖√
C0

C2C4

)
KpIp

2

)
(1 + t)−1 ,

(3.106)

no intervalo [0, T ] onde vale (3.94)-(3.97). Da equação (3.54) e de (3.106) obtemos também

que

‖Ht (t)‖ ≤
(

CI2 + C

(
C1K

p
0 +

√
‖A‖√
C0

C2C4

)
KpIp

2

)
(1 + t)−1 , (3.107)

no intervalo [0, T ] onde vale (3.94)-(3.97).

Agora derivamos, em relação a t, a equação (3.85) e obtemos

Ut (t) =
d

dt
S (t) U0 + S (t) F (0) +

∫ t

0

S (t− s) G (s) ds. (3.108)

onde

G (s) = (0, g (us, uss) , 0, 0) ,

e

g (us, uss) =
d

ds
(f (us)) = (∇f1 (us) · uss,∇f2 (us) · uss,∇f3 (us) · uss) .

De (3.88) e (3.108) obtemos que

‖(ut, utt, Et, Ht)‖E ≤ CI2 (1 + t)−
1
2 +CI (0) (1 + t)−

1
2 +C

∫ t

0

(1 + t− s)−
1
2 Ĩ (s) ds, (3.109)

onde

I (0) = ‖f (u1)‖+

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂

∂xj

(f (u1)) · ∂

∂xi

(f (u1)) dx

) 1
2

(3.110)

e

Ĩ (s) = ‖g (us (s))‖+

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂

∂xj

(g (us (s))) · ∂

∂xi

(g (us (s))) dx

) 1
2

. (3.111)
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Temos, por (3.102), que

I (0) ≤ C1K
p
0 ‖u1‖(1−θ)p

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u1

∂xj

· ∂u1

∂xi

dx

) θp
2

+

+

√
‖A‖√
C0

C2C4 ‖u1‖p−1

(H2(Ω))3

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂u1

∂xj

· ∂u1

∂xi

dx

) 1
2

≤ C5I
p
2 .

(3.112)

Agora estimamos Ĩ (s). Observe que, pela hipótese (A1) e pelo Lema 1.1,

‖g (us)‖ =

(∫

Ω

3∑
i=1

|∇fi (us) · uss|2 dx

) 1
2

≤
(∫

Ω

3∑
i=1

|∇fi (us)|2 |uss|2 dx

) 1
2

=

=

(∫

Ω

|∇f (us)|2 |uss|2 dx

) 1
2

≤ C2

(∫

Ω

|us|2(p−1) |uss|2 dx

) 1
2

≤

≤ C2

(∫

Ω

|us|2p dx

) p−1
2p

(∫

Ω

|uss|2p dx

) 1
2p

= C2 ‖us‖p−1
2p ‖uss‖2p ≤

≤ C2K
p−1
0 ‖us‖(1−θ)(p−1)

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂us

∂xj

· ∂us

∂xi

dx

) θ
2
(p−1)

.

.K0 ‖uss‖(1−θ)

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂uss

∂xj

· ∂uss

∂xi

dx

) θ
2

, (3.113)

com θ =
3 (p− 1)

2p
≤ 1. Por outro lado,

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂

∂xj

(g (us)) · ∂

∂xi

(g (us)) dx

) 1
2

≤
√
‖A‖

(∫

Ω

3∑
j=1

∣∣∣∣
∂

∂xj

(g (us))

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

=

=
√
‖A‖

(∫

Ω

3∑
j=1

3∑

k=1

∣∣∣∣
∂

∂xj

[∇fk (us) · uss]

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

=

=
√
‖A‖

(∫

Ω

3∑
j=1

3∑

k=1

∣∣∣∣
∂

∂xj

(∇fk (us)) · uss +∇fk (us) · ∂uss

∂xj

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

≤

≤
√

2 ‖A‖
(∫

Ω

3∑
j=1

3∑

k=1

(∣∣∣∣
∂

∂xj

(∇fk (us))

∣∣∣∣
2

|uss|2 + |∇fk (us)|2
∣∣∣∣
∂uss

∂xj

∣∣∣∣
2
)

dx

) 1
2

,
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ou seja

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂

∂xj

(g (us)) · ∂

∂xi

(g (us)) dx

) 1
2

≤

≤
√

2 ‖A‖
(∫

Ω

|uss|2
3∑

j=1

3∑

k=1

∣∣∣∣
∂

∂xj

(∇fk (us))

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

+

+
√

2 ‖A‖
(∫

Ω

|∇f (us)|2
3∑

j=1

∣∣∣∣
∂uss

∂xj

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

.

Note porém que

∂

∂xj

(∇fk (us)) =

(
∂

∂xj

(
∂fk

∂x1

(us)

)
,

∂

∂xj

(
∂fk

∂x2

(us)

)
,

∂

∂xj

(
∂fk

∂x3

(us)

))
=

((
∇

(
∂fk

∂x1

)
(us)

)
· ∂us

∂xj

,

(
∇

(
∂fk

∂x2

)
(us)

)
· ∂us

∂xj

,

(
∇

(
∂fk

∂x3

)
(us)

)
· ∂us

∂xj

)

e ∣∣∣∣
∂

∂xj

(∇fk (us))

∣∣∣∣
2

=
3∑

i=1

∣∣∣∣
(
∇

(
∂fk

∂xi

)
(us)

)
· ∂us

∂xj

∣∣∣∣
2

≤
∣∣∣∣
∂us

∂xj

∣∣∣∣
2 3∑

i=1

∣∣∣∣∇
(

∂fk

∂xi

)
(us)

∣∣∣∣
2

,

donde

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂

∂xj

(g (us)) · ∂

∂xi

(g (us)) dx

) 1
2

≤
√

2 ‖A‖
(∫

Ω

|uss|2
3∑

j=1

∣∣∣∣
∂us

∂xj

∣∣∣∣
2 3∑

i,k=1

∣∣∣∣∇
(

∂fk

∂xi

)
(us)

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

+
√

2 ‖A‖
(∫

Ω

|∇f (us)|2
3∑

j=1

∣∣∣∣
∂uss

∂xj

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

≤
√

2 ‖A‖C3

(∫

Ω

|uss|2
3∑

j=1

∣∣∣∣
∂us

∂xj

∣∣∣∣
2

|us|2(p−2) dx

) 1
2

+
√

2 ‖A‖C2

(∫

Ω

|us|2(p−1)
3∑

j=1

∣∣∣∣
∂uss

∂xj

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

,
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onde usamos a hipótese (A1). Segue que

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂

∂xj

(g (us)) · ∂

∂xi

(g (us)) dx

) 1
2

≤

≤
√

2 ‖A‖C3 ‖us‖(p−2)
∞

(∫

Ω

|uss|2
3∑

j=1

∣∣∣∣
∂us

∂xj

∣∣∣∣
2

dx

) 1
2

+

+

√
2 ‖A‖C2√

C0

‖us‖(p−1)
∞

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂uss

∂xj

· ∂uss

∂xi

dx

) 1
2

≤

≤
√

2 ‖A‖C3 ‖us‖(p−2)
∞

(∫

Ω

|uss|6 dx

) 1
6




∫

Ω

(
3∑

j=1

∣∣∣∣
∂us

∂xj

∣∣∣∣
2
) 3

2

dx




1
3

+

+

√
2 ‖A‖C2√

C0

‖us‖(p−1)
∞

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂uss

∂xj

· ∂uss

∂xi

dx

) 1
2

,

isto é,

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂

∂xj

(g (us)) · ∂

∂xi

(g (us)) dx

) 1
2

≤

≤
√

2 ‖A‖C3 ‖us‖(p−2)
∞ ‖uss‖6

(∫

Ω

3∑
j=1

∣∣∣∣
∂us

∂xj

∣∣∣∣
3

dx

) 1
3

+

+

√
2 ‖A‖C2√

C0

‖us‖(p−1)
∞

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂uss

∂xj

· ∂uss

∂xi

dx

) 1
2

≤

≤
√

2 ‖A‖C3C7 ‖us‖(p−2)

(H2(Ω))3
‖uss‖6

(
3∑

j=1

∥∥∥∥
∂us

∂xj

∥∥∥∥
3

)
+

+

√
2 ‖A‖C2C7√

C0

‖us‖(p−1)

(H2(Ω))3

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂uss

∂xj

· ∂uss

∂xi

dx

) 1
2

, (3.114)
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pois, como sabemos, us (·, s) ∈ (H2 (Ω))
3

↪→ (L∞ (Ω))3, para s ∈ [0, T ]. Segue de (3.111),

(3.113) e (3.114) que

Ĩ (s) ≤ C2K
p−1
0 ‖us‖(1−θ)(p−1)

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂us

∂xj

· ∂us

∂xi

dx

) θ
2
(p−1)

.

.K0 ‖uss‖(1−θ)

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂uss

∂xj

· ∂uss

∂xi

dx

) θ
2

+

+
√

2 ‖A‖C3C7 ‖us‖(p−2)

(H2(Ω))3
‖uss‖6

(
3∑

j=1

∥∥∥∥
∂us

∂xj

∥∥∥∥
3

)
+

+

√
2 ‖A‖C2C7√

C0

‖us‖(p−1)

(H2(Ω))3

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂uss

∂xj

· ∂uss

∂xi

dx

) 1
2

. (3.115)

Para concluir esta estimativa, usamos em (3.115) as desigualdades de Sobolev e de Gagliardo-

Nirenberg, e obtemos que

Ĩ (s) ≤ C2K
p−1
0 ‖us‖(1−θ)(p−1)

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂us

∂xj

· ∂us

∂xi

dx

) θ
2
(p−1)

.

.K0 ‖uss‖(1−θ)

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂uss

∂xj

· ∂uss

∂xi

dx

) θ
2

+

C8 ‖us‖(p−2)

(H2(Ω))3

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂uss

∂xj

· ∂uss

∂xi

dx

) 1
2

‖us‖
3
4

(H2(Ω))3
‖us‖

1
4

+C8 ‖us‖(p−1)

(H2(Ω))3

(∫

Ω

3∑
i,j=1

Aij
∂uss

∂xj

· ∂uss

∂xi

dx

) 1
2

.

(3.116)

De (3.116) conclúımos que, no intervalo [0, T ] onde vale (3.94)-(3.97),

Ĩ (s) ≤ C2K
p−1
0 {KI2 (1 + s)−

1
2}(1−θ)(p−1){KI2 (1 + s)−1}θ(p−1).

.K0{KI2 (1 + s)−
1
2}(1−θ){KI2 (1 + s)−1}θ+

+C8{KI2 (1 + s)−
1
2}(p−2){KI2 (1 + s)−1}{KI2 (1 + s)−

1
2} 3

4{KI2 (1 + s)−
1
2} 1

4 +

+C8{KI2 (1 + s)−
1
2}(p−1){KI2 (1 + s)−1} ≤

≤ C2K
p
0K

pIp
2 (1 + s)−( 5p−3

4 ) + C8K
pIp

2 (1 + s)−
1
2
(p+1) + C8K

pIp
2 (1 + s)−

1
2
(p+1) ,
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isto é,

Ĩ (s) ≤ C9K
pIp

2 (1 + s)−
1
2
(p+1) , (3.117)

no intervalo [0, T ] onde vale (3.94)-(3.97). De (3.109) , (3.112) , (3.117) e do Lema 1.10 segue

que

‖(ut, utt, Et, Ht)‖E ≤ (CI2 + C5I
p
2 + CC9K

pIp
2 ) (1 + t)−

1
2 , (3.118)

no intervalo [0, T ] onde vale (3.94)-(3.97).

Usando (3.89) e (3.108) obtemos que

‖(ut, utt, Et, Ht)‖J ≤ CI2 (1 + t)−1 + CI (0) (1 + t)−1 + C

∫ t

0

(1 + t− s)−1 Ĩ (s) ds, (3.119)

que, por (3.112),(3.117) e pelo Lema 1.10 conclui-se que

‖(ut, utt, Et, Ht)‖J ≤ (CI2 + C5I
p
2 + CC9K

pIp
2 ) (1 + t)−1 , (3.120)

no intervalo [0, T ] onde vale (3.94)-(3.97).

Agora, da própria equação (3.52), temos que

‖uttt (t)‖ ≤ ‖Lut (t)‖+ ‖utt (t)‖+ α ‖∇ × Et (t)‖+ ‖g (ut (t) , utt (t))‖ .

Segue, portanto, de (3.113), (3.117), (3.118), (3.120) e da desigualdade anterior que

‖uttt‖ ≤ [(2 + α) CI2 + (2 + α) C5I
p
2 + C9 (2C + αC + 1) KpIp

2 ] (1 + t)−
1
2 , (3.121)

no intervalo [0, T ] onde vale (3.94)-(3.97). Também, de (3.53), obtemos

‖Ett‖ ≤ σ ‖Et‖+ ‖∇ ×Ht‖+ α ‖∇ × utt‖ ,

que, por (3.118), conclúımos que

‖Ett‖ ≤ (1 + σ + α) (CI2 + C5I
p + CC9K

pIp
2 ) (1 + t)−

1
2 , (3.122)

no intervalo [0, T ] onde vale (3.94)-(3.97).

Finalmente, da equação (3.54) e de (3.120) obtemos

‖Htt‖ ≤ (CI2 + C5I
p + CC9K

pIp
2 ) (1 + t)−1 , (3.123)

no intervalo [0, T ] onde vale (3.94)-(3.97).
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Vemos então, de (3.104), (3.106), (3.107), (3.118) e (3.120)-(3.123) que existe constante

d > 0 tal que

‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖E + ‖(ut (t) , utt (t) , Et (t) , Ht (t))‖E + ‖Ett (t)‖+ ‖uttt (t)‖ ≤
≤ d

(
1 + Ip−1

2 + KpIp−1
2

)
I2 (1 + t)−

1
2

e

‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖J + ‖(ut (t) , utt (t) , Et (t) , Ht (t))‖J + ‖Ht (t)‖+ ‖Htt (t)‖ ≤
≤ d

(
1 + Ip−1

2 + KpIp−1
2

)
I2 (1 + t)−

1
2 ,

no intervalo [0, T ] onde vale (3.94)-(3.97).

Escolhemos agora K suficientemente grande tal que K > d e

I2 < δ ≡ min

{(
K − d

2d

) 1
p−1

,

(
K − d

2dKp

) 1
p−1

}
. (3.124)

Com estas escolhas,

d
(
Ip−1
2 + KpIp−1

2

)
< K − d,

ou seja,

d
(
1 + Ip−1

2 + KpIp−1
2

)
< K.

Assim, vemos que com a hipótese (3.124),

(1 + t)
1
2 {‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖E + ‖(ut (t) , utt (t) , Et (t) , Ht (t))‖E +

+ ‖Ett (t)‖+ ‖uttt (t)‖} < KI2 (3.125)

e

(1 + t) {‖(u (t) , ut (t) , E (t) , H (t))‖J + ‖(ut (t) , utt (t) , Et (t) , Ht (t))‖J +

+ ‖Ht (t)‖+ ‖Htt (t)‖} < KI2 (3.126)

em [0, T ], o que contradiz (3.96)-(3.97). Portanto, sob a hipótese (3.124), temos que (3.92)-

(3.93) vale em [0, Tmax). Isto implica que a solução local (u, ut, E,H) existe globalmente no

tempo e as estimativas (3.94)-(3.95) valem, de fato, para todo t ≥ 0. ¤
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[2] Brezis, H., Analyse Fonctionelle, Théorie et Applications, Masson, Paris, 1983.

[3] Cazenave, T., Haraux, A., Introduction aux Problèmes d’évolution Semi-
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