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RESUMO

Consideramos alguns modelos hiperbélicos no exterior de um obstdculo compacto do R?,
tais como um modelo semilinear em elasticidade e um sistema semilinear elasto/electromag-
nético. Mostramos, em cada caso, a existéncia e unicidade de solugoes globais fortes. O
principal resultado é com relacao as propriedades assintéticas das solugoes. Usamos resulta-
dos recentes devidos a R. Ikehata, que provou resultados relacionados com equagoes de ondas
(escalares). Neste caso Ikehata assumiu ou que os dados iniciais tivessem suporte compacto
ou condicoes especiais no infinito. Em algumas situagoes em nosso trabalho tais hipoteses

nao sao necessarias.



ABSTRACT

We consider some hyperbolic models outside a compact obstacle in 3-d like a semilinear
model in elasticity and a semilinear electromagnetic/elastic system. We show in each case the
existence and uniqueness of global strong solutions. The main result concerns the asymptotic
properties of the solutions. We use recent results due to R.Tkehata who proved related results
for scalar wave equations. In that case Ikehata required either initial data with compact
support or special conditions at infinity. In some situations in our work such assumptions

are not required.
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Notacoes
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3
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C([0,7],X) espago das fungbes continuas de [0,7] em X
C ([0,00), X) espaco das fungoes continuas de [0, 00) em X

D () = C§° () espago das fungdes infinitamente diferencidveis e de suporte compacto

em €2

X — Y significa que X é continuamente imerso em Y
_9f
ot
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3 .
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3
82
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Au = (Au', Au? Au?), uw = (ul,u? u?)
Br(zg) = {z € R3: |x — 29| < R} bola fechada de centro x( e raio R em R3

C representara uma constante positiva que podera assumir valores diferentes em lugares

diferentes



Introducao

Situacoes matematicas de grande interesse podem surgir quando consideramos fenomenos
fisicos acontecendo no exterior de um obstaculo rigido, o que chamamos de problemas em
dominios exteriores. Desde a propagagao de ondas planas, propagagao de ondas elésticas (que
representem as deformagoes de um corpo eldstico) até situagoes mais complexas, como a a¢ao
reciproca entre as deformagoes de um corpo elastico e a variacao no campo electromagnético,
podem ser estudados quando o fendomeno acontece no exterior de um obstaculo totalmente
rigido.

O ponto central de estudo neste trabalho é a investigacao do comportamento assintético
das solucoes de trés problemas hiperbdlicos, de grande apelo fisico, em dominios exteriores.
O primeiro, é um sistema semilinear de ondas elasticas, com dissipacao interna, que tem a
seguinte forma:

9 du

Uyt — ”221 oz, (A”a_x]) +up = f (), (1)
que modela pequenas vibragoes de um corpo elastico ocupando uma certa regiao do espaco,
exterior a um obstdculo. Aqui a varidvel u = (u',u?, u3) € R? representa a deformagao do
corpo num certo instante de tempo, A;; sao matrizes 3 x 3 que contém, em suas entradas, as
componentes cartesianas do tensor elastico, f é uma funcao nao-linear, satisfazendo certas
hipéteses de crescimento, u; = (u;,u?, u?) é a derivada em relagao ao tempo do vetor u e
uy = (uly, u,ud,) é a derivada de segunda ordem.

O segundo problema tratado é o conhecido sistema formado pelas equagoes de Maxwell,

Ei+0clE -V xH=0,
Ht—I—VXE:O,

(2)

que modela a propagagdo de ondas electromagnéticas. Aqui, E = (Ey, Es, FE3) e H =



(Hy, Hy, H3) representam os campos elétrico e magnético, respectivamente, o é a condutivi-

dade elétrica do meio (que SUpPOMOs positiva) e
0Es 0FE, OE, O0FEs; 0FEy, OF
VXxFE = (8905 — 8x§7 ax; — 8mf’ (%12 — 6x21> é o operador rotacional. Tal sistema

também apresenta uma dissipacao, dada pelo termo o FE.
O terceiro é um sistema que modela efeitos elasto-electromagnéticos, ou seja, a agao
reciproca entre as deformacoes do corpo e a variagao no campo electromagnético. Tal sistema

é composto por um sistema de ondas elasticas acopladas com as equacoes de Maxwell,

( 3.0 0
utt_z <A u>+Ut+OéVXE:f<Ut),

Et+O'E—VXH—OfVXU,t:O, (3)
Ht+VXE:0,
divEk = divH = 0.

As variaveis u, F e H representam a deformacao do corpo, o campo elétrico e o campo
3
magnético, respectivamente. Aqui divE = Z B é o divergente de E, o é uma constante
, €T
=1
de acoplamento e f uma fungao nao-linear como no problema (1). Todos os problemas

citados acima sao considerados num dominio exterior do R3.

Problemas em dominios exteriores tem sido alvo de pesquisa de diversos autores, dos
quais pode-se citar importantes contribui¢des como os trabalhos de Morawetz [27] e [28],
nos quais é considerada a equacao de ondas, sem dissipacao, no exterior de um obstaculo
do espaco R3 e é mostrado que a energia local da solucio decai, no tempo, na ordem de
t~!. Mais precisamente, conclui-se que o decaimento é exponencial, como conseqiiéncia do
Principio de Huygens. Neste caso é importante ressaltar que o obstaculo considerado deve
ser estrelado e os dados iniciais devem ter suporte compacto.

Posteriormente, Kapitonov [23] e Dassios [6] estudaram o sistema linear de ondas eldsticas
sem dissipacao, num dominio exterior do R™. Os resultados, neste caso, sao similares aos
obtidos para a equacao de ondas, isto é, a energia local decai na ordem de t 71, e, se a dimensao
n é impar, o decaimento é exponencial, como conseqiiéncia do Principio de Huygens. Aqui
as hipoteses de que os dados iniciais tenham suporte compacto e o obstaculo seja estrelado
também foram consideradas.

Outros trabalhos, nesta dire¢ao, sao os de Kapitonov [24], que considerou as equagoes de
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Maxwell com condigoes de fronteira de Silver-Muller num dominio exterior, Charao [4], que
estudou o modelo de Ondas El4sticas em todo o R? e Nakao [29], que considerou a equacao
semilinear de ondas, com dissipacao localizada, num dominio exterior.

A hipétese de que os dados iniciais tenham suporte compacto foi usada em todos os
trabalhos citados acima. Na verdade, nos métodos aplicados nestes trabalhos, ¢ indispensavel
que a solucao tenha velocidade finita de propagacao.

No caso em que se considera a equacao de ondas com dissipagao linear interna num
dominio limitado, é conhecido o fato de que a energia global e a norma L? da solucao
decaem exponencialmente. Isto é facilmente demonstrado utilizando-se o método da energia
combinado com a desigualdade de Poincaré. H& uma sensivel diferenca entre este caso e
aqueles no qual se considera a equacao de ondas em todo o R™ ou mesmo num dominio
exterior, ou seja, nestes, a energia decai apenas polinomialmente e nenhuma informacao
sobre o decaimento da norma L? da solugao é obtida. Para mais detalhes veja [18].

Em [19], [35] e [13], Ikehata propos um método para o estudo do comportamento da
solugao da equagao de ondas (escalar) dissipativa num dominio exterior e os resultados estao
relacionados com o decaimento da energia total e também com o decaimento da norma
L? da solucao. No caso de um dominio exterior tem-se uma dificuldade adicional que é a
nao validade da desigualdade de Poincaré. Os resultados obtidos sao aplicados também nas
equagoes de ondas semilineares, com dados iniciais pequenos. Basicamente o autor considerou
a hipdtese de que os dados iniciais tém suporte compacto e utiliza o fato que a solugao tem
velocidade finita de propagacao, mas nenhuma hipdtese é feita sobre a geometria do dominio.
Outros casos, onde a hipotese sobre a compacidade do suporte dos dados iniciais pode ser
substituida por outra condigao, também foram estudados aplicando o mesmo método, o que
pode ser visto em [14], [15] e [20]. Esses resultados sao o ponto de partida do nosso trabalho.
Fazemos uma aplicagdo do método proposto por Ikehata aos problemas (1), (2) e (3).

Sobre os modelos (1), (2) e (3), em dominios limitados, hd um consideravel nimero de
trabalhos, dos quais podemos citar: Perla Menzala e Kapitonov [32] e [33], Lagnese et al
[10], Yin [36] e [37] e a bibliografia indicada nos mesmos.

Nosso trabalho é organizado em trés capitulos, do seguinte modo: No Capitulo 1, mostramos

o decaimento da solugao do Sistema Linear de Ondas Elasticas e a subseqiiente aplicagao ao



problema semilinear. Neste capitulo, é essencial a hipotese de que os dados iniciais tenham
suporte compacto, mas nenhuma hipdtese sobre a geometria do dominio é necessaria.

No Capitulo 2, consideramos as Equagoes de Maxwell com dissipacao e estudamos o
comportamento assintético da solucao. Além disso, mostramos o decaimento do Campo
Magnético para uma classe especifica de dados iniciais. Nos resultados obtidos, nao é
necessaria a hipétese que os dados iniciais tenham suporte compacto.

No Capitulo 3, consideramos um sistema acoplado de equagoes que modelam efeitos
Elasto-electromagnéticos. Obtivemos inicialmente resultados de comportamento assintotico
da solucao no caso linear e, apds, aplicamos os resultados obtidos a um problema semilinear.
Aqui também, nenhuma hipdtese sobre a geometria do dominio é necessaria e nem que os

dados iniciais tenham suporte compacto.



Capitulo 1

Estabilizacao de um Modelo
Semilinear de Ondas Elasticas num

Dominio Exterior

Seja O C R3 um conjunto aberto e limitado, com fronteira I" regular. No dominio exterior

Q) = R3\ O consideramos o seguinte problema:

utt—i 0 (A au)—kut:f(ut), em 2 x (0,00)

ij=1 Iz Z]a_%
u(x,0) =ug(x), w(x,0)=wui(x), em €
u=0, em I x(0,00).
Supoe-se, sem perda de generalidade, que a origem pertence a O.
O sistema (1.1) modela pequenas deformagoes de um corpo eldstico ocupando a regiao €.
O vetor u (x,t) = (u! (z,t),u? (z,t),u (z,t)) representa a deformacio do corpo no ponto
x = (x1,%2,23) € e no instante ¢t > 0. A;; sdo matrizes 3 x 3 dadas por A;; = [C’,iﬂsw
onde
CP = (1= 6inbik) Qikjn + OirOninjn
1 se =k

com Oy, = € Qikjh sao as componentes cartesianas do tensor elastico (que
0 se l#k



estamos supondo constantes) com as propriedades de simetria
Qijkh = Qjikh = Qkhij-

Vamos supor, em todo trabalho, que existe uma constante Cy > 0 tal que

ZAWUJ vl>C’OZ|v2 . Vo, eR® i=1,2¢3. (1.2)
1,j=1

. . - .
Observe que da simetria de a;j;, segue que Aj; = Aj;. No caso mais simples, se consideramos

um meio isotrépico, as constantes a;;,, sao dadas por
ijkh = A0ij0kn + 1 (8ix0jn + 0indjn)

onde A e p sao as constantes de Lamé. Assim, no caso isotrépico,

L9 du
> 7, (Aija—%> = pAu+ (N + p) Vdivu,

1,j=1

e a condicao (1.2) é satisfeita com Cy = p > 0. De fato, neste caso, tem-se que

3 2 3 3
ZAijUj'Ui— (A + ) <ZU> +MZ(U5)22NZ|U1‘2:
i=1

i,j=1 i,j=1
onde v; = (v}, v}, v}) eR? i=1,2¢3.
A fungao f: R® — R3, que aparece em (1.1), satisfaz as seguintes hipéteses:
Hipéteses Al: f = (fi, fo, f3) ¢ uma funcio de classe C? e existem constantes positivas

Cj, j=1,2e 3, tais que
(i) |f @] <Cif¢),ve e R

3
@) V() <Ciler™ Ve R, onde (97~ (5 1VAEF)
8o, -
(13d) > (9_1:]

1,7=1

1
2

\%

(5)' < Cs|é[P2 Ve e R,

e p é tal que

- <p<3.



Um exemplo classico de funcao f satisfazendo as condigoes acima é dado por
[iR—R f(6) = lEE

Outro exemplo, bem mais geral, ¢ a funcao f : R® — R3 definida por

F&)=0()1E¢,

onde % <p<3ef:R>— R éuma funcao teste:

exp (—1/ (1 - |x|2)), se |z] <1

0 , se x| >1.

0(z) =

O objetivo principal deste capitulo é obter estimativas de decaimento para a solucao u

de (1.1) na norma (L2 (Q2))” e para a energia total E (t), onde

E(t) = /{\ut! +ZA”(9U —xl}dx, (1.3)

2,j=1
considerando, para isso, as hip6teses (Al) e assumindo que os dados iniciais ug e u; s@o
pequenos num sentido apropriado.

Inicialmente estudamos propriedades de decaimento da solucao do problema linear asso-

ciado a (1.1).

1.1 O Problema Linear

Consideramos nesta segao o problema linear associado a (1.1):

)
utt_z&c ( i >+ut:0, em  x (0,00)
1,7=1 t

u(x,0) = up(z), u(z,0) =wui(x), em (1.4)

u=0, em I x(0,00).
\

Lembramos que se u = (u',u?,u?) € (L? (Q))*, 1 < p < oo, entdo

bl = (X1 )

9



Se u = (u',u?,u?) € (L™ (Q))° entio

3
]|, = Z WHMQ) < 400.
=1

Quando p = 2, escreveremos apenas ||u]|.

1.1.1 O Problema (1.1) é bem posto

Consideremos o espago de Hilbert
3 3
X = (1) ()" x (I ()

com o produto interno

((u,v),(w,z))x:A{zAij%-8—%+u-w}d:ﬁ+/§2v-zdw, vV (u,v), (w,z2) € X,

eseja A: D(A) C X — X o operador linear definido por

D(A) = (H* () nHE ()" x (HE ()

A(u,v) = (v, Lu—u—v), V (u,v) € D(A), (1.5)

onde

3
0 ou
= (o)

Fazendo-se v = wuy, segue que o problema (1.4) é equivalente a

dU
— = (A+B)U (1.6)

U (O) = U07

onde U = (u,v), Uy = (ug,uy), B é o operador linear e limitado em X, dado por
B(u,v) = (0,u), VY (u,v)eX (1.7)
eD(A+B)=D(A).

Observacao 1.1 Por conveniéncia na discussao a sequir, foi somado e subtraido o termo

u na equagao (1.4) para reescrevé-la na forma (1.6).

10



Lema 1.1 A € um operador mazimal dissipativo.

Demonstracao: Observemos inicialmente que, dado (u,v) € D (A),

,0) 5 ( =((v,Lu —u—v),(u,v)y =

3
= {Z ”8;] a%-i—v u}dm%—/ﬂ[]u vdx—/u vdx—/|v| dr =
3 3
ov 0 ou
B B Pt _ _
/{Z ”83:3 8901 ”218562( ”8:6]-) }da: /M du =

/Zax,( Y, >dx—/|v| da.

Usando o Teorema da Divergéncia, ¢ o fato que v € (HE (2))*, obtemos que

(A () , (1, 0)) 5 = — /Q ol dz < 0,

o que mostra que A é dissipativo. Mostremos agora que, para todo (g1,92) € X, existe
(u,v) € D (A) tal que
(I = A) (u,v) = (91,92) ,
ou seja,
Uu—v=4aq
20— Lu+ u = go.

Substituindo v = u — ¢g; na segunda equagao, o sistema acima diz que
3u— Lu=2g; + g € (L* ()’ (1.8)

Afim de demonstrar a existéncia de solugao da equacao acima, consideremos a forma bilinear

a(u, @) : (Hy ()" x (Hg (2))” — R, definida por

u  Op 3
/ZA”a axzdx—l—ii/gu-godx, Vu,v e (Hy (Q))

7,7=1

e a forma linear F': (H} (©))® — R, dada por
(F.0) = /Q (201 + o) - pdz, Vo € (Hy Q)"

11



Temos que:

(3) a s 9)] < €l gy 2 191 gy ¥ 020 € (3 ()Y

(i) @ t,0) 2 ¢ Jul] o150 ¥ w € (H (@)°
)

1 3
(@it) [(Fy o) < 11291 + g2l lll < cliell 3 gy ¥ 0 € (Ho ()7,
ou seja, a(+,-) é continua e coerciva e F' é continua. Segue, do Teorema de Lax-Milgram,

que existe tnica u € (H} (Q))” tal que

alu,p)=(Fp), YVee (HQ),

ou seja,

3
0 0

/ E Ajj— Y (’Dd —|—3/u-gpdx:/(2gl+gg)-cpd$, ‘v’ng(H&(Q))g,

Qi,jZl 8 @L Q Q

mostrando que a equagao (1.8) tem uma tnica solugao fraca. Regularidade eliptica (Veja
[11]) mostra que (1.8) possui solucdo u € (H2 (Q) N HE (Q))°.

Por outro lado, v = u — gy € (H} (22))?, mostrando que (u, v) é solucdo de
(L = A) (u,v) = (91, 92) »
concluindo, assim, que A é maximal. [
Teorema 1.1 Dado Uy = (ug,u1) € X, o problema (1.4) possui inica solugao u tal que
e C([0,00); (Hy (2))) N C" ((0,00) 5 (L (2))°):
Se Uy = (ug, u1) € (H*(Q) N HE ()? x (HE (Q))?, entdo existe inica solugio u tal que
we C([0,00); (H* () N Hy (2)) N C* ([0, 00); (H5 (2)°) 1 C* ([0, 00): (L2 ())°).
Finalmente, se Uy = (ug,uy) € D ((A + 8)2), entdo existe unica solug¢ao (u,u;) tal que
(u,u) € C (0,00); D ((A+ B)*)) N C* ([0, 00); D (A+ B)) N C* ([0, 00); X).

Demonstracao: Sabemos que A é um operador linear densamente definido e, pelo Lema
1.1, maximal dissipativo. Segue, do Teorema de Lumer-Phillips, que A é gerador infinitesimal

de um Semigrupo {7’ (¢)},5, de contragées. Como B ¢ um operador linear e limitado em X,

12



entdo A + B (com dominio D (A)) é gerador infinitesimal de um Semigrupo {S (f)},., de

classe Cy. Assim, se Uy € X, o problema (1.4) possui tnica solugdo U = (u,u;) tal que
UeC([0,00);X).
Se Uy € D(A+ B) = D (A), entao existe uma tnica solugao U na classe
UeC([0,00);D(A+B))NC*([0,00); X),
e, finalmente, se Uy € D ((A+ 8)2) = D (A?), entdo existe uma tinica solugao U na classe
U e C([0,00);D((A+B)*))NC* ([0,00); D (A+B)) N C*([0,00); X). O

Observacio 1.2 Note que se U = (u,v) € D((A+B)’) = D(A?), entio
v e (H2(Q)NH ), u e (H2(Q)NH () e Lu € (HL(Q))®. Consequentemente
(usv) € (H* () N H ()" x (H? (Q) N Hy ()",

Observagao 1.3 Salientamos aqui que {T (t)},, € o semigrupo de contragoes gerado pelo
operador A e {S (t)},5, € o semigrupo de classe Cy gerado pelo operador A+ B. No restante

do capitulo estes fatos serdo usados repetidas vezes.

1.1.2 Comportamento Assintético

O principal resultado desta se¢ao é enunciado a seguir.
Teorema 1.2 Tem-se que:

(1) Se (ug,u1) € X e |||-] (up +ur)|| < oo, entdo existe uma constante C' > 0 tal que a solugdo

(u,uy) € C([0,00);X) de (1.4) satisfaz

lu ()| < Clo(L+8)72, Yi>0, (1.9)

E(t)<CRR(1+t)7?%, Vt>0, (1.10)

onde E (t) é dado por (1.3) e Iy € dado por
2 2 2 2
Ly = lluoll gy e + luall™ + 111 (o + ) (1.11)

(H(
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(i1) Se (uo,u1) € D(A+B) e |||-| Lug|| < oo, entao existe uma constante C' > 0 tal que a
solugio (u,u;) € C([0,00); D (A+ B))NC*([0,00); X) de (1.4) satisfaz

EL(t)<CI?(1+t)%, Yt>0 (1.12)

[Lu ()P <C (I3 + 1) (1+8)72, Vit>0,

onde 5
1 9 8ut 3ut
Ei(t) =< Aji— =% d
1 (1) 5 /Q {|Utt| +IJZ_:1 T2, O, x
e I, € dado por

It = Hullli p 1 Zao|* + |[[-| Lo |* - (1.13)

Hg ()
(1ii)Se (ug,u1) € D ((A+B)2) e |||-| Luy|| < oo, entdo existe constante C' > 0 tal que a
solugdo (u,u;) € C ([0,00); D ((A+ B)*))NC ([0,00); D (A+ B))NC?([0,00); X) de (1.4)

satisfaz
Ey(t) <CI2(1+t)%, Vit>0, (1.14)
e
[Lu, (> < C (412 (1+1)7%, V>0,
e 1 ’ Ouy  Ou
Ey(t) = & 2y 3 g, L Qv |
2 (t) 2/9{|Uttt| +,~§_:1 0z, Or, x
e
13 = 1 Zaolf e+ oy 1 2an 4 (1.15)

Na demonstracao do teorema anterior utilizamos alguns lemas técnicos, que serao dados

a seguir.

Lema 1.2 Tem-se que

Bl _ —/ |ug|* dz < 0. (1.16)
dt Q

Demonstracao: Derivando F (t), dado por (1.3), substituindo uy no sistema (1.4) e usando

o Teorema da Divergéncia segue o resultado. [J
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Lema 1.3 Sao vdlidas as identidades:

# [ [ et drds = £ (117)

/Ot/ﬂ(us) s (2, 5)|? dads — —(1+t)E(t)+E(O)+/OtE(s)ds (118)

u
//ZAZJ(%] aIdedS—i_ /|u z, ) de =

1
:§HUOHQ+/U1 (x) - ugp (x)dx—/ut~udx+//|us|2dxds. (1.19)
Q Q 0 Jo

Demonstracao: A identidade (1.17) obtem-se diretamente, por integracao em |0,t], da

expressao (1.16) do Lema 1.2.
Também de (1.16) temos que

dE
(1+1)—— :—/ (14 1) |ue|? da,
dt 0

ou seja,
d
/ (14 0) e = 5 {(1+0) B} + B (),
Q
donde, integrando em [0, ¢], obtem-se (1.18).

Tomando agora o produto interno, em (L2 (Q))*, de (1.4); com u, obtemos

d
pr ut de_/28x1<”8 ) +§E/\u] da:’—/]ut\ dr.

Usando o Teorema da Divergéncia e a condicao de fronteira (1.4), segue que

- ou Ou
/Qi;Az‘ja—Ij-axl 2dt/|u| dx———/ut uda:+/|ut| dz.

Integrando em [0, ¢] a expressao anterior obtemos (1.19). O

Lema 1.4 A solugdo u de (1.4) satisfaz

U
// (1+s) ZAU@QJJ 8xld xds + (1 +1) /]u| dr < C + //]u| dxds,

7
onde C = 13E (0) + 5 o]

15



Demonstragio: Tomando o produto interno, em (L2 (Q2))?, de (1.4) com (1 + t) u, obtemos

_ . 1 ) -0
(1 —i—t)/utt udr — (1 +t) /Zaxl( 5y ) udx + ( —l—t)/ﬂut udr =0

Usando o Teorema da Divergéncia e a condigao de fronteira em (1.4), segue que

(1+t)i/ut~udx—(1+t)/ luy| da+

u 8u (I+1)d 0,
+(1+1) /ZA”a 81’1 5 a/ﬂ|u| dx =0,

ou ainda,

d
dt/ﬂ<1+t)ut udx—éa/hd dx—(1+t)/|ut| dx+

+(1+t)/23:14~% aud:}:+1i (1+t)|u|2d:1:——/|u|2dx—0
2 YOx; O 2 Jq -

logo

U 8u 1d
(1+1) /ZA%, o "t oa t|uf de =
i,j=1 v

1
:(1+t)/|ut| dr + = /|u| dr — — d (1—|—t)ut-udx.
0 2 dt

Integrando a expressao anterior em [0, ¢], obtemos que
t 3
ou Ou t 9
/ / (1+ ) |us|” dads + = / / u|? daeds—

1—|—t)/Q ud:v—l—/ 1(x) - up (x)de <

0
§/ 1 () - ug ( dx+// (1+ 5) |uy|* deds + = //|u| drds+
Q
(1+1)
MGk /|u| o (1+) [ uf da,
4 Ja Q
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donde

ou
//1+8 ZA”@ 8:6

2,j=1

S/ul( ) - ( dx+// (14 5) |us|* dzds + = //|u| drds+
0

+—/ |ul® dx—i—(l—l—t)/ |uy|? da. (1.20)
2 Ja Q
De (1.18) (Lema 1.3) sabemos que
t t
/ /(1+s) |us]2dxds§E(0)—|—/ E (s)ds, (1.21)
0 Jo 0
de (1.20) e (1.21) segue entao que
ou Ou (1+1) 9
e <
// (1+s) ”8 axidmds—i— 1 /Q|u| drx <
t
</u1(x) o (@) dz + E (0) + /E(s)ds+
0
//]u\ dxds + = /!u\ de +2(1+t)E(t). (1.22)

Sabemos também de (1.17) e (1.19) (Lema 1.3) que

ou Ou
<
// Uax] /|u| dx

1 2 2
< ghll+ [ e >-uo<x>dx+/ﬂ|ut| dot [ Il da+ B )= B (0).

donde, novamente por (1.17), obtemos

2/0 E(s)ds%—i/g]ufdxg
S/O /Q|us|2d:)3ds+%||u0||2—{—/ﬂu1 (x)'UO(I)d$+/S)|Ut|2d:L‘+E(O)—E(t) <
SE(O)—E(L‘)-i-%||u0|‘2—|-/9u1(x)-uo(a:)da:+2E(t)+E(())_E(t)’

ou seja,

2/0 E(s)ds+ i /Q lu|”> dz < 2E (0) + % [ uol|® + /Qul (x) - up (x) dz. (1.23)
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De (1.22) e da desigualdade (1.23) acima, segue que

t 3
1+ s Aji— dxds + —= u|”dr <
K )Y Az o = [

< / s (&) - o () da + F (0) + 4 (0) + [[uo|® +
Q

+2/Qu1(x) ug (z) dr + = //\u| drds+2(1+t)E(t) =
:3/Qu1(:1:)-u0(:c)dx+5E( )+ Jluol® + = //]u\ deds+2(1+t)E(t). (1.24)

Note agora que

d dE
SAA+DEM=EM)+(1+0) ()< B,

e, portanto,

2(1+t)E(t)§2E(0)+2/tE(s)ds.

Disto, e de (1.24), segue que

ou
//1+8 ZA”@ 8:6

2,j=1

t t
§3/u1 () - g (a:)d:n+7E(0)+||u0||2+§/ /|u|2d:vds+2/ B (s) ds.
Q 0 Q 0

Usando novamente (1.23) obtemos da desigualdade anterior que

t 3
//(1+8)ZAij%‘ggdxds—l—(lf—:t)/mfde
0o Ja Py} j i

§4/Qu1(a:)-u0(a:)dx—|—9E() 2 uol? + 3 //]u\ dads,

donde segue, finalmente, a conclusao da demonstragao. [J

O lema seguinte, que d& uma desigualdade do tipo Hardy, é fundamental na sequéncia

do trabalho.

Lema 1.5 Para qualquer u € (H} (Q))°, vale a desigualdade

3
lu (z)|? 4 / ou Ou
Bl dr<— [ Y Ay i,
/Q |z|? — Cy Q57 TOx; O
onde Cy € a constante de (1.2).
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Demonstragao: De [26] sabemos que, se u’ € H; (£2),

'“i<x>’2dz<4/i
Q |z - Joio

/Z’u d<4/z

2,j=1

logo

Oz,

donde, lembrando (1.2), obtemos

|u (@) (95) / Ou
A; O
/Q ]23\2 N Co Z Ua 83:Z

Lema 1.6 Suponha que (ug,uy) satizfaz |||-] (uo +u1)|| < oo. Entdo a solugdo u de (1.4)

t
4
/ |u|2dx+/ / Jul® dxds < [luol® + =~ lII-] (uo + u1)||*
Q 0 JQ C(0

Demonstracao: Seja W (z,t) = fotu (x,s)ds. Entao W é solugao de

satisfaz

Wy — LW + Wy =ug+u;, em € x(0,00)
W(z,0) =0, Wy(z,0)=uo(z), em Q (1.25)
W=0, em I x(0,00).

Tomando o produto interno, em (L?(2))°, de (1.25) com W, , e usando o Teorema da

Divergéncia, obtemos

3
oW GW
A;
Zdt [|Wt| +Z ”8 0x;

dz +/|Wt| i — d/(UQ—I—ul)-de,
i /.,

2,7=1
e, integrando em [0, t],

3

ow oW
/[|Wt! +ZAU@ 3, dx+/ /|W| drds =

= 5 ol + [ o+ ) - Wl (1.2
Q
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Note porém que, pelo Lema 1.5,

/ (UO + ul) -Wdx
Q

Q

§</ |x|2|u0+u1|2da7) ( ||VV|| :E) <
T

oW oW
m|<u0+u1 1?4 = /ZA dz.

W 5’% 85(,’1

Disto, e de (1.26) , segue que

AL t )
3 o /Z% iy WALECE

2
<3 HUOH + 5 11+ (uo + ua)|”
0
A conclusao da demonstragao segue, bastando observar que Wy = u. [

Observacao 1.4 Note que se ug e uy tem suporte compacto entao, obviamente, vale que

I} (uo + ur)]| < o0.

Demonstragao do Teorema 1.2:

(i) Dos Lemas 1.4 e 1.6 sabemos que

// (1+s) Ou O s + ( 1+t/|uy dr < CI2,

A Ox; ;i Oz,

o que demonstra (1.9).

Agora, como

7 (1+1)° E(t)}22(1+t)E(t)+(1+t)2cf(t)<2(1+t)E(t)
entao .
(1+t)2E(t)§E(O)+2/ (14 s) E (s)ds. (1.27)

Mas, dos Lemas 1.4 e 1.6, sabemos que

ou
2/ (1+s)E ds—// (1+5s) ”8 amzdxds—k// (14 s) |us|? dads
<CIE+ // s) [us|* dads,

20




que, de (1.21) e (1.23), obtem-se
t t
2/ (14 8) B (s)ds < 013+E(0)+/ E(s)ds < CI2.
0 0
Disto, e de (1.27), obtem-se (1.10).
(ii) Seja v = uy. Derivando a equagao (1.4) em ¢, vemos que v é solugao de
—Lv+v, =0, em Qx(0,00)
v(x,0) =uy (), wv(x,0)= Lup(z) —uy (x), em €
v=0, em I x(0,00).
Aplicando o item anterior ao problema acima, segue que

v
L/{hﬂ—+§:AU8 6%}d <CI2(1+41)7?

i,7=1

que ¢é a desigualdade (1.12). De (1.10),(1.12) e da equagao (1.4) segue também que
Lo < C (2 + 1) (1 +1)
(iii) Seja agora w = v; = uy. Entdo w é solucdo de

wy — Lw+w, =0, em € x (0,00)
w(z,0) = Lug(x) —uy (x), we(x,0) = Luy(z) — Lug () + uy (), em
w=0, em I x(0,00)

Aplicando o item (i) ao problema acima, segue que

3

ow 8w
/{th| +ZA”8 d; }SCI;

que é a desigualdade (1.14). Derivando a equacao (1.4) e usando (1.12)-(1.14), segue que

|Lu: (O <C(IE+12) (1+8) 2. O

1.2 O Problema Semilinear

Consideramos agora o problema (1.1). Estudamos a existéncia de solucao local e, apds,
mostramos a existéncia de solucao global e o decaimento da mesma. Utilizamos aqui as

propriedades de decaimento obtidas para o problema linear.
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Para facilitar o tratamento de (1.1), na obtencao da solugao local, vamos reescrevé-lo na

forma

_Zgji AH%JF +u=f(u)+ m Q x (0,00)
o 1521 0z \"7Y Oy u+u=jlu)+u, e 00
u(x,0) = ug(x), w(2,0) =ui(z), em

u=0, em PX(O,OO).

que, é equivalente a

dU
= AU+ F (U) L2
U<O) = U07

onde U = (u,us), Uy = (uo,u1), F(U) = (0, f (ut) +u) e A é definido como em (1.5).
Recordemos que A é gerador infinitesimal do semigrupo de contragoes {7 ()}, conforme
a observagao 1.3.

Quando estivermos estudando a existéncia de solucao global e o decaimento usaremos a

formulacao
v _ (A+B)U+ F(U)
dt (1.29)
U (0) - Uo,

onde U = (u,u), Uy = (ug,u1), F(U) = (0, f (u)) e B é definido como em (1.7). Recorde-
mos, também, que A + B é gerador infinitesimal do semigrupo de classe Cy {S ()},

conforme a observagao 1.3.

1.2.1 Consideracgoes sobre o Problema Nao Homogéneo

Damos aqui alguns resultados sobre o problema nao homogéneo

0 Ou
Uy —lz_:la—xz (A”a—x]> +utu =gz, t), em € x(0,00)
7T (1.30)
u(ac,O) :Uo(m)a ut(mao) :ul(x)a em ()
u=0, em I x(0,00).
Note que (1.30) pode ser escrito na forma

aUu
— =AU+ Gt
dt ®) (1.31)
U (0) = U,
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onde U = (u,uy), Uy = (ug,u1), G(t) = (0,9 (z,t)) e A como em (1.5).

Da teoria de Semigrupos e da discussao feita na secao 1.1 segue que:

Teorema 1.3 [3/ Dados Uy € D(A*) e G € C*([0,T];X) N C*([0,T]; D (A)) entdo o

problema (1.31) possui uma unica solugao U tal que
U € C([0,T]; D (A?)) n C*([0,T]; D (A)) N C*([0, T]; X).
Além disso, a solucdo pode ser expressa na forma

U(t):T(t)UOJr/tT(t—s)G(s)ds,

Ut(t):T(t)AU0+T(t)G(O)+/tT(t—s) dczliS)ds
Ui (1) = T (£) AUy + T (£) AG (0) + T (1) % (0) + / Tl s) d2i§$>ds.

Lema 1.7 (Velocidade Finita de Propagag¢io) Além das hipdteses do Teorema 1.3
1A ”t—l—R com ||A]| =

VCo

5 3
( > HAinZ) . Entdo a solugio U = (u (x,t),u; (z,t)) de (1.30) satisfaz
ij=1

suponha que suppugUsuppu; C Bg(0) e que g(z,t) = 0 se |z| >

1Al
VCo

Ue,t) = (0,0) se |o| > =Lt 4R,

onde Cy € a constante em (1.2).

Demonstragao: Sabemos, da equacdo (1.30), que

:{u“_zaxl( Uax)—l—u—i-w—g(x,t)}.ut:

4,7=1
:th{|ut| ZAUa _x } Z@x < ”8 )+|ut‘2_g<x7t)'ut7
i,7=1 1

ou seja,
d

7€ e (u) + divB + |u|* — g (z,t) - up = 0, (1.32)
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onde

e (u(r,1) = {meAwa“ ;+|ur2}

i,0=1

3 3 3
ou ou ou
B=DB(zt) =~ (ZAMB_% ' utaZAQja_xj ' UmZA?)ja—xj ' Ut) -
7=1 7j=1 7j=1
—
Pondo F' = (B,e) € R*, entao

- d
DivF = Div(B,e) = divB + 76

onde Div (B, e) é o divergente espago-tempo. A identidade (1.32) pode entao ser escrita na

forma
Div (B, e (u)) + |u|” — g (x,t) - u; = 0. (1.33)

1Al
o

Consideremos o cone truncado Kt com vértice em (zg, to):

Seja (g, to) tal que |zg| > —==ty + R, e mostremos que U (g, ty) = 0.

A
KT:{(x,t):\x—x(ﬂS \H/%L(to—t), 0§t§T<t0}.

Integrando sobre K7 ambos os membros de (1.33) e usando o Teorema da Divergéncia

obtemos que
Kr

/BKT (B (z,t),e(u (x,t)))-ndFjL/KT |ug (x,1)] dl’dt—/ g(x,t)-u (z,t)dedt =0, (1.34)

onde OKr ¢é a fronteira do cone truncado Kr e ) é a normal unitéria (espago-tempo) exterior
a K7, em OKr.

Notemos agora que
/BKT (B (z,t),e(u(z,1)) ndl' = /H(]K“A“to —e (u(z,0)) d+
—i—/'x i< AL Lo e(u(z,T))dx + /Fl (B (z,t),e(u(z,t))) - ndl,

onde, na ultima integral, I'; representa a fronteira lateral do cone truncado K7, cuja normal

unitaria exterior é dada por

A T —x
I (H ! ’1>.
Co + || A [ = ol
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Segue de (1.34) que

/lx_wog\/%to —e(u (x,O))dx—l—/ e(u(z,T))de+

\x—xo\g\”/%(to—T)

+/F (B (z,t),e(u(x,t))) - mdl + /K |ug (2, 1)|” dadt—

T

—/ g (z,t) - up (z,t)dedt =0 (1.35)
Kr
Notemos agora que
A } { A }
) e — < to—1t)p C ,t) > t+ R,
{@ote-al < Bl -0} c o= 17

e, em particular,

41,
v

segue, lembrando que (u(z,0),u; (x,0)) = (ug,u1) = (0,0) se |z|] > R e g(z,t) = 0

{0 o —nl < 1} c 40y 1at 2 1y

se |z| > H—\/’%th R, que
/ e(u(x,0))dr = / g (z,t) - uy (z,t)dedt = 0.
|96—$0\S”7‘2”t0 Kr
0
Obtemos entao de (1.35) que

/ LAl e(u(e, 1)) dz +/ (B (2,1),e(u(x,t))) - mdl <0. (1.36)
\x—$0|§700(t0—T) I,

Sabemos, no entanto, que

(B (z,t),e(u(z,1)) m= # {e(u(a:,t)) + A(x_—xo) : B(x,t)} B
Co + || Al Vo 1 — ol
A : Ti — Zoi i ou
_ Al {e(u(x,t)) - A—OZAijy-ut},
Co+ || Al o v v mol i 9T



>e(u(x,t)) VG Z |2 — @oil ||AZJ||

|Ut| >
Al — o ;

\/— 3 (9?,6 2\ 2
> t —_— A — >
= B(U (l’, )) ||AH |ZB | |ut| |ZE l'0| l; || 1]” ; 837]’ =

1 2
2
> ctutnt) = (S ) (L[] ) 2
1,j=1 J
1 I~ , Ou Ou
> e (u(z,t)) _§‘Ut|2—§ZAij%'ax >0,
i,5=1 J ¢

0 que mostra que o integrando sobre I'; é nao negativo. Segue de (1.36) que

/ e (u(z,T))dz = 0,

je—ao| < L2 (1017

isto é,

i,7=1

du 0
/ " lug (2, T)[? +ZAUa (x,T) - au‘ (z,T) + |u(z, T)|* p dz = 0.
\x—xo|§\l/7c%(t0—T) T

Pela arbitrariedade de T', 0 < T' < ty, resulta que U = (u,u;) = (0,0) no cone

1Al
VCo

Em particular, U (xg,ty) = (u (xo, to) , us (z0,t0)) = (0,0). O

K:{(x,t):y;c—xoyg (to — 1), ogtgto}.

A propriedade de velocidade finita de propagacao dada acima vale também para ¢t < 0,

porém a demonstracao é analoga.
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1.2.2 Existéncia de solucao Local

Nosso objetivo aqui sera mostrar que, para um espaco Y escolhido convenientemente, a

aplicagao
¢:Y —Y
~ u u
U= — U =
v v

possui um unico ponto fixo em Y, onde U é solucao de

U(t) =T () UO+/tT(t— s)F ((7 (s)> ds, (1.37)
[ @) _ [ o =\
Ute) = w(t) | Yo w ) g <U> f@)+u

T (t) denota o semigrupo de contragoes em X, gerado pelo operador A e f satisfaz as
Hipéteses (A;), dadas no inicio do Capitulo. Recordemos que, conforme comentado no inicio
da sec¢do 1.2, somamos o termo u em ambos os membros da equagao (1.1), o que facilitard
seu tratamento.

Consideremos o espaco
3 3 3
Yy = C(0,T): (B2 () n H} (2))) 0 ¢ ([0, T); (H3 (2)*) 0 C2(10, T); (L2 (@),
que é um espac¢o de Banach com a norma
= t + t ) + t)l .
[lly, Sup v Ol g2y Sup o ( W@ Sup [[ve (2]
Lema 1.8 (Regularidade da ndo linearidade) Se v € Yy, entdo f (v) € Y.

Demonstracio: Seja v € Y;. Da Hipotese (4;) (na pg 8) e da imersio (HZ (Q))° —
(L7 (Q))*, 2 < ¢ < 6, temos que

1f (@) < Cullv(@®)]5, < Cllv (t)l\’EH&(Q))s : (1.38)
De
0 ov ov ov ,
a—xj(f(v)) = (Vfl (v) - a—xj,Vfg(v) . 8—%,Vf3(v) . 8_33']) , 1=1,2 e 3,
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vemos, usando a hipdtese (A;),que

2

0 (t)
R . < <
‘ . Vfi(v . dx ] dx
) ()U ( )

dxgcgnvamif”ﬂvﬁmiﬁm»3§

s@/w@W*

<Cllo @7

893']'

2 .
HQ(Q) s [lv )H(Hé(g))ﬁ', 1=1,2 e 3,
pois, como sabemos, v (1) € (H? (2))" — (L (2))". Assim,

0

‘8—%<f(v(t>>>H < C o (Ol raggyy 1o (¢ Mimgopy» =12 ¢ 3. (1.39)
Por outro lado,
0? 0 ov 0 ov 0 ov
o ) = (5 (VA G 5 (Vo) o (VA 52 )+

0% 0% 0%
(VA0 g VRO G VB0 )

Notemos que

%gwuwzamgm@»%;wﬁ%woz

(7)) (7 () @) 3 (v (G ) a2).

0 v 0 ov 0 ov
<| (5 (V50 g g (TR0 g e (VR ) 5 )|+

0%v 0% 0%
7 L 7 )<
T ‘ (Vfl <U) 8@8% ’ Vf2 (U> 8@8% ’ st (U) 8$28$3> ‘ -
3 o 2 2\ 2
- 2
= (; o, Vi () ‘ ) (Z‘W’“ Ox 3% )
o | [ ofs 2| g0 P\ 2 v
< - —_
<oz, (;; v( axl) (v) o +' i, IVf (),
ou ainda, usando a Hipdtese (A;),
9?2 ov || ov|, o 0% p—1
Fiw; W ))) % \om | [om| 1 O g, | 0T
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Portanto,

0? o |[0v (1) v (t)
o) <2l
8@81:]' axj (LA(Q))? ax’ (L4 ()
1020 ()
p—1
+2CQHU (t>||oo angxj )

t
onde usamos o fato que 8;() € (Hl(Q))3 — (LQ(Q))3, 2 < ¢q < 6, e
T

v (t) € (H2(Q))” — (L= (Q))®. Assim,
02
8ZL‘Z‘8ZE]'

(O] < CloOE gy i=12¢3 (1.40)
De (1.38)-(1.40) concluimos que
f(v) € C([0,T); (H? () N HE (2))°). (1.41)

d
Analisemos agora a regularidade de 7 (f (v)). Notemos inicialmente que

% (f () =(Vfi(v) v, Vfa(v) v, Vs (v)-vy).

Usando a Hip6tese (A1) e a Desigualdade de Holder, vemos que

H ZW]‘; Ok dx</|vt )2 Zwﬁ ) de

<3 / o OF o (0o < 3 ( [ |v<t>r2pd:c) (/ e Pdax)

_ 2(p—1) 2 2(p—1)
=Gy [lv @y 7 v (D3, < C v (t)H(H&(Q))s [Jve (¢ )H(Hé(ﬂ))s’

pois, como sabemos, v, v, € (HL (Q))* — (L7(Q))*, 2 < ¢ < 6. Assim,

|5 o] < @2 1Ol gy 142)

p—1)
(H5(2))
Por outro lado,

5 (G0 ) = (5 ) o (5 (TR 0)) o (5 (T80 )

8t 3t 3t
+ (VR0 SE TR S0 51,
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mas

5 (VR0 = 5 (0 g ). G ) -

AR EAUCAREAU AR
logo

o (G0 )| < |((52 40D) e (5 TRl)) o (5 (VAED) )

8Ut 3vt a/Ut
(500 52 VA 0): o Vi) %)
.| o ? ou 2\ ®
<D o (V@) ol Z|ka —'f
p Ox; 0z;
’ e of o |? % v
< iy - -t
< ful (ZZ v (2l |2]) |2 res o
k=1 1=1
que, usando a Hipétese (A7), nos da
0 (d ov ov
_— | = < p—2 t p— 1
oo (5 0] < Catod |2 108 4 Ca [ 524
Portanto, usando a desigualdade de Holder,
0 (d _ v (t)
| = < p—2 A
o (0 00| <20 O o Ol 52|+
1 || Ove (B)
p—1 t
AR e

onde usamos o fato que v, (t),agaft) e (H! (Q))3 — (L1 (Q))s, 2 < g <6 eu(l)e
(H? ()" — (L= ()" Assim,
(% (% (f (v (t)))> ‘ < C o O g2y v Ol ey T=1.2¢3. (1.43)

De (1.41)-(1.43) concluimos que
f(v) € (0. T (Hg ()°) (1.44)

2

Finalmente, vamos analisar a regularidade de T (f (v)). Temos que

G0 = ((5900) u (5700) w0 (5760w )+

+ (V f1 (v) vy, V fa (v) vy, Vfz (v) 0g) .
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Observe que

d d (0f; of; of;
Goa =5 (Fw. ke Fw)-

(v (5 @) v (v (5 @) e (7 (5) @) )

d2
segue, entao, da expressao para T (f (v)), que

s <|((fmn ) o (o) () o))

+(Vf1 (v) vit, Vo (v) 0, V f3 (V) 0gt)|

< <Z (%sz (U)) ‘%’) <Z’vfz( >| ’%t’) <

(S (o))

< Jud (zz
< C3|vP? o + Oy [0~ |vu -

1

|ve] ) + o [V f (V)]

=1 j=1

e, pela hipétese (A1),

2

d
¥l (f (v))

Usando a desigualdade de Holder vemos que

’ 2 <207 (/Q v (t)[*P~2 dx)?l) (/Q\vt (t)\6d$)§+

2(p—1 2
+2C3 o ()27 [|vw (1))
2(p—2 4 _
= 2C3 ||v (D)[1573) llve (D) lg + 2C3 v OIEE ™ (v (£)],

d2

(@)

onde usamos o fato que v (t), v, (t) € (HL(Q))® — (L1(Q)% 2 < ¢ < 6, e v(t) €
(H%(Q))* — (L ())®.Assim,

|5 @] < Clo@Ir2 Oy +

De (1.44) e (1.45) deduzimos que

(H ()

1l ()75 g e ()] (1.45)

3
fv) e C*([0,T7; (L (Q))),
o que conclui a demonstracao do Lema. [
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Lema 1.9 (Estimativas sobre a nao linearidade) Existe constante C' > 0 tal que, ¥V v € Yy,
Lf @y, < Clllly, -

Demonstracao: Seja v € Y;. De (1.38)-(1.40) temos que

1f (v (t))H(H2(Q)ﬂH&(Q))3 < Cl (IS)HJT()H(}(Q))3 +

+C ||’U ( )| PH;(Q))?) ||U (t)||(H01(Q))3 +C ||U( )||(H2 )3 ’

ou seja,
1 @ apnrany? < C 0 O
Portanto,
P
Por outro lado, de (1.42) e (1 43) obtemos
< Clv@)|F vy (1
|5 M g = POy 1 Ol
p—1
FC o O gy 10 Ol gy
Disto, e de (1.46), segue que
< p p
||f(v)||01([O,T];(H6( )3 CH || c([o0,T}; <H2(Q)OH(%( )>3 +C|| ||Cl ([0,T); (Hol(Q))3)
p—1
Por tltimo, de (1.45), obtemos
< p—2 ) 2
|5 | <Ol @I o Oy
+ C v (O g2 s e O]
que, junto com (1.47), nos da
P P
1 ©lleqomua@yy < Clivlle o, (r@nm@)) ¢ HU”CI([&T%(H&(Q))% "
p—1
Cllv H C([0,7);(H2(9 )mHg(Q))B) “vHCz([QT};(Lz(Q))g) +
p—1
Cllv ” c([o,1]; (HQ(Q)OH(}(Q))3) ”UHCl([QT};(Hé(Q))S) ' (1.48)
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De (1.46)-(1.48) conclui-se, finalmente, que existe C' > 0 tal que

1f @y, <Clol,. ©

Estimativas para o Problema Nao Homogéneo
Os resultados demonstrados acima serao utilizados na obtengao das estimativas para
o problema nao homogéneo. Seja U = (w,v), com w,v € Y;. Entao, pelo Lema 1.8,
F (ﬁ) = (0,f (@) +u) € C*([0,T]; X) N C*([0,T]; D (A)). Logo, pelo Teorema 1.3, se
Us € D (A?), o problema
% =AU + F (l? )
U (0) = U,
possui tnica solugio U = (u,u;) tal que U € C([0,T];D (A?) N C*([0,7]; D (A)) N
C?([0,T]; X).

(1.49)

Vamos denotar
Y =0 ([0.7): D (4%)) 0 C" (0.7]: D (A)) N C* ((0.T]; X). (1.50)
Y é um espaco de Banach com a norma
1Ully = sup [U ()l paz) + sup [|Ue (D) pay + sup [[Une ()| x -
0,7 [0,T] [0,7]

Primeira Estimativa. Tem-se, pelo Teorema 1.3, que

U ()l < ||Uo||X+/0t F(ﬁ(s>)des.

Mas, pelo Lema 1.9,
|F(T@)|, <1r@@I+1EEI<If @y, + a6 <
<cp, +raei<c(|a],+ 7], ).

logo,
U 0]l < Vol +CT (HﬁH; v HﬁHy) L 0<t<T (1.51)

Segunda Estimativa. Novamente do Teorema 1.3, temos que

ds.

X

4 (o)

1T ()] x < ATl + HF (g (0)) HX N /Ot
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Note que, por (1.38) do Lema 1.8,

|7 (T )], <1 GO+ 17O < O +C 5O

()"
e, do Lema 1.9,
d ~ d . . - ~ -
_ < ||—= < <
Fr ()| <|5reen)|imen i@, e <
~ ~ ~||P =~
< e, +men <o (|7, +7]).
logo,
100l < 1t + € (11 + O, ) +er ([T +]). ws
para 0 <t <T.
Terceira Estimativa. Da tltima identidade do Teorema 1.3, vemos que
1V ®)llx < HA?UOHX + HAF (”’ ( I, +
2
H— @F (U( )) ds (1.53)

Observemos que, por (1.38) e (1.39) do Lema 1.8,

|AF (T ©)| =7 @)+ 0),~F F0) =T ()] <
< (17 @Ol e + 17 Ol gy + 1 @O+ [T O )

< € (IO gy 17 O gy + TON s+ IO )
Além disso, por (1.42),
FRICIO)) RATACTE

%F (ﬁ) O = Hdt (®

<C ||5(0)||’(’;11(Q))3 CACI SR CACLE

Por ltimo temos, usando o Lema 1.9, que

d2

£, < s

+ s (I < Lf @)y, + s ()] <

smm&+W%@WSCGWM+WWQ‘
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Segue de (1.53) que
10 Ol < (4%l + € (IO g5 17 O gy
+C (IO e+ 17O )

FCITON o 15 Ol gy o + 17 O+ 0 (5] 4] )

ou seja,

U (9l < [| 400 +C (Hv< Mz e + “W”(Hg(mf) .

FCITON o 15 Ol gy + 1 O+ (|57 4]} (w50

para 0 <t < T.
Quarta Estimativa. A partir de agora utilizamos explicitamente as equagoes de (1.49).

Claramente,

u— Lu = (—Utt—ut'f'f(g)—f_a) S (H(% (Q))3’

que, para cada t, é um problema eliptico, logo

e Ol < € (T O gy + e Ol gy + 1 @O g + 17O gy )

ou ainda, usando (1.52), (1.54),

+CIT O oyy5 15 OV 2 + 117 (O)} + €T (Hﬁ [;+171,)

(H5(©)
c (uf @D (3 0y + ||a<t>||(H5(m>s) -

Observemos que t
P = [ SEE)ds— @),

entao,

d

@)

I GO gy < / s+ 11 FO) ] -

(HY ()
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Logo, pelo Lema 1.9 e por (1.39),

1F @ O ypy < TN @y, + CIF O ga e 17 O gy <
< CT P, + C 0 (0)[f 72y <

<CT |[U]] +C 1T 02 0

Por outro lado,

t
U < u u <
IO gyt < 1 (o 45+ 17Oy <
< = ~
< T\ + 1 ) -
Concluimos assim que

||u(t)||(H3(Q))3 <C HAQUOHX +C (HU( e (H2())* + ”a(O)H(H&(Q))B) +

+cmmmq£mnwaa»m%m»wHWN®H+CT(WW;*HﬂL)’

para 0 <t <T.

Quinta Estimativa. Também de (1.49), temos que

d ~ 2 3
—Lut=< Uttt_utt+dtf( )"‘ut) G(L (Q>) ’

logo

lue (Ol 20> < C { Nua (O + lJu O + d =@ @)+ [fue (D] ) -
dt

Usando o mesmo raciocinio feito acima, concluimos que

e (D)l g2y < C || Aol + € 10 O g2y + 12 O a ey ) +
(H2()) (H§()

~ p—1 ~ ~ ~||P ~
( 1 o)+ (|7, + 71,
+C (IO o1 Ol gy s+ 15O ) + 7 ([0 + 1]
para 0 <t <T.

Conclusao: Das cinco estimativas anteriores concluimos que existe uma constante C' > 0

tal que
1Uly < CllA%T|l +C (Ilv( My * ”ﬂ(O)”(Ha(m)"’) *

€ (IO 017 Ol gy + 17 O) + (159

wer (o +[21,)
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Vamos agora demonstrar a existéncia de solugao local de (1.1).

Teorema 1.4 Suponha que f satisfaz as hipdteses (A1) (na pg 8). Entdo, dado Uy =
(uo,uy) € (H®(Q) N HE(Q)? x (H2(Q) N HE(Q))°, com suppugUsuppu; C Bp (0), existe

To > 0 tal que o problema (1.1) possui uma unica solugdo (u,u;) na classe
(u,uz) € C ([0, To); D (A%)) N C* ([0, To); D (A)) N C* ([0, To) ; X) .

Além disso, a solu¢ao (u,u;) satisfaz

A
(u,ur) = (0,0), se |x|2ut+R, para 0 <t < T,

VCo

3 3
onde ||A|| = (Z HAZ-]-HQ) e Cy € a constante de (1.2).

ij=1
Demonstracao: Ponhamos Uy = (uy, Lug — ug — uyp). Seja Y (definido em (1.50)) e K > 1.
Defina o conjunto Bk por

UeY;, U(0)=1U,T (0)=Ui,

By =

~ ) ~
U=0 se \x|2%t+R, tal que ”U”ySK

onde K > 1 sera escolhido posteriormente. Na bola Bk definimos a seguinte aplicagao:

d: B — )Y
~ u U
U= — U = )
v v
sendo U a solucao de
t ~
Ut) =Tt U0+/ T(t—s)F(U(s)) ds, (1.56)
0

com
~ 0
r(7) -
f0)+u
Notemos inicialmente que a aplicacao ¢ esta bem definida. De fato, se U = (u,v) € Bk
entdo v € Yy ( Yy definido na pg 27) e, pelo Lema 1.8, f (v) € Y. Assim, f(0) +u € Yy
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e, consequentemente, F' <(N] ) € ). Portanto, pelo Teorema 1.3, a existéncia e unicidade de

solucdo de (1.56) esté garantida. Além disso, como U = (0,0) para |z| > %t + R tem-se,

VCo

U de (1.56) satistaz U = (0,0) se |z| > \”/%t—i— R.

Observemos também que By é um subespaco fechado do espaco de Banach ). Mostremos

pela hipétese (A;), que F <[7) = (0,0) se |x| > 14y + R, Segue, do Lema 1.7, que a solugo

entao que ® é uma contracao sobre By.
a) ® (Bk) C Bk se T > 0 é suficientemente pequeno.
Com efeito, seja U € By. Entao existe ® ((N]) = U € Y solugao de (1.56). De (1.55)

sabemos que existe uma constante C' > 0 tal que

101 < € AT + € (sl + ool ) +

+C<Mﬂw1)ﬂwm_ﬂm—mm%mﬁwqmﬂ)+CT(WwZ+HﬂL).

(H3 ()
Pondo
= 40|+ € ([0 + Tl ) +
p—1 e
#.0 (Tl g 1200 = 0 =l g s + )
entao

HWySK+CTO~

P ~
+71,)
y y

U]y, < K1 +CT (K" + K).

Mas U € By, logo

K
Vamos escolher K > 1 tal que K; < > Dessa forma,

K
|Ully < 5 +CTK?.

Se escolhermos T' > 0 tal que
1
CTKP ! < 3 (1.57)

entao

1Ully < K.
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Conclusao: Com as escolhas de K e T feitas acima, teremos que

= (@)], =%
Y
o que mostra que ® (Bg) C By.
b) & é uma contragao. Sejam
~ u\ ~ w
U= W = € Bg.
v z
Entao existem
u w
U — ,W — S BK
v z

solugdes de (1.56) tais que
o(0)=v e ®(W)=w

Chamando V = U — W tem-se que V é solugao do problema nao homogéneo
C;—‘;:AVJrF(ﬁ) - F (W)

V(0) =0.

Segue do Teorema 1.3 que valem as seguintes desigualdades

IV @)y < /

F (z? (s)) _F (W (s)) Hde,

t d - N
Wl < [ |5 (F0)-F(TE)|
0 ||@s X
t d2 . __
< Sl - .
Vel < [ |55 (F (@) =7 (7 @))| as
Fagamos separadamente as estimativas.
Observagao 1.5 Com  C <||’17||(H2(Q))3 , ||Z||(H2(Q))3) estaremos  denotando

constante genérica, que depende de |[0 2y € |IZ]l ar2(0y)2-
Primeira Estimativa. Temos que

[P (0) -F (W), <Itf@EE) +i)} -1 Es) + @)} <
<IF @) = FEE)+ () = (s)].
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Mas, pela hipétese (A;),
1 (@ (s) = fF EG)I* < /QC(W(S)\ 2D [0 (s) = Z(s)| da <
< € (15 ey - 1F Gl gmane) [5(5) = 2.

I (000) - (7o), < 3n

De (1.59) segue que

o (700) o () <

Segunda Estimativa. Observemos que

% (P (0) - # (7))

Porém, pela hipétese (A;),

logo

a7, ) |7 - 71,

o, [l o, oo

d , d . .
ZHEE) - E()

<
X

+ llus (s) —ws ()]

d .
LE@E) - G

:/ZWf () = Vfi(Z(s)) - Z (s)P da <
<2/Z|Vf (s) = V£ (Z(s) - Uy (s)|” dwt

+2/Z|Vf (5) = VI (F () - Z (o) do
/|v JEC (5 ()] 2 ()]) [5(5) — 2 (s) 2 det

+C/]z — %, (s))? da.
Q

| 5r 0= e <
< 0 (15 6) sy - 17 () o) 15 )P 15 5) = 2 (5) Ry

2(p—2 ~ ~ 2
HC 12 (5) T pracenys 175 () = Z ()

Logo

+

Assim,

% (F(F0)-F (7))

<o (|l [7],) |7 - ],
X y y y
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De (1.60) segue que

|4 s(70) s (7))

Terceira Estimativa. Temos que

& (@) -r @), <

d2 d2 2 3 o o,

( @) 5 (5V50) 5

3 3
[V 5= Vh@) Bl de <2 [ [ 3 IVA@) - VG o
=1 @ i=1

el ) rle -, s

Tl @) = S EO)] + 1 6) — T ()]

2

+ 2 dzx.

Note porém que

3
+ 2/ e = Zasl* > IV S () doe
Q i=1

g 5 () o
( Vi (@ ) ( VG ) dx+2/|vs 5
(aﬁ) @ v<§£;>(z) dx+4/g|w2|as—zs|2z

ij=1
3
~ o~
+2/ [Us — Zs
Q -

Segue entao, pela Hipdtese (Ap), que
o d?

2
- ~ ~ 21~ 2
’ ds? (v) — ds? @) <C (HUH(H2(Q))3 J HZH(HZ(Q))3) /Q |Uss|” [0 — 2] da+
~2(p—1) |~ ~ 12 ~ ~ ~ 4~  ~2
+C/Q|Z| O[5, — Zl dz + C <||U||(H2(Q))3 ; ||Z||(H2(Q))3>/Q|Us| v —z[" dz+

+c/ 0 [0, — 27 222 da + c/ 1207 [0 — 27 21277 da
Q Q

2
dr <

I
/|~|Z

2,7=1

sz

V(e

dx§

dx

d 2
%vfi (2)
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ou ainda,

~ ~ ~ 112 ~ ~ ~ 14 ~ ~112
'z H(Hz a))? [0ss — Zss[|” + C (HUH(HQ(Q))3 g HZH(HQ(Q))3) Hvs”(m )* v — z||(H2(Q))3 +

2

d2 ~ d2 ~ ~ ~ 2 |~ ~112
<C (HUH(H2(Q))3 g HZH(HQ(Q))3> [[0ss|” [[o = ZH(H‘Z(Q))3 +

152 (U)—@ (2)

C ||'5H(H§(Q))s ||’77s||?H3(Q))3 175 — 5s||?H3(Q))3 + 0z H(Ifz o s 1175 ||(H1(Q e s = EslliHé(Q))S :
Portanto,
i (F@@) = r ()| < (], [7],) |7 -7,
De (1.61) segue que
i (@ (@w) -2 ([Tw))| <m (|7, [7],) |7 -7, ae

Quarta Estimativa. u e w satisfazem

u—Lu=(—uy —v+ f©)+7u),

e, portanto,

(u—w) = L(u—w) ={=(uy —wy) = (v=2) + (f @) = f (3) + (@— @)} € (H} (V)"

De (1.63) e (1.64) segue que

o =olanoy < (|0, |7, 777,
HIF @) = Ol gy + 1T = Tl -

Como v (0) = z(0), entao

d

ﬂwm—ﬂam:/——

3 ) = FE()) ds

Obtemos entao, de modo similar ao que foi feito nas estimativas anteriores, que

d

I @)= Oy <7 |5 7 @ = £ )

ey U7, ) 7o -7
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Do mesmo modo,

t —~
||u — w||(Hé(Q))3 < /0 ||vs (8) — Z (S)||(H(}(Q))3 ds < THU - WHy

Portanto,

=0 Ol < 34 (0], 7], ) 77 - 71,
[ (t) — w ()| s (2 4< y v v

Quinta Estimativa. Sabemos que u e w satisfazem

d . . -
Uy — L'U/t = (_uttt — Uy + %f ('U) + 'U/t> s

d ~
Wy — L'U)t = (—wttt — 2+ %f (E/) —+ U)t)

e, portanto,

(ug —wy) — L (up — wy) =

{— (Uttt - wttt) - (Ut - Zt) + % (f (fﬁ) - f (5)) + (ﬂt - 1]7,5)} S (L2 (Q))3

Pelo mesmo raciocinio usado acima, concluimos que

e () = we @)l ey < Ms (HﬁHy W“Q r||o-wi, .

Estimativa Final: Das cinco estimativas feitas anteriormente, concluimos que existe con-

stante Mg = Mg (K), tal que
|#(0) -2 (W], < a7 7= 7]
Yy y
Escolhemos agora 7' > 0 de tal forma que
Ms (K)T < 1. (1.65)

Segue que ¢ é uma contracao em Bg.Tomemos T > 0 pequeno que satisfaca (1.57) e (1.65) .

Entao, pelo Teorema do Ponto Fixo, existe um tnico U € By tal que

ou seja, existe unica solucao (u,u;) tal que
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0
utt—za—%(AijG—z>+Ut:f(ut)a em §x (0,00)

w(z,0) = up(x), w(x,0) =ui(z), em

u=0, em T x(0,00),
\

com

A
(u,ug) = (0,0) se |z|> |\|/—0Jt+ R. O
0

1.2.3 Existéncia Global e Decaimento da Solucao

Antes do resultado principal, alguns lemas auxiliares serao enunciados.

Lema 1.10 (Veja [34], Lema 7.4) Se [ > 1, entao existe wuma constante
c=c(P) tal que

-

/t<1+t—s)5 (1+s)Pds<c(l+1t)2

/t(1+t—s)—1<1+s)—ﬂdsgc(1+t)—1,

vVi>0.

Lema 1.11 (Gagliardo-Nirenberg, [34]) seja Q@ C R", 1 < p,q,r < 00 e j,m dois inteiros

:i+a<1_@)+<1—a>

1
p n roomn q

com 0 <j<m. Se

para algum a € [%, 1} (a <lser>lem—j—2= O) , entao existe uma constante

C=C(n,m,j,p,q,r) tal que

D ID%ullpy C | D 1Dl iy | Ml zafey

laf=j laf=m

para toda w € Wi () N L1 ().

Coroldrio 1.1 Seja 1 <r <q<6 en=3. Entio, se u € (H}(Q)), tem-se

1-9 du
Jul, < Ko ! (/ > Ao ) ,

2,7=1

[SIES
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com
g (L 1y (1 1, 1\
S \r ¢ \3 2 r '

Demonstragao: Sabemos que v’ € Hj (), i = 1,2 e 3, entao

3 3
Do llelly < k3 e | <
=1 =1

0q
3 3 2 3
<R fuf 0 (Z Hwﬂf) < 39 |Juf| 0 (Z va’}}z) :
=1 =1 =1

donde, por (1.2), obtem-se

wl®

2] )
lull, < V3K [|ull,” ngHWHQ < Kyl /23:14“8—“- %) . o
T " i—1 o " Q ”835]- 8352 .

3,j=1

Notacao 1.1 No que seque, vamos usar a nota¢ao

3
, ) ou Ou
_ A— . 27
(| (u, ) |I'z = [Jv]] +/Q7,§::1 Yor; O v

para indicar a Norma da Energia de um elemento (u,v) € X.

Teorema 1.5 Sejam Iy, Iy e Iy como em (1.11), (1.13) e (1.15). Suponha que f satisfaz as
hipdteses (A1). Dado (ug,u,) € D ((A+B)2), com suppugUsuppu; C Bg (0), eziste 6 > 0

tal que se Is = Iy + I, + Iy < §, entdo o problema (1.1) possui uma inica solugdo (u,uy) tal

que
(u,u) € C([0,00); D ((A+ B)*)) N C* ([0,00); D (A + B)) N C2 ([0, 0); X)
satisfazendo
lu( )| < KI; (1+8)77, Yit>0, (1.66)

I (- 8) w0l g+ (1 Cue () w5 )| g + ([ L (5 )]+

[ Cage (1) s e (4 )| g + | Ly ()] S KIs (14+8)"", V>0, (1.67)

onde K € uma constante positiva.
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Demonstragao: A existéncia de uma solugao local (u,u;) € C ([0, Tmax); D (A%))N
C ([0, Trax); D (A)) N C? ([0, Thnax); X ) de (1.1) foi mostrada na subsecao anterior.

Para concluir a existéncia de solugao global, é suficiente obter estimativas a priori no inter-
valo maximal de existéncia. A idéia é, entao, fazer estimativas sobre

(u(t),u (t)) utilizando a férmula de variagdo de parametros

U(t)=5(t) UO—I—/tS(t—S)F(s) ds, (1.68)
onde
u Ug 0
Ul(t) = , Uy = , F(s)=
Ut Uy f(us)

e S (t) denota o Semigrupo em X, dado pelo Teorema 1.1, associado ao problema linear.
Recordemos que S (t) é o Semigrupo de classe Cy gerado pelo operador A + B. Observe
que, conforme comentamos no inicio da se¢ao 1.2, estamos considerando o problema (1.1)
na forma (1.29).

Notemos inicialmente que, pelo Teorema 1.2,

IS () Uolly < CIo (1 +1) 7", (1.69)
d L

—SHt)Uy|| <CL(1+t) ", (1.70)
dt B

€

d? .

— SO U <CL(1+t)7". (1.71)
dt? 5

Seja K > 1 uma constante a ser fixada posteriormente, de modo conveniente, tal que

[uol| < K13 (1.72)

(o, un)ll g + [l (ur; wie (0) | g + [ Luoll + [[(uae (0) waee (0))l p + ||| < Kls. (1.73)

Observagao 1.6 Da definicdo de I3 (dada no Teorema 1.5), vemos que existe uma constante
C > 0 tal que
|uol] < Cly < Cl3

46



| (w0, 1)l g + Il (ur, wee (0))[ g + || Luol| +
+ [ (g (0) , wsee (0))[| 5 + | Lua || < C (Lo + 11 + 1) < Cls,

donde

[[uoll
<C
Is —

Iig {ll(uo, w)ll g + [[(ur, e (0Dl g + [ Luoll + [ (uee (0) wree ()]l g + [ Lun ||} < C.

Vamos entao, na discussao a sequir, escolher a constante K convenientemente, maior que a
constante C' acima e que vdrias outras constantes positivas independentes de I3 (veja (1.104)-
(1.105) ) e depois escolhemos I3 pequeno o qual combinado com argumentos de continuidade

dara o resultado do Teorema 1.5.

Suponhamos, por absurdo, que nao vale

1+02 lu@®)| < KI;, em [0, Toar), (1.74)
(§
(L+2) {l[w @) ue Ol g + llue (£) we (D) + 1 Lu ()] +
(1.75)
A llwee (£) s ure (5 Ol g + [ L (]} < K3, em [0, Tinax).
Segue de (1.72)-(1.73) e da continuidade das fungoes
t— (140 u(0)]
€
t— (L) {lJu(t), u ()l g+ llue (£)  we ()l g + | Lu (1) +
+ lluee (), v (6| p + || L (£)]}
que existe T' € (0, Tyax) satisfazendo
(2)
1+)2 lu®)| < KI;, em [0,T), (1.76)
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(L + ) {llu (@), ue (Ol g + Nue (£) , w ()] g + || L ()] +

(1.77)
+ lluee () vewe (56 g + | Lwe (D)1} < K5, em [0, 7).
e
(1)
1
(1+T7)2 ||u(T)|| = K13 (1.78)
ou
(L +T) {llu (T, ue (T g+ Mlue (1) wae (D)l g + ([ Lw (T)]] +
(1.79)
+ lfuee (T, weee (T)| g + || Lue (T) [} = K.
Como suppuoUsuppu; C Bgr (0), tem-se que
supp (u (-, t) ,uy (1)) C QN Bryay, Vitel0,T], (1.80)
onde )
3 3
1 2 1A
-7 (S aar) - 14
De (1.68) temos que
¢
[ () ue ()] 2 < (15 (2) Uoll +/0 IS (t =) F ()] g ds,
donde, utilizando (1.69) e a anélise feita para o problema linear, obtemos
¢
[(u (1) ,u ()|l < CLs (1 +1)" + C’/ (1+t—s)""J(s)ds, (1.81)
0
onde
J(8) = IS (us (DI + -1 f (us ()] -
Observemos porém que, pela hipétese (A1) e pelo Corolario 1.1,
1 ()l < Chfluslly, <
gl (1.82)

3
Ou, Ou
< C KB g 0P /E Aijm— - 2—d
_Ol OHU ” - ]al,j 8ZEZ X )

i,j=1

1 1\ /1\"" 3(p-1)
b=(--—)(z) =—"—~=<1
r<o-(imm) () T
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pois, por hipétese, % <p<3

Assim, no intervalo [0, 7] onde vale (1.76)-(1.79), obtemos que

If (us (5D < CEP{E L (1+8)" YO KL (14 5) 17 =

(1.83)
=C,KJKPIE (1+ )77
Por outro lado,
] f (us ()] < Cf/ﬁ!ﬂc‘l2 s (2, 8)[ dx =
=t [ el (o 9) e < CF (R + A0 s (5)
QﬂBR{»AQS
Aplicando entao o Corolario 1.1, obtemos que
111 f (us ()| < C1 (R + Aos) [[us (s)]l5, < Cr (R+ Ags) KgKPIS (1+ )77, (1.84)

no intervalo [0, 7] onde vale (1.76)-(1.79).
De (1.81)-(1.84) segue que

(0 O)] < Cral1+0)7+C (1t ) CURBRTIL (14 ) {(R + Ags)+1}ds.
Notando que (R + Aps) +1 < Cr (1 + s), com Cg = max{R + 1, Ap}, obtemos
[(u(t),u (1)) g < CIs (141)~" + CC,CrRKEKPIY /Ot (14+t—5) " (1+5) " "ds.
Da hipétese % < p < 3, vemos que —p+ 1 < —1 e, portanto, pelo Lema 1.10 concluimos que
I @) W)l < (CT + CrEFEPE) (1417 (1.85)

no intervalo [0, 7] onde vale (1.76)-(1.79), onde C = Cr max {C, Cy, Cy, C5}.
A estimativa para a norma (L2 (Q2))® da solucdo local u é obtida facilmente. Com efeito,

de (1.68) e de (1.9) do Teorema 1.2, obtemos que
1 ¢ 1
lu@)] < Cly(1+t)"2+ C’/ (14+t—s)"2J(s)ds,
0

que, repetindo os célculos feitos anteriormente, nos da

D=

1 t
lu @l < Clo(1+8)72 + CC’lCRKgKPIg/ (L4 t—s)F (145) 7 ds.
0
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Usando novamente o Lema 1.10, concluimos que no intervalo [0, 7] onde vale (1.76)-(1.79),

tem-se que

lu Il < (CL + CREFE ) (141)7%.
Derivando agora a equagao (1.1) em t, e fazendo v = u;, vemos que
vy — Lv+ v, =g (v,v), em Qx(0,00)

v(z,0) = vy () = ui(z), em €

v (2,0) = vy () = Lug(x) —uy () + f (ug (z)), em £
onde

g (U7Ut> = dt

Segue que, fazendo V' (t) = (v (t), v (t)) e Vo = (w1, Lug — uq),
V(1) = S (1) Vo + S (£) F (0) +/tS(t—s)G(s)ds,

onde G (s) = (0, g (us (s))).
d

Notando agora que S (t) Vo = ES (t) Uy, obtemos de (1.70) e (1.87) que

(0 (), v ()]l <CLA+)" +CJ0)(1+8)"+

+C/O (L4t —5)"" (g (us (DI + I g (ws ()]]) ds.

Da analise feita anteriormente sabemos que
J(0) = [If (w)[| + [[I-] f (u) || < CLORKGIE.
Por outro lado, da hipétese (A1) segue que

2 2(p—1 2
g ()P < C2 / oty 200 a2 dr <

p—1

p—1 1
2 P 2 P 2(p—1 2
<3 ([ urmar) " ([ o ar) =Gl o,

20

L F () = (Vi (o) -,V f ) - e, ¥ fs ) - ).

(1.86)

(1.87)

(1.88)

(1.89)



Assim, usando o Corolério 1.1, obtemos

~1
lg (us)ll < Colluslly, ™ [[ussll,, <

3
ou
< Oy [, [0 / A
< CoKE lus| QE o

S
ij=1 J

’ Ougs  Ou ?
K o (1-0) / Az ss 55 4
X Ko ||u H 0 Z J axj axl £z ’

ij=1

3(p—1)

com ) = ———=.
2p
Portanto, no intervalo [0, 7] onde vale (1.76)-(1.79), tem-se que

lg (us () < CoKG{E T (1 +5) YO0 (14 )10

AKI3 (14 5) YUK (14 5)7 '} = CoKPKPID (14 5)77. (1.91)
Por outro lado,
mmm@w2s@4m%mWw@W%@@ﬁms
sc%/ [ Jus (2, 8) PP Jugs (2, 5)| die =
QNBRy Ags
= C3 (R + Ays)’ /Q lug (2, 8) " Jugs (, 8)| do,
donde, usando o mesmo argumento da estimativa anterior, obtemos
-1 g (us ()| < CoKEEPIT (R + Ags) (1+5) 7" (1.92)
De (1.88)-(1.92) segue entao que

0 (©) 01 ()l < CLy (140 + CrkB I (1) +
"‘C/t (14t—5) " CoKPKPIZ (14 5) P {(R+ Ags) + 1}ds <
0
< (Ch+ CaE3IE) (10" + @K(?Kplg?/t (L4t —s)" (1+s) 7" ds.
0
Usando a desigualdade acima e o Lema 1.10 concluimos que

I (1), v (0) 5 < (CLs + CrEFEE + CREGEPI) (1+1) (1.93)
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no intervalo [0, 7] onde vale (1.76)-(1.79).
Usando agora a prépria equacao (1.1) e as estimativas (1.83),(1.85) e (1.93), concluimos

também que
1Lu (8)] < (2013 4 CRELID + (01 + 261;) Kngfg) 1+, (1.94)

no intervalo [0, 7] onde vale (1.76)-(1.79).

Derivando novamente a equagao (1.1) e fazendo w = vy = uy, vemos que

wy — Lw +wy = h (ug, w,wy), em € x (0,00)
w(z,0) = Lug(z) —uy (z) + f(ur (), em
wy(x,0) = Luy(x) — Lug(z) + ug () — f (ug (x)) + g (vo (z) ,v1 (z)), em

onde

d
h (utautta Uttt) = Eg (ut, Utt) =

- ((%Vﬁ (w)) Uy, <%Vf2 (Ut)) U, (%Vf:a (Ut)> '“tt> +

+ (V1 (we) e, V fa (we) s, V f3 () e -
Segue que, fazendo W (t) = (w (t) ,w; (t)) e Wy = (Lug — uy, Luy — Lug + uy),
Wt)y=S{t)Wo+S(t)AF (0)+ S (t) G (0) + /tS(t —8) H (s) ds, (1.95)

onde H (s) = (0, h (us (8) , uss (S) , Usss (5)))-

2

Notando agora que S (t) Wy = %S (t) Up, obtemos de (1.71) e (1.95) que

I(w (1), we (@) < CLs(L+ )7 + (1S (8) AF (0)]| 5+
+C (llg ()| + 111 g Cwn) ) (L +6)" + (1.96)

+C/0 (L4t =) (I (s (DI + N1 7 (s ()]]) ds.
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Vamos estimar, separadamente, cada termo de (1.96). Notemos inicialmente que

S (1) —/(w)
f (u1) .

<c <|If () gy + I ) 1417

<c { ( /| ZAW i w) o (f <u1>>dx)

I) +21f (ul)} (L+t)" =

(s 1
c{ B (/z 2 x>2+2f(ul>}(1+t)1
) .

<C { A
dx +2f<ul)}<1+t)1,

15 () AF (0)]l =

<

1
2

+2f(ul)} (L+t)"

0

vf’L ul

1
2

3u1

+2f (ul)} (L+t)" =

2

(e 5
c{m

7j=1
que, usando (1.2) e a hipétese (A1), nos da

i Ou; Ou
2 2(p—1) 1 1
fycthut 2 gy g

7

|| pl Uy aul 1
<c{v¢_c| s (/Z% o ) +2f(u1)}(1+t)

l_]l v

3 3u1
[wsrys |5

j=1

S(t)AF(O)E<C{—' +2f(u1)}(1+lf)1

onde usamos o fato que u; € (H?(Q))* — (L ())*.
Portanto, usando (1.82),

S(t)AF<o>E<C{V JElcculry oy (/ >y, %daz) }<1+t>1+

3 2
ou; Ou
20, K? “9)”/ At 2 1q 1+6)7!
+O{ CL K8 |Ju ) Q; or o (1+1)

34 _ -
gc{ 1A 6,00mm11, + 20, K21S 9>p1§p}(1+t) g

VCo
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ou seja,

IS (t) AF (0)]| 5 < CCsIE (1 +1)7". (1.97)

Por outro lado, temos de (1.90) e (1.92) que

(1-6)(p—1) U1 3u1
lg Can)ll + 119 (u)ll < Co (R + 1) K a0 (/E:A”&w o, >'

Z]l

4
Ouy (0)  Ouy (0) ’
) (1-6) A t ( t\Y)

’L]l

< CoCRERIS VLY (| Lug || + [Jual| + 1 f () )
[/
(20l gy + Bl g+ 1 )l gy )
0
-~ -1 1-6
< CigIy™ @ 1 ) (24 1 )l gy )
Ja sabemos porém, pela estimativa feita anteriormente, que

IS (u)ll < CLEQ Ty

3v/IA]
Hf(ul)H(Hé(Q))S < —00204[32,’,
logo
3./[[A ’
g )l + I g )l < Cakegr™ @1, + Cueg)= [z, + 2 Al oo g
Vo
< CsCRrKPIP™ (I + 1D
isto é,
lg wo)ll + 111 g (u)]| < C5Crif (B + 177). (1.98)

Por 1ltimo, observemos que

i o | . | Of
L) =5 (32w 2w 5 ) -

(7 (52) @) (9 (52 ) ) e (9 (52 ) -
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segue, entdo, da expressao para h (us, Uss, Usss) qUe

|h (usyussausss)| S ‘ ((%Vfl (us)> *Ugsy (%Vfg (us)) * Usgs, (disvf?) (us>> : uss) ‘ +

+ ‘(vfl (us) Usss, vf? (us) Usss va (us) 'usss)’ S
3.1/ 4 2 2 3
< (Z (596 w)| fu ) (Z IV ) ) <

< (ZZ v (52) )

i=1j=1

[

2 2
|u58|2> + |tgss| [V f ()]

e, pela hipétese (A1),
|h, (Us, Uss, usss)‘ S 03 |us|p_2 |uss|2 + C’2 ‘us‘p_l |usss| .
Assim,

1 (t, 10, 1) || < 2C32 / g 202 Ju | di + 202 / 1y PO [ 2 dr <
Q Q

1 2
3 3
=263 (/ '“S'W)dx) (/ lusSlﬁdx) 1202 (sl P | =
Q Q

2(p—2 4 2(p—1 2
= 203 |uallg =) lwasllg + 2C3 sl 27 fusgas I

onde usamos o fato que u, (s) € (H2 (Q))* — (L= (Q))%, s € [0, 7).
Usando também o fato que u, (s) € (HE (Q))* — (L5 (Q))?, obtemos, pela desigualdade
de Sobolev,

Ougs auss
Hh (usauwa USSS)H < \/_03 Hu”((;pp 22 Al] ) + \/_02 ||u8||p ' ||u888|| .
Ox; Oux;

1]1

Usando entao o Corolario 1.1, concluimos que

1P (g s s | < V2C5 KB [Juy | 17002

Oous; Ou 202 3 Ougss Ou
A S S A SS . SS
(e ) ([oass G

—1
+ CG ||u8||?H2(Q))3 ||usss|| )
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com

Portanto, no intervalo [0, 7] onde vale (1.76)-(1.79), tem-se que

7
pois§<p§3.

17 (us (5) ; tss (5) , usss (5)) ] <
< V2O, KE KT (1+8) Y0020 fer (14 ) V0D K T (1+5) 7 )2

1PV (L4 8) P KL (1+) '} < CGRP (L4 9)7. (199)

Por outro lado, utilizando o mesmo argumento que nas estimativas feitas anteriormente,

obtemos

| 2 (s (8) s uss (8) , usss ()] = C7KPIY (R + Ags) (1+s)77. (1.100)
De (1.96)-(1.100) concluimos que
I(w (@) w0 (W) <CLA+H +CCI (L+1)" +
+OC5CRKY (I;’ + 1§2P*”) 1+6)7 4+
+0/0t (14t—5)""CrKPIZ(1+5) P {(R+ Ags) + 1} ds <
<CL(A+t) ' +0CIE(1+t)" +
+CCsCrKE (1 + 187V ) (1407 +

t
+CRC7KPI§/ (14+t—s)""(1+5) " ds,
0

donde, usando o Lema 1.10,

[(w (t) w0, ()| <CL(1+)" +CCIE (1+1)"" +

OO CRrK? (15 + 1§2p_1>) (1+6)" + CeKPIP (14 1)"

ou seja,

I (©) e O < Co (I + B+ 270+ K1) (1) (1.101)

no intervalo [0, 7] onde vale (1.76)-(1.79).
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Finalmente, voltamos a equagao (1.1), derivamos-a em relagao a t e usamos as estimativas

(1.91),(1.93) e (1.101) para obter que
|Lu ()] < Cuo (I + 15+ B2 4 KPB) (14+0)7 (1.102)

no intervalo [0, 7] onde vale (1.76)-(1.79).
Vemos entao de (1.85), (1.86),(1.93) (1.94),(1.101) e (1.102) que existe constante d > 0

tal que

=

lu@ll < d (1+ 57+ 520+ K ) I (1+6)

o () v () + e () e (D)1 s + || L (8)]] +
o (8) e Ol L (O] < d (1 B4 27D 4 KPET) L1 0)

no intervalo [0, 7] onde vale (1.76)-(1.79).

Agora, escolhemos K suficientemente grande tal que K > d e

1 1 1

K—d\m [(K—d\%1 (K-d\r
= mi —_— —_— : 1.1
I3 <6 mln{( Bd) ,< Bd) ,(3de> } (1.103)

Com estas escolhas,

a(B P KT < K- d

ou seja,

d (1 TNy Ly Kpfgj—l) < K.
Assim, vemos que com a hipdtese (1.103),

1+1)2 lu®)| < KI; (1.104)

(L) {llw (8) s u (Ol 5 + e (8w ()] g + | Lu ()] +
(1.105)
+ [ (8) s e (- 8) || g + || L (B)]|} < K1

em [0, 7], o que contradiz (1.78)-(1.79). Portanto, sob a hipdtese (1.103), temos que (1.74)-
(1.75) vale em [0, Tipax). Isto implica que a solugao local (u,u;) existe globalmente no tempo

e as estimativas (1.76)-(1.77) valem, de fato, para todo ¢t > 0. [
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Capitulo 2

Equacoes de Maxwell em Dominios

Exteriores

Seja O C R3 um conjunto aberto e limitado, com fronteira I' regular. No dominio exterior

Q =R?\ O, consideramos o sistema de equacdes de Maxwell:

E,+0cE -V XxH=0, em Qx(0,00) (2.1)
H+VxE=0, em Qx(0,00) (2.2)
divE = divH =0, em  x (0,00) (2.3)
E(z,0) = Eg(x) e H(z,0)= Hy(z), em £ (2.4)
nx E=0, em I x(0,00), (2.5)

onde E (x,t) = (B! (x,t), E? (x,t) , E3 (x,t)) e H = (H' (x,t), H* (x,t) , H? (z,t)) denotam,
respectivamente, o Campo Elétrico e Magnético e o é a condutividade elétrica do meio que,
no nosso caso, estamos supondo constante e positiva.

n(x) = (m (z),n2 (x),n3 (x)) é a normal unitaria exterior a {2 em x € I'.

O principal objetivo deste capitulo é estudar propriedades assintéticas da solucao de

(2.1)-(2.5) quando t — oc.
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2.1 O Problema (2.1)-(2.5) é bem posto

Nesta secao estudamos, utilizando a teoria de Semigrupos, a existéncia de solucao para
o problema (2.1)-(2.5). Introduziremos, inicialmente, alguns espagos funcionais que serao
utilizados no restante deste trabalho.

Consideremos o espago
H (curl, Q) = {w e (L*());V x w e (L* (2))°}.
H (curl, ) é um espago de Hilbert com o produto interno
(W) g eurt0) = /Q (Vxw-Vxov+w-v)de, YwoveH(curl,Q).

Alguns resultados relacionados com o espago H (curl, (), definido acima, serdao dados a

seguir. As demonstragoes dos mesmos podem ser encontradas em [9].

Lema 2.1 Seja (C& (ﬁ))3 0 espaco das funcoes continuamente diferencidveis em Q0 e com

suporte compacto em Q. Entdo (C’é (ﬁ))g ¢ denso em H (curl, ().
Lema 2.2 Seja n = (n1,12,13) a normal unitdaria em T, exterior a Q. A aplicagdo
1)) 1 3
(Co ()" = (' (1)
w— n X wlp

se extende por continuidade a uma aplicagao (ainda denotada por w — n X w|p) linear e

continua de

H (curl,Q) — <H_% (F))S.
O lema anterior permite-nos introduzir o espaco
Ho (curl,Q) ={w € H (curl,Q); nxw=0 em I},
o qual é fechado em H (curl,()). Mostra-se ainda que :

Lema 2.3 O conjunto {w € (C§ (ﬁ))g; nxw=0 em I} édensoem Hy(curl,().
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Observagao 2.1 Na verdade, como podemos ver em [9], tem-se que (C§° Q))? (espago das

fungoes testes em Q) é denso em Hy (curl, ).
Seja X = (L*(Q))® x (L*())®, com produto interno
(w,v)y = / (wy - v1 +we - vg)dr, Y w=(wy,w),v=(v1,v2) € X.
Q

Segue que X é um espaco de Hilbert.

Consideremos o operador A : D (A) C X — X, com dominio
D (A) = Hy (curl, ) x H (curl,Q),

e definido por
Aw = (V x wy, =V X wy), YV w = (wy,wy) € D(A).

Segue-se que o problema (2.1)-(2.2), com condicoes iniciais (2.4) e condigbes de fronteira

(2.5) é equivalente a

dw
% = (.A + B) w (26)
w (0) = wy,

onde w = (E, H), wy = (Fy, Hy), B é o operador linear e limitado em X, dado por
Bw = (—owy,0), Y w=(w,ws) € X
eD(A+B)=D(A).
Lema 2.4 D (A) € denso em X.
Demonstracao: Segue diretamente da inclusao
(D(2)” x (D(Q))* € D(A) C X,
e da densidade de (D (Q))° x (D (Q))? em X. O

Lema 2.5 Tem-se que Hy (curl,Q) x H (curl,2) C D (A*).
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Demonstragao: Recordemos, inicialmente, que um elemento v € X estd em D (A*) se , e

somente se, existe g = (g1, g2) € X tal que
(Aw,v) = (w,g9)y, Ywe DA,

e, neste caso, g = A*v.

Temos que, se v = (vy,v3) € Hy (curl, Q) x H (curl, Q) e w = (wy,wy) € D (A), entao
(Aw,v) = /Q(V X wo vy — V X wy - vg) dx.
Usando a identidade vetorial
div(AxB)=B-VxA—-A-V xB,
o Teorema da Divergéncia e o fato que wy,v; € Hy (curl, ), obtemos que
(Aw,v) :/Q(—wl -V X vy +wy -V xov)de = (w,(=V X v,V X0v1))y.

Vimos assim que, dado v € Hy (curl,Q) x H (curl,Q), existe g = (=V X v,V X v1) € X tal
que

(Aw,v)x =(w,9)y, YweD(A). O
Lema 2.6 Tem-se que D (A*) = Hy (curl,Q) x H (curl,$2) e
Av=(=V x v,V xv1)=—Av, Y v=(v1,v13) € D(A).

Demonstracao: Jé sabemos, do lema anterior, que Hy (curl, ) x H (curl,Q) C D (A*).
Mostremos, entao, a outra inclusao.

Seja v € D (A*). Entao existe g = (g1, ¢92) € X tal que
(Aw,v)y = (w,9)x, YweD(A). (2.7)

Dado um elemento arbitrério wy € (HY (Q))” tem-se que w = (0,ws) € D (A), donde vale,
por (2.7), que

3

/wag-vldx:/w2~g2d:v, VwQE(H&(Q)) .
Q Q
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A identidade acima nos diz que V x v; € (L2 (2))” e, consequentemente,
v1 € H (curl,) e gy =V Xu.

Dado agora um elemento arbitrario w; € (H} (Q2))” tem-se que w = (wy,0) € D (A), donde

vale, por (2.7), que

—/wal-vgdx:/wl-gldx, lee(H(}(Q))S.
Q Q

Segue da identidade acima que V X vy € (L2 ())” e, consequentemente,
ve € H (curl,2) e g =—V X .

Vimos, até agora, que D (A*) C H (curl, ) x H (curl,2) e que, dado v € D (A*), o elemento
g € X que satisfaz (2.7) é dado por g = (—=V X vy, V X v1), ou seja,

/(wag-vl—wal-vg):/(—vag-w1+val-w2)d$,
Q Q

Vw e D(A), isto é,
/div(wg X vy)dx = / div(wy X va)dz, Y we D(A).
0 "

Usando o Teorema da Divergéncia, e lembrando que wy € Hy (curl,2), obtemos que

/(ngv1)~77dfz/(nxv1)~w2dF:0, YV wy € H (curl,Q).
r r

Conclui-se assim que n X v1 = 0 em I' e, portanto, v; € Hy (curl, Q). O
Do lema anterior e do Teorema de Stone (veja [31], Teorema 1.10.8), segue o seguinte

resultado:

Proposigao 2.1 A ¢ gerador infinitesimal de um Grupo Unitdrio de Classe Cy, {T' (t)} em
X.

Corolario 2.1 A + B (com dominio D (A)) é gerador infinitesimal de um Semigrupo de
Classe Cy de contragoes, {S (t)}i>0 em X.
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Demonstracao: Sabemos que B é dissipativo, pois
(Bw,w)y = —O'/ lw [P dz <0, Y w=(w,w) € D(B)=X.
Q

Além disso,

[Bwlx < ollwlly, YweD(B)=X.

Destes dois fatos e da Proposigao 2.1 conclui-se a demonstracao do Corolario. (veja [31],
Corolario 3.3.3).

Do corolério anterior, concluimos que o problema (2.6) possui uma tnica solucao, dada
por w (t) = S (t) wp, 0 que nao resolve, ainda, o problema (2.1)-(2.5). Falta-nos a condicao
(2.3).

Sejam

M ={ve D(A"); A'v =0} = Ker A"

e M, = M~ (o complemento ortogonal de M em X). Notemos que M # {(0,0)}, pois

{v= V1, V)1, € H; (Q)} C M.

Observemos também que se v = (vq,v2) € M, entdo (v1,0) € M e (0,v9) € M, fato esse que

serd usado na demonstracao do lema abaixo.
Lema 2.7 S (t) aplica MyND(A+B) em MyND(A+ B).

Demonstracao: Seja w € M; N D (A+ B). Entao, obviamente, S (t)w € D (A+ B).
Resta-nos mostrar que S (t) w € M;.
Dado v = (v1,v9) € M arbitrério temos que

CAS (0w, (0, 0 = (A+B)S () w, (1n,0) =

= (AS () w, (v1,0)) x + (BS (t) w, (v1,0)) x =
= <S (t) wv-A* (v170)>X + <S (t) va(vlao»X =
=—0(S(t)w, (v1,0))y, Vit>0,

ja que (v1,0) € M. Observe também que B* = B. Assim,

d

E{eat <S (t) w, (Ub 0)>X} = 0’ Vi > 0’
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donde concluimos que
(S (t)w, (01, 0))x = e (S (0)w, (01, 0)) = e~ (w, (01, 0))y =0, VY120, (28)

pois w € M e (v1,0) € M. Por outro lado,

d

7 (S (M w, (0,02))y = (A+B) S (£)w, (0,02))x =

= <AS <t> w, <07 U2)>X + <BS (t) w, (O7U2)>X =
= (S (t)w, A" (0,v9)) x + (S (t) w, B(0,v2))x =0,

ja que (0,v5) € M. Assim, (S (t) w, (0,v2))x independe de ¢, donde
(S (0)w, (0,02)) = (S (O)w, (0,02)) = (w, (O,um)) =0 V20, (29)
De (2.8) e (2.9) concluimos que
(S (1) w, 0 = (S (O)w, (v1,0) + (0,1))x =0, Ve M,
mostrando que S (t)w € M;. O
Lema 2.8 Se w = (wy,ws) € My N D (A+ B), entdo
divw, = divwy = 0.

Demonstragao: Tomemos v = (Vy,0), com ¢; € HE (Q) qualquer. Entao, obviamente,
v € M. Logo
0:<w,v>X:/w1-V<,01dx, VgoleHg(Q)
Q

Isto mostra que divw, = 0.
Do mesmo modo, tomamos v = (0, V), com ¢y € H3 (Q) qualquer. Entao v € M e,

portanto,
0= (w,v)y = / wy - Vipodr, Y @ € Hy (),
Q

o que mostra que divws = 0. [

Do Corolério 2.1 e dos Lemas 2.7 e 2.8 obtemos o resultado principal desta secao:
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Teorema 2.1 Dado (Ey, Hy) € M, N D (A+ B), eziste uma tnica solugao global forte de
(2.1)-(2.5) tal que

(E,H) € C([0,00), MiND(A+B))NC*([0,0), X).

Observagao 2.2 Note que se (E (t),H (t)) € My N D (A+ B), entio E (t) € Ho(curl,),
H (t) € H(curl,Q) e divE (t) = divH (t) =0,V t > 0.

2.2 Comportamento Assintético

Nesta sec¢ao, estudamos o comportamento assintético da solugao (E (t), H (t)) obtida ante-
riormente.

Derivando a equagao (2.1) em relagao a t, obtemos que
Eyw+o0E,—V xH;, =0, em Qx(0,00). (2.10)
Sabemos porém, da equacao (2.2), que
VxH =-Vx(VxFE)=-V(divE)+ AE = AE.
Segue da identidade acima e de (2.10) que E ¢é solugdo da equagao (vetorial) de ondas

Ett—AE—i‘O'Et:(l em QX(0,00)
E(z,0) = Ey(z), Ei(z,0)=F,(z)=—0Ey(v)+V x Hy(z), em Q  (2.11)
nx E=0, em I x(0,00)

Teorema 2.2 Seja (E, H) a solugdo de (2.1), com (Eo, Hy) € MiND (A+ B). Entao eziste

constante C' > 0, dependendo somente de o, tal que

IE @) + |V x H@O)| <CLy(1+8)72, Yt>0

1E 0] + IV x E@)| +|H ()| < CLy(L+1)7", V20,

onde

Lo = |[Eoll + IV x Eoll + | Holl + IV x Hol -
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Na demonstracao do Teorema 2.2, necessitamos de alguns lemas auxiliares, que serao
enunciados e demonstrados a seguir.

Vamos definir

1
G(t) = 5/ (1B () + |V x E(t)]) dw. (2.12)
Q
Lema 2.9 Tem-se que
dcjlt(t) = —a/ |E, () de <0, Yt>0. (2.13)
Q

Demonstracao: Derivando G (t) em ralagao a t, obtemos

dG(t):/Et.Ettdx+/(VxE)-(VxEt)dx.
dt 0 Q

Notemos porém que
/Q(V x E)-(V x Et)d:p:/gdiv{Et x (V x E)}dx+/QV x (V x E) - Eydz,
donde, usando o Teorema da Divergéncia, e o fato que
V x(VxE)=V(divE) — AFE = -AFE,
obtemos

/Q(VXE)-(VxEt)dx:/F[Etx(VxE)]-ndF—/QAE-Etd:U:

:/(nxEt)-(V><E)dF—/AE-Etdx:—/AE-Etdx,
T Q Q

pois, como sabemos, n x £ =0 em I'. Logo

G (t) :/(Ett—AE)-Etdx:—a/ |E|*de. O

Lema 2.10 Sao vdlidas as sequintes identidades:

G(t)+a/0 /Q|Es (s)|? dzds = G (0) (2.14)

U/t/(l—i—s) ]Es(s)|2dxds_—(1+t)G(t)+G(O)+/tG(s)ds (2.15)
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t
//|V><E(s)|2dxds+5/|E|2dx_
0 JOQ 2 Q
t
ZEHE0H2—|—/El-Eoda:—/Et-de—i—/ /\ES (s)|” dxds. (2.16)
2 Q Q 0 Q

Demonstracao: (2.14) obtem-se diretamente, por integracao em [0, ¢], da expressao (2.13)

do lema anterior. Também de (2.13) temos que

(1+1¢ )dcjit() U/Q(l+t)\Et(t)|2dx,

ou seja

U/Q(1+t)|Et(t)|2dx: j 1+ GO} +G ()

t
donde, integrando em [0, ¢], obtem-se (2.15).

Tomando agora o produto interno, em (L2 (Q2))*, de (2.11) com E, obtemos

d

| B de—/|Et| da:—/AE de+——/\E| da

Usando o Teorema da divergéncia e a identidade vetorial
div(AxB)=B-VxA—-A-VxB
segue que

—/AE-de:/[Vx(VxE)—V(dz’vE)]-de:/[Vx(VxE)]-de:

:/de[(VXE)xE]dfv+/Q‘VXE’2d””:/ |

T

[(VxE)xE]~ndF+/|V><E|2dx:
Q

——/(an)-VxEdF+/|V><E|2dx:/|V><E|2dx.
r Q Q

/|V><E\ dr+ /]El da ——/Et de+/|Et| iz,

Integrando em [0, ¢] a identidade anterior obtem-se (2.16). [

Logo

Lema 2.11 Tem-se que
t
/ /(1+s>|V><E(s)|2dxds+(1+t>/yE(t)deg
0 Q Q
t
<C(G(0)+||Eo||2)+6’/ /|E(s)|2d:vds,
0 Q

onde C € uma constante positiva, que depende apenas de o.
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Demonstragio: Tomando o produto interno, em (L2 (Q))*, de (2.11) com (1 + ) E, obte-

mos

d

(1+t)—/Et-Edm—(1+t)/|Et|2dx—(1+t)/AE-Edw+g(1+t)£/|E|2dx:0.

Mas, como vimos anteriormente,

—/AE-de:/|V><E|2dx.
Q Q

Logo
405 1 1d/|E| de — (14 1) /\E| do+
dt T 9y v tar
d
+(1+t)/|V><E|2dx+f— (1+1)|EP da:——/]E| dz =0,
ou seja,

(141) /]VxE| e S I

2 dt
2dt/’E’ dz + (14 1) /]Et\ do + = /yE| dx——/ (14t)E, - Edx.

Integrando em [0, ¢] a identidade anterior vemos que

// (14 )|V x E? deds + 2 1+t/|E| i —

=—/|E| dr+ 7=V g +/ /(1+s)|ES| dedst
2 Q 0 JQ
t
+E/ /IEIQd:cds—(Ht)/Et-Ed:H/E1 (z) - Eo (2) da. (2.17)
2 0 Q Q Q

Da desigualdade de Holder sabemos que

<

1
‘(1+t)/Et~de (1+t)/]E|2dw+—(1+t)/\Et]2dx,
Q Q g Q

=1 Q

disto, e da identidade (2.17), obtemos que

// (14 )|V x B|? dads + 2 1+t/|E| iz <

g—/|E| dx—l— ||E0|| +/ /(1+s)|Es| drds+
2 Q 0 Q

2
t 1
+5/ /\E|2dxds+—(1+t)/ |Et]2dx+/E1 (z) - By () da.
2 Jo Jo 9 9) Q
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Mas, de (2.15) do Lema 2.10, sabemos que

a/ot/Q(Hs)yEs\?dxdsgG(0)+/OtG(s)ds,

o—/ B2 de < 2G (1),
Q

// (1+9) |V x B dads + 2 1+t/|E| iz <

<3 [1prae+ O E 2o+ G

e que, obviamente,

logo,

+§/0 /Q]E|2da:ds+;(1+t)G(t)+/QE1 (z) - Eo () d.

Das identidades (2.14) e (2.16) do Lema 2.10, vemos que

t
//|VxE|2dxds+3/|E|2dxg
0 JOQ 2 Q

(2.18)

1 1 1
%||Eo|| +/E1 (:E)-Eo(x)dx+%/|E|2dm+—/|Et|2dx+—G(0)——G(t)
9} 0 Jo g o

ou ainda,

t t
2/ G(s)ds+z/\E|2dx§/ /|E8\2d9:ds—|—g||E0||2+
0 4 Q 0 Q 2

+/QEl(:@-Eo(x)d:c+§/(2|Et|2dx+§G<0>—%G@)’

e, novamente por (2.14),

t o 5 1 1
el < = _ -
2/0 G(s)ds+4/Q|E| dr <G (0) - G (1) +

2 1 1
+Z | Eol|” + / Ei - Eydz + =G (t)+ =G (0) — =G (1),
2 Q o o o

ou seja,

4

o
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De (2.18) e (2.19) segue entao que
t
//(1+s)|V><E|2dxds+f(1+t)/|E|2dx§
0 Jo
4 2, 2 -1
< GO FIBIT+ 2 Bi(w) Bo (@) de+ == || Fy I+ G()
t 2
+%/ /|E|2dasds—l—;(1+t)G(t)+/E1(:B)-Eo(x)dx:
0 Jo

:§<§+1)G(0)+<0+1) | Eol +

2 t 2
+(—+1)/E1-E0dx+5//|E|2da;ds+—(1+t)c;(t).
g Q 2 0 Q g

Notemos agora que

d
a{(ljtt)G(t)} =G@)+(1+1)
donde, integrando em [0, ¢] ,

3(1+t>G(t>g§G(0)+3/tG(sms,

g

disto e de (2.20) segue entdo que

// (14 )|V x E? deds + 1+t/|E| iz <

1 1 2
S—( +3>G(0)+MHEOH +( +1)/E1 Eoydx+
o\o 2 o

g ¢ ) 2 t
+—/ /]E| d:vder—/ G (s) ds,
2 Jo Ja 0 Jo

que, usando novamente (2.19), concluimos finalmente que

// )|V x E dxds+4(l+t)/|E|2dx§
Q

< % (6 +3> GO+ (5 +1) 15|+

( )/ o) de+ 2 //]E|d;z:ds 0

Lema 2.12 A solugao E de (2.11) satisfaz

1 1
§/Q|E(t)]2d:c+a/ /|E ) dads < 5 (ol + | HollP), ¥ ¢ >0
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Demonstracao: Seja W (z,t) = f(f E (z,s)ds. Tem-se que
t t
Wy — AW + oW, = Et—/ AE (z,s)ds+oFE = Et—/ [Ess (z,5) + 0Es (x,8)]ds + oE =
0 0
=FE —FE,—0cE+E (v)+0Ey(x)+0E=—-0FEy+V x Hy+0Ey =V x H,.

Portanto, W ¢ solucao de

;

Wy — AW + oW, =V x Hy, em € x (0,00)
divW =0, em £ x (0,00)

W(z,0) =0, Wyz,0)=FEy(z), em

| 17X W =0, em I' x (0, 00)

(2.21)

Tomando o produto interno, em (L2 (22))*, de (2.21) com W, obtemos
2dt/‘Wt’ dx—/AW Wtda:+o/]Wt] dw-—/VxHo Wdz.
Mas
—/QAW-Wtdx:/Q[Vx (V x W) =V (divWV)] -Wtd:v:/Q[Vx (V x W)] - Wydx =
—/de'v[Wt x (V x W)]der/ (VW) (VxW)de =
—/F[th(VxW)] UdF—Fé%/‘VXW‘ dr =

:—/(”XWt) VXWdF—I———/|VXW| dr = = %/|VXW|QCZ{E’
r Q

logo
3 AW 19 < WPy ds s o [ ae =5 [ V< -war

Integrando em [0, ¢] a identidade anterior vem que
1 t 1
—/ {IWi” + |V x W|*} da +0/ / (W) dzds = = || Eo||” + / V x Hy-Wdz. (2.22)
2 Ja 0o Ja 2 Q
Usando agora o Teorema da Divergéncia e a condi¢ao de fronteira em (2.21), obtemos
/VXHOWd.I:/dZU<HOXW>d$+/HOVXWdl’:
Q Q Q
:/(HoxW)-ndF—l—/Ho-VXde:
r Q

—/(an)-HOdF+/H0~V><Wda::/HO~V><Wd:c,
r Q Q
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assim, da desigualdade de Holder,

/VXHowcil' =
Q

/HO-VXde
Q

1 1

< Ly + —/ IV x W[ da.
2 2 /o

Disto e de (2.22) conclui-se que

1 t 1
_/\Wt|2dx+o/ /\Ws|2dxds§ = (I1Bol” + || Ho|1?) -
2 Jo 0 Jo 2

A conclusao da demonstracao segue diretamente da desigualdade anterior, visto que W, = F.

OJ
Demonstracao do Teorema 2.2: Dos Lemas 2.11 e 2.12 obtemos que

C
1+ [ BF e < 0G0+ 1EI") + 5 (1B + | Hal?).

ou seja,
IE ()l g2y < C (L4872, ¥ i>0. (2.23)
Por outro lado, temos que
A0+’ G()}:2(1+t)G(t)+(1+t)2dC;t(t) <2(1+t)G (1),
donde, integrando em [0, ¢], vemos que
(1+t)2G(t) < G(0)+2/0t(1—|—s)G(s) ds. (2.24)

Mas, dos Lemas 2.10, 2.11 e 2.12, sabemos que

2/(1—1—3 ds—// 1+3|E|dxds—|—// (14 5)|V x B> deds <

/Gds+C (0) + | Bo|? +c//|Ey duds <
1
—G<o>+—/ G (s)ds+C (G (0) + |Boll®) + o (1ol + 1 Holl)
o o Jo o
isto é,

t 1 t

2 [ (149G (0)ds <0 (GO + Bl + |Hl?) + 5 [ Gloyds
0 0

que, de (2.19), nos da
t
) / (1+5)G (s)ds < Cy (G (0) + |[Eoll* + | Hol) -
0
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Disto, e de (2.24), concluimos que
GHt)<C(1+t)?, Vt>0. (2.25)

Usando agora a equagdo (2.1), e as desigualdades (2.23) e (2.25), obtemos

ol

Finalmente, da equagao (2.2) e de (2.25), temos que
1 He (Ol 2y < C(1+ )7, Vit>0,

o que conclui a demonstracao do teorema. [

2.3 Condicao Adicional Que Garante o Decaimento Para
o Campo Magnético

Vimos na sec¢ao anterior que o Campo Elétrico F possui decaimento da forma

NI

0 que nao conseguimos obter para o Campo Magnético H. Além disso, a taxa de decaimento
obtida para V x H nao foi a mesma de V x E.
Nesta secao mostramos que com uma hipotese adicional sobre o dado inicial Hy, o campo

Magnético possui as mesmas propriedades assintoticas do Campo Elétrico .

Teorema 2.3 Seja (E, H) a solugao de (2.1), com (Ey, Hy) € MiND (A + B). Suponhamos
que Hy =V x VU, com V¥ € Hy (curl,Q)). Entao, além das conclusées do Teorema 2.2, tem-se
que

IH@®)|<CA+8)72, Yt>0

IVxH@®)|<C@a+t)"", vt>o0.
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Na demonstragao do teorema acima, necessitamos de alguns lemas preliminares, como foi
no caso do Teorema 2.2. Tais lemas sao semelhantes aos demonstrados anteriormente, motivo
pela qual os demonstraremos de modo sucinto, fazendo apenas as modificacoes necessarias.

Derivando a equagao (2.2) em relagao a t, obtemos que
Hy+V xE, =0, em Qx(0,00). (2.26)
Sabemos porém, da equacao (2.1), que
VXE,=-0VxE+Vx(VxH)=0cH+V (divH) — AH =cH, — AH.
Segue da identidade acima e de (2.26) que H é solucao da equagao (vetorial) de ondas

}Itt—A[{—|—O-[—[t:O7 em QX(0,00)

(2.27)
H(z,0) = Hy(z), Hy(x,0)=H;(x)=-V X Ey(z), em
Vamos definir
1
Q) =5 /Q (H, (O + |V x H (1)) de. (2.28)
Lema 2.13 Tem-se que
d
%t(t) = —J/Q |H, (t)>dz <0, Yt>0. (2.29)

Demonstracao: Derivando @) (t) em ralacdo a t, obtemos

aQ(t) _

/Hthtdl'+/(VXH)(VXHt)d$
dt Q Q

Notemos porém que, da equagao(2.1),
/Q(VXH)-(Vth)dx:/Qdiv{Ht X (VxH)}dx%—/QVx (Vx H)-Hydr =
= /de'v{Ht X (Ey+ oE)}dx + /QV x (V x H) - Hydx,
donde, usando o Teorema da Divergéncia, e o fato que

V x (V x H) =V (divH) — AH = —AH,
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obtemos

[9xm xmya=

r

:_/F[nx(Et—l—aE)]thF—/

Q

[H; % (B, + 0E)] - ndl’ — / AH - Hydx =
Q

Q

pois, como sabemos, 7 X (E; +cFE) =0 em I'. Logo

dQ (t) :/(Htt—AH)-tha::—a/ \H,[*de. O

Lema 2.14 Sao vdlidas as sequintes identidades:

Q1) +a/0 /Q\HS (s)|” dzds = Q (0) (2.30)

a/Ot/g(1+s>|Hs<s)|2dxds:—(1+t)@(t>+@(0)+/Otms)ds (2.31)

t
//|VXH(3)|2dxds+5/|H|2dx:
0 Q 2 Q

¢
:%HH0||2+/H1~Hgdx—/Ht~de+/ /\HS (s)|” dxds. (2.32)
Q 0 0o Jo

Demonstragao: Semelhante a do Lema 2.10. Salientamos apenas o uso (na demonstracao

de (2.32)) da identidade

—/AH-de:/[Vx(VxH)—V(divH)]-de:
:/[Vx(VXH)]'de:/div[(VxH)xH]d:v+/|V><H|2dx:
Q Q Q
:/div[(Et—I—aE)xH}dx+/|V><H|2dx:
Q Q
:/[(Et—i-aE)xH]-ndF—i-/]VXH\Qda::

:—/[UX(Et+aE)]-HdP+/|V><H|2dx:/|V><H\2dx. O
T Q Q

Lema 2.15 Tem-se que
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/t/<1+8)|vXH(s)Fdde—i—(l—i—t)/|H<t>|2dx§
0 Q 0
gC(Q(o)+\|HoH2)+c/O /Q|H(s)]2d:cds,

onde C' é uma constante positiva, que depende apenas de o.
A demonstracao do lema acima é feita como na do lema 2.11, e usa-se, também, a

identidade citada anteriormente.

Lema 2.16 Suponhamos que Hy =V x ¥, com ¥ € Hy (curl,$2). Entio a solu¢ao H de
(2.27) satisfaz

1 ! 1
—/ |H (t)” dz + a/ / |H (s)] dzds < = || Ho||* + || Eoll> + o2 |¥|]*, VY t>0.
2 Ja 0 Jo 2

Demonstracao: Seja W (z,t) = f(f H (z,s)ds. Entao,

t t
th—AWJro—Wt:Ht—/ AH(x,s)deraH:Ht—/ (H,, (2, )+ o H, (z,5)] ds + o H
0 0

:Ht—Ht—O'H—i-Hl(.Z')—i-O'HO(.’L‘)—i—UH:—VXEO+UHO,

portanto, W é solugao de

Wy — AW + oW, = -V x Ey +0Hy, em £ x (0,00)
diviW =0, em  x (0,00) (2.33)
W(x,0) =0, Wyx,0)=Hy(xz), em Q.

Tomando o produto interno, em (L2 (22))*, de (2.33) com W, obtemos

d
2dt/|Wt’ dw—/AW Wtda:+a/|Wt] dv = 55 | (=¥ % Ey+ oHo) - Wi

Observe que

—/AW-Wtda::/[Vx(VxW)—V(divW)]-Wtda::/[Vx(VxW)]-Wtdx:

Q

—/dz’v[th(VxW)]der/(VxW)~(V><Wt)dm:

—/div[th(VxW d:c+——/\V><W\ dz.
0
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Além disso,
t t
wa:/ vxw,s)ds:/ (B, (,5) + 0 (z,5)|ds,
0 0

e, consequentemente,

—/de'v[th (VxW)]dx:—/Qdiv {th (/Ot[Es(x,s)mE(x,s)]dsﬂdx:

:_/F {th </Ot[Es(SC,S)+aE(:c,5)]d5>} Cpdl =
:/F {"X </Ot[Es(x75)+UE(x,s)]d3)} Wl =

1d )
— [ AW - Widr = =— | |V x W|*dz.
/Q v 2dt/sz| x Wl

Logo,

Obtemos assim que

1d d
—— [ (W + |V xW|?) dz + a/ W, dx = —/ (=V x Ey + oHy) - Wdz.

Integrando em [0, t] a identidade anterior, vem que

1 ! 1
—/ (IW,)> + |V x W% da:—i—a/ /[WS|2dxds: §|yHO||2+/ (=V x Ey+ o Hy) - Wdz.
Q 0 Q Q

2
(2.34)

Note agora que

/(—VXEO+0H0)-de:/(—VXE0+UV><\I!)-Wda::
Q Q

:/Vx(—Eo—l—a\I/)-de:/div[(—EO—l—a\I/)xW]da:—i—/(—E0+U\IJ)~V><Wd:c
Q Q Q

:/[(—EO—I—U\IJ)xW]-ndF+/(—Eo+0\1/)-Vdox:
r Q

/F[n X (—Ey + o0)] -WdF+/

(—Eg+oV) -V x Wda = / (—Ey + o) - V x Wdx,
Q

Q

assim, da desigualdade de Holder,

<

/ (=V x Ey +0Hy) - Wdx
0

/ (=B + 00 -V x W
Q

1
<IB + 0 [¥ + 5 [ 9 x W ds,
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Disto e de (2.34) conclui-se que
1 ! 1
3 LIWidro [ ] e < SR+ BP0t 9
2 Jo 0 Ja 2

A conclusao da demonstracao segue diretamente da desigualdade anterior, visto que
Wt - E D

Demonstracao do Teorema 2.3: Dos Lemas 2.15 e 2.16 obtemos que

C
o) [ de < @) + 1) + S (Gl + 1Bl +o* [9]?).
ou seja,

Por outro lado, temos que

d 2 dQ (1)

ooy =20+nQm+ -+ @ <onnqn),
donde, integrando em [0, ¢], vemos que
(1+8)2Q(t) < Q(O)+2/Ot(1+S)Q(s) ds. (2.36)

Mas, dos Lemas 2.14, 2.15 e 2.16, sabemos que
2/(1+S ds—//1+5|H|dxds+//1+5]V><H| drds <
< Q /Q )ds +C (Q (O)+HH0H2)+C/ /]H!dedsg
0 Jo
1 C (1
—Q(0)+—/ Q(s)ds +C (Q0) + | Hol[*) + — (§||Ho||2+ | Boll® + 0 ||\I/||2>,
o c Jo o
isto é,
t
2/ (14 ) Q(s)ds < C(Q0) + | Eol” + | Holl* + |¥]°) /Q
0

que, de 2.14, nos da
2 [0+ Q) ds <€ Q)+ Bl + Il + [¥]P).
Disto, e de (2.36), concluimos que
Q)<C(1+t)? Vt>0,
o que encerra a demonstracao do Teorema. [
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Capitulo 3

Decaimento Uniforme das Solucoes de
Modelos Elasto-Electromagnéticos em

Dominios Exteriores

Neste capitulo, estudamos a existéncia, unicidade e comportamento assintotico das solugoes

do seguinte sistema acoplado de equacoes:

Ugy — ”il % (Aljg—xuj) +u+aVxE=0, em §x(0,00) (3.1)
Ei+ocE -V xH—-—aVxuy=0 em Qx(0,00) (3.2)
H+VxE=0, em Qx(0,00) (3.3)
divE = divH =0, em £ x (0,00) (3.4)
u(z,0)=wug(z) e u(x,0)=wuy(r), em € (3.5)
E(z,0) = Eo(z) e H(z,0) = Hy(z), em € (3.6)
u=0 e nxE=0, em I x(0,00). (3.7)

onde, como nos capitulos anteriores, 2 ¢ um dominio exterior em R3 ou seja, 2 = R3\ O,

sendo O um aberto limitado com fronteira I' regular. Além disso, como uma aplicacao deste

resultado faremos a mesma analise para um problema semilinear ( veja (3.52)-(3.58)).
Recordemos que u (x,t) = (u' (z,t),u* (z,t),u3 (z,t)) é o vetor de deformacoes, E (z,t) =

(EY (z,t), E? (z,t), B3 (z,t)) e H (z,t) = (H (z,t), H* (x,t), H? (x,t)) denotam o Campo
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Elétrico e Magnético, respectivamente, e o é a condutividade elétrica do meio, que estamos
supondo constante e positiva. a é uma constante de acoplamento e
n(x) = (m (x),n2 (z),n3(x)) é a normal unitdria exterior a €, em x € T'.

Lembremos ainda que A;; sdo matrizes 3 x 3, satisfazendo A}; = Aj;, e que existe uma

constante Cy > 0 tal que

3 3
S Ayu 2 Gy il Yo eRY =123, (3.8)
i=1

3.1 O Problema (3.1)-(3.7) é bem posto

Nesta segao estudamos, utilizando a teoria de Semigrupos, a existéncia de solucao para o
problema (3.1)-(3.7). Para facilitar a leitura vamos reescrever os resultados mencionados na
Secao 2.1.

Consideremos o espago
H (curl, Q) = {w € (L*(Q))°;V x w € (L* (2))°}.
H (curl, ) é um espago de Hilbert com o produto interno
(W, ) b (eurt0) = /Q(V Xw-Vxv+w-v)de, YwveHcurl,Q).

Alguns resultados relacionados com o espago H (curl,(2), definido acima, serdao dados a

seguir. As demonstragoes dos mesmos podem ser encontradas em [9].

Lema 3.1 Seja (C& (ﬁ))3 0 espaco das funcies continuamente diferencidveis em Q0 e com

suporte compacto em Q. Entdo (C& (ﬁ))3 ¢ denso em H (curl, ().
Lema 3.2 Seja n = (n1,12,13) a normal unitdria em ', exterior a Q). A aplicagdo
1 ())° 1 3
(Co ()" = (¢ (D))
w— X wp

se extende por continuidade a uma aplicagao (ainda denotada por w — n X w|p) linear e

continua de

H (cur, ) — (H (r))3 |
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O lema anterior permite-nos introduzir o espaco
Hy (curl, Q) ={w € H (curl,Q); nxw=0 em T},
o qual é fechado em H (curl,2). Mostra-se ainda que :
Lema 3.3 O conjunto {w € (C§ (ﬁ))s; nxw=0 em I} édensoem Hy(curl,Q).

Observacio 3.1 Na verdade, como podemos ver em [9], tem-se que (C° (Q))® (espago das

fungoes testes em Q) é denso em Hy (curl, ).
Seja X = (L2(Q))° x (L%(€))*, com produto interno
(w,v) = /Q (wy - vy +we - ve)dr, Y w=(w,ws),v=(v,v2) € X.
Segue que X é um espaco de Hilbert. Consideremos, ainda, o espaco de Hilbert
W= (H5 () x (L2 ()",

com produto interno,

(w,v)y, = /Q {”Zi:l Aijg—l:; . g—;t + wy ~v1} d:c—i—/Q wyvedr, Y w = (wy,ws),v = (v1,v2) € W,
e Z dado por

Z=Wx X = (H} (Q)" x (12(@))* x (L ()" x (L2 ()"
Z é um espaco de Hilbert com o produto interno

(w,v) ; = (w1, w2) , (v1,v2))p + (w3, wa) , (v3,04)) x ,

YV w = (wy, wy, w3, wy) , v = (v1,v9,v3,04), w e v pertencentes a Z.
Notemos que, fazendo-se v = uy, as equagoes (3.1)-(3.3) s@o equivalentes ao sistema

y
Uy = U,

nw=Lu—v—aV X FE,
E,=—-0FE+V X H+aV xv,
Ht:—VXE,

(3.9)

\
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onde

3
0 ou
Lu= Z a—xz (A”a_x) .

ij=1

Em Z, definimos o operador linear nao limitado A : D (A) C Z — Z, com dominio
D (A) = (H?(2) N H () x (HE () x Hy (curl, Q) x H (curl, Q)
dado por
Aw = (wq, Lw; — wy — aV X w3, aV X wy + V X wy, =V X w3), (3.10)

YV w = (wy,ws, ws, wy) € D(A). Segue-se que o problema (3.1)-(3.3), com condicoes iniciais
(3.5)-(3.6) e condicoes de fronteira (3.7) é equivalente a

dw
o~ ATBw (3.11)

w (0) = wy

onde w = (u,ut E, H), wy = (ug, w1, Eo, Hy), B é o operador linear e limitado em Z, dado
por

Bw = (0, w; — wq, —ows,0), Y w = (wy,ws, w3, wy) € Z (3.12)

¢ D(A+B) =D (A).

Observacao 3.2 Por conveniéncia na discussao a sequir, foi somado e subtraido o termo

u na equagao (3.1) para reescrever o sistema na forma (3.11).
Lema 3.4 D (A) € denso em Z.
Demonstracao: Segue diretamente da inclusao

(D ()" x (D(Q))" x (D(Q)* x (P(2))’ € D(A) € Z,
e da densidade de (D (2))* x (D (2))* x (D (Q))* x (D(Q))* em Z. O
Lema 3.5 A inclusao Dy C D (A*) vale, onde

Do =D (A) = (H*(Q) N HE () x (HE () x Hy (curl, Q) x H (curl, ) .
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Demonstracao: Recordemos, inicialmente, que um elemento v € Z estd em D (A*) se , e

somente se, existe g = (g1, g2, 93, 1) € Z tal que
<vav>Z: <wag>Z’ \V/’LUED(A),

e, neste caso, g = A*v.

Temos que, se v = (v, V2,v3,04) € Dy e w = (wy, wq, w3, wy) € D (A), entao

(Aw,v),, = ((we, Lwy —wy — aV X ws), (v1, v2))y +

+((aV X wy + V X wy, =V X ws) , (v3,14)) x =
3 3
8w2 8’01 / / 0 8w1 /

_ 4,002 9v “nd T (4,20 iz — | wr - vad
/Q”Z:l ]&cj O, T + ng v1dx + Q”Z:l oz, ]Ga:j Vo dX le VodX
—a/VXwg-vgdx—i-oz/vXwg-vgdx+/v><w4-U3dJ:—/V><w3~v4dx. (3.13)

Q Q Q Q

Usando o Teorema da Divergéncia, e o fato que vy € (H?(Q) N HE (Q))? e wy € (HE (Q))?,

obtemos

Ows 81}1 vy 8w2 o

/Z Y150, o™ / ZA” oz, 0w, "
3

0 8111 U1

— a2 dr — A wedr =
/9]2361%( Y Ox; w2> ' /9”2:18%( ”a%) o
3
(91)1
:/ <Z Aija—m) -wng—/Lvl-wgdx:—/Lvl-wgd:L'. (3.14)
r \;— ZLj Q Q

Temos também que

~ 9 w ow; Ov
1 _ 1 24
/9”21 oz, (Aij 890]) - vodw = / Z Agj—— oz, 8371 (3.15)

i,j=1

j& que vy € (H} (Q))3 Usando agora o fato que o operador rotacional V x - é auto-adjunto,

isto é,
/wa-vdx—/w'Vdex, Vw € Hy(curl,Q) ev € H (curl,Q),
Q Q

obtemos que

—a/Vxwg-vgdx——&/Vng-wgdx (3.16)
Q Q
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/wa4~vgdx:/V><vg-w4dw (3.17)

Q Q

a/wag-vgdx—a/vag-wgdx (3.18)
Q Q

—/wa3~v4dx:—/V><v4'w3dx. (319)
Q Q

Note que, obviamente, usamos o fato que vy, wq € (H} (Q))3 e que vs, w3 € Hy (curl, ). De

(3.13)-(3.19) obtemos entao que

3
8w1 @1)2
Aw, v :—/Lv'wdx+/v~wda:—/ Ajj— - dm—/w~vdx—
( )z e e 9”21 0z, o, L

—CY/VXUQ'w3d5E+/VXU3'w4dZL‘+a/VXU3"LU2d$—/VXU4"LU3d1':
Q Q Q Q

3

:_/ (ZAij%'aUQ"‘wl”UQ) dx+/w2'(_Lv1+U1+Oévng)dl'—l—
Q aSCj 8;1:2 0

ij=1

—|—/w3~(—aVng—va4)dx+/w4~V><vgdx,
Q Q

ou seja,
(Aw,v)z = <w=9>Z=
onde

g = (—vy,—Lv; +v; +aV x vz, —aV X vy — V X 04,V X v3) . (3.20)

Vimos assim que, Vv € Dy, existe g € Z (dado por (3.20)) tal que
(Aw,0), = (w,9),, Y we D(A),
mostrando que Dy C D (A*). O
Lema 3.6 D (A*) =Dy =D (A) e
A'v = — (vg, Lvy — vy — aV X v3,aV X vg +V X vy, =V xv3) = —Av, VoveD(A").

Demonstracao: Ja sabemos, do lema anterior, que Dy C D (A*). Mostremos agora que
D (A*) C Dy.
Seja v € D (A*). Entao existe g = (g1, g2, 93,94) € Z tal que

(Aw,v), = (w,g9),, YweDA). (3.21)
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Dado um elemento arbitrario wy € (HZ (Q))°, tem-se que w = (0,0,0,w,) € D (A), donde

vale, por (3.21), que
/QV X Wy - v3dT = /Qw4~g4dx, YV w, € (HS (Q))3
A identidade acima nos diz que V x vs € (L2 (Q))” ¢, consequentemente,
vg € H(curl,2) e g4=V Xus. (3.22)

Dado agora um elemento arbitrério ws € (H} (Q))3, tem-se que w = (0,0, ws3,0) € D (A) e,

por (3.21), segue que

—a/VXwg-vgdx—/vXwg-mdx:/wg-ggdx, Vw;:,E(H&(Q))?’,
Q Q Q

ou ainda,
/ V X ws - (—avy —vy) dx = / ws - gsdr, Y ws € (Hg (Q))3
Q Q

Segue da identidade acima que
aV x v+ V x vy € (L? (Q))3 e g3=—aV Xvy—V X uy. (3.23)
Tomemos agora w = (0, ws,0,0), com w, € (D ())®. Entao w € D (A) e, de (3.21), conclui-

se que

Q

3
/ZAij%-%dx—l—/wg-vldija/wag-vgdac:/wQ-ggdx, VwQE(D(Q))3,
Qi,j:l &cj 81’1 Q Q

ou ainda, notando que

(—Luy, ws) + (vy, wa) + (aV X vg, ws) = (g, wa), Y wy € (D(Q))°.
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Portanto, g» = —Lv; 4+ v; + aV x vz em (D' (Q))*. Como g, € (L2 (Q))’, v, € (HL(Q))’ e
V x v3 € (L2(Q))” (por (3.22)), segue que

Lv € (L? (Q))3 e go=—Lvi+vi+aV xus. (3.24)

Tomemos, finalmente, w = (wy,0,0,0) com w; € (H%(Q) N HE (Q))* qualquer. Entdo
w € D (A) e, de (3.21), obtemos que
3

/(Lwl—wl)-vzdx:/ ZA Ow, 8gldﬂH—/w1'91d$, Vw, € (HQ(Q)HHS (Q))?),
Q Q

]al'j 89&1

3,j=1

ou ainda,

/ (Lwy — wy) - vodx = / (—Lwy 4+ wy) - grdz, Y wy € (H*(Q) N Hy (Q))g,
Q Q

donde
/ (g1 +v2) - (—Lwy +wy)dz =0, Yw € (H*(Q)NH, ()" (3.25)

Usando agora o fato que, V f € (L*(Q))°, existe wy € (H2(Q) N HE (Q))* tal que
—Lw1 +w; = f7

obtemos de (3.25) que

3

/Q(gl-i‘vz)-fd:v—o, Ve (L* Q).

Segue que

g=-vy e € (Hy (Q))3 (3.26)

Resumindo o que foi obtido até o momento, temos que se v € D (A*), entao o elemento

g € Z que satisfaz (3.21) é dado por
g = (—v9,—Lv; +v1 + aV X v3, —aV X vg — V X 04, V X v3) (3.27)

e, além disso, Lu; € (L% (2))*(e consequentemente v, € (H2 () N HL (Q))*), vs € (HE (D))
e vy € H(curl,Q). Mais ainda, como aV x vs € (L2(Q))’, segue de (3.23) que vy €
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H (curl, Q). Resta-nos mostrar, para concluir a demonstragao, que n X v3 =0 em I'. Com

efeito, utilizando a identidade (3.21) e a expressao para g (dada por (3.27)) obtemos que

2L Owy O 2.0 Ow
2 1 1
—a/V><w3~vgd:c—|—a/vwa-vgdx+/wa4-v3da:—/wa3~v4dx:
Q 0 0 Q
3 3
8w1 (91)2 / / 8 81)1 /
_ Agi— dr — Uodr — — (A=) - wd . vid
/Q”Zl jaxj D, x le VodT Q”Zl oz, Jf)xj woax + QU)Q V14T

—i—a/vag-wgda:—a/VxUg-wgd:v—/Vxv4~w3dm+/Vng-w4dJJ,
Q Q Q

Q

vV w e D(A), ou seja,

3
wy  Ovy 0 o
/ (ZAwaxj o, Z,Za—xi(f“i%)“’Q) dt

i,7=1

+/ ii 4,00 U+ZA Lo Ovg )
o \ o= 0w "V 0x; ) Vox; O,

2,7=1

a/ Vxwg-vg—v><v2-w3)da:+a/(waQ-vg—vag-wg)dx+

Q Q

+/(V><w4 v3 — V X v - w4)dx—/(wag'v4—va4~w3)d:c:0,
Q Q

isto é,

3 3
0 81)1 0 awl
— (AL d — (AT do—
/Q”Zlaxz< ! O w2) I+/szzgz13$z< ! O U2) !
—a/div(ngvg)dx+a/div(w2xvg)dm—i-/
Q Q

div (wy X v3) dx — / div (ws X vg) dx = 0.
Q

Q

Usando o Teorema da Divergeéncia, obtemos da identidade anterior que

/(w4ng)-ndf‘:—/(nxvg)-w4df‘:0, VweD(A).
r r

Disto concluimos que 1 x v3 = 0, finalizando a demonstragao do Lema. [
Do lema anterior e do Teorema de Stone (veja [31], Teorema 1.10.8), segue o seguinte

resultado:

Proposigao 3.1 A € o gerador infinitesimal de um grupo de operadores unitdrios de classe

Co, {T' (1)} em Z.
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Corolario 3.1 A+ B (com dominio D (A)) € gerador infinitesimal de um grupo de classe

Co, {S(t)} em Z.

Demonstracao: Segue diretamente da proposicao anterior e do fato que B é um operador

linear e limitado em Z. (veja [12], Teorema 13.2.1). [

Observagao 3.3 Salientamos aqui que {T (t)} € o grupo unitdrio gerado pelo operador A
e {S(t)} € o grupo de classe Cy gerado pelo operador A + B. No restante do capitulo estes

fatos serao usados repetidas vezes.

Do Corolario 3.1, concluimos que o problema (3.11) possui tnica solu¢ao w (t) = S () wo,
o que nao resolve, ainda, o problema (3.1)-(3.7), j& que nao temos informacao sobre (3.4).

Consideremos, entdao, M; = M=, isto é, o complemento ortogonal de
M={veD(A); Av=0} = KerA"
em Z. Note que M # {(0,0,0,0)}, pois contém o conjunto
{v = (0,0, Vi1, Vo) tal que @1, 95 € (Hg (Q))g} C D(A).
Lema 3.7 Todo elemento v € M € da forma v = (0,0, v3,vy).
Demonstragao: Seja v = (v, vy, v3,v4) € M. Entéo,
A*v = — (vg, Lvy — vy — aV X v3,aV X vy + V X vy, —V X v3) = (0,0,0,0) .

E imediato que v9 = 0 e V x v3 = 0. Consequentemente,

vy — Lvy =0, com v € (H*(Q)NH, (Q))3

Tomando o produto interno, em (L2 (€2))®, de ambos os membros da identidade acima com
vy, usando o Teorema da Divergéncia, o fato que v, € (H2 (Q) N HE (Q2))” ¢ a desigualdade

(3.8) vemos que

3

Kb

1=

c%l 2 2 1 3 82}1 (%1
de < — E Agjm— . dr =0,
az,| * for] " de < CO/Q o= Oy O R

donde conclui-se que v; = 0. [

Outro fato que também salientamos é que se v = (0,0, v3,v4) € M, entao (0,0,v3,0) € M

e (0,0,0,v4) € M, fato esse que utilizaremos na demonstragao do lema a seguir.
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Lema 3.8 S (t) aplica MyND(A+B) em My ND(A+ B).

Demonstragao: Seja w € M; N D (A+ B). Entao, obviamente, S (t)w € D (A+ B).
Resta-nos mostrar que S (t) w € M;.

Dado v = (0,0, vs,v4) € M, qualquer, temos que

% (S (t)w,(0,0,vs,0)), = ((A+B) S (t) w, (0,0,v3,0)) , =
= (AS (t)w, (0,0,v5,0)), + (BS (t) w, (0,0, v3,0)), =
= (S (t)w, A" (0,0,v3,0)), + (BS (t) w, (0,0,v5,0)) , =

= (BS (t)w, (0,0,v3,0)), = —o (S (t)w, (0,0,v5,0)),, V>0,

ja que (0,0,v3,0) € M. Assim,

%{e"t (S (£) w, (0,0,05,0)),} =0, ¥t 0,

donde concluimos que
(S (t)w, (0,0,v3,0)), = e 7" (S (0)w, (0,0,v3,0)), = e 7" (w, (0,0,v3,0)) , =0,  (3.28)

V't >0, pois w e My e (0,0,v3,0) € M. Por outro lado,

d

7 (S(t)w,(0,0,0,v4)), = ((A+B) S (t) w, (0,0,0,v4)), =

= (AS (t)w, (0,0,0,v4)) , + (BS (t) w, (0,0,0,v4)),, =
=(S(t)w, A" (0,0,0,v4)), + (BS (t) w, (0,0,0,v4)) , =
= (BS (t) w, (0,0,0,v4)), =0,

ja que (0,0,0,v4) € M e, pela defini¢ao de B, a tltima coordenada do vetor BS (t) w é nula.
Assim, (S (t) w, (0,0,0,v4)), independe de ¢, donde

(S (t)w,(0,0,0,v4)), = (S (0) w, (0,0,0,v4)) , = (w,(0,0,0,04)), =0, V¢>0. (3.29)
De (3.28) e (3.29) concluimos que
(S(t)w,v), = (S(t)w,(0,0,v3,0) + (0,0,0,v4)), =0, Vwvel,
mostrando que S (t)w € M;. O
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Lema 3.9 Se w = (wy, wy, w3, wy) € My N D (A+ B), entdo:

(i) divws =0, e

(i) divw, = 0.

Demonstragao: (i) Tomemos v = (0,0, V3, 0), com p3 € HZ () qualquer. Entao, obvia-
mente, v € M. Se w = (wy, wy, w3, wy) € My N D (A+ B), entao

0:<w,v>Z:/Qw3‘V903d$7 YV w3 € H; (),

o que mostra que divws = 0.
(1i) Tomemos agora v = (0,0,0,Vyy), com ¢, € HZ(Q) qualquer. Entao v € M e, se
w = (wy,wy, w3, wy) € My N D (A+ B), tem-se que

0:<w>v>z:/9w4'v¢4dﬂf> Vo4 € HS (Q),

mostrando que divw, = 0. [

Do Corolério 3.1 e dos Lemas 3.8 e 3.9 obtemos o principal resultado desta secao:

Teorema 3.1 Dado (ug, u1, Eo, Hy) € MiND (A + B), existe uma tunica solugao global forte
de (3.1)-(3.7) tal que

(u,us, B, H) € C ([0,00); My N D (A+ B))NnC* ([0,00); Z).

Se (ug,u1, Fy, Hy) € My N D ((A+B)2), entdo existe uma Unica solu¢ao de (3.1)-(3.7) tal

que

(u,ue, B, H) € C([0,00) ; MinD ((A+ B)*))NC* ([0, 00) ; MiND (A + B))NC? ([0, 00) ; Z).

3.2 Comportamento Assintético

Nesta segao estudamos o comportamento assintético da solugao (u, ug, £, H) de (3.1)-(3.7).
A dificuldade aparece inicialmente pela ordem das equagoes em (3.1)-(3.3) serem diferentes.
Como a demonstragao do teorema central deste capitulo é longa, exibiremos alguns resultados

preliminares.
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Derivando a equagao (3.1) em relacdo a t, e fazendo v = wuy, segue que

_Z(% ( i 5 )-I—vt—i—anEt:O.

Derivando (3.2) em relacdo a ¢, temos que
Ey+oFE, —V x H —aV x v, =0,
mas, por (3.3) e (3.4),
—-Vx H =V x(VxE)=V(divE)— AE = —AEFE.

Segue que (v, E) é solucao do sistema

(

—Lv4+uv,+aV x E; =0, em Qx(0,00)
Ey—AE+0E;, —aV xv, =0, em £ x (0,00)
divE =0, em § x(0,00)
v(z,0) =vy () =uy (), v (x,0) =0 (x) = Lug—u —aV x Ey
E(x,0)=FEy(z), E;(2,0)=FE(r)=—-0FEy+V x Hy+aV xu
\v:() e nxE=0, emI x(0,00),

(3.30)

3 .
onde L = Z a% (Awa%) .
i J

5,5=1
Observagao 3.4 Nos lemas a sequir, assumiremos sempre que (u,us, E, H) € solugdo de

(3.1)-(3.7) obtida no Teorema 3.1.

Seja
v
G ()= /{w +; T L2 +|VxE|} (331)
Lema 3.10 Tem-se que

dG (1)

= (Jos ()] + o |E (1)) dv <0, Yi>0. (3.32)

S~

Demonstracao: Derivando G (t) em relagdo a ¢, obtemos

dG (t ov  Ov
—dt< ) = /Q {Ut Vgt —|—”Z_ Azja a&:i + BBy + (VX E)- (VX Et)} dz.
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Usando o Teorema da Divergéncia segue que
/ZA o Oy, /Z vd:c—i—/z o) do =
Yo, o, gz \ i a ! oz, \Au a !

i,7=1
/Lv Utda:—l—/z< i 771) cudl = — /Lv-vtdx,

i,7=1
ja que v, = 0 em I'. Também, usando a identidade vetorial
div(Ax (VxB)=(VxA) - (VxB) —A-Vx(VxB), ABEcR’
obtemos que

/(VxE)-(VxEt)dx:/dz’v{Etx(VxE)}dx+/V><(VxE)-Etdx:
Q Q Q

— / [E; x (V x E)] - ndl +/ [V (divE) — AE) - Eyda =

Q

T Q Q

pois n X E; =0 em I'. Logo, de (3.30),

dG

/{Utt—m) v+ (En — AE) - By} do —
/(—”Ut| —O{VXEt"Ut—O'|Et| +aVth-Et)d:B:
Q
:—/ (\vtl2+a|Et|2) daz—f—a/dz’v(vtht)d:c:
Q Q

== _/ (|Ut|2 +o |Et|2) dx + O[/ (Ut X Et) . T]dr = —/ (|Ut|2 +o0 |Et|2) drx. [
Q r Q

Lema 3.11 Sao vdlidas as sequintes identidades:

+/0t/9(yv3\2+ayEs\2) dzds = G (0) (3.33)
// (1+3) (Jvs|* + o | Ey|*) dods =
-(14t)G +/ G (s (3.34)
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! > ov Ov 1
2 9 )
[ [ Ay 19 B et [ (e o187}
0 i,y=1 J

1
— 5 (ol + o1l + [ (un-vo + By - Eo)da-
Q

t
_/(Ut.wEt.E)der/ /(|vs|2+]Es|2) drds+
Q 0 JQ

t
+a//[VxE-vs—va-Es]dxds. (3.35)

Demonstragao: (3.33) obtem-se diretamente, por integragao em |0, ], da expressao (3.32)

do lema anterior. Também de (3.32) temos que

dG (t)

(1+41) — :—/Q(l—i—t){|vt|2+a|Et|2}d:v,

ou seja,
2 2 d
/ (1 +0) {lul* + 0B} de = 2 {0+0G (1) +C (1),
Q
donde, integrando em [0, ¢], obtem-se (3.34).
Tomando agora o produto interno, em (L2 (Q2))*, da primeira equacio de (3.30) com w,

da segunda equagao com F, e somando ambas as expressoes, obtemos

d

7 (vt v+ B - E)dx—/ (|vt|2+|Et|2) dx—/Lv vdx+——/|v| dx+
Q

a/(VxEt-v—vat-E)dx—/AE de+——/|E| dx = 0.
Q Q

Usando Teorema da Divergéencia obtemos

3
/Lv vd:v—/ZAmav axd;p—/z (”8 v)da::

3,7=1
ov  0Ov
( z]a 77@) ~odl = /;Alja—l‘j‘a_xidx’

v
/ZAU(%J axzdaz—/z

i,7=1 2,7=1
jaque v =0em I'. Também,

—/AE-de:/[Vx(VxE)—V(divE)]-de:/[Vx(VxE)]-de:

:/de[(VxE)xE]dH/Q'VXE'Q‘“:/

[(VxE’)xE]-ndF+/|V><E|2dx:
r Q

—/(an)-vXEdr+/|V><E\2dx:/\V><Ey2dx,
T Q Q
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pois n X E=0em I'. Logo,
a’U a'U 2 1d 2 2
Aj— — + |V XE|]"}d —— El")dz =
/Q{”Zl 5 8xi+| X |} x—i—zdt Q(|v| +0|E|%) dx

=—— (vt~v+Et-E)dx+/(|Ut|2+|Et]2)d:U—oc/(VxEt~v—V><Ut~E)dx.
Q Q

Observe agora que
—a/(VxEt-v—Vxvt-E)dx:a/{div(vXEt)—Et-VXU}dQH—
Q Q
—|—oz/{dz'v(vt><E)—|—vt~V><E}dx:a/(vt~V><E—Et~V><v)d:c—|—
Q

Q

+oz/[vtXE+vxEt]-ndF:a/(Ut~V><E—Et-V><U)dx.
r Q
Portanto,

3
ov  Ov 5 1d ) ,
Ajja— 5 E d - El") dr =
/Q{iEj::l I 9z, aQUi‘HVX |} $+2dt Q(|v| +o|E[") du

d
T (Ut'U+Et'E)d!E+/(|Ut|2+|Et|2)dx+0‘/(Ut‘VXE—Et'VXU)dm-
Q Q Q

Integrando em [0, ¢| a identidade anterior obtem-se (3.35). O

Lema 3.12 Tem-se que

t 3
aU a'U 2 ) 2
1 A - E 1 E <
/O/Q( +5){MZ:1 9, axi+|V>< \}da;ds+( +t)/Q(\v| +|B)?) dx <
t
<C(GO) -+l + 1B +C [ [ (ol + |BP) dods,
0 Q

onde C € uma constante positiva, que depende apenas de o, a e de Cy.

Demonstragio: Tomando o produto interno, em (L2 (£2))*, de (3.30), com (1+t)v e de

(3.30), com (1+1¢) E, e somando as identidades obtidas, teremos que

(1+t)%/9(vt-v+Et-E)dx—(1+t)/ﬂ(]vt|2+]Et\2)dx—(1+t)/Lv-vd$+

Q
1
+ﬂi/|U|2d£(]—|-0z(1+t)/(VXEt-U—VXUt'E>dI—

141)d
—(1+t)/AE~de+U(T+)£/|E]2dx:O.
Q Q
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Do mesmo modo que na demonstracao do lema anterior, obtemos que

v
(1+t)/Lv vde = (14 1) /ZA%% axz

i,7=1

—(1+t)/AE-Ed:c:(1+t)/|V><E\2da;,
Q Q

a(1+t)/(V><Et~v—V><Ut~E)dx:a(1+t)/(Et-va—vt-VxE)dx.
Q Q

Logo,

v 1d
1+t/{ZAZ]a e \VxE|}dx+§% (1+t){|]*+o|BE)?} do =

:%/Q(M + 0 |E]| )d:v+(1+t)/ﬂ(|vt|2—|-]Et|2)dg;—%/52(1+t){vt.v+Et.E}dx

1d
+§E (|v|2+|E|2) d:z:—oz(1+t)/(Et-va—vt-VxE)dx. (3.36)
Q

Usando agora o fato que, por (3.8),

ov 81}
< -
/|V><v|d.i£ 2/5 _CO/E ”8 xix,

895]

obtemos que

/(Et Vxv—uv-VxE)ds

<—/|Et| d:c+—/]V><v| d:c+—/|vt\ dx + — /IVXE] dr <
/ ZAl Ov S +[V x P dx+a2/ L TORCHE IC) e
0w, o \Co 2

<\a\/ (B |V x 0| + |v| |V x B])dz <

isto é,

a(l+t) [ (B,-Vxv—1v-VxE)dr <

D\

{ZA%“ P, — + |V x E| }d:r+(1+t)01a2/9(|Et|2+|vt|2) dx

2,7=1
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11
onde Cy = max{ } Disto, e de (3.36), segue que

3
I 1d 2 2
{Z z]a $Z+|VXE|}d$+§d— 1—|—t){|v| +U\E|}dx§
1

—/ |v| —|—0|E| dr + (1+41t) (1+Cloz2)/(|vt|2+|Et|2) dr—
Q

(\]

1d
(l—l—t){vt v+ Ey- EYde + =

53t [ (0 +1B1) e

Cdt

Integrando em |0, ¢] ambos os membros da desigualdade anterior, obtemos que

w0
//HS{ZA”@” = |V><E|}dmds+(1+t)/Q(|v|2+a|E|2)d:1:g

ij=1

< (Jool? + o 1 Eol?) + / | (1 + o B dads+

+2(1+C’1a2)/0t/9(1+3){|vs]2—|—|Es]2}dxds—2(1—|—t)/ﬂ{vt-U+Et~E}dx+

2/9{1}1-UO+E1-Eo}dx+/ﬂ(|v|2+|E|2) dz — (|[voll* + || Eol”) - (3.37)
Da desigualdade de Holder, sabemos que
‘2(1+t)/ﬂ{vt-v~|—Et-E}d:1: §2(1+t)/Q\vt|2dm+@/g\vﬁdm+

2020 [ e+ 205D [ jpPac <

o 0 2 Q

(1_2”)/9(|U|Q+U|E|2) dx+C’2(1+t)/Q(\vt|2+|Et|2) dr, (3.38)

+

<

2
onde Cy = max {2, —}. De (3.37) e (3.38) segue que
o

t 3
ov ov 2 (1+t) 2 2
L <
/0/9<1+8) {ijglAwaxj axi—i—|V><E| }dxds+ 5 /Q(|v| +0|El")dx <

t
<(o—1) ||E0||2+/ /(\v|2+o|E|2) drds+
0 Q

t
+2 (1+01a2)/ /(1+s){]115]2+\E5]2}dxds+02(1+t)/ (Jof* + | Ee?) da+
0 JQ Q

+2/{U1-UO+E1-E0}dx+/ ([of + |EP) da.
Q Q
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Mas, de (3.34) do Lema 3.11, sabemos que
t t
Cg/ / (1+9) {|vs|2 + |Es|2} dzxds < G (0) +/ G (s)ds,
0o Ja 0
onde C3 = min {1, 0}, e que, obviamente,

/ (Joel? + |E?) de < 2G (1),
Q

logo,

ov 0 1+t
//1+3{ Uav a;jﬂv E|} +%/@(|v|2+a|E|2)dx§

<(o—1) ||E0||2+/ /(|v|2+0|E|2) drds+
0 Q
2 2 t
+2(1+—010‘) M/ G (s)ds +2Cs (1 +1) G () +
Cs Cs 0
+2/{U1.U0+E1-E0}dx+/ ([of + |EP) da. (3.39)
Q

De (3.35) do Lema 3.11, sabemos que

U 6@ 1 2 2
— <
//{ ”8 o + |V x B }d:cds+2/g(]v| +0|E|") dx <

(lool® + o | Bol?) + /{vl-vﬁEl-Eo}dH

1
/(my +2IE) )dx+4/(|v| +o|B? dx—i—// wuf? + |E,?) deds-+
ov (91)
//{E A”(? o \VxE|}dwds+Cla// |vg)? —|—]E| ) dads,

//{ ”av ov +\V><E| }da:ds+i/(]v\2+0]E|2)dx§
Q

1
<5 (ol + o IEl?) + [ {or-wot By Eodos
Q

G(0)+

l\DI»—t

ou seja,

t
+% ("Ut’2 + ‘Et|2) dx + (1 + 01@2) / / (‘U5|2 4 ’E3|2) dzds <
Q 0 Ja

1
<5 (ol + oIl + [ for-wo+ By Eodos
Q

t
LG (1) + (14 Cra?) / / (Jos[? + | Eo[?) dads,
0 Q
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donde

! 1 1
[ G+ [P +o1BP) do < 5 (Jul? + o 11") +

+/{U1U0+E1E0}d$+CQG<t)+
Q

3 t
(5ree) [ (or i) s
2 0 Jo
que, usando (3.33) do Lema 3.11, nos dé

1
[ 6@ s+ [ (o + o BF) do < 5 (ol + o |50 +
(67

( + C ) (% + 01&2)

N[O

+/{U1U0+E1E0}dx+CQG(t)+ G(t),
Q

Cs

ou seja,

t 1
/G(s)ds+1/(|v|2—|—a|E\ Y < L (Il + 0 I Ell?) + GG (0) +
0 Q

U+1
+/ {Ul - Vg + E1 : Eo} dx < HU(]H2 + ( ) HE()H + C5G( ) (340)
Q
34 ol
onde Cy = Cy + % e C5 =(Cy+1). De (3.39) e (3.40) segue entao que
3

t 3
ov  Ov 9 (1+1) 2 2
A Ty <
[ o { i om0 [ it oty

t
§//(|v|2+a|E|2)dxds+Cﬁ (IEoll? + luoll?) + CvG (0) +2C5 (1 + ) G (), (3.41)
0 Q

onde (g e (7 sao constantes positivas que dependem apenas de o, a e Cy.

Notemos agora que

d

= Caw<aw.

(1+t)G@)} =G (t)+ (1+1) o

donde, integrando em [0, ¢],
t
205 (14+t) G (t) <2C,G(0) + 202/ G (s)ds,
0
que, por (3.40), nos d&

205 (1+1) G (1) < CsG (0) + Co (J[voll” + [ Eol*) -
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Disto, e de (3.41), concluimos que

3

t 311 81) 2 (1+t) 2 2
L <
/0/(;(1—|—S){§ A”axj 8x¢+’v><E‘ }dxds+ 5 /Q(\v| +0|El") dx <

3,7=1
t
<C(GO)+ ol + I1Bl®) + [ [ (of + o |BF) deds,
0 Ja
encerrando a demonstracao do Lema. [J

Lema 3.13 A solucao (v, E) de (3.30) satisfaz

t
1/ (jv)* + |E%) d:r;+/ /(\v|2+a]E]2) drds <
2 Q 0 JQ
Oty Oug
0

3
< (l? + IBolP + [Hol?) + € [ 3 ag 500 2
< Qhal® + 15+ 1) € 32 Auer 2

para alguma constante C' > 0 (que independe de v, E e H).

Demonstrago: Sejam V (v,t) = [3 v (x,5)ds e W (2,t) = [} E (2, s)ds. Tem-se que

0

t
Vtt—LVwLV}JranWt:vt—/ Lv(z,s)ds+v+aV x E =
0

t
:Ut—i-v—i-ochE—/ [Vss (2, 8) +vs (x,8) +aV x Eg (z,s)]ds =
0

:U1+Uo+avXEOILUO—’U,l—CKv><E0+U1+OCVXE0:L’U,0

t
th—AW—i-UWt—onth:Et—/AE(x,s)ds—i—oE—onxv:
t 0
:Et+aE—04V><v—/ [Ess (z,8) + 0Es (x,8) —aV X vg (z,8)]ds =
0
= +0FEy—aV xvy=—0cFEy+V x Hy+aV xu, +cEy—aV xu, =V x H,.

Vé-se, entao, que (V, W) é solugao do sistema

(

Vie— LV +V, +aV x W, = Lug, em  x (0,00)

Wy — AW + oW, —aV x V, =V x Hy, em £ x (0,00)
divWW =0, em € x (0,00)

Vi(z,0)=0, Vi(x,0)=u

W (z,0) =0, W;(z,0)=Ep

| V=0 e nxW=0, em I' x (0,00).

(3.42)
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Tomando o produto interno, em (L2 (2))®, de (3.42), com V;, de (3.42), com W, e somando

as expressoes obtidas, teremos que

1d
24t J,

—|—/(|Vt|2+a|Wt|2)dx+a/(V}-Vth—Wt-VXW)daD:
Q Q

(Vi)? + W) da — / (LV -V, + AW - W,) da+
Q

:/LUOWd$+/VXH0Wtd$
Q Q

Observe agora que, do Teorema da Divergéncia, e usando (3.42), obtemos que
8\/ 8V
— [ LV -Vidx = i ,
fiv o= 35 [ S g G

A dr = —— d
/QWth 2dt/|VXW|x

/(WVXWt—WtVXW)diL':/
Q

div(thW)dx:/(Wt><Vt)-77dI‘:0.
Q

r
Logo

3

1d ov aV 9 9
o /{m ZA% W IV X W }der/Q(th o W) de =

7
Z]f

d

donde, integrando em [0, ¢,
3

oV 8V
/{|Vt| + ) A +|Wt| + |V x W] }dx+

]
4,j=1 a

; / / (IVa () + 0 W (s) ) duds =

1
:5/ (|u1|2+|E0|2)dx+/Lu0-de+/V><H0-Wd:p. (3.43)
Q Q Q

Notemos agora que, pelo Teorema da Divergéncia,

3

3
0 8u0 8%0 )%
Lua - - [ A.20). - _ A0 2
/Q uo - Vda /Q Z 8@( y aa:j) Vda /Q Z Yo, axid:r;,
1,j=1 2,

Jj=1
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portanto,

3’&0
Luy - Vdx / A, x <
| 1 Z 4l |52 | 5| a
8u0
<l <
Z or,
auo oV

<||A||/< )(Z
< Al [/ (Z 2—)4
<4a) (/Z gid>(/z

_16]4)°
- Gy Q55

})dmﬁ

Ouo
8a:j

isto é,

3

Lug - Ajjr— - A; 44
/Q o Vdf”‘ Z Y O ot Q; Y O ozt B4

5 >
onde ||A|l = (Z ||Aij||2> . Também,

ij=1
/VXHO-de:/HO-VXde—/div(WxHo)dx:
Q 0 Q
:/HO-VXde—/(nXW)-HOdF:/Ho-Vdo:U,
Q r 0

donde, pela desigualdade de Holder, segue que

/VXHO'de
Q

1
< ||Hol” + Z/QW x W|* dz. (3.45)
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De (3.43)-(3.45) conclui-se que
1 L9V oV
Z/{ZA% o + |V x W] }dx+
/{|v;| s WPy [ [ (VP o W () dods

16 A Ouy Ou
(Il + 1Bl + o] + 2L /ZAU,ao. Oung,

wn—l

o que demonstra o Lema, ja que V;, =ve W, =FE. 0O

Teorema 3.2 Seja (u,u, E, H) a solugao global regular de (3.1)-(3.7), com (ug, u1, Fo, Hy) €
My ND(A+ B) Entao existe constante C > 0, dependendo somente de o, Cy, e ||A] =

(z | Al ) tal que

3,j=1

1

[E@I<Cl(1+t)2, Vi=0,

IE I+ VX E@®<CL(1+t)"", Vt>0,
IV x H@)| <Cl(1+t)72, Vt>0,
IH: ()| < CLy(1+6)", V>0,
3ut 8ut (t) ? 1
< >
(e (¢ ”*(/ZAW o, . de| <CIy(1+t)~", Vt>0,

2,7=1

e ()| + | Lu ()| < CIo (1+6)"%, Vi>0,

onde

3
(9u0 (9u0 / U1 8u1
Iy =||L Aji—  —d A —_—
o = || Luol| + (/932:1 T0x; O, x) +H“1H+< E Ja oz, ) +

7,0=1

H I Eoll + IV x Eof| + [[Holl + [V > Holl (3.46)

Se (ug,uy1, Fo, Hy) € My N D ((.A + 5)2), entao, além das estimativas anteriores, tem-se que

1Bu 0|+ IV x E ()| <CL (141", V>0,

-

IVxH @O <CL(1+¢t)"2, Vt=>0,

102



|He (0| <CL(1A+8)7", Vit>0,

3 3
w8 + (/ ZAijautt (t) Ouy (t)dm> <L+, Vo,
Q.

827]' 8!El

Z?]:]'

[NIE

[Lu; (8)|| < CL(1+1)72, Yit>0,

onde

I = HLUOH(H(%(Q))i* + “UOH(Hé(Q))i‘ + HulH(Hé(Q))Z* + || Lua || +

1 Eoll 1 cur0 + IV X (VX Eo) || + [[Holl gy eurs,0) + IV X (V X Ho)|. (3.47)
Demonstracao : Dos Lemas 3.12 e 3.13 obtemos que
(1+t)/ (Jof + |E) de <
Q
> Jug Ou
< >+ |Eoll® + || Hol” / A= - ==d
<CEO+ulf + B+ 1) +€ [ 5 a5 T
onde C' depende, somente, de Cy, ||A| e o, ou seja,
| + || E|| < CI, (1+1)72, ¥i>0. (3.48)
Por outro lado, temos
d 9 5 d
E{(1+t) G} =2(1+t)G )+ (1+1) %G(t) <2(1+t)G (1),
que, integrando em [0, ¢], obtem-se
t
(1+12G (1) < G(0)+2/ (1+5)G (s)ds. (3.49)
0
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Usando os Lemas 3.11, 3.12 e 3.13, sabemos que

t t
2/ (1+5) G (s)ds ://(1+s)(!vsl2+|Es|2)d:cds+
0 0 Jo
¢ > ov  Ov
2
L 2 <
+/0/Q(1+8){ZAU@33]- 8$i+|V><E| }d:vds_
i,j=1
1 t

1
< =G(0)+ =
=500+

t
+C//(|v|2+|E|2) dxds <
0 Ja

< C(G(0) + [l ]|” + [1Eo |1 + | HolI*) +

G (s)ds + C (G (0) + [[u|* + || Eol*) +

t

Oug 8u0 1
+C / ZAU or. an it g ) G s,
que, por (3.40), nos d&

t
2/ (L+5)G(s)ds < C(G(0)+ llurll® + | Boll” + 1 Holl* + lvoll) +
0

3

8u0 Guo
—i—C’/QZ 9, O dx

ij=1

Disto, e de (3.49), segue que

Gt)<CI2(1+t)%, Yit>0,

Assim,
B _
e + (/ > Awaut % x) <CL(1+t)7", (3.50)
2,7=1 i
€
IE| +|V X E|| <ClL(1+t)™", Yt>0. (3.51)

Usando agora a equagao (3.1) e as estimativas (3.48),(3.50) e (3.51) obtemos

=

[Lu| < K (14172, Yit>0.

Da equagcao (3.2) e, novamente, de (3.48), (3.50) e (3.51) segue também que

=

IV x H|| < CIy(1+1)%, Vt>0.
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Finalmente, da equagao (3.3) e de (3.51) conclui-se que
|H|| <CILy(1+t)"", Vt>0.

Suponhamos agora que (ug,ui, Fo,Hy) € My N D ((.A + 8)2). Considere
(v, v, e, h) = (ug, uy, By, Hy). Entao (v, vy, e, h) é solugao de

( 3
Vgt _Z;ai% (Awg—;}]> +v,+aVxe=0, em Qx(0,00)
et+oe—Vxh—aVxy =0, em Qx(0,00)

hi +V xe=0, em Qx(0,00)

dive = divh =0, em Q x (0,00)

v(z,0) =u1, e v (x,0)=Luy—u; —aV x Ey, em ¢

e(r,0)=—0Ey+ VX Hy+aV xuy e h(z,0)=—-V xE;, em

L v=0 e nxe=0, em I x(0,00).

Aplicando-se o que foi feito anteriormente, ao problema acima, conclui-se a demonstracao

do Teorema. O

3.3 Aplicacao ao Problema Semilinear

Como aplicagao dos resultados obtidos na secao anterior, fazemos aqui um estudo do com-

portamento assintotico das solugoes do seguinte problema:

3
Uy — JZI a% <Aij§—gj> +u4+aVxE=f(u), em Qx/(0,00) (3.52)
Ei+0cE—-VxH—-—aVxu =0 em Qx(0,00) (3.53)
Hi+VxE=0, em Qx(0,00) (3.54)
divE =divH =0, em £ x (0,00) (3.55)
u(x,0) =uo(z) e w(x,0)=us(z), em (3.56)
E(z,0) = Ey(x) e H(z,0)= Hy(z), em (3.57)
u=0 e nxE=0, em I x(0,00). (3.58)
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A fungao f, que aparece em (3.52), satisfaz as mesmas hipéteses que no capitulo 1, as quais
reescreveremos aqui.

Hipéteses (A1) f = (f1, f2, f3) ¢ uma fungao de classe C?, satisfazendo
(i) [f(©)] <Cil¢],VEeR?

3
(i) IVF(©) <Colef,ve € R, onde !Vf(f)!=(;\vfi(€)l2)
s |0 -
ii) 3 |2

i,j=1

1
2

<§>' < Cs|é[P2 Ve e R

J

onde 7, Cy e (5 sao constantes positivas e p satisfaz

7
- <p<3.
3 P>

Inicialmente vamos estudar a existéncia de solugao local de (3.52)-(3.58). Para facilitar este

estudo, vamos reescrever as equacoes na forma

3

utt—z 4 (A au>+u+aV><E:u—ut+f(ut),

il i—

=1 89{52 (%j
E,—VXxH—-—aV xXu =—0F,
H, +V xE=0,

e, portanto, (3.52)-(3.58) ¢é equivalente a

U
= = AU+ F (U) 550
U (0) = Uy,

onde U = (u,uy, E,H), Uy = (uo,u1, Eo, Hy), F(U) = (0,u—u;+ f(uy),—0F,0) e Aé
definido como em (3.10). Recordemos que A é gerador infinitesimal do grupo unitario 7" (),
conforme a observagao 3.3.

Quando estivermos estudando a existéncia de solugao global e o decaimento usaremos a

formulacao ;
U
—=A+B)U+F U
il ) (U) (3.60)
U (0) = Uy,

onde U = (u,uy, E, H), Uy = (ug,u1, Eo, Hy), F(U) = (0, f (u;),0,0) e B é definido em
(3.12). Recordemos, também, que A + B é gerador infinitesimal do grupo de classe Cy S (),

conforme a observacao 3.3.
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3.3.1 Existéncia de solucao Local

Da teoria de Semigrupos, sabemos que (3.52)-(3.58) pode ser escrito na forma

U(t):T(t)Uo+/OtT(t—s)F(U(s))ds,

(3.61)
onde
vy =" (®) U= M P2 T + f (us (s))
E(1) Fy —ok
H (t) Hy, 0

e T (t) denota o Grupo de operadores unitarios em Z, associado ao problema linear. Nosso ob-

jetivo aqui serd mostrar que, para um subconjunto Y escolhido convenientemente, a aplicacao

o:Y —Y
u U
~ v )
U=| _ | —U= ,
E F
H H

onde U é solucao de

U(t):T(t)UDJr/OtT(t—s)F<l7(s)>ds,

possui um unico ponto fixo em Y.

(3.62)

Antes, lembremos um resultado conhecido sobre a existéncia de solu¢des do problema
nao homogéneo

dU
— =AU + G (z,t
dt (@.1) (3.63)

Teorema 3.3 Dados Uy € MiND (A?) e G € C*([0,T]; Z)NC* ([0, T]; My N D (A)) entio

o problema (3.63) possui uma unica solu¢iao U tal que

U e C([0,00); MiND (A%) NnC*([0,00); My N D (A)) N C? ([0, 00); Z).

107



Além disso, a solucdo pode ser expressa na forma

U(t):T(t)UoJr/tT(t—s)F(s)ds,

Ut(t):T(t)AU0+T(t)G(O)+/tT(t—s)%(s)ds,
Utt(t):T(t)A2U0+T(t)AG(O)+T(t)%(O)+/tT(t—3)ajTC:(s)ds.

Observacgao 3.5 A demonstracao do teorema anterior é conhecida (veja [3]). Para concluir

que a solu¢ao U satisfaz U (t) € My, basta proceder como na demonstra¢iao do Teorema 3.1.

Estimativas para o Problema Nao Homogéneo

De posse do teorema acima, iniciamos as estimativas sobre o Problema nao homogéneo.
Devido ao tipo de nao-linearidade que estamos tratando aqui, usaremos repetidamente os
resultados obtidos no Capitulo 1.

Consideremos o espago
Y =C ([0,00); M; N D (A*)) NC*([0,00); M1 N D (A)NC*([0,00); Z).
Y é um espaco de Banach com a norma

[Ully = sup [|U ()| pazy + sup [[Ue () pay + sup [[Use ()l 7 -
0,77 [0,T] [0,7]

Seja U= (6,’17, E, ﬁ) € ). Entao, pelo Lema 1.8, F <(7) = <0,f(’17) — U470, -0k, 0) €
C?([0,T);Z) nC* ([0, T]; My N D (A)). Logo, pelo Teorema 3.3, se Uy € M; N D (A?), o

problema

%zAUJrF(ﬁ)

U (0) = U,

(3.64)

possui unica solugao U = (u,v, F, H) € ).

Primeira Estimativa. Tem-se, pelo Teorema 3.3, que

t
U0l < ||Uo|rz+/0

F (fj (5)>szs.
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Mas, pelo Lema 1.9,
|7 (@@)]. <12 G+ eI+ a6+ o |E o) <

P~
=0 (‘ y+ HUHJ)> ’

o 01, <t + e (|7, + 2], ) (3.65)

U

logo,

Segunda Estimativa. Novamente do Teorema 3.3,

ds.
z

e @

U 0l < 1ALl + £ (T ), +

Note que, por (1.38) do Lema 1.8,

|7 (@©)] <17 @I+ FOI+ 170+ |[E0) <

<Cl O | s+ IO +[[a0)]+o HE@)H )

(H3 ()
e, do Lema 1.9,
Lr(T() FED||+ 15 () + 17 () + o || B (9)]| <
ds 7 |lds
sc([lo1), 171,
Y Y
logo,

Hmumzsmum&+c(Wmm@wmywwmm+muwwwﬁmm)+

(7Hy) . (3.66)

—l—CT( U

Terceira Estimativa. Da tltima identidade do Teorema 3.3, vemos que

1 ()], < HA%ME+MAF(ﬁm0 )

| @)

+/0t j—;F (U(s))

ds. (3.67)

Z
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Observemos que, por (1.38) e (1.39) do Lema 1.8,

HAF( )H -

(@ 0)+(0), a0V x E(0),aV x  (5(0) - a¥V x 5 (0) + a¥ x 7(0),0)|

@f@(»m%mﬁ+wwwmgwmf+wm>mmm3+ME«MHmmm)s
< € (IO ey 17O gy + 17 Ol gy + 1O o+ [E O], Y
Além disso, por (1.42),
|5F (@ 0| <|5f @] +1mon+im o+ & o] <
sowm>m£mwna<memy+
+ 117 O + 7 (0)]) + o || B2 (0)]
Por tltimo temos, usando o Lema 1.9, que
G (0)| <[5 e+ 15+ 1. e+ o | E o) <
< (|l +1e1,)-
Segue de (3.67) que
I () < 4200, +
+.€ (IO + 17O gy + 1O g+ [EO, )
CITOI 1T O gy + 17 O+ 7 ) + o | B2 0)
L OoT (HUHer HUH)}) (3.68)

Quarta Estimativa. A partir de agora utilizamos a equagdo (3.64). Observemos inicial-

mente que

AU @l < 10 ( HZ+HFGJ>MLS
s @)
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donde, usando as estimativas anteriores, segue que

vamwsHmmu+cQW@W%®f+me+mmm+WﬂMD+

~||P ~
L oT (HUH + HUH ) (3.69)
Yy Yy
Quinta Estimativa. Derivando, em relagao a t, a equagao (3.64), vemos que

<

AV O, < 10 01, + | 7 ()|

Lr(i ) ,

Z

< e 0l + [ s+ | gF (0 0)

e, portanto,

Ut (t)HD(A) < ”AQUO”Z +

e <”a(0)”fH2<Q>>3 IO sy + 1 OV gy ey + HE (O)HH@urlm)

)

+oT (HﬁHiJrHﬁHy) (3.70)

E.(0)

+.0 (IO e 17 O gy + 17O + 1 O]+

Sexta Estimativa. S6 nos falta a estimativa para U (t) em D (A?). Temos que
l42u W], < 14 @1l + [AF (T )|, <

< AU @+ [ [ AF (00)

ds+ HAF ((7(0))“2.

Mas,

Z

%AF ((7 (s))
d
ds

(f(’z?(s)) —T(s) +7(s), a0V x E(s),aV x f (¥ (s)) — aV x 7 (s) + aV x a(s),o)

H(curl,Q)) ’

Z

E, (s)

15 M gy 1 () gy +

(HY()

< O[T (s)|P 2 Vs (s ,
(HS(Q))?’ — ” ( )l (HQ(Q))S H ( )H(Hé(ﬂ))g
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logo,
42U @)l < Aol , +

£ (IFOypp + POy +FON gy + [EO] )
(3

~|IP ~ )
cor (o <[,

Conclusao. Das seis estimativas anteriores concluimos que existe uma constante C' > 0 tal

+C T OZ 1T (O e + 1T O] + 175 (0)]] + || E: (0)
@) (H5(2))

que
101y < |40, +
)+

er([ot; + o1, am

e (Hﬁ(o)ll“(m)s 13 ) sy 2 + 13 O] + 17 (0} + | B2 0)

(#5

De posse das ferramentas acima, passamos a demonstracao da existéncia de solucao local de

(3.52)-(3.58).

Teorema 3.4 Suponha que f satisfaz as hipdteses (A, ). Entao, dado Uy = (ug,uy, Fo, Hy) €
M, N D (A?), existe Ty > 0 tal que o problema (3.52)-(3.58) possui uma tnica solugdo
(u,uy, B, H) com

(w,ue, B, H) € C ([0, Tp]; M1 N D (A*) nC* ([0, To] ; My N D (A)) N C* ([0, T) ; Z) .

Demonstragao: Ponhamos Uy = (uy, Lug — ug — aV X Ey,aV x uy +V X Hy, —V X Ep).

Vamos definir o conjunto

BK:{ﬁey; ﬁ(O):UO,[?t(O):Ul, tal que Hﬁ”yg}(},
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onde K > 1 sera escolhido posteriormente. Na bola By definimos a seguinte aplicacao:

(bBK—>y
u U
~ v v
U=| _ | —U= ,
E E
H H

sendo U a solucao de

U (t) T@ﬂ%+/MT&—sﬂ7GN@>@, (3.72)
com 0
F(ﬁ)_ Jif:%_fﬁ—i_ﬂ
0

Notemos inicialmente que a aplicacao ® estda bem definida. De fato, se U € By entao, pelo

Lema 1.8, F ((7 ) € V. Portanto, pelo Teorema 3.3, a existéncia e unicidade de solucao de
(3.72) estd garantida.

Observemos também que By é um subespaco fechado do espaco de Banach ). Mostremos
entao que ® é uma contracao sobre By.

a)  (Bk) C Bk se T > 0 é suficientemente pequeno.

Com efeito, seja U € By. Entdo existe ® <(7) = U € )Y solugao de (3.72). De (3.71)

sabemos que existe uma constante C' > 0 tal que

”UHy < C HAQUOHZ +C <||u1||1(DH2(Q))3 + ||u1||(H6(Q))3 + ||U’O||(H&(Q))3 + ||E0||H(cu’r’l,Q))
+0 (il

<H1(0)>3 || Lug — ug — aV X EglI(H&(Q))g + || Lug — up — aV x EO”) +
0

—HNMﬂ+MVxm+Vme+CT@ﬁM+WWQ.
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Pondo

Kl =C HAZUOHZ + C <||U1||?H2(Q))3 + ||u1||<Hé(Q))3 + ||U’0||(H&(Q))3 + ||E0||H(cu7’l,Q))

+C (||u1Hp1 s || Lug — ug — aV X EOH(H(%(Q)f + || Lug — ug — aV x EOH) +

(H§(®)
+ C (lur]] + oV x u; + V x Hypl|),
entao
~ 1P ~
U]y < Ky +CT (HUH +7| ) .
y Y
Mas U € Bg, logo
U]y < K1+ CT (K" + K).

K
Vamos escolher K > 1 tal que K; < 5 Dessa forma,
K
Ull,, < — +CTKP?.
Wiy =5+

Se escolhermos 1" > 0 tal que

CTKP ' <

N | —

entao
1Ully < K.

Conclusao: Com as escolhas de K e T feitas acima, teremos que

= (@)], <%
y
o que mostra que ¢ (Bg) C By.
b) ® é uma contragao. Sejam
u w
- v —~ z
U == ~ ,W - ~ € BK.
E ¢
H v
Entao existem
u w
v z
U= ,W - S BK
E ¢
H
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solugdes de (3.72) tais que
o(0)=v e o(W)=w
Chamando V = U — W segue V é solucao do problema nao homogéneo

d—V—Av+F(ﬁ)—F(W)

dt (3.74)
Vv (0) = 0.
Segue do Teorema 3.3 que valem as seguintes desigualdades
v @l, < /Ot F(0) ~F ()], ds, (3.75)
ol < [ (FEe)-r @) o (3.76)
Vi D], < /Ot j—; (F ((7 (s)> —F(W (s)>> s (3.77)

Procedendo-se como na demonstracao do Teorema 1.4, concluimos que existe constante

M = M (K), tal que
o (0) -2 (V)] < a7 |7 -],
Yy y
Escolhemos agora 7' > 0 de tal forma que
M(K)T < 1. (3.78)

Segue que ¢ é uma contragao em By . Tomemos Ty > 0 pequeno que satisfaga (3.73)-(3.78).

Entao, pelo Teorema do Ponto Fixo, existe um unico U € By tal que

ou seja, existe unica solugao (u,us, E, H) tal que

(w,u, B, H) € C ([0, To]; D (A%)) N C* ([0, T5] ; D (A)) N C* ([0, o) ; Z) -
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( 3
Uy — 0 (A 8u)+ut+anE:f(ut), em € x (0,00)

Ei+0E—-VXxXH—-aVxu =0, em x(0,00)
H+VxE=0, em Qx(0,00)
divE = divH =0, em £ x (0,00)
u(z,0)=wug(z) e u(x,0)=wus(x), em

E(z,0) = Eg(z) e H(z,0)= Hy(z), em €

u=0 e nxE=0, em I’ x (0, 00),

o que conclui a demonstragao. [J

3.3.2 Existéncia Global e Comportamento Assintético

No que segue, vamos usar a notacao

2 2 2 2 2
[(w, 0, B, H) [ = [ Lu|l” + l[oll” + 1 EI" + IV < H",

3
ov  Ov
2 2
(o, £, 1015 = [ 3 g e 19 % BI

Teorema 3.5 Sejam Iy e Iy como em (3.46) e (3.47). Suponha que f satisfaz as hipdteses
(A1). Dado (ug,us, Ey, Hy) € My N D ((A+ 3)2), existe 6 > 0 tal que se Iy = Iy + 1; < 0,

entdo o problema (3.52)-(3.58) possui uma tinica solug¢ao

(u,ue, B, H) € C ([0,00); My N D ((A+ B)*)) N C* ([0, 00); D (A + B)) N C* ([0, 0); Z),

satisfazendo
N (ot) vy (o8 E (1) H ) p < KL(A+6)%, Viz0,  (379)
(e (1) st (o 8) s B () Hy (o)) < KL (1+8)™2, V>0, (3.80)
1w (o t) ue (1), E(t) HC ), <KL (1+6)7, ¥it>0, (3.81)
l(we (- 8) yuge (- 8) , B () Hy (S 0))|, < K (1 + O, V>0, (3.82)
1B (Ol + e (1) < KL (14+8)72, V>0 (3.83)
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|H, ()| + |He (0| < KL, (L+8)7", Yt>0. (3.84)

Demonstracao: A existéncia de uma solugao local (u,us, E, H) de (3.52)-(3.58) na classe
C ([0, Trax); My N D ((A+ B)*))NC ([0, Trmax); My N D (A + B))NC? ([0, Thnax); Z) foi mostrada
na subsecao anterior.

Para concluir a existéncia de solugao global, é suficiente obter estimativas a priori no inter-
valo maximal de existéncia. A idéia é, entdo, fazer estimativas sobre

Ut)=(u(t),u (t),E(t),H(t)) utilizando a férmula de variagdo de parametros

Ut)=S(t) Uy + /t S (t—s)F(s)ds, (3.85)
onde
U U 0
vio=| " m=| ™| Fe=|
FE Ey 0
H H, 0

e S (t) denota o Grupo de clase Cy em X, dado pelo Corolario 3.1, associado ao problema
linear. Observe que, conforme comentamos no inicio da segao 3.3, estamos considerando o
problema (3.52)-(3.58) na forma (3.60).

Notemos inicialmente que, pelo Teorema 3.2,

1S (1) Ull < CL (1+1)72, (3.86)
IS @) Usll; < CL(1+¢)7", (3.87)
HiS(t) Uol| <CL(1+1)7, (3.88)
dt .
€
‘ Tsmyul <o+ (3.89)
dt ;

Seja K > 1 uma constante a ser fixada posteriormente, de modo conveniente, tal que

| (wo, u1, Eo, Ho)l| 5 + || (w1, e (0) , £ (0), Hy (0)||  +
+ 1 Ese (0)|| + llusee (0)]] < K1y, (3.90)
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| (wo, w1, Eo, Ho)ll ; + || (w1, ue (0) , £ (0), Hy (0)) ]|, +

+ || He (0)]] + || H (0)]| < K. (3.91)

Observagao 3.6 Da definicio de I (dada no Teorema 3.5), vemos que eziste uma constante

C >0 tal que
[ (o, w1, Eo, Ho)ll g + || (w1, w (0) , E£¢ (0) , Hy (0))]] p +
+ [[Et (O)]| + [Juee (0) || < C (Lo + 1) < Cls.
e
”(uO:ul’ E07 HO)“J + ||(u1>utt (O) 7Et (O) 7Ht (O))HJ +
+[[He (0)|| + | Hee (O)|| < C (Lo + 1) < CL.
donde

]iz {1l (uo, ur, Eo, Ho)ll g + [[(ur, use (0), £ (0), Hy (0)[| g + ([ Eee (O) + [Juee (0)[|} < C
%2 {ll(uo, ur, Eo, Ho)ll; + Il (ur, we (0), £ (0), Hy () + [ Hi (0)]] + [[Hee (0[]} < C.

Vamos entao, na discussao a sequir, escolher a constante K convenientemente, maior que a
constante C' acima e que vdrias outras constantes positivas independentes de 15 (veja (3.125)-
(3.126) ) e depois escolhemos Iy pequeno o qual combinado com argumentos de continuidade

dard o resultado do Teorema 3.5.

Suponhamos, por absurdo, que nao vale

(1462 {|[(u(t) ,ue (1), E (1), H DN g+ [[(ue () s wee () B (8), He (0)|| 5 +
+ | By ()] + [Juwe (0|} < K, em [0, Thyax), (3.92)

(L4 2) {{[(u(t) ,ue (), E () H (D), + (e () wee (8)  Ee (), He (8)|; +
| Hy ()] + || Hee (0|} < Ko, em [0, Thax)- (3.93)
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Segue de (3.90)-(3.91) e da continuidade das fungoes

s (L )2 L[ () (8), B (1) H () + [ e (8) e (), B (), Hy () ]+

B (0] + llwsse (2]}

t— (L) @), w @), E@), H@O), + [(w @) u (1), E (1) He @)1, +

HIH O + [[Hee (01}

que existe T € (0, Thax) satisfazendo

(i)
(L)% {1 () e () B () H ()] + (e (8) e (£) , By (8), Hy ()] +
+ 1B )] + lu (0]} < KL, em  [0,T), (3.94)
(i)
(L) {1 (t) e (1), B (), H @)+ e (8) ,we (8) B (2), Hy (8))]], +
|H, ()] + | Hu (0)]|} < KTo, em [0, 7). (3.95)
(441
(1+T)2 {||(u(T),u (T), E(T), H(T))| , +
11 (T, une (T, By (), He (T) | s + || Eat (D + et ()|} = K I, (3.96)

(L +T) {ll(u(T),u (T), E(T), H(T))ll, +
e (T) e (T) B (T), He (T) + [1He (D) | + [ Hie (T} = K. (3.97)

De (3.85) temos entao que

[ (8),ue (8), E(8), H ()l g < 15(1) UoHEJr/OtHS(t—S)F(S)HEd&
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donde, utilizando (3.86) e a anélise feita para o problema linear, obtemos
1 t 1
[(u (@), ue (), E @), H@)llp <CL(A+1)2 + C/ (I+t—s)21(s)ds,
0

onde

2

0

() 5

1) = If (s u+(/ZAUa

7,7=1

(f (us(s)) dﬂ?)

Observemos que, pela hipétese (A1) e pelo Lema 1.1,

op
Ou, ?
I ()l < Co s, < LI s (/ > A df") >
4,7=1 Li
com )
1 1\ /1" 3(p-1)
=(=—=) (=) = <
con(1-2) () -2
pois, por hipétese, g < p < 3. Por outro lado,
[y % (fmar) <
Zj@xj s 8232 s =
4,7=1
5 3
( [l ))H%(f(us)) dw)
2,7=1 v
2\ 2
< VA ( aa x) ,
onde
3 3
Al = (Z [ Al )
ij=1
Assim,
3 9 9 3
o . <
( / Z Ay () - g (F (w) dx) <
3. 3.0 9 2 3 3 3 S
< VI ( L33 o () dx> ~ VI ( [33 Va5
QS — Ij QS — Jf]
j=1 k=1 j=1 k=1
L du, | : ou
VAT [ S whe@l |52 de ) = VAT [ 95 @[5
Q]:l 1 ax] Q 1 81’]

2

(3.98)

(3.99)

D=

IN

[N}
U
S
N——
[NIES



que, usando a hipétese (A1), (3.8) e o fato que ug (-, s) € (H2(Q))® — (L= (Q))® para

s € [0,T7], nos da

(/Z g (7 () 8ii(f(us))dm> <

s )
ol )
< CTCQ lusll2 (/1211%3 gzjdx)% <
< \/Hcfﬂc A (/ZA”azj ng ) (3.101)

De (3.99)-(3.101) obtemos que

s 0 s
[(S) < Cle ’usH (=0 (/ZAUau az ) +

TA]| / Ous Ouy ?
- \/702C4H ZA”(%] 8:67, ’

e, portanto, no intervalo [0, 7] onde vale (3.94)-(3.97), temos que

v

[(s) <CKE{KI(1+s) 2 Y=LK, (1 +s)"}r+

1Al ~5yp-1 =
+\/FOCQC4{KIQ(1+5) PHEL(1+s) )=

£ A
=C1K{KPID (1+ 5)"20+0) 4 I ‘|0204KP]§ (1+ s)_%(p“) _

VCo

ey | VT ;
=C K{KPIE (1+s) () 4 o CoCyKPIP (14 5) 72+

ou seja,

I(s) < (ClK{)’ )Kpfp (1+5)"2¢*D (3.103)
ja que, por hipétese <p<3.De (3.98),(3.103) e do Lema 1.10 segue que

1

(u (t),ue (t), E (), H ()] < (c*h +C (ClKé’ + \)%"(b(h) Kp1§> (1+1)7°2,
(3.104)
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no intervalo [0, 7] onde vale (3.94)-(3.97).

Usando novamente a férmula de variacao de parametros (3.85) obtemos que
() e (1) B (1), H ()], < 1IS (1) UoHJJr/Ot ISt~ ) F (s)]], ds.
donde, utilizando (3.87) e a anélise feita para o problema linear, obtemos
|(w(t),uw(t),E(t),H(t))], <Cl(1+ £+ C/Ot (1+t—s)""1(s)ds. (3.105)

De (3.103), (3.105) e do Lema 1.10 segue que

1w (), ue (), E(t), H @), < ((712 +C (011(5 + %@@) K ) (1+)7,

(3.106)
no intervalo [0, 7] onde vale (3.94)-(3.97). Da equagao (3.54) e de (3.106) obtemos também

que
Al

VCo

IH, ()] < ((112 +C (ClKé’ + 0204> szg) 1+1)7", (3.107)

no intervalo [0, 7] onde vale (3.94)-(3.97).
Agora derivamos, em relacao a t, a equacao (3.85) e obtemos

U, (1) - %S(t) U+ S () F (0) + OtS(t —8) G (s)ds. (3.108)

onde

G (3) = (Oag (Usauss) ) 070) )

% (f (us)) - (vfl (us) * Uss, va (Us) * Uss, vf3 (us) ' uss) .

De (3.88) e (3.108) obtemos que

g (u37 uss) -

t ..
(e, wee, By Hy) || < CLo (1+8) 7% +CT(0) (1+t)2+0/ (1+t—s)"21(s)ds, (3.109)
0

onde
I(0) = [|f (w)]| + (/Q Z Aij% (f (u1)) - aii (f (ul))da:> (3.110)
F(s) = |lg (s ()] + ( / Z%%(g (s (51) 5 9 (o <s>>>czx> BNCREE)
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Temos, por (3.102), que

)

P

3 2
ou, Ou
1(0) <C,KP (1-0)p / Az_l L
(0) < CiKG |luall Qi;jl ]axj D, T +

. (3.112)
VA Ouy Ou ?
el ullhoy | | ZA G Gda ) < e
Agora estimamos I (s). Observe que, pela hipétese (A;) e pelo Lema 1.1,
3 % 3 %
g (us)|| = (/QZIW (us)-uss|2dx> < (/QZIV]% (us)|2|uss|2dx> -
i=1 i=1
([ @Rk ar) < ([ fe? ufar) <
Q Q
o ( [ hufran) ™ ([ e de)” = ooty ol <
9 S-1)
< p—1 (1-6)(p—1) / us us '
C2K “us || ZZI Azy 81‘] 6%
9
Ougs Ou ’
(1-0) ss ss
Ko [|uss|| (/ ; on, d:c) : (3.113)
com 0 = (p—1) < 1. Por outro lado,
2p
B0 ) : N 2 \®
< —_— pr—
|3 s ) g tatwpds ) < VIAT( [ 3|5 (o )| ds
i,j=1 J j=1 J
.| o
= A a s SS
i (/ZZ 5o (V0 ()]
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ou seja

</ > Augr(o(u)) -5 <g<us>>das> <

1,7=1

< VAT [ 1 33|

Jj=1 k=1

3

+V2TA] (/Qw Wi 2|3

=1

8u55

Ly

Note porém que

5 ) = (5 (G2 ) g (G2 ) g (G ) -

(7 (22) ) -2 (5 (22) )2 (o () ) - 2)

B 2 > O fs du, |?
s ] =32|(v (5) ) -5
ou, 2 3 of, 2

|0z Z_: v(@xi)(us) ’

donde

8us

L

i,k=

( [ 5o () 56 <us>>dx>

2,j=1
3
V2TA] (/ L Z
%
]us|2(p_2) dx)

=1
1

2

dx) ,

[N

3

" 2I|AII</Q|Vf 3|5

=1

Oou,

Ly

Ouy |

< VAl [ 2[5

auss
8xj

VAT [ S

Jj=
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onde usamos a hipdtese (A;). Segue que

1
2

</ZAZJ8 g (us)) - %(9(%))6&) <

i,7=1
1
2
dx) +

\/ 2||14 C12 ‘(p 1) (/ Z auss . aussdx> <
2,j=1

i 81’ axz
< V21 A[|Cs [fus|| L7 (/ IUSSIGdI) ( ( ) dl’)
Q =1

\/2||A C2 0 (/ZA Ouyy du, >

9 Or; ;i Oz

8u5

O

\/2”14 CS |U5Hp 2 </| Uss

(NI

Ou
Oz,

i,7=1
isto é,

1
2

</"§jAwa w)- §%<gwgwm> <

3,7=1

\MMwwwwwd/Z
\/WOQ ||p1 (/ZA auss aussd

g al'] 8%

Gus

7,7=1

3:1:]-

< V2| A[|C5Cr | ’USH HQ(Q) s [|tss |6 (Z
j=1

)

\/QHA 0207 @D (/Z 3“38.‘9“55dx), (3.114)

HZ(Q) ] 81’j axz

i,j=1
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pois, como sabemos, u (-, s) € (H2(Q))® — (L>(Q))*, para s € [0,T]. Segue de (3.111),

(3.113) e (3.114) que

22
2

S-1)
ou
< Kp 1 1-6)(p—1) / A us s .
( ) 02 HuSH zjzl 1]8 amz dl'
ou (9u
K o (1-6) / Az Ss ssd
+ V2 [|A]|C3Cx [us] |(p 2) )3 [[ess] < )

U 8xj 8951

3

8u5

Para concluir esta estimativa, usamos em (3.115) as desigualdades de Sobolev e de Gagliardo-

Nirenberg, e obtemos que

-1
~ Ou, 6’us
I(s) <02K”1HusH””1</Z or. o, x) .

[ SIS

Ol 6uss
KOHuss |(1 ) (/ZAz] aa’; 81’ dx ) +
i i

(3.116)

1
Ougs Ol ’ 3 1
Ci @22, (/ > A md) o el

_ Olgs 8u53 ?
+Cs [l g ( / § Aige T ) -
i 7

De (3.116) concluimos que, no intervalo [0, 7] onde vale (3.94)-(3.97),

I(s) <CyK'YKIL(1+ 3)—%}(179)@71){]{]2 (14 s)" 10D,
Fo{K L (14 5) 200K D (14 5) ')+
+C{K L (14 5) 230 (KL (1+5)  HEL (1+5) 2} H{K L (1+5) 2 }i+
+C{ KT (14 8) 20K, (14 5) 7'} <

< CQKS)KPIS (1 -+ 5)_<%) + Cnglg (1 + S)—%(p-f-l) + Cngfg (1 + S)—%(p—&-l) :
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isto é,
T(s) < CoKPIE(1+5) 2®Y (3.117)
no intervalo [0, 7] onde vale (3.94)-(3.97). De (3.109), (3.112),(3.117) e do Lema 1.10 segue

que

N

”(ut, Ut Et, Ht)HE S (O]Q + 0515 + COngI§> (1 + t)_ s (3118)

no intervalo [0, 7] onde vale (3.94)-(3.97).
Usando (3.89) e (3.108) obtemos que

t
| (e, sty By, Hy)||, < CLy (14+6)" +CI(0) (1+18)"" + 0/ (14+t—s)""1(s)ds, (3.119)
0
que, por (3.112),(3.117) e pelo Lema 1.10 conclui-se que
| (ue, wee, By, Hy)||; < (Cly + G513 + CCyKPIE) (1 +1) 7" (3.120)

no intervalo [0, 7] onde vale (3.94)-(3.97).

Agora, da prépria equagao (3.52), temos que
[z (D) < N Lwe ()] + [Juze ()] + [V 5 By (8)]] 4 llg (s (£) , e (2))]] -

Segue, portanto, de (3.113), (3.117), (3.118), (3.120) e da desigualdade anterior que

NI

lue]] < [(24+ ) CL+ (24 «) Cs15 + Cy (2C + aC + 1) KPIY] (1 4+ t)~ (3.121)
no intervalo [0, 7] onde vale (3.94)-(3.97). Também, de (3.53), obtemos

[Eull < o l[Eell + [[V X Hill + a[[V X ugl],
que, por (3.118), concluimos que

1Eu|l < (140 +a) (CL + CsI? + CCoKPIE) (1 4+1) 72, (3.122)

no intervalo [0, 7] onde vale (3.94)-(3.97).
Finalmente, da equagao (3.54) e de (3.120) obtemos

| Hy|| < (Cly+ C5IP + CCoKPIE) (1 + 1), (3.123)
no intervalo [0, 7] onde vale (3.94)-(3.97).
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Vemos entao, de (3.104), (3.106), (3.107), (3.118) e (3.120)-(3.123) que existe constante
d > 0 tal que

[(u () ue @), E(t), H ()5 + [[(ue @), uw (t), B (¢), He ()| g + [[ B (O] + lwewe ()] <
<d(1+ B+ KPI Y L (141)72

[ () e (8) B (8), H ()] + [ Cue () 5 e () 5 Ex (8), He ()| + [[He (D] + | Hye ($)]] <

<d(1+ B+ K'Y L(1+1)77,

no intervalo [0, 7] onde vale (3.94)-(3.97).

Escolhemos agora K suficientemente grande tal que K > d e
(K —a\7T (K—d\iT

d(Iy '+ KPIVY) < K —d,

Com estas escolhas,

ou seja,

d(1+ 1"+ K1Y < K.

Assim, vemos que com a hipdtese (3.124),

(L)% {1 (8) e (£) B (8) H () + e (£) e (£), B (£) , Hy (1)) 5+
1B O + [Jwee ()]} < K1 (3.125)

(U 2) Ll (8) e (), E(E), H ()] 5 + [ Cue (8, uee (2)  Ex (2) , He (8)]; +
+ 1 He Ol + [ He ()N} < KL (3.126)

em [0,77], o que contradiz (3.96)-(3.97). Portanto, sob a hipétese (3.124), temos que (3.92)-
(3.93) vale em [0, Tinax)- Isto implica que a solucado local (u,u;, E, H) existe globalmente no

tempo e as estimativas (3.94)-(3.95) valem, de fato, para todo t > 0. O
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Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia
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