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Resumo

Farias, Marcelo Ferreira. Módulos de aplicações multilineares. Rio de Janeiro,

2008. Tese (Doutorado em Ciências Matemáticas). Instituto de Matemática, Universidade

Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2008.

Nesta tese provamos que certos módulos bornológicos de aplicações multilineares são

isomorfos a limites projetivos bornológicos de módulos bornológicos de aplicações mul-

tilineares. Provamos, ainda, que certos módulos topológicos de aplicações multilineares

são isomorfos a limites projetivos topológicos de módulos topológicos de aplicações mul-

tilineares. As demonstrações de tais resultados dependem do caso linear, o qual também

é examinado em nosso trabalho.
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Abstract

Farias, Marcelo Ferreira. Módulos de aplicações multilineares. Rio de Janeiro,

2008. Tese (Doutorado em Ciências Matemáticas). Instituto de Matemática, Universidade

Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2008.

In this thesis we prove that certain bornological modules of multilinear mappings

are isomorphic to bornological projective limits of bornological modules of multilinear

mappings. We also prove that certain topological modules of multilinear mappings are

isomorphic to topological projective limits of topological modules of multilinear mappings.

The proofs of such results depend upon the linear case, which is also examined in our

work.
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Introdução

Um fato básico da teoria dos módulos assegura que se E e F são dois módulos sobre

um mesmo anel comutativo tais que E é um limite indutivo arbitrário de módulos e F é

um limite projetivo arbitrário de módulos, então o módulo de aplicações lineares de E em

F é isomorfo a um limite projetivo de certos módulos de aplicações lineares. O objetivo

principal desta tese é estabelecer resultados análogos ao que acabamos de mencionar

em outros contextos, tanto no caso linear quanto no caso multilinear, como passamos a

descrever.

No Caṕıtulo II, consideramos o caso linear. Inicialmente, provamos que se E é um

limite indutivo bornológico arbitrário de módulos bornológicos e F é um limite proje-

tivo bornológico arbitrário de módulos bornológicos, então o módulo das aplicações line-

ares limitadas de E em F , munido da bornologia da eqüilimitação, é isomorfo (como

módulo bornológico) a um limite projetivo bornológico de certos módulos bornológicos

de aplicações lineares limitadas. Em seguida, provamos que se E é um limite indutivo

topológico arbitrário de módulos topológicos e F é um limite projetivo topológico ar-

bitrário de módulos topológicos, então o módulo das aplicações lineares cont́ınuas de E
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em F , munido da bornologia da eqüicontinuidade, é isomorfo (como módulo bornológico)

a um limite projetivo bornológico de certos módulos bornológicos de aplicações lineares

cont́ınuas. Mostramos, ainda, a validade de um resultado análogo quando são conside-

rados conjuntos eqüilimitantes em certos módulos de aplicações lineares limitantes. Fi-

nalmente, mostramos que certos módulos topológicos de aplicações lineares limitadas,

munidos de topologias de convergência uniforme naturais, são isomorfos a limites proje-

tivos topológicos de módulos topológicos de aplicações lineares limitadas. Cabe mencionar

que casos particulares dos resultados aqui estabelecidos foram obtidos em [11] no contexto

dos espaços vetoriais bornológicos e dos espaços vetoriais topológicos sobre um corpo não

trivialmente valorizado completo.

No Caṕıtulo III, parte central do nosso trabalho, enfocamos o caso multilinear. No

Teorema 3.7, estendemos o primeiro resultado mencionado no parágrafo anterior e, no

Teorema 3.12, fazemos o mesmo com o terceiro resultado. Finalmente, no Teorema

3.15, provamos que certos módulos topológicos de aplicações multilineares limitadas (mu-

nidos de topologias de convergência uniforme naturais) são isomorfos a limites projetivos

topológicos de módulos topológicos de aplicações multilineares limitadas. A demonstração

de todos os resultados é feita por indução. O caso bilinear, primeiro passo da indução,

segue do caso linear e o segundo passo segue do caso linear e da hipótese de indução.

O trabalho é complementado com o Caṕıtulo I, no qual fixamos os preliminares

necessários à compreensão do texto.
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Caṕıtulo 1

Preliminares sobre módulos

bornológicos e módulos topológicos

Neste trabalho R designará um anel comutativo com elemento unidade 1 6= 0 e R-

módulo significará R-módulo unitário.

1.1 Limites projetivos e limites indutivos de módulos

Inicialmente, lembremos alguns conceitos e fatos básicos de Álgebra Linear, que podem

ser encontrados em [4] (ver também [8]).

Definição 1.1. Seja (Eα, uαβ)α∈I um sistema projetivo de R-módulos.(Isto significa que I

é um conjunto não-vazio munido de uma relação de ordem parcial ≤, Eα é um R-módulo

para todo α ∈ I, uαβ : Eβ → Eα é uma aplicação R-linear para α, β ∈ I com α ≤ β,
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uαα = 1Eα para todo α ∈ I e uαβ ◦ uβγ = uαγ para α, β, γ ∈ I com α ≤ β ≤ γ.)

Eγ
uβγ //

uαγ   B
BB

BB
BB

B
Eβ

uαβ~~||
||

||
||

Eα

Seja E o R-módulo produto
∏
α∈I

Eα e definamos

lim
←−

Eα = {x ∈ E; (uαβ ◦ prβ)(x) = prα(x), sempre que α ≤ β},

onde prα : E→Eα é a projeção de E em Eα para todo α ∈ I. lim
←−

Eα é um submódulo

de E, dito o limite projetivo do sistema (Eα, uαβ)α∈I . Para cada α ∈ I, a restrição uα

de prα a lim
←−

Eα é dita a aplicação R-linear canônica de lim
←−

Eα em Eα. Por construção,

uα = uαβ ◦ uβ, sempre que α ≤ β.

Eβ
uαβ // Eα

lim
←−

Eα

uα

<<yyyyyyyyuβ

bbEEEEEEEE

Cabe observar que, se (Eα)α∈I é uma famı́lia de R-módulos (onde I é um conjunto

não-vazio arbitrário) e E é o R-módulo produto
∏
α∈I

Eα, então munindo I da relação de

igualdade e definindo uαα = 1Eα para todo α ∈ I, tem-se que (Eα, uαα)α∈I é um sistema

projetivo de R-módulos tal que lim
←−

Eα = E.

Proposição 1.2. Mantidas as notações da Definição 1.1, vale a seguinte propriedade
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universal: para todo R-módulo F e para toda famı́lia (vα)α∈I de aplicações R-lineares

vα : F →Eα satisfazendo vα = uαβ ◦ vβ para α ≤ β, existe uma única aplicação R-linear

v : F → lim
←−

Eα tal que vα = uα ◦ v para todo α ∈ I.

F

vβ
��=

==
==

==
=

vα // Eα F

vα
��=

==
==

==
=

v // lim
←−

Eα

uα
||yyyyyyyy

Eβ

uαβ

??��������
Eα

Definição 1.3. Seja (Eα, uβα)α∈I um sistema indutivo de R-módulos.(Isto significa que I

é um conjunto não-vazio munido de uma relação de ordem parcial ≤, Eα é um R-módulo

para todo α ∈ I, uβα : Eα → Eβ é uma aplicação R-linear para α, β ∈ I com α ≤ β,

uαα = 1Eα para todo α ∈ I e uγβ ◦ uβα = uγα para α, β, γ ∈ I com α ≤ β ≤ γ.)

Eα

uβα //

uγα   A
AA

AA
AA

A
Eβ

uγβ~~}}
}}

}}
}}

Eγ

Seja E o R-módulo soma direta
⊕
α∈I

Eα e, para cada α ∈ I, seja λα : Eα → E a

injeção canônica. Seja M o submódulo de E gerado por todos os elementos da forma

λα(xα)− (λβ ◦ uβα)(xα), onde α ≤ β e xα ∈ Eα, e definamos

lim
−→

Eα = E/M.

O R-módulo lim
−→

Eα é dito o limite indutivo do sistema (Eα, uβα)α∈I . Sejam π : E→ lim
−→

Eα
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a sobrejeção canônica e, para cada α ∈ I, uα = π◦λα : Eα→ lim
−→

Eα; uα é dita a aplicação

R-linear canônica de Eα em lim
−→

Eα. Por construção, uα = uβ ◦ uβα, sempre que α ≤ β,

e lim
−→

Eα =

[⋃
α∈I

uα(Eα)

]
. Além disso, se para quaisquer α, β ∈ I existir γ ∈ I tal que

α ≤ γ e β ≤ γ, então lim
−→

Eα =
⋃
α∈I

uα(Eα).

Eα

uβα //

uα ""E
EEEEEEE

Eβ

uβ||yy
yy

yy
yy

lim
−→

Eα

Cabe observar que, se (Eα)α∈I é uma famı́lia de R-módulos (onde I é um conjunto

não-vazio arbitrário) e E é o R-módulo soma direta
⊕
α∈I

Eα, então munindo I da relação

de igualdade e definindo uαα = 1Eα para todo α ∈ I, tem-se que (Eα, uαα)α∈I é um sistema

indutivo de R-módulos tal que lim
−→

Eα = E.

Proposição 1.4. Mantidas as notações da Definição 1.3, vale a seguinte propriedade

universal: para todo R-módulo F e para toda famı́lia (vα)α∈I de aplicações R-lineares

vα : Eα→F satisfazendo vα = vβ ◦ uβα para α ≤ β, existe uma única aplicação R-linear

v : lim
−→

Eα→F tal que vα = v ◦ uα para todo α ∈ I.

Eα

uβα
��?

??
??

??
?

vα // F lim
−→

Eα
v // F

Eβ

vβ

@@��������
Eα

uα

bbEEEEEEEE vα

@@��������
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1.2 Limites projetivos e limites indutivos de módulos

bornológicos

Lembremos que um conjunto B de partes de um conjunto X é uma bornologia em X, e

(X,B) é um conjunto bornológico, se as seguintes condições são satisfeitas: {x} ∈ B para

todo x ∈ X; as relações B1 ∈ B e B2 ⊂ B1 implicam B2 ∈ B; e as relações B1, B2 ∈ B

implicam B1 ∪B2 ∈ B. Dados (X,B) e (Y, C) dois conjuntos bornológicos, uma aplicação

f : (X,B) → (Y, C) é limitada (ou B-C-limitada) se f(B) ∈ C para todo B ∈ B. Os fatos

básicos sobre conjuntos bornológicos podem ser encontrados em [7] ou [11].

A partir deste instante, suporemos R um anel topológico, cuja topologia será designada

por τR.

A seguir, lembraremos alguns fatos básicos sobre módulos bornológicos que podem ser

encontrados em [10].

Seja (E,B) um par formado por um R-módulo E e uma bornologia B em E. Diz-se que

B é uma bornologia de R-módulo, e (E,B) é um R-módulo bornológico, se as aplicações

(x, y) ∈ (E×E,B×B) 7−→ x+y ∈ (E,B)

e

(λ, x) ∈ (R×E,BR×B) 7−→ λx ∈ (E,B)

são limitadas, onde BR designa a bornologia em R formada por todos os subconjuntos

τR-limitados de R ([12], Definição 15.1).
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Proposição 1.5. Sejam ((Eα,Bα))α∈I uma famı́lia não-vazia de R-módulos bornológicos,

E um R-módulo e, para cada α ∈ I, seja uα : E→Eα uma aplicação R-linear. Seja B a

bornologia inicial para a famı́lia ((Eα,Bα), uα)α∈I , isto é,

B = {B ⊂ E; uα(B) ∈ Bα para todo α ∈ I}.

Então (E,B) é um R-módulo bornológico. Por conseqüência, vale a seguinte propriedade

universal: para todo R-módulo bornológico (F, C) e para toda aplicação R-linear u : F →E,

tem-se que u : (F, C)→ (E,B) é limitada se, e somente se, uα ◦ u : (F, C)→ (Eα,Bα) é

limitada para todo α ∈ I.

(E,B)
uα // (Eα,Bα)

(F, C)

u

ddIIIIIIIII

uα◦u
99sssssssss

Corolário 1.6. Sejam ((Eα,Bα))α∈I uma famı́lia não-vazia de R-módulos bornológicos e∏
α∈I

Bα a bornologia produto em
∏
α∈I

Eα. Então

(∏
α∈I

Eα,
∏
α∈I

Bα

)
é um R-módulo bornológico.

Demonstração. Seja E o R-módulo produto
∏
α∈I

Eα. Como
∏
α∈I

Bα é a bornologia inicial

para a famı́lia ((Eα,Bα), prα)α∈I , onde prα : E→Eα é a projeção de E em Eα para todo

α ∈ I, o resultado segue imediatamente da Proposição 1.5.

Definição 1.7. Seja ((Eα,Bα), uαβ)α∈I um sistema projetivo de R-módulos bornológicos.

(Isto significa que I é um conjunto não-vazio munido de uma relação de ordem parcial

≤, (Eα,Bα) é um R-módulo bornológico para todo α ∈ I, uαβ : (Eβ,Bβ) → (Eα,Bα) é

8



uma aplicação R-linear limitada para α, β ∈ I com α ≤ β, uαα = 1Eα para todo α ∈ I e

uαβ ◦ uβγ = uαγ para α, β, γ ∈ I com α ≤ β ≤ γ.)

(Eγ,Bγ)
uβγ //

uαγ &&LLLLLLLLLL
(Eβ,Bβ)

uαβxxrrrrrrrrrr

(Eα,Bα)

Sejam lim
←−

Eα e uα (α ∈ I) como na Definição 1.1, e munamos lim
←−

Eα da bornologia

inicial B para a famı́lia ((Eα,Bα), uα)α∈I . Pela Proposição 1.5, (lim
←−

Eα,B) é um R-módulo

bornológico, dito o limite projetivo bornológico do sistema ((Eα,Bα), uαβ)α∈I .

Cabe observar que, se ((Eα,Bα))α∈I é uma famı́lia de R-módulos bornológicos (onde I

é um conjunto não-vazio arbitrário), então munindo I da relação de igualdade e definindo

uαα = 1Eα para todo α ∈ I, tem-se que ((Eα,Bα), uαα)α∈I é um sistema projetivo de R-

módulos bornológicos e seu limite projetivo bornológico coincide com

(∏
α∈I

Eα,
∏
α∈I

Bα

)
.

Proposição 1.8. Sejam ((Eα,Bα), uαβ)α∈I e (lim
←−

Eα,B) como na Definição 1.7. Então

vale a seguinte propriedade universal: para todo R-módulo bornológico (F, C) e para toda

famı́lia (vα)α∈I de aplicações R-lineares limitadas vα : (F, C) → (Eα,Bα) satisfazendo

vα = uαβ ◦ vβ para α ≤ β, existe uma única aplicação R-linear limitada v : (F, C) →

(lim
←−

Eα,B) tal que vα = uα ◦ v para todo α ∈ I, onde uα : lim
←−

Eα → Eα é a aplicação

9



R-linear canônica para todo α ∈ I.

(F, C)

vβ $$I
IIIIIIIII

vα // (Eα,Bα) (F, C)

vα
$$I

IIIIIIIII
v // (lim

←−
Eα,B)

uα
xxqqqqqqqqqq

(Eβ,Bβ)

uαβ

99sssssssssss
(Eα,Bα)

Demonstração. Pela Proposição 1.2, existe uma única aplicação R-linear v : F → lim
←−

Eα

tal que vα = uα ◦ v para todo α ∈ I. Além disso, v : (F, C)→(lim
←−

Eα,B) é limitada, visto

que, para cada C ∈ C, uα(v(C)) = vα(C) ∈ Bα para todo α ∈ I.

Proposição 1.9. Sejam ((Eα,Bα))α∈I uma famı́lia não-vazia de R-módulos bornológicos,

E um R-módulo e, para cada α ∈ I, seja uα : Eα →E uma aplicação R-linear. Então

existe uma única bornologia B em E que o torna um R-módulo bornológico, final para a

famı́lia ((Eα,Bα), uα)α∈I , no seguinte sentido: para todo R-módulo bornológico (F, C) e

para toda toda aplicação R-linear u : E→F , tem-se que u : (E,B)→(F, C) é limitada se,

e somente se, u ◦ uα : (Eα,Bα)→(F, C) é limitada para todo α ∈ I.

(E,B) u // (F, C)

(Eα,Bα)

uα

eeKKKKKKKKKK u◦uα

99sssssssss

Demonstração. Com efeito, basta tomar B como a bornologia em E que possui como

base todos os conjuntos da forma

L1T1 + . . . + LmTm + uα1(Bα1) + . . . + uαn(Bαn),

10



onde m, n ∈ N∗, L1, . . . , Lm ∈ BR, T1, . . . , Tm são subconjuntos finitos de E, α1, . . . , αn ∈

I, Bα1∈Bα1 , . . . , Bαn ∈ Bαn .

Observação 1.10. Sob as hipóteses da Proposição 1.9, se E =

[⋃
α∈I

uα(Eα)

]
, então os

conjuntos da forma uα1(Bα1)+ . . . +uαn(Bαn), onde n ∈ N∗, α1, . . . , αn ∈ I, Bα1 ∈

Bα1 , . . . , Bαn ∈ Bαn , constituem uma base para B.

Definição 1.11. Sejam ((Eα,Bα))α∈I uma famı́lia não-vazia de R-módulos bornológicos,

E o R-módulo
⊕
α∈I

Eα e, para cada α ∈ I, seja λα : Eα→E como na Definição 1.3. Se⊕
α∈I

Bα é a bornologia de R-módulo final em E para a famı́lia ((Eα,Bα), λα)α∈I (Proposição

1.9), (E,
⊕
α∈I

Bα) é dita a soma direta bornológica da famı́lia ((Eα,Bα))α∈I .

Definição 1.12. Seja ((Eα,Bα), uβα)α∈I um sistema indutivo de R-módulos bornológicos.

(Isto significa que I é um conjunto não-vazio munido de uma relação de ordem parcial

≤, (Eα,Bα) é um R-módulo bornológico para todo α ∈ I, uβα : (Eα,Bα) → (Eβ,Bβ) é

uma aplicação R-linear limitada para α, β ∈ I com α ≤ β, uαα = 1Eα para todo α ∈ I e

uγβ ◦ uβα = uγα para α, β, γ ∈ I com α ≤ β ≤ γ.)

(Eα,Bα)
uβα //

uγα &&LLLLLLLLLL
(Eβ,Bβ)

uγβxxrrrrrrrrrr

(Eγ,Bγ)

Sejam lim
−→

Eα e uα (α ∈ I) como na Definição 1.3, e munamos lim
−→

Eα da bornologia

de R-módulo final B para a famı́lia ((Eα,Bα), uα)α∈I (Proposição 1.9). (lim
−→

Eα,B) é dito

o limite indutivo bornológico do sistema ((Eα,Bα), uβα)α∈I .

11



Cabe observar que, se ((Eα,Bα))α∈I é uma famı́lia de R-módulos bornológicos (onde I

é um conjunto não-vazio arbitrário), então munindo I da relação de igualdade e definindo

uαα = 1Eα para todo α ∈ I, tem-se que ((Eα,Bα), uαα)α∈I é um sistema indutivo de R-

módulos bornológicos e seu limite indutivo bornológico coincide com

(⊕
α∈I

Eα,
⊕
α∈I

Bα

)
.

Proposição 1.13. Sejam ((Eα,Bα), uβα)α∈I e (lim
−→

Eα,B) como na Definição 1.12. Então

vale a seguinte propriedade universal: para todo R-módulo bornológico (F, C) e para toda

famı́lia (vα)α∈I de aplicações R-lineares limitadas vα : (Eα,Bα)→(F, C) satisfazendo vα =

vβ ◦ uβα para α ≤ β, existe uma única aplicação R-linear limitada v : (lim
−→

Eα,B)→(F, C)

tal que vα = v◦uα para todo α ∈ I, onde uα : Eα→ lim
−→

Eα é a aplicação R-linear canônica

para todo α ∈ I.

(Eα,Bα)

uβα %%KKKKKKKKKKK
vα // (F, C) (lim

−→
Eα,B) v // (F, C)

(Eβ,Bβ)

vβ

::uuuuuuuuuu
(Eα,Bα)

uα

ffMMMMMMMMMM vα

::uuuuuuuuuu

Demonstração. Análoga à da Proposição 1.8, bastando aplicar as Proposições 1.4 e 1.9.

1.3 Limites projetivos e limites indutivos de módulos

topológicos

Finalmente, nesta seção, lembraremos alguns fatos sobre módulos topológicos.
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Proposição 1.14 ([12], Teorema 12.5). Sejam ((Eα, τα))α∈I uma famı́lia não-vazia de R-

módulos topológicos, E um R-módulo e, para cada α ∈ I, seja uα : E→Eα uma aplicação

R-linear. Seja τ a topologia inicial para a famı́lia ((Eα, τα), uα)α∈I ([5], p.28, Proposição

4). Então (E, τ) é um R-módulo topológico. Por conseqüência, vale a seguinte propriedade

universal : para todo R-módulo topológico (F, θ) e para toda aplicação R-linear u : F →E,

tem-se que u : (F, θ)→ (E, τ) é cont́ınua se, e somente se, uα ◦ u : (F, θ)→ (Eα, τα) é

cont́ınua para todo α ∈ I.

(E, τ)
uα // (Eα, τα)

(F, θ)

u

ddHHHHHHHHH
uα◦u

99ttttttttt

Em particular, se ((Eα, τα))α∈I é uma famı́lia não-vazia de R-módulos topológicos,

então

(∏
α∈I

Eα,
∏
α∈I

τα

)
é um R-módulo topológico.

Definição 1.15. Seja ((Eα, τα), uαβ)α∈I um sistema projetivo de R-módulos topológicos.

(Isto significa que I é um conjunto não-vazio munido de uma relação de ordem parcial

≤, (Eα, τα) é um R-módulo topológico para todo α ∈ I, uαβ : (Eβ, τβ)→ (Eα, τα) é uma

aplicação R-linear cont́ınua para α, β ∈ I com α ≤ β, uαα = 1Eα para todo α ∈ I e

uαβ ◦ uβγ = uαγ para α, β, γ ∈ I com α ≤ β ≤ γ.)

(Eγ, τγ)
uβγ //

uαγ %%LLLLLLLLLL
(Eβ, τβ)

uαβyyrrrrrrrrrr

(Eα, τα)
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Sejam lim
←−

Eα e uα (α ∈ I) como na Definição 1.1, e munamos lim
←−

Eα da topologia

inicial τ para a famı́lia ((Eα, τα), uα)α∈I . Pela Proposição 1.14, (lim
←−

Eα, τ) é um R-módulo

topológico, dito o limite projetivo topológico do sistema ((Eα, τα), uαβ)α∈I .

Cabe observar que, se ((Eα, τα))α∈I é uma famı́lia de R-módulos topológicos (onde I é

um conjunto não-vazio arbitrário), então munindo I da relação de igualdade e definindo

uαα = 1Eα para todo α ∈ I, tem-se que ((Eα, τα), uαα)α∈I é um sistema projetivo de

R-módulos topológicos e seu limite projetivo topológico coincide com

(∏
α∈I

Eα,
∏
α∈I

τα

)
.

Proposição 1.16. Sejam ((Eα, τα), uαβ)α∈I e (lim
←−

Eα, τ) como na Definição 1.15. Então

vale a seguinte propriedade universal: para todo R-módulo topológico (F, θ) e para toda

famı́lia (vα)α∈I de aplicações R-lineares cont́ınuas vα : (F, θ)→(Eα, τα) satisfazendo vα =

uαβ ◦ vβ para α ≤ β, existe uma única aplicação R-linear cont́ınua v : (F, θ)→(lim
←−

Eα, τ)

tal que vα = uα◦v para todo α ∈ I, onde uα : lim
←−

Eα→Eα é a aplicação R-linear canônica

para todo α ∈ I.

(F, θ)

vβ $$I
IIIIIIIII

vα // (Eα, τα) (F, θ)

vα
$$I

IIIIIIIII
v // (lim

←−
Eα, τ)

uα
xxrrrrrrrrrr

(Eβ, τβ)

uαβ

99tttttttttt
(Eα, τα)

Demonstração. Análoga à da Proposição 1.8.

Proposição 1.17 ([1], Proposição 1.4.2). Sejam ((Eα, τα))α∈I uma famı́lia não-vazia de

R-módulos topológicos, E um R-módulo e, para cada α ∈ I, seja uα : Eα → E uma

aplicação R-linear. Então existe uma única topologia τ em E que o torna um R-módulo

14



topológico, final para a famı́lia ((Eα, τα), uα)α∈I , no seguinte sentido: para todo R-módulo

topológico (F, θ) e para toda aplicação R-linear u : E→F , tem-se que u : (E, τ)→ (F, θ)

é cont́ınua se, e somente se, u ◦ uα : (Eα, τα)→(F, θ) é cont́ınua para todo α ∈ I.

(E, τ) u // (F, θ)

(Eα, τα)

uα

eeJJJJJJJJJ u◦uα

99ttttttttt

Observação 1.18. Mantidas as notações da Proposição 1.17, se I é um conjunto não-

vazio finito, digamos I = {α1, . . . , αn}, e E =

[⋃
α∈I

uα(Eα)

]
, então um sistema fundamen-

tal de τ -vizinhanças de 0 em E é dado pelo conjunto

V = {uα1(Uα1)+· · ·+uαn(Uαn); onde Uαi
é uma ταi

-vizinhança de 0 em Eαi
, i = 1, . . . , n}.

De fato, denotemos por τV a topologia de R-módulo em E que possui V como sistema

fundamental de vizinhanças de 0 ([12], Teorema 12.3). Como uα : (Eα, τα)→ (E, τV) é

cont́ınua para todo α ∈ I, τV é menos fina do que τ . Provemos que τ é menos fina do que

τV . De fato, seja V uma τ -vizinhança de 0 em E. Então existe uma τ -vizinhança V1 de 0

em E tal que

V1+ · · ·+V1︸ ︷︷ ︸
n vezes

⊂ V.

Como, para cada i = 1, . . . , n, uαi
é ταi

-τ -cont́ınua, existe uma ταi
-vizinhança Uαi

de 0

15



em Eαi
tal que uαi

(Uαi
) ⊂ V1. Logo

uα1(Uα1)+ · · ·+uαn(Uαn) ⊂ V,

e τ é menos fina do que τV .

Definição 1.19. Sejam ((Eα, τα))α∈I uma famı́lia não-vazia de R-módulos topológicos,

E o R-módulo
⊕
α∈I

Eα e, para cada α ∈ I, seja λα : Eα→E a injeção canônica. Se
⊕
α∈I

τα

é a topologia de R-módulo final em E para a famı́lia ((Eα, τα), λα)α∈I (Proposição 1.17),

(E,
⊕
α∈I

τα) é dita a soma direta topológica da famı́lia ((Eα, τα))α∈I .

Definição 1.20. Seja ((Eα, τα), uβα)α∈I um sistema indutivo de R-módulos topológicos.

(Isto significa que I é um conjunto não-vazio munido de uma relação de ordem parcial

≤, (Eα, τα) é um R-módulo topológico para todo α ∈ I, uβα : (Eα, τα)→ (Eβ, τβ) é uma

aplicação R-linear cont́ınua para α, β ∈ I com α ≤ β, uαα = 1Eα para todo α ∈ I e

uγβ ◦ uβα = uγα para α, β, γ ∈ I com α ≤ β ≤ γ.)

(Eα, τα)
uβα //

uγα %%LLLLLLLLLL
(Eβ, τβ)

uγβyyssssssssss

(Eγ, τγ)

Sejam lim
−→

Eα e uα (α ∈ I) como na Definição 1.3, e munamos lim
−→

Eα da topologia de

R-módulo final τ para a famı́lia ((Eα, τα), uα)α∈I (Proposição 1.17). (lim
−→

Eα, τ) é dito o

limite indutivo topológico do sistema ((Eα, τα), uβα)α∈I .

Cabe observar que, se ((Eα, τα))α∈I é uma famı́lia de R-módulos topológicos (onde I é
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um conjunto não-vazio arbitrário), então munindo I da relação de igualdade e definindo

uαα = 1Eα para todo α ∈ I, tem-se que ((Eα, τα), uαα)α∈I é um sistema indutivo de

R-módulos topológicos e seu limite indutivo topológico coincide com

(⊕
α∈I

Eα,
⊕
α∈I

τα

)
.

Proposição 1.21. Sejam ((Eα, τα), uβα)α∈I e (lim
−→

Eα, τ) como na Definição 1.20. Então

vale a seguinte propriedade universal: para todo R-módulo topológico (F, θ) e para toda

famı́lia (vα)α∈I de aplicações R-lineares cont́ınuas vα : (Eα, τα)→(F, θ) satisfazendo vα =

vβ ◦ uβα para α ≤ β, existe uma única aplicação R-linear cont́ınua v : (lim
−→

Eα, τ)→(F, θ)

tal que vα = v ◦ uα para todo α ∈ I, onde uα : Eα → lim
−→

Eα é a aplicação R-linear

canônica para todo α ∈ I.

(Eα, τα)

uβα %%JJJJJJJJJJ
vα // (F, θ) (lim

−→
Eα, τ) v // (F, θ)

(Eβ, τβ)

vβ

::vvvvvvvvvv
(Eα, τα)

uα

ffLLLLLLLLLL vα

::uuuuuuuuuu

Demonstração. Análoga à da Proposição 1.13, bastando aplicar as Proposições 1.4 e

1.17.
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Caṕıtulo 2

Módulos de aplicações lineares

2.1 Módulos de aplicações lineares

Para quaisquer R-módulos E e F , designaremos por La(E; F ) o R-módulo de todas

as aplicações R-lineares de E em F .

Sejam (Eα, uβα)α∈I um sistema indutivo de R-módulos, (Fλ, vλµ)λ∈J um sistema pro-

jetivo de R-módulos, E = lim
−→

Eα, F = lim
←−

Fλ e denotemos por uα : Eα→E (α ∈ I) e

vλ : F →Fλ (λ ∈ J) as aplicações R-lineares canônicas.

Consideremos em I×J a seguinte relação de ordem parcial: (α, λ) ≤ (β, µ) se α ≤ β

e λ ≤ µ. Além disso, para (α, λ) ≤ (β, µ), consideremos a aplicação R-linear

Φ
(β,µ)
(α,λ) : La(Eβ; Fµ) −→ La(Eα; Fλ)

18



que a cada ϕ associa Φ
(β,µ)
(α,λ)(ϕ) = vλµ ◦ ϕ ◦ uβα.

Eα

Φ
(β,µ)
(α,λ)

(ϕ)

��

uβα // Eβ

ϕ

��
Fλ Fµvλµ

oo

Proposição 2.1.
(
La(Eα; Fλ), Φ

(β,µ)
(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J

é um sistema projetivo de R-módulos.

Demonstração. Como (Eα, uβα)α∈I é um sistema indutivo de R-módulos, para cada

α ∈ I, uαα = 1Eα e, se α ≤ β ≤ γ, uγα = uγβ ◦ uβα. Analogamente, como (Fλ, vλµ)λ∈J

é um sistema projetivo de R-módulos, para cada λ ∈ J , vλλ = 1Fλ
e, se λ ≤ µ ≤ ν,

vλν = vλµ ◦ uµν . Então, para cada (α, λ) ∈ I × J ,

Φ
(α,λ)
(α,λ)(ϕ) = vλλ ◦ ϕ ◦ uαα = ϕ

para qualquer ϕ ∈ La(Eα; Fλ), ou seja, Φ
(α,λ)
(α,λ) : La(Eα; Fλ)→La(Eα; Fλ) é a identidade.

Além disso, se α ≤ β ≤ γ e λ ≤ µ ≤ ν, então Φ
(γ,ν)
(α,λ) = Φ

(β,µ)
(α,λ) ◦ Φ

(γ,ν)
(β,µ) pois, para qualquer

ϕ ∈ La(Eγ; Fν), tem-se

Φ
(γ,ν)
(α,λ)(ϕ) = vλν ◦ ϕ ◦ uγα

= (vλµ ◦ vµν) ◦ ϕ ◦ (uγβ ◦ uβα)

= vλµ ◦ (vµν ◦ ϕ ◦ uγβ) ◦ uβα

= vλµ ◦ (Φ
(γ,ν)
(β,µ)(ϕ)) ◦ uβα

= (Φ
(β,µ)
(α,λ) ◦ Φ

(γ,ν)
(β,µ))(ϕ).
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La(Eα; Fλ) La(Eβ; Fµ)
Φ

(β,µ)
(α,λ)oo

La(Eγ; Fν)

Φ
(γ,ν)
(β,µ)

==zzzzzzzzzzzzzzzzz

Φ
(γ,ν)
(α,λ)

aaDDDDDDDDDDDDDDDDD

Portanto,
(
La(Eα; Fλ), Φ

(β,µ)
(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J

é um sistema projetivo de R-módulos.

Passemos a investigar o R-módulo lim
←−

La(Eα; Fλ). Para cada (α, λ) ∈ I×J , definamos

a aplicação R-linear

Ψ(α,λ) : ϕ ∈ La(E; F ) 7−→ Ψ(α,λ)(ϕ) = vλ ◦ ϕ ◦ uα ∈ La(Eα; Fλ).

Eα
uα //

Ψ(α,λ)(ϕ)

��

E

ϕ

��
Fλ Fvλ

oo

Notemos que a famı́lia (Ψ(α,λ)(ϕ))(α,λ)∈I×J ∈ lim
←−

La(Eα; Fλ). De fato, se (α, λ) ≤ (β, µ)

e ϕ é um elemento arbitrário de La(E; F ), tem-se

Φ
(β,µ)
(α,λ)(Ψ(β,µ)(ϕ)) = vλµ ◦ (Ψ(β,µ)(ϕ)) ◦ uβα

= vλµ ◦ (vµ ◦ ϕ ◦ uβ) ◦ uβα

= (vλµ ◦ vµ) ◦ ϕ ◦ (uβ ◦ uβα)

= vλ ◦ ϕ ◦ uα

= Ψ(α,λ)(ϕ).
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Proposição 2.2. A aplicação R-linear

Ψ : ϕ ∈ La(E; F ) 7−→ Ψ(ϕ) =
(
Ψ(α,λ)(ϕ)

)
(α,λ)∈I×J ∈ lim

←−
La(Eα; Fλ)

é um isomorfismo de R-módulos.

Demonstração. Seja g = (g(α,λ))(α,λ)∈I×J ∈ lim
←−

La(Eα; Fλ) arbitrário. Fixemos λ ∈ J e

consideremos a famı́lia (g(α,λ))α∈I . Se α ≤ β,

g(β,λ) ◦ uβα = vλλ ◦ g(β,λ) ◦ uβα

= Φ
(β,λ)
(α,λ)(g(β,λ))

= g(α,λ)

Logo, como E = lim
−→

Eα, existe uma única aplicação R-linear θλ : E→Fλ tal que g(α,λ) =

θλ ◦ uα para todo α ∈ I (Proposição 1.4). A famı́lia (θλ)λ∈J de aplicações R-lineares

satisfaz θλ = vλµ ◦ θµ, sempre que λ ≤ µ. De fato, para todo α ∈ I, tem-se

θλ ◦ uα = g(α,λ)

= Φ
(α,µ)
(α,λ)(g(α,µ))

= vλµ ◦ g(α,µ) ◦ uαα

= vλµ ◦ g(α,µ)

= vλµ ◦ θµ ◦ uα.

Lembrando que E =

[⋃
α∈I

uα(Eα)

]
, conclui-se que θλ = vλµ◦θµ, sempre que λ ≤ µ. Como
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F = lim
←−

Fλ, existe uma única aplicação R-linear ϕ : E→F tal que θλ = vλ ◦ ϕ para todo

λ ∈ J (Proposição 1.2). Finalmente,

Ψ(ϕ) = (vλ ◦ ϕ ◦ uα)(α,λ)∈I×J

= (θλ ◦ uα)(α,λ)∈I×J

= (g(α,λ))(α,λ)∈I×J = g,

sendo ϕ o único elemento de La(E; F ) cuja imagem por Ψ é g. Isto conclui a demonstração.

2.2 Conjuntos eqüilimitados de aplicações lineares

Definição 2.3. Sejam (E,B) e (F, C) dois R-módulos bornológicos e denotemos por

Lb((E,B); (F, C)) o R-módulo de todas as aplicações R-lineares limitadas de (E,B) em

(F, C). Um subconjunto X de La(E; F ) é dito eqüilimitado se X (B) =
⋃
u∈X

u(B) ∈ C para

todo B ∈ B.

O conjunto de todos os subconjuntos eqüilimitados de Lb((E,B); (F, C)) é uma bornolo-

gia de R-módulo em Lb((E,B); (F, C)), que será denotada por ECB. De fato, é claro que

ECB é uma bornologia em Lb((E,B); (F, C)). Além disso, sejam X1,X2 ∈ ECB e L ∈ BR.

Como, para todo B ∈ B, (X1+X2)(B) ⊂ X1(B)+X2(B) ∈ C (logo, (X1+X2)(B) ∈ C) e

(LX1)(B) = L(X1(B)) ∈ C, então X1+X2 e LX1 pertencem a ECB.

Sejam ((Eα,Bα), uβα)α∈I um sistema indutivo de R-módulos bornológicos e

((Fλ, Cλ), vλµ)λ∈J um sistema projetivo de R-módulos bornológicos. Consideremos o limite
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indutivo bornológico (E,B) do sistema ((Eα,Bα), uβα)α∈I e o limite projetivo bornológico

(F, C) do sistema ((Fλ, Cλ), vλµ)λ∈J . Para (α, λ) ≤ (β, µ), denotemos também por Φ
(β,µ)
(α,λ) a

aplicação R-linear

Φ
(β,µ)
(α,λ) : ϕ ∈ Lb((Eβ,Bβ); (Fµ, Cµ)) 7−→ Φ

(β,µ)
(α,λ)(ϕ) = vλµ ◦ ϕ ◦ uβα ∈ Lb((Eα,Bα); (Fλ, Cλ)).

(Eα,Bα)

Φ
(β,µ)
(α,λ)

(ϕ)

��

uβα // (Eβ,Bβ)

ϕ

��
(Fλ, Cλ) (Fµ, Cµ)vλµ

oo

Notemos que Φ
(β,µ)
(α,λ) é uma aplicação ECµBβ

-ECλBα
-limitada. De fato, seja X ∈ ECµBβ

e

mostremos que Φ
(β,µ)
(α,λ)(X ) ∈ ECλBα

. Realmente, para todo Bα ∈ Bα,

Φ
(β,µ)
(α,λ)(X )(Bα) = vλµ(X (uβα(Bα))) ∈ Cλ,

visto que uβα e vλµ são limitadas.

Pelo que vimos na demonstração da Proposição 2.1, podemos concluir:

Proposição 2.4.
(
(Lb((Eα,Bα); (Fλ, Cλ)), ECλBα

), Φ
(β,µ)
(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J

é um sistema projetivo de

R-módulos bornológicos.

Para cada (α, λ) ∈ I × J , denotemos também por Ψ(α,λ) a aplicação R-linear

Ψ(α,λ) : ϕ ∈ Lb((E,B); (F, C)) 7−→ Ψ(α,λ)(ϕ) = vλ ◦ ϕ ◦ uα ∈ Lb((Eα,Bα); (Fλ, Cλ)),

onde uα : Eα → E e vλ : F → Fλ são as aplicações R-lineares canônicas. Raciocinando
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como acima, vemos que Ψ(α,λ) é ECB-E
Cλ
Bα

-limitada.

Pelo que foi visto após a demonstração da Proposição 2.1, podemos afirmar que, para

qualquer ϕ ∈ Lb((E,B); (F, C)),
(
Ψ(α,λ)(ϕ)

)
(α,λ)∈I×J pertence ao R-módulo limite projetivo

do sistema projetivo
(
Lb((Eα,Bα); (Fλ, Cλ)), Φ

(β,µ)
(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J

de R-módulos.

Antes de continuar lembremos que, se (E,B) e (F, C) são dois R-módulos bornológicos,

uma aplicação u : (E,B) → (F, C) é um isomorfismo de R-módulos bornológicos se

u : E → F é um isomorfismo de R-módulos, u é B-C-limitada e u−1 é C-B-limitada.

Podemos então enunciar o

Teorema 2.5. A aplicação R-linear

Ψ : ϕ ∈
(
Lb((E,B); (F, C)), ECB

)
_

��

(Ψ(α,λ)(ϕ))(α,λ)∈I×J ∈
(
lim
←−

Lb((Eα,Bα); (Fλ, Cλ)),D
)

é um isomorfismo de R-módulos bornológicos, onde o contradomı́nio de Ψ é o limite

projetivo bornológico do sistema mencionado na Proposição 2.4.

Demonstração. Inicialmente, provemos que Ψ é limitada. De fato, seja X ∈ ECB. Pela

definição de limite projetivo bornológico, para que Ψ(X ) seja limitado é necessário e

suficiente que, para cada (α, λ) ∈ I × J, Ψ(α,λ)(X ) ∈ ECλBα
. Mas isto ocorre, pois Ψ(α,λ) é

ECB-E
Cλ
Bα

-limitada.

Antes de provar que Ψ é bijetora e sua inversa é limitada, estabeleçamos um lema

auxiliar:
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Lema 2.6. Sejam ((Eα,Bα))α∈I uma famı́lia não-vazia de R-módulos bornológicos, E

um R-módulo e, para cada α ∈ I, seja uα : Eα→E uma aplicação R-linear de modo que

E =

[⋃
α∈I

uα(Eα)

]
. Seja B a bornologia de R-módulo final para a famı́lia ((Eα,Bα), uα)α∈I

(Proposição 1.9). Para cada R-módulo bornológico (F, C) e para cada X ⊂ La(E; F ), as

seguintes condições são equivalentes:

(a) X ∈ ECB;

(b) X ◦ uα = {u ◦ uα; u ∈ X} ∈ ECBα
para todo α ∈ I.

Demonstração. Claramente, (a) implica em (b). Vejamos a rećıproca. Seja B ∈ B

arbitrário. Como vimos na Observação 1.10, existem α1, . . . , αn ∈ I, Bα1 ∈ Bα1 , . . . , Bαn ∈

Bαn , tais que

B ⊂ uα1(Bα1)+. . .+uαn(Bαn).

Por hipótese, (X ◦ uαj
)(Bαj

) ∈ C para todo j = 1, . . . , n. Assim, da inclusão

X (B) ⊂ (X ◦ uα1)(Bα1)+ · · ·+(X ◦ uαn)(Bαn),

e do fato do conjunto à direita pertencer a C resulta que X (B) ∈ C. Logo, X ∈ ECB.

Voltemos à demonstração do Teorema 2.5. Inicialmente, provemos que Ψ é bijetora.

De fato, seja g = (g(α,λ))(α,λ)∈I×J um elemento arbitrário do contradomı́nio de Ψ. Pela

Proposição 2.2, existe uma única ϕ ∈ La(E; F ) tal que

vλ ◦ ϕ ◦ uα = g(α,λ)
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para todo (α, λ) ∈ I × J . Pela Proposição 1.9, ϕ ∈ Lb((E,B); (F, C)) se, e somente se,

ϕ ◦ uα ∈ Lb((Eα,Bα); (F, C)) para todo α ∈ I. Seja α ∈ I arbitrário. Pela Proposição 1.5,

ϕ ◦ uα ∈ Lb((Eα,Bα); (F, C)) se, e somente se, vλ ◦ (ϕ ◦ uα) ∈ Lb((Eα,Bα); (Fλ, Cλ)) para

todo λ ∈ J ; mas isto ocorre, já que vλ ◦ (ϕ ◦ uα) = g(α,λ) e g(α,λ) é limitada. Acabamos de

mostrar que ϕ ∈ Lb((E,B); (F, C)), sendo ϕ o único elemento de Lb((E,B); (F, C)) cuja

imagem por Ψ é g. Portanto, Ψ é bijetora.

Provemos, agora, que Ψ−1 é limitada. Com efeito, seja Y um conjunto D-limitado

arbitrário. Para cada (α, λ) ∈ I × J, designemos por q(α,λ) a aplicação R-linear

q(α,λ) : (g(β,µ))(β,µ)∈I×J ∈ lim
←−

Lb((Eβ,Bβ); (Fµ, Cµ))
_

��
g(α,λ) ∈ Lb((Eα,Bα); (Fλ, Cλ)).

Então q(α,λ)(Y) ∈ ECλ
Bα

para todo (α, λ) ∈ I × J . Pelo que acabamos de ver, para cada

g = (g(α,λ))(α,λ)∈I×J ∈ Y existe uma única ϕg ∈ Lb((E,B); (F, C)) tal que Ψ(ϕg) = g.

Afirmamos que X = {ϕg; g ∈ Y} = Ψ−1(Y) pertence a ECB. Mas, como C é a bornologia

inicial para a famı́lia ((Fλ, Cλ), vλ)λ∈J , X ∈ ECB se, e somente se, vλ◦X ∈ ECλB para todo

λ ∈ J. Seja λ ∈ J arbitrário. Como q(α,λ)(Y) = (vλ◦X )◦uα ∈ ECλBα
para todo α ∈ I, o

Lema 2.6 garante que vλ◦X ∈ ECλB , e a demonstração está conclúıda.

Exemplo 2.7. Sejam E um R-módulo e B a bornologia de R-módulo em E que tem

como base de limitados os submódulos finitamente gerados de E (B ∈ B se B está

contido em algum submódulo finitamente gerado de E). Seja (Nα)α∈I a famı́lia de todos
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os submódulos finitamente gerados de E e, para cada α ∈ I, seja Bα a bornologia de R-

módulo em Nα formada por todos os subconjuntos de Nα. Para cada α ∈ I, seja λα : Nα →

E a inclusão; λα : (Nα,Bα) → (E,B) é limitada. Munamos I da seguinte relação de ordem

parcial: para α, β ∈ I, α ≤ β se Nα ⊂ Nβ. Para α ≤ β, definamos uβα : Nα→Nβ como a

inclusão, que claramente é Bα-Bβ-limitada. É claro que ((Nα,Bα), uβα)α∈I é um sistema

indutivo de R-módulos bornológicos. Como λα = λβ◦uβα para α ≤ β, segue da Proposição

1.13 que existe uma única aplicação R-linear limitada u :
(
lim
−→

Nα, B̃
)
→ (E,B) tal

que λα = u ◦ uα, onde uα : (Nα,Bα) →
(
lim
−→

Nα, B̃
)

é a aplicação R-linear canônica.

Afirmamos que u é um isomorfismo de R-módulos. Realmente, como lim
−→

Nα =
⋃
α∈I

uα(Nα)

e E =
⋃
α∈I

Nα =
⋃
α∈I

λα(Nα), u é sobrejetora. Vejamos, agora, que u é injetora. De fato,

se x, y ∈ lim
−→

Nα são arbitrários, existem α ∈ I, r, s ∈ Nα tais que x = uα(r) e y = uα(s).

Se u(x) = u(y), vem

r = λα(r) = u(uα(r)) = u(x) = u(y) = u(uα(s)) = λα(s) = s;

dáı, x = y. Portanto, u é bijetora. Finalmente, mostremos que u−1 é limitada. Realmente,

se B ∈ B é arbitrário, existe α ∈ I tal que B ⊂ Nα. Logo, u−1(B) ⊂ u−1(λα(Nα)) =

uα(Nα), e u−1(B) ∈ B̃. Assim, acabamos de mostrar que u é um isomorfismo de R-módulos

bornológicos.

Se ((Fλ, Cλ), vλµ)λ∈J e (F, C) são como no Teorema 2.5, o referido teorema garante que
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os R-módulos bornológicos

(
Lb((E,B); (F, C)), ECB

)
e
(
lim
←−

Lb((Nα,Bα); (Fλ, Cλ)),D
)

,

são isomorfos, sendo D como antes.

Corolário 2.8. Sejam ((Eα,Bα))α∈I e ((Fλ, Cλ))λ∈J duas famı́lias não-vazias de R-módulos

bornológicos, (E,B) =

(⊕
α∈I

Eα,
⊕
α∈I

Bα

)
e (F, C) =

(∏
λ∈J

Fλ,
∏
λ∈J

Cλ

)
. Então os R-

módulos bornológicos

(
Lb((E,B); (F, C)), ECB

)
e

 ∏
(α,λ)∈I×J

Lb((Eα,Bα); (Fλ, Cλ)),
∏

(α,λ)∈I×J

ECλBα


são isomorfos.

Demonstração. Munindo I e J das respectivas relações de igualdade, segue imedi-

atamente que o R-módulo bornológico
(
lim
←−

Lb((Eα,Bα); (Fλ, Cλ)),D
)

coincide com o R-

módulo bornológico

 ∏
(α,λ)∈I×J

Lb((Eα,Bα); (Fλ, Cλ)),
∏

(α,λ)∈I×J

ECλBα

 .

Portanto, o resultado segue imediatamente do Teorema 2.5.
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2.3 Conjuntos eqüicont́ınuos de aplicações lineares

No que se segue, suporemos que o anel topológico R satisfaça a condição 0 ∈ R×, onde

R× designa o grupo multiplicativo dos elementos invert́ıveis de R.

Se (A, ‖.‖) é um anel normado comutativo com elemento unidade 1 6= 0 tal que existe

a ∈ A× com ‖a‖ < 1, então 0 ∈ A×. Em particular, se (K, |.|) é um corpo não trivialmente

valorizado, então 0 ∈ K×.

Para quaisquer R-módulos topológicos (E, τ) e (F, θ), denotaremos por L((E, τ); (F, θ))

o R-módulo de todas as aplicações R-lineares cont́ınuas de (E, τ) em (F, θ). Lembremos

que um conjunto X de aplicações R-lineares de (E, τ) em (F, θ) é eqüicont́ınuo se para

toda θ-vizinhança V de 0 em F existe uma τ -vizinhança U de 0 em E tal que X (U) ⊂ V ,

ou seja, tal que u(U) ⊂ V para todo u ∈ X .

O conjunto Eθ
τ de todos os subconjuntos eqüicont́ınuos de L((E, τ); (F, θ)) é uma

bornologia de R-módulo em L((E, τ); (F, θ)). De fato, é claro que Eθ
τ é uma bornolo-

gia em L((E, τ); (F, θ)). Mostremos que Eθ
τ é uma bornologia de R-módulo. Realmente,

sejam X1,X2 ∈ Eθ
τ e L ∈ BR. Se V é uma θ-vizinhança arbitrária de 0 em F , existe uma

θ-vizinhança V1 de 0 em F tal que V1+V1 ⊂ V . Pela eqüicontinuidade de X1 e X2 em

0, existem τ -vizinhanças U1 e U2 de 0 em E tais que X1(U1) ⊂ V1 e X2(U2) ⊂ V1. Logo,

tomando a τ - vizinhança U = U1 ∩ U2 de 0 em E, obtemos

(X1+X2)(U) ⊂ X1(U)+X2(U) ⊂ V1+V1 ⊂ V.

Conseqüentemente, X1+X2 ∈ Eθ
τ . Antes de mostrar que LX1 ∈ Eθ

τ , notemos que a condição
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0 ∈ R× implica que o produto de qualquer τR-vizinhança de 0 em R por qualquer τ -

vizinhança de 0 em E é uma τ -vizinhança de 0 em E (pois qualquer τR-vizinhança de 0

em R contém um elemento invert́ıvel). Sejam W uma τR-vizinhança de 0 em R e V2 uma

θ-vizinhança de 0 em F tais que WV2 ⊂ V . Pela eqüicontinuidade de X1 em 0, existe

uma τ -vizinhança U3 de 0 em E tal que X1(U3) ⊂ V2 e, pela limitação de L, existe uma

τR-vizinhança W1 de 0 em R tal que LW1 ⊂ W. Conseqüentemente,

(LX1)(W1U3) = (LW1)X1(U3) ⊂ WV2 ⊂ V,

sendo W1U3 uma τ -vizinhança de 0 em E. Logo, LX1 ∈ Eθ
τ .

Acabamos de mostrar que
(
L((E, τ); (F, θ)), Eθ

τ

)
é um R-módulo bornológico.

Observação 2.9. Para quaisquer R-módulos topológicos (E, τ) e (F, θ), a relação X ∈ Eθ
τ

implica X ∈ EB(θ)
B(τ) , em vista do Teorema 25.5 de [12], onde B(θ) tem o significado expresso

no ińıcio do §5 deste caṕıtulo. Além disso, se (E, τ) é um R-módulo topológico bornológico

([2], Definição 1), então X ∈ Eθ
τ se, e somente se, X ∈ EB(θ)

B(τ) , em vista do Teorema provado

em [2]. A rećıproca da implicação X ∈ Eθ
τ ⇒ X ∈ EB(θ)

B(τ) não é verdadeira em geral, como

mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.10. Sejam (E, ‖.‖) um espaço normado (real ou complexo) de dimensão

infinita e τ‖.‖ a topologia em E proveniente de ‖.‖. Então a identidade 1E : (E, σ(E, E ′)) →

(E, τ‖.‖) é limitada, mas é descont́ınua, onde σ(E, E ′) é a topologia fraca definida em E

por E ′.

Sejam ((Eα, τα), uβα)α∈I um sistema indutivo de R-módulos topológicos e ((Fλ, θλ), vλµ)λ∈J
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um sistema projetivo de R-módulos topológicos. Consideremos o limite indutivo topológico

(E, τ) do sistema ((Eα, τα), uβα)α∈I e o limite projetivo topológico (F, θ) do sistema

((Fλ, θλ), vλµ)λ∈J . Para (α, λ) ≤ (β, µ), denotemos também por Φ
(β,µ)
(α,λ) a aplicação R-

linear

Φ
(β,µ)
(α,λ) : ϕ ∈ L((Eβ, τβ); (Fµ, θµ)) 7−→ Φ

(β,µ)
(α,λ)(ϕ) = vλµ ◦ ϕ ◦ uβα ∈ L((Eα, τα); (Fλ, θλ)).

(Eα, τα)

Φ
(β,µ)
(α,λ)

(ϕ)

��

uβα // (Eβ, τβ)

ϕ

��
(Fλ, θλ) (Fµ, θµ)vλµ

oo

Notemos que Φ
(β,µ)
(α,λ) é uma aplicação Eθµ

τβ -Eθλ
τα

-limitada. De fato, sejam X ∈ Eθµ
τβ e Vλ

uma θλ-vizinhança de 0 em Fλ. Como vλµ é cont́ınua, existe uma θµ-vizinhança Vµ de 0

em Fµ tal que vλµ(Vµ) ⊂ Vλ. Como X ∈ Eθµ
τβ , existe uma τβ-vizinhança Uβ de 0 em Eβ tal

que X (Uβ) ⊂ Vµ. E, como uβα é cont́ınua, existe uma τα-vizinhança Uα de 0 em Eα tal

que uβα(Uα) ⊂ Uβ. Logo,

Φ
(β,µ)
(α,λ)(X )(Uα) = (vλµ ◦ X ◦ uβα)(Uα) ⊂ Vλ.

Acabamos de mostrar que Φ
(β,µ)
(α,λ)(X ) ∈ Eθλ

τα
, como desejávamos.

Pelo que vimos na demonstração da Proposição 2.1, podemos concluir:

Proposição 2.11. ((L((Eα, τα); (Fλ, θλ)), Eθλ
τα

), Φ
(β,µ)
(α,λ))(α,λ)∈I×J é um sistema projetivo de

R-módulos bornológicos.
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Para cada (α, λ) ∈ I × J, denotemos também por Ψ(α,λ) a aplicação R-linear

Ψ(α,λ) : ϕ ∈ L((E, τ); (F, θ)) 7−→ Ψ(α,λ)(ϕ) = vλ ◦ ϕ ◦ uα ∈ L((Eα, τα); (Fλ, θλ)),

onde uα e vλ são as aplicações R-lineares canônicas.

(Eα, τα)
uα //

Ψ(α,λ)(ϕ)

��

(E, τ)

ϕ

��
(Fλ, θλ) (F, θ)vλ

oo

Raciocinando como acima, vemos que Ψ(α,λ) é Eθ
τ -Eθλ

τα
-limitada.

Pelo que foi visto após a demonstração da Proposição 2.1, podemos afirmar que, para

qualquer ϕ ∈ L((E, τ); (F, θ)),
(
Ψ(α,λ)(ϕ)

)
(α,λ)∈I×J pertence ao R-módulo limite projetivo

do sistema projetivo
(
L((Eα, τα); (Fλ, θλ)), Φ

(β,µ)
(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J

de R-módulos.

Podemos então enunciar o

Teorema 2.12. A aplicação R-linear

Ψ : ϕ ∈ (L((E, τ); (F, θ)), Eθ
τ )

_

��
Ψ(ϕ) = (Ψ(α,λ)(ϕ))(α,λ)∈I×J ∈ (lim

←−
L((Eα, τα); (Fλ, θλ)),D1)

é um isomorfismo de R-módulos bornológicos, onde o contradomı́nio de Ψ é o limite

projetivo bornológico do sistema mencionado na Proposição 2.11.

Demonstração. Inicialmente, provemos que Ψ é limitada. De fato, seja X ∈ Eθ
τ . Pela
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definição de limite projetivo bornológico, para que Ψ(X ) seja limitado é necessário e

suficiente que, para cada (α, λ) ∈ I × J , Ψ(α,λ)(X ) ∈ Eθλ
τα

. Mas isto ocorre pois, como já

observamos, Ψ(α,λ) é Eθ
τ -Eθλ

τα
-limitada.

Antes de provar que Ψ é bijetora e sua inversa é limitada, estabeleçamos um lema

auxiliar.

Lema 2.13. Sejam ((Eα, τα))α∈I uma famı́lia não-vazia de R-módulos topológicos, E um

R-módulo e, para cada α ∈ I, seja uα : Eα → E uma aplicação R-linear de modo que

E =

[⋃
α∈I

uα(Eα)

]
. Seja τ a topologia de R-módulo final para a famı́lia ((Eα, τα), uα)α∈I

(Proposição 1.17). Para cada R-módulo topológico (F, θ) e para cada X ⊂ La(E; F ), as

seguintes condições são equivalentes:

(a) X ∈ Eθ
τ ;

(b) X ◦ uα ∈ Eθ
τα

para todo α ∈ I.

Demonstração. Claramente, (a) implica em (b). Provemos a rećıproca. Com efeito,

consideremos o R-módulo

Z(X ; F ) = {f : X →F ; f(X ) é θ-limitado},

munido da topologia θ̃ da convergência uniforme. Afirmamos que (Z(X ; F ), θ̃) é um R-

módulo topológico. Realmente, é fácil verificar que (Z(X ; F ), θ̃) é um grupo topológico

aditivo. Além disso, pela própria definição de Z(X ; F ), temos que f(X ) é θ-limitado para

qualquer f ∈ Z(X ; F ). Portanto, pela Proposição (a) de [9], (Z(X ; F ), θ̃) é um R-módulo
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topológico.

Como X (x) é θ-limitado para todo x ∈ E, podemos considerar a aplicação R-linear

g : x ∈ (E, τ) 7−→ g(x) ∈ (Z(X ; F ), θ̃),

dada por g(x)(u) = u(x) para todo u ∈ X .

Lembremos que um sistema fundamental de θ̃-vizinhanças de 0 em Z(X ; F ) é dado

pelos conjuntos v(V ) = {f ∈ Z(X ; F ); f(X ) ⊂ V }, para V percorrendo o conjunto das

θ-vizinhanças de 0 em F , e notemos que X ∈ Eθ
τ se, e somente se, g é cont́ınua. Realmente,

para toda τ -vizinhança U de 0 em E e para toda θ-vizinhança V de 0 em F , as relações

X (U) ⊂ V e g(U) ⊂ υ(V ) são equivalentes.

Como τ é a topologia de R-módulo final para a famı́lia ((Eα, τα), uα)α∈I , g é cont́ınua

se, e somente se, g ◦ uα é cont́ınua para todo α ∈ I (Proposição 1.17).

(Eα, τα)
uα //

g◦uα ''NNNNNNNNNNN
(E, τ)

gxxqqqqqqqqqq

(Z(X ; F ), θ̃)

Fixemos α ∈ I e provemos que g ◦uα é cont́ınua. De fato, seja V uma θ-vizinhança de

0 em F . Como, por hipótese, X ◦ uα ∈ Eθ
τα

, existe uma τα-vizinhança Uα de 0 em Eα tal

que (X ◦ uα)(Uα) ⊂ V, o que equivale a (g ◦ uα)(Uα) ⊂ v(V ). Portanto, g◦uα é cont́ınua,

concluindo assim a demonstração.

Voltemos à demonstração do Teorema 2.12. Inicialmente, provemos que Ψ é bijetora.
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De fato, seja g = (g(α,λ))(α,λ)∈I×J é um elemento arbitrário do contradomı́nio de Ψ. Pela

Proposição 2.2, existe uma única ϕ ∈ La(E; F ) tal que vλ ◦ ϕ ◦ uα = g(α,λ) para todo

(α, λ) ∈ I×J . Pela Proposição 1.17, ϕ ∈ L((E, τ); (F, θ)) se, e somente se, ϕ ◦ uα ∈

L((Eα, τα); (F, θ)) para todo α ∈ I. Seja α ∈ I arbitrário. Pela Proposição 1.14, ϕ ◦ uα ∈

L((Eα, τα); (F, θ)) se, e somente se, vλ ◦ (ϕ ◦ uα) ∈ L((Eα, τα); (Fλ, θλ)) para todo λ ∈ J ;

mas isto ocorre, já que vλ ◦ (ϕ ◦uα) = g(α,λ) e g(α,λ) é cont́ınua. Acabamos de mostrar que

ϕ ∈ L((E, τ); (F, θ)), sendo ϕ o único elemento de L((E, τ); (F, θ)) cuja imagem por Ψ é

g. Portanto, Ψ é bijetora.

Finalmente, provemos que Ψ−1 é limitada. De fato, para cada (α, λ) ∈ I × J, de-

signemos também por q(α,λ) a aplicação R-linear

(g(β,µ))(β,µ)∈I×J ∈ lim
←−

L((Eβ, τβ); (Fµ, θµ))
_

��
g(α,λ) ∈ L((Eα, τα); (Fλ, θλ)).

Seja Y um conjunto D1-limitado arbitrário. Então q(α,λ)(Y) ∈ Eθλ
τα

para todo (α, λ) ∈

I×J . Pelo que acabamos de ver, para cada g = (g(α,λ)) ∈ Y existe uma única ϕg ∈

L((E, τ); (F, θ)) tal que Ψ(ϕg) = g, ou seja, tal que vλ ◦ ϕg ◦ uα = g(α,λ) para todo

(α, λ) ∈ I×J . Seja X = {ϕg; g ∈ Y} = Ψ−1(Y) e mostremos que X ∈ Eθ
τ . Como θ é a

topologia inicial para a famı́lia ((Fλ, θλ), vλ)λ∈J , X ∈ Eθ
τ se, e somente se, vλ ◦ X ∈ Eθλ

τ

para todo λ ∈ J . Seja λ ∈ J arbitrário. Como q(α,λ)(Y) = (vλ ◦ X ) ◦ uα ∈ Eθλ
τα

para

todo α ∈ I, o Lema 2.13 garante que vλ ◦ X ∈ Eθλ
τ . Conseqüentemente, Ψ−1 é limitada,

concluindo assim a demonstração.
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Observação 2.14. No caso particular em que cada (Eα, τα) é um R-módulo topológico

bornológico, o Teorema 2.12 é uma conseqüência do Teorema 2.5. Com efeito, neste caso,

(E, τ) é um R-módulo topológico bornológico pelo Corolário 1(a) de [2]. Além disso, pelo

Teorema provado em [2], para qualquer R-módulo topológico bornológico (G, ξ) e para

qualquer R-módulo topológico (F, θ), tem-se Eθ
ξ = EB(θ)

B(ξ) .

Exemplo 2.15. Sejam X um conjunto não-vazio, (F, θ) um R-módulo topológico e

(F(X; F ), τs) o R-módulo topológico de todas as aplicações de X em F munido da topolo-

gia da convergência simples. Sabemos que a aplicação

f ∈ (F(X; F ), τs) 7−→ (f(x))x∈X ∈

(
FX ,

∏
x∈X

θx

)
,

onde θx = θ para todo x ∈ X, é um isomorfismo de R-módulos topológicos. Além

disso, observamos no Caṕıtulo 1 que

(
FX ,

∏
x∈X

θx

)
pode ser considerado como um limite

projetivo de R-módulos topológicos.

Se ((Eα, τα), uβα)α∈I e (E, τ) são como no Teorema 2.12, segue do referido teorema

que os R-módulos bornológicos

(L((E, τ); (F(X; F ), τs)), Eτs
τ ) e

(
lim
←−

L((Eα, τα); (Fx, θx)),D1

)

são isomorfos, sendo Fx = F para todo x ∈ X e D1 como antes.

Corolário 2.16. Sejam ((Eα, τα))α∈I e ((Fλ, θλ))λ∈J duas famı́lias não-vazias de R-

módulos topológicos, (E, τ) =

(⊕
α∈I

Eα,
⊕
α∈I

τα

)
e (F, θ) =

(∏
λ∈J

Fλ,
∏
λ∈J

θλ

)
. Então os
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R-módulos bornológicos

(
L((E, τ); (F, θ)), Eθ

τ

)
e

 ∏
(α,λ)∈I×J

L((Eα, τα); (Fλ, θλ)),
∏

(α,λ)∈I×J

Eθλ
τα


são isomorfos.

Demonstração. Munindo I e J das respectivas relações de igualdade, segue imedi-

atamente que o R-módulo bornológico
(
lim
←−

L((Eα, τα); (Fλ, θλ)),D1

)
coincide com o R-

módulo bornológico

 ∏
(α,λ)∈I×J

L((Eα, τα); (Fλ, θλ)),
∏

(α,λ)∈I×J

Eθλ
τα

 .

Portanto, o resultado segue imediatamente do Teorema 2.12.

2.4 Conjuntos eqüilimitantes de aplicações lineares

Até o final deste caṕıtulo R continuará a representar um anel topológico comutativo

com elemento unidade 1 6= 0.

Definição 2.17. Sejam (E, τ) um R-módulo topológico e (F, C) um R-módulo bornológico.

Uma aplicação R-linear u : E → F é dita limitante se existe uma τ -vizinhança U de 0

em E tal que u(U) ∈ C. Um conjunto X de aplicações R-lineares de E em F é dito

eqüilimitante se existe uma τ -vizinhança U de 0 em E tal que X (U) ∈ C.

Para qualquer R-módulo topológico (E, τ) e para qualquer R-módulo bornológico

37



(F, C), denotaremos por Ll((E, τ); (F, C)) o R-módulo de todas as aplicações R-lineares

limitantes de (E, τ) em (F, C).

O conjunto ECτ de todos os subconjuntos eqüilimitantes de Ll((E, τ); (F, C)) é uma

bornologia de R-módulo em Ll((E, τ); (F, C)). De fato, é claro que ECτ é uma bornologia

em Ll((E, τ); (F, C)). Mostremos que ECτ é uma bornologia de R-módulo. Realmente,

sejam X1,X2 ∈ ECτ e L ∈ BR. Então existe uma τ -vizinhança U de 0 em E tal que

X1(U),X2(U) ∈ C. Logo,

(LX1)(U) = L(X1(U)) ∈ C,

e da inclusão (X1+X2)(U) ⊂ X1(U)+X2(U) e do fato de C ser uma bornologia de R-módulo

resulta que (X1+X2)(U) ∈ C. Portanto, X1+X2 e LX1 pertencem a ECτ .

Observação 2.18. Suponhamos que 0 ∈ R× e sejam (E, τ) e (F, θ) dois R-módulos

topológicos. Então a relação X ∈ EB(θ)
τ implica X ∈ Eθ

τ . De fato, seja V uma θ-vizinhança

de 0 em F . Como X ∈ EB(θ)
τ , existe uma τ -vizinhança U de 0 em E tal que X (U) ∈ B(θ).

Logo, existe uma τR-vizinhança W de 0 em R tal que WX (U) = X (WU) ⊂ V. Como

WU é uma τ -vizinhança de 0 em E (pois 0 ∈ R×), X é eqüicont́ınuo.

Observação 2.19. Sejam (K, τK) um corpo topológico não-discreto, (E, τ) um espaço

vetorial topológico sobre (K, τK) e (F, θ) um espaço vetorial topológico localmente limitado

sobre (K, τK). Então X ∈ EB(θ)
τ se, e somente se, X ∈ Eθ

τ . Pela Observação 2.18, basta

mostrar que a relação X ∈ Eθ
τ implica em X ∈ EB(θ)

τ . Realmente, seja V uma θ-vizinhança

limitada de 0 em F . Pela eqüicontinuidade de X em 0, existe uma τ -vizinhança U de 0

em E tal que X (U) ⊂ V , e dáı resulta que X ∈ EB(θ)
τ .
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Sejam ((Eα, τα), uβα)α∈I um sistema indutivo de R-módulos topológicos e ((Fλ, Cλ), vλµ)λ∈J

um sistema projetivo de R-módulos bornológicos. Consideremos o limite indutivo topológico

(E, τ) do sistema ((Eα, τα), uβα)α∈I e o limite projetivo bornológico (F, C) do sistema

((Fλ, Cλ), vλµ)λ∈J . Para (α, λ) ≤ (β, µ), denotemos também por Φ
(β,µ)
(α,λ) a aplicação R-

linear

Φ
(β,µ)
(α,λ) : ϕ ∈ Ll((Eβ, τβ); (Fµ, Cµ)) 7−→ Φ

(β,µ)
(α,λ)(ϕ) = vλµ ◦ ϕ ◦ uβα ∈ Ll((Eα, τα); (Fλ, Cλ)).

(Eα, τα)

Φ
(β,µ)
(α,λ)

(ϕ)

��

uβα // (Eβ, τβ)

ϕ

��
(Fλ, Cλ) (Fµ, Cµ)vλµ

oo

Afirmamos que Φ
(β,µ)
(α,λ) é uma aplicação ECµτβ -ECλτα

-limitada. De fato, seja X ∈ ECµτβ . Então

existe uma τβ-vizinhança Uβ de 0 em Eβ tal que X (Uβ) ∈ Cµ. E, como uβα é cont́ınua,

existe uma τα-vizinhança Uα de 0 em Eα tal que uβα(Uα) ⊂ Uβ. Logo,

Φ
(β,µ)
(α,λ)(X )(Uα) = vλµ(X (uβα(Uα))) ⊂ vλµ(X (Uβ)),

sendo que vλµ(X (Uβ)) ∈ Cλ, pois vλµ é limitada. Portanto, Φ
(β,µ)
(α,λ)(X )(Uα) ∈ Cλ, provando

assim a afirmação.

Pelo que vimos na demonstração da Proposição 2.1, podemos concluir:

Proposição 2.20.
((
Ll((Eα, τα); (Fλ, Cλ)), ECλτα

)
, Φ

(β,µ)
(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J

é um sistema projetivo

de R-módulos bornológicos.
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Para cada (α, λ) ∈ I×J, denotemos também por Ψ(α,λ) a aplicação R-linear

Ψ(α,λ) : ϕ ∈ Ll((E, τ); (F, C)) 7−→ Ψ(α,λ)(ϕ) = vλ ◦ ϕ ◦ uα ∈ Ll((Eα, τα); (Fλ, Cλ)),

onde uα : Eα → E e vλ : F → Fλ são as aplicações R-lineares canônicas.

(Eα, τα)
uα //

Ψ(α,λ)(ϕ)

��

(E, τ)

ϕ

��
(Fλ, Cλ) (F, C)vλ

oo

Raciocinando como acima, vemos que Ψ(α,λ) é ECτ -ECλτα
-limitada.

Pelo que foi visto após a demonstração da Proposição 2.1, podemos afirmar que, para

qualquer ϕ ∈ Ll((E, τ); (F, C)),
(
Ψ(α,λ)(ϕ)

)
(α,λ)∈I×J pertence ao R-módulo limite projetivo

do sistema projetivo
(
Ll((Eα, τα); (Fλ, Cλ)), Φ

(β,µ)
(α,λ))

)
(α,λ)∈I×J

de R-módulos.

Teorema 2.21. Se os conjuntos de ı́ndices I e J são finitos, a aplicação R-linear

Ψ : ϕ ∈ (Ll((E, τ); (F, C)), ECτ )
_

��

Ψ(ϕ) = (Ψ(α,λ)(ϕ))(α,λ)∈I×J ∈
(
lim
←−

Ll((Eα, τα); (Fλ, Cλ)),D2

)

é um isomorfismo de R-módulos bornológicos, onde o contradomı́nio de Ψ é o limite

projetivo bornológico do sistema mencionado na Proposição 2.20.

Demonstração. Inicialmente, provemos que Ψ é limitada. De fato, seja X ∈ ECτ . Pela

definição de limite projetivo bornológico, para que Ψ(X ) seja limitado é necessário e
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suficiente que, para cada (α, λ) ∈ I×J , Ψ(α,λ)(X ) ∈ ECλτα
. Mas isto ocorre pois, como já

observamos, Ψ(α,λ) é ECτ -ECλτα
-limitada.

Provemos que Ψ é bijetora e Ψ−1 é limitada. Com efeito, seja Y um conjunto D2-

limitado arbitrário. Pela Proposição 2.2, para cada g = (g(α,λ))(α,λ)∈I×J no contradomı́nio

de Ψ existe uma única ϕg ∈ La(E; F ) tal que vλ ◦ϕg ◦uα = g(α,λ) para todo (α, λ) ∈ I×J .

Afirmamos que X = {ϕg; g ∈ Y} ∈ ECτ . De fato, fixemos α ∈ I. Para cada λ ∈ J existe

uma τα-vizinhança Uλ
α de 0 em Eα tal que

(vλ ◦ ϕg ◦ uα)(Uλ
α) = g(α,λ)(U

λ
α) ∈ Cλ

para qualquer g ∈ Y . Tomemos a τα-vizinhança Uα =
⋂
λ∈J

Uλ
α de 0 em Eα. Então

(vλ ◦ ϕ ◦ uα)(Uα) ∈ Cλ para quaisquer λ ∈ J e g ∈ Y . Consideremos a τ -vizinhança

U =
∑
α∈I

uα(Uα) de 0 em E (Observação 1.18). Afirmamos que X (U) ∈ C. Realmente,

como C é a bornologia inicial para a famı́lia ((Fλ, Cλ), vλ)λ∈J , para que X (U) ∈ C é

necessário e suficiente que vλ(X (U)) ∈ Cλ para qualquer λ ∈ J . Mas, para cada λ ∈ J ,

vλ(ϕg(U)) = vλ(ϕg(
∑
α∈I

uα(Uα)))

=
∑
α∈I

(vλ ◦ ϕg ◦ uα)(Uα) ∈ Cλ,

para qualquer g ∈ Y , visto que Cλ é uma bornologia de R-módulo. Logo, X (U) ∈ C.

Em particular, dado um elemento arbitrário g do contradomı́nio de Ψ, existe ϕ ∈

Ll((E, τ); (F, C)) tal que Ψ(ϕ) = g, sendo ϕ o único elemento de Ll((E, τ); (F, C)) com
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esta propriedade. Logo, Ψ é bijetora. Finalmente, mostramos acima que X = Ψ−1(Y) ∈

ECτ .Portanto, Ψ−1 é limitada, e a demonstração está conclúıda.

Corolário 2.22. Sejam ((Eα, τα))α∈I uma famı́lia não-vazia finita de R-módulos topológi-

cos, ((Fλ, Cλ))λ∈J uma famı́lia não-vazia finita de R-módulos bornológicos, (E, τ) =(∏
α∈I

Eα,
∏
α∈I

τα

)
e (F, C) =

(∏
λ∈J

Fλ,
∏
λ∈J

Cλ

)
. Então os R-módulos bornológicos

(
Ll((E, τ); (F, C)), ECτ

)
e

 ∏
(α,λ)∈I×J

Ll((Eα, τα); (Fλ, Cλ)),
∏

(α,λ)∈I×J

ECλτα


são isomorfos. Em particular, se (Eα, τα) = (R, τR) para todo α ∈ I, (Fλ, Cλ) = (R,BR)

para todo λ ∈ J, τ =
∏
α∈I

τα (onde τα = τR para todo α ∈ I) e C =
∏
λ∈J

Cλ (onde Cλ = BR

para todo λ ∈ J), então os R-módulos bornológicos

(
Ll((R

I , τ); (RJ , C)), ECτ
)

e

(Ll((R, τR); (R,BR)))I×J ,
∏

(α,λ)∈I×J

ECλτα


são isomorfos.

Demonstração. Inicialmente, lembremos que

(∏
α∈I

Eα,
∏
α∈I

τα

)
=

(⊕
α∈I

Eα,
⊕
α∈I

τα

)
,

pois I é finito. Munindo I e J das respectivas relações de igualdade, segue imediatamente

que o R-módulo bornológico
(
lim
←−

Ll((Eα, τα); (Fλ, Cλ)),D2

)
coincide com o R-módulo

bornológico  ∏
(α,λ)∈I×J

Ll((Eα, τα); (Fλ, Cλ)),
∏

(α,λ)∈I×J

ECλτα

 .

Portanto, o resultado segue imediatamente do Teorema 2.21.
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2.5 Convergência uniforme em módulos de aplicações

lineares

Se (E, τ) é um R-módulo topológico, seja B(τ) o conjunto de todos os τ -limitados

de E ([12], Definição 15.1). É claro que {x} ∈ B(τ) para todo x ∈ E e que as relações

B ∈ B(τ) e B′ ⊂ B implicam B′ ∈ B(τ). E B(τ) é estável por uniões e somas finitas

pelo Teorema 15.2 de [12]. Sejam L ∈ BR e B ∈ B(τ) arbitrários, e seja U uma τ -

vizinhança de 0 em E. Então existem duas τR-vizinhanças W1 e W2 de 0 em R tais que

W1B ⊂ U e W2L ⊂ W1. Logo, W = W1 ∩ W2 é uma τR-vizinhança de 0 em R tal que

W (LB) = (WL)B ⊂ (W2L)B ⊂ W1B ⊂ U. Assim, LB ∈ B(τ), e acabamos de mostrar

que (E,B(τ)) é um R-módulo bornológico.

Agora, sejam (E,B) um R-módulo bornológico, (F, θ) um R-módulo topológico e

consideremos a topologia da B-convergência Υθ
B no R-módulo Lb((E,B); (F,B(θ))). Afir-

mamos que
(
Lb((E,B); (F,B(θ))), Υθ

B
)

é um R-módulo topológico. De fato, é fácil ver

que
(
Lb((E,B); (F,B(θ))), Υθ

B
)

é um grupo topológico aditivo. Além disso, as relações

ϕ ∈ Lb((E,B); (F,B(θ))) e B ∈ B implicam ϕ(B) ∈ B(θ) (por definição). Portanto, pela

Proposição (a) de [9], temos a afirmação.

Sejam ((Eα,Bα), uβα)α∈I um sistema indutivo de R-módulos bornológicos e

((Fλ, θλ), vλµ)λ∈J um sistema projetivo de R-módulos topológicos. Consideremos o limite

indutivo bornológico (E,B) do sistema ((Eα,Bα), uβα)α∈I e o limite projetivo topológico

(F, θ) do sistema ((Fλ, θλ), vλµ) .
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Para (α, λ) ≤ (β, µ), denotemos também por Φ
(β,µ)
(α,λ) a aplicação R-linear

Φ
(β,µ)
(α,λ) : ϕ ∈ Lb((Eβ,Bβ); (Fµ,B(θµ))) 7−→ Φ

(β,µ)
(α,λ)(ϕ) = vλµ◦ϕ◦uβα ∈ Lb((Eα,Bα); (Fλ,B(θλ)))

(Eα,Bα)

Φ
(β,µ)
(α,λ)

(ϕ)

��

uβα // (Eβ,Bβ)

ϕ

��
(Fλ,B(θλ)) (Fµ,B(θµ))vλµ

oo

Notemos que Φ
(β,µ)
(α,λ) é uma aplicação Υ

θµ

Bβ
-Υθλ
Bα

-cont́ınua. De fato, sejam Bα ∈ Bα e

Vλ uma θλ-vizinhança de 0 em Fλ. Então uβα(Bα) ∈ Bβ e, pela continuidade de vλµ,

existe uma θµ-vizinhança Vµ de 0 em Fµ tal que vλµ(Vµ) ⊂ Vλ. Como as relações ϕ ∈

Lb((Eβ,Bβ); (Fµ,B(θµ))) e ϕ(uβα(Bα)) ⊂ Vµ implicam

Φ
(β,µ)
(α,λ)(ϕ)(Bα) = (vλµ ◦ ϕ ◦ uβα)(Bα)

= vλµ(ϕ(uβα(Bα))) ⊂ vλµ(Vµ) ⊂ Vλ,

Φ
(β,µ)
(α,λ) é cont́ınua.

Pelo que vimos na demonstração da Proposição 2.1, podemos concluir:

Proposição 2.23.
(
(Lb((Eα,Bα); (Fλ,B(θλ))), Υ

θλ
Bα

), Φ
(β,µ)
(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J

é um sistema proje-

tivo de R-módulos topológicos.

Para cada (α, λ) ∈ I×J , designemos também por Ψ(α,λ) a aplicação R-linear

Ψ(α,λ) : ϕ ∈ Lb((E,B); (F,B(θ))) 7−→ Ψ(α,λ)(ϕ) = vλ ◦ ϕ ◦ uα ∈ Lb((Eα,Bα); (Fλ,B(θλ))),
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onde uα : Eα → E e vλ : F → Fλ são as aplicações R-lineares canônicas.

(Eα,Bα)
uα //

Ψ(α,λ)(ϕ)

��

(E,B)

ϕ

��
(Fλ,B(θλ)) (F,B(θ))vλ

oo

Raciocinando como acima, vemos que Ψ(α,λ) é uma aplicação Υθ
B-Υ

θλ
Bα

-cont́ınua.

Pelo que foi visto após a demonstração da Proposição 2.1, podemos afirmar que,

para qualquer ϕ ∈ Lb((E,B); (F,B(θ))),
(
Ψ(α,λ)(ϕ)

)
(α,λ)∈I×J pertence ao R-módulo limite

projetivo do sistema projetivo
(
Lb((Eα,Bα); (Fλ,B(θλ))), Φ

(β,µ)
(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J

de R-módulos.

Antes de continuar lembremos que, se (E, τ) e (F, θ) são dois R-módulos topológicos,

uma aplicação u : (E, τ) → (F, θ) é um isomorfismo de R-módulos topológicos se u : E →

F é um isomorfismo de R-módulos e u : (E, τ) → (F, θ) é um homeomorfismo.

Teorema 2.24. A aplicação R-linear

Ψ : ϕ ∈ (Lb((E,B); (F,B(θ))), Υθ
B)_

��(
Ψ(α,λ)(ϕ)

)
(α,λ)∈I×J ∈

(
lim
←−

Lb((Eα,Bα); (Fλ,B(θλ))), Υ
)

é um isomorfismo de R-módulos topológicos, onde o contradomı́nio de Ψ é o limite pro-

jetivo topológico do sistema mencionado na Proposição 2.23.

Demonstração. Inicialmente, provemos que Ψ é cont́ınua. De fato, para cada (α, λ) ∈
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I × J, designemos por q(α,λ) a aplicação R-linear

(g(β,µ))(β,µ)∈I×J ∈ lim
←−

Lb((Eβ,Bβ); (Fµ,B(θµ)))
_

��
g(α,λ) ∈ Lb((Eα,Bα); (Fλ,B(θλ))).

Como Υ é a topologia inicial para a famı́lia
(
(Lb((Eα,Bα); (Fλ,B(θλ))), Υ

θλ
Bα

), q(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J

,

Ψ é cont́ınua se, e somente se, q(α,λ) ◦ Ψ é cont́ınua para todo (α, λ) ∈ I×J . Mas isto

ocorre, pois q(α,λ) ◦Ψ = Ψ(α,λ) e Ψ(α,λ) é cont́ınua.

Mostremos, agora, que Ψ é bijetora. De fato, seja g = (g(α,λ))(α,λ)∈I×J um elemento

arbitrário do contradomı́nio de Ψ. Pela Proposição 2.2, existe uma única ϕ ∈ La(E; F ) tal

que vλ ◦ϕ ◦uα = g(α,λ) para todo (α, λ) ∈ I×J . Afirmamos que ϕ ∈ Lb((E,B); (F,B(θ))).

Realmente, pela Proposição 1.9, ϕ é limitada se, e somente se, ϕ◦uα é limitada para todo

α ∈ I. Fixemos α ∈ I. Como B(θ) é a bornologia inicial para a famı́lia ((Fλ,B(θλ)), vλ)

([10], Teorema 3), ϕ ◦ uα é limitada se, e somente se, vλ ◦ (ϕ ◦ uα) é limitada para todo

λ ∈ J . Mas isto ocorre, pois vλ ◦ (ϕ ◦ uα) = g(α,λ) e g(α,λ) é limitada. Acabamos de

mostrar que ϕ ∈ Lb((E,B); (F,B(θ))), sendo ϕ o único elemento de Lb((E,B); (F,B(θ)))

cuja imagem por Ψ é g. Portanto, Ψ é bijetora.

Finalmente, provemos que Ψ−1 é cont́ınua. Com efeito, seja Ṽ uma Υθ
B-vizinhança de

0 em Lb((E,B); (F,B(θ))). Então existem B ∈ B e uma θ-vizinhança V de 0 em F tais

que υ(B, V ) = {ϕ ∈ Lb((E,B); (F,B(θ))); ϕ(B) ⊂ V } ⊂ Ṽ . Sejam Bα1 ∈ Bα1 , . . . , Bαm ∈

Bαm , Vλ1 uma θλ1-vizinhança de 0 em Fλ1 , . . . , Vλn uma θλn-vizinhança de 0 em Fλn tais
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que

B ⊂ uα1(Bα1)+. . .+uαm(Bαm) (Observação 1.10) e V ⊃
n⋂

j=1

v−1
λj

(Vλj
).

Para cada j = 1, . . . , n seja Ṽλj
uma θλj

-vizinhança de 0 em Fλj
tal que

Ṽλj
+. . .+Ṽλj︸ ︷︷ ︸
m vezes

⊂ Vλj
,

e tomemos a Υ-vizinhança Ũ de 0 em lim
←−

Lb((Eα,Bα); (Fλ,B(θλ))) dada por

Ũ =
⋂

i=1,...,m
j=1,...,n

q−1
(αi,λj)

(υ(Bαi
, Ṽλj

)),

onde υ(Bαi
, Ṽλj

) = {ϕ ∈ Lb((Eαi
,Bαi

); (Fλj
,B(θλj

))); ϕ(Bαi
) ⊂ Ṽλj

} (i ∈ {1, . . . ,m} e

j ∈ {1, . . . , n}). Afirmamos que Ψ−1(Ũ) ⊂ Ṽ . De fato, seja g =
(
g(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J ∈ Ũ .

Então, para quaisquer i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n, tem-se que g(αi,λj)(Bαi
) ⊂ Ṽλj

. Seja

ϕ ∈ Lb((E,B); (F,B(θ))) tal que Ψ(ϕ) = g, isto é, tal que vλj
◦ ϕ ◦ uαi

= g(αi,λj) para

quaisquer i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n. Mostremos que Ψ−1(g) = ϕ ∈ Ṽ . Realmente, para

cada j = 1, . . . , n,

vλj
(ϕ(B)) ⊂ vλj

(ϕ(uα1(Bα1)+. . .+uαm(Bαm)))

= (vλj
◦ ϕ ◦ uα1)(Bα1)+. . .+(vλj

◦ ϕ ◦ uαm)(Bαm)

= g(α1,λj)(Bα1)+. . .+g(αm,λj)(Bαm)

⊂ Ṽλj
+. . .+Ṽλj︸ ︷︷ ︸
m vezes

⊂ Vλj
.
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Portanto, ϕ ∈ υ(B, V ) ⊂ Ṽ , e a continuidade de Ψ−1 está provada.

Observação 2.25. Nas condições do Teorema 2.24, se
(
Lb((Eα,Bα); (Fλ,B(θλ))), Υ

θλ
Bα

)
é

completo e separado para todo (α, λ) ∈ I×J, então
(
Lb((E,B); (F,B(θ))), Υθ

B
)

é completo

([5], p.204, Corolário).

Corolário 2.26. Sejam ((Eα,Bα))α∈I uma famı́lia não-vazia de R-módulos bornológicos,

((Fλ, θλ))λ∈J uma famı́lia não-vazia de R-módulos topológicos, (E,B) =

(⊕
α∈I

Eα,
⊕
α∈I

Bα

)

e (F, θ) =

(∏
λ∈J

Fλ,
∏
λ∈J

θλ

)
. Então os R-módulos topológicos

(
Lb((E,B); (F,B(θ))), Υθ

B
)

e

 ∏
(α,λ)∈I×J

Lb((Eα,Bα); (Fλ,B(θλ))),
∏

(α,λ)∈I×J

Υθλ
Bα


são isomorfos.

Demonstração. Munindo I e J das respectivas relações de igualdade, segue imedi-

atamente que o R-módulo topológico
(
lim
←−

Lb((Eα,Bα); (Fλ,B(θλ))), Υ
)

coincide com o

R-módulo topológico

 ∏
(α,λ)∈I×J

Lb((Eα,Bα); (Fλ,B(θλ))),
∏

(α,λ)∈I×J

Υθλ
Bα

 .

Portanto, o resultado segue imediatamente do Teorema 2.24.

Exemplo 2.27. Sejam I e J dois conjuntos não-vazios, E = R(I), F = RJ ,B =
⊕
α∈I

Bα
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(onde Bα = BR para todo α ∈ I) e θ =
∏
λ∈J

θλ (onde θλ = τR para todo λ ∈ J). Então os

R-módulos topológicos

(
Lb((E,B); (F,B(θ))), Υθ

B
)

e

(Lb((R,BR); (R,BR)))I×J ,
∏

(α,λ)∈I×J

Υθλ
Bα


são isomorfos.
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Caṕıtulo 3

Módulos de aplicações multilineares

3.1 Módulos de aplicações multilineares

Em todo este caṕıtulo, n designará um número inteiro, com n ≥ 2. Para quaisquer

R-módulos E1, . . . , En e F, denotaremos por La(E1, . . . , En; F ) o R-módulo de todas as

aplicações R-multilineares de E1× · · · ×En em F.

Seja ϕ ∈ La(E1, . . . , En; F ). A cada x1 ∈ E1 associemos a aplicação R-multinear

ϕx1 : E2× · · · ×En → F dada por ϕx1(x2, . . . , xn) = ϕ(x1, x2, . . . , xn). Podemos, assim,

definir a aplicação R-linear

Γ1 : ϕ ∈ La(E1, . . . , En; F ) 7−→ Γ1(ϕ) ∈ La(E1;La(E2, . . . , En; F )),

onde Γ1(ϕ)(x1) = ϕx1 para x1 ∈ E1, que é claramente injetora.

Se v : E1→La(E2, . . . , En; F ) é uma aplicação R-linear arbitrária, então a aplicação
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ϕv : E1× · · · ×En → F, dada por ϕv(x1, x2, . . . , xn) = v(x1)(x2, . . . , xn) (x1 ∈ E1, x2 ∈

E2, . . . , xn ∈ En), pertence a La(E1, . . . , En; F ) e Γ1(ϕv) = v. Portanto, Γ1 é um isomor-

fismo de R-módulos.

Sejam (Eα1 , uβ1α1)α1∈I1 , . . . , (Eαn , uβnαn)αn∈In sistemas indutivos de R-módulos e

(Fλ, vλµ)λ∈J um sistema projetivo de R-módulos. Consideremos em I1×· · ·×In×J a seguinte

relação de ordem parcial:(α1, . . . , αn, λ) ≤ (β1, . . . , βn, µ) se α1≤ β1, . . . , αn≤ βn e λ ≤ µ.

Além disso, para (α1, . . . , αn, λ) ≤ (β1, . . . , βn, µ), definamos a aplicação R-linear

Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) : ϕ ∈ La(Eβ1 , . . . , Eβn ; Fµ)

_

��
vλµ ◦ ϕ ◦ (uβ1α1× · · · ×uβnαn) ∈ La(Eα1 , . . . , Eαn ; Fλ),

onde (uβ1α1× · · · ×uβnαn)(xα1 , . . . , xαn) = (uβ1α1(xα1), . . . , uβnαn(xαn)).

Eα1× · · · ×Eαn

uβ1α1
×···×uβnαn //

Φ
(β1,...,βn,µ)

(α1,...,αn,λ)
(ϕ)

��

Eβ1×. . .×Eβn

ϕ

��
Fλ Fµvλµ

oo

Proposição 3.1. Para todo n ≥ 2,

(
La(Eα1 , . . . , Eαn ; Fλ), Φ

(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)

)
, (α1,. . ., αn, λ)∈I1×. . .×In×J,

é um sistema projetivo de R-módulos.

Demonstração. Como, para cada i = 1,. . ., n, (Eαi
, uβiαi

)αi∈Ii
é um sistema indutivo
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de R-módulos, então uαiαi
: Eαi

→Eαi
é a identidade (αi ∈ Ii) e uγiαi

= uγiβi
◦ uβiαi

se

αi ≤ βi ≤ γi. E, como (Fλ, vλµ)λ∈J é um sistema projetivo de R-módulos, vλλ : Fλ→Fλ é a

identidade (λ ∈ J) e vλν = vλµ ◦vµν se λ ≤ µ ≤ ν. Para cada (α1,. . ., αn, λ)∈I1×. . .×In×J,

Φ
(α1,...,αn,λ)
(α1,...,αn,λ)(ϕ) = vλλ ◦ ϕ ◦ (uα1α1×. . .×uαnαn) = ϕ

para qualquer ϕ ∈ La(Eα1 , . . . , Eαn ; Fλ), ou seja,

Φ
(α1,...,αn,λ)
(α1,...,αn,λ) : La(Eα1 , . . . , Eαn ; Fλ) → La(Eα1 , . . . , Eαn ; Fλ)

é a identidade. Além disso, se (α1, . . . , αn, λ) ≤ (β1,. . ., βn, µ) ≤ (γ1,. . ., γn, ν),

Φ
(γ1,...,γn,ν)
(α1,...,αn,λ)(ϕ) = vλν ◦ ϕ ◦ (uγ1α1×. . .×uγnαn)

= (vλµ ◦ vµν) ◦ ϕ ◦ ((uγ1β1 ◦ uβ1α1)×. . .× (uγnβn ◦ uβnαn))

= vλµ ◦ (vµν ◦ ϕ ◦ (uγ1β1 ×. . .× uγnβn)) ◦ (uβ1α1×. . .× uβnαn)

= Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)(vµν ◦ ϕ ◦ (uγ1β1×. . .×uγnβn))

=
(
Φ

(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) ◦ Φ

(γ1,...,γn,ν)
(β1,...,βn,µ)

)
(ϕ)

para qualquer ϕ ∈ La(Eγ1 , . . . , Eγn ; Fν). Logo, Φ
(γ1,...,γn,ν)
(α1,...,αn,λ) = Φ

(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) ◦ Φ

(γ1,...,γn,ν)
(β1,...,βn,µ).

La(Eα1 , . . . , Eαn ; Fλ) La(Eβ1 , . . . , Eβn ; Fµ)
Φ

(β1,...,βn,µ)

(α1,...,αn,λ)oo

La(Eγ1 , . . . , Eγn ; Fν)

Φ
(γ1,...,γn,ν)

(β1,...,βn,µ)

88ppppppppppppppppppppppp

Φ
(γ1,...,γn,ν)

(α1,...,αn,λ)

ffNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN
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Portanto,
(
La(Eα1 , . . . , Eαn ; Fλ), Φ

(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)

)
, (α1, . . . , αn, λ) ∈ I1 × · · · × In × J, é um

sistema projetivo de R-módulos.

Para (α1, . . . , αn, λ) ≤ (β1, . . . , βn, µ), consideremos a aplicação R-linear

Φ̃
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) : ϕ ∈ La(Eβ1 ;La(Eβ2 , . . . , Eβn ; Fµ))

_

��

Φ
(β2,...,βn,µ)
(α2,...,αn,λ) ◦ ϕ ◦ uβ1α1 ∈ La(Eα1 ;La(Eα2 , . . . , Eαn ; Fλ)),

Eα1

uβ1α1 //

eΦ
(β1,...,βn,µ)

(α1,...,αn,λ)
(ϕ)
��

Eβ1

ϕ

��
La(Eα2 , . . . , Eαn ; Fλ) La(Eβ2 , . . . , Eβn ; Fµ)

Φ
(β2,...,βn,µ)

(α2,...,αn,λ)

oo

onde Φ
(β2,...,βn,µ)
(α2,...,αn,λ) é a aplicação R-linear

Φ
(β2,...,βn,µ)
(α2,...,αn,λ) : ϕ ∈ La(Eβ2 , . . . , Eβn ; Fµ)

_

��
vλµ ◦ ϕ ◦ (uβ2α2×. . .×uβnαn) ∈ La(Eα2 , . . . , Eαn ; Fλ).

Eα2×. . .×Eαn

uβ2α2
×...×uβnαn

��

Φ
(β2,...,βn,µ)

(α2,...,αn,λ)
(ϕ)

// Fλ

Eβ2×. . .×Eβn ϕ
// Fµ

vλµ

OO

Segue imediatamente da Proposição 3.1 o seguinte
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Corolário 3.2. Para todo n ≥ 2,

(
La(Eα1 ;La(Eα2 , . . . , Eαn ; Fλ)), Φ̃

(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)

)
, (α1, . . . , αn, λ) ∈ I1×. . .×In×J,

é um sistema projetivo de R-módulos.

Para cada i = 1,. . ., n, seja Ei = lim
−→

Eαi
, e seja F = lim

←−
Fλ. Denotemos por uαi

:

Eαi
→ Ei (αi ∈ Ii, 1 ≤ i ≤ n) e vλ : F → Fλ (λ ∈ J) as aplicações R-lineares canônicas.

Para cada (α1, . . . , αn, λ) ∈ I1×. . .×In×J, definamos a aplicação R-linear

Ψ(α1,...,αn,λ) : ϕ ∈ La(E1, . . . , En; F )
_

��
vλ ◦ ϕ ◦ (uα1×. . .× uαn) ∈ La(Eα1 , . . . , Eαn ; Fλ),

onde

(uα1×. . .× uαn)(xα1 , . . . , xαn) = (uα1(xα1), . . . , uαn(xαn)).

Eα1×. . .× Eαn

uα1×...×uαn //

Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ)

��

E1×. . .×En

ϕ

��
Fλ Fvλ

oo

Notemos que a famı́lia (Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ)), (α1, . . . , αn, λ) ∈ I1 × · · · × In × J, pertence a

lim
←−

La(Eα1 , . . . , Eαn ; Fλ). De fato, se (α1, . . . , αn, λ) ≤ (β1, . . . , βn, µ) e ϕ é um elemento
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arbitrário de La(E1, . . . , En; F ), temos

Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)(Ψ(β1,...,βn,µ)(ϕ)) = vλµ ◦Ψ(β1,...,βn,µ)(ϕ) ◦ (uβ1α1×. . .×uβnαn)

= (vλµ ◦ vµ) ◦ ϕ ◦ ((uβ1×. . .×uβn) ◦ (uβ1α1×. . .×uβnαn))

= vλ ◦ ϕ ◦ ((uβ1 ◦ uβ1α1)×. . .×(uβn ◦ uβnαn))

= vλ ◦ ϕ ◦ (uα1×. . .×uαn)

= Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ).

Teorema 3.3. Para todo n ≥ 2, a aplicação R-linear

Ψ : ϕ ∈ La(E1, . . . En; F )
_

��
Ψ(ϕ) = (Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ)) ∈ lim

←−
La(Eα1 , . . . , Eαn ; Fλ),

(α1, . . . , αn, λ) ∈ I1×. . .×In×J , é um isomorfismo de R-módulos.

Demonstração. Vamos provar o resultado por indução sobre n. Provemos, inicialmente,

o caso em que n = 2. Vimos que a aplicação R-linear

Γ1 : La(E1, E2; F ) → La(E1;La(E2; F ))

é um isomorfismo de R-módulos. Para cada (α2, λ) ∈ I2×J, seja Ψ(α2,λ) a aplicação

R-linear

Ψ(α2,λ) : u ∈ La(E2; F ) 7→ Ψ(α2,λ)(u) = vλ ◦ u ◦ uα2 ∈ La(Eα2 ; Fλ).

55



Eα2

uα2 //

Ψ(α2,λ)(u)

��

E2

u

��
Fλ Fvλ

oo

Aplicando a Proposição 2.2 duas vezes, conclúımos que a aplicação R-linear

Γ2 : v ∈ La(E1;La(E2; F )) 7−→ Γ2(v) = (Ψ(α2,λ) ◦ v ◦ uα1) ∈ lim
←−

La(Eα1 ;La(Eα2 ; Fλ)).

E1
v // La(E2; F )

Ψ(α2,λ)

��
Eα1

uα1

OO

Ψ(α2,λ)◦v◦uα1

// La(Eα2 ; Fλ)

é um isomorfismo de R-módulos. Agora, para cada (α1, α2, λ) ∈ I1×I2×J , já vimos que

a aplicação R-linear

Γ(α1,α2,λ) : t ∈ La(Eα1 ;La(Eα2 ; Fλ)) 7−→ Γ(α1,α2,λ)(t) ∈ La(Eα1 , Eα2 ; Fλ),

onde Γ(α1,α2,λ)(t)(xα1 , xα2) = t(xα1)(xα2) para (xα1 , xα2) ∈ Eα1 × Eα2 , é um isomorfismo

de R-módulos. Dáı resulta que a aplicação R-linear

Γ3 :
(
Ψ(α2,λ) ◦ v ◦ uα1

)
∈ lim
←−

La(Eα1 ;La(Eα2 ; Fλ))
_

��(
Γ(α1,α2,λ)(Ψ(α2,λ) ◦ v ◦ uα1)

)
∈ lim
←−

La(Eα1 , Eα2 ; Fλ),

com v variando em La(E1;La(E2; F )), é um isomorfismo de R-módulos. Conseqüen-

temente, Γ3 ◦ Γ2 ◦ Γ1 é um isomorfismo do R-módulo La(E1, E2; F ) sobre o R-módulo
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lim
←−

La(Eα1 , Eα2 ; Fλ). Afirmamos que Γ3 ◦ Γ2 ◦ Γ1 é precisamente a aplicação Ψ do enun-

ciado (no caso n = 2). Realmente, seja ϕ ∈ La(E1, E2; F ) arbitrária. Como

(Γ3 ◦ Γ2 ◦ Γ1)(ϕ) = Γ3(Γ2(Γ1(ϕ)))

= Γ3((Ψ(α2,λ) ◦ Γ1(ϕ) ◦ uα1))

=
(
Γ(α1,α2,λ)(Ψ(α2,λ) ◦ Γ1(ϕ) ◦ uα1)

)
,

devemos mostrar que, para cada (α1, α2, λ) ∈ I1×I2×J,

Ψ(α1,α2,λ)(ϕ) = Γ(α1,α2,λ)(Ψ(α2,λ) ◦ Γ1(ϕ) ◦ uα1),

isto é, que vλ◦ϕ◦(uα1×uα2) = Γ(α1,α2,λ)(Ψ(α2,λ)◦Γ1(ϕ)◦uα1). Fixemos (α1, α2, λ) ∈ I1×I2×J

e seja (xα1 , xα2) um elemento arbitrário de Eα1 × Eα2 . Finalmente, como

(vλ ◦ ϕ ◦ (uα1 × uα2))(xα1 , xα2) = (vλ ◦ ϕ)(uα1(xα1), uα2(xα2))

= vλ(ϕ(uα1(xα1), uα2(xα2)))

e

Γ(α1,α2,λ)(Ψ(α2,λ) ◦ Γ1(ϕ) ◦ uα1)(xα1 , xα2) =
[
(Ψ(α2,λ) ◦ Γ1(ϕ) ◦ uα1)(xα1)

]
(xα2)

=
[
Ψ(α2,λ)(Γ1(ϕ)(uα1(xα1)))

]
(xα2)

= (vλ ◦ (Γ1(ϕ)(uα1(xα1)) ◦ uα2))(xα2)

= vλ(Γ1(ϕ)(uα1(xα1))(uα2(xα2)))

= vλ(ϕ(uα1(xα1), (uα2(xα2))),
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a nossa afirmação está verificada. Portanto, acabamos de mostrar que Ψ é um isomorfismo

de R-módulos no caso em que n = 2.

Seja agora n um inteiro, n ≥ 2, e admitamos o resultado válido para n. Vimos que a

aplicação R-linear

Γ1 : ϕ ∈ La(E1, . . . , En; F ) 7−→ Γ1(ϕ) ∈ La(E1;La(E2, . . . , En; F )),

onde Γ1(ϕ)(x1) = ϕx1 para x1 ∈ E1, é um isomorfismo de R-módulos.

Para cada (α2, . . . , αn+1, λ) ∈ I2×. . .× In+1×J, seja Ψ(α2,...,αn+1,λ) a aplicação R-linear

Ψ(α2,...,αn+1,λ) : u ∈ La(E2, . . . , En+1; F ) 7−→ Ψ(α2,...,αn+1,λ)(u) ∈ La(Eα2 , . . . , Eαn+1 ; Fλ),

dada por Ψ(α2,...,αn+1,λ)(u) = vλ ◦ u ◦ (uα2× . . .× uαn+1). Aplicando a Proposição 2.2 e a

hipótese de indução, conclúımos que a aplicação R-linear

Γ2 : v ∈ La(E1;La(E2, . . . , En+1; F ))
_

��(
Ψ(α2,...,αn+1,λ) ◦ v ◦ uα1

)
∈ lim
←−

La(Eα1 ;La(Eα2 , . . . , Eαn+1 ; Fλ)),

é um isomorfismo de R-módulos. Agora, para cada (α1, . . . , αn+1, λ) ∈ I1×. . .×In+1×J,
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já observamos que a aplicação R-linear

Γ(α1,...,αn+1,λ) : t ∈ La(Eα1 ;La(Eα2 , . . . , Eαn+1 ; F ))
_

��
Γ(α1,...,αn+1,λ)(t) ∈ La(Eα1 , . . . , Eαn+1 ; Fλ),

onde

Γ(α1,...,αn+1,λ)(t)(xα1 , xα2 , . . . , xαn+1) = t(xα1)(xα2 , . . . , xαn+1),

é um isomorfismo de R-módulos. Dáı resulta que a aplicação

Γ3 : lim
←−

La(Eα1 ;La(Eα2 , . . . , Eαn+1 ; Fλ))

��
lim
←−

La(Eα1 , . . . , Eαn+1 ; Fλ),

que a cada
(
Ψ(α2,...,αn+1,λ) ◦ v ◦ uα1

)
associa (Γ(α1,...,αn+1,λ)(Ψ(α2,...,αn+1,λ) ◦ v ◦ uα1)), com v

variando em La(E1;La(E2, . . . , En+1; F )), é um isomorfismo de R-módulos. Finalmente,

como Γ3◦Γ2◦Γ1 coincide com a aplicação Ψ do enunciado do teorema, acabamos de mostrar

que a afirmação é válida para n + 1, concluindo assim a demonstração do teorema.
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3.2 Conjuntos eqüilimitados de aplicações multiline-

ares

Sejam (E1,B1),. . ., (En,Bn) e (F, C) R-módulos bornológicos e denotemos por

Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F, C)) o R-módulo de todas as aplicações R-multineares limi-

tadas de (E1× . . .×En,B1× . . .×Bn) em (F, C). Então a bornologia ECB1×...×Bn
formada

pelos subconjuntos eqüilimitados de Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F, C)) (X ∈ ECB1×...×Bn
se

X (B1× . . .×Bn) ∈ C para quaisquer B1 ∈ B1, . . . , Bn ∈ Bn ) é uma bornologia de R-

módulo. Realmente, sejam X1,X2 ∈ ECB1×...×Bn
e L ∈ BR. Raciocinando exatamente como

no caso linear, verifica-se que X1 + X2 ∈ ECB1×...×Bn
. Além disso, LX1 ∈ ECB1×...×Bn

, pois

(LX1)(B1 × · · · ×Bn) = L(X1(B1 × · · · ×Bn)) ∈ C

para B1 ∈ B1, . . . , Bn ∈ Bn arbitrários.

Exemplo 3.4. Suponhamos que 0 ∈ R× e sejam (E1, τ1), . . . , (En, τn) e (F, θ) R-módulos

topológicos. Se X é um conjunto eqüicont́ınuo de aplicações R-multineares de (E1×. . .×

En, τ1×. . .×τn) em (F, θ), então X ∈ EB(θ)
B(τ1)×···×B(τn), como é fácil verificar. Por outro lado, se

(R, τR) é metrizável e (Ei, τi) é metrizável para i = 1, . . . , n, então todo X ∈ EB(θ)
B(τ1)×···×B(τn)

é eqüicont́ınuo pelo Teorema 11 de [6].

Seja ϕ ∈ Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F, C)). Para cada x1 ∈ E1, a aplicação R-multili-

near ϕx1 : E2× · · · ×En → F, dada por ϕx1(x2, . . . , xn) = ϕ(x1, x2, . . . , xn), pertence a

Lb((E2,B2), . . . , (En,Bn); (F, C)), visto que {x1} ∈ B1. Ponhamos Γ1(ϕ)(x1) = ϕx1 para
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todo x1 ∈ E1; então Γ1(ϕ) ∈ Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2), . . . , (En,Bn); (F, C)), ECB2×...×Bn
)).

A aplicação R-linear Γ1 que a cada

ϕ ∈ Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F, C))

associa

Γ1(ϕ) ∈ Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2), . . . , (En,Bn); (F, C)), ECB2×...×Bn
)),

é um isomorfismo de R-módulos. Evidentemente, Γ1 é injetora. E, se v é um elemento

arbitrário do contradomı́nio de Γ1, então a aplicação ϕv : E1 × . . .×En → F, dada

por ϕv(x1, x2, . . . , xn) = v(x1)(x2, . . . , xn)(x1 ∈ E1, x2 ∈ E2, . . . , xn ∈ En) pertence a

Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F, C)) e Γ1(ϕv) = v. Logo, Γ1 é um isomorfismo de R-módulos.

Além disso, Γ1 é um isomorfismo do R-módulo bornológico

(
Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F, C)), ECB1×···×Bn

)

sobre o R-módulo bornológico

(
Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2), . . . , (En,Bn); (F, C)), ECB2×...×Bn

)), E
ECB2×...×Bn

B1

)
.

Com efeito, para X ⊂ Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F, C)) tem-se que X ∈ ECB1×...×Bn
se, e so-

mente se, Γ1(X ) ∈ E
ECB2×...×Bn

B1
. Realmente, para B1 ∈ B1, B2 ∈ B2, . . . , Bn ∈ Bn arbitrários,
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vale a igualdade

Γ1(X )(B1)(B2×. . .×Bn) = X (B1×. . .×Bn).

Sejam ((Eα1 ,Bα1), uβ1α1)α1∈I1 ,. . ., ((Eαn ,Bαn), uβnαn)αn∈In sistemas indutivos de R-

módulos bornológicos e ((Fλ, Cλ), vλµ)λ∈J um sistema projetivo de R-módulos bornológicos.

Para (α1, . . . , αn, λ) ≤ (β1, . . . , βn, µ), denotemos também por Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) a aplicação R-

linear

Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) : ϕ ∈ Lb((Eβ1 ,Bβ1), . . . , (Eβn ,Bβn); (Fµ, Cµ))

_

��

Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)(ϕ) ∈ Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn ,Bαn); (Fλ, Cλ)),

onde Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)(ϕ) = vλµ ◦ ϕ ◦ (uβ1α1×. . .×uβnαn).

(Eα1×. . .×Eαn ,Bα1×. . .×Bαn)
uβ1α1

×...×uβnαn //

Φ
(β1,...,βn,µ)

(α1,...,αn,λ)
(ϕ)

��

(Eβ1×. . .×Eβn ,Bβ1×. . .×Bβn)

ϕ

��
(Fλ, Cλ) (Fµ, Cµ)vλµ

oo

Notemos que Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) é uma aplicação ECµBβ1

×...×Bβn
-ECλBα1×...×Bαn

-limitada. De fato, se

X ∈ ECµBβ1
×...×Bβn

e Bαi
∈ Bαi

(i = 1, . . . , n),

Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)(X )(Bα1×. . .×Bαn) = vλµ(X ((uβ1α1×. . .×uβnαn)(Bα1×. . .×Bαn))) ∈ Cλ,

visto que uβiαi
e vλµ são limitadas.

Como conseqüência do que vimos na demonstração da Proposição 3.1, podemos con-

cluir:
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Proposição 3.5. Para todo n ≥ 2,

((
Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn ,Bαn); (Fλ, Cλ)), ECλBα1×...×Bαn

)
, Φ

(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)

)
,

(α1, . . . , αn, λ) ∈ I1×. . .×In×J, é um sistema projetivo de R-módulos bornológicos.

Para (α1, . . . , αn, λ) ≤ (β1, . . . , βn, µ), denotemos também por Φ̃
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) a aplicação

R-linear que a cada

ϕ ∈ Lb((Eβ1 ,Bβ1);(Lb((Eβ2 ,Bβ2), . . . , (Eβn ,Bβn);(Fµ, Cµ)), ECµBβ2
×...×Bβn

))

associa

Φ
(β2,...,βn,µ)
(α2,...,αn,λ)◦ϕ◦uβ1α1 ∈ Lb((Eα1 ,Bα1);(Lb((Eα2 ,Bα2), . . . , (Eαn ,Bαn);(Fλ, Cλ)), ECλBα2×...×Bαn

)).

É fácil ver que Φ̃
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) é E

ECµ
Bβ2

×...×Bβn

Bβ1
-E
ECλ
Bα2×...×Bαn

Bα1
-limitada. Segue imediatamente da

Proposição 3.5 o seguinte

Corolário 3.6. Para todo n ≥ 2,

((
Lb((Eα1 ,Bα1);(Lb((Eα2 ,Bα2), . . . , (Eαn ,Bαn);(Fλ, Cλ)), ECλ

Bα2×...×Bαn
)),E

ECλ
Bα2×...×Bαn

Bα1

)
,̃Φ(β1,...,βn,µ)

(α1,...,αn,λ)

)
,

(α1, . . . , αn, λ) ∈ I1×. . .×In×J, é um sistema projetivo de R-módulos bornológicos.

Para cada i = 1,. . ., n, seja (Ei,Bi) o limite indutivo bornológico do sistema

((Eαi
,Bαi

), uβiαi
)αi∈Ii

, e seja (F, C) o limite projetivo bornológico do sistema ((Fλ, Cλ), vλµ)λ∈J .
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Para cada (α1, . . . , αn, λ) ∈ I1×. . .×In×J, denotemos também por Ψ(α1,...,αn,λ) a aplicação

R-linear

Ψ(α1,...,αn,λ) : ϕ ∈ Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F, C))
_

��
Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ) ∈ Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn ,Bαn); (Fλ, Cλ)),

onde Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ) = vλ ◦ ϕ ◦ (uα1× . . .×uαn), sendo uαi
: Eαi

→ Ei (1 ≤ i ≤ n) e

vλ : F → Fλ as aplicações R-lineares canônicas.

(Eα1×. . .×Eαn ,Bα1×. . .× Bαn)
uα1×...×uαn //

Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ)

��

(E1×. . .×En,B1×. . .×Bn)

ϕ

��
(Fλ, Cλ) (F, C)vλ

oo

Raciocinando como acima, mostra-se que Ψ(α1,...,αn,λ) é ECB1×...×Bn
-ECλBα1×...×Bαn

-limitada.

Então em vista do que foi observado antes da demonstração do Teorema 3.3, podemos

afirmar que, se ϕ ∈ Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F, C)), então

Ψ(ϕ) =
(
Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ)

)
∈ lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn ,Bαn); (Fλ, Cλ)).

Teorema 3.7. Para todo n ≥ 2, a aplicação R-linear

Ψ : ϕ ∈
(
Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F, C)), ECB1×...×Bn

)
_

��

Ψ(ϕ) ∈
(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn ,Bαn); (Fλ, Cλ)),D
)

,

(α1, . . . , αn, λ) ∈ I1 × · · · × In × J , é um isomorfismo de R-módulos bornológicos, onde o
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contradomı́nio de Ψ é o limite projetivo bornológico do sistema mencionado na Proposição

3.5.

Demonstração. Vamos provar o resultado por indução sobre n. Provemos, inicialmente,

o caso em que n = 2. Vimos que a aplicação

Γ1 : ϕ ∈
(
Lb((E1,B1), (E2,B2); (F, C)), ECB1×B2

)
_

��

Γ1(ϕ) ∈
(
Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2); (F, C)), ECB2

)), E
ECB2
B1

)
,

onde Γ1(ϕ)(x1) = ϕx1 , para todo x1 ∈ E1, é um isomorfismo de R-módulos bornológicos.

Para cada (α2, λ) ∈ I2 ×J, a aplicação R-linear

Ψ(α2,λ) : u ∈ Lb((E2,B2); (F, C)) 7→Ψ(α2,λ)(u) = vλ ◦ u ◦ uα2 ∈ Lb((Eα2 ,Bα2); (Fλ, Cλ))

é ECB2
-ECλBα2

-limitada.

(Eα2 ,Bα2)
uα2 //

Ψ(α2,λ)(u)

��

(E2,B2)

u

��
(Fλ, Cλ) (F, C)vλ

oo

Aplicando o Teorema 2.5 duas vezes, conclúımos que a aplicação R-linear Γ2 que a

cada

v ∈
(
Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2); (F, C)), ECB2

)), E
ECB2
B1

)
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associa

(
Ψ(α2,λ) ◦ v ◦ uα1

)
∈
(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2); (Fλ, Cλ)), ECλBα2
)), D̃

)
,

é um isomorfismo de R-módulos bornológicos, onde o contradomı́nio de Γ2 é o limite

projetivo bornológico do sistema mencionado no Corolário 3.6 (no caso em que n = 2).

(Eα1 ,Bα1)
uα1 //

Ψ(α2,λ)◦v◦uα1
��

(E1,B1)

v

��(
Lb((Eα2 ,Bα2); (Fλ, Cλ)), ECλBα2

)
(Lb((E2,B2); (F, C)), ECB2

)
Ψ(α2,λ)

oo

Agora, para cada (α1, α2, λ) ∈ I1×I2×J, já vimos que a aplicação R-linear Γ(α1,α2,λ)

que a cada

t ∈
(
Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2); (Fλ, Cλ)), ECλBα2

)), E
ECλ
Bα2
Bα1

)

associa

Γ(α1,α2,λ)(t) ∈
(
Lb((Eα1 ,Bα1), (Eα2 ,Bα2); (Fλ, Cλ)), ECλBα1×Bα2

)
,

dada por Γ(α1,α2,λ)(t)(xα1 , xα2) = t(xα1)(xα2), é um isomorfismo de R-módulos bornológicos.

Dáı resulta que a aplicação R-linear Γ3 que a cada

(
Ψ(α2,λ) ◦ v ◦ uα1

)
∈
(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2); (Fλ, Cλ)), ECλBα2
)), D̃

)
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associa

(
Γ(α1,α2,λ)(Ψ(α2,λ) ◦ v ◦ uα1)

)
∈
(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1), (Eα2 ,Bα2); (Fλ, Cλ)),D
)

,

com v variando em Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2); (F, C)), ECB2
)), é um isomorfismo de R-módulos

bornológicos, onde D̃ tem o significado evidente (lembrar o Corolário 3.6). De fato, como

D é a bornologia inicial para a famı́lia

((
Lb((Eα1 ,Bα1), (Eα2 ,Bα2); (Fλ, Cλ)), ECλBα1×Bα2

)
, q(α1,α2,λ)

)
,

onde q(α1,α2,λ) é a restrição a lim
←−

Lb((Eβ1 ,Bβ1), (Eβ2 ,Bβ2); (Fµ, Cµ)) da projeção de∏
(β1,β2,µ)∈I1×I2×J

Lb((Eβ1 ,Bβ1), (Eβ2 ,Bβ2); (Fµ, Cµ)) sobre Lb((Eα1 ,Bα1), (Eα2 ,Bα2); (Fλ, Cλ)),

Γ3 é limitada se, e somente se, q(α1,α2,λ) ◦ Γ3 é limitada para todo (α1, α2, λ) ∈ I1×I2×J.

Mas isto ocorre, visto que

q(α1,α2,λ) ◦ Γ3 = Γ(α1,α2,λ) ◦ w(α1,α2,λ),

onde w(α1,α2,λ) é a restrição a lim
←−

Lb((Eβ1 ,Bβ1); (Lb((Eβ2 ,Bβ2); (Fµ, Cµ)), ECµBα2
)) da projeção

de ∏
(β1,β2,µ)∈I1×I2×J

Lb((Eβ1 ,Bβ1); (Lb((Eβ2 ,Bβ2); (Fµ, Cµ)), ECµBα2
))

sobre Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2); (Fλ, Cλ)), ECλBα2
)). De maneira análoga, mostra-se que

Γ−1
3 é limitada. Conseqüentemente, Γ3◦Γ2◦Γ1 é um isomorfismo do R-módulo bornológico
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(
Lb((E1,B1), (E2,B2); (F, C)), ECB1×B2

)
sobre o R-módulo bornológico

(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1), (Eα2 ,Bα2); (Fλ, Cλ)),D
)

.

Como Γ3 ◦ Γ2 ◦ Γ1 é precisamente a aplicação Ψ do enunciado (ver a demonstração do

Teorema 3.3), acabamos de mostrar que Ψ é um isomorfismo de R-módulos bornológicos

no caso em que n = 2.

Seja agora n um inteiro, n ≥ 2, e admitamos o resultado válido para n. Vimos que a

aplicação R-linear Γ1 que a cada

ϕ ∈
(
Lb((E1,B1), . . . , (En+1,Bn+1); (F, C)), ECB1×···×Bn+1

)

associa

Γ1(ϕ) ∈
(
Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2), . . . , (En+1,Bn+1); (F, C)), ECB2×...×Bn+1

)), E
ECB2×...×Bn+1

B1

)
,

onde Γ1(ϕ)(x1) = ϕx1 para todo x1 ∈ E1, é um isomorfismo de R-módulos bornológicos.

Para cada (α2, . . . , αn+1, λ) ∈ I2×. . .× In+1×J, a aplicação R-linear

Ψ(α2,...,αn+1,λ) : u ∈ Lb((E2,B2), . . . , (En+1,Bn+1); (F, C))
_

��
Ψ(α2,...,αn+1,λ)(u) ∈ Lb((Eα2 ,Bα2), . . . , (Eαn+1 ,Bαn+1); (Fλ, Cλ)),

dada por Ψ(α2,...,αn+1,λ)(u) = vλ ◦ u ◦ (uα2×. . .× uαn+1), é ECB2×...×Bn+1
-ECλBα2×...×Bαn+1

-limitada.
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Aplicando o Teorema 2.5 e a hipótese de indução, conclúımos que a aplicação R-linear Γ2

que a cada

v ∈
(
Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2), . . . , (En+1,Bn+1); (F, C)), ECB2×...×Bn+1

)), E
ECB2×...×Bn+1

B1

)

associa

Γ2(v) ∈
(

lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2), . . . , (Eαn+1 ,Bαn+1); (Fλ, Cλ)), ECλBα2×···×Bαn+1
)),
˜̃D) ,

onde Γ2(v) =
(
Ψ(α2,...,αn+1,λ) ◦ v ◦ uα1

)
e
˜̃D tem o significado evidente (lembrar o Corolário

3.6), é um isomorfismo de R-módulos bornológicos. Agora, para cada (α1, . . . , αn+1, λ) ∈

I1×. . .×In+1×J, já observamos que a aplicação R-linear Γ(α1,...,αn+1,λ) que a cada

t ∈

(
Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2), . . . , (Eαn+1 ,Bαn+1); (Fλ, Cλ)), ECλBα2×...×Bαn+1

)), E
ECλ
Bα2×...×Bαn+1

Bα1

)

associa

Γ(α1,...,αn+1,λ)(t) ∈
(
Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn+1 ,Bαn+1); (Fλ, Cλ)), ECλBα1×...×Bαn+1

)
,

onde

Γ(α1,...,αn+1,λ)(t)(xα1 , xα2 , . . . , xαn+1) = t(xα1)(xα2 , . . . , xαn+1),

é um isomorfismo de R-módulos bornológicos. Argumentando exatamente como no caso

em que n = 2, conclúımos que a aplicação R-linear Γ3 que a cada
(
Ψ(α2,...,αn+1,λ) ◦ v ◦ uα1

)
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em

(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2), . . . , (Eαn+1 ,Bαn+1); (Fλ, Cλ)), ECλBα2×...×Bαn+1
)),
˜̃D)

associa

(
Γ(α1,...,αn+1,λ)(Ψ(α2,...,αn+1,λ) ◦ v ◦ uα1)

)
∈
(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn+1 ,Bαn+1); (Fλ, Cλ)),D
)

,

com v variando em Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2), . . . , (En+1,Bn+1); (F, C)), ECB2×...×Bn+1
)), é um

isomorfismo de R-módulos bornológicos. Finalmente, como Γ3 ◦ Γ2 ◦ Γ1 coincide com a

aplicação Ψ do enunciado do teorema, acabamos de mostrar que a afirmação é válida para

n + 1, concluindo assim a demonstração do teorema.

3.3 Conjuntos eqüilimitantes de aplicações multiline-

ares

No que se segue, suporemos que o anel topológico R satisfaça a condição 0 ∈ R×.

Sejam (E1, τ1),. . ., (En, τn) R-módulos topológicos, (F, C) um R-módulo bornológico

e denotemos por Ll((E1, τ1), . . . , (En, τn); (F, C)) o R-módulo de todas as aplicações R-

multineares limitantes de (E1×. . .×En, τ1×. . .×τn) em (F, C). Então a bornologia ECτ1×...×τn
for-

mada pelos subconjuntos eqüilimitantes de Ll((E1, τ1), . . . , (En, τn); (F, C)) (X ∈ ECτ1×...×τn

se para cada i = 1, . . . , n existe uma τi-vizinhança Ui de 0 em Ei tal que X (U1×· · ·×Un) ∈
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C ) é uma bornologia de R-módulo. Realmente, raciocinando como no caso linear, verifica-

se que, se X1,X2 ∈ ECτ1×...×τn
e L ∈ BR, então X1 + X2, LX1 ∈ ECτ1×...×τn

.

Observação 3.8. Sejam (E1, τ1), . . . , (En, τn) e (F, θ) R-módulos topológicos. Se X ∈

EB(θ)
τ1×···×τn

, então X é eqüicont́ınuo. De fato, é fácil verificar que X é eqüicont́ınuo em

(0, . . . , 0). Pelo Teorema provado em [3], X é eqüicont́ınuo.

Observação 3.9. Sejam (K, τK) um corpo topológico não-discreto, (E1, τ1), . . . , (En, τn)

espaços vetoriais topológicos sobre (K, τK) e (F, θ) um espaço vetorial topológico local-

mente limitado sobre (K, τK). Então X ∈ EB(θ)
τ1×···×τn

se, e somente se, X é eqüicont́ınuo.

Pela Observação 3.8, basta mostrar que a relação X eqüicont́ınuo implica X ∈ EB(θ)
τ1×···×τn

.

Realmente, seja V uma θ-vizinhança limitada de 0 em F . Pela eqüicontinuidade de X

em (0, . . . , 0), para cada i = 1, . . . , n existe uma τi-vizinhança Ui de 0 em Ei tal que

X (U1 × · · · × Un) ⊂ V , e dáı resulta que X ∈ EB(θ)
τ1×···×τn

.

Seja ϕ ∈ Ll((E1, τ1), . . . , (En, τn); (F, C)). Para cada x1 ∈ E1, a aplicação R-multili-

near ϕx1 : E2× · · · ×En → F, dada por ϕx1(x2, . . . , xn) = ϕ(x1, x2, . . . , xn), pertence a

Ll((E2, τ2), . . . , (En, τn); (F, C)). De fato, para cada i = 1, . . . , n, existe uma τi-vizinhança

Ui de 0 em Ei de maneira que ϕ(U1×. . .× Un) ∈ C. Pela continuidade da aplicação

λ ∈ (R, τR) 7−→ λx1 ∈ (E1, τ1)
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em 0 ∈ R, existe uma τR-vizinhança W de 0 em R tal que Wx1 ⊂ U1. Conseqüentemente,

ϕx1((WU2)×. . .× Un) = Wϕx1(U2×. . .× Un)

= Wϕ({x1}× U2×. . .× Un)

= ϕ(Wx1× U2×. . .× Un)

⊂ ϕ(U1×. . .× Un).

Portanto, ϕx1((WU2)× . . .× Un) ∈ C, sendo WU2 uma τ2-vizinhança de 0 em E2 (pois

0 ∈ R×). Ponhamos Γ1(ϕ)(x1) = ϕx1 para todo x1 ∈ E1; então

Γ1(ϕ) ∈ Ll((E1, τ1); (Ll((E2, τ2), . . . , (En, τn); (F, C)), ECτ2×...×τn
)).

A aplicação R-linear Γ1 que a cada

ϕ ∈
(
Ll((E1, τ1), . . . , (En, τn); (F, C)), ECτ1×...τn

)

associa

Γ1(ϕ) ∈
(
Ll((E1, τ1); (Ll((E2, τ2), . . . , (En, τn); (F, C)), ECτ2×...×τn

)), E
ECτ2×...×τn
τ1

)
,

é um isomorfismo de R-módulos bornológicos. Evidentemente, Γ1 é injetora. E, se v é

um elemento arbitrário do contradomı́nio de Γ1, então a aplicação ϕv : E1×. . .×En→F,

dada por ϕv(x1, x2, . . . , xn) = v(x1)(x2, . . . , xn) pertence a Ll((E1, τ1), . . . , (En, τn); (F, C))

e Γ1(ϕv) = v. Logo, Γ1 é um isomorfismo de R-módulos. Além disso, para X ⊂
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Ll((E1, τ1), . . . , (En, τn); (F, C)), tem-se que X ∈ ECτ1×...×τn
se, e somente se, Γ1(X ) ∈

E
ECτ2×...×τn
τ1 , pois para qualquer τi-vizinhança Ui de 0 em Ei (i = 1, . . . , n) vale a igualdade

Γ1(X )(U1)(U2×. . .×Un) = X (U1×. . .×Un).

Para cada i = 1,. . ., n, seja ((Eαi
, ταi

), uβiαi
)αi∈Ii

um sistema indutivo de R-módulos

topológicos, e seja ((Fλ, Cλ), vλµ)λ∈J um sistema projetivo de R-módulos bornológicos.

Para (α1, . . . , αn, λ) ≤ (β1, . . . , βn, µ), denotemos também por Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) a aplicação R-

linear

Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) : ϕ ∈ Ll((Eβ1 , τβ1), . . . , (Eβn , τβn); (Fµ, Cµ))

_

��

Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)(ϕ) ∈ Ll((Eα1 , τα1), . . . , (Eαn , ταn); (Fλ, Cλ)),

onde Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)(ϕ) = vλµ ◦ ϕ ◦ (uβ1α1×. . .×uβnαn).

(Eα1×. . .×Eαn , τα1×. . .×ταn)
uβ1α1

×...×uβnαn//

Φ
(β1,...,βn,µ)

(α1,...,αn,λ)
(ϕ)

��

(Eβ1×. . .×Eβn , τβ1×. . .×τβn)

ϕ

��
(Fλ, Cλ) (Fµ, Cµ)vλµ

oo

Notemos que a aplicação Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) é ECµτβ1

×...×τβn
-ECλτα1×...×ταn

-limitada. De fato, seja

X ∈ ECµτβ1
×...×τβn

. Existe, para cada i = 1,. . ., n, uma τβi
-vizinhança Uβi

de 0 em Eβi
tal

que X (Uβ1× . . .×Uβn) ∈ Cµ. Como uβiαi
: (Eαi

, ταi
)→ (Eβi

, τβi
) é cont́ınua, existe uma
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ταi
-vizinhança Uαi

de 0 em Eαi
tal que uβiαi

(Uαi
) ⊂ Uβi

(i = 1, . . . , n). Então

Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)(X )(Uα1×. . .×Uαn) = [vλµ ◦ X ◦ (uβ1α1×. . .×uβnαn)] (Uα1×. . .×Uαn)

= vλµ(X (uβ1α1(Uα1)×. . .×uβnαn(Uαn)))

⊂ vλµ(X (Uβ1×. . .×Uβn)),

sendo este último conjunto um elemento de Cλ, e dáı resulta que Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)(X ) ∈ ECλτα1×...×ταn

.

Pelo que vimos na demonstração da Proposição 3.1, podemos concluir:

Proposição 3.10. Para todo n ≥ 2,

(
(Ll((Eα1 , τα1), . . . , (Eαn , ταn); (Fλ, Cλ)), ECλτα1×...×ταn

), Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)

)
,

(α1, . . . , αn, λ) ∈ I1×. . .×In×J, é um sistema projetivo de R-módulos bornológicos.

Para (α1, . . . , αn, λ) ≤ (β1, . . . , βn, µ), denotemos também por Φ̃
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) a aplicação

R-linear que a cada

ϕ ∈ Ll((Eβ1 , τβ1);(Ll((Eβ2 , τβ2), . . . , (Eβn , τβn);(Fµ, Cµ)), ECµτβ2
×...×τβn

))

associa

Φ
(β2,...,βn,µ)
(α2,...,αn,λ) ◦ ϕ ◦ uβ1α1 ∈ Ll((Eα1 , τα1);(Ll((Eα2 , τα2), . . . , (Eαn , ταn);(Fλ, Cλ)), ECλτα2×...×ταn

)).

É fácil ver que Φ̃
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) é E

ECµ
τβ2

×...×τβn
τβ1

-E
ECλ

τα2×...×ταn
τα1

-limitada. Segue imediatamente da
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Proposição 3.10 o seguinte

Corolário 3.11. Para todo n ≥ 2,

((
Ll((Eα1 , τα1); (Ll((Eα2 , τα2), . . . , (Eαn , ταn); (Fλ, Cλ)), ECλτα2×...×ταn

)), E
ECλ

τα2×...×ταn
τα1

)
, Φ̃(β1,...,βn,µ)

(α1,...,αn,λ))

)
,

(α1, . . . , αn, λ) ∈ I1×. . .×In×J , é um sistema projetivo de R-módulos bornológicos.

Seja (Ei, τi) o limite indutivo topológico do sistema ((Eαi
, ταi

), uβiαi
)αi∈Ii

(1 ≤ i ≤ n),

e seja (F, C) o limite projetivo bornológico do sistema ((Fλ, Cλ), vλµ)λ∈J . Para cada

(α1, . . . , αn, λ) ∈ I1×. . .×In× J, denotemos também por Ψ(α1,...,αn,λ) a aplicação R-linear

Ψ(α1,...,αn,λ) : ϕ ∈ Ll((E1, τ1), . . . , (En, τn); (F, C))
_

��
Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ) ∈ Ll((Eα1 , τα1), . . . , (Eαn , ταn); (Fλ, Cλ)),

onde Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ) = vλ ◦ ϕ ◦ (uα1× . . .×uαn), sendo uαi
: Eαi

→ Ei (1 ≤ i ≤ n) e

vλ : F → Fλ (λ ∈ J) as aplicações R-lineares canônicas.

(Eα1×. . .×Eαn , τα1×. . .×ταn)
uα1×...×uαn //

Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ)

��

(E1×. . .×En, τ1×. . .×τn)

ϕ

��
(Fλ, Cλ) (F, C)vλ

oo

Raciocinando como acima, mostra-se que Ψ(α1,...,αn,λ) é ECτ1×...×τn
-ECλτα1×...×ταn

-limitada.

Em vista do que foi observado antes da demonstração do Teorema 3.3, podemos afirmar
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que, se ϕ ∈ Ll((E1, τ1), . . . , (En, τn); (F, C)),

Ψ(ϕ) =
(
Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ)

)
∈ lim
←−

Ll((Eα1 , τα1), . . . , (Eαn , ταn); (Fλ, Cλ)).

Teorema 3.12. Para todo n ≥ 2, se os conjuntos de ı́ndices I1,. . ., In e J são finitos, a

aplicação R-linear

Ψ : ϕ ∈ (Ll((E1, τ1), . . . , (En, τn); (F, C)), ECτ1×...×τn
)

_

��

Ψ(ϕ) ∈
(
lim
←−

(Ll((Eα1 , τα1), . . . , (Eαn , ταn); (Fλ, Cλ)),D1

)
,

(α1, . . . , αn, λ) ∈ I1 × · · · × In × J, é um isomorfismo de R-módulos bornológicos, onde o

contradomı́nio de Ψ é o limite projetivo bornológico do sistema mencionado na Proposição

3.10.

Demonstração. Vamos demonstrar o resultado por indução sobre n. Provemos, inicial-

mente, o caso em que n = 2. Vimos que a aplicação

Γ1 :
(
Ll((E1, τ1), (E2, τ2); (F, C)), ECτ1×τ2

)
��(

Ll((E1, τ1); (Ll((E2, τ2); (F, C)), ECτ2)), E
ECτ2
τ1

)

é um isomorfismo de R-módulos bornológicos.
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Para cada (α2, λ) ∈ I2×J, denotemos também por Ψ(α2,λ) a aplicação R-linear

Ψ(α2,λ) : u ∈ Ll((E2, τ2); (F, C)) 7−→ Ψ(α2,λ)(u) = vλ ◦ u ◦ uα2 ∈ Ll((Eα2 , τα2); (Fλ, Cλ)).

(Eα2 , τα2)
uα2 //

Ψ(α2,λ)(u)

��

(E2, τ2)

u

��
(Fλ, Cλ) (F, C)

vλoo

Raciocinando como acima, mostra-se que Ψ(α2,λ) é ECτ2-E
Cλ
τα2

-limitada. Aplicando o

Teorema 2.21 duas vezes, conclúımos que a aplicação R-linear

Γ2 : v ∈
(
Ll((E1, τ1); (Ll((E2, τ2); (F, C)), ECτ2)), E

ECτ2
τ1

)
_

��

Γ2(v) ∈
(
lim
←−

Ll((Eα1 , τα1); (Ll((Eα2 , τα2); (Fλ, Cλ)), ECλτα2
)), D̃1

)
,

é um isomorfismo de R-módulos bornológicos, onde Γ2(v) =
(
Ψ(α2,λ) ◦ v ◦ uα1

)
e o con-

tradomı́nio de Γ2 é o limite projetivo bornológico do sistema mencionado no Corolário

3.11 (no caso em que n = 2).

(Eα1 , τα1)
uα1 //

Ψ(α2,λ)◦v◦uα1
��

(E1, τ1)

v

��
(Ll((Eα2 , τα2); (Fλ, Cλ)), ECλτα2

) (Ll((E2, τ2); (F, C)), ECτ2)Ψ(α2,λ)

oo

Agora, para cada (α1, α2, λ) ∈ I1×I2×J, já vimos que a aplicação R-linear Γ(α1,α2,λ)
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que a cada

t ∈
(
Ll((Eα1 , τα1); (Ll((Eα2 , τα2); (Fλ, Cλ)), ECλτα2

)), E
ECτα2
τα1

)

associa

Γ(α1,α2,λ)(t) ∈
(
Ll((Eα1 , τα1), (Eα2 , τα2); (Fλ, Cλ)), ECλτα1×τα2

)
,

onde Γ(α1,α2,λ)(t)(xα1 , xα2) = t(xα1)(xα2), é um isomorfismo de R-módulos bornológicos.

Dáı resulta que a aplicação R-linear Γ3 que a cada

(
Ψ(α2,λ) ◦ v ◦ uα1

)
∈
(
lim
←−

Ll((Eα1 , τα1); (Ll((Eα2 , τα2); (Fλ, Cλ)), ECλτα2
)), D̃1

)

associa

(
Γ(α1,α2,λ)(Ψ(α2,λ) ◦ v ◦ uα1)

)
∈
(
lim
←−

Ll((Eα1 , τα1), (Eα2 , τα2); (Fλ, Cλ)),D1

)
,

com v variando em Ll((E1, τ1); (Ll((E2, τ2); (F, C)), ECτ2)), é um isomorfismo de R-módulos

bornológicos (argumentar como na demonstração do Teorema 3.7). Conseqüentemente,

Γ3 ◦ Γ2 ◦ Γ1 é um isomorfismo do R-módulo bornológico
(
Ll((E1, τ1), (E2, τ2); (F, C)), ECτ1×τ2

)
sobre o R-módulo bornológico

(
lim
←−

Ll((Eα1 , τα1 , (Eα2 , τα2); (Fλ, Cλ)),D1

)
. Como Γ3 ◦Γ2 ◦

Γ1 é precisamente a aplicação Ψ do enunciado do teorema (ver a demonstração do Teo-

rema 3.3), acabamos de mostrar que Ψ é um isomorfismo de R-módulos bornológicos no

caso em que n = 2.

Seja agora n um inteiro, n ≥ 2, e admitamos o resultado válido para n. Vimos que a

78



aplicação R-linear Γ1 que a cada

ϕ ∈
(
Ll((E1, τ1), . . . , (En+1, τn+1); (F, C)), ECτ1×···×τn+1

)

associa

Γ1(ϕ) ∈
(
Ll((E1, τ1); (Ll((E2, τ2), . . . , (En+1, τn+1); (F, C)), ECτ2×...×τn+1

)), E
ECτ2×...×τn+1
τ1

)
,

onde Γ1(ϕ)(x1) = ϕx1 para todo x1 ∈ E1, é um isomorfismo de R-módulos bornológicos.

Para cada (α2, . . . , αn+1, λ) ∈ I2×. . .× In+1×J, a aplicação R-linear

Ψ(α2,...,αn+1,λ) : u ∈ Ll((E2, τ2), . . . , (En+1, τn+1); (F, C))
_

��
Ψ(α2,...,αn+1,λ)(u) ∈ Ll((Eα2 , τα2), . . . , (Eαn+1 , ταn+1); (Fλ, Cλ)),

onde Ψ(α2,...,αn+1,λ)(u) = vλ ◦u ◦ (uα2×. . .×uαn+1), é ECτ2×...×τn+1
-ECλτα2×...×ταn+1

-limitada. Apli-

cando o Teorema 2.21 e a hipótese de indução, conclúımos que a aplicação R-linear Γ2

que a cada

v ∈
(
Ll((E1, τ1); (Ll((E2, τ2), . . . , (En+1, τn+1); (F, C)), ECτ2×...×τn+1

)), E
ECτ2×...×τn+1
τ1

)

associa

(
Ψ(α2,...,αn+1,λ)◦v◦uα1

)
∈
(

lim
←−

Ll((Eα1 , τα1); (Ll((Eα2 , τα2), . . . , (Eαn+1 , ταn+1); (Fλ, Cλ)),ECλ
τα2×...×ταn+1

)), ˜̃D1

)
,
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é um isomorfismo de R-módulos bornológicos, onde o contradomı́nio de Γ2 é o limi-

te projetivo bornológico do sistema mencionado no Corolário 3.11. Agora, para cada

(α1, . . . , αn+1, λ) ∈ I1×. . .×In+1×J, já observamos que a aplicação R-linear Γ(α1,...,αn+1,λ)

que a cada

t ∈

(
Ll((Eα1 , τα1); (Ll((Eα2 , τα2), . . . , (Eαn+1 , ταn+1); (Fλ, Cλ)), ECλτα2×...×ταn+1

)), E
ECλ

τα2×...×ταn+1
τα1

)

associa

Γ(α1,...,αn+1,λ)(t) ∈
(
Ll((Eα1 , τα1), . . . , (Eαn+1 , ταn+1); (Fλ, Cλ)), ECλτα1×...×ταn+1

)
,

onde

Γ(α1,...,αn+1,λ)(t)(xα1 , . . . , xαn+1) = t(xα1)(xα2 , . . . , xαn+1),

é um isomorfismo de R-módulos bornológicos. Dáı resulta que a aplicação R-linear Γ3

que a cada
(
Ψ(α2,...,αn+1,λ) ◦ v ◦ uα1

)
em

(
lim
←−

Ll((Eα1 , τα1); (Ll((Eα2 , τα2), . . . , (Eαn+1 , ταn+1); (Fλ, Cλ)), ECλτα2×...×ταn+1
)),
˜̃D1

)

associa

(
Γ(α1,...,αn+1,λ)(Ψ(α2,...,αn+1,λ) ◦ v ◦ uα1)

)
∈
(
lim
←−

Ll((Eα1 , τα1), . . . , (Eαn+1 , ταn+1); (Fλ, Cλ)),D1

)
,

com v variando em Ll((E1, τ1); (Ll((E2, τ2), . . . , (En, τn); (F, C)), ECτ2×...×τn
)), é um isomor-
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fismo de R-módulos bornológicos. Finalmente, como Γ3 ◦Γ2 ◦Γ1 coincide com a aplicação

Ψ do enunciado do teorema, acabamos de mostrar que a afirmação é válida para n + 1,

concluindo assim a demonstração do teorema.

3.4 Convergência uniforme em módulos de aplicações

multilineares

Sejam (E1,B1),. . ., (En,Bn) R-módulos bornológicos e (F, θ) um R-módulo topológico.

Então a topologia Υθ
B1×...×Bn

da (B1×. . .×Bn)-convergência em

Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F,B(θ)))

o torna um R-módulo topológico. Realmente, é fácil ver que a referida topologia o torna

um grupo topológico aditivo. Logo, a afirmação segue imediatamente da Proposição (a) de

[9], já que ϕ(B1×· · ·×Bn) ∈ B(θ) para quaisquer ϕ ∈ Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F,B(θ)))

e B1 × · · · ×Bn ∈ B1 × · · · × Bn.

Seja ϕ ∈ Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F,B(θ))). Para cada x1 ∈ E1, a aplicação R-

multinear ϕx1 : E2× · · · ×En→F, dada por ϕx1(x2, . . . , xn) = ϕ(x1, x2, . . . , xn), pertence

a Lb((E2,B2), . . . , (En,Bn); (F,B(θ))), visto que {x1} ∈ B1. Ponhamos Γ1(ϕ)(x1) = ϕx1

para todo x1 ∈ E1; então

Γ1(ϕ) ∈ Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2), . . . , (En,Bn); (F,B(θ))),B(Υθ
B2×...×Bn

))).
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A aplicação R-linear Γ1 que a cada

ϕ ∈
(
Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F,B(θ))), Υθ

B1×···×Bn

)

associa

Γ1(ϕ) ∈
(
Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2), . . . , (En,Bn); (F,B(θ))),B(Υθ

B2×...×Bn
))), Υ

Υθ
B2×...×Bn

B1

)
,

é um isomorfismo de R-módulos topológicos. É fácil verificar que Γ1 é um isomorfismo

de R-módulos. Além disso, para quaisquer B1 ∈ B1, . . . , Bn ∈ Bn e para qualquer θ-

vizinhança V de 0 em F , tem-se

Γ1({ϕ; ϕ(B1 × · · · ×Bn) ⊂ V }) = {Γ1(ϕ); Γ1(ϕ)(B1)(B2 × · · · ×Bn) ⊂ V }.

Logo, Γ1 é um isomorfismo de R-módulos topológicos.

Para cada i = 1,. . ., n, seja ((Eαi
,Bαi

), uβiαi
)αi∈Ii

um sistema indutivo de R-módulos

bornológicos, e seja ((Fλ, θλ), vλµ)λ∈J um sistema projetivo de R-módulos topológicos.

Para (α1, . . . , αn, λ) ≤ (β1, . . . , βn, µ), denotemos também por Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) a aplicação R-

linear

Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) : ϕ ∈ Lb((Eβ1 ,Bβ1), . . . , (Eβn ,Bβn); (Fµ,B(θµ)))

_

��

Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)(ϕ) ∈ Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn ,Bαn); (Fλ,B(θλ))),
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onde Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)(ϕ) = vλµ ◦ ϕ ◦ (uβ1α1×. . .×uβnαn).

(Eα1×. . .×Eαn ,Bα1×. . .×Bαn)
uβ1α1

×...×uβnαn //

Φ
(β1,...,βn,µ)

(α1,...,αn,λ)
(ϕ)

��

(Eβ1×. . .×Eβn ,Bβ1×. . .×Bβn)

ϕ

��
(Fλ,B(θλ)) (Fµ,B(θµ))vλµ

oo

Notemos que a aplicação Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) é Υ

θµ

Bβ1
×...×Bβn

-Υθλ
Bα1×...×Bαn

-cont́ınua. De fato, sejam

Bα1∈Bα1 ,. . ., Bαn∈Bαn e V uma θλ-vizinhança de 0 em Fλ.Como, para cada i = 1, . . . , n,

uβiαi
é limitada, uβiαi

(Bαi
) ∈ Bβi

e, como vλµ é cont́ınua, existe uma θµ-vizinhança Vµ de 0

em Fµ tal que vλµ(Vµ) ⊂ Vλ. Assim, as relações ϕ ∈ Lb((Eβ1 ,Bβ1), . . . , (Eβn ,Bβn); (Fµ,B(θµ)))

e ϕ(uβ1α1(Bα1)× · · · × uβnαn(Bαn)) ⊂ Vµ implicam

Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)(ϕ)(Bα1×. . .×Bαn) = (vλµ ◦ ϕ ◦ (uβ1α1×. . .×uβnαn))(Bα1×. . .×Bαn)

= vλµ(ϕ(uβ1α1(Bα1)×. . .×uβnαn(Bαn)))

⊂ vλµ(Vµ) ⊂ Vλ,

provando a continuidade de Φ
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ).

Pelo que vimos na demonstração da Proposição 3.1, podemos concluir:

Proposição 3.13. Para todo n ≥ 2,

((
Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn ,Bαn); (Fλ,B(θλ))), Υ

θλ
Bα1×...×Bαn

)
, Φ

(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ)

)
,

(α1, . . . , αn, λ) ∈ I1× . . .×In×J, é um sistema projetivo de R-módulos topológicos.

Para (α1, . . . , αn, λ) ≤ (β1, . . . , βn, µ), denotemos também por Φ̃
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) a aplicação
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R-linear que a cada

ϕ ∈ Lb((Eβ1 ,Bβ1);(Lb((Eβ2 ,Bβ2), . . . , (Eβn ,Bβn);(Fµ,B(θµ))),B(Υ
θµ

Bβ2
×...×Bβn

)))

associa

Φ
(β2,...,βn,µ)
(α2,...,αn,λ)◦ϕ◦uβ1α1 ∈ Lb((Eα1 ,Bα1);(Lb((Eα2 ,Bα2), . . . , (Eαn ,Bαn);(Fλ,B(θλ))),B(Υθλ

Bα2×...×Bαn
))).

É fácil ver que Φ̃
(β1,...,βn,µ)
(α1,...,αn,λ) é Υ

Υ
θµ
Bβ2

×...×Bβn

Bβ1
-Υ

Υ
θλ
Bα2×...×Bαn

Bα1
-cont́ınua. Segue imediatamente

da Proposição 3.13 o seguinte

Corolário 3.14. Para todo n ≥ 2,

((
Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2), . . . , (Eαn ,Bαn); (Fλ,B(θλ))),B(Υθλ

Bα2×...×Bαn
))),Υ

Υ
θλ
Bα2×...×Bαn

Bα1

)
, Φ̃(β1,...,βn,µ)

(α1,...,αn,λ)

)
,

(α1, . . . , αn, λ) ∈ I1× . . .×In×J, é um sistema projetivo de R-módulos topológicos.

Seja (Ei,Bi) o limite indutivo bornológico do sistema ((Eαi
,Bαi

), uβiαi
)αi∈Ii

(i =

1, . . . , n), e seja (F, θ) o limite projetivo topológico do sistema ((Fλ, θλ), vλµ)λ∈J . Para

cada (α1, . . . , αn, λ) ∈ I1× . . .×In×J, denotemos também por Ψ(α1,...,αn,λ) a aplicação

R-linear

Ψ(α1,...,αn,λ) : ϕ ∈ Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F,B(θ)))
_

��
Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ) ∈ Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn ,Bαn); (Fλ,B(θλ))),

onde Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ) = vλ ◦ ϕ ◦ (uα1× . . .×uαn), sendo uαi
: Eαi

→ Ei (1 ≤ i ≤ n) e
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vλ : F → Fλ (λ ∈ J) as aplicações R-lineares canônicas.

(Eα1×. . .×Eαn ,Bα1×. . .×Bαn)
uα1×...×uαn //

Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ)

��

(E1×. . .×En,B1×. . .×Bn)

ϕ

��
(Fλ,B(θλ)) (F,B(θ))vλ

oo

Raciocinando como acima mostra-se que a aplicação Ψ(α1,...,αn,λ) é Υ
θµ

B1×...×Bn
-Υθλ
Bα1×...×Bαn

-

cont́ınua. Em vista do que foi observado antes da demonstração do Teorema 3.3, podemos

afirmar que, se ϕ ∈ Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F,B(θ))),

Ψ(ϕ) =
(
Ψ(α1,...,αn,λ)(ϕ)

)
∈ lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn ,Bαn); (Fλ,B(θλ))).

Teorema 3.15. Para todo n ≥ 2, a aplicação R-linear

Ψ : ϕ ∈
(
Lb((E1,B1), . . . , (En,Bn); (F,B(θ))), Υθ

B1×...×Bn

)
_

��

Ψ(ϕ) ∈
(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn ,Bαn); (Fλ,B(θλ))), Υ
)

,

(α1, . . . , αn, λ) ∈ I1× . . .×In×J, é um isomorfismo de R-módulos topológicos, onde o

contradomı́nio de Ψ é o limite projetivo topológico do sistema mencionado na Proposição

3.13.

Demonstração. Vamos provar o resultado por indução sobre n. Provemos, inicialmente,
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o caso em que n = 2. Vimos que a aplicação

Γ1 :
(
Lb((E1,B1), (E2,B2); (F,B(θ))), Υθ

B1×B2

)
��(

Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2); (F,B(θ))),B(Υθ
B2

))), Υ
Υθ
B2
B1

)

é um isomorfismo de R-módulos topológicos.

Para cada (α2, λ) ∈ I2×J, a aplicação R-linear

Ψ(α2,λ) : u ∈ Lb((E2,B2); (F,B(θ))) 7−→ Ψ(α2,λ)(u) = vλ◦u◦uα2 ∈ Lb((Eα2 ,Bα2); (Fλ,B(θλ)))

(Eα2 ,Bα2)
uα2 //

Ψ(α2,λ)(u)

��

(E2,B2)

u

��
(Fλ,B(θλ)) (F,B(θ))vλ

oo

é Υθ
B2

-Υθλ
Bα1

-cont́ınua. Aplicando o Teorema 2.24 duas vezes, conclúımos que a aplicação

R-linear Γ2 que a cada

v ∈
(
Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2); (F,B(θ))),B(Υθ

B2
))), Υ

Υθ
B2
B1

)

associa

Γ2(v) ∈
(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2); (Fλ,B(θλ))),B(Υθλ
Bα2

))), Υ̃
)

,

é um isomorfismo de R-módulos topológicos, onde Γ2(v) =
(
Ψ(α2,λ) ◦ v ◦ uα1

)
, (α1, α2, λ) ∈
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I1× I2×J, e o contradomı́nio de Γ2 é o limite projetivo topológico do sistema mencionado

no Corolário 3.14 (no caso em que n = 2).

(Eα1 ,Bα1)

uα1

??�������������

Ψ(α2,λ)◦v◦uα1
��?

??
??

??
??

??
?

(E1,B1)

v

��?
??

??
??

??
??

?

(Lb((Eα2 ,Bα2); (Fλ, Cλ)), ECλBα2
)

(Lb((E2,B2); (F, C)), ECB2
)

Ψ(α2,λ)

����
��

��
��

��
��

Agora, para cada (α1, α2, λ) ∈ I1×I2×J, já vimos que a aplicação R-linear Γ(α1,α2,λ)

que a cada

t ∈
(
Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2); (Fλ,B(θλ))),B(Υθλ

Bα2
))), Υ

Υ
θλ
Bα2
Bα1

)

associa

Γ(α1,α2,λ)(t) ∈
(
Lb((Eα1 ,Bα1), (Eα2 ,Bα2); (Fλ,B(θλ))), Υ

θλ
Bα1×Bα2

)
,

onde Γ(α1,α2,λ)(t)(xα1 , xα2) = t(xα1)(xα2) é um isomorfismo de R-módulos topológicos. Dáı

resulta que a aplicação R-linear Γ3 que a cada

(
Ψ(α2,λ) ◦ v ◦ uα1

)
∈
(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2); (Fλ,B(θλ))),B(Υθλ
Bα2

))), Υ̃
)
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associa

(
Γ(α1,α2,λ)(Ψ(α2,λ) ◦ v ◦ uα1)

)
∈
(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1), (Eα2 ,Bα2); (Fλ,B(θλ))), Υ
)

,

com v variando em Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2); (F,B(θ))),B(Υθ
B2

))), é um isomorfismo de

R-módulos topológicos. De fato, como Υ é a topologia inicial para a famı́lia

((
Lb((Eα1 ,Bα1), (Eα2 ,Bα2); (Fλ,B(θλ))), Υ

θλ
Bα1×Bα2

)
, q(α1,α2,λ)

)
,

onde q(α1,α2,λ) é a restrição a lim
←−

Lb((Eβ1 ,Bβ1), (Eβ2 ,Bβ2); (Fµ,B(θµ))) da projeção de∏
(β1,β2,µ)∈I1×I2×J

Lb((Eβ1 ,Bβ1), (Eβ2 ,Bβ2); (Fµ,B(θµ))) sobre Lb((Eα1 ,Bα1), (Eα2 ,Bα2); (Fλ,B(θλ))),

Γ3 é cont́ınua se, e somente se, q(α1,α2,λ) ◦ Γ3 é cont́ınua para todo (α1, α2, λ) ∈ I1×I2×J.

Mas isto ocorre, visto que q(α1,α2,λ) ◦Γ3 = Γ(α1,α2,λ) ◦w(α1,α2,λ), onde w(α1,α2,λ) é a restrição

a lim
←−

Lb((Eβ1 ,Bβ1); (Lb((Eβ2 ,Bβ2); (Fµ,B(θµ))),B(Υ
θµ

Bβ2
))) da projeção de

∏
(β1,β2,µ)∈I1×I2×J

Lb((Eβ1 ,Bβ1); (Lb((Eβ2 ,Bβ2); (Fµ,B(θµ))),B(Υ
θµ

Bβ2
)))

sobre Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2); (Fλ,B(θλ))),B(Υθλ
Bα2

))). De maneira análoga, mostra-

se que Γ−1
3 é cont́ınua. Conseqüentemente, Γ3 ◦ Γ2 ◦ Γ1 é um isomorfismo do R-módulo

topológico
(
Lb((E1,B1), (E2,B2); (F,B(θ))), Υθ

B1×B2

)
sobre o R-módulo topológico

(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1), (Eα2 ,Bα2); (Fλ,B(θλ))), Υ
)

.
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Como Γ3 ◦ Γ2 ◦ Γ1 é precisamente a aplicação Ψ do enunciado (ver a demonstração do

Teorema 3.3), acabamos de mostrar que Ψ é um isomorfismo de R-módulos topológicos

no caso em que n = 2.

Seja agora n um inteiro, n ≥ 2, e admitamos o resultado válido para n. Vimos que a

aplicação R-linear Γ1 que a cada

ϕ ∈
(
Lb((E1,B1), . . . , (En+1,Bn+1); (F,B(θ))), Υθ

B1×···×Bn+1

)

associa

Γ1(ϕ) ∈
(
Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2), . . . , (En+1,Bn+1); (F,B(θ))),B(Υθ

B2×...×Bn+1
))), Υ

Υθ
B2×...×Bn+1

B1

)
,

onde Γ1(ϕ)(x1) = ϕx1 para todo x1 ∈ E1, é um isomorfismo de R-módulos topológicos.

Para cada (α2, . . . , αn+1, λ) ∈ I2×. . .× In+1×J, a aplicação R-linear Ψ(α2,...,αn+1,λ) que

a cada

u ∈ Lb((E2,B2), . . . , (En+1,Bn+1); (F,B(θ)))

associa

Ψ(α2,...,αn+1,λ)(u) ∈ Lb((Eα2 ,Bα2), . . . , (Eαn+1 ,Bαn+1); (Fλ,B(θλ))),

dada por Ψ(α2,...,αn+1,λ)(u) = vλ ◦u◦ (uα2×. . .×uαn+1), é Υθ
B2×...×Bn+1

-Υθλ
Bα2×...×Bαn+1

-cont́ınua.

Aplicando o Teorema 2.24 e a hipótese de indução, conclúımos que a aplicação R-linear
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Γ2 que a cada

v ∈
(
Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2), . . . , (En+1,Bn+1); (F,B(θ))),B(Υθ

B2×...×Bn+1
))), Υ

Υθ
B2×...×Bn+1

B1

)

associa Γ2(v) em

(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2), . . . , (Eαn+1 ,Bαn+1); (Fλ,B(θλ))),B(Υθλ

Bα2×···×Bαn+1
))),Υ

Υ
θλ
Bα2×...×Bαn+1
Bα1

)
,

onde Γ2(v) =
(
Ψ(α2,...,αn+1,λ) ◦ v ◦ uα1

)
, é um isomorfismo de R-módulos topológicos.

Agora, para cada (α1, . . . , αn+1, λ) ∈ I1× . . .×In+1×J, já observamos que a aplicação

R-linear Γ(α1,...,αn+1,λ) que a cada

t ∈

(
Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2), . . . , (Eαn+1 ,Bαn+1); (Fλ,B(θλ))),B(Υθλ

Bα2×...×Bαn+1
))),Υ

Υ
θλ
Bα2×...×Bαn+1
Bα1

)

associa

Γ(α1,...,αn+1,λ)(t) ∈
(
Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn+1 ,Bαn+1); (Fλ,B(θλ))),Υθλ

Bα1×...×Bαn+1

)
,

onde

Γ(α1,...,αn+1,λ)(t)(xα1 , xα2 , . . . , xαn+1) = t(xα1)(xα2 , . . . , xαn+1),

é um isomorfismo de R-módulos topológicos. Argumentando exatamente como no caso

em que n = 2, conclúımos que a aplicação R-linear Γ3 que a cada
(
Ψ(α2,...,αn+1,λ) ◦ v ◦ uα1

)
em

(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1); (Lb((Eα2 ,Bα2), . . . , (Eαn+1 ,Bαn+1); (Fλ,B(θλ))),B(Υθλ
Bα2×...×Bαn+1

))), ˜̃Υ)
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associa

(Γ(α1,...,αn+1,λ)(Ψ(α2,...,αn+1,λ)◦v◦uα1)) ∈
(
lim
←−

Lb((Eα1 ,Bα1), . . . , (Eαn+1 ,Bαn+1); (Fλ,B(θλ))),Υ
)

,

com v variando em Lb((E1,B1); (Lb((E2,B2), . . . , (En,Bn); (F,B(θ))),B(Υθ
B2×...×Bn

)), é um

isomorfismo de R-módulos topológicos, onde
˜̃
Υ tem o sentido evidente (lembrar o Corolário

3.14). Finalmente, como Γ3 ◦Γ2 ◦Γ1 coincide com a aplicação Ψ do enunciado do teorema,

acabamos de mostrar que a afirmação é válida para n+1, concluindo assim a demonstração

do teorema.
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93



Livros Grátis
( http://www.livrosgratis.com.br )

 
Milhares de Livros para Download:
 
Baixar livros de Administração
Baixar livros de Agronomia
Baixar livros de Arquitetura
Baixar livros de Artes
Baixar livros de Astronomia
Baixar livros de Biologia Geral
Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas

http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1


Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
 
 

http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

