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Resumo

Farias, Marcelo Ferreira. Moddulos de aplicagoes multilineares. Rio de Janeiro,
2008. Tese (Doutorado em Ciéncias Matematicas). Instituto de Matemaética, Universidade

Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2008.

Nesta tese provamos que certos modulos bornolégicos de aplicacoes multilineares sao
isomorfos a limites projetivos bornolégicos de moédulos bornolégicos de aplicacoes mul-
tilineares. Provamos, ainda, que certos modulos topologicos de aplicagoes multilineares
sao isomorfos a limites projetivos topoldgicos de mdédulos topoldgicos de aplicagoes mul-
tilineares. As demonstracoes de tais resultados dependem do caso linear, o qual também

¢ examinado em nosso trabalho.
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Abstract

Farias, Marcelo Ferreira. Moddulos de aplicagoes multilineares. Rio de Janeiro,
2008. Tese (Doutorado em Ciéncias Matematicas). Instituto de Matemaética, Universidade

Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2008.

In this thesis we prove that certain bornological modules of multilinear mappings
are isomorphic to bornological projective limits of bornological modules of multilinear
mappings. We also prove that certain topological modules of multilinear mappings are
isomorphic to topological projective limits of topological modules of multilinear mappings.
The proofs of such results depend upon the linear case, which is also examined in our

work.
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Introducao

Um fato basico da teoria dos moédulos assegura que se E e F' sao dois modulos sobre
um mesmo anel comutativo tais que E é um limite indutivo arbitrario de moédulos e F' é
um limite projetivo arbitrario de médulos, entao o médulo de aplicacoes lineares de E' em
F é isomorfo a um limite projetivo de certos mdédulos de aplicacoes lineares. O objetivo
principal desta tese é estabelecer resultados analogos ao que acabamos de mencionar
em outros contextos, tanto no caso linear quanto no caso multilinear, como passamos a
descrever.

No Capitulo II, consideramos o caso linear. Inicialmente, provamos que se E é um
limite indutivo bornoldgico arbitrario de modulos bornoldgicos e F' é um limite proje-
tivo bornoldgico arbitrario de médulos bornoldgicos, entao o modulo das aplicagoes line-
ares limitadas de F em F, munido da bornologia da eqiilimitac¢do, é isomorfo (como
modulo bornolégico) a um limite projetivo bornoldgico de certos médulos bornolégicos
de aplicacoes lineares limitadas. Em seguida, provamos que se F é um limite indutivo
topoldgico arbitrario de médulos topologicos e F' é um limite projetivo topoldgico ar-

bitrario de modulos topoldgicos, entao o médulo das aplicacoes lineares continuas de F



em F', munido da bornologia da eqiiicontinuidade, é isomorfo (como médulo bornoldgico)
a um limite projetivo bornolégico de certos modulos bornoldgicos de aplicagoes lineares
continuas. Mostramos, ainda, a validade de um resultado analogo quando sao conside-
rados conjuntos eqiiilimitantes em certos modulos de aplicacoes lineares limitantes. Fi-
nalmente, mostramos que certos modulos topoldgicos de aplicagoes lineares limitadas,
munidos de topologias de convergéncia uniforme naturais, sao isomorfos a limites proje-
tivos topoldgicos de modulos topoldgicos de aplicacoes lineares limitadas. Cabe mencionar
que casos particulares dos resultados aqui estabelecidos foram obtidos em [11] no contexto
dos espagos vetoriais bornologicos e dos espagos vetoriais topoldgicos sobre um corpo nao
trivialmente valorizado completo.

No Capitulo III, parte central do nosso trabalho, enfocamos o caso multilinear. No
Teorema 3.7, estendemos o primeiro resultado mencionado no paragrafo anterior e, no
Teorema 3.12, fazemos o mesmo com o terceiro resultado. Finalmente, no Teorema
3.15, provamos que certos médulos topoldgicos de aplicagoes multilineares limitadas (mu-
nidos de topologias de convergéncia uniforme naturais) sdo isomorfos a limites projetivos
topoldgicos de médulos topoldgicos de aplicacoes multilineares limitadas. A demonstragao
de todos os resultados é feita por inducao. O caso bilinear, primeiro passo da indugao,
segue do caso linear e o segundo passo segue do caso linear e da hipétese de inducao.

O trabalho é complementado com o Capitulo I, no qual fixamos os preliminares

necessarios a compreensao do texto.



Capitulo 1

Preliminares sobre modulos

bornolégicos e médulos topologicos

Neste trabalho R designard um anel comutativo com elemento unidade 1 # 0 e R-

modulo significard R-mddulo unitario.

1.1 Limites projetivos e limites indutivos de maédulos

Inicialmente, lembremos alguns conceitos e fatos bésicos de Algebra Linear, que podem

ser encontrados em [4] (ver também [8]).

Definigao 1.1. Seja (Ey, tap)acr um sistema projetivo de R-mddulos. (Isto significa que I
¢ um conjunto nao-vazio munido de uma relacao de ordem parcial <, E, € um R-mddulo

para todo o € I, unp @ Eg — E, € uma aplicagao R-linear para o, 3 € I com o < f3,



Uaa = 1, para todo o € I e upg 0 Ugy = Uy para o, B,y €1 coma < 3 <7.)

L,

uﬁ’Y E/@
ux{ Aﬁ
Eq

Seja E o R-maodulo produto HEa e definamos

ael

lim B, = {x € E; (uap o prg)(x) = pro(x), sempre que o < [},

onde pro : E— E, é a projecao de E em FE, para todo o € I. lim E, é¢ um submddulo
de E, dito o limite projetivo do sistema (Ea,Uag)acr- Para cada o € I, a restrigdo u,
de pro a lim E,, € dita a aplicacao R-linear canonica de lim E,, em E,. Por construcao,

Uq = Uag © Ug, Sempre que o < 3.

Uaﬁ

oA

lim F,,

Eg

E,

Cabe observar que, se (Ey)aecr ¢ uma familia de R-mddulos (onde / é um conjunto
nao-vazio arbitrario) e £ é o R-mdédulo produto H E,,, entao munindo I da relacao de
ael

igualdade e definindo u,, = 1g, para todo a € I, tem-se que (E,, Uaa)acs € um sistema

projetivo de R-modulos tal que lim £, = F.

Proposicao 1.2. Mantidas as notacoes da Definicao 1.1, vale a sequinte propriedade



universal: para todo R-mddulo F e para toda familia (vy)aer de aplicagoes R-lineares
Vo o F'— B, satisfazendo vy, = uap 0 vg para o < 3, ewiste uma unica aplicagao R-linear

v: F—lim FE, tal que v, = u, o v para todo o € I.

F Yo E, F v lim £,

Definicao 1.3. Seja (Ey, Uga)acr um sistema indutivo de R-mddulos. (Isto significa que I
é um conjunto nao-vazio munido de uma relagao de ordem parcial <, E, é um R-mddulo
para todo o € I, ugy : Ey — Eg € uma aplicagaio R-linear para o, 3 € I com a < [3,

Una = 1, para todo oo € I € Uyg 0 Ugy = Uy para o, B,y €1 coma < F<7.)

u

Eq

Bo Eﬂ
ux Aﬁ
E’Y

Seja E o R-mddulo soma direta @Ea e, para cada o € I, seja Ay @ Ey — F a
acl
injecao canonica. Seja M o submddulo de E gerado por todos os elementos da forma

Aa(Za) — (Agougy) (), onde a < B e x, € E,, e definamos

lim E, = E/M.

O R-médulo lim E,, € dito o limite indutivo do sistema (Eq, Uga)acr- Sejam m : E—lim E,,



a sobrejecao canonica e, para cada o € I, uy, =m0\, : By —1lim E,; u, € dita a aplicacao
—_—

R-linear canonica de E, em liin E,. Por construgao, u, = ug 0 Uga, sempre que o < 3,

e lim E, = U ua(Ey) . Além disso, se para quaisquer o, 3 € I existir v € I tal que
acl
a<~vyef<~, entiolimE, = U Ua(Ey)-
7 acl
E, e Ej

Cabe observar que, se (Eqy)aer ¢ uma familia de R-mdédulos (onde I é um conjunto
nao-vazio arbitrario) e £ ¢ o R-mddulo soma direta @ E,, entao munindo I da relacao
aecl

de igualdade e definindo u,, = 1g, para todo o € I, tem-se que (Ey, Uaa)acs € um sistema

indutivo de R-modulos tal que lim £, = F.

Proposicao 1.4. Mantidas as notacoes da Definicio 1.3, vale a sequinte propriedade
universal: para todo R-mddulo F e para toda familia (vy)aer de aplicagoes R-lineares
Vo : Bo — F satisfazendo v, = vg 0 ugy para o < 3, ewiste uma unica aplicacao R-linear

v:lim E,— F tal que v, = v o u, para todo o € I.

F 1&1 E, v F

N4 ONA




1.2 Limites projetivos e limites indutivos de médulos

bornolégicos

Lembremos que um conjunto B de partes de um conjunto X é uma bornologia em X, e
(X, B) é um conjunto bornoldgico, se as seguintes condigoes sao satisfeitas: {z} € B para
todo x € X; as relagoes By € B e By C B; implicam By € B; e as relagoes By, By € B
implicam B; U By € B. Dados (X, B) e (Y,C) dois conjuntos bornolégicos, uma aplica¢ao
f:(X,B) — (Y,C) é limitada (ou B-C-limitada) se f(B) € C para todo B € B. Os fatos
bésicos sobre conjuntos bornolégicos podem ser encontrados em [7] ou [11].

A partir deste instante, suporemos R um anel topolégico, cuja topologia sera designada
por Tg.

A seguir, lembraremos alguns fatos bésicos sobre médulos bornoldgicos que podem ser
encontrados em [10].

Seja (E, B) um par formado por um R-médulo E e uma bornologia B em E. Diz-se que

B é uma bornologia de R-moédulo, e (E, B) é um R-mé6dulo bornolégico, se as aplicagoes

(x,y) € (EXE,BxB)— z+y € (E,B)

(A, z) € (RXE,BpxB) — \x € (E,B)

sao limitadas, onde Bgr designa a bornologia em R formada por todos os subconjuntos

Tr-limitados de R ([12], Definicao 15.1).



Proposicao 1.5. Sejam ((Eq, Ba))acr uma familia nao-vazia de R-mddulos bornolégicos,
E um R-mddulo e, para cada o € I, seja u,, : E— E, uma aplicagao R-linear. Seja B a

bornologia inicial para a familia ((Ey, Ba), Ua)acr, isto €,
B ={B C F;u.(B) € B, para todo o € I}.

Entao (E,B) é um R-mddulo bornolégico. Por conseqiiéncia, vale a sequinte propriedade
universal: para todo R-mddulo bornoldgico (F,C) e para toda aplica¢ao R-linear u : F — E,
tem-se que u : (F,C) — (E,B) € limitada se, e somente se, u, ou : (F,C) — (Eq,By) €

limitada para todo o € I.

u

E.B)
N
(F

(

(Ea, Ba)

,C)
Corolario 1.6. Sejam ((Ea, Ba))acr uma familia nao-vazia de R-mddulos bornoldgicos e

H B, a bornologia produto em H E,. Entao (H E., H Ba> € um R-madulo bornoldgico.

acl ael acl a€cl

Demonstracao. Seja £ o R-moédulo produto H E,. Como H B, ¢ a bornologia inicial
ael acl
para a familia ((E,, Ba), pra)acr, onde pr, : E— E, é a projecao de E em E, para todo

a € I, o resultado segue imediatamente da Proposicao 1.5. ]

Definicao 1.7. Seja ((Ea, Ba), Uas)acs wm sistema projetivo de R-modulos bornolégicos.
(Isto significa que I € um conjunto nao-vazio munido de uma relagio de ordem parcial

<, (B4, By) € um R-mdédulo bornolégico para todo o € I, ung : (Eg,Bg) — (Ea,Ba) €

8



uma aplicacao R-linear limitada para o, € I com a < 3, Uupq = 1g, para todo o € I e

UaB O Ugy = Uqry para o, 3,y € 1 coma < < 7.)

(Es, By) - (Ep, Bs)

Sejam lim E, e u, (o € I) como na Defini¢iao 1.1, e munamos lim E,, da bornologia
inicial B para a familia ((Eq, Ba), Ua)acr- Pela Proposicao 1.5, (lim E,, B) é um R-mddulo

bornoldgico, dito o limite projetivo bornoldgico do sistema ((Ea, Ba), Uag)ac-

Cabe observar que, se ((Eq, Ba))acr ¢ uma familia de R-médulos bornolégicos (onde 1
é um conjunto nao-vazio arbitrario), entdo munindo I da relagao de igualdade e definindo
Uaa = lp, para todo a € I, tem-se que ((Ey, By), Uaa)acs ¢ um sistema projetivo de R-

modulos bornoldgicos e seu limite projetivo bornoldgico coincide com (H E,, H Ba> :
acl acl

Proposigao 1.8. Sejam ((Ea, Ba), Uag)acs € (lgn E.,B) como na Defini¢ao 1.7. Entdo
vale a sequinte propriedade universal: para todo R-mddulo bornoldgico (F,C) e para toda
familia (vy)aer de aplicagoes R-lineares limitadas v, : (F,C) — (E4,B,) satisfazendo
Vo = Uqep © Vg para a < f3, existe uma unica aplicacdo R-linear limitada v : (F,C) —

(lim E,, B) tal que v, = uq o v para todo o € I, onde u, : im E, — E, € a aplicacao



R-linear canonica para todo o € I.

(F,C) Yo (Eq, By (F,C) o (lim £y, B)

R Uag k\ %

(Eﬁv Bﬂ) (Ea,[))a)

Demonstracao. Pela Proposicao 1.2, existe uma unica aplicacao R-linear v : F'—lim F,,
tal que v, = u, o v para todo a € I. Além disso, v : (F,C)— (lim E,, B) é limitada, visto

que, para cada C' € C, uy(v(C)) = v,(C) € B, para todo « € 1. u

Proposicao 1.9. Sejam ((Eq, Ba))acr uma familia nao-vazia de R-mddulos bornolégicos,
E um R-modulo e, para cada o € I, seja uq : Ey — E uma aplicagao R-linear. Entao
existe uma unica bornologia B em E que o torna um R-mddulo bornoldgico, final para a
familia ((Ey, Ba), Ua)acr, no sequinte sentido: para todo R-mddulo bornoldgico (F,C) e
para toda toda aplica¢ao R-linear u : E—F, tem-se que u : (E,B)— (F,C) € limitada se,

e somente se, u o Uy : (Ey, By)— (F,C) é limitada para todo o € 1.

(E,B) 2 (F,C)

Demonstragao. Com efeito, basta tomar B como a bornologia em E que possui como

base todos os conjuntos da forma

LiTy+ ...+ LT 4 e, (Bay) + -« -+ Ua,, (Ba,),

10



onde m,n € N* Lq,...,L,, € Bg, T}, ...,T,, sao subconjuntos finitos de E, a1,...,a, €

I, Boy€Ba,, ..., Ba, € Ba,. n

Observagao 1.10. Sob as hipéteses da Proposicao 1.9, se E = U ua(Ey)

acl
conjuntos da forma ., (Ba,)+ ... +Uqa,(Ba,), onde n € N*| ay,...,a, € I, By, €

, entao os

Bays -, Ba, € B,,, constituem uma base para B.

Definigao 1.11. Sejam ((Eq, Ba)) e wma familia ndo-vazia de R-mddulos bornoldgicos,

E o R-mddulo @Ea e, para cada o € I, seja A\ : E,— E como na Definicao 1.5. Se

ael

@ B, € a bornologia de R-mddulo final em E para a familia ((Eu, Ba), Aa)acr (Proposicao

acl

1.9), (E, @Ba) ¢ dita a soma direta bornolégica da familia ((Ey, Ba))acr-

a€el

Definicao 1.12. Seja ((Ey, Ba), Uga)acr um sistema indutivo de R-mddulos bornolégicos.
(Isto significa que I € um conjunto nao-vazio munido de uma relagio de ordem parcial
<, (B4, By) € um R-mdédulo bornolégico para todo o € I, ugy : (En, Ba) — (E,Bg) €
uma aplicacao R-linear limitada para o, € I com a < 3, upq = 1g, para todo o € I e

Uy O Uy = Unyg para o, 3,7 €1 coma < < 17.)

UBe

(Ea, Ba)

(Ep, Bs)

Uya U~
(Ey, B,)
Sejam lim E,, e u, (o € I) como na Defini¢io 1.3, e munamos lim E, da bornologia
de R-mddulo final B para a familia ((Ea, Ba), Ua)acr (Proposi¢io 1.9). (lim E,, B) € dito

o limite indutivo bornoldgico do sistema ((Ey, Ba), Uga)acr-

11



Cabe observar que, se ((Fa, Ba))acr ¢ uma familia de R-médulos bornoldgicos (onde [
é um conjunto nao-vazio arbitrario), entdo munindo I da relagao de igualdade e definindo
Uae = 1, para todo a € I, tem-se que ((Ey, Ba), Uaa)acr ¢ um sistema indutivo de R-

moédulos bornoldgicos e seu limite indutivo bornolégico coincide com (@ E,, @ Ba) .

acl acl

Proposigao 1.13. Sejam ((Ey, Ba), Uga)acr € (lﬂl E.,B) como na Defini¢io 1.12. Entao
vale a sequinte propriedade universal: para todo R-mddulo bornoldgico (F,C) e para toda
familia (vy)aer de aplicagoes R-lineares limitadas vy, : (Eqy, By) — (F,C) satisfazendo v, =
Vg 0 Ugy para o < 3, existe uma unica aplicagdo R-linear limitada v : (lgr} E.,B)—(F,C)
tal que v, = vou, para todo o € I, onde u,, @ E, —>liin E, ¢ a aplicacao R-linear canonica

para todo o € I.

(Eq, B, fe (F,C) (lim £y, B) o (F,C)

(Eﬁ’Bﬁ) (Ea’Ba)

Demonstracao. Andloga a da Proposigao 1.8, bastando aplicar as Proposigoes 1.4 e 1.9.

1.3 Limites projetivos e limites indutivos de médulos
topoldgicos

Finalmente, nesta segao, lembraremos alguns fatos sobre médulos topolégicos.

12



Proposicao 1.14 ([12], Teorema 12.5). Sejam ((Ey, To))acr uma familia nao-vazia de R-
modulos topologicos, E um R-maodulo e, para cada o € I, seja u, : E— E, uma aplicagao
R-linear. Seja T a topologia inicial para a familia ((Eq, Ta), Ua)acr ([5], p.28, Proposi¢ao
4). Entao (E,T) é um R-mddulo topoldgico. Por conseqiiéncia, vale a sequinte propriedade
universal : para todo R-mddulo topoldgico (F,0) e para toda aplicagio R-linear w : F'— E,
tem-se que u : (F,0) — (E,T) é continua se, e somente se, u, ou : (F,0) — (Ey,7s) €

continua para todo o € 1.

(E,7) fo (Eo, Ta)

(F’0)

Em particular, se ((Eqa,7a))aer ¢ uma familia ndo-vazia de R-médulos topoldgicos,

entao (H E,, H Ta> ¢ um R-modulo topoldgico.

acl acl

Definicao 1.15. Seja ((Eq, 7o), Uap)acr um sistema projetivo de R-mddulos topoldgicos.
(Isto significa que I € um conjunto ndao-vazio munido de uma relag¢dao de ordem parcial
<, (Ea, 7o) € um R-mddulo topoldgico para todo o € I, unp : (Eg,8) = (Eu, Ta) € uma
aplicagao R-linear continua para o, 3 € I com a < 3, Uae = 1g, para todo o € I e

UaB O Ugy = Uqry para a, 3,y € 1 coma < < 7.)

(Ey, 7y) . (Es,78)

(Ea» Ta)

13



Sejam lim E, e u, (o € I) como na Definicio 1.1, e munamos lim E,, da topologia
inicial T para a familia ((Ea, To), Ua)acr- Pela Proposi¢ao 1.14, (lim E,, 7) € um R-médulo

topoldgico, dito o limite projetivo topoldgico do sistema ((Eu,Ta), Uas)ac -

Cabe observar que, se ((Ey, T))aer ¢ uma familia de R-médulos topoldgicos (onde I é
um conjunto nao-vazio arbitrério), entao munindo I da rela¢do de igualdade e definindo
Uae = lp, para todo a € I, tem-se que ((Ey,Ta), Uaa)acs ¢ um sistema projetivo de

R-modulos topoldgicos e seu limite projetivo topolégico coincide com (H E,, H Ta> )
ael ael

Proposigao 1.16. Sejam ((Eq, Ta), Uag)acr € (lgl E,,T) como na Definigio 1.15. Entao
vale a sequinte propriedade universal: para todo R-mddulo topoldgico (F,0) e para toda
familia (vy)aer de aplicagoes R-lineares continuas vy, : (F,0)— (E,, Ta) satisfazendo v, =
Uap © Vg para a < [3, existe uma dnica aplica¢do R-linear continua v : (F,6)— (l(gn E.,T)
tal que v, = uy,ov para todo o € I, onde u,, : liinEa—>Ea € a aplicacao R-linear canonica

para todo o € 1.

(F,6) ve (Fas 7o) (F,6) ! (lim £, 7)
R Uap x %
(12577ﬁ> (lzlde)
Demonstracao. Andloga a da Proposigao 1.8. [

Proposicao 1.17 ([1], Proposigao 1.4.2). Sejam ((Eq, To))acr wma familia ndo-vazia de
R-mddulos topologicos, E um R-modulo e, para cada o € I, seja u, : Ey — E uma
aplicacao R-linear. Entao existe uma unica topologia T em E que o torna um R-mddulo
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topoldgico, final para a familia ((Eu, Ta), Ua)act, 1o sequinte sentido: para todo R-mddulo
topoldgico (F,0) e para toda aplicagao R-linear w : E— F, tem-se que u : (E,7)— (F,0)

¢ continua se, e somente se, u o Uy : (Ey, 7o) — (F,0) € continua para todo o € I.

(

E 1) -
R

(Ea, Ta

(E,6)
)

Observacao 1.18. Mantidas as notagoes da Proposicao 1.17, se I é um conjunto nao-

U o (Eo)

acl
tal de 7-vizinhancas de 0 em £ é dado pelo conjunto

vazio finito, digamos I = {ay,...,a,}, e B = , entao um sistema fundamen-

V = {ua,(Us, )+ -+, (Ua, ); onde U,, é uma 7,,-vizinhanga de 0 em E,,, i = 1,...,n}.

De fato, denotemos por 7, a topologia de R-mddulo em E que possui V como sistema
fundamental de vizinhangas de 0 ([12], Teorema 12.3). Como u, : (Fa, 7o) — (E, 1) é
continua para todo « € I, 7, é menos fina do que 7. Provemos que 7 é menos fina do que

Ty. De fato, seja V' uma 7-vizinhanca de 0 em E. Entao existe uma 7-vizinhanca V; de 0

em F tal que
Vi +Vi CV.
—_——
n vezes
Como, para cada © = 1,...,n, u,, € T,,-T-continua, existe uma 7,,-vizinhanca U,, de 0
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em E,, tal que u,,(U,,) C V4. Logo

Uay (Uay)+ -+ Fta, (Us,) CV,

e 7 é¢ menos fina do que 7.

Definicao 1.19. Sejam ((Ea,Ta))acr uma familia nao-vazia de R-mddulos topoldgicos,
E o R-maodulo @ E. e, para cada o € I, seja \, : E,— E a injecao canonica. Se @Ta
ael acl

¢ a topologia de R-mddulo final em E para a familia ((Fu,Ta), Aa)acr (Proposicio 1.17),

(E, EBTQ) ¢ dita a soma direta topoldgica da familia ((Ey,Ta))acr-

ael

Definicao 1.20. Seja ((Eu, 7o), Uga)acs um sistema indutivo de R-mddulos topologicos.
(Isto significa que I € um conjunto nao-vazio munido de uma relagdo de ordem parcial
<, (B4, Ta) € um R-mddulo topoldgico para todo o € I, ugy : (Ey,Ta) — (Eg,75) € uma
aplicacao R-linear continua para o, 3 € I com o < 3, Uae = 1pg, para todo o € I e

Uyg O Uy = Unyg Para o, B,y € 1 coma < [ <7.)

UBq

(Eas Ta) (Es, 75)

Uy Uy3
(Ey,74)
Sejam lim E,, € u, (o € I) como na Definicao 1.3, e munamos lim E,, da topologia de
R-mdédulo final T para a familia ((Ew,Ta), Ua)acr (Proposi¢ao 1.17). (lim E,, 7) € dito o

limite indutivo topologico do sistema ((Eu,Ta), Uga)ac -

Cabe observar que, se ((Fqa, Ta))acr ¢ uma familia de R-moédulos topolégicos (onde I é
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um conjunto nao-vazio arbitrario), entdao munindo I da relagao de igualdade e definindo
Uaa = lg, para todo a € I, tem-se que ((Ey,Ta), Uan)acs ¢ um sistema indutivo de

R-modulos topolégicos e seu limite indutivo topoldgico coincide com (@ E,, @ Ta> .
ael acl

Proposigao 1.21. Sejam ((Ea, Ta), Uga)acr € (lin E,,T) como na Definigio 1.20. Entao
vale a sequinte propriedade universal: para todo R-mddulo topoldgico (F,0) e para toda
familia (vy)aer de aplicagoes R-lineares continuas vy, : (Ey, 7o) — (F, 0) satisfazendo v, =
Vg 0 Ug, para a < [3, existe uma tdnica aplicagdo R-linear continua v : (lin E,,7)—(F,0)
tal que v, = v o u, para todo o € I, onde u, : E, — li_n} E. € a aplicacao R-linear

canonica para todo o € 1.

(B, Ta) Yo (F,0) (lim Eq, 7) v (F,0)

(EﬁvTﬂ) (Ea, Ta)

Demonstracao. Analoga a da Proposicao 1.13, bastando aplicar as Proposicoes 1.4 e

1.17. ]
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Capitulo 2

Moédulos de aplicacoes lineares

2.1 Moébdulos de aplicacoes lineares

Para quaisquer R-médulos E e F', designaremos por L,(F; F) o R-médulo de todas
as aplicacoes R-lineares de E em F'.

Sejam (Eq, Uga)aer um sistema indutivo de R-médulos, (F\,vy,)res um sistema pro-
jetivo de R-médulos, E = th E,, F = @FA e denotemos por u, : B, —FE (a€1)e
vy F—F\ (X € J) as aplicagoes R-lineares canonicas.

Consideremos em [ x J a seguinte relagao de ordem parcial: (o, A) < (G, ) se a < 3
e A < u. Além disso, para (o, \) < (0, 1), consideremos a aplicagao R-linear

Do) La(Epi ) — La(Eai Fy)
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que a cada ¢ associa @Eg‘;;(go) = Uy, © P O Ugq.
UGy

Ea - Eﬁ

e |

Fy~—F,

Uay

Proposigao 2.1. (ﬁa(Ea; Fy), q)(g,u)

( )\)) ¢ um sistema projetivo de R-maodulos.
N/ (@N)erx]

Demonstracao. Como (E,, Uga)acsr ¢ um sistema indutivo de R-médulos, para cada
a €1, Upo = 1, €, se @ < < 7, Uyq = Uy O Uge. Analogamente, como (F, Ux,)res

¢ um sistema projetivo de R-modulos, para cada A € J, vyy = 1p, e, se A < p < v,

Uxny = Uxy © Uy,. Entdo, para cada (o, ) € I x J,
a,A
PEN(P) = a3 09 0 Uga =

para qualquer ¢ € L,(E,; F\), ou seja, @Ezii : Lo(Eo; FY) — Lo(Ey; F)) € a identidade.

v)

Além disso, se a < < ~ve A < pu < v, entao Q(l’”) — ! ; ) (I)Eg’u) pois, para qualquer

B
(a@,\) (A

v € L (E; F,)), tem-se

PU(P) = Va0 POt
= (Uau O V) 0 9 0 (Uyg 0 Uga)

= Uxu O Uy © 9 O Usg) O Uy

= 3,0 () () 0 uga

= @neelie)

Byt
(a7>\

19



(B,1)
®lan)

Ea(Ea; F/\) Ea(Eﬁ; Fu)
o) 250
Lo(Ey; F))
Portanto, (Ea(Ea; F), @Eg ’;;) ¢ um sistema projetivo de R-médulos. [ |
M/ (aN)ex]

Passemos a investigar o R-médulo lim £,(E,; Fy). Para cada (o, \) € I x J, definamos

a aplicacao R-linear

qj(av)\) Fp e EG(E; F) — \I/(OW\)((,O) =U\0PYOouy € Ea(Ea; F/\)

E, s

FE
‘I’(a,x)(@)i ls@
F

Fyx<5—

Notemos que a familia (V1) () (a,n)erxs € im Lo (Eq; Fy). De fato, se (a, A) < (8, 1)

e ¢ é um elemento arbitrario de L, (F; F), tem-se

PN (W(a,0(9) = Va0 (T(au() © g
— W0 (V0 o ug) o ug,
= (Uap0vu) oo (ugoug,)
= V)0 POuUgy

= \Il(a,)\) ((lp) :
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Proposicao 2.2. A aplicacao R-linear

Vi€ LB F) — V(p) = (W(Q,A)(SO))(Q’)\)GIXJ = @ﬁa(Ea;FA)

¢ um isomorfismo de R-mddulos.

Demonstracao. Seja g = (i) (@n)eixs € im Ly (Ey; Fy) arbitrario. Fixemos A € J e

consideremos a familia (g(a,))acr- Se a < 3,

9(BX) © Uga = VAX O G(BN) © Uga
B
= 0V (g

= Yo,

Logo, como E = lim E,,, existe uma tnica aplicagao R-linear 0 : E— F) tal que g, =
0y o u, para todo o € I (Proposicao 1.4). A familia (6))res de aplicagoes R-lineares

satisfaz 0\ = vy, 0 0, sempre que A < . De fato, para todo a € I, tem-se

Oroua = Glan
= BN (Glau)
= Uxp O Gap) © Uaa
= U ©Y(ap)
= vy, 00,0u,.

Lembrando que F = , conclui-se que 0\ = vy, 00, sempre que A < p1. Como

U o (Eoy)

acl
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F = lim F), existe uma unica aplicacao R-linear ¢ : F— F' tal que 0, = v, o ¢ para todo

A € J (Proposicao 1.2). Finalmente,

‘I’(SO) = (?J,\ opo ua)(a,/\)GIXJ
= (0o ua)@Neixs

- (.g(a,)\))(a,)\)GIXJ =9,

sendo ¢ o unico elemento de L,(E; F') cuja imagem por ¥ é g. Isto conclui a demonstragao.

2.2 Conjuntos eqiiilimitados de aplicacoes lineares

Definicao 2.3. Sejam (E,B) e (F,C) dois R-mddulos bornoldgicos e denotemos por
Ly((E,B); (F,C)) o R-mddulo de todas as aplica¢oes R-lineares limitadas de (E,B) em
(F,C). Um subconjunto X de L,(E; F) € dito eqiilimitado se X(B) = U u(B) € C para

ueX

todo B € B.

O conjunto de todos os subconjuntos eqiiilimitados de L,((E, B); (F,C)) é uma bornolo-
gia de R-médulo em L,((E,B); (F,C)), que serd denotada por £5. De fato, é claro que
&S é uma bornologia em Ly((E, B); (F,C)). Além disso, sejam X;, Xy € S e L € Bg.
Como, para todo B € B, (X1 +X,)(B) C X1(B)+&3(B) € C (logo, (X1+X,)(B) € C) e
(LX1)(B) = L(X,(B)) € C, entdao X;+X, e LX; pertencem a &§.

Sejam  ((Ea, Ba), Uga)acs um  sistema indutivo de R-mdédulos bornolégicos e
((F),Cx), Uap)res um sistema projetivo de R-médulos bornolégicos. Consideremos o limite
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indutivo bornoldgico (£, B) do sistema ((Eq, Ba), Uga)acr € 0 limite projetivo bornolégico
(F,C) do sistema ((F,Cy), vau)res. Para (a, X) < (8, 1), denotemos também por @Eg’;g a
aplicacao R-linear

®EN 0 € Lo((Ep, Ba); (Fuy Cu)) — ) () = a0 @ 0 g € Lo((Ba, Ba); (F3, Cy))-

(«

(Em Ba) — (Eﬁv Bﬂ)
"0 |+
(F)\7C>\) Urp (F,ua C,u)
(Bs1)
a,A

Notemos que (IJ( ) ¢ uma aplicacao Sg;—ggi -limitada. De fato, seja X € Eg; e

mostremos que @Ei ig(ﬂf ) € Sgi . Realmente, para todo B, € B,,
DANX)(Ba) = vnu( X (usa(Ba))) € Cn,

visto que ug, € vy, sao limitadas.

Pelo que vimos na demonstragao da Proposicao 2.1, podemos concluir:

Proposigao 2.4. ((ﬁb((Ea, B.); (Fy,Cy)), ‘922)7 Pn)

(@) € um sistema projetivo de

)(a,)\)EIXJ

R-mddulos bornoldgicos.

Para cada (o, ) € I x J, denotemos também por W, ») a aplicacao R-linear
Yo 1 0 € Lo((E,B); (F,C)) —— Y(an(p) = vaopous € Ly((Ea, Ba); (Fx,Cr)),

onde u, : B, — F e vy : I'— F)\ sao as aplicagoes R-lineares canonicas. Raciocinando
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como acima, vemos que W, y) € Eg—ggi—limitada.
Pelo que foi visto apds a demonstracao da Proposicao 2.1, podemos afirmar que, para
qualquer ¢ € L,((E, B); (F,C)), (\If(a’,\)(go))(a Meb Pertence ao R-médulo limite projetivo

do sistema projetivo <£b((Ea, B.); (F\,Cy)), @Ei’;; de R-médulos.

)(a,)\)GIXJ
Antes de continuar lembremos que, se (E, B) e (F,C) sao dois R-mddulos bornoldgicos,
uma aplicacdo u : (E,B) — (F,C) é um isomorfismo de R-mddulos bornolégicos se

u: E — F é um isomorfismo de R-mdédulos, u é B-C-limitada e u~! é C-B-limitada.

Podemos entao enunciar o

Teorema 2.5. A aplicacio R-linear

Vg e (Ly((B,B); (F,C)). &)

I

(Y (@) (anems € ({gﬂ Ly((Eo, Ba); (Fa,Cy)), D)

é um 1somorfismo de R-modulos bornoldgicos, onde o contradominio de W é o limite

projetivo bornoldgico do sistema mencionado na Proposicao 2.4.

Demonstragao. Inicialmente, provemos que ¥ é limitada. De fato, seja X € £§. Pela
definigao de limite projetivo bornolégico, para que W(X) seja limitado é necessario e
suficiente que, para cada (a,\) € I x J, ¥, (X) € 51(3:2' Mas isto ocorre, pois W4 ) ¢
EG-ER -limitada.

Antes de provar que W é bijetora e sua inversa é limitada, estabelecamos um lema

auxiliar:
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Lema 2.6. Sejam ((Ea, Ba))acr uma familia nao-vazia de R-mddulos bornoldgicos, E

um R-maddulo e, para cada o € I, seja uy : B, — E uma aplicagao R-linear de modo que

U o (o)

ael
(Proposi¢ao 1.9). Para cada R-mddulo bornolégico (F,C) e para cada X C L,(E; F), as

E = . Seja B a bornologia de R-mdédulo final para a familia ((Ey, Ba), Ua)act

sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(a) X € &;
(b) Xou,={uoua;uc X} e para todo o € 1.

Demonstracao. Claramente, (a) implica em (b). Vejamos a reciproca. Seja B € B
arbitrario. Como vimos na Observacao 1.10, existem a4, ..., o, € I, By, € By ..., Ba, €
B..,, tais que

B C ug, (Bay)+- . .+ Ua, (Ba,)-

Por hipétese, (X o uq,;)(Ba,) € C para todo j = 1,...,n. Assim, da inclusao

X(B) C (X ot )(Bay)+ -+ +(X ouy,)(Ba,),

e do fato do conjunto & direita pertencer a C resulta que X (B) € C. Logo, X € &. [ ]

Voltemos a demonstracao do Teorema 2.5. Inicialmente, provemos que ¥ ¢é bijetora.
De fato, seja g = (g(a,,\))(mk)e g um elemento arbitrario do contradominio de ¥. Pela

Proposigao 2.2, existe uma tnica ¢ € L,(E; F') tal que

VX O @O Uy = J(a,\)
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para todo (o, \) € I x J. Pela Proposigao 1.9, ¢ € L,((E,B);(F,C)) se, e somente se,
wouy € Ly((Ey, Ba); (F,C)) para todo o € I. Seja v € I arbitrario. Pela Proposigao 1.5,
pou, € Ly((Ey, By); (F,C)) se, e somente se, vy o (¢ ouy) € Ly((Fa, Ba); (Fy,Cy)) para
todo A € J; mas isto ocorre, ja que v 0 (¢ 0 Uy) = G(a,\) € Y(a,n) ¢ limitada. Acabamos de
mostrar que ¢ € Ly((E,B); (F,C)), sendo ¢ o tnico elemento de Ly((E, B); (F,C)) cuja
imagem por W ¢é g. Portanto, ¥ é bijetora.

Provemos, agora, que W1 é limitada. Com efeito, seja ) um conjunto D-limitado

arbitrario. Para cada (o, A) € I x J, designemos por ¢(,,\) a aplicacao R-linear

G * (9Bm)Buwerxs € Im Ly((Eg, Bg); (Fy,Cy))

I

Il € Eb((EauBa); (FA,C,\))~

Entao g, (Y) € Sg: para todo (o, \) € I x J. Pelo que acabamos de ver, para cada
9 = (9an)(@reixs € Y existe uma tnica ¢, € Ly((E,B); (F,C)) tal que ¥(p,) = g.
Afirmamos que X = {p,;g9 € Y} = V() pertence a £5. Mas, como C é a bornologia
inicial para a familia ((Fy,Cy),vx)res, X € ES se, e somente se, vyolX € EgA para todo
A € J. Seja A € J arbitrdrio. Como g, (YY) = (vaoX)ou, € 522 para todo o € I, o

Lema 2.6 garante que vyo&X &€ Eg*, e a demonstracao esta concluida. ]

Exemplo 2.7. Sejam E um R-médulo e B a bornologia de R-médulo em E que tem
como base de limitados os submédulos finitamente gerados de E (B € B se B estd

contido em algum submddulo finitamente gerado de F). Seja (N, )aer a familia de todos
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os submdédulos finitamente gerados de F e, para cada « € I, seja B, a bornologia de R-
modulo em N, formada por todos os subconjuntos de N,,. Para cada o € I, seja A\, : N, —
E ainclusao; A\, : (N, By) — (E, B) é limitada. Munamos I da seguinte rela¢ao de ordem
parcial: para o, € I,a < 3 se N, C Nz. Para a < 3, definamos ug, : N, — Ng como a
inclusao, que claramente é B,-Bg-limitada. E claro que ((Na, Ba), uga)acr € um sistema
indutivo de R-mdédulos bornolégicos. Como A, = Agoug, para a < 3, segue da Proposicao
1.13 que existe uma unica aplicacdo R-linear limitada wu : (121 Na,g) — (E,B) tal
que A\, = U0 Uy, onde uy : (No,By) — (lin Na,g> ¢ a aplicacao R-linear canonica.
Afirmamos que u é um isomorfismo de R-mdédulos. Realmente, como li_n} N, = U Ua(Ng)
e b = U N, = U Aa(No), u é sobrejetora. Vejamos, agora, que u é injetor:.EIDe fato,
acl ael

se x,y € lim N, sdo arbitrarios, existem « € I,7,s € N, tais que z = uy(r) € y = uy($).

Se u(x) = u(y), vem

dai, z = y. Portanto, u é bijetora. Finalmente, mostremos que u~! é limitada. Realmente,
se B € B ¢é arbitrario, existe o € I tal que B C N,. Logo, u'(B) C u '(Aa(N,)) =
ua(Ny,), e u™(B) € B. Assim, acabamos de mostrar que u ¢ um isomorfismo de R-médulos
bornologicos.

Se ((Fx,Cx),vap)res € (F,C) sao como no Teorema 2.5, o referido teorema garante que
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os R-mdédulos bornolégicos
(Lo((B,B); (F.C)), €6) e (1im Ly((Na, Ba)i (F, 1)), D) |

sao isomorfos, sendo D como antes.

Corolario 2.8. Sejam ((Eqy, Ba))acr € ((Fx,C)))aes duas familias nao-vazias de R-mddulos

bornologicos, (@ Ea,@B ) (F,C) = (H F,\,HC)\> . Entao os R-

acl acl AeJ  AeJ
modulos bornolégicos

(Lo((E, B); (F,C)),€5) e [T £o(EaBa)i(BrC)), I €2

(a,\)eIxJ (a A eIxJ
sao isomorfos.

Demonstracao. Munindo I e J das respectivas relagoes de igualdade, segue imedi-
atamente que o R-mdédulo bornolégico (lim Ly((Eqs, Ba); (Fy,Cy)), D> coincide com o R-

modulo bornolégico

H Lb((Ea’Ba);(FA,CA)), H ggi

(a,\)eIxJ (a,\)eIxJ

Portanto, o resultado segue imediatamente do Teorema 2.5. ]
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2.3 Conjuntos eqiiicontinuos de aplicacoes lineares

No que se segue, suporemos que o anel topolégico R satisfaca a condicdo 0 € R*, onde
R* designa o grupo multiplicativo dos elementos invertiveis de R.

Se (A,]|.]|) é um anel normado comutativo com elemento unidade 1 # 0 tal que existe
a € A* com ||al| < 1, entdo 0 € A*. Em particular, se (K, |.|) ¢ um corpo néo trivialmente
valorizado, entdo 0 € K*.

Para quaisquer R-médulos topolégicos (E, 1) e (F, 0), denotaremos por L((E, 7); (F,0))
o R-médulo de todas as aplica¢oes R-lineares continuas de (E,7) em (F,#). Lembremos
que um conjunto X de aplicagoes R-lineares de (F,7) em (F,6) é eqilicontinuo se para
toda #-vizinhanga V' de 0 em F' existe uma 7-vizinhanga U de 0 em E tal que X(U) C V,
ou seja, tal que w(U) C V para todo u € X.

O conjunto &Y de todos os subconjuntos eqiiicontinuos de L((E,7);(F,0)) é uma
bornologia de R-médulo em L((E,7);(F,0)). De fato, é claro que £ é uma bornolo-
gia em L((E,7);(F,0)). Mostremos que £? é uma bornologia de R-médulo. Realmente,
sejam X}, Xy € E e L € Br. Se V é uma f-vizinhanca arbitraria de 0 em F, existe uma
f-vizinhanca Vi de 0 em F' tal que V;+V; C V. Pela eqiiicontinuidade de X} e X5 em
0, existem 7-vizinhangas U; e Uy de 0 em E tais que &1 (U;) C Vi e Xy(Usz) C Vi. Logo,

tomando a 7- vizinhanca U = U; N Uy de 0 em E, obtemos

(X+X)(U) c X1 (U)+XU) c Vi+W C W

Conseqiientemente, X;+X, € 9. Antes de mostrar que LY, € 2, notemos que a condicio

29



0 € R* implica que o produto de qualquer 7Tg-vizinhanca de 0 em R por qualquer 7-
vizinhanga de 0 em E é uma 7-vizinhanga de 0 em FE (pois qualquer 7g-vizinhanca de 0
em R contém um elemento invertivel). Sejam W uma 7g-vizinhanga de 0 em R e V5 uma
f-vizinhanca de 0 em F' tais que WV, C V. Pela eqiiicontinuidade de X; em 0, existe
uma 7-vizinhanga Us de 0 em E tal que X;(Us) C Vs e, pela limitagao de L, existe uma

Tr-vizinhanca W7 de 0 em R tal que LW; C W. Consequientemente,
(LXl)(WlU;J,) = (LWl)Xl(Ug) C W‘/Q C V,

sendo WUz uma 7-vizinhanca de 0 em F. Logo, LX) € Sf.

Acabamos de mostrar que (L£((E,7); (F,6)),&E?) é um R-médulo bornolégico.

Observagao 2.9. Para quaisquer R-médulos topolégicos (E, 7) e (F,6), a relagao X € &7

implica X € Sg((f)) , em vista do Teorema 25.5 de [12], onde B(f) tem o significado expresso

no inicio do §5 deste capitulo. Além disso, se (F, 7) é um R-médulo topoldgico bornoldgico

([2], Definicdo 1), entao X € E? se, e somente se, X € Sg((f)), em vista do Teorema provado
£B

em [2]. A reciproca da implicagdo X € €% = X € B(T)) nao é verdadeira em geral, como

mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.10. Sejam (E,||.||) um espago normado (real ou complexo) de dimensao
infinita e 7y a topologia em E proveniente de ||.||. Entao aidentidade 1g : (E,0(E, E')) —
(E, 7)) ¢ limitada, mas é descontinua, onde o(E, E') é a topologia fraca definida em £

por E'.

Sejam ((Ey, Ta), Uga)acr um sistema indutivo de R-mdédulos topoldgicos e ((Fi, 0)), Uau)res
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um sistema projetivo de R-mddulos topolégicos. Consideremos o limite indutivo topoldgico
(E,7) do sistema ((Ea,7a),Uga)acs € 0O limite projetivo topolégico (F,0) do sistema
((Fx,0)),vau)res. Para (o, ) < (8, 1), denotemos também por @Eg’;g a aplicacao R-

linear

®EN o € L((Eg,75); (F 0) — P4 (9) = vas 0 0 0 e € L((Bay 7a); (F3, 03)).

UG
(Eay Ta) — (Ep, 75)
<I>E§‘f§)>(so)l lso
(Fx, 05) <55 (F, 0)
Notemos que @Eg ﬁ% ¢ uma aplicacao ng—c‘ff(;—hmitada. De fato, sejam X € ng‘ e Vy
uma @y-vizinhanca de 0 em Fy. Como v, ¢ continua, existe uma 60,-vizinhanca V,, de 0
em F), tal que vy,(V,) C V). Como X € ng, existe uma 7g-vizinhanga Ug de 0 em Ejp tal

que X(Ug) C V,. E, como ug, é continua, existe uma 7,-vizinhanca U, de 0 em E, tal

que ug,(U,) C Us. Logo,
<I>E§:‘§§(X)(Ua) = (vau 0 X 0 uga)(Uys) C Vi

Acabamos de mostrar que ® g ’;;(X ) € 57(?2, como desejavamos.

—~—

Pelo que vimos na demonstragao da Proposicao 2.1, podemos concluir:

Proposicao 2.11. ((£L((Ea,Ta); (F,\,G,\)),Sfi),@Egi’;;)(m,\)em ¢ um sistema projetivo de

R-maodulos bornoldgicos.
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Para cada (o, \) € I x J, denotemos também por ¥, ») a aplicacdo R-linear
a9 € LUE,T); (F,0)) — Vi (p) =vr09ous € L((Ea, Ta); (F), 02)),
onde u, € vy sao as aplicagoes R-lineares canonicas.

(Eas Ta) — (E,7)

‘I’(Q,,\)(W)l l%

(Fx, 05) <5— (F,0)

U

Raciocinando como acima, vemos que U, ) é E2-E%-limitada.
Pelo que foi visto apds a demonstracao da Proposicao 2.1, podemos afirmar que, para
qualquer ¢ € L((E,T); (F,0)), (\Ij(a’/\)(@»(a,mem pertence ao R-mdédulo limite projetivo

do sistema projetivo <£((Ea, Ta); (Fa, 0))), @Eg‘;g de R-médulos.

)(a,)\)GIXJ

Podemos entdo enunciar o

Teorema 2.12. A aplicacao R-linear

Ve (L((E,7); (F.0)), &)

I

V() = (Vi) (©)) @nemns € (@ L((Ea,Ta); (F),0y)), Dy)

é um 1somorfismo de R-modulos bornoldgicos, onde o contradominio de W €é o limite

projetivo bornoldgico do sistema mencionado na Proposicao 2.11.

Demonstragao. Inicialmente, provemos que ¥ é limitada. De fato, seja X € 7. Pela
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definigao de limite projetivo bornolégico, para que W(X) seja limitado é necessario e
suficiente que, para cada (a,A) € I x J, W, (X) € 533. Mas isto ocorre pois, como ja
observamos, U, ¢ E2-EX2-limitada.

Antes de provar que W é bijetora e sua inversa é limitada, estabelecamos um lema

auxiliar.

Lema 2.13. Sejam ((Ey, To))acr uma familia ndo-vazia de R-médulos topoldgicos, E um

R-modulo e, para cada o € I, seja u, : B, — E uma aplicacao R-linear de modo que

U ua(Ea)

acl
(Proposi¢ao 1.17). Para cada R-mddulo topoldgico (F,0) e para cada X C L,(E; F), as

E = . Seja T a topologia de R-mddulo final para a familia ((Ey, Ta), Ua)acr

sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(a) X e&l;
(b) Xou, € &L para todo a € 1.

Demonstragao. Claramente, (a) implica em (b). Provemos a reciproca. Com efeito,

consideremos o R-maddulo

ZX,F)={f: X—=F,; f(X) é0-limitado},

munido da topologia 8 da convergéncia uniforme. Afirmamos que (Z(X; F), 5) é um R-

modulo topolégico. Realmente, é facil verificar que (Z(X'; F'),0) é um grupo topoldgico
aditivo. Além disso, pela prépria definigao de Z(X; F), temos que f(&X') é 6-limitado para

qualquer f € Z(X; F). Portanto, pela Proposicao (a) de [9], (Z(X; F),6) ¢ um R-mddulo
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topoldgico.

Como X(z) é 6-limitado para todo = € E, podemos considerar a aplicacao R-linear
g:x € (E,7)— g(x) € (2(X;F),0),

dada por g(z)(u) = u(x) para todo u € X.

Lembremos que um sistema fundamental de g—vizinhangas de 0 em Z(X; F) é dado
pelos conjuntos v(V) = {f € Z(X; F); f(X) C V}, para V percorrendo o conjunto das
f-vizinhancas de 0 em F', e notemos que X € Ef se, e somente se, g é continua. Realmente,
para toda 7-vizinhanca U de 0 em E e para toda #-vizinhanca V' de 0 em F', as relagoes
X(U) CVegU)Cuv(V) sao equivalentes.

Como 7 é a topologia de R-médulo final para a familia ((E,, 7o), Ua)acr, g ¢ continua

se, e somente se, g o u, é continua para todo a € I (Proposigao 1.17).

(Eas Ta) — (E,7)

(Z(X; F),0)

Fixemos o € I e provemos que gou, é continua. De fato, seja V uma #-vizinhanca de
0 em F. Como, por hipdtese, X o u, € Efa, existe uma 7,-vizinhanca U, de 0 em FE, tal
que (X ouy)(U,) C V, 0 que equivale a (g o u,)(U,) C v(V). Portanto, gou, é continua,

concluindo assim a demonstracao. [ ]

Voltemos a demonstracao do Teorema 2.12. Inicialmente, provemos que W é bijetora.
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De fato, seja g = (g(an))(a,n)eixs € um elemento arbitrério do contradominio de W. Pela
Proposicao 2.2, existe uma tnica ¢ € L,(E;F) tal que vy 0 ¢ 0 uq = g(a,n) Para todo
(o, A) € I xJ. Pela Proposigao 1.17, ¢ € L((E,7);(F,0)) se, e somente se, ¢ o u, €
L((Ea,Ta); (F,0)) para todo a € I. Seja a € I arbitrario. Pela Proposigao 1.14, p o u, €
L((Eu,Ta); (F,0)) se, e somente se, vy 0 (¢ 0 uy) € L((Fa,Ta); (Fi,0))) para todo A € J;
mas isto ocorre, ja que vy o (@ ou,) = 9(a,\) € G(a,n) € continua. Acabamos de mostrar que
p € L((E,T);(F,0)), sendo ¢ o tnico elemento de L((E,7);(F,0)) cuja imagem por ¥ é
g. Portanto, ¥ é bijetora.

Finalmente, provemos que W' ¢ limitada. De fato, para cada (a,\) € I x J, de-

signemos também por ¢(q,») a aplicagao R-linear

(g(ﬁvu)>(ﬁvu)elx{] € 1£n£((EB7 TB)Q (F“, 9#))

I

G(a,\) S L((Eaa Ta); (F)\a 6)\))

Seja. Y um conjunto D;-limitado arbitrdrio. Entdo g (Y) € £ para todo (o, \) €
I'xJ. Pelo que acabamos de ver, para cada g = (g(,)) € Y existe uma tnica ¢, €
L((E,7);(F,0)) tal que ¥(p,) = g, ou seja, tal que vy 0 @, 0 Uy = G, Para todo
(,\) € IxJ. Seja X = {p,;9 € Y} = V1(Y) e mostremos que X € £. Como 6 é a
topologia inicial para a familia ((Fy,0)),va)res, X € & se, e somente se, vy o X € EN
para todo A € J. Seja A € J arbitrdrio. Como g (Y) = (vx 0 X) o u, € EP para
todo a € I, o Lema 2.13 garante que vy o X € £%. Conseqiientemente, ¥~ ¢ limitada,

concluindo assim a demonstracao. ]
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Observagao 2.14. No caso particular em que cada (E,,7,) é um R-mddulo topolégico
bornolégico, o Teorema 2.12 é uma conseqiiéncia do Teorema 2.5. Com efeito, neste caso,
(E,7) é um R-médulo topolégico bornolégico pelo Corolario 1(a) de [2]. Além disso, pelo
Teorema provado em [2], para qualquer R-médulo topolégico bornoldgico (G,€) e para

qualquer R-médulo topolégico (F6), tem-se Sg = Sg((g)).

Exemplo 2.15. Sejam X um conjunto nao-vazio, (F,f) um R-mdédulo topoldgico e
(F(X; F),1s) o R-mé6dulo topoldgico de todas as aplicagdes de X em F munido da topolo-

gia da convergéncia simples. Sabemos que a aplicagao

fe(FX5F),75) — (f(2))eex € (FX, H 9m> )

zeX

onde 6, = 0 para todo x € X, é um isomorfismo de R-mddulos topolégicos. Além

disso, observamos no Capitulo 1 que (F X H 9;1;) pode ser considerado como um limite
reX

projetivo de R-modulos topoldgicos.

Se ((Fa,Ta); Uga)4ey € (B, 7) sdo como no Teorema 2.12, segue do referido teorema

que os R-moédulos bornolégicos
(LB T (X F),7.)),67) e (i £((Ea, 7 (e, 0:)), D )

sao isomorfos, sendo F, = F para todo x € X e D; como antes.

Corolario 2.16. Sejam ((Ea,Ta))acr € ((EFx,0)\))res duas familias nao-vazias de R-

mddulos topoldgicos, (E,T) = (@ Ea,®7a) e (F,0) = (H F,\,HGA> . Entao os

ael ael AeJ AeJ
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R-modulos bornolégicos

(ﬁ((EvT)7<F70>>>Sf) € H E Ea,Ta F)”H)\ H 592

(a,\)eIxJ (a N)EIxT
sao isomorfos.

Demonstracao. Munindo I e J das respectivas relagoes de igualdade, segue imedi-
atamente que o R-mddulo bornolégico (hm L((Eu,7a); (Fh, QA)),Dl) coincide com o R-

modulo bornolégico

H ,C Ea,Ta F)\,Q)\ H gf;‘

(a,\)eIxJ (a A)eIxJ

Portanto, o resultado segue imediatamente do Teorema 2.12. [ ]

2.4 Conjuntos eqiiilimitantes de aplicacoes lineares

Até o final deste capitulo R continuard a representar um anel topoldgico comutativo

com elemento unidade 1 # 0.

Definigao 2.17. Sejam (E, ) um R-mddulo topoldgico e (F,C) um R-mddulo bornoldgico.
Uma aplicagao R-linear uw : E— F € dita limitante se existe uma 7-vizinhanga U de 0
em E tal que u(U) € C. Um conjunto X de aplicagoes R-lineares de E em F € dito

eqiiilimitante se existe uma T-vizinhanga U de 0 em E tal que X(U) € C.

Para qualquer R-médulo topoldgico (E,7) e para qualquer R-médulo bornoldgico
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(F,C), denotaremos por L;((E,7);(F,C)) o R-médulo de todas as aplicagbes R-lineares
limitantes de (E,7) em (F,C).

O conjunto & de todos os subconjuntos eqiiilimitantes de £;((E,7);(F,C)) é uma
bornologia de R-médulo em £;((E,7); (F,C)). De fato, é claro que £ é uma bornologia
em L;((E,7);(F,C)). Mostremos que £ é uma bornologia de R-médulo. Realmente,
sejam X, Xy € E€ e L € Bi. Entao existe uma 7-vizinhanca U de 0 em E tal que
X1 (U), X, (U) € C. Logo,

(LX)(U) = L (V) € C.

e da inclusao (X14+X,)(U) C X (U)+X5(U) e do fato de C ser uma bornologia de R-mddulo

resulta que (X;+4&,)(U) € C. Portanto, X3 +X, e LX) pertencem a EC.

Observacao 2.18. Suponhamos que 0 € R* e sejam (E,7) e (F,f) dois R-médulos
topoldgicos. Entao a relagao X' € gEO implica X € £Y. De fato, seja V uma #-vizinhanga
de 0 em F. Como X € £8® | existe uma 7-vizinhanca U de 0 em E tal que X (U) € B(6).
Logo, existe uma 7g-vizinhanca W de 0 em R tal que WX (U) = X(WU) C V. Como

WU é uma 7-vizinhanca de 0 em E (pois 0 € R¥), X é eqiiicontinuo.

Observacao 2.19. Sejam (K, 7x) um corpo topolégico nao-discreto, (E,7) um espago
vetorial topolégico sobre (K, 7 ) e (F, #) um espago vetorial topolégico localmente limitado
sobre (K, k). Entao X € EBO se, e somente se, X € &Y. Pela Observacao 2.18, basta
mostrar que a relagao X € &7 implica em X € gEo. Realmente, seja V' uma 6-vizinhanca
limitada de 0 em F'. Pela eqiiicontinuidade de X em 0, existe uma 7-vizinhanga U de 0

em F tal que X(U) C V, e dai resulta que X € g5,
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Sejam ((Eq, Ta), Uga)acr um sistema indutivo de R-mdédulos topoldgicos e ((Fy,Cy), Uau)res
um sistema projetivo de R-médulos bornolégicos. Consideremos o limite indutivo topolégico
(E,7) do sistema ((Eq, 7o), Uga)acr € 0 limite projetivo bornolégico (F,C) do sistema
((F\,Cx),vap)res. Para (a,\) < (8, p), denotemos também por <I>(B “; a aplicagdo R-

linear
O o € Li((Bp, 76); (Fur Cu)) — P4 (9) = a0 0 0 g € Li((Eay 7a): (F,C)).

(Eom 7-01) & (EB’ Tﬁ)

B4 (o )J/ Jf

(F2, Cr) <55~ (B, C)

B g ¢ uma aplicagao 575 -ES limitada. De fato, seja X € . Entao

Te

Afirmamos que @

/_\A

existe uma 73-vizinhanga Ug de 0 em Ej tal que X' (Ug) € C,. E, como ug, é continua,

existe uma 7,-vizinhanga U, de 0 em E, tal que ug,(U,) C Us. Logo,
BN () (Ua) = 02X (150 (Ua))) C 03u( X (Up)),

sendo que vy, (X (Ug)) € Cy, pois vy, é limitada. Portanto, @Ei ‘;)(?C')(Ua) € Cy, provando

assim a afirmacao.

Pelo que vimos na demonstragao da Proposicao 2.1, podemos concluir:

¢ um sistema projetivo

Proposicao 2.20. ((El((Ea,Ta) (F\,Cy)), EC ),@Eg’;g

) (a,\)elx]

de R-mddulos bornoldgicos.
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Para cada (o, ) € I xJ, denotemos também por ¥, ) a aplica¢do R-linear
Uian 19 € Li((E,7); (F,C)) —— Yo (p) = vaopous € Li((EasTa); (F,Cr)),
onde u, : E, — F e vy : F' — F) sao as aplicagoes R-lineares canonicas.

(Eas Ta) — (E,7)

‘I’(Q,,\)(W)l l%

(F2,Cr) <— (F1.C)

Raciocinando como acima, vemos que U, 5 ¢ EE-ES -limitada.
Pelo que foi visto apds a demonstracao da Proposicao 2.1, podemos afirmar que, para
qualquer ¢ € L;((E, 7); (F,C)), (\I/(m)\)(@))(a Men Pertence ao R-médulo limite projetivo

B,1)

do sistema projetivo <£l((Ea, Ta); (F), Cy)), (I)Ea,k) de R-mddulos.

)> (a,\)eIxJ

Teorema 2.21. Se os conjuntos de indices I e J sao finitos, a aplica¢ao R-linear

Vg€ (L((E.): (F.C). )
V() = (W ()aers € (1m L((Ba, 7); (B, C1)), D2)

é um 1somorfismo de R-modulos bornoldgicos, onde o contradominio de W €é o limite

projetivo bornoldgico do sistema mencionado na Proposicao 2.20.

Demonstragao. Inicialmente, provemos que ¥ é limitada. De fato, seja X € £C. Pela

defini¢gao de limite projetivo bornolégico, para que W(X) seja limitado é necessario e
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suficiente que, para cada (a, X) € IxJ, Ui, (X) € EE. Mas isto ocorre pois, como jé
observamos, W4 ) ¢ EE-ES -limitada.

Provemos que ¥ é bijetora e ¥~! ¢ limitada. Com efeito, seja ) um conjunto Ds-
limitado arbitrario. Pela Proposigao 2.2, para cada g = (g(a,\))(a,n)eixs DO contradominio
de ¥ existe uma tinica ¢, € L,(£; F) tal que vy 0pg0us = g(a,n para todo (a, \) € I x J.
Afirmamos que X = {p,; g € Y} € EC. De fato, fixemos a € I. Para cada A\ € J existe

uma 7,-vizinhanca U2 de 0 em E, tal que

(va 0 g 0 U )(U2) = gran(U2) € Cy

para qualquer g € ). Tomemos a 7,-vizinhanca U, = ﬂ Ué de 0 em F,. Entao
AeJ
(vxn 0 w0 uy)(U,) € Cy para quaisquer A € J e g € ). Consideremos a 7-vizinhanca

U = Zua(Ua) de 0 em E (Observagao 1.18). Afirmamos que X' (U) € C. Realmente,
acl

como C é a bornologia inicial para a familia ((F\,Cy),v))res, para que X(U) € C é

necessario e suficiente que v, (X (U)) € Cy para qualquer A € J. Mas, para cada \ € J,

ulpg(U)) = oa(pg(D uaUa)))

ael

= Y (ro s 0ua)(Ua) €Ca,

ael

para qualquer g € ), visto que C, é uma bornologia de R-mdédulo. Logo, X' (U) € C.
Em particular, dado um elemento arbitrario g do contradominio de W, existe ¢ &€

Li((E,T); (F,C)) tal que ¥(p) = g, sendo ¢ o unico elemento de L£;((E,7); (F,C)) com
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esta propriedade. Logo, ¥ é bijetora. Finalmente, mostramos acima que X = ¥~1()) €

EC Portanto, U~! é limitada, e a demonstracao estd concluida. [

Corolario 2.22. Sejam ((Ea, Ta))acr uma familia ndo-vazia finita de R-mddulos topoldgi-

cos, ((F,Cx))res uma familia ndo-vazia finita de R-mddulos bornologicos, (E,T) =

<HEQ,HTQ> e (F

acl a€el

C) = (H F, HCA>. Entdo os R-maodulos bornoldgicos
e AeJ

(Li((E,7); (F,C)),E°) e Il c(Ear)mcy), J[ &2

(a,\)eIxJ (a N)€eIxJ

sao isomorfos. Em particular, se (Eq, 7o) = (R, Tg) para todo o € I, (Fy,Cy\) = (R, Bgr)

para todo X\ € J, T = HTa (onde T, = Tr para todo a € 1) e C = HCA (onde Cy = Bg
ael xedJ
para todo A € J), entdo os R-mddulos bornoldgicos

(El((RfaT); (RJ’C)),(C,'S) e (El((R7 TR); (Ra BR IXJ H 5763

(a ANelxJ

sao isomorfos.

Demonstragao. Inicialmente, lembremos que (H EQ,HTQ> = (@ Ea,®7a),

ael ael a€el ael
pois [ é finito. Munindo I e J das respectivas relagoes de igualdade, segue imediatamente

que o R-médulo bornolégico (hm Li((Ea,Ta); (F ,\,CA)),D2> coincide com o R-mddulo

bornolégico
Il c((Bam)i(BrC)), J[ €2
(a,\)eIxJ (a,\)eIxJ
Portanto, o resultado segue imediatamente do Teorema 2.21. ]
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2.5 Convergéncia uniforme em moédulos de aplicacgoes

lineares

Se (E,7) é um R-mdédulo topolégico, seja B(7) o conjunto de todos os 7-limitados
de E ([12], Definicao 15.1). E claro que {z} € B(r) para todo = € E e que as relacoes
B € B(r) e B C B implicam B’ € B(7). E B(7) ¢é estavel por unides e somas finitas
pelo Teorema 15.2 de [12]. Sejam L € Br e B € B(7) arbitrarios, e seja U uma 7-
vizinhanca de 0 em E. Entao existem duas 7r-vizinhancas W, e W5 de 0 em R tais que
WiB Cc Ue WL C Wy. Logo, W = W; N W5 é uma 7g-vizinhanga de 0 em R tal que
W(LB) = (WL)B C (WoL)B C W1 B C U. Assim, LB € B(7), e acabamos de mostrar
que (E,B(7)) é um R-mddulo bornoldgico.

Agora, sejam (E,B) um R-moédulo bornolégico, (F,6) um R-médulo topoldgico e
consideremos a topologia da B-convergéncia Y% no R-médulo Ly((E, B); (F, B(0))). Afir-
mamos que (Ly((E,B); (F,B(#))),T%) é um R-médulo topoldgico. De fato, é facil ver
que (L,((E,B); (F,B(6))), T%) ¢ um grupo topolégico aditivo. Além disso, as relagoes
v € Ly((E,B); (F,B(0))) e B € Bimplicam ¢(B) € B(f) (por defini¢ao). Portanto, pela
Proposicao (a) de [9], temos a afirmacao.

Sejam  ((En, Ba), Uga)aer um  sistema indutivo de R-mddulos bornolégicos e
((F),0)),vau)res um sistema projetivo de R-médulos topoldgicos. Consideremos o limite
indutivo bornolégico (E, B) do sistema ((Ea, Ba), tga),c; € 0 limite projetivo topoldgico

(F,0) do sistema ((F,0)),va,) -
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Para (o, \) < (5, ), denotemos também por @Eg ’)g a aplicacao R-linear

O < p € Ly((Eg, Bp): (Fy B(0,))) — B4 () = vauopouga € Li((Ea, Ba): (Fy, B(62)))

(Ea: Ba) - (Eﬁ: Bﬁ)
o280 |
(Fx, B(02)) <55~ (£, B(0,,))

Ap

gg ’;; é uma aplicacao TZ‘; —Ta -continua. De fato, sejam B, € B, e

Notemos que
V) uma 6)-vizinhanga de 0 em F\. Entao ug.(B,) € Bg e, pela continuidade de vy,

existe uma 6,-vizinhanca V, de 0 em F), tal que v,,(V,) C V). Como as relagoes ¢ €

Ly((Es, By); (F, B(8,))) € ¢(uga(Ba)) C V,, implicam
OEN(@)(Ba) = (van 00 uga)(Ba)
= unu(P(upa(Ba))) Coau(Vi) C VA,

@Ei ﬁ; é continua.

Pelo que vimos na demonstracao da Proposicao 2.1, podemos concluir:

Proposigao 2.23. ((Eb((Ea,Ba); (F\, B(6)))), TR, @Eg’;; ¢ um sistema proje-

) (a,\)eIxJ

tivo de R-modulos topologicos.

Para cada (o, \) € I xJ, designemos também por ¥, ) a aplicagao R-linear

Vian 9 € Ly((E,B); (F,B(9))) — Y(an(p) = vao@oua € Ly((Ea Ba); (Fx, B(62))),
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onde u, : £, — E e vy : F — F)\ sao as aplicagoes R-lineares canonicas.

(E,, By) —=— (E,B)

‘I’(Q,,\)(W)l i@

(Fx, B(0x)) ==~ (F, B(6))

Raciocinando como acima, vemos que ¥, ) ¢ uma aplicagao T%—T%*a -continua.
Pelo que foi visto apds a demonstragao da Proposicao 2.1, podemos afirmar que,
para qualquer ¢ € Ly((E, B); (F,B(0))), (\I/(a,,\)(gp))(a Nelxs Pertence ao R-médulo limite

projetivo do sistema projetivo (Eb((Ea, B.); (Fx,B(6)))), o' de R-médulos.

(Q’A)) (@ \)elx]

Antes de continuar lembremos que, se (E,7) e (F, ) sdo dois R-mdédulos topoldgicos,
uma aplica¢do u : (E,7) — (F,6) é um isomorfismo de R-médulos topoldgicos se u : F —

F' é um isomorfismo de R-médulos e u : (E,7) — (F,6) é um homeomorfismo.

Teorema 2.24. A aplicacao R-linear

Vg€ (Ly((E,B); (F,B(0))), T)

I

(W0 () anyers € (10 Lo((Eas Bu): (F, B(62)), )

¢ um isomorfismo de R-maodulos topoldgicos, onde o contradominio de W € o limite pro-

jetivo topologico do sistema mencionado na Proposi¢ao 2.23.

Demonstragao. Inicialmente, provemos que ¥ é continua. De fato, para cada (a, \) €
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I x J, designemos por q(,,») a aplicacao R-linear

(9a.0) e € lim Ly((Eg, Bp); (Fy, B(6,,)))

|

9o € Lo((Ea, Ba); (Fx, B(0)))-

Como 7T é a topologia inicial para a familia ((Eb((Ea, B.); (Fx,B(6)))), T%*a), q(ay)\)) anen’
U ¢ continua se, e somente se, g, © ¥ ¢é continua para todo (a,\) € Ix.J. Mas isto
ocorre, pois qa,n 0 W = W, 5 e Y,y € continua.

Mostremos, agora, que ¥ é bijetora. De fato, seja g = (g(a,n))(a,n)cixs Um elemento
arbitrario do contradominio de W. Pela Proposigao 2.2, existe uma unica ¢ € L,(E; F) tal
que U) 0 Q0 Uy = g(a,n) Para todo (a, ) € IxJ. Afirmamos que ¢ € L,((E,B); (F,B(0))).
Realmente, pela Proposicao 1.9, ¢ é limitada se, e somente se, pou, ¢ limitada para todo
a € I. Fixemos o € I. Como B(f) é a bornologia inicial para a familia ((Fy, B(6))), vx)
([10], Teorema 3), ¢ o u, é limitada se, e somente se, vy o (¢ o u,) é limitada para todo
A € J. Mas isto ocorre, pois vy © (¢ 0 Uy) = G(a)) € J(a,n) ¢ limitada. Acabamos de
mostrar que ¢ € L,((E,B); (F,B(6))), sendo ¢ o tnico elemento de Ly((E, B); (F,B(0)))
cuja imagem por ¥ é g. Portanto, ¥ é bijetora.

Finalmente, provemos que U1 é continua. Com efeito, seja V uma Y%-vizinhanca de
0 em L,((E,B); (F,B(#))). Entao existem B € B e uma #-vizinhanga V' de 0 em F' tais
que v(B,V) = {p € Ly((E,B); (F,B(0))); o(B) C V} C V. Sejam Ba, € Ba,,...,Ba, €

B..,,, V\, uma 0, -vizinhanca de 0 em F),,..., V) uma 6, -vizinhanga de 0 em F), tais
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que

B C ug, (Bay)+- . . 4Uq,, (Ba,, ) (Observagao 1.10) e V D ﬂ v;jl(VAj).

j=1

Para cada j = 1,...,n seja ‘7,\j uma 0, -vizinhanga de 0 em F}; tal que

‘7)\j—|—. . .+‘7,\j C V)\j,
—_———

m vezes

e tomemos a Y-vizinhanca U de 0 em lim £,((E,, By); (Fx, B(6,))) dada por
U= ﬂ oy ) (V(Bays )

onde v(Ba,, Va,) = {¢ € Lo((Buay, Bay); (Fr,, B(03,))); ¢(Bay) € Va,} (i € {1,...,m} e

j e {1,...,n}). Afirmamos que U~1(U) C V. De fato, seja g = (9an) e U.

(a,\)eIxJ
Entao, para quaisquer 2 = 1,....,m e 5 = 1,...,n, tem-se que g(ai,,\j)(Bai) C 17,\].. Seja
o € Ly((E,B); (F,B(0))) tal que ¥(p) = g, isto ¢, tal que vy; 0 ¢ 0 Uy, = G(a,,5,) PATA

quaisquer i =1,...,me j=1,...,n. Mostremos que ¥~1(g) = p € V. Realmente, para

cada j =1,...,n,

oy (p(B)) C oz (0(tay (Bay)+- - -+ a,, (Ba,,)))
= (v/\j oo ua1)(Ba1)+‘ : '+(v>\j ocpo uam)<Bam)
= Gl (Bar) - -+ Giamn) (Ban)

C ‘7,\].—}—. . .—|—‘7)\j - VAj-
—— ——

m vezes
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Portanto, ¢ € v(B,V) C V, e a continuidade de W~ estd provada.

Observacao 2.25. Nas condigoes do Teorema 2.24, se (Eb((Ea, B.); (Fx,B(6y))), T?@) é
completo e separado para todo (a, A) € I x J, entao (Ly((E, B); (F, B(6))), T%) ¢ completo

([5], p-204, Corolario).

Corolario 2.26. Sejam ((Ey, Ba)) e wma familia nao-vazia de R-médulos bornoldgicos,

((Fx,0)) ey uwma familia nao-vazia de R-mddulos topologicos, (E, B) = (@ E,, @ B )

acl acl

= (H Fy, H (9,\> . Entao os R-moddulos topoldgicos
XeJ  Aed

(Lo((E,B); (F,B(0)),Y5) e | J] Lo((EaBo)i(Fr,B(6)), [[ Y&

(a,\)eIxJ (a,\)eIxJ
sao isomorfos.

Demonstracao. Munindo [ e J das respectivas relagoes de igualdade, segue imedi-
atamente que o R-médulo topolégico <lim Ly((Ey, Ba); (Fx, B(6y))), T) coincide com o

R-modulo topologico

[T £((Ea,Bo)i(Fx,B(6Y). [ Y2

(a,\)eIxJ (a N)eIxJ

Portanto, o resultado segue imediatamente do Teorema 2.24. ]

Exemplo 2.27. Sejam I e J dois conjuntos nao-vazios, £ = RV F = R/ B = EBBQ

ael
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(onde B, = Bgr para todo a € I) e § = H 0, (onde 0\ = 75 para todo A € J). Entao os
AEJ
R-modulos topolégicos

(Lo((B,B); (F.B(6))), T5) e | (Lo((R,Br); (R, Br))™, [] Y&

(a,\)eIxJ

sao isomorfos.
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Capitulo 3

Moddulos de aplicacoes multilineares

3.1 Modulos de aplicacoes multilineares

Em todo este capitulo, n designard um nimero inteiro, com n > 2. Para quaisquer
R-médulos FEy, ..., E, e F, denotaremos por L,(E1, ..., FE,; F) o R-médulo de todas as
aplicacoes R-multilineares de E; x --- X E,, em F.

Seja ¢ € Ly(Ey,...,E,; F). A cada x1 € E; associemos a aplicagdo R-multinear
Yz, @ Box -+ X B, — F dada por ¢, (z2,...,2,) = ©(1,%2,...,2,). Podemos, assim,

definir a aplicagao R-linear
Ty:p€Ly(BEr,...,Ey; F)—T1(p) € Lo(Ey; Lo(Ea, ..., Ey F)),

onde I'1(¢)(x1) = p,, para x; € Ey, que é claramente injetora.

Sev: Ey— Ly(Es,...,E,; F) é uma aplicacdo R-linear arbitraria, entdao a aplicagao
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Yy : By X -+ X E, — F, dada por ¢,(x1, 22, ...,2,) = v(x1)(2e,...,2,) (1 € E1,29 €
Es, ...z, € E,), pertence a L,(Fy,...,E,; F) e I'1(¢,) = v. Portanto, I'; é um isomor-
fismo de R-moédulos.

Sejam  (Eay, Ugiay Janelrs - - - s (Bans Wopan )ancr, Sistemas indutivos de R-mddulos e
(F\, Uau)res um sistema projetivo de R-médulos. Consideremos em I;x - - - xI,x.J a seguinte
relagao de ordem parcial: (aq, ..., an, A) < (B1,. .., On, ) se a1 < B, ..., < B e A < p.

Além disso, para (aq,...,an, A) < (01,..., B, 1), definamos a aplicagdo R-linear

®(51,...,ﬁnaﬂ) : (p e EG(E517 ... ,Eﬁnj F/,L)

(al,...,an,)\)
Unp © PO (uﬁlal Xoeee Xuﬂnan) € ‘CG(E0117 s 7Ean; F)\)v

onde (uﬁwq X Xuﬁnan)(xan s ’xan) = (u510¢1 (xa1)7 - UBnan (man))'

u51a1><~~><u5nan

Ea1X~'~XEan Eﬁlx...ngn
(B Br,p)
o] |+
F

Up I

Proposicao 3.1. Para todo n > 2,

(L‘a(Eal, o Ea Py, @(ﬁl’“"ﬁ”’“)> (@1 am N EL X .. x I % J,

(a1 yeeeyin, )

¢ um sistema projetivo de R-mddulos.

Demonstracao. Como, para cada i = 1,...,n, (Eq,, Uga;)a,er; ¢ um sistema indutivo
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de R-médulos, entdo ug,a; : o, — Eo, € a identidade (a; € I;) € Uya, = Uyp, © Uga; S€
a; < B; <. E, como (Fy,vy,)res € um sistema projetivo de R-moédulos, vyy : Fy— F) é a

identidade (A € J) e vy, = vy, 00y, se A < p < v. Para cada (ay,. .., an, A) € [1X. . . X1, X,
Q] ey Qip s A
(I)Eai,...,an,)\;(gp) =Uano@o (uOlloél X Xuanan> =
para qualquer ¢ € L,(E,,, ..., E,,; F)), ou seja,

oleren ) p (B Fa i F)) = Lo(Bay, .. Eay; F))

(a1 4eeeyin, A)

¢ a identidade. Além disso, se (v, ..., @, A) < (B1ye oy By 1) < (V1ye ey Yy V),

L () =

(al,...,an,/\) U © QO © (U’YIOKI X Xu’YnOln>

= ('U)\u o Uul/) cpo ((u’ylﬁ1 o uﬁlal) X...X (U’Ynﬁn © uﬁnan))

= Uxy© (U/W opo (’U,fmgl X... X U’Ynﬁn)) ¢} (uﬁ1a1 X... X Ugnan)

ﬂ 7"'75’”7
- ®Ea11,...,an,l;\)) (UHV © 90 © (u'YlBl XX U’Y'rlﬁ'rl))

_ (51:-~~7,3n:u) (717“'»7"71/)
= <q’(a1,...,an,A) ° q’(ﬁl,...,ﬁn,m) (%)

ey YV B15-+Pn; sees YV
para qualquer ¢ € L,(E,,,...,E, ;F,). Logo, @Elll 7 )) = <I>E ! “/)\) o (I)Egi,.--,gn,u))‘

yeeyQny

Al yeeey QAn

Li(Enyy-- .,




(0417"'70477.7)‘)

Portanto, <£a(Ea1,...,Ean;F,\),CI)(/Bl""’ﬁ"’“)> (o, ap,A) € L) X x I, X J) 6 um

sistema projetivo de R-mddulos.

Para (aq,...,an,A) < (B1,..., B, 1), consideremos a aplicagao R-linear

Qo Pt) e Lo(Epy; Lo(Epy, - . ., Eg,: Fl))

(a1yeeeyin )

(I)(ﬁz,..-ﬂn,u) 0YOouUga € ‘Ca(Em; ‘Ca(Eaga ooy Bays FA))?

(a2’~~-7an7A)

UBrag
EOél Eﬁ1
=(B1rees B k)
cb(all ..... an,l;\)((’p)l i@
,Ca(Ea2, ceey Ean; F)\) BB Ea(E627 ce 7Egn; FM)
(g, an,A)

onde @Eg Zi ’;”f\)) ¢ a aplicacao R-linear

q)(ﬁg,...,ﬂnaﬂ) : ()0 e »C(l(EﬁQ? o .. ,Eﬁnj FH)

(a2,...,am )

Unp © 9 0 (Ugyap X - - . XUBLan) € La(Eags - - Eayi F)).

(ag,...,
E.,x...xE,, Fy
u52‘12>< Xuﬁnanl T'U)\,u,
Eﬁ2X...XEgn 2 FN

Segue imediatamente da Proposicao 3.1 o seguinte

53



Corolario 3.2. Para todo n > 2,

<£a(Ea1; Lo(Boy s Ba i F)), &)(ﬁl""’ﬁ”’”)> (s ) € DX X Ly X,

(a1,..,am,)

é um sistema projetivo de R-mddulos.

Para cada ¢ = 1,...,n, seja F; = limE,,, e seja [’ = lim F,. Denotemos por u,, :
E.,, — E; (e ;;1<i<n)ewy:F — Fy (A€ J) as aplicagoes R-lineares canonicas.

Para cada (o, ...,an, A) € I1 X...x 1, xJ, definamos a aplicacdo R-linear

\I](al,...,an)\) Tp e ‘Ca(Ela ) Ena F)

I

’U)\OSDO(’UJOLIX...X uan) Eﬁa(qua--'7Ean;F)\>7

onde
(Uay X0 X U, )(Tags -5 Ta) = (U (Ta )y -+ - 5 Uy (Tary))
Uy %o X Uy
E,, x... X E, Eix...xFE,
Vi, an A)(%O)i lga
P - F
Notemos que a familia (V(a,,.. 0,0 (9)), (Q1,... a0, A) € Iy X -+ x I, X J, pertence a

limL,(Ey,, ..., Ea,; Fy). De fato, se (a1, ...,an,A) < (B1,..., B0, 1) € ¢ é um elemento
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arbitrario de L,(Ey, ..., E,; F), temos

,,,,, o) (0)) = Va0 Wia,, 8,0 (@) 0 (Ugjay X+ X Up,a,)
= (vouvy) oo ((ug X...xXug,)o (Uga, X .. XUg,a,))

= U)\OQDO((U’,Bl OUﬁlal)X...X<Uﬂn ouﬁnan>>

= VA0 PO (Uy X...XUpg,)

Teorema 3.3. Para todo n > 2, a aplicagao R-linear

V:peL,F,...E;F)

I

\II(SO) = (\11(041 ~~~~~ an’)\)(QD)) S @EG(Eala'-~>Ean;FA>7

(a1, an, A) € I1X. .. X T, X J, € um isomorfismo de R-mddulos.

Demonstragao. Vamos provar o resultado por inducao sobre n. Provemos, inicialmente,

o caso em que n = 2. Vimos que a aplicacao R-linear
[y 0 Lo(Ey, Eoy F) — Lo(Er; La(Eo; F))

¢ um isomorfismo de R-médulos. Para cada (az,A) € I x J, seja W(,, ) a aplicacao

R-linear

Uiaon) iU € Lo(Eg F) = Wig, 5 (u) = v) 01U 0 Uy, € Lo(Eay; Fi).
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Uag
Eag > E2

qj(ag,k)(u)i \L’LL

FA(TF

Aplicando a Proposicao 2.2 duas vezes, concluimos que a aplicacao R-linear

[y:v € Ly(Ey; Lo(Ey; F)) — Ta(v) = (Vi) 0V 0 U, ) € im Ly (Eyy; La(Lays Fy)).

FE Y L.(Es; F)
“alT l‘l’(az,x)
Eal ,Ca(EOQ; F/\)

‘l/<a27)\)ovoua1
é um isomorfismo de R-médulos. Agora, para cada (ay, as, A) € I1 X Iy X J, j4 vimos que

a aplicacao R-linear
F(al,az,/\) it e Ea(Ea1;£a<Eoz2; F)\)) — F(al,ag,A) (t> S £a(Ea17 Eozg; F)\)7

onde I'ta; a0,0) () (o Tay) = UTay ) (Tay) PATA (Tay, Tay) € Fay X Ea,, ¢ um isomorfismo

de R-modulos. Dai resulta que a aplicacao R-linear

L3 (Wiapn) 0V O U, ) € im Ly(Eny; Lo(Eay; F)))

I

(F(al,am)\)(‘”p(amz\) cvo uOfl)) € lim 'Ca(Eala Eag; F)\)a

com v variando em L,(Ey;L,(Ey; F)), é um isomorfismo de R-mdédulos. Conseqiien-

temente, ' o 'y o 'y é um isomorfismo do R-médulo L, (Ey, Es; F) sobre o R-mdédulo
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lim L,(FEy,, Fay; F). Afirmamos que I'3 o T'y o I'y é precisamente a aplicagdo ¥ do enun-

ciado (no caso n = 2). Realmente, seja ¢ € L,(F1, Ey; F) arbitraria. Como

(T30l 0T)(p) = T3(T2(T1(e)))
= T3((Y(apn o T1(p) 0 Ua,))

= (F(a17a2,)\)(qj(a2,>\) © Fl(@) © ua1)) )

devemos mostrar que, para cada (aq, ag, A) € I3 X I X J,

\Ij(oq,am)\)(go) = F(al,am)\)(qj(az,)\) ol ((P) o uOll)’

isto é, que v) 0o (Ug, XUay) = F(al’QQ’A)(\IJ(QQ)\)oFl (p)ouy, ). Fixemos (aq, ag, A) € I1xIoxJ

e seja (Zq,, Ta,) um elemento arbitrario de F,, X E,,. Finalmente, como

(00 @0 (Uay X Uay))(Tars Tay) = (00 9)(Uay (Tar); Uas (Tas))

= A((te (Ten ) Uas (7))

Lara20) (azn) © T1(9) © iy ) (Tar Tas) = [(Y(azn) © T1(9) © ey ) (%] (Tar)
= [Pz (T1(0) (tay (2ar))] (Zas)
= (v 0 (P1(9)(Ua, (Tay)) © Uay)) (Tas)
= ol (@)(ta, (2a,)) (Uay (Tay)))

= OA(P(ta; (Tay ), (Uay (Tay))),
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a nossa afirmacao esta verificada. Portanto, acabamos de mostrar que ¥ é um isomorfismo
de R-moédulos no caso em que n = 2.
Seja agora n um inteiro, n > 2, e admitamos o resultado valido para n. Vimos que a

aplicacao R-linear
Uyip€Lo(BEr, ..., By F)—T1(p) € Lo(E1; Lo(Eay ... Eny F)),

onde I'; (¢)(x1) = ¢4, para x; € Ey, é um isomorfismo de R-mddulos.

Para cada (g, ..., Qnq1,A) € IoX. .. X Iy} J, seja Yia, a0 & aplicagdo R-linear
\I[(ag,...,an+1,)\) u € E(I(EQ’ s 7En+1; F) — \Il(ozg,...,an_,_l,)\) (U) € ‘Ca(Eaza s 7Eozn+1; F)\)a

dada por ¥(a, e, 0 (U) = vr 0 w0 (Uay X ... X Ug,,,). Aplicando a Proposicao 2.2 e a

hipétese de inducao, concluimos que a aplicacao R-linear

FQ vV E Ea(El;Ea(E% s 7En+1;F))

I

(\I}(ag,...un_._l,)\) ovo ucu) € @La(Eal; 'Ca(Eag, SR Eozn+1; FA»’

¢ um isomorfismo de R-mddulos. Agora, para cada (v, ..., 01, A) € Iy X ... X Ipq X,
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ja observamos que a aplicagao R-linear

F(a1,...,an+1,)\) te Ea(Ecn; 'CCL(EC!27 ER) Ean+1; F))

|

F(aly---van+laA) (t) € ‘CG(ECMU ceey Ean+1; FA);

onde

| P (t)(Tays Taygs - - 7$0¢n+1) = 1(Tay ) (Tay; - - - 7$an+1)7

¢ um isomorfismo de R-mdédulos. Dai resulta que a aplicacao

Ly lim Lo(Eoy; Lo(Eags -y Egpyrs FA))

|

m Lo(Ea,s ..., Ea,. i F)),

apt1)

que a cada (qj(OéQ,m,OénJrl,)\) °ovo ual) associa (F(a17~-~’an+1»)\)(\D(a2a~~-»a7L+17)\) ovo uoq))’ com v
variando em L, (Ey1; Ly(Es, ..., Eyiq; F)), é um isomorfismo de R-mddulos. Finalmente,
como ['3ol'50I"; coincide com a aplicacao ¥ do enunciado do teorema, acabamos de mostrar

que a afirmacao é valida para n + 1, concluindo assim a demonstragao do teorema. [
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3.2 Conjuntos eqiiilimitados de aplicacoes multiline-

ares

Sejam (E1,Bi),...,(E,, B,) e (F,C) R-médulos bornolégicos e denotemos por
Ly((E1,By), ..., (En, By); (F,C)) o R-médulo de todas as aplicagoes R-multineares limi-
tadas de (Ey x...x E,,Byx...xB,) em (F,C). Entdo a bornologia &5, . formada
pelos subconjuntos eqiilimitados de Ly((E1, B1), ..., (En, By); (F,C)) (X € E5 .5, Se
X(Byx...xB,) € C para quaisquer By € By,...,B, € B, ) é uma bornologia de R-
modulo. Realmente, sejam &, Xy € Sglx,_wn e L € Bgr. Raciocinando exatamente como

no caso linear, verifica-se que X; + X, € &S . Além disso, LX, € &S ois
) Bix..xBn, ) BiX..xBp» p

(LX) (By X -+ x B,) = L(X)(By x -+ x By)) €C

para By € By, ..., B, € B, arbitrarios.

Exemplo 3.4. Suponhamos que 0 € R e sejam (Ey,71),...,(E,,7,) e (F,0) R-médulos
topoldgicos. Se X é um conjunto eqiiicontinuo de aplica¢bes R-multineares de (E; X. .. X

E,,1X...x1,) em (F,0), entao X € g8

B(ry) - xB(ry)> COMO é facil verificar. Por outro lado, se

(R, Tr) é metrizavel e (E;, 7;) é metrizavel para¢ = 1,...,n, entdo todo X € Eg((fl))x_._w(m)

¢ eqiiicontinuo pelo Teorema 11 de [6].

Seja ¢ € Ly((E1,By), ..., (En,By); (F,C)). Para cada x; € Ey, a aplicagdo R-multili-
near @, : Eyx -+ x E, — F, dada por ¢, (xs,...,2,) = ¢(x1,2s,...,z,), pertence a
Ly((E2,Ba), ..., (Ey, By); (F,C)), visto que {x;} € By. Ponhamos I';(¢)(z1) = ¢,, para

60



todo z1 € Ey; entao 'y () € Ly((F1, B1); (Lo((E2, B2), ..., (En, By); (F,C)), SgQXmXBn)).

A aplicacao R-linear I'y que a cada
¥ € Eb((Ela Bl>7 sy (Ena Bn)a (Fv C))

assocla

Fl(@) € ﬁb((Elv Bl); (Eb((EQ? 82)7 SR (Env Bn>; (F7 C))’ gggx...xBn))>

¢ um isomorfismo de R-mdédulos. Evidentemente, I'; é injetora. E, se v é um elemento
arbitrario do contradominio de I'y, entao a aplicagao ¢, : E; X ...x E, — F, dada
por @, (1, Ta, ..., x,) = v(xy)(T2,...,2,)(x1 € Ey,29 € Es,...,x, € E,) pertence a
Ly((Ey,By), ..., (EnB); (F,C)) e I'i(py) = v. Logo, I'; é um isomorfismo de R-médulos.

Além disso, I'; é um isomorfismo do R-mdédulo bornolégico

(Lo((E1, B,y (Eny Br); (F,C)), ES, ok, )

sobre o R-moédulo bornolégico

(ﬁb(@b B1); (Ly((B2, Ba), .. (Buy Bu)i (F,C)), €5 ), ggés) |

Com efeito, para X C Ly((E1, B), ..., (Ey, By); (F,C)) tem-se que X € 5 se, € s0-

¢
mente se, I'1(X) € EBfQX'”XB”. Realmente, para By € By, By € By, ..., B, € B, arbitrarios,
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vale a igualdade

[y (X)(By)(Bax...xXB,) =X(By1X...xBy).

Sejam ((Eays Bay ), Ugia1 )arelys- - -5 ((Eans Bay)s Ughan )anel, Sistemas indutivos de R-

maédulos bornoldgicos e ((Fy, Cy), vau)aes um sistema projetivo de R-médulos bornoldgicos.

(ﬂlv"ﬂﬁnvu)

(1,050, A)

Para (aq,...,an,A) < (B1,. .., B, it), denotemos também por ¢ a aplicacao R-

linear

QU o€ Ly((Bpy Ba), - (Es,, Bs,): (F.Cy))

(a1 yeeeyim, A)

(I)(ﬂl’m’ﬁn”u) (90) € ‘Cb((Eala Ba1)7 T (Ea”’ Ba"); (F)" C)\>>7

(Oé1,...,()én,>\)

onde @gﬁl"“’ﬁ"’”) () =vap 0@ o (Ugas X...XUB,A,)-

alr“:aru)‘)

UB oy XX UBnan

(Eoy X ... X Eq,, Bay X .. xXB,,)

(Eﬁlx...XEﬁn,BglX...XBgn)

@Eii:‘:ﬁ.’,i’:ﬁ%wi i“’
(FMC/\) Vg (Fuacu)
Notemos que Q(ﬁl""’ﬁ"’“) é uma aplicacao EC“ SES -limitada. De fato, se
q (a1,e.y0m,A) p ) Bg, x..xBg,, “Bax..XBay, : )
C .
X G gBZ1><"'><Bﬁn e Bai E BO&,‘ (Z - 1, P 7n),

POl (XY (B, % . xBa,) = ng(X((ugay X .. XUg,a,)(Bay X .. X Ba,))) € Ca,

(alv"'va’VM)\)

visto que ug,q,; € vy, sao limitadas.
Como conseqiiéncia do que vimos na demonstracao da Proposi¢ao 3.1, podemos con-

cluir:
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Proposicao 3.5. Para todo n > 2,

((£b<<Ea1 ) Bal)’ R (Eam Ban); (F>\7 CA))? glgilx...xlian> J q%ii::i:,@)) )

(a1, o, A) € I1 X .. X I, X J, € um sistema projetivo de R-mddulos bornoldgicos.
Para (aq,...,an,A) < (B1,. .., Bn, 1), denotemos também por @Eﬂl’ ’i*;”f\)) a aplicacao

R-linear que a cada

Y e Eb((Eﬁl’ 8[31);(£b((Eﬁ27 8/32)7 SRR (Eﬂnvb)ﬁn) (FM’C )) 5&, X.. xBﬁn))

associa

CDESQ i:f;\))osoouﬁlal € 'Cb((EOéNBm) (Eb((EOZ27BOC2) (Ean’Ban) (FMC)\)) gB X xBan))

E facil ver que (T)Eg b i ’;“ é EBB" 2 _g B‘:?X “Fon _Jimitada. Segue imediatamente da

Proposicao 3.5 o seguinte

Corolario 3.6. Para todo n > 2,

€c>\ X XBoy 1ye--
((‘Cb((EOLUB(M);(Eb((EOQ’Baz)a e (Ean’ BOL ) (FA,CA)) EB o X XBa )) EBBaz i} "> (1)2517___,:@7:1,&)))

@1

(1, .., A) € I1X. .. X 1, X J, € um sistema projetivo de R-mddulos bornoldgicos.

Para cada i = 1,...,n, seja (F;,B;) o limite indutivo bornolégico do sistema

((Ea;s Bay), Ugias)aser:» € seja (F, C) o limite projetivo bornolégico do sistema ((Fy,Cy), Uau)reJ-

63



Para cada (a1, ..., 0, A) € I1x...xI,xJ, denotemos também por W, ., a aplicacao
R-linear

\I](al ..... n,\) . SOE £b((ElaBl>7~--7<En78n);(F>C))

I

\D(Cn ~~~~~ an,A)(QO) < Eb((Eal7 Bal)’ R (Eam Ban); (F/\7 CA))v
onde Vi, _ann(®) = a0 @0 (U, X...XUq,), sendo ua, : Eo, — E; (1 < i < n)e

vy : I — F) as aplicagoes R-lineares canonicas.

Ugy X XUy,

(Eoy X...XEy, By, X...xX By,) (Byx...xE,, By x...xB,)

\Il(ocl ..... an,A) (SO)\L l(p
(F,C)

U

. . . / C Cx ..
Raciocinando como acima, mostra-se que W, ..ann) € Eg,x.x5,CB <. xB,, -limitada.
Entao em vista do que foi observado antes da demonstracao do Teorema 3.3, podemos

afirmar que, se ¢ € Ly((E1,By), ..., (En, By); (F,C)), entado

‘;[J((p) = (W(Oél ,,,,, Oény)\)((p)> € lgn ‘Cb((Eau Boq)a sy (Eam Ban); (F)\a CA))

Teorema 3.7. Para todo n > 2, a aplicagao R-linear

v p e (‘Cb((Elv Bl)’ SR (Env Bn)v (F7 C))’gglx...xl’j’n)

I

W(g) € (1m Lo((Eay, Bay).- - (Bay B, )3 (F, 1)), D).

(a1, o, A) € I X -+ - X I, X J, € um isomorfismo de R-mddulos bornoldgicos, onde o
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contradominio de W € o limite projetivo bornoldgico do sistema mencionado na Proposi¢ao

3.5.

Demonstragao. Vamos provar o resultado por inducao sobre n. Provemos, inicialmente,

0 caso em que n = 2. Vimos que a aplicacao

Ty € (Ly((Br, Br). (By, B); (F.C)). 5 5,)

I

Ty (g) € (cb((El,Bl); (Lo((Ea, By); (F,C>),5§2)),5§i%2) )

onde I'y(¢)(x1) = ¢.,, para todo z; € Fy, é um isomorfismo de R-médulos bornolégicos.

Para cada (g, \) € Iy X J, a aplicacao R-linear
\Ij(o@,)\) IS Eb((E27 B2>; (Fa C)) Hq}(o&,/\)(u) =VU\OUO Uy, € Eb((an BOKQ); (F/\7 C)\))

4 oC _cCx 1is
¢ &p,-Eg, -limitada.

(Eaza Bocz) o > (EQa BQ)

‘I}<(¥2,)\) (U)\L \Lu

(F/\ac)\) (F7C)

UX

Aplicando o Teorema 2.5 duas vezes, concluimos que a aplicacao R-linear I'y que a

cada

NS (ﬁb((El, Bl>; (Lb((E% 82>; (F7 C))? ng))? 5;%2)
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associa

(W (az0) 0V 0 Uay) € ({iglﬁb((Eal,Bal); (Lo((Eaz: Bay); (FA,CA)),EEQZ))ﬁ) :

é um isomorfismo de R-mddulos bornolégicos, onde o contradominio de I'y é o limite

projetivo bornoldgico do sistema mencionado no Corolario 3.6 (no caso em que n = 2).

Uy

(EOq;BOq) (ElaBI)
W(az,A)ovoual\L v
(£5((Bass B ): (P2, C)). €81, ) =—5—— (Lol (Ea, B): (F.0)). £5,)

Agora, para cada (a1, s, A) € I1 x I, x J, j& vimos que a aplicacdo R-linear I'(4, a, )

que a cada

£
1 (LC(Bur B (B B (P C), E8 ). 6057

associa

F(OCLOQ,)\)(t) € (‘Cb((EaUBOq)v (Eoczv BO@); (F>\7c>\))’ Egile%) )

dada por I'(a; as,2) (t) (Tar s Tas) = H(Tay ) (Za,), € um isomorfismo de R-mdédulos bornolégicos.

Dai resulta que a aplicagao R-linear I's que a cada

(\I!(OQ,)\) ocvo uaq) S (121 Eb((Eau BCM); (Eb((Eaza BCXQ); <F>\7 CA))? 5222))7 ﬁ)
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associa

(F(al,a2,>\)(qj(a2,)\) ovo ual)) € <@ »Cb((EaUBou); (Eaza Bng); (F)\,C)\)), D) )

com v variando em Ly((E1, By ); (Lo((E2, Ba); (F,C)), Eg,)), ¢ um isomorfismo de R-médulos
bornolégicos, onde D tem o significado evidente (lembrar o Corolario 3.6). De fato, como

D ¢é a bornologia inicial para a familia

((ﬁb((Eame)a (Eass Bas); (F); Cy)), ggile%) ’q(al,a2,>\)> )

onde q(a;,an,n) ¢ a restricao a lim Ly((Ep,, Bg,), (Ep,, Bg,); (Fu,Cu)) da projecao de
H Lo((Eg,, Bgs,), (Eg,, Bs,); (F,,C,)) sobre Ly((Eay, Bay )s (Eass Bas); (Fa,Cy)),
(B1.B2,1) €l xIa x J

I's ¢ limitada se, e somente se, (a,,as,1) © I's ¢ limitada para todo (ai, g, A) € I x Iy x J.

Mas isto ocorre, visto que

q(al,ag,)\) o F3 == F(al,ag,)\) o w(al,ag,)\)7

onde W(ar,a2,)) ¢ a restriao a @ £b((Eﬁ17 Bﬁl>; (£b<<Eﬁ27 Bﬁ2>; (FA“ CM))v 81222 )) da projecao

de

I Col(BsBa)i (Lol(Esy Bay )i (FpnCu)),E51))

ag
(B1,B2,n)E xI2 X J

sobre Ly((Eay, Bay); (Ly((Fay, Bay); (FA,C,\)),EEQZ)). De maneira anédloga, mostra-se que

;! é limitada. Conseqiientemente, I'sol’;0l'; é um isomorfismo do R-médulo bornolégico
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(Lo((Er, Br), (B2, Bo); (F,C)), &8, «,) sobre o R-médulo bornoldgico
(10 £4((Bays Bas)s (Bass Baw)i (F, 1), D)

Como I'3 o I'y o I'; é precisamente a aplicagdo ¥ do enunciado (ver a demonstragao do
Teorema 3.3), acabamos de mostrar que ¥ é um isomorfismo de R-médulos bornolégicos

no caso em que n = 2.

Seja agora m um inteiro, n > 2, e admitamos o resultado véalido para n. Vimos que a

aplicacao R-linear I'; que a cada
p e ('Cb((Ela 81)7 ) (En+178n+1)§ (F,C)), glcs‘lxmxBnH)
associa

&g X, X 1
Fl(@) € (‘Cb((Elv Bl); (‘Cb((EQ’ 82)7 SRR (En+17 Bn+1); (F’ C))’ gg’gx...XBn+1))’ ngz o ) )

onde I'1(p)(x1) = ¢4, para todo x; € Eq, é um isomorfismo de R-médulos bornoldgicos.

Para cada (aw, ..., 11, A) € Iy X...x I,11 X J, a aplicagdo R-linear

\II(OQ ..... Qpt1,\) U e Eb((E27 B2>7 ceey (En—l-l? Bn+1>; (FJ C))

I

_ s oC Cx ..
dada por Wia,, a0 () = Ux0u0 (Ugy X. .. X Uq,,,), € SB%MXBHH—SBQQX__.XB%H—hmltada.
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Aplicando o Teorema 2.5 e a hipdtese de indugao, concluimos que a aplicacao R-linear I'y

que a cada

SC X...X 1
e (Eb((E17 BI)Q (‘Cb((E% 62)7 ] (En—f—lv Bn-l—l); <F7 C))7 ggzxwxgnﬂ))’ gB? " )

assocla

FQ(U) € (121 Lb((qua Boq); (Lb((Eaga Bocg); sy (Ean+1> Ban+1); (F)\y C)\))? 5522X...x3%+1))a ’ZS) )

onde Iy (V) = (¥ (ag,..ans1,0) © VO U, ) € D tem o significado evidente (lembrar o Corolério
3.6), é um isomorfismo de R-mddulos bornolégicos. Agora, para cada (aq,...,an1,A) €

I x...x1I,41 X J, ja observamos que a aplicagao R-linear I'(, ., que a cada

£C>\ X.. X Ba
le (Eb((Eal7 Bal); (Eb((Eazv Ba2)7 BRI (Ean+l7Ban+l>; (F>\7 CA))? glCSQQX...xBanH ))7 gBi(:Q ° nH)

associa

F(Oc17---,ocn+1,)\) (t) € (Eb((Eau Boq)? R (Ean+17 Ban+l); (FM CA))? ggilx...xlﬁanﬂ) )

onde

F(a1,..-,an+1,>\) () (Tar, Tay, - - - >$an+1) = t(Tay ) (Tay, - - 7a7an+1)7

¢ um isomorfismo de R-médulos bornoldgicos. Argumentando exatamente como no caso

em que n = 2, concluimos que a aplicacao R-linear I'3 que a cada (\If(a27,,,7an+1,>\) ovo ual)
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em

(lgl ‘Cb((EaN Bal); (£b<(Eaza Baz)v SRR (Ean+17 Ban+1); (FM CA))? SE;X...XBQHH ))7 6)

associa
(F(a1 ..... an+1,/\)(\11(042 ..... ant1,\) OUO ua1)) € ({in Eb((EapBoq)? R (EanJrl ) Ban+1>; (F)\a C/\))a D) 3

com v variando em Ly((E1, By); (Ly((Ea, Ba), ..., (Bni1, Buy1); (F,C)), ES

2><...><Bn+1))7 € um
isomorfismo de R-moédulos bornolégicos. Finalmente, como I's o I's o I'y coincide com a

aplicacao ¥ do enunciado do teorema, acabamos de mostrar que a afirmacao ¢é valida para

n + 1, concluindo assim a demonstracao do teorema. [

3.3 Conjuntos eqiiilimitantes de aplicacoes multiline-

ares

No que se segue, suporemos que o anel topolégico R satisfaca a condicdo 0 € R*.
Sejam (F1,7),. .., (E,, 7,) R-médulos topolégicos, (F,C) um R-mdédulo bornolégico
e denotemos por Li((E1,71),..., (En,n); (F,C)) o R-médulo de todas as aplicacoes R-

multineares limitantes de (Eyx. . XE,, T1X. . .x7,,) em (F,C). Entao a bornologia £¢ for-

T1X...XTn,

mada pelos subconjuntos eqiiilimitantes de £;((E1, 1), ..., (En, 7n); (F,C)) (X € ES

T1X...XTn,

se para cadai = 1,...,n existe uma 7;-vizinhanca U; de 0 em E; tal que X' (U; x---xU,) €
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C ) é uma bornologia de R-mddulo. Realmente, raciocinando como no caso linear, verifica-

e L € By, entdo X; + Xy, LA, € EC

TIX. . XTp*

se que, se Xy, X, € EC

T1X..XTn,

Observagao 3.8. Sejam (Ey1,71),...,(En, T) e (F,0) R-mddulos topoldgicos. Se X €

STBI(XG?_.XT”, entao X ¢é eqiiicontinuo. De fato, é facil verificar que X ¢é eqiiicontinuo em
(0,...,0). Pelo Teorema provado em [3], X é eqiiicontinuo.
Observagao 3.9. Sejam (K, 7x) um corpo topolégico nao-discreto, (E1,71), ..., (En, Ta)

espagos vetoriais topoldgicos sobre (K, k) e (F,6) um espago vetorial topoldgico local-

mente limitado sobre (K, 7g). Entdo X € Efl(f?,,wn se, e somente se, X é eqiiicontinuo.
Pela Observacao 3.8, basta mostrar que a relacao X eqiiicontinuo implica X € gﬁ(f?..xm.

Realmente, seja V' uma 6#-vizinhanca limitada de 0 em F. Pela eqiiicontinuidade de X
em (0,...,0), para cada ¢ = 1,...,n existe uma 7;-vizinhanca U; de 0 em FE; tal que

XUy x +--xU,) CV, edai resulta que X € gB®

TIX X Tp*

Seja ¢ € Li((Ev,11),...,(En, 7); (F,C)). Para cada z; € Ej, a aplicagdo R-multili-
near ¢,, : Eyx -+ X E, — F, dada por ¢, (z2,...,2,) = ¢(x1,%2,...,%,), pertence a
Li((E2,72),...,(Fn,m); (F,C)). De fato, para cada i = 1,...,n, existe uma 7;-vizinhanga

U; de 0 em E; de maneira que ¢(U; x...x U,) € C. Pela continuidade da aplicacao

A€ (R,7g) — Az1 € (B, 1)
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em 0 € R, existe uma 7g-vizinhanga W de 0 em R tal que Wz, C U;. Conseqiientemente,

Cu (WU X ... x Uy,) = Wy (Uyx...xU,)
= Wo({x1}x Uyx...x Uy,)
= p(Wayx Uyx...xU,)

C (U x...xUy,).

Portanto, ., (WUs)x...x U,) € C, sendo WUy uma 7p-vizinhanga de 0 em FEj (pois

0 € R¥). Ponhamos I';(¢)(x1) = ¢,, para todo z; € E;; entdo

Fl(sp) € £l<<Ela7—1); (‘Cl((EQ’ 7_2)7 SRR (Env Tn); (Fa C))v ggx...xm))'

A aplicacao R-linear I'; que a cada

¢ € (Li((B1,m)s- oy (Bny )i (FLC)), ES 1)

YT X T

associa

[i(p) € (El((Eh 71); (Li((Eo, 72), ..., (En, a); (F,C)), ggxmxﬁ))’ gi%xmwn) ’

¢ um isomorfismo de R-mdédulos bornolégicos. Evidentemente, I'; é injetora. E, se v é
um elemento arbitrario do contradominio de I'y, entao a aplicagao ¢, : By X...x E, — F)|
dada por @, (z1, xg, ..., x,) = v(x1) (29, ..., z,) pertence a Li((E1, 1), ..., (En, T); (F,C))

e I'i(py) = v. Logo, I'y é um isomorfismo de R-médulos. Além disso, para X C
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Li((Er,71),...,(Enm); (F,C)), tem-se que X € &€ se, e somente se, ['|(X) €

T1X...XTn,
EC
ELZ7™ ] pois para qualquer 7;-vizinhanga U; de 0 em E; (i = 1,...,n) vale a igualdade
[y(X)(U)(Ugx...xUpy) = X(Up x...xUp,).
Para cada i = 1,...,n, seja ((Eu,;, Ta; )s Ug,a; )aser; UM sistema indutivo de R-mddulos

topoldgicos, e seja ((F),Cy),vau)res um sistema projetivo de R-mddulos bornoldgicos.

Para (aq,...,an,A) < (B1,..., O, 1), denotemos também por @Eﬁl’__’i’;";\)) a aplicacao R-

linear

(I)(ﬁh..-,ﬁmﬂ) Tp € ‘Cl((Eﬁ177—51)> SRR (E/Bm Tﬁn); (F/“ C”))

(a1yeeeyin,A)

Do () € Lil(Bays Tar)s -+ -5 (Bays Ta )3 (Fa,C));

(o1, 7an:)‘)

onde (I) (B1--rsBmo11) (30) =Up©O®o (uﬁwq X Xuﬁnan)'

O41 ooy Qn ’A)

U

B1 o1 X XUBY aupy
(Bay X .. X By Tay X oo . X To, ) ———" (B,

X...xXEg T X...XTg,)
I
Play i an,‘%(*")i l“"

(chu)

D)\M

Notemos que a aplicacao @EB b i ’;‘;)) é 55:1x...xmn SC*X xra, -limitada. De fato, seja
X e ETB x.xrg, - DXiste, para cada i = 1,...,n, uma 7g,-vizinhanca Ug, de 0 em Ejg, tal

que X(Ug, x...xUg,) € C,. Como ug,q, : (Eq,,Ta;) — (Eg;, 75,) € continua, existe uma
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Ta,-vizinhanca U, de 0 em E,, tal que ug,q,(Us,) C Ug, (i =1,...,n). Entao

1

VI P) (XY Uy % xUy,) = [rg0 X 0 (Ugiay X Xtg,a,)] (Uay X .. xUsy,)

(a17'“aan7)‘)

= U)\M(X(uﬁlal (Ucu) X... X uﬁna"(Ua")))

C U/\;L(X<U51 X... XUﬁn)),

sendo este dltimo conjunto um elemento de Cy, e dai resulta que @Eg 11i ’;’f;\)) (X) € & X XTan

Pelo que vimos na demonstracao da Proposicao 3.1, podemos concluir:

Proposicao 3.10. Para todo n > 2,

((El((EOq ) 7_041)7 R (Ean7 Tan); (F>\7 CA))? gfo?lx.,.xmn)a q’ggiffﬁﬁ:ﬁ))) )

(a1, .., A) € I1 X .. X I, X J, € um sistema projetivo de R-mddulos bornoldgicos.

(B1,-+,8n,1t)

(0617...7067”)\)

Para (aq,...,an, A) < (B1,- .., Bn, 1t), denotemos também por d a aplicacao

R-linear que a cada

Y e ‘Cl((Eﬁu 7-51);(‘Cl((E62’ Tﬂ2>7 T (Eﬁnv Tﬁn);(Fuvcu))> gf;2><...XT@n)>

associa

P2 0 0 0 Ugyay € Li((Eays Ta)5(L1((Bay o)y - -3 (B Tan )i(F2 C)), E2 s )):

Br EV iry, ED
~ s s 1 seeeyOmy 7 T XT3 TagX-XTay - . . .
E facil ver que @Eall o ’j\)) é Smf 2 -Eryy T " -limitada. Segue imediatamente da
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Proposicao 3.10 o seguinte

Corolario 3.11. Para todo n > 2,
c E oer = (BBt
El((EOél ’ 7—041); (ﬁl((Eaza Taz)v s (Ean’ Tan); (F>\7 C/\))v 57-;\2><..‘><7an ))7 gTaTQ e ) <I>(a11’7:‘.'7”a7:1’5\)) )

(a1, ..., A) € I1X. .. X T, xJ, é um sistema projetivo de R-mddulos bornoldgicos.

Seja (E;, 7;) o limite indutivo topolégico do sistema ((Ea,, Ta; ), Ugia; )aser; (1 < i < n),
e seja (F,C) o limite projetivo bornolégico do sistema ((Fi,Cy),vru)aes. Para cada

(a1,...,0m,A) € I} x...xI,x J, denotemos também por V., . a aplicacdo R-linear

.....

\I/(ah...,an,)\) NS El((-El?Tl)a ) (Ena Tn)a (FJC))

I

\Ij(och---,ocn,)\)(gp) € El((Eau Ta1)7 SRR (Ean7 Tan>; (F>\>C>\))7

onde Vi, ann(®9) = a0 @0 (Ua, X...XUq,), sendo uy, : Eo, — E; (1 <0 < n)e

vy F'— Fy (A € J) as aplicagoes R-lineares canonicas.

UayXer XUery,

(Eoy X oo . X Eopy Toy X oo . X Tq,)

Wi, W)w)i l“}
(F,C)

(Elx...XEn,7'1X.--XTn)

UX

Raciocinando como acima, mostra-se que Wi, . € EC -limitada.

T1X...XTn,

_EG
1

Toy Xee XTay,

Em vista do que foi observado antes da demonstracao do Teorema 3.3, podemos afirmar
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que, se ¢ € Li((Ey,71),...,(En,1); (F,C)),
qj(@) = (‘D(oq ..... an)\)(@)) € ljglﬁl((Eal?Tal)? SRR (Ean7 Tan); (F,\,C)\)).

Teorema 3.12. Para todo n > 2, se os conjuntos de indices I,..., I, e J sao finitos, a

aplicagcao R-linear

v p e (ﬁl((Ehﬁ)? SR (Em Tn); (F>C>>7g£1><...><rn)

I

() € (Hm(Li((BasTon) o+ (Bay 7, )i (Fr.C). D1 )

(1, .y, A) € 11 X -+ X I, X J, é um isomorfismo de R-mddulos bornoldgicos, onde o
contradominio de W € o limite projetivo bornoldgico do sistema mencionado na Proposicao

3.10.

Demonstragao. Vamos demonstrar o resultado por inducao sobre n. Provemos, inicial-

mente, o caso em que n = 2. Vimos que a aplicagao

I'y: (£l<(E1,T1), (E27 7—2)§ (F,C)), 551><7'2)

|

(LB 7 (LB, m2)s (F, ), £6)), €77

¢ um isomorfismo de R-médulos bornolégicos.
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Para cada (o, A) € I xJ, denotemos também por ¥(,, ») a aplicacdo R-linear
\Il(a%)\) tu 6 £l<<E27 T2); (F7 C)) — ‘P(CY%)\) (U) = U)\ ouo U’az e ‘Cl((EOQ; 7—012); (F/\7 c)\))

(Bay, Tay) —2> (Ey, 7)

‘I’(aQ,A)(u)l J{u

(F3, €)== (F.C)
Raciocinando como acima, mostra-se que W ., yy ¢ £¢-EX -limitada. Aplicando o
(02,) T2~ “Ta,

Teorema 2.21 duas vezes, concluimos que a aplicacao R-linear

o v e (LB (LB ma)i (F0)), €5)).E57)

Y YTy

La(v) € (1 £i((Bays T )i (Li(Baws 7on): (F2, 1)), E2)). D1 )

¢ um isomorfismo de R-médulos bornoldgicos, onde I'y(v) = (\If(a% N Oovo ual) e 0 con-
tradominio de I'y é o limite projetivo bornolégico do sistema mencionado no Corolario

3.11 (no caso em que n = 2).

ual

(anJTal) (E17T1>
\I/(a%/\)ovouali lv

(‘Cl<<E0¢27TO¢2); (F)HC)\)) ED ) ('Cl((E277-2); (F7C>> gC)

) T 2 » 1o

Piag,n)

Agora, para cada (a1, s, A) € I1 x Iy x J, j4 vimos que a aplicacao R-linear I'(4, o, 3
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que a cada

e
0 (B (el (B )i (1), 8,57 )

associa

F(Ou,az,)\) (t) S (cl((Eau Tal)’ (Eazﬂ Taz); (F>\7 C/\))= 5521 ><’Ta2> )

onde ', a0,0)(t)(Tars Taz) = t(%a,)(Ta,), ¢ um isomorfismo de R-mdédulos bornolégicos.

Dali resulta que a aplicagao R-linear I's que a cada

(Was) 000 ) € (T £1((Fay, 7o )3 (Lal (B 7a); (Fr, 1)), E62)), Dy )

associa

(F(al,ag,/\)<qj(a2,)\) ovOo ual)) S <1<£n £l(<Ea1aTa1)> (Ea27 Tag); (F)\> C)\)>7 Dl) P

com v variando em £;((E1, 71); (Li((E2, 72); (F,C)), ES)), é um isomorfismo de R-médulos
bornolégicos (argumentar como na demonstragao do Teorema 3.7). Conseqlientemente,
['s 0I'y o I'; é um isomorfismo do R-médulo bornoldgico (El((El, 1), (Eq, 12); (F,C)), 5TCIXT2
sobre o R-médulo bornoldgico <l£1 Li((Eays Tars (Bags Tas); (Fx, Cy)), Dl) . Como I'3oT50
I’y é precisamente a aplicacdo ¥ do enunciado do teorema (ver a demonstragao do Teo-
rema 3.3), acabamos de mostrar que ¥ é um isomorfismo de R-mddulos bornoldgicos no

caso em que n = 2.

Seja agora n um inteiro, n > 2, e admitamos o resultado valido para n. Vimos que a
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aplicacao R-linear I'y que a cada

S (‘Cl((Ela 7-1)7 R (En+177—n+1); <F> C))? 57('31><---><Tn+1>

associa

gSQXA“XT 1
Fl(@) S (El((Ela 7—1); (‘Cl((E2> 7—2)7 BRI (En+17 TnJrl); (F7 C))7 ggx,,,x7n+1))a 57’1 m ) )

onde I'1(¢)(x1) = ., para todo z; € Ej, é um isomorfismo de R-mddulos bornolégicos.

Para cada (aw,...,ani1,A) € IoX...x [,41xJ, a aplicagdo R-linear

20t 1,A) - U € £l<<E277—2>7 ) (En-l-la Tn—i—l); (F>C))

I

\11(012 ,,,,, Ont1,N) (U) € ‘Cl((EOcza Tocz)v ey (Ean+1>7-ozn+1); (FAa C)\))a

_ ; oC Cy . .
onde Win, an () =200 (UagyX. .. X Uq,,,), € ErpeosirninCramx. xra, - mitada. Apli-

cando o Teorema 2.21 e a hipdétese de inducao, concluimos que a aplicacao R-linear I'y

que a cada

87(—:2><...><-r 1
CAS (‘C’l((Ela 7_1); (*Cl((EQ) 7_2)’ SRR (En-l-lv Tn-l—l); (F7C))7 5Tch...xm+1))> 57'1 " )

associa

(\Ij((XQ,...,(Xn_'_l,)\)OvOual) 6 <%iin El((EalaTal); (ﬁl((Eagﬂ 7_042)7 MR (Eocn+1)7_an+1); (F)\,CA)) (C/'C)\ ))) Dl)?

" T X XTay,
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é um isomorfismo de R-médulos bornolégicos, onde o contradominio de I'y é o limi-
te projetivo bornolégico do sistema mencionado no Corolario 3.11. Agora, para cada

(01, .o g1, A) € Iy X .. x 111 X J, j& observamos que a aplicagao R-linear Liar,amsn))

que a cada
C 57(':)\ X X T
le <£l(<Ea17Ta1); (ﬁl((EOQ?TOcz)’ SRR (Ean+1770zn+1); (FAv C/\))v gT(jQX...XTan+1))7 gToqQ n+1>
associa
C
F(al,“.,an+1,)\) (t) S (‘Cl((Eap Tou)a ceey (Ean+1 ) TOén+l); (F/\7 C)\))a chjlx“'XTanJrl) )
onde

F(alv---yan+17>\) (t) (ICH? S 7Ian+1) = t<xa1)<xa27 S 7xan+l)7

¢ um isomorfismo de R-médulos bornolégicos. Dai resulta que a aplicacao R-linear I's

que a cada (U(az,.. 1,0 OV O Ugy) €m

(l(gn ‘Cl<<E0¢1aTO¢1); (‘Cl((EOtza Taz)a SRR (Ean+177—04n+1>; (FNCA)) gCA ))7 ﬁ)

? S TagXe X Tay 4

associa

(F(al,...,an+1,)\)(\11(a2 ..... any1,)\) VO ual)) € QEI [’l((EaUTOq)v ) (Ean+l77—an+1); (FNC/\))? Dl) ’

com v variando em L£;((Ey,71); (Li((E2, 72), - - ., (En, 7); (F,C)), EC )), € um isomor-

) CTox. X Th
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fismo de R-modulos bornolégicos. Finalmente, como '3 0’y o'y coincide com a aplicagao
¥ do enunciado do teorema, acabamos de mostrar que a afirmacao é vélida para n + 1,

concluindo assim a demonstracao do teorema. [

3.4 Convergéncia uniforme em moédulos de aplicacoes

multilineares

Sejam (Ey, By),. . ., (En, B,) R-médulos bornolégicos e (F, §) um R-médulo topoldgico.

0
Bix...x

Entao a topologia T 5, da (Bix...xB,)-convergéncia em

Ly((Er, By), - -, (En, By); (F, B(6)))

o torna um R-mddulo topolégico. Realmente, é facil ver que a referida topologia o torna
um grupo topolégico aditivo. Logo, a afirmagcao segue imediatamente da Proposicao (a) de
9], j& que p(By x---x B,,) € B(f) para quaisquer ¢ € Ly((F1,B1), ..., (En, By); (F,B(0)))
eBi x---xB,eB; x - xB,.

Seja ¢ € Ly((E1,By), ..., (En, By); (F,B(0))). Para cada z; € Ej, a aplicagdo R-
multinear ¢,, : Ey X --- X B, — F, dada por ¢, (za,...,2,) = ¢(x1, 2, ..., x,), pertence
a Ly((E2,Ba), ..., (Ey, By); (F,B(0))), visto que {x1} € B;. Ponhamos T'1()(z1) = ¢

para todo x; € Ey; entao

Li(p) € Loy((Er, Br); (Lo((E2, Ba), - .., (En, Br); (F>5(9)))>B(T%2x...x3n)))-
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A aplicacao R-linear I'y que a cada

0 € (Ly((Er, Br),. .., (Bny B)i (F,B(O))), Y sk,

associa

Fl(QD) S (£b<<E17 Bl); (Eb((E% 82)7 T (Em Bn)? <F7 B<9)))7 B(T%QX...xBn)))v TZ%2XMXB7L) )

é um isomorfismo de R-mddulos topolégicos. E facil verificar que I'; é um isomorfismo
de R-médulos. Além disso, para quaisquer By € Bi,...,B, € B, e para qualquer -

vizinhanca V' de 0 em F', tem-se
Fi({eso(Br x -+ x By) CV}) =A{T1(¢); (@) (B1)(By x - -+ X By) C V}.

Logo, I'y é um isomorfismo de R-mdédulos topolégicos.
Para cada i = 1,...,n, seja ((Fa,, Ba,)s Uga; )aser; UM sistema indutivo de R-mddulos

bornolégicos, e seja ((Fi,0)),vau)res um sistema projetivo de R-médulos topoldgicos.

Para (aq,...,an,A) < (B1,. .., On, 1t), denotemos também por @Egll """ i’;";\)) a aplicacao R-

,,,,,

linear
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onde (ID (B1--esBmo11) () = vap 0 @o (Upay X - XUpg,a,)-

O11 ey Qny ’A)

uglalX...X’LLgnan

(Eoy X...xXEqy, ,Bay X...xBy,) (Eg, x...xEg,  Bg x...xBg,)

@Eii:i‘.i:‘i’:;fiﬁwi iw
(Fx, B(0))) o (F., B(0,.))
Notemos que a aplicacio q)gﬁu i’;fj\)) é TB[, % xBg T%llxmxg&n—continua. De fato, sejam

B.,€B,,,...,Ba, €B,, e V uma 0,-vizinhanca de 0 em F).Como, para cadai =1,...,n,
Ug,a,; € limitada, ug,q,(Ba,) € Bg, €, como vy, é continua, existe uma 6,,-vizinhanca V,, de 0
em F), tal que vy, (V,) C V. Assim, asrelacoes p € L,((Es,,Bg,), - -, (Es,,Bg,); (F., B(0,)))

e o(uga,(Ba,) X -+ X Ug,a,(Ba,)) CV, implicam

QUL () (Boy X X Bay) = (03,090 (U X o - XUgan)) (Bag X . X Bay,)

(ala :anv)‘)

= U/\u((p(uﬁloq (Bal) XX uﬁnan<Ban)))

C UAH(VM) C V)\,

/617 7/6’71 7/11)
aq

provando a continuidade de (ID( o)

Pelo que vimos na demonstragao da Proposicao 3.1, podemos concluir:

Proposicao 3.13. Para todo n > 2,

((£0((Bars B (B B )i (B BODL TR s, ) )

(1, .o, A) € I1x ... x I, x J, é um sistema projetivo de R-mddulos topoldgicos.
Para (aq, ..., 00, \) < (B1, ..., Bn, i), denotemos também por @Eﬁl’ ’i’;”f\)) a aplicacao
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R-linear que a cada

pE £b<<Eﬂ17851);(£b<<Eﬂ27 Bﬁz)v R (Eﬁnv Bﬁn);(Fm B(Q#)))v B(TZZQX...XB%»)

associa

Bk ogous,a, € Lo((Eays Bay)i(Lo((Bazs Bas)s - - (Bays Ba )i (Fr, BO)), BOYR, . s, )))-

0 0

T oA
" e ~(61 ~~~~~ ﬂ’nv/»l') 4 BBQX"'XBﬁn Bagx---XBan , . .
E facil ver que <I>(O(1 .... o) € TBgl 'TBal -continua. Segue imediatamente

da Proposigao 3.13 o seguinte

Corolario 3.14. Para todo n > 2,

@1

T -
((cb«Eal,Bal); (L4((Bazs Bas): -+ (Bays Ba, )i (Fx, BO), BOYR. . s ) Y™ ) : @Eiizztz‘i’;z‘%> :

(a1, ... an, A) € [1 X ... X1, X J, € um sistema projetivo de R-mddulos topoldgicos.

Seja (E;, B;) o limite indutivo bornolégico do sistema ((E,,, Ba,), Ugia;)aier, (1 =
1,...,n), e seja (F,0) o limite projetivo topoldgico do sistema ((F},05),vru)res. Para

cada (ovu,...,0p,A) € Iy x ... x I, x J, denotemos também por W(,, . ., @ aplicacdo

-----

R-linear

-----
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vy : F— Fy (A € J) as aplicagoes R-lineares canonicas.

Uay X XUy,

(Eoy X...XEq,, By, X...XBy,) (Byx...xE,, Byx...xB,)
\Il(al ..... an,A)(‘p)l i(p
(Fx, B(6y)) (F,B(9))

U

77777

continua. Em vista do que foi observado antes da demonstragao do Teorema 3.3, podemos

afirmar que, se ¢ € Ly((E1, By), ..., (En, By); (F,B(0))),

Teorema 3.15. Para todo n > 2, a aplicacao R-linear

L p e (ﬁb((Eb Bl)v SR (Ena Bn); (F>B(9)))> Tl%1><...><13n) >

I

U(p) € (1 Lo((Eay Bay). - (o Bay )i (Fr B(02). T)

(a1, ... an, A) € I1 X ... x 1, X J, € um isomorfismo de R-mddulos topoldgicos, onde o
contradominio de W € o limite projetivo topologico do sistema mencionado na Proposicao

3.13.

Demonstragao. Vamos provar o resultado por inducao sobre n. Provemos, inicialmente,
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o caso em que n = 2. Vimos que a aplicacao

I'y: (Lb((E1,B1), (E2,B2>§ (F,B(Q))), T%lxlﬂz)

|

(24083, 80): (22, B (B0, BT ), o

¢ um isomorfismo de R-moddulos topoldgicos.

Para cada (g, \) € I x J, a aplicagdo R-linear
qj(az,A) Tu e Eb<<E27‘82); (F7B(6))) I \Ij(a2,)\) (u) = UA\OUOUq, € ‘Cb((Eoém Baz); (F)\a B<9)\)))

(Bay, Bay) —2> (Ey, By)

‘I’(az,x)(u)l lu

(P, B(0h)) <;— (F, B(0))

é T%Q—T%* -continua. Aplicando o Teorema 2.24 duas vezes, concluimos que a aplicacao
aq

R-linear I'; que a cada
ve (ﬁb«El,Bl); (L((Ea. Bu): (F.B(8))), B(YS))). TZ??)
La(v) € (im £o((Bay, Bay): (£0((Bags Baw): (B, BOX)), B(TE ). ).

6 um isomorfismo de R-médulos topolégicos, onde I'y(v) = (U (a, 3 0 v 0 Ug, ), (01, a0, A) €
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I; x I;xJ, e o contradominio de I'y é o limite projetivo topoldgico do sistema mencionado

no Corolario 3.14 (no caso em que n = 2).

(E1, By)
(Eoy s Bay) (Lo((E2, B2); (F, C))7gg2)

‘1/(0427)\)07}% A,M

(Eb((Eaza Ba2)§ (F)n CA))? 52,22)

Agora, para cada (ai,as, A) € I1 x I, x J, j& vimos que a aplicacdo R-linear I'(4, a,.3)

que a cada

te (£b<<EalvBa1>; (£b<<Ea27 Baz>; (FM 8(0)\)))7 B<T%);2)))7 TZTSQB/}2>

associa

F(Ochaz,)\) (t) € (‘Cb((Eal’ Bm)? (Ea27 BCVQ); (F>\7 B(Q)\)))7 Tlegzl xBa2> )

onde I'(a; 0,0 (8)(Tay, Tay) = t(Ta,)(Za,) € um isomorfismo de R-mdédulos topolégicos. Dai

resulta que a aplicacao R-linear I's que a cada

(Wiaz 0 V0 ta,) € (1 Lo((Eays Bay)s (o((Fazs Bas)i (P, B0:)), BT, ), T)
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associa

(F(al»%»)\)(\p(a%/\) ovo uoé1)) € (121 £b((Ea1,Ba1), (Ea27 BOtz); (F/\7 B(QA»)? T) )

com v variando em Ly((E1, By); (Ly((E2, Bo); (F,B(6))), B(T%,))), ¢ um isomorfismo de

R-médulos topoldgicos. De fato, como T é a topologia inicial para a familia

((£6((Bar. Bor). By, Boo): (Fy B0 T, 5. ) o)

onde G(a,,a0,n) ¢ a restricao a lim Ly((Eg,, Bs, ), (Es,, Bs,); (F., B(,))) da projecao de

H ‘Cb((EﬁNBﬂl)a (Eﬂzv 852); (Fln B(eu))) sobre ‘Cb((EaMBOél)v (Etlz? BO&Q); (FM 8(9/\)))7
(B1,B2,p)€lL x T2 x J
I's é continua se, e somente se, G(a; a0, © I's é continua para todo (a1, az, A) € Iy x Iy < J.

Mas isto ocorre, visto que q(a;,as,0) 013 = I'(a),a0,0) © Wiar,a0,0); ONAde W(a; as,2) € a restricao

a @£b<<Eﬂ1>Bﬁl); (‘Cb«Eﬁzu Bﬂ2)§ (F,uv B<9u)))7 B<THB/;2>>> da projegao de

T (BB (£al(Bs,, By (F B(6,))), BOXE, )

(B1,B2,1)€I1 x T2 x J

sobre Ly((Euy, Bay); (Lo((Eay, Bay); (Fa, B(6)))), B(T%lz))). De maneira andloga, mostra-
se que I'y 1 ¢ continua. Conseqiientemente, I's 0 'y o I'; é um isomorfismo do R-médulo

topolégico (Ly((Ev, Br), (B2, Ba); (F,B(6))), Y%, «5,) sobre o R-médulo topoldgico

(i £0((Bay. B). (Bay. Boy): (Fr. B(02))). T)
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Como I'3 o I'y o 'y é precisamente a aplicagdo ¥ do enunciado (ver a demonstragao do
Teorema 3.3), acabamos de mostrar que ¥ é um isomorfismo de R-médulos topolégicos
no caso em que n = 2.

Seja agora m um inteiro, n > 2, e admitamos o resultado véalido para n. Vimos que a

aplicacao R-linear I'; que a cada

p e (Cb((EhBﬂ, ooy (Bng1, Buga); <F76<0)))7T%1x~--x8n+1)

associa

Ii(p) € (ﬁb((El,Bl); (Lo((E2, Ba), - - (Bni1, Buyr); (F73(9)))7B(T%QX...xBnH)))yTZ%QX'"XB"“) :

onde I'1(p)(x1) = ¢4, para todo x; € Eq, é um isomorfismo de R-médulos topoldgicos.
Para cada (aw, ..., a1, ) € Iyx...X I,41 % J, a aplicacdo R-linear Y (an,anir,n) U
a cada

u e Eb((E2,82)7 ey (En+l>Bn+l); (F7B(9))>

associa

\Il(az ..... Qn+41,\) (U) S ﬁb((-Eaga Ba2)7 ey (Ean+178an+1>; (F)n 8(0)\)))7

— 4 0 0)\ z
dada por W(a, . a, 0 (U) = vr0uwo (UayX. . . X Uq,,,), ¢ TBQX”'XBHI—TBQQXWXB%H—contmua.

Aplicando o Teorema 2.24 e a hipotese de inducao, concluimos que a aplicacao R-linear
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I'y que a cada

vE (Eb((El, B1); (Lo((Ea, Ba), - . (Bug1, Bust); (F.B(6))), B(Y 3y c,.0))s TZ+>

associa I'y(v) em

27" Ap41 ay

TSB)C\QX...XBQ n
(@ﬂb((EauBal);(‘Cb((anBaz)""7(Ean+1’8an+1);(F/\aB(ek)))vlg(T%l x-XB )))’TB r >’

onde I'y(v) = (\If(az,,...,anﬂ,x) ov Ouoq), ¢ um isomorfismo de R-mdédulos topoldgicos.
Agora, para cada (ag,...,Qu41,A) € I1 X...xI,11 X J, j& observamos que a aplicagao

R-linear ', .. a,,,0) que a cada
9)\ T222x...x8a71+1
te Lb((EauBoq); (Eb((EoszO@)v ceey (EOL77,+1 ) Ban+1); (FM B(e)\)))v B(TBH2><___><BGH+1 )))’TBal

associa

F(al,...,an+1,)\) (t) € (ﬁb((Eal ; Boa)a ceey (Ean+1 5 Bom+1); (F)\, 8(0/\)))7 T%Aalx_,,xganH) 5

onde

F(&1,~~-,&n+1,>\) (t) (xoévxaz’ s >$an+1) = t<x061)(x02’ s >'Tan+1)>

¢ um isomorfismo de R-mddulos topoldgicos. Argumentando exatamente como no caso
em que n = 2, concluimos que a aplicacao R-linear I'3 que a cada (\P(a27.,,,an+1,>\) ovo ual)

e1m

(@ Eb((Ea1yBa1); (Eb((Eaza Ba2)7 ey (Ean+1aBan+1); (F)\a B(@)\))), B(T%zzx---XBan+1 )))7 T)
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associa
(F(al,...,awrl,)\)(\Il(ag,...,an+1,)\)ovoua1)) € (@ ‘Cb((EOél ) BOq)v R (Ean+17Ban+1); (F>\7 B(GA)))v T) )

com v variando em Ly((Ey, By); (Lo((Ea, Bs), . . ., (Ey, By); (F, B(0))), B(T%,. «5,))s ¢ um
isomorfismo de R-moédulos topoldgicos, onde T tem o sentido evidente (lembrar o Corolario
3.14). Finalmente, como I'30I'y 0"y coincide com a aplicagao ¥ do enunciado do teorema,

acabamos de mostrar que a afirmacao é valida para n+1, concluindo assim a demonstracao

do teorema. ]
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