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Resumo

Estudamos o comportamento assintotico assim como a existéncia de solucoes do pro-

blema inverso para o sistema de Timoshenko.

Referente ao comportamento assintético introduzimos uma dissipacao do tipo memoria
trabalhando somente numa equacao e mostramos o decaimento exponencial da solucao
sempre que exista uma relagao especial entre os coeficientes. Quando esta relacao particular
nao existe mostramos que a solucao nao decai exponencialmente, mas a solucao decai
polinomialmente quando o tempo va para infinito. A taxa de decaimento depende da

regularidade dos dados iniciais.

Também consideramos dissipacao indefinida do tipo memoria, e mostramos que a
solucao também decai exponencialmente desde que a fungao de relaxacao seja suficien-

temente pequena, no caso em que existe uma relacao particular entre os coeficientes.

Finalmente consideramos o problema inverso para um sistema de Timoshenko conser-
vativo. Usando alguns resultados da teoria de control mostramos a existéncia, estabilidade

e uma férmula de reconstrucao para o sistema.



viil

Abstract

We study the asymptotic behavior as well as the existence of solution of the inverse

problem to Timoshenko system.

Concerning the asymptotic behavior we introduce a dissipation of memory type working
only in one equation and we show the exponential decay of the solution provided there exists
and special relationship between the coefficients. When this particular relationship does
not exists we show that the solution does not decay exponentially. But the solution decays
polynomially to zero as time goes to infinity. The rate of decay depending on the regularity
of the initial data.

We also consider indefinite damping of memory type, then we prove that the solution
also decays exponentially provided the relaxation function is small enough, in case when

there exists a particular relationship between the coefficients.

Finally we consider the inverse problem to conservative Timoshenko system. By using
the some results of control theory we show the existence, stability and the reconstruction

formula for the system.
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Introducao

Neste trabalho estamos interessados em estudar as propriedades assintéticas relacionadas

a sistemas de Timoshenko com termos de convolugao da forma

g % Ugp(w,t) = /0 g(t — $)pa(x, s)ds | (%)

onde t é um nimero real positivo, ou mesmo t = +o00. A fungao g é conhecida como ntcleo
de convolucao . Estes termos sao chamados como termo de memoria quando t é finito,
ou histéria se t = +00. O sistema de Timoshenko descreve o deslocamento transversal
e o deslocamento angular do eixo central de uma barra de comprimento L, e o termo
de convolucao leva a informacao de todos os instantes s < ¢ para dentro do material no
instante ¢t. Neste trabalho introduzimos um efeito de memoria para estudar as propriedades

assintéticas das equacoes resultantes.

Estes termos de convolucgao , com algumas hipéteses adicionais, produzem efeitos dissi-

pativos no sistema.

Sistemas de Timoshenko com mecanismos dissipativos sao estudados em varios traba-
lhos. Em [27] os autores investigam um sistema de Timoshenko nao linear com dissipagao
termal acoplada somente com a rotacao angular. Sob condigoes apropriadas eles mostram
a estabilidade exponencial e nao-exponencial para o sistema linearizado, assim como a e-
xisténcia de solucoes globais para o sistema nao-linear para dados iniciais suficientemente
pequenos. Resultados similares sdo obtidos em [28] para um sistema de Timoshenko com
dissipacao friccional. Este sistema com dissipacoes friccional e viscoelastica foram estuda-
dos em [12].

Em [2] os autores consideram um sistema linear de Timoshenko com meméria, sempre
com condigoes de fronteira homogéneas. Eles usam técnicas multiplicativas para mostrar
que o sistema é uniformemente estavel quando ¢ decai uniformemente. Especificamente,
eles obtém decaimento exponencial se g decai numa taxa exponencial e decaimento poli-

nomial se g decai numa taxa polinomial. Nesse trabalho os autores precisam de algumas
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condicoes técnicas extras para ¢’ e g” para obter seus resultados.

Para outros mecanismos dissipativos ver por exemplo [17]. Nele os autores consideram
um sistema de Timoshenko com dois controles na fronteira e usam técnicas multiplicativas
para obter decaimento exponencial da energia do sistema. Eles também precisam de esti-
mativas numéricas para os autovalores do operador associado com o sistema. Um resultado
andlogo foi obtido em [7] onde a estabilizagao das vibragoes de um sistema de Timoshenko

¢é estudado.

Neste trabalho estudamos o comportamento assintotico e a existéncia de solugoes para
um problema inverso de um sistema de Timoshenko. Nossa analise é baseada em resultados
de estabilidade dados por Priiss [31], [32], assim como resultados sobre problemas inversos

dados por Yamamoto [38] e alguns resultados de Teoria de Control.

No segundo capitulo, estudaremos a estabilidade de um sistema de Timoshenko com
histéria sob a condicao de estabilidade exponencial do nicleo da convolugao definido em
(). Neste caso, nosso objetivo principal é encontrar condigdes necessérias e suficientes
sobre os coeficientes do sistema para mostrar o decaimento exponencial da solucao . Em

geral mostramos que o sistema decai polinomialmente.

No capitulo 3, estudamos o decaimento exponencial de um sistema nao-dissipativo.
Neste caso removemos as hipoteses do decaimento exponencial do ntcleo da memoria
definido em (%), e estudamos o comportamento assintético deste sistema. Mostramos que,
além da relagao entre os coeficientes, existe uma relagao entre as constantes da taxa de
decaimento do nicleo da memoria que fazem que o sistema seja exponencialmente estavel.
E importante notar que, por causa das mudangas nas hipéteses sobre o niucleo g, o sistema
possui dissipacao indefinida. No final deste capitulo temos alguns comentarios ao respeito

da taxa polinomial de decaimento deste sistema.

O 1ltimo capitulo esta dedicado ao estudo de um problema inverso para um sistema
de Timoshenko conservativo. Comecamos estudando a controlabilidade de um sistema de
Timoshenko com condigoes de fronteira do tipo Dirichlet. Este resultado é a chave para
atingir nosso objetivo principal neste capitulo: mostrar a existéncia, estabilidade e uma
férmula de reconstrucao para o sistema. Fechando este capitulo comentamos o que pode

acontecer se consideramos condicoes mistas de fronteira.



Capitulo 1

Preliminares

Neste Capitulo daremos algumas definigoes e estabeleceremos alguns resultados e notagoes

que utilizaremos no decorrer deste trabalho.

1.1 Espacos de Sobolev

Nesta Secao considere €2 um conjunto limitado de R™ com medida de Lebesgue.

Seja p > 1. Denotamos por LP(2) a classe de todas as fun¢oes mensuraveis u, para as

quais |u|? é uma funcao integravel sobre 2. Em LP(Q2) definimos a norma

lullz, = / (@) Pde ;1< p < oo,

com esta norma LP({2) é um espaco de Banach. No caso p = oo, LP(2) é o espago formado
por todas as funcoes u, essencialmente limitadas sobre (). Este espaco com norma
|u|| L = supess|u(z)]
€N
Também neste caso L>°(£2) é um espago de Banach. Quando p = 2, L*(2) é um espago de

Hilbert com produto interno

(u,v) :/u(a:)v(x)dx

Q
lul* = |u(z)[*dz.
Q

Além disso, sejam o = (aq, a9, ...,ap) € N @ = (21,29, ...,2,) € R, |a| =37 a5 e
denotemos por D* o operador derivada de ordem ||, definido por
olal

= aq s
0x]" 0x5” .0z

DCE

3
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Quando a = (0,0...,0) definimos D®u := u. Com estas notagoes definimos o espago
Wme(Q) = { weIP(Q), DweIP(Q), |a|<m }

Seja a norma

falt, = 3 / D*u(x)Pdz

[a<m

com esta norma W™P(Q)) é um espago de Banach. O espago W™P(Q) é chamado de espago
de Sobolev de ordem m. Além disso definimos o espago de Banach W;""(€Q) como sendo a

fechadura de C§° no espago W™P(), isto é

ST V@)

Wg™ () = C52(2)

Quando p = 2, W™2(Q) é denotado por H™(£2), e este espago é um espaco de Hilbert com

produto interno definido por
(U, V)2 = Z /Do‘u(x)Do‘v(:p)dx
jaj<m ¥ S

e norma dada por

fly = 3 / D*u(x) d.

la|<m

Num espaco de Banach X, definimos os espacos
LP(0,7; X) = { w: [0,T] — X mensurdvel ; t— ||u|]|p € LP(0,T) }

Em LP(0,7; X) definimos a norma

T
iy = [l
A norma em L>(0,T; X) é definida por

|| oo o,m:x) = sup ess|ju(z)|x.
o<t<T

Entao LP(0,T; X) para 1 < p < oo é um espago de Banach.

Apresentamos a seguir alguns resultados referentes a espacos de Sobolev que serao

usados neste trabalho.
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Teorema 1.1 (Desigualdade de Hélder) Seja f € LP(Q2), g € LI(2) com 1 < p,q < 00

1 1
e—+-=1. Entio fg € L'(Q) e
p g

/Qlf(x)g(x)!dw < I/ llzellgllze

Prova. Ver [3]. m

Teorema 1.2 Seja 2 um dominio limitado de R™ com fronteira de classe C™. Sejam > 1

el <p<oo. Entao, temos as sequintes imersoes compactas:

(i) Se . —2>0 = W™(Q) —LI(Q), Yg€pqg] onde =:5-27,
(i) Se §—%=0 = Wm(Q)=LIQ), Vg€ lp+od],

(iii) Se L —2<0 = W™(Q)— L>Q).

Neste caso

Wm(Q) < CH@Q) o kz”m—%”.

Prova. Ver [1]. m

Lema 1.3 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q2 um aberto limitado de R™. Entao existe

uma constante positiva ¢, = C,(Q,n) tal que
lull @) < ol Vullir) , Yu € Wy ()
onde ¢, ¢ a constante de Poincaré.

Prova. Ver [3]. m

Teorema 1.4 (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg) Seja 2 um dominio limitado
com fronteira reqular. Sejal < qg<p< oo er >n, p>r. Entao, existe uma constante
C > 0 tal que

[l | oty < Clfuull ity lul iy - Ve € WH(Q)

com « satisfazendo o (1 4+ 1 —1) =1 _1
¢ 'nor a p

Prova. Ver [9] ou [29]. =
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1.2 Semigrupos

Definicao 1.5 Seja X um espaco de Banach. Uma familia parametrizada de operadores
lineares limitados T'(t) : X — X, onde 0 <t < 00, € chamada Semigrupo de Operadores

Lineares Limitados em X se
(i) 7(0) =1, (I € o operador identidade em X ).

(ii) T'(s+1t) =T(s)T(t) para todo t,s > 0 (propriedade de semigrupos).

Um semigrupo de operadores lineares limitados, T'(t), é dito Uniformemente Continuo se

lim |T(t) - I|| = 0

t—0t

O operador linear A com dominio

Tz —
D(A) = {ze X : lim+M existe }
t—0
e definido por
T(t)x — dTT(t
Ar = lim () -z = () para todo z € D(A)
t—0+ t dt t=0

é o gerador infinitesimal do semigrupo T'(t).

Definicao 1.6 Um semigrupo T'(t) , 0 <t < oo de operadores lineares limitados em X €

dito Semigrupo Fortemente Continuo de operadores lineares limitados se

lim T(t)r =x  para todo x € X.

t—0t+

Todo Semigrupo Fortemente Continuo serd chamado Semigrupo de classe C.

Definicao 1.7 Um semigrupo T'(t) , 0 <t < oo de operadores lineares limitados em X €

dito Semigrupo de Contracoes , se

ITt)] <1  para todo t> 0.

Teorema 1.8 (Hille-Yosida) Um operador linear (nao-limitado) A € o gerador infinite-

simal de um semigrupo de contragoes T'(t), t > 0 se e somente se
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(i) A € um operador fechado e D(A) = X.

(ii) O conjunto resolvente p(A) de A contém R e para todo A > 0

1
A < -
IR A < 5

Prova. Ver [30]. =

Seja X um espago de Banach e seja X* seu dual. Denotaremos o valor de x* € X* calculado

em x € X por (z*,z) ou (z,z*). Para todo x € X definimos o conjunto F(x) C X* por
Flz) = {25 2" € X" e (2% 2) = |z = [2"|* }
Do Teorema de Hahn-Banach segue que F(x) # () para todo z € X.

Definicao 1.9 Um operador linear A € dito Dissipativo se para todo x € D(A), existe um
xz* € F(z) tal que Re(Az,z*) <0.

Teorema 1.10 (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear com dominio denso D(A)
em X.

(1) Se A € dissipativo e existe um Ag > 0 tal que a imagem de \oI — A é todo X. Entao

A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contracoes em X.

(ii) Se A ¢ gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragdes em X, entdo
R(M — A) = X para todo A > 0 e A é dissipativo. Além disso, para todo v € D(A)
e para todo x* € F(x) temos que Re(Ax,z*) <0.

Prova. Ver [30]. =
Consideremos agora o problema de valor inicial nao homogéneo

du(t)
T—Au(t)—i—f(t) , >0

u(0) ==z

(1.1)

onde f:[0,7) — X e A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, denotado
por T'(t).

Definicao 1.11 Uma fungao u : [0,T) — X ¢é uma solugdo cldssica de (1.1) sobre [0,T)
se u € continua sobre [0,T), continuamente diferencidvel sobre (0,T), u(t) € D(A) para
0<t<T esatisfaz (1.1) em [0,T).



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definigao 1.12 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, T(t). Seja
reXefelY0,T;X). A funciou € C([0,T); X) dada por

u(t):T(t)x—l—/OtT(t—s)f(s)ds, 0<t<T

¢ chamada de “mild solution”do problema (1.1) sobre [0,T].

1.3 Equacoes Integrais de Volterra

Sejam as fungoes k(t, s) e g(t). A equagao integral de Volterra consiste em encontrar f(t)

tal que
1) = a0+ [ K9 fs (1.2)

A existéncia e unicidade de (1.2) é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 1.13 Sejam g(t) € [C(0,T)]" e k(t,s) € [C(0,T)]" fungées continuas sobre
0<s<t<T. Entao existe uma unica fung¢io continua f(t) € [C(0,T)]" solu¢io de

(1.2).

Prova. Ver Linz [18].

Em particular, para n = 1, o Teorema anterior afirma que o operador de Volterra

f@me—Auwmws

é bijetivo de C'(0,7T) sobre C(0,T), onde k(t,s) é chamado de Nicleo do operador de

Volterra. Entao temos

Teorema 1.14 Seja g(t) e k(t,s) fungdes continuas, entao a unica solugdo continua de
(1.2) é dada por
t
16 = glt)+ [ ot s)glsis
0

onde r(t,s) € chamado de nicleo de resolvente de k(t, s).
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1.4 Modelos Matematicos: Classico e Timoshenko

Barras sao na verdade sélidos de trés dimensoes. Modelos matematicos unidimensionais de
barras planas sao construidos baseados em teoria de barras. Todas essas teorias envolvem
aproximagcoes que descrevem o comportamento da se¢ao transversal em termos de quan-
tidades avaliadas no eixo longitudinal. Mais precisamente, o elemento cineméatico de uma
barra plana esta completamente definido se as seguintes funcoes sao dadas: o deslocamento
longitudinal ux(X), o deslocamento transversal uy(X) e a rotagdo da secdo transversal
07(X) = 0(X), onde X denota a coordenada longitudinal na configuracao de referéncia.
Ver Figura 1.1.

Dois modelos de barras sao usados freqiientemente em mecanica estrutural:

Modelo de Euler-Bernoulli(EB). Também chamado de Teoria Cldssica de Barras ou
Teoria de Engenharia de Barras é estudado no tratamento elementar de Mecanica de
Materiais. Este modelo é 1til para modelar momentos de torcao das deformacoes . Forcas
transversais numa lamina sao modelados desde o equilibrio mas seu efeito nas deformagoes
da barra é omitido. A hip6tese fundamental é que a secao transversal permanece plana e

normal ao eixo longitudinal deformado.

Modelo de Timoshenko. Este modelo corrige a teoria classica das barras com efeitos
de deformacao da secao transversal de primeira ordem. Nesta teoria secoes transversais
permanecem planas e giram sobre o mesmo eixo neutro tal como no modelo EB, mas
nao permanecem normais ao eixo longitudinal deformado. O desvio da normalidade é
produzido por uma lamina transversal que assumimos constante numa se¢ao transversal.
Ambos modelos tem como base as hipdteses de pequenas deformagcoes atuando sobre ma-
teriais isotropicos com comportamento elastico linear. Além disso, ambos modelos omitem
mudancas da dimensao da secao transversal quando a barra se deforma. Existem outras
teorias para comportamento geometricamente nao linear devido a grandes deslocamentos

e rotagoes desde que outras hipdteses sejam assumidas.

Ambos modelos (EB e Timoshenko) podem ser usados como base para o estudo de
deformacao de barras. Aparentemente parece que devemos escolher o tultimo somente
quando efeitos na lamina sao considerados como em ”deep beams”, e escolher o modelo
EB para modelar barras ordinarias. No entanto, aqui um ”twist” aparece por causa da
modelagem via elementos finitos. Este twist é algo que gerou confusodes significativas entre

os usuarios do Método de Elementos Finitos nos ultimos 25 anos.

Apesar do modelo de Timoshenko parecer mais complexo por causa da inclusao de
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Figura 1.1:

Reference
croos section

deformacoes da lamina, elementos finitos baseados neste modelo sao, na verdade, mais

simples de construir! As duas principais razoes sao as seguintes:

(i) Separar hipéteses cinematicas sobre a variagdo da rotacao da se¢do transversal é

(i)

1.4.1 Modelo de Timoshenko

possivel, tal como mostra a figura 1.2. Matematicamente: #(X) pode se supor in-

dependente de ux(X) e uy(X).

Conseqiientemente, elementos finitos podem usar

variagao linear tanto em deslocamento como em rotacoes . Por outro lado, elementos

finitos para o modelo EB requerem o estudo de polinémios cubicos para uy (X), ja

que a rotagao 6(X) nao é independente.

A variagao do deslocamento transversal linear se encaixa na comumente assumida

para a deformacao do eixo. Os deslocamentos transversal e axial sao, entao, chamados

consistentes.

O Modelo de Timoshenko (ou modelo de barra grossa) é 1til para efeitos de inércia rota-

cional e deformacao de lamina, os quais sao omitidos quando se usa o modelo de Euler-

Bernoulli (ou modelo de barra fina). A vibracao transversal da barra depende da sua

geometria e das propriedades do seu material assim como da aplicacao de forcas exter-

nas e torque. As propriedades geométricas referem-se principalmente ao comprimento L,

tamanho e formato de sua secao transversal tais como area A, momento de inércia I com

respeito ao eixo central de torcao, e coeficiente laminar de Timoshenko k& que é um fator
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Normal to reference

/ beam axis X

Normal to deformed
beam axis X

Direction of deformed
cross section

Figura 1.2:

de mudanga (k < 1) que influi na distribuigao do estresse laminar de tal forma que a drea
efetiva da lamina é igual a kA. As propriedades do material referem-se a densidade p por
unidade de volume, médulo de Young ou modulo de elasticidade E' e médulo laminar ou
moédulo de rigidez G. Supomos que p, E, G, k, A e I sao todos definidos positivos, e de

classe C2.

O elemento diferencial de uma barra é mostrado na Figura 1.3. Aqui, W representa o
deslocamento transversal do eixo central numa distancia X do extremo esquerdo da barra
num instante 7. Devido ao efeito da lamina, o elemento originalmente retangular muda

sua forma para algo parecido com um paralelogramo com lados ligeiramente curvados.

O agulo de inclinagao laminar ¥ é agora igual a inclinacao da curvatura ¥ menos a

inclinagao do eixo central Wy na forma
¥ = U —-Wx
e a forca na lamina () é inversa a forca na lamina interna na forma
Q = —kAGY = —kAG(V — Wy).
Anélogamente, o momento de torcao M é inverso a inércia elastica interna na forma
M = —EIlVy.

Além disso, pela figura 1.3, podemos descrever a forga transversal e a inércia rotacional do
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—— Paralell with X axis
Legenda: ------ Perpendicular to face
-------- Paralell with centerling

"X

Figura 1.3:

elemento diferencial da barra através das seguintes equagoes diferenciais parciais:

M+EIUy = 0 (1.3)

Q+ kAG( —Wy) = 0 (1.4)
My —Q+ plUsp = 0 (1.5)
Qx — pAWrr = 0. (1.6)

Assim, as equagoes (1.3) e (1.5) envolvem movimento rotacional enquanto as equagoes

(1.4) e (1.6) envolvem deslocamento transversal do elemento diferencial da barra.

Eliminando M e @ das equagbes (1.3)-(1.6) obtemos duas equagoes diferenciais si-

multaneas em W e U:
pl Uy — (EIV,)x + kAG(V — Wx) = 0. (1.8)

A equac@o (1.7) descreve o equilibrio da forga transversal por unidade de comprimento
junto com o gradiente da for¢a na ldmina interna, enquanto a equagao (1.8) descreve o

equilibrio do torque rotacional por unidade de comprimento transformando-a em momento
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de torcao interna junto com a forca laminar interna. Este formulacao é conveniente para
encontrar o modo normal e a freqiiéncia de vibragoes livres, cuja solucao é dada na forma
de (W, ).

No caso de uma barra uniforme, ¥ pode ser eliminado das duas equagoes e o sistema

se transforma numa equacao simple

EI I pl
—W - W + —W + W = 0. 1.9
oA XXXX A(% n 1) xxrr + ey Wrrrr T (1.9)
Esta equacao possui quatro termos na unidade de forca por unidade de massa ou ace-
leracao. Estes termos envolvem momento de tor¢ao , forca laminar, movimento rotacional
e movimento transversal respectivamente. Quando os termos rotacional e laminar sao

pequenos e desacoplados a equacao sera aquela de Euler Bernoulli.
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Capitulo 2

Estabilidade de Sistemas de
Timoshenko com Historia

2.1 Introducao

Cosideramos o seguinte sistema de Timoshenko com histéria

prpw — k(e +v), = 0 em (0,L) x (0,00),(2.1)
Py — Dy +/0 9(8)Vge(x,t — s)ds + k(p +¢¥) = 0 em (0,L) x (0,00) (2.2)

e condigoes iniciais
30('7 0) = %o, th('v O) = 1, w(7 0) = w(h wt('a O) = 2/}1 in (07 L) (23)

todas as constantes definidas no sistema (2.1)-(2.2) sao positivas.

Nosso interesse principal aqui é estudar o comportamento assintético das solugoes deste
sistema. As ferramentas principais usadas sao os resultados de Priiss [31] e [32]. Com este
objetivo é necessiio fazer algumas modificacoes em nosso sistema original de tal forma que

seja possivel usar teoria de semigrupos. Para isto introduzimos a seguinte notagao

77t<x7 8) :1/1(557’5) —w(ﬂ%f—s) (2'4)

entao temos

pata = (b= [

P1Ptt — k(SO:v + w)m =0 (25)
005 s = [ oMl s)ds + b+ ) = 0 (26)
mtns—v = 0 (2.7)

15
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onde a terceira equagao é obtida derivando (2.4) com respeito a s. As condigoes iniciais

sao dadas por
()0(70) = ¥o, wt(ao) = ¥1, ?/1(70) :¢07 wt(vo) :@Dl n (OvL) (28)

770('78) = 7700('70) - ¢0('7 _8) in (07[’) X (0’ OO) (29)

O qual significa que a histéria é considerada como um dado inicial. Para comecgar con-
sideramos condicoes do tipo Dirichlet, mas os resultados sao validos para outras condigoes

de fronteira. Em relagao ao niucleo g consideramos as seguintes hipoteses

g(t) > O, Elko, kl, kg >0: —kog(t) S gl(t) S —k'lg(t>, |g”<t)| S ]{72g(t), Vit Z 0
(2.10)

b:=0b— /g(s)ds > 0. (2.11)

Em [2] os autores consideram também um sistema de Timoshenko com dissipagao do
tipo memoria, considerando a histéria nula, nesse caso o sistema é chamado de sistema
integro diferencial de Volterra. Para o problema de Volterra eles mostram a estabilidade
exponencial sempre que as velocidades de onda sejam iguais. Quando as velocidades de
onda sao diferentes, os autores consideram uma classe de nicleos para os quais nao existe

estabilidade exponencial. Nao dao informacao referente a taxa de decaimento nesse caso.

Introduzindo histéria ndo nula em v o problema é diferente ao considerado em [2], logo
temos que usar técnicas diferentes. O resultado principal desta secao serda mostrar que o
sistema é exponencialmente estavel se e somente se a velocidade das ondas das equagoes

(2.1), (2.2) s@o iguais, isto é
PL_ P2
kb

Além disso, a classe de nticleos considerados aqui para mostrar o nao decaimento ex-

(2.12)

ponencial é maior a considerada em [2]. Em particular nosso resultado implica a nao
estabilidade exponencial para nicleos singulares. Quando a identidade (2.12) nao se ve-
rifica, o qual é mais interessante do ponto de vista fisico, mostramos que a energia de
primeira ordem decai de forma polinomial com taxas que dependem da regularidade dos

dados iniciais.

Este capitulo estd organizado como segue. Na Secao 2.2 estabelecemos a existéncia e
unicidade do sistema (2.5)-(2.7). A estabilidade exponencial do semigrupo associado a este

sistema é estudado na Secao 2.3. Na Secao 2.4 mostramos a nao estabilidade exponencial
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do semigrupo. Finalmente, a Secao 2.5 contém os resultados sobre decaimento polinomial

quando as velocidades das ondas sao diferentes.

2.2 Existéncia e Unicidade

Para facilitar nossa andlise consideremos as condicoes de fronteira
©0(0,t) = (L, t) =(0,t) = (L, t) =n'(0,s) =n"(L,s) = 0, s,t>0, (2.13)

Pela hipétese (2.10), é possivel definir Lg(R*, H}) como o espago de Hilbert das fungoes

com valores em H}(0, L) sobre R, munido com o produto interno

L 0o
<9071/1>L§(R+,H5) = /0 /Og(S)wx(S)wx(s)dsd:c.

Mostraremos a existéncia e unicidade de solugbes usando o Teorema de Lumer Phillips (ver
[30]).
Com este fim, seja U = (¢, ¢4, ¥, %, n')’, logo o sistema (2.5)-(2.7) é equivalente a

U, =AU , U(0) = Uy

onde UO = (9007 90171/1071/117 TIO)/ € A ¢ dado por

0 () 0 0 0
Le() 0 Eae) 0 0
A= 0 0 0 () 0 (2.14)
—E0.() 0 (ZE-ED)O) 0 L )0, s)ds
00 0 10 a0

Denotemos por
H = Hy(0,L) x L*(0, L) x Hy(0,L) x L*(0, L) x LZ(R*, Hy).
E simples ver que ‘H com a norma
U1 = II(u!,u?,u ut, )3,

= pulle®lIZ2 + pallul[Fe + Ol [72 + kllug + |22 + |0l Zage ) (2:15)
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é um espaco de Hilbert. O operador A possui o seguinte dominio

D(A) = {UEH cowhuP e HA(0,L0) ; w?ut € HY(0, L),

[ oohiatesids € L20,1) , n. € LR HY L n0) =0 }
0

Com estas notagoes é possivel mostrar que o operador A é o gerador infinitesimal de um
semigrupo de classe Cy de contragdes. De fato, note que A é dissipativo, pois para cada

U € D(A) temos

1 L poo
Re(AU,U)y = 5// g'(s)|773[;|2 ds dx
0 JO

kl L poo )
< - 9(s)|n.|” ds dx < 0.
2 Jo Jo

Também temos que Im(I — A) = H, entao pelo teorema de Lumer Phillips se segue que

A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes.

Teorema 2.1 Suponha que g satisfaz (2.10)-(2.11) e que Uy € D(A), entao existe uma
tnica solugao U = (@, o1, 1,1, m) do sistema (2.5)-(2.7) com condigoes de fronteira (2.153)

satisfazendo
UecCR";DA)NCHRT; H).
Além disso, se Uy € D(A™), entdo
UeC"*R*DA") , k=01--n =

Observagoes. Para outras condigoes de fronteira, seja A := 02(-). Consideramos os

seguintes casos

D(A) = H*(0,L) N Hy(0, L)

D(A) = {v e H0,L) - /v dr = o}
D(A) = {v e HX0,L) : v(0) =u,(L) = 0}
J

D(A)=3ve H*0,L) : v,(0)=v(L)=0%.
Definimos H = L?*(0, L) ou L?(0, L), onde
L
L2(0,L) := {v € I2(0,1) : /v dz = 0}.
0

Entao a formulacao em semigrupos é feita nos espacos de Hilbert do tipo

H = D(AY?)x H x D(A'?) x H x LX(R*, D(A'?)). (2.16)
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2.3 Estabilidade Exponencial

Para comegar consideremos o sistema (2.5)-(2.7) com condigoes de fronteira (2.13) e as
hipéteses (2.10)-(2.11). Mostraremos que a energia

g(s)|n;|2ds] dz. (2.17)

1 [F -
E(t) = 5/ [pwf+p2w§+bwi+k|¢x+¢|2+/
0 0

decai para zero exponencialmente quando o tempo vai para infinito assumindo que (2.12)

se verifica. Para mostrar isto usaremos os resultados de Priiss [20] os quais afirmam que

o semigrupo e é exponencialmente estivel se e somente se as seguintes condicoes se
verificam.
iR C o(A) (conjunto resolvente) (2.18)
e
3C >0, VUED(A), VAER : ||(iM—A)Y|x<C. (2.19)

Em nosso caso a equacao resolvente é dada por

iu' —u? = f! (2.20)
iApiu? — k(ul +u?), = pif? (2.21)
i —ut = f? (2.22)
iApout — bul, — /Oog(s)n;x(:p, s) ds+ k(ul +u®) = paf? (2.23)
0

i+, —ut = f° (2.24)

onde -
b ::/Og(s)ds . bi=b—1by>0. (2.25)

para mostrar a condigao (2.19) usaremos os seguintes Lemas.

Lema 2.2 Suponha que as hipdteses (2.10) e (2.11) se verificam. Entdo para cada F € H,

existe uma constante positiva C > 0 tal que
L poo
| s dsde < Ul Pl
0J0

Prova. Multiplicando (2.21) por u? e integrando sobre [0, L] obtemos

L L L
i)\pQ/ |u®|? dx + k/ (ul + v u2 dr = pl/ A2 de,
0 0 0
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usando a equagao (2.20) resulta
L L o L L o
i)\pQ/ |u?|? dx — z')\k:/ (ul +u*)ul de =py | fPu?do+ k:/ (ul +u?)fLde.  (2.26)
0 0 0 0

Por outro lado, multiplicando a equacio (2.23) por u? e integrando sobre [0, L] concluimos

que

L
z)\pQ/ |ut|? do + / udud x+// (8)n ul dsd:v+k:/(u +u)u4dx—p2 fu4dx
0

Il -712

substituindo u* dado por (2.24), (2.22), em I, e I, respectivamente, obtemos

L
z)\pQ/ |ut|? do — z)\b/ |u2|? do — M// (8)|n.? dsdq:—z)\k/(ui+u3)$ dx
/ / 8)NeTlas ds = pa /f4u4 d:z:+b/ 3 d:c+k/(ui+u3)ﬁdx
0
// 8)nef? dsdx. (2.27)

Somando (2.26) e (2.27), usando (2.10) e tomando a parte real nossa conclusao segue. ®

Lema 2.3 Com as mesmas hipoteses como no Lema 2.2 existe C' > 0 tal que
/WM?m:< CIU el Fllze + CHT I 1F 3¢ (el 2+l + L) -

Prova. Multiplicando (2.23) por [;“g(s)7 ds€ L*(0, L) obtemos

L poo
i)\pQ// g(s)u dsdx+b// S)TTz s, dsder/ }/ $)Ny ds} dx
R 0
_13
L poo
+k:// g(s)(ul +u? ndsda:—pQ// s)nf* dsdz.
0Jo

ws [Towis [ [Conf asar < I

Do Lema 2.2 temos

/OL /Ooog(S)nx dg
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substituindo n dado por (2.24) e I3, usando

Re // s)msut dsdx < /|u42dx+0// (8)||n.?ds dx

e usando (2.10), nossa conclusao segue imediatamente do Lema 2.2. ®

Para estimar u? introducimos o seguinte multiplicador
~Wep = U w(0) = w(L) =0. (2.28)

Note que w pode ser escrito como

T L
x
w(x) = — / u?(y)dy + E/ uw?(y) doe = G(u?)(2).
0 0
Usando estas condigoes temos o seguinte Lema.

Lema 2.4 Com as mesmas hipdteses do Lema 2.2, para cada €1 > 0 existe C., > 0 tal que
/ 3P dr < Co Ul Fllae+ ColU I 1F gl + 22+ enpn a2

Prova. Multiplicando (2.23) por u? resulta

i)\pQ/ Yud dx +b/ |ud|? dx + // (8)n,u3 dsdx
~ I4

L L L
—l—k/ utud dx + k/ [u?|? dox = pg/ fhud dz.
0 0 0

Substituindo u?* dado por (2.22) em I, temos que

/|um\2d:c—|—k:/ u3d:c+k/|u3\ :c—p/|u42d:c
L
// $)ngu3 dsd:l:—l—pg/ fhud dx+p2/u4ﬁ dr.  (2.29)
0

Por outro lado, multiplicando (2.21) por @ obtemos

L L L L
k/ ulty dr — k/ \w,|* do = pl/ u? [G(u‘l) + G(f?’)] dx + pl/ ffwdr.  (2.30)
0 0 0 0
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L L
1o 7 173
/ U W, dr = —/ uyud dz
0 0

concluimos de (2.29)-(2.30) que

oL L L L L L
b/ \u;j;|2dx—k(/ |w,|* d:c—/ \u3|2dx) :pQ/ s d:c+p2/ u' f3 d:c—i—m/ u*G(f3) dw
0 0 0 0 0 0

L L L poo L
+,01/ 2w dx + po / [u*? do — / / g(s)n.ud dsdx + py | uw?G(u?) dx.
0 0 0Jo 0

Como

Note que, para cada €, > 0 existe C, > 0 tal que

L
Re{m/“QG(uﬂ‘) df} < ap|u’|F2 + CcypollutZ..
0

L L
/ lw,|* dx < / |u?? da
0 0

tomando parte real nas equacoes anteriores, e usando os Lemas 2.3 e 2.2 nossa coclusao

Finalmente, como

segue. W

Nosso seguinte passo ¢ estimar o termo ||u} + u®||3,. Aqui usaremos a condigao (2.12).

Lema 2.5 Com as mesmas hipdteses do Lema 2.2 e com a condi¢io (2.12), para cada

g9 > 0 emiste C., > 0 tal que

L 5 [%S) . L
o lut o' de < CollUll P+ Re( b+ [ gtsin ds[al) ™+ (o1 2a) I,
0 0

onde €1 € dado pelo Lema 2.4.

Prova. Multiplicando (2.23) por ul 4+ u3 temos

L B E—— ] ~
i)\pQ/ u'(ul + u3) do — ([bu‘;’ +/
0 0

L 00 L
s o+ [ gt as] @I do = po [ TT T do
0 0 | 0

G

[e.e]

_ \Nz=L L
g(8)ns ds} u:}:) + k/ lub + u®| dx
0 0

r=

~
=I5
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Substituindo (ul + u?®), dado por (2.21) em I resulta

: - AT : - 43 i3 > -\ . bpr (" 3,3
iApe | wul de+4ips | uwud dx — ( [buw + [ g(s)n. ds] ux> - 2/\? uyu? dx
0 0 0 z=0 0

-~ -~

=Ig =I7

—z)\p—// 8)npu2 dsdq:——// $)n. f2 dsdx
,[8

% b s R
— u,f2de+Fk | |u,+u’lfde=p | fr(ul+ud)de. (2.31)
0 0 0

Substituindo u! dado por (2.20) e u* dado por (2.22), temos que I resulta

L L L
Is = —iXpy / wPu2 dx — pg/ ut 1 dx + p2/ P2 de, (2.32)
0 0 0

usando (2.22) obtemos

L L
—pQ/ |ut|? dx —p2/ u'f3 dx. (2.33)
0 0

Finalmente, substituindo 1 dado por (2.24) temos

u2 pibo ulu? PL hre 5,2
5)Nzsu? ds dx — dx — g(s)fou? ds dx.
ko Jo k Jo Jo

De (2.22) podemos reescrever g como

b
/ / (8)n,u? ds dx — )\,01]{:0 / 3u2 dox 4+ == Piby / f3u? dx
0
/ / () f2u? ds d. (2.34)

Usando (2.32), (2.33) e (2.34) em (2.31) obtemos

p p L L B 00
i)\b(—l——2>/u3u§d9€+k3/|u;+u3|2d$ = ([bui+/ ()nxds +,0/|u42dx
// n$u2dsdx+ / 3f2dx+p1// nfodsderpQ/f (ul +u?) dox

v b
+p2 /uf3d:c—|—p2/uf1d:c—|—(p2 /)10)/f3 2d:1:+p1// (5)fou? dsdz.
0 0
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Tomando a parte real da equacao anterior, usando (2.10) e os Lemas anteriores, nossa

conclusao segue. m

Note que, quando as condigoes de fronteira sao do tipo mixto, o termo de fronteira é
igual a zero. No caso de (2.13) este termo nao se anula. No seguinte Lema presentamos

uma estimativa para este termo de fronteira.

Lema 2.6 Com as notagées anteriores, seja ¢ € C([0,L]) tal que q(0) = —q(L) = 1,
entao existem C,Cy > 0 tal que

[e.e]

N (@) 2\ =t
)~ (T)b“i+/o glsineds ) " < CHUIlFllse+ CIUI IFI k4 o

+e1Cp1||u?]| 12 + Collud|| pzllul + w?|| 2

» q(x =L
(i) (M) T < YU+ G (e + 7 + )

Prova. Para mostrar (7), multiplicamos (2.23) por

ofo) (b2 + |

(e o]

9(8)nx ds)

e integrando sobre [0, L] temos

L ~—
i)\pQ/ u%(az)(bui—i—/
N 0 0

o0

9(8)Tz ds) dx

S

~
L, o - —
_/ (buix+/ 9(8) Nz ds)q(x) (bui+/ 9(s)nz ds) dx (2.35)
Jo 0 0 B
=To

[e o] e}

+k /OLq(a;)(u; +u3)(13u_§+/0 9(s)77% ds) dz = p, /OLf4q(:E) (Bu_§+/0 9(s)7% dg) dz.

De (2.22) e (2.24) concluimos que

L

b 5 L o L proo
Reth) = 2 [ q@luf dot Re{ =t [ a@uiTida g [ [ g (hataut ds do
0 0 JO

—p» /0 L/Ooog@)q(x)u‘*f_g dsd;z;}. (2.36)
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Como

2
dx. (2.37)

9 e=L 1 L 0
w5 [ a@pte [otom s
=0 2 0 0

De (2.36), (2.37), (2.35), usando os Lemas anteriores obtemos (7). Para mostrar (i7) mul-

Re(Ip) = — (@‘Bui—i—/ooog(s)nm ds

tiplicamos (2.21) por g(z)ul,

L L L L
Moy / Pq(a)al do—k / wLq(x)al do — k / (o) de = py / P do.
0 0 0 0

'

=111
Substituindo u! por (2.20) em I;, usando o Lema 2.4 e tomando parte real nossa conclusio

segue. W

Lema 2.7 Com as notagoes anteriores existe C' > 0 tal que

L
puf 1 do < CYU |l + 4kl +
0
Prova. Multiplicando a equacio (2.21) por u! e integrando sobre [0, L] temos

L L L
iAp1 / wul dr +k/ (ul + u)ul de = p, / 2l de.
N 0 , 0 0

~~

::,[12

Substituindo u! dado por (2.20) em I}, e tomando parte real temos
L
[ W e < U o+ 2Hla + s+ Cll
0

Usando o Lema 2.4 para um &; suficientemente pequeno, nossa conclusao segue. =

Com a ajuda destes Lemas, estamos em posi¢cao de mostrar o resultado principal desta

Secao .
Teorema 2.8 Supondo as hipdteses (2.10) e (2.11) e que os dados iniciais satisfazem
wo, o € Hy(0,L), mo € LZRY, H)) em 1,9 € L*(0,L)

e suponha que a condi¢do (2.12) se verifica. Entao a energia E(t) decai exponencialmente

para zero, isto € existem constantes positivas C, o independentes dos dados iniciais, tal que

E(t) < CE(0)e vt > 0.
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Prova. Provaremos as condigoes (2.18) e (2.19), (ver [31]). De fato, seja U = (u', u? u?, u*,n)
e = (fY, 12, f3, f*, f7) satisfazendo (2.20)-(2.25), entdao do Lema 2.2, temos

InllZ2 < ClIF|l U]l (2.38)

Do Lema 2.3, para g5 > 0, existe C := C}(g2) > 0 tal que

b €
pa|lut]|72 < 01||F||H||U||H+§|IUiII%2+§2kIIUi+u3IIiQ- (2.39)

Também, do Lema 2.4 obtemos
~ €
blluzl|7e < CallFlwl|Ull + erpnllu?][72 + §k||u; + [ (2.40)

Entao, somando (2.39) e (2.40) resulta

b
paollwllzz + 5llizlze < CollF ULl + eapllel[7 + eobllug +w?llfa. (241)

Por outro lado, dos Lemas 2.6 e 2.4, obtemos para cada N>0ed>0:
=L

_NQ(x)[;s = d2 < C-||F LI 3112
3 |Puat [ gls)ne ds < CxlIFlnllUlln + 7 llug + 772

z=0

+€1CNP1HU2H%2, (242)

()

Somando (2.42), (2.43), Lema 2.5 e usando

o= k
B CsHF||HHUHH+Z\\Ui+u3||%2+5qulHu2Hi2- (2.43)
Re(21%3) < olz1* + Colzf* . Va,2,€ C, Vo >0,

obtemos, para cada 0 < 7 < 1, 7 := 7(d, &1, &) > 0, que existe C; > 0 tal que

k
Sl +0llzz < CllElld Ul + mou |||z (2.44)
Finalmente, do Lema 2.7, temos
2rp1|[u?][72 < 27C|F||2|Ully + 87| |ug, + u®|[72. (2.45)

Somando (2.44) e (2.45) obtemos

1
(5= 87)kllut + I3 + roull®llEe < CllF Il U] (2.46)
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De (2.38), (2.41) e (2.46), temos para &1,y suficientemente pequeno, que existe C' > 0
independentemente de A\ (e U) tal que

U < ClIFlly , VU € D(A).

Assim, nossa conclusao segue. ®

Observagao. Para outras condigoes de fronteira, o problema eliptico (2.28) pode mudar.

Por exemplo, para

0(0,1) = p(L,t) = 12 (0, 1) = o (L, t) = 1;(0,8) = 1, (L, s) = 0,
w é dado como a solucao de

—Wyp = u>  w,y(0) = wy(L) = 0.

2.4 Nao Decaimento Exponencial

Nesta Se¢ao mostraremos que a condigao (2.12) é também necesséaria para a estabilidade
exponencial no caso onde as condigoes de fronteira sao do tipo mixto. Para isto usaremos

o seguinte Lema.

Lema 2.9 Suponha que g satisfaz a condigao (2.10) e suponha que

lim /s g(s) = 0.

s—0
Entao existe C > 0 tal que
‘)\/ g(s)e_i)‘sds) < C,
0

para todo A € R.

Prova. Note que

0 ) /A ) 1 /A .
/ g(s)e ™ds = / g(s)e”™ds — 5 / e g(s+m/N)ds
0 0 0

1 oo \ s+m/A )
—5/ e {/ g (y)dy} ds.
w/A s

’ /Oﬂ/Ag(S)e—mst < /Oﬂ/Ag(s)ds = /()7T/A %d&

Entao
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Fazendo

v(A\) = sup Vsg(s) —0 quando A — 00,
5€(0,%)

a anterior integral é menor ou igual a

™A ds TV

Vs VA
A estimativa da segunda integral é similar. Referente ao tltimo termo, mudando a ordem

de integracao, e usando (2.10)-(2.11), obtemos

() A s+m/A 00
/ e‘“sl / g’(y)dy}ds < / {
w/A s w/A

o qual, multiplicado por A, tende ao infinito quando A — co. =

[ dwa]is =S o/,

+m/A

Teorema 2.10 Suponha que (2.12) nao se verifica. Entdo o semigrupo associado ao is-

tema (2.5)-(2.7), com condigdes de fronteira do tipo
0 (0,1) = (L, t) = ¥(0,t) = (L, t) = n'(0,s) =n'(L,s) = 0, s,t>0, (2.47)
nao € exponencialmente estdvel.

Prova. De (2.16) consideramos o espago de Hilbert
H = H.(0,L) x L2(0, L) x Hy(0,L) x L*(0, L) x L*(R*", Hy(0, L)) .
Aqui, o dominio do operador A é definido por

D) = {UeH / weHN0,L), uleHY0,L), v’ € H!0,L), u* € H0,L)

w e HYO0.L) . [ gl s)ds € L20.L), noe LESHY) L 00) =0 }.
0

Agora, da anélise prévia temos que U = (p, ¢, ¥, ¥y, n)" satisfaz

d

ZU(t) = AU, U(0) = U

Para mostrar o teorema, é suficiente mostrar que a solucao de

(iMI — AU, = F,
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satisfaz
lim ||U,]|]3 = o0
onde
nmw P1
A=\, — N) ., 0= 4/ =—.
;7 €N K

Para fazer isto definimos
F=F,:=(0,/%0,f*0)

com

f(z) = cos(6Ax) fH(z) := sen (6)x).

A solucao U = (v, v, 03,01, n) de (i — A)U = F, verifica

it —v? = (2.48)
k k
i — —vl — —vd = f? (2.49)
P1 P1
i — vt =0 (2.50)
1 o
it — E2}3 + @vix - —/ g(s)nt (x,s) ds + ﬁv; + Evg = f* (2.51)
P2 p2 P2 Jo P2 P2
iAn + 1 — vt = (2.52)
onde by := fo s)ds. Simplificando v?, v* obtemos,
k k
R i ) (2.53)
P1 P1
b b k /<;
NP — = 4 d —/ s)nt.(z,s) ds + —v, + —v® = f* (2.54)
P2 P2 P2
iAn +ns — i’ = 0. (2.55)
Isto pode ser solucionado por
v!(x) = Acos(dAr) | v*(r) = Bsen (0\1) | n(zx,s) = ¢(s)sen (JAx)

onde A, B, ¢(s) dependem de A e serao determinadas explicitamente a seguir. Note que

esta escolha deve ser compativel com as condigoes de fronteira. O problema (2.53)-(2.55)
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¢é equivalente a

k k
“NA4+ 52N A - =s)B=1
P1 P1

b b N2 e k k

—NB 4 —8N\B — 26\B + A g(s)p(s)ds — —0ANA+ —B =1
P2 P2 P2 Jo P2 P2

ido(s) + ¢'(s) —iAB =0

Solucionando (2.58), temos que:

Como 7(0) = 0, entdao C' = —B, e (2.59) se reescreve como
¢(s) = B — Be™™".
De (2.60) deduzimos que
/O;(s)go(s)ds = /O:](s)[B — Be ™) ds = Bby — B /O;](s)ei)‘s ds.
0 0 0
Usando (2.61) encontramos de (2.56)-(2.57) que A e B satisfazem

(%52 - 1) A2A - %5)\3 —1

23)2 [e8)
<£52 — 1) N B — oA (/ g(s)e_i)‘sds) B - ECS)\A + EB = 1.
P2 P2 0 P2 P2

Como p_k152 = 1, concluimos de (2.62) que

9

P1
B=—/—.
k

> =

assim, de (2.63) temos que

1 pa L pr [T 0 brpa p1
Y )
e plkA+k:2/0g(8)e S

Lembrando que

v? = i\v! = i\A cos(6A)

resulta

vk

v (z) = (— % 2y %)\/Og(s)e_“‘sds + %(% — %) A) cos(OAx).

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)
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Note que

°l

L
Il = [ e ds
0
L

1 *© 4 b
S &)\/g(s)e”‘sds + —(& — &>)\
0

2| TN Uk R K\b &

L 1 P2 P1 /OO —iA 2 LV rps p1\2,,
> 2|~ _ Py ”d} ——(———)A
) R N Og(s)e e e\h T

limitado quando A\—oo

usando o Lema 2.9, concluimos que
lim ||U, ][5, > lim [[v?[[7: = oo
A—00 A—00 *

o qual completa a prova. =

Observacgao. O resultado também vale para as seguintes condigoes de fronteira:
0(0,t) = (L, t) = ¥2(0,1) = (L, 1) = 0, (0, 5) = (L, s) = 0,

me(ovt) = @(LJ} = ¢(07t) = %(LJ) = nt(ov S) = n:f:(Lv S) =0,
gD(O,t) = pr(Lvt) = ¢m(07t) = ¢(L7t) = 77;(07 S) = nt(Lv S) =0.

2.5 Decaimento Polinomial

31

Nesta Segao estudaremos o comportamento assintético das solugdes do sistema (2.5)-(2.7)

com condigoes de fronteira (2.13), quando (2.12) nao se verifica. Para isto introduzimos a

energia de segunda ordem
Es(t) := E(@s, ¥, ne).
Entéao, de (2.17) e (2.10) obtemos que

d Ky g 2
- < JE—
tE(t) B ; (/0 g(S)‘Ux‘ dS)de,

d T A AN
< —— .
() < =5 ; (/09(8)\%\ dS) dz

(2.65)

(2.66)
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Definimos w como a solucao de:
Wy = Yy w(0) =w(L) =0

e seja
L
Fi(t) == / [,02?/%/) + Pl%w} dz.
0

Entao temos o seguinte Lema.

Lema 2.11 Para cada 1 > 0 existe uma constante positiva C., > 0 tal que

d bl g 2 g 2 g 2 g OO t(2
—F(t) < —— Yrdr+eq prdr+Cy, Yyde+C ( 9(s)|m.| ds)dx. (2.67)
dt 2 Jo 0 0 0 0

Prova. Multiplicando a equagao (2.6) por 1 temos

jt/L/)zWDdx = /wt x—blfzp d:c—/ / ()%d8>1/1xdx

/0%31/1 dx —k /w dx+p2/1pt dx (2.68)

Multiplicando a equagao (2.5) por w obtemos

d [t L L L
pr plcptw dr = —k/ o, dr + k:/ w? dx + py / prwy dx. (2.69)
0 0

De (2.68) e (2.69) resulta que

—F1 /zz;t x—b1/¢dx /¢dx+k/wda;
p1 /OSOtwt dﬁ—/()(/o ()nxd5>?/)x dz.

[ oot ar <5 [z ar o [{[ooptpas) as

nossa conclusao segue ®

Como

Denotamos por K o funcional

K0) =~ oo [ oo @ s)as) ao
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Seja by := [, g(s)ds. Usando a equagio (2.6) e (2.7) obtemos

CZK( t) = b 01/133(/00;(5)77};(15, s)ds) dzr + /OL< /Ooog(s)n;(:c, s)ds)de — pabo OQZE dx

b [t 00 ([ ottt )is) an s [ [Cotimntesias) ar

/wt / s)ns(z, S)ds /q/;t / s)ns(z s)ds) dx
[ ooty < [( [oomipas). (2.70)

Usando a desigualdade de Poincare’s concluimos que, para cada 5 > 0 existe C., > 0 tal

Como

que

CjltK() — O/wt dx+z—:2/¢ dx+€2/<px dz + C., /L(/OO;(s)my?ds)dx. (2.71)

Para N := N(e1,e3) > 0, denotamos por £(¢) o funcional
E(t) == N(E(t) + Ea(t)) + Fi(t) + N2 K (t). (2.72)
De (2.65)-(2.67) e (2.71) deduzimos que

d NKy (7 [ ) Nk N i
< _ (I
G0 < =5 [([anas)a— 52 +o e ) [ ([ atolmtrashe

b L Napob L
(3~ Nasa) [wide— (22 —c) [0 da
0 0

L L
+51/ @f derNng/ @i dx. (2.73)
0 0

Definimos o funcional Fy(t) como sendo

Fy( /¢t¢x+wdm+ /%%dﬁ—// nxxs)ds>g0tdx

Com as anteriores notacoes temos o seguinte Lema:

Lema 2.12 Para cada €3 > 0, existe uma constante C., > 0 tal que

d N [e's) =L L L
TR0 < (o [ gt sis)e] <k et vPdere [t
z=0 0 0

0 L 0
vou [0 o oy [ [CoeniPas)ae s s [( [oonteas) as
0 0 0
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Prova. Multiplicando a equagao (2.6) por (p, + 1) e usando (2.5) temos que

%FQ( t) = [(wa + /Oog(S)ni(x,s)ds>w$} ::j B k‘/OLMOx . ¢|2 .

+<_ — P2 / Vaitpr dz + /(/002(8)77;(:(;, s)ds)gotd:c. (2.74)

Por outro lado, de (2.7) temos que

?/’xt = 77;15 + 77;:8

Lembrando que by = fo ) ds, resulta que

L L
bo / Yyrpr dx = /
0 0

o0

9(8)Wat dS) @y dx

o0

9(5)nky + 1] ds )i da
[e%) L o)
/ g(s)n, d8>90t dx + / ( / g(s)nSs dS)% dzx
0 0 0
L o) L [e%)
= [ ([ somtds)ocdo— [ ([ gt ds)ed
0 0 0 0
entao

L L [e%) 1 L
/th% dr = — (/ g(s)n, dS)SOt dx — — (/ g'(s)nk d8>s0t dz. (2.75)
0 bO 0 0 bO 0 0

Substituindo (2.75) em (2.74), concluimo

GR = [(oes [T ot sids)e]

b%(%b - 102) /OL< /OO;(S)nitdS)%de - b_o(%b - P2> /OL( /OO;/(S)nid5>S0td$

+ [ otomiie. syis)as (2.76)

Finalmente, usando as hipéteses sobre g em (2.76), nossa conclusao segue. ®

—k?/|90x+¢|2d$

Observacao. Quando as condigoes de fronteira sao do tipo mistas, o termo de fronteira
no ultimo Lema ¢ igual a zero. Em outros casos temos que estimar o termos de fronteira.

Para isto mostramos o seguinte Lema.
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Lema 2.13 Seja q € C'([0, L)) satisfazendo q(0) = —q(L) = 2, e sejam os funcionais
L B 00
o) = o [ (b4 [ gloites)ds) do.
0 0

L
Jo(t) = pl/gotq(x)gox dzx.
0

Entao existe C; > 0 e para cada € > 0 uma constante positiva Cz > 0 tal que

d o0 o0

) 5h@) < [0+ [ genLsds) + (b0 + [ alont0.0ds) ]

0 0

L L L L [e's)
+C1/ V7 dx +§/ @2 dx + Cg/ V2 dx + Cg/ (/ g(s)|77;|2ds> dz,
0 0 0 0 0
d L
(i) ) < —k[EL.0)+20.0) +C [ [+ 2+ 2] do.
0

Prova. Das equagoes (2.6) e (2.7) resulta

) = 3o (oo [Catomtas) T =3 [d@ (oo [Cotmtie )

=0

o) L

—k [aen s o) (b + [ oot s)is) de 2 [t a

0 0

+p2 OL@ZJtQ(fE)(/OOOQ(S)[_%s +¢mt]d8) dx

[e.9] oo

= (o [Conwas) + (.0 + [oonko.9as)]

0 0

-3 Jd@ (e [ ot o) a

b [a@rpatn a2 [0 ae - oo ottt as) a

0 0

b [atw( [otomtteas) ar - 20D [ yayotas

oty [ a(sinife. s)ds) d
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Usando (2.70) e os mesmos argumentos usados para obter (2.65), a conclusao (i) segue.

Para mostrar (i) usamos (2.5), isto é

d L L L
%‘]2( ) = _k/O q( )90:1::1:90:1: dr + k/o ( )Q/JxQOm dx +p1/ Q(x>90t<p:vt dx
k =
Note que

k L k L L
——/ |z + |2 d:cg——/ o2 dx—i—C’/wi dx (2.77)
2 Jo 4 Jo 0
para alguma constante C' > 0. Para § > 0 e N > 0, definimos
F3(t) := Fy(t) + Ny (t) + 6 Ja(t). (2.78)

Entao, usando (2.77), os Lemas 2.12 e 2.13, para £,e3,0 > 0 suficientemente pequenos, e

N suficientemente grande, e para um 0 < 7 < 1, existe C’, > 0 e Cy > 0 tal que

d k[ ) L,
—F3(t) < —= [ |pe+9|"dx+ Cor [ ¢f dx

L 00 00
20 [uzui s oot as+ [oohi? aslan. @)
0 0 0

Finalmente, definimos o funcional

Fu(t) = — /0 L[plgotgo v pzwtw} dz. (2.80)

Usando (2.5) e (2.6) obtemos que

d L L L
SR < —m/ﬁﬁmrwn/th+k/k%+me
0 0

vo [Tz [Cotmiras) . (2.81)

Para 7 suficientemente pequeno temos que

< _
RO+ ZER0}) < 5 [le+ol do—cr[dtarr o[ [vi+ 2] ao

+c// \nx|2ds+/oo(s)\n;t\2ds] v, (282)
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Agora estamos em condigoes de mostrar a taxa polinomial de decaimento da energia de

primeira ordem.

Teorema 2.14 Suponha que (2.10) se verifica e suponha que os dados iniciais satisfazem
()0071/}0€H2ﬂH01<O,L), UOGL§<R+7HQQH(%) and 9017% EH(%«)?L)

Entao a energia de primeira ordem E(t) decai de forma polinomial para zero, isto € existe
uma constante positiva C' independente dos dados iniciais tal que

C
B(0) < (B0) + E0)).
Além disso, se Uy := (@0, @1, 00, %1,m) € D(AF), entdo
C
1T () Usll < t_:HAkUOHH-

Prova. Introduzimos o funcional £(t) como sendo:

2027'
- F4(t)}.

De (2.73) e (2.82), tomando pu, €1, £2 pequenos e Ny, N grandes, obtemos

L(t):=E(t) + u{Fg(t) +

%E(t) < —aB(t)

para algum o > 0. Entao

a / "B(s)ds < £(0) — £(t) . Vi >0, (2.83)
Por outro lado, é simples Ver(i)ﬁcar que existe uma constante 3 > 0 tal que
L(0) — L(t) < BE(0) + Es(0)) , V¥t > 0. (2.84)
De (2.83)-(2.84) obtemos
/0 ' B(s)ds < g(E(O) + By(0)). (2.85)
Finalmente, como
%{tE(t)} — E(t) + t%E(t) < E(t),
de (2.85) obtemos
E() < S(B0) + B:(0))

t
onde C' = g > 0. Finalmente, se Uy € D(A*) usamos o resultado de Priiss [32]. =
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2.6 Problema Aberto

Note que, na se¢ao 2.4, o nao decaimento exponencial é provado nos casos onde as condigoes
de fronteira sao do tipo misto. No caso onde as condicoes de fronteira sao do tipo Dirichlet,

isto é quando

gD(O,t) = ¢<Lvt> = ¢(07t) = ’(/)(L,t) = nt(ov S) = nt(L78) = 0, st>0,

os argumentos anteriores nao podem ser usados porque nao é possivel obter representacao
para as solugoes do sistema (2.53)-(2.55) em funcao de senos e cosenos. Portanto o Teorema

(2.10) nao se aplica para estas condi¢oes de fronteira.



Capitulo 3

Decaimento Exponencial para
Sistemas de Timoshenko com
Dissipacao de Memoria Indefinida

3.1 Introducao

Neste capitulo consideramos o sistema linear de Timoshenko com memoria dado por
P11t — k(gpm + 1/1)33 =0 in (07 L) X (07 00)7 (31)
P2 — bibay + k(pr + ) + g% [0hze — k(x +¢)] = 0 in (0,L) x (0,00)(3.2)

onde pq, po, k e b sdo constantes positivas e por g * f denotamos a convolu¢ao no tempo, a

qual é definida como sendo

gef = [ ote-s56)s

As fungoes ¢ e 1 descrevem o deslocamento transversal e angular de uma barra, respecti-

vamente. As condicoes de fronteira que consideramos sao dadas por
0(0,t) = (L, ) = 12(0,1) = ¢ (L,t) = 0, t=0, (3.3)
com condigoes iniciais dadas por
(- 0) =0, @(0) =1, ¥(,0)=2vo, ¢(,0)=1v1 in (0,L) (3.4)
E importante notar aqui que nosso resultado é valido para varias condigoes de fronteira.

39
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Neste capitulo discutimos a estabilidade exponencial das solucoes do sistema anterior.
Isto é, mostraremos condigoes sobre as constantes do sistema e sobre o nicleo g para obter

decaimento exponencial das solugoes de (3.1)-(3.2).

E bem conhecido que, no caso g = 0, o sistema (3.1)-(3.2) é um sistema puramente
hiperbdlico para o qual a energia é conservada e a solugao, respectivamente a energia, nao
decaem em geral. Quando o termo de memodria g x 1) em (3.2) é substituido por uma
dissipacdo friccional, como por exemplo a funcdo b(z)i,,b > 0, Soufyne [36] mostra o
decaimento exponencial do sistema linearizado se e somente se

PL_ P2

-2 (3.5)

é valido, isto é, se e somente se a velocidade das ondas associadas a (3.1)-(3.2), respec-
tivamente, sao iguais. Em [2] Rivera e outros, mostram a estabilidade exponencial para
o sistema anterior se e somente se (3.5) se verifica. Num recente trabalho [25] os autores
estudam a estabilidade exponencial do sistema substituindo o termo ¢ * ¢ em (3.2) por
um termo de historia [ g(t — )by, (s, 2)ds, usando também (3.5). Um ponto importante
a ser visto aqui, é que em todos os trabalhos mencionados se considera o nucleo g com
propriedades dissipativas, isto é g(t) > 0, ¢’(t) < 0, e também ¢"(t) > 0.

O resultado principal deste capitulo é remover todas estas condigoes dissipativas e em

seu lugar considerar a positividade do nucleo em t = 0, isto é

g € W*H(R)N C*(RM) (3.6)
90 =9(0) >0 (3.7)
lgt)] < Cye™,  |d'(t)] < C’geﬂt . ")) < C’;'e_w . Vt>0. (3.8)

onde v e C, sdo constantes positivas, e mostrar que o sistema (3.1)-(3.2) é exponencialmente
estavel se e somente se (3.5) se verifica. Note que, em particular, (3.6)-(3.8) implicam que o
sistema nao é do tipo dissipativo. Isto significa que mostraremos o decaimento exponencial
das solugoes do sistema (3.1)-(3.2) quando g, ¢’ e ¢” podem trocar de sinal. Em particular
nosso resultado é valido para ntcleos que sdao nilos num intervalo [a,oo[, para algum
a > 0. O método que usaremos pra mostrar o decaimento exponencial esta baseando em

argumentos de ponto fixo, similares aos usados em [26].

Este capitulo esta dividido em 6 secoes. Na seguinte secao 3.2 introduzimos as notagoes
e a analise funcional necessaria para este capitulo. Na se¢ao 3.3 estudamos o sistema de

Timoshenko com dissipacao friccional, para obter uma taxa de decaimento que sera usada
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para mostrar o decaimento exponencial no caso nao dissipativo, estudado na secao 3.4. Na
secao 3.5 consideramos o sistema de Timoshenko com dupla dissipacao, isto é, introduzimos
o efeito de memoria nas duas equacoes do sistema. Neste caso a restricao sob os coeficientes
nao € necessaria. Logo, para mostrar a estabilidade exponencial é somente necessaria a

hip6teses sobre os nucleos.

3.2 Notacoes e Formulacao em Semigrupos

Seja r o nucleo resolvente de % g(t), isto é a solucao da seguinte equacao de Volterra

r(6) = 2(g+7)(8) = 79(0). 3.9

Entao temos . .
r
7(1) = 34/(6) + (1) + 307 % 9)(1),

onde rg = r(0) = go > 0. Com as notagoes anteriores temos

Lema 3.1 Seja h e g funcoes satisfazendo as sequintes condigoes
|h(t)] < Cre™* and lg(t)] < Cye vVt >0
onde v, Cp,Cy > 0 com Cy < 7y, entao a solugao r da sequinte equacao de Volterra

r(t) = h(t) + (g *7)(1)

satisfaz
C —Ir
r()] < Gy =) e , Vt>0
Y Yr — C’g

para v, > 0 tal que Cy < v —,.

Prova. Ver [26]. =

Observagao. Usando o Lema anterior e a hipdteses (3.8), temos que r’ decai exponencial-

mente. Isto é, dado g definido como no Lema anterior, concluimos que

r'(t) = w(t) + (g% 1)(t)
com w(t) = ¢'(t) + rog(t). Também temos que

|T,(t)| < Cw(7 - 77”)

< et V>0
Y=Y = Cg
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onde 7,» > 0 tal que C; < v — 7,». Andlogamente temos
r(t) = h(t) + (g = r")(1)
com h(t) = ¢"(t) + rog'(t) + rog(t). Entao

C — Yy
|T”(t)| < h(’y Y ) e Vit ’ Vi > 0
Y= Vet — Cg
onde y,» > 0 tal que Cy < 7y — .

Para dar uma formulacao precisa do problema de evolucao, introduzimos o espaco de
Hilbert

H = Hy(0,L) x L*(0, L) x H}(0,L) x L0, L), (3.10)
Ccom
L
L2(0,L) = {v € L2(0,L) - /v dr = 0}, (3.11)
0
L
HY0,L) = {v c HY(0,L) - /v dz = 0}, (3.12)
0
e norma dada por
WUIR, = pulle®|[2e + pollu|[72 + Bllug] 72 + klug +@®[[2 (3.13)

onde U = (ul,u? u?,u?) € H.

Finalmente, definimos os espagos de decaimento K¢ ., M¢c como sendo

Koo = {feL“(R*;Hj(O,L)) . sup [et5||meLz] <C } (3.14)

teR+

M. = {(¢1,¢2)eLOO(R+;H01><Hj(o,L)):

sup [e“(|[¢3]13: + llok + 0°l13)] < €}, (3.15)

teR+

onde (', e sao constantes positivas que fixaremos adiante.
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3.3 Problema Equivalente

Neste secao, usando a equagao resolvente, transformamos o sistema original em um outro
sistema para o qual mostramos, usando argumentos de ponto fixo, que a solucao decai
exponencialmente para zero. Este resultado implicarda que a solugao do sistema original

também decai exponencialmente para zero.

Denotamos F' por

F = p2¢tt s (316)

entao usando a equagao (3.2) temos

F = [0gn — k(pe + )] — g% [0 — k(02 + )] (3.17)

Usando a identidade do nucleo do resolvente podemos reescrever (3.17) como
e — k(pe +1) = F+rxF. (3.18)
De (3.18) e (3.16) temos

patli — bibyy + parg + k(ps +0) + parothe = parthr + par’tho + pa(r” %)), (3.19)

Isto é, nosso sistema original (3.1)-(3.2) é equivalente com

(e}
—
Nt
DO
]

prow — k(ps + ), =
prtt - wax + k(@x + ,QZ)) + p2T0wt = P (321)

onde
P = poripr + par'yo — pargh + pa(r” % ),
Para mostrar o decaimento exponencial das solugdes de (3.1)-(3.2) é suficiente mostrar o

decaimento exponencial da solucao de (3.20)-(3.21). Para isto definimos a aplicagdo 7 que

para cada f associa a solugao 1 do sistema

p1ow — k(pe + ) = 0 (3.22)
Pz@/)tt - bwa:x + k:(SOJ: + w) + pZTOd)t = Pf (323)
onde
Py = poripy + par’thg — par( f + pa(r” * f)
isto é

Tf =1



44 CAPITULO 3. DISSIPACAO DE MEMORIA INDEFINIDA

Mostraremos que 7 possui um ponto fixo em K¢ .. Este resultado implicard que a solucao
do sistema anterior decai exponencialmente para zero, o qual significa que a solucao de

nosso sistema original também decai exponencialmente para zero.

Nosso ponto de partida é o estudo do sistema homogéneo

prgw — k(pe + ), = 0 (3.24)
P2y — by + k(py + ¥) + paroy = 0. (3.25)

Usando teoria de semigrupos e o resultado de Priiss [31], mostraremos que o sistema é
exponencialmente estavel se e somente se (3.5) se verifica. Logo usando o Teorema do
Ponto Fixo provaremos que esta taxa de decaimento também se verifica para o sistema
(3.20)-(3.21) o qual em particular implicard o decaimento exponencial do sistema (3.1)-
(3.2).

Apresentamos agora a formulagao em semigrupos que sera usada nas seguintes segoes.
Seja U = (¢, @i, ¥, 0), entdo U formalmente satisfaz

Ut = AU ) U(O> = UO
onde Uy = (800, <P1,¢0>¢1)/ e A ¢é dado por
0 I() 0 0
k 92 k
e 50z() 0 - 0:(+) 0 o
a 0 0 0 I(") ( ' )

“Eo.() 0 (= ETELR)() —rel()
com dominio

D(A) = { U= (u'v v u)YeH : u'eH*0,L), v*€ Hy0,L),

WP e HX0,L), e HY0,L), u'e HN0,L) }

Nao é complicado mostrar que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes
S(t) = " no espaco H. Em relacio & taxa de decaimento temos que o semigrupo S(t)
sobre H é exponencialmente estével, ver [28]. Aqui usaremos argumentos similares para
obter uma taxa explicita de decaimento que vai depender das constantes do sistema. Para
fazer isto, pela conhecida caracterizacao da estabilidade exponencial de semigrupos de

contragoes (ver [33]), é suficiente e necessério mostrar que, para algum nimero real p < 0:

{AeC : Re(\)>u} ColA (conjunto resolvente) (3.27)
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3C >0 : |[M—-A)7Y <M paratodo Re(\) > p. (3.28)
Em nosso caso a equacao resolvente é dada por
Mt —u? =
A — k(u, +u?), = pof?
B —ut = 3
Apgut — bud + k(ul +u®) + porout = pof?.
Mostraremos a desigualdade (3.28) usando os seguintes Lemas.

Lema 3.2 Suponha que as hipdteses (3.6)-(3.8) se verificam. FEntao para cada F € H,

existe uma constante positiva C > 0 tal que

L
(ReM)[[U1I3, + p27“o/ [u*| dz < CUJl1F [l
0

Prova. Multiplicando (3.30) por u2 e integrando em [0, L] obtemos

L L o L
Apl/ |u?? do + k/ (ul +u)u2 dx = pl/ f*u? dz,

0 0 0

usando a equagao (3.29) teremos

L L o L L o
oo / 2 do + Nk / (! + ¥l do = py / P do + / (T dr. (3.33)
0 0 0 0

Por outro lado, multiplicando a equacio (3.32) por u4 e integrando sobre [0, L] obtemos

L L L L L
)\,02/ lu*|? dx + b/ udud dx + k/ (ul + u)ut de +p2r0/ [u*|? do = pg/ frut da,
0 0 0 B 0 0

-~ -~

=1 =1

substituindo u* dado por (3.31) em I; e I, respectivamente, teremos
L L L o L
)\pQ/ |ut? do + b)x/ |ud|* do + k)\/ (ul + u?)ud do + pgr(]/ |ut| dx
0 0 0 0

L L L
= P2 / frut do + b/ ud f3 da + k/ (ul +u)f3de.  (3.34)
0 0 0
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Somando (3.33) e (3.34) e tomando a parte real nossa conclusao segue. ®

Para estimar u3 introduzimos o seguinte multiplicador
w(0) =w(L) =0. (3.35)
Note que w pode ser escrito como sendo
T T L
w(x) = — / u?(y)dy + E/ u?(y) doe = G(u?)(2).
0 0
Nosso seguinte passo é calcular u?.

Lema 3.3 Com as mesmas hipdteses do Lema 3.2, existe C' > 0 tal que
L L L L

b [l s < Ul Flloc+ po [ 1a'F dat raps [ ulle?] o+ py [ Tul|Gt)| do
0 0 0 0

Prova. Multiplicando (3.32) por u? resulta

L L
)\pg/ v dr 40| |ul|? derk/
0 o Jo 0

-~

=1y

L

L
wlud do + k[ |u)? derrOpg/ B dr = /fu3dx
0

substituindo u3 dado por (3.31) em I obtemos

L L L Ap
b/|ui|2dx+k‘/|u3|2dx+k:/uiu3dx: 2/| Y2d
0 0 0

e —3 Ap2 b=
—Topz/ utud dx + p2/ fhud do — T/ u'f3 dx.  (3.36)
0 0 0

Por outro lado, multiplicando (3.30) por w temos

k/ ulwy, do —k /\wx|2 Apl/u [G(u4)+G(f3)} dz + p /OLfQEda:. (3.37)

Como
L L
l— 7. _ 173
/%fw:r d:c——/umu dz
0 0

concluimos de (3.36)-(3.37) que

/|u32dx+k:/ [u?? do — /|wgc|2 :—)\)\ /| ut|? dx +>\§1 uG(u4) dx
0

)\02 L4— L2 )\/)2 L4—
)\ (f3)d:1:—r0p2/uu3dx+p1/fwdx+p/fu3dx S /uf3d:c.
0 0 0




3.3. PROBLEMA EQUIVALENTE

L L
/ lw,|* do < / lu?|? dx
0 0

tomando a parte real das equagoes anteriores nossa conclusao segue. m

Finalmente, como

O seguinte passo ¢ estimar o termo ||ul + u?||2,.

Lema 3.4 Com as mesmas hipoteses do Lema 3.2 e supondo que

entdo existe uma constante positiva C' tal que

L L L
k:/ i+ P de < ONUIlFlln + o / W2 de + po / [+ | de
0 0 0

L
sl e [ Judlh| da.
0
Prova. Multiplicando (3.32) por ul 4+ u3 temos

L L L
)\pg/ ut(ul 4+ ud) do + / ud(ul +ud), do +k/ |ul +u?| do
0 0 0

TV
=I5

L L
+,02r0/ u(ul +ud) do = pg/ fA(ul + ud) da.
0 0

Substituindo (ul + u?), dado por (3.30) obtemos

L L Nopy [F L
>\p2/ uul d:z:—l—)\pg/ utud d:c+T/ ulu? d:c+k/ lul +u?|* do
0 0 0 0

N~ ~~

=Ig =I7
L oy [F e L

sy [Tl s do = 2 [ o= gy [T d
0 0 0

Substituindo u! dado por (3.29) e u* dado por (3.31) em I resulta

A\ L A L A i
Is = — _pz/uiu2dx—ﬁ/u4f§dx+£/f?’ugdx.
A 0 A 0 A 0

47

(3.38)

(3.39)
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Usando (3.31) em [7 teremos que

A A
I = ”2/\ u)? dx + ”2/ ulf3 da. (3.40)
A A Jo
Entao, usando (3.39) e (3.40) em (3.38) obtemos (aqui a hipétese (3.5) aparece)
r A bA L
k/\ui—l—u?’ﬁd:c = ( XP2_/J1]€ )pz/uizﬂdaz—l— \u42d3:— 27’0/ Hul +ud) da
0 0

+p;:b/ 3f2dx+p/f u1+u3)d

>\ A L
pQ/f3 2, dy — 222 4f3d fQ/u‘lf; dz. (3.41)
0

Seja A = v + i€, entao de (3.5) temos

N L
0

%()\ —XQ)/L %2 dr

h/g‘ f2/ \ux||u2|dx

< pab / a2 u?] da
0

IN

L
< palRe] [l da (.42
0

Logo, tomando a norma e usando (3.42) em (3.41) nossa conclusao segue. m

Lema 3.5 Com as notagoes anteriores, existe C > 0 tal que
L 3k (L L
o WP de < WUl Flle+ % [ Jub+ ol do+ 2L [l do,
0 0 0
Prova. Multiplicando (3.30) por u! e integrando sobre [0, L] obtemos

L L L
A\p1 / w*ul dx +/<;/ (ul +u*ul de =p, | f2ul do.
0 0 0
=1y

Logo, substituindo u!' dado por (3.29) em Ig, e usando a desigualdade de Poincaré nossa

conclusao segue. m

Com a ajuda destes Lemas mostraremos um de nossos primeiros resultados desta secao.
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Teorema 3.6 Suponha que se verificam as hipdteses (3.6)-(3.8), que os dados iniciais

satisfazem
Yo € H&(O7L) "2 S L2(07 L) ) %Uo € Hi(ov L) and ¢1 € Li(O7L)

e suponha que
P _ P2

k b
Entao a energia associada ao sistema (3.24)-(3.25) decai exponencialmente para zero, isto

¢ existem constantes positivas M, « independentes dos dados iniciais, tal que

E(t) < ME(0)e ", vt > 0.

Prova. E suficiente verificar as condicdes (3.27) e (3.28), ver [31]. De fato, sejam U =
(ul, u? v, ut) e F = (fY f2, f3, f4) satisfazendo (3.29)-(3.32), entao do Lema 3.2, temos

(ReM[|UI7, + parol[u*||* < ClIUl[|F |3 (3.43)
Do Lema 3.5, temos
21 [w?l|72 < CIF|wl|U e + 3KJuy, + 6|72 + 4k L?[[ul][72 (3.44)

Por outro lado temos que

L 22 L Jy
pg/ Jut||ul +u?| do < A/ |u|? de‘+—/ lul +u?|? do (3.45)
0 2k Jo 2 Jo

e, para Re(\) < 0 temos

LR 217 1 )
—patte) [Tl de < —pare(h) (2 + 3 ) U (3.46)
0 pr 20
Logo, usando (3.45) e (3.46) no Lema resulta

2T2
il 4P < CallTl Fllc+ 8 (e + 2220 ) 1

20?1 ,
— — + = . 4
soare() (2 + 55 ) 101 (3.47)

Seja
207 1 pord
K :=8pm|—+—=)>0 d Ky:=8[(1+22)>0 3.48
1 P2 < o + 2()) an 2 < + ok 5 (3.48)
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entao, somando (3.44) e (3.47) existe C3 > 0 tal que
2)|2 1,32 412 2
2pul[el[e + Kllug + w72 < Cs|[Fll2[Ull3 + Kaps||[u'||” = Re(AM) KLUl (3.49)

Também, do Lema 3.3, existe Cy > 0 tal que

bllu|l7: < CullFllal|Ull + Kspo| [u'l]? + palJu?][7 (3.50)

onde 0722 A2
K3 :=2 (1 + ;“Opz + p1) > 0. (3.51)

P2

Entao, somando (3.49) e (3.50) teremos

pul|u?||32 + Klluy 4+ u®||7o + bl[udl|72 < Cs||F || U] |x (3.52)
+(K2 + K3)po|[u*||* = Re(N) K:||U |3

Finalmente, de (3.43) deduzimos que

Ko+ K:+1
(—) (ReNUI + (Ka + Ky + Dpolla | < CullUlll Fllrs— (353)

logo, somando (3.52) e (3.53) teremos que

Ko+ Ks+1
To

) (ReMNUI3 + 1017 < CullUllnll Fllre — Re(\) K1 [[U|I7,

de onde resulta que

7o
TOK1+K2+K3+1

[Re<A>+ (Ul < Coll Flln

Isto implica que

To
TOK1+K2—|—K3+1

[|[(AI = A)7Y| <M forall Re(\) >

Note que a taxa de decaimento da solucao é dada por

To
>0
TOK1+K2+K3+1

(3.54)

onde K7, K3, K3 sao definidos em (3.48) e (3.51). Assim nossa conclusao segue. ®

Tendo mostrado que a condigao (3.5) é suficiente para a estabilidade exponencial, agora

veremos que esta também ¢é uma condi¢ao necessaria, usando as condigoes (3.27)-(3.28).
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Teorema 3.7 Suponha que (3.5) nao se verifica. Entao o semigrupo associando ao sistema

(8.24)-(3.25) ndo € exponencialmente estdvel.

Prova. E suficiente mostrar a existéncia de seqiiéncias (Ay)n C R e (F,), C H com
lim |\,| = oo,
tal que (i\,I — A)U, = F, é limitada e

lim [|U,]]5 = oo.
n—oo

Escolhemos F' = F,, com

F=(0,f%0,fY
onde
Fa) =sen(0Az) ,  f4(z) == cos(6)z)
com
5= % : )\E/\n::gl—z (n € N).

A solucao U = (v, v? 03, v1) de (iA[ — A)U = F, verifica

it —v? =0 (3.55)
k k
i? — —vr — —vd = f? (3.56)
P1 P1
ixv® — ot =0 (3.57)
b k k
it — =3+ —ol 4+ =03 frevt = £ (3.58)
P2 P2 P2
Eliminando v2, v* obtemos,
k k
Ml — —ol — —3 = f? (3.59)
P1 P1
b k k
A% — =2+ —vl + —0 A = L (3.60)
P2 P2 P2

Isto pode ser solucionado por

v!(x) = Asen (6)z) , v*(x) = Bcos(d)x)
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onde A e B dependem de \ e serao determinadas explicitamente a seguir. Observe que

esta escolha é compativel com as condicoes de fronteira e com a escolha de f2 e f*. Para

verificar (3.59)-(3.60) é necessério e suficiente que A, B verifiquem

(352 ~1)2A+ kB =1
P1 1
b k k
(S-6% = 1)+ —0AA+ B+ iAreB = 1.
P2 P2 b
Como p—kl52 = 1, concluimos de (3.61)
p1 1
B=—/2 <
kN

e logo de (3.62) que

b A2 pik A kXN k
Lembrando que
v? = idv' = i\Asen (6)x)

entao
2 Zpg 1 prg TopP2 Zb(pg pl)
= ——.< — 4+ — (=== A OAT).
v(x) ( 2 A+\/ﬂ+ k +k P sen (JAx)
Note que

2

b k

L
0?2 = / WP da
0
L b ) b
02 ZTOP2+_(/)2 P1>)\

1
b A ok kk

’ éfi(@ AP
4 k2

L P2 1 bpg _ i?"opg

> .
= 2N Uk k

bounded as x—oo

b k

entao encontramos que

lim [|U,[7, > lim [[o[|7. = oo
A—00 A—00

o qual completa a prova. =

(3.61)

(3.62)

(3.63)
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3.4 Decaimento Exponencial

Consideramos agora o seguinte sistema

@)
2
(@]
W~
~

P18 — k(Pz + @)m =
p21/;tt - bl;m:r + k(@x + 1;) + 7’0/)21&6 = R> (365)

onde
R = por(t)Pi(z) — parof + par’ (t)ho(x) — pa(r” * [)
com f € K¢ .. Denotemos por U = (@,gbt,d;,@t)’ e
B(t) = (0,0,0, rt)i(x) —rof + 7' (E)bo(z) — (" = f) ). (3.66)
Entao, o sistema (3.64)-(3.65) pode ser escrito como sendo

U,(t) = AU(t) + B(t)
{ U(0) = Uy,

onde o operador A é definido como na segao previa. A “mild solution”do sistema (3.64)-

(3.65) pode ser representada por
t
Ut) = SU(0) + / S(t— s)B(s)ds. (3.67)
0
onde U(t) := (uq(t), ua(t), us(t), us(t)). Agora definimos o funcional 7" da forma

VfeKe: , T(f)=us(t),

onde u3(t) é a terceira componente da solucao de (3.64)-(3.65), por teoria de semigrupos.

Lembrando a defini¢ao das constantes vy, Cy, Cy, 7y, 7+ do Lema 3.1, o seguinte Lema

se verifica.

Lema 3.8 Assumindo as hipdteses (3.6)-(3.8). Seja f € Ko com 0 < ¢ < min{a, v, },
onde K¢ € dado por (3.14). Se

[p2 (2L|r! 2LCH (Y —
P @( |7°o|Jr n(y — ) ><17
b « (’Y - Ve — Cg)’Yr”a

entio T (Kc.) C Ko se verifica para C' suficientemente grande.
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Prova. De (3.67) temos

WOl < 1150) ||H+/ 1S(t = $)B(3) I
< [[U(0)][ne” ‘“+/0 —alt=9)|| B(s)||¢ds.
onde
1B(s)ll = /pall ()zm—'rof() <s>wo—(r”*f)(s)HLz- (3.68)
N——
—11 —12 :213 =14
Note que
ho< A

I, < 2CL\/pslryle™,

Ly/7z Culy = )
N \/E Y=Y Cg
WCLCH — )

('7 - Y — Cg)(’yr” - 5)

e U 0)[,

Usando as anteriores desigualdades, lembrando (3.66), e usando as condigoes (3.8), pelo

Lema 3.1, obtemos

C, —Ir) _—~ps —€s
B < 070 s |00) ¢ + 2CL B3 e
’7_77"_09

LIVP Colty =) s
Y S —) T (015

20LCK(y —vr)
ecs 3.69
(v =y = Cyg) (v — €) (3.69)

sempre que 0 < & < y,» e Cy <min{y — v,,7 — ¥, — Yo~ }. Logo temos

Cg(’)/ - ’Vr) L\/p_2 Cw(’y - 77"’)
||U<0>||H<1+w_%_cg)(a_e)* Vo w—w—cg)(a—e))

2LIro| 2LCK(y — ) et
e (3 e ) ] ‘ (370

WU@)]l= <
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desde que 0 < ¢ < a. Como
U113 = palle?|[Z2 + pellu([Z2 + OllugllZs + Ellu, + |7
> blluzllzs .
entao
1Tl = Vol[u3]]e. (3.71)
Usando (3.71) em (3.70) encontramos que

w3| 2 P2 Cy(y —w) L./p2 Cuw(y —vm)
e < \E CETTen e Ry (7_%,_09)(&_5))

U(0)]1 (1 ;

2L|r{| 2LCKW(y — ) ) 3
+C ( o+ eet 3.72
a—c (Y= —Cy)(y —e)(a—¢) (872)

Por hipéteses, existe 0 < ¢ < min{a, 7, 7,~} tal que

pa (2L 2LCH(Y — o) o

Logo, escolhendo C' suficientemente grande tal que

P2 Cy(v — 1) Ly Culy =)
Vi o1+ o= g+ P e =g ] <0¢
teremos de (3.72) que

w2 < Ce. (3.73)

Isto implica que T (f) = us(t) € Ko.. m

Nosso seguinte passo é mostrar que 7 é uma contracao. Para isto usaremos as hipéteses
do Lema (3.8).

Lema 3.9 Suponha as mesmas hipoteses do 3.8, entao T € uma contracao.

Prova. Considere os seguintes sistemas
Pl — k(@ + 0. = 0
oty — bk, + k(L + 0 + ropadhl = par(D)ibr(x) — parh f* + par' ()t () — pa(r” * f1)

PO =0 , 210)=¢1 , D0) =1y , UH0) =1
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p&y —k(@s +4%), = 0
po? — b2, + k(@2 + U) 4+ ropat? = por(t)ibn(z) — porp f2 + par’(t)o (@) — pa(r” * f?)
PO =, FO)=¢1 . P(0)=4vo . $(0)=1r

Sendo v = @' — 3%, n =y — 2 e ¢ = f! — f2, encontramos que

prvie = K(ve +1)s = 0
P2 — DNy + /{Z(Vm + 77) + Tropony = _p2T6¢ _ /)2(7’” " (b)
v(0)=0, ©»0)=0, n0) =0, n(0)=0.

Denotando por V := (v,vy,n,m) e By := (0,0,0, —r{¢ — r" * ¢)', podemos escrever V en

termos de semigrupos, da forma
t
V(t) = / S(t — s)By(s)ds.

0

Como S(t) é exponencialmente estavel, teremos que
t
IVOlhe < [ e 118, (5) s

Podemos estimar

1Bs(s)lre < V/p2 [Irolllé(s)l]z2 + [|(r" * )(s)]] 2]
2L\/palroll|62(5)]] L2 + 2L\/E/Osl'f’”(s = T)|{[@2(7)[ 2d7

IN

Logo encontramos que

t
||V(t>HH < 2L\/E|T6H|¢m<3)HLOO(07T;L2)/ e t=s) 1o
0
¢ t
+2L\/E||¢m<7->||Loo(0’T;L2)/ e—oz(t—s)ds/ |7,//<7_>|d7_
0 0
/ 1
S 2L\/p_2|T0|'||¢$(S)||L°°(0,T;L2)a

1 t
2L El6o morarg [ 17(lds
0
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Por outro lado, se verifica
VOl > VOl[ud]] 2.

Das duas desigualdades anteriores deduzimos que

p2 2L|r{
il < /2208 o

(0%

1 o
2Ly /26, liorany [ 1"l
@ Jo

e usando o Lema 3.1 encontramos que

2L|r! 2LCh(y — Yy
|| < \/@( Irol h(y = ) )||U§||L2-
b a (v = e — Cg) v

o qual implica, usando o Lema 3.8, que 7 é uma contracao. |

Com estes Lemas, agora mostraremos a estabilidade exponencial do sistema (3.1)-(3.2),

por argumentos de ponto fixo.

Teorema 3.10 Supondo as mesmas hipdteses do Lema 3.8. Entdo a solucao do sistema

(8.1)-(3.2) decai exponencialmente.

Prova. Como o operador 7 ¢ uma contragao sobre o espago L (R™; H!(0, L)) e invariante

sobre K¢ ., entao existe um ponto fixo denotado por f em K¢, isto é

T(f) =7

Note que, por definigdo 7 (f) = us(t) é a terceira componente da solugao U(t) de (3.64)-

(3.65)—por teoria de semigrupos— isto é

U(t) = (ua(t), ua(t), us(t), ua(t)) == (@, 1,9, ¢1).

Conseqiientemente o sistema (3.64)-(3.65) pode ser escrito como sendo

prow — k(e +1). = 0 (3.74)
path — Wag + k(0o +0) + parothy = parihy — parg + par’thy — pa(r” x1p). (3.75)

Entao temos que ¢ € K¢ implica que o lado direito do sistema (3.74)-(3.75) decai expo-

nencialmente, logo a solugao (p,) decai exponencialmente. Como o problema anterior é
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equivalente ao sistema (3.1)-(3.2), nossa conclusao segue. ®

Observagao. A maneira de exemplo, nosso resultado pode ser aplicado ao estudo do
comportamento assimptdtico da solucdo relativa ao problema (3.1)-(3.2) quando L =1 e

p1 = p2 = k =b=1, considerando a funcao relaxagao como sendo

g(t) = c cos(ft)e™,

onde ¢, v € Rt, 5 € R. Neste caso,

C
e e e T

Como

§(t) = —c[Bsen (Bt) + yeos(B)] e, gy = —cv. Th = (=)

g'(t) = cl(v* = B?) cos(Bt) + 2Bysen (Bt)]e™™,

os quais podem ser escritos da forma

J(O) = —eV/7P+ Poen (Bt + 67, by = avceos L

g'(t) = —c(y* + B*)sen (Bt +0y)e™ ", 0y = arccos 52‘6|"’YY

e lembrando o Lema 3.1, a funcao h pode ser escrita como

h(t) = —c(v*+ BHsen (Bt + 0)e™ " — *\/42 + B2sen (Bt + 0,)e™ "
+(c — 7)c* cos(Bt)e .
Entao, Cy, = c(v* + (%) + 2\/7% + 32 + |c — 7|, Conseqiientemente, fazendo v = 2c,

temos

Cp < (13+V13+1)¢

Nosso propédsito é encontrar c e v tal que

2 ! 20 - r//
T:(ITOIJr (v v))<1
a (v =y = Cy)yma

isto é

2 — 7 2 2 1
T = (20(862+20c+19)+ Cn(y = 7)(8¢” + 20c + 9)) 1

(’)/ — ’)/T// — Cg>’)/7.//c
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Escolhendo v, = ¢/2, observamos que ¢ deve verificar
G(c) == [2+4(13 + V13 + 1)](8¢* + 20c 4+ 19)¢ < 1.

Fazendo ¢y = 7.107%, temos de fato que G(c) < 1. Logo a funcao relaxaciao pode ser

escolhida da forma
—2cot

g(t) = cocos(3cot)e

3.5 Efeito de Memodria Completo
Nesta secao consideramos o sistema

pl@tt - k(gpm + 1/}):1: + f * [k’(gpx + w)r] = 0 in (07 L) X RJrv (376)
P2y — Dy + k(0p + ) + g * [Dhye — k(0p + )] =0 in (0,L) x R, (3.77)

onde f possui as mesmas hipé6teses de g em (3.6)-(3.8). Neste caso mostraremos o decai-
mento exponencial das solugoes para ntcleos nao dissipativos f e g, onde as constantes
p1, P2, b e k sao arbitrarias. Para isto usaremos os mesmos argumentos usados na segao

anterior.

Denotemos por

= p1Pu (3.78)
= Py (3.79)
Entao, podemos escrever
k(oo +1¥); = FHuvxF (3.80)
b — k(pe +0) = G+r*xG (3.81)

onde v, 7 sdo os nucleos resolventes de f(t) e g(t), respectivamente. Entao, substituindo
(3.78)-(3.79) em (3.80)-(3.81) obtemos o seguinte sistema de Timoshenko

prew — k(pe + V)2 + proops — prows + prvge — prv'eo + pr(v” x ) =0 (3.82)

P20y — bihyy + k(%: + w) + parot)y — paripr + /)27’61P - Pzrlwo + /)2(7’” * w) =0, (383)
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onde este sistema é equivalente ao sistema (3.76)-(3.77). Como no caso anterior, nosso

ponto de partida é o estudo do sistema homogéneo
prow — k(@e +¥)e + proogr = 0 (3.84)

pathy — Dby + k(s + ) + parothy = 0. (3.85)

Para este sistema, usando os mesmos argumentos aos usados no Teorema 3.6 teremos o

seguinte resultado referente a estabilidade exponencial.

Teorema 3.11 Suponha que f e g verificam as hipdteses (3.6)-(3.8). Sejam os dados
1MiCLaLs
Yo € H&(O7L) "2 S L2(07 L) ) %Uo € Hi(ov L) and ¢1 € L2(07L)

Entao, a energia associada ao sistema (3.84)-(3.85) decai exponencialmente para zero, para

qualquer relacdo entre as constantes do sistema.

Agora, usando argumentos de ponto fixo, mostramos a estabilidade exponencial do

sistema equivalente. Consideramos o seguinte sistema
pr¢u — k(o +0)e + proodr = progs — propft 4 oo — pr(v” + 1) (3.86)
ot — bug + b(Be + ) + ropathe = parthy — parh f* + par'vho — pa(r” * £2). (3.87)

onde f!, f? sao fungoes que escolheremos adiante. Seja U(t) = (uy(t), us(t), us(t), us(t)) e

seja
Bi(t) = (0, v(t)pi(x) —vpf' +v'(t)o(x) — (0" % f1)
0, r(t)r(x) = rof* +r'()o(z) — (" = f2) ). (3.88)

onde o operador A é definido como na secao 3.3. Logo, a “mild solution” do sistema
(3.86)-(3.87) pode ser escrita da forma

Ut) = S(HU0) + / ' S(t— 9)By(s)ds. (3.89)

Introduzimos agora o operador 7; definida como

V(fl,]d) € MC@ ) ’Tl<flaf2) = (u1<t),U3<t)),
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onde (uy(t),us(t), us(t), us(t)) é a solugao (via teoria de semigrupos) de (3.86)-(3.87), e
M, é definido por (3.15).
Entao, como no Lema (3.8), podemos mostrar que 7;(Mc.) C Mc,, e logo que 7; é

uma contragao sobre o espaco L™ (R™; H} x H!(0, L)), isto é

T P o mesmixmiony < TN P oo micmo,n)

onde a constante de contracao 7 depende da taxa de decaimento exponencial dos nicleos
f,g. Conseqiientemente, usando argumentos de ponto fixo (ver Teorema 3.10), teremos o

seguinte Teorema.

Teorema 3.12 Suponha que f e g verificam as hipdteses (3.6)-(3.8). Entao, para qualquer

constante p1, pa, b e k, a solugao do sistema (3.76)-(3.77) decai exponencialmente.
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Capitulo 4

Problema Inverso e Formula de
Reconstrucao para um Sistema de
Timoshenko

4.1 Introducao

Consideramos o seguinte sistema de Timoshenko com forca externa

prow —k(ps +1v), = 0 em (0,L) x (0,00) (4.1)
P2t = buw + K(pa + ) = o(t)f(z) em (0, L) x(0,00), (4.2)

onde as condigoes iniciais e de fronteira sao dadas por

90('70) = SOt(UO) = w(v()) = ¢t('70) = 0 em (O’ L) (43)
£(0,1) = o(L, 1) = (0. 4) = ¥(L,t) = 0, t>0, (4.4)

e as constantes pi, p9, k, b sao definidas positivas. Supomos que ¢ é uma funcao conhecida
nao nula de classe C', independente da varidvel espacial tal que o(0) # 0, e f € L?(0, L)
¢ uma funcao desconhecida.

Neste capitulo consideramos o problema inverso associado ao sistema de Timoshenko. Isto

é, queremos reconstruir f quando conhecemos os valores de 1) e ¢ na fronteira.

Primeiro devemos estimar || f||2(,z) por meio da norma em L*(0,7") das fungoes
©.(0,1) e .(0,%) 0<t<T). (4.5)

63
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Logo daremos a férmula de reconstrugao de f em termos de (4.5), isto é, encontraremos

os coeficientes de Fourier de f em termos de (4.5).

Nossa metodologia esta baseada no trabalho de Yamamoto, M. [38], que consiste em

aplicar o Método de HUM (Hilbert Uniqueness Method) para problemas inversos.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na se¢ao 4.2 estudaremos o problema
de control para um sistema de Timoshenko e definiremos os operadores usados nas seguintes
secoes. Na secao 4.3 mostraremos uma estimativa para || f||z2(0,z) em termos de uma certa
norma de (4.5). A férmula de reconstrugao de f sera estudada na secao 4.4. Finalmente,
na ultima secao faremos algumas observacoes sobre as dificuldades que aparecem quando

consideramos outras condicoes de fronteira.

4.2 Problema de Control e Definicao de Operadores

Nesta secao mostraremos um resultado geral de controlabilidade para um sistema de Ti-

moshenko. Com este propdsito, seja T" > 0 e definamos o conjunto
Q:=(0,L) x [0,T].

Consideremos entao o problema nao homogéneo seguinte

prow — k(pz +¢); = 0 em Q (4.6)

Py — byy + k(e +1) = 0 em @ (4.7)
©(0,t) = a(t), o(L,t) =0 em [0,T] (4.8)
»(0,t) = B(¢), (L, t) =0, em [0,T] (4.9)
o(x,0) = po(z), @iz, 0) =pi(z) em (0,L) (4.10)
¥(x,0) = (), U(z,0) = ¢y(x) em (0, L). (4.11)

O resultado principal desta se¢ao é dado no seguinte teorema.

Teorema 4.1 Seja a o numero positivo definido por a = maX{ %, %, P1s P2 } > 0 e seja

T > 2aL. Entao, para cada conjunto de dados iniciais

(900,<P171/107¢1) € [L2<O>L) X H71<0>L)]27
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existe um par de controles (o, 3) € [L*(0,T)]? tal que a solugao (p,) de (4.6)-(4.11)

satisfaz
gp(x, T) = @t(l‘vT) = @Z)(Iv T) = @th(l‘v T) =0 em (07 L) (4'12)

Prova. A prova é aplicacao direta do Método de HUM [19], resumida a seguir.

Dados (vg, v1,wo,w1) € [D(0, L)]*, solucionamos o sistema regular de Timoshenko

p1vg — k(v +w)y = 0 em @ (4.13)

powy — bwee + k(v +w) = 0 em @ (4.14)
v(0,t) =0, v(L,t) =0 em [0,7T] (4.15)
w(0,t) =0, w(L,t)=0, em [0,T] (4.16)
v(z,0) = vo(x), vi(z,0) =vy(z) em (0,L) (4.17)
w(z,0) =wo(z),  wi(z,0) =wi(x) em (0,L). (4.18)

O anterior sistema de Timoshenko (4.13)-(4.18) possui uma unica solugao (v, w) tal que
v,(0,1) , w.(0,t) € L*0,T). (4.19)

Com estas solucoes, seja o seguinte sistema de Timoshenko nao homogéneo

prow — k(e +¢)s = 0 em Q (4.20)

P2y — bibge + k(e +¢) = 0 em Q (4.21)

2(0,1) = —%Um(o,t), oL t)=0 em [0,T] (4.22)
V0.0 = 300, V(L)=0, em [0,7] (4.23)
o0, T) = oo, T) = (@, T) = u(2, T) =0 em (0, L). (4.24)

Note que (4.20)-(4.24) possui uma unica solucao (¢, ). Logo esta bem definido o operador

A{ vo, v1,wo, wi }i={ p1we(+,0) , —p1p(,0) , p2te(-,0) , —p2t0(+,0) } (4.25)
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para todo (vg, v1,wp,w1) € [D(0,L)]*. Observe que, multiplicando (4.20) por v e (4.21)

por w, obtemos apds integracao por partes sobre Q):

p1(ee(+0),v0)r2(0,) — p1(0(+ 0), V1) £2(0,1) + p2(¥e (-, 0), wo) 2(0,1)
T T
—02@(7 0)7w1>L2(0,L) = / U§<O7t) dt +/ Cdi((),t) dt (426)
0 0
De (4.25) e (4.26) obtemos
T T
<A{ Vo, U1, Wp, W1 } s { Vo, U1, W, W1 }> = / Ui(o, t) dt + / wg(O, t) dt. (427)
0 0
Mostraremos mais adiante que existem constantes Cy, C; > 0 tal que
T T
C’O||{U0,v1,w0,w1}||§; S / Ui(o,t) dt + / wi(O,t) dt S Cl||{U0, Ul,wo,wl}H%, (428)
0 0
onde .
|[{vo, v1,wo, w1 }][% = / [plvf + pow? + bwax + klvo s + wol?|dz (4.29)
0
é uma norma em [Hg (0, L) x L*(0, L)]*.
Suponha vélido (4.28), entao segue que (4.29) define uma norma equivalente em [D(0, L)]*.

Também teremos que o operador A definido por (4.25) é linear e continuo, entdo existe

uma tnica extensao para [Hg (0, L) x L?(0, L)]* com respeito a || - ||, isto ¢
F = [Hy(0, L) x L*(0, L),

e teremos que
A F — F (4.30)
é um isomorfismo. Conseqiientemente, dados (¢1, @o, ¥1, %) € F' = [H~(0, L)x L*(0, L)]?,

existe uma tnica solucao da equacao

A{ Vp, U1, Wo, W1 } = {/)1901 , —P1Po > P21, —patbo }7 (4-31)

onde { vg, vy, wp, wy } € [HE(0, L) x L*(0, L)]?. Entao, por (4.25) e (4.31) concluimos que a
unica solugao de (4.20)-(4.24) satisfaz (4.10)-(4.11). Entdo, a tnica solucao de (4.6)-(4.11)

com controles

a(t):—%vx(o,t) : ﬁ(t):—%wx(o,t) € L*0,7) (4.32)
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satisfaz (4.12), que é exatamente o que queriamos provar.

Portanto, para finalizar o Teorema (4.1) é suficiente verificar a doble desigualdade
(4.28). Para isto consideramos a energia do sistema (4.13)-(4.18) dada por

L
E@t) = / [plvf + pow? + bw? + klv, + w|*|dz, (4.33)
0
onde, usando (4.13)-(4.16) obtemos
d
EE(t) =0, VvVt>0. (4.34)

Entéao, usando (4.29) e (4.34) temos
E(t) = E(O) = ||{’U0,U1,u)0,wl}||% s Vit Z 0. (435)
Agora, mostraremos (4.28) em duas etapas.

Desigualdade Directa.- Primeiro mostraremos a desigualdade a direita de (4.28). Para
isto seja (v, w) a solugao fraca de (4.13)-(4.18), e seja m € C([0, L]); entdao multiplicando
(4.13) por mu, e (4.18) por mw, e integrando sobre @ = (0, L) x [0, 7] obtemos

k T =L b T =L L t=T
— / [mvi] dt + = / [mwi] dt = / [plvtmvm + pgwtmwx] dx
2 Jo a=0 2 Jo =0 0 t=0

1 (LT
+3 //mx [plvf + pow? + kv2 + bw? — kw? |dtdz.
0Jo

Fazendo m(z) = L — x, obtemos

kL [T oL [T t t=T
— [ 02(0,t) dt + —/ w2(0,t) dt = / [plvt(:c — L)v, + powy(x — L)wm} dx

0 2 Jo 0 =0

1 (LT
+§// [plvf—l—pgwf—l—kvf:—i—bwi—sz} dt dz. (4.36)
0 Jo
Como
L =T L
[ [owte = Dyoat e - 1]~ e < 25 [ orte = Do+ pe - D] do
0 t=0 0<t<T Jo

L

< Csup/[vijvi—irwf—l—wi} dx
0<t<T Jo

< CLE(t)

= C1E(0) usando (4.35)

= CIH{U07017WO7W1}||%'7
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1 (LT
5// [plvarpgwarkvierwi—ka dt de < CL1E(t) = C1E(0)
0 Jo
- CIH{U07U17(’UO7“)1}||%'7

podemos obter de (4.36) que a segunda desigualdade de (4.28) se verifica.

Desigualdade Inversa.- Agora mostraremos a desigualdade & izquerda de (4.28). Para

isto definimos o funcional

1 T—ax
G(z) = 3 / [plvf + powi + bw? + klv, + w|2] dt, (4.37)
com
1 1

0 = max{z,g,pl,p2}>0. (4.38)

Note que

17T
G0) = 3 / [bw (0,) + kv2(0, t)} dt (4.39)
0

Derivando G(x) temos

T—ax
G'(z) = / [plvtvm + Powiwat +bwwey + 1{:(% +w)(vg + w)x] dt

S

€T v~

=J1 =Ja =J3

=5 D [prvE@, ) + pak(a, 1) + 2@, ) + Kloa(a, 1) + w(o, 6)] (4.40)
t=T—azx
t=ax

Agora, usando (4.13) em J; resulta

r 1t=T—azx T—ax
Ji = PlUtUm PV U, dt

r 1t=T—azx T—ax
= plvtvm k(v, + w)v, dt

_ T t=T—ax T—ax T—ax
= plvtvm / kv, U, dt — / kw,v, dt. (4.41)

T
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Também, usando (4.14) em J; resulta

r qt=T—ax T—ax
Jo = |powiwy . - / Pawwy dt
r qt=T—ax T—ax
= | powiwy — / [bwm + k(ve + w)] w, dt
L dit=ax ax
- 1 t=T—ax T—ax T—ax T—ax
= | powiwy — / bwppwy dt + / kvgw, dt + / kww, dt. (4.42)
- A t=az ax ax ax

Finalmente temos

T—ax
Jy = / []gvmvm + kvaw, + kwvg, + kwwm] dt. (4.43)

axr

Substituindo (4.41)-(4.43) em (4.40) obtemos
T—ax

(
t=T—azx t=T—ax T—ax T—ax
G'(z) = [plvtvx} [pgwth] + Qk/ Ww, dt + k’/ Vpw, dt + k/ WUy dt

t=ax t=ax x x T
=Jy :;]5 :;j]e
a 2 2 2 2
=53 [plvt (2,8) + pow?(x, 8) + bw?(2, ) + klug(z,t) + w(z, 1)] ] (4.44)
e
Note que podemos reescrever J, como
t=T—ax
J4 = [plvt(vx +w— u})]ti
t=T—ax t=T—ax
= [plvt(vx + w)]ti - [plvtw} _ . (4.45)
Também
T—ax
Js = k/ (Vg +w — W)w, di
T—ax T—ax
= k/ (Vg + w)w, dt — k/ wwy dt, (4.46)

e, usando (4.13) temos

T—ax
Jg = / w[plvtt — k:wx] dt

T

T—azx

T—ax
= p / Wy dt — k:/ ww,, dt

T
T—azx

t=T—ax T—ax
— pl/ wyUy dt — k’/ ww, dt. (4.47)

= [PlfUUt]
t=ax T T
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Substituindo (4.45)-(4.47) em (4.44) resulta

t=T—ax

t=T—ax T—ax T—ax
+ [pgwtwgc] +k/ (Vg + w)w, dt — pl/ wyUy dt
t=ax ax ax

G'(z) = lplvt(v$+w)]ta$ .

~~ ~~

=J7 =Jg

_a Z [ prv2(@, ) + paw(z, ) + bwl(z, 1) + klva(z, ) + w(z, 1)] } (4.48)

tTaz
=axr

Note que

1/)1 2

k
plvt(vx+w) S l{? 2'Ut + Pl |UJ1+W|2,

entdo usando (4.38) temos

VEEDY |10 (@) + Ko (@, 6) + w(e, )] (4.49)
{Zaz "
Anéalogamente
a
Js < 3 Z [pwa(x,t)erwi(x,t)] (4.50)
a0z "

Substituindo (4.49)-(4.50) em (4.48) resulta

T—ax T—ax
G'(r) < k:/ (Vg + wW)w, dt—pl/ wog dt < CG(x),

X T

isto é

G'(z) < CG(z), Vzelo,L].

Portanto
G(zr) < CiG(0), Vzel|0,L] onde C, = %L (4.51)

Mais ainda, por hipéteses T' > 2al, entao

(T — 2aL)E(0) = /T aEL(O)dt - /T aEL(t)dt

L L
T—alL pL
/ / [plvf + powi + bw? + kv, + w|?| dxdt. (4.52)
0

Como
[aL, T —al] C [ax,T —ax], Vz€]0,L]
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e usando (4.51), temos de (4.52) que

T—ax pL
(T'—2aL)E(0) < / / [plvf + pow? + bw? + klv, + w|?| dx dt
azx 0

= /OLG(:U) dx

/ GO dr < CLG),

IN

isto é
(T'—2aL)E(0) < CiLG(0).

Entao, usando (4.35) e (4.39) nossa conclusao segue. m
Observagao. Em particular para (0,0,y,0), com vy € L*(0, L), existe um tnico par de
controles («,3) € L*(0,T) x L?(0,T) tal que a solugao (¢,1) de (4.6)-(4.11) verifica o
Teorema. Assim temos a seguinte definicao.
Definicao 4.2 Definimos o operador limitado
I : L2(0,L) — L*(0,T) x L*(0,T)
o (ka(-),b5() ),

onde as fungoes vy, o, 5 sao dadas pelo Teorema (4.1).

Por outro lado, cosidere a equacao de Volterra de segunda ordem

T

0(0)9'(t)+/ (0" (€= 1)0'(&) +o(§ = 1)0(§)) dE = n(t) (4.53)

t

6(0) = 0.

A qual possui uma tnica solucao § € H'(0,T) para cada n € L*(0,T). Logo temos a

seguinte definicao.

Definicao 4.3 Definimos o operador limitado
o : L*0,T) — HY0,T)
n — 0,

onde 0 € a solugao de (4.53).
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Finalmente definimos o operador K : L*(0,7) — H'(0,T) como sendo

(Kg)(t) = /0 ot — $)g(s)ds. (4.54)
Entao temos o seguinte resultado.
Lema 4.4 Ezxiste uma constante positiva C' > 0 tal que
CHIEgllmor < lgllzor < ClEgllmorn
para cada g € L*(0,T).

Prova. Ver Yamamoto[38].

Observagao. Seja K* : Img(K) — L*(0,T) o operador adjunto de K. Entao pode-
mos verificar diretamente
T

(K*0)(t) = o(0)0'(t) +/t (0'(§ = 1)F'(§) + o(§ —1)0(S)) de. (4.55)
Portanto pela defini¢ao (4.3), a igualdade
(K*®)n = n where n< L*0,7) (4.56)

se verifica.

4.3 Estabilidade

Nesta secao mostraremos que a forga externa f é limitada por uma norma adequada de

(4.5). Isto é, mostraremos o seguinte teorema.

Teorema 4.5 Suponha que o € C'([0,T)) tal que 0(0) # 0, e f € L*(0,L). Entdo existem
C1,Cy > 0 tal que

C1[ 1920, MiErsoizy + 11620, Moy | < 1110y < Colllea(0, N Brsgory + 10, o]
Prova. Consideramos o sistema de Timoshenko
016 —k(@e+1)s = 0 em (0,L) x (0,00) (4.57)

pothy — by + k(Gy +9) = 0 em (0,L) x (0, 00) (4.58)
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com condicoes iniciais
@(x,0) =0, @y(2,0) =0 em (0,1L) (4.59)

Y(x,0) =0, U(z,0) = f(x) em (0,L), (4.60)

e condicoes de fronteira

2(0,t) = @(L,t) =(0,t) =¢(L,t) = 0, t>0. (4.61)

Entao, usando os mesmos argumentos usados no problema de control, existe C' > 0 tal que

T L T
o / [@i(o,t) + ng(o,t)] dt < / fa)de < C / [@i(o,t) + w§<0,t)] dt.  (4.62)

0 0 0
Também, usando (4.54), por calculo direto vemos que a solugao de (4.1)-(4.4) é dado por

(o) == (K(@),K®)).
Entao, temos

0

oz, t) = 8_:10/0 o(s)p(z,t —s)dt = /0 o(8)pz(x,t —s)dt = K(pg)(z,t)

Anélogamente 1, (,t) = K (1,)(z,t). Logo, usando o Lema (4.4) na tltima desigualdade
temos que existe C7, Cy > 0 tal que

Cr 12(0, )|y < @0, )20 < Cillea(0, )| mrom)

Gy 92 (0, )Mlmromy < 119200,z < Collea(0, )l
Agora, aplicando estas desigualdades em (4.62), nossa conclusao segue. ®

Observagao. Neste teorema, primeiro mostramos as desigualdades para f € C§°(0, L).

Logo, como C§°(0, L) ¢ denso em L?(0, L) obtemos nosso resultado.

4.4 Foérmula de Reconstrucao

Nesta secao mostramos uma formula de reconstrucao para os coeficientes de Fourier de f

a partir de (4.5). Para isto primero mostraremos o seguinte Lema.
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Lema 4.6 Seja (p!,9') solugdo de
prow —k(pr+¢). = 0 em Q

P2ty = by, + k(g +47) = 0 em Q

©'(0,t) = a(t), N (L,t) =0 em [0,T]

wl(ov t) = ﬁ(t)v ¢1(L7 t) =0, em [O’ T]

©'(x,0) =0 , oHx,0) =0 em (0,L)

Q/Jl(%o):%(x)a 77/)151(1‘,0):0 em (O’L)

(pl(ij) = Spi(va) = wl(va) = w,}(.r,T) =0 em (O7L)7
e seja (%, %) solugdo de
Py —k(ez +9%). = 0 em Q

P2 — b2+ k(@2 +4%) = 0 em Q

©*(x,0) =0, 03 (2,0) =0 em (0,L)

w2<x70) =0, %2(5570) = f(x> em <07 L)

©*(0,t) = ©*(L,t) = ¥*(0,t) =¢*(L,t) =0 em (0,L).

Entao

K / a(B)2(0, )t + b / B0, 0dt = po | bole)f(@)de

Prova. Multiplicando (4.63) por ¢? obtemos

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)
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Usando (4.67) e (4.69) concluimos que

T L
/ / oipl dr dt = / / ©lo? da dt. (4.76)
0 Jo

Usando (4.65) e (4.74) podemos reescrever [ como

I, = //gpmgomdxdt+k//¢) dz dt
T rL
= k;/ [‘PSOme dt — //gpcpmdxdtJrk://wlcpidxdt
0o Jo
T rL
= —k:/ a(t)2(0,t) dt — //cpgpmdxdt+k//@/)1g0idxdt. (4.77)
0o Jo

Logo, usando (4.76)-(4.77) em (4.75) obtemos

T pL
//tpgottdxdt—k/ at)p2(0,t) dt — //cpgomdxdt+k//wlcpidxdt:O,
0 Jo

e usando (4.70) na tdltima desigualdade

k/OT (t)2(0,t) d //1/1 dxdt+k/0T/OL<plzp§dxdt (4.78)

Por outro lado, multiplicando (4.64) por ¢? temos

T prL T rL T rL
p2/ / YL? dr dt — b/ / YL do dt + k/ /(go;m/ﬂ)z/ﬂ dedt = 0 (4.79)
0 JO 0 JO 0 JO

vV Vv
=13 =1y

Usando (4.68) e (4.73) concluimos que

I; = —P2/OT/OL¢,:1¢I:2 dx dt
— /0 T e [0 ara
/ bo(@) f(x) dt + ps / / VW2 de dt. (4.80)
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Usando (4.66) e (4.74) podemos reescrever I4 como

I = b/OT/Ongwgdxdt
— /meo t—b//z/;zpmdxdt
- —b/ﬁ 2(0, 1) t—b//wwmdazdt (4.81)

Entéao, usando (4.80)-(4.81) em (4.79) obtemos

/% dt+p2//wwttdxdt—b/ﬁ 0,t) dt
—b//wwmdxdt+k//%w dxdt+k//¢¢ dedt = 0

e usando (4.71) na tdltima desigualdade concluimos que

b/OTﬁ(t)@/Ji(O,t) dt = pQ/OT’(/JO(x)f(x) dt + k/OT/OL<p;¢2 dx dt — / / Vo d dt.

(4.82)
Logo, somando (4.78) e (4.82) nossa conclusao segue. ®
Agora definimos
1
wp(x) := —sen (@> : Vo e (0,L). (4.83)
P2 L
Logo, usando a defini¢ao (4.2), temos
M(wy) = (H(wn)' (ws)?) €  L*0,T) x L*(0,T) (4.84)

Finalmente, usando a definigao (4.3) temos o resultado principal desta secao.

Teorema 4.7 Com as notagoes anteriores, seja

O, = (6,,02) = (2(H(wy)"), 2((w,)?) ).

nr’n

Entao temos que

fo = ((2a0.).20(0.)) . ©4)

onde (p,1) € a solu¢ao de (4.1)-(4.4) e fn € 0 n-ésimo coeficiente de Fourier de f.

7
H(0,T)
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Prova. Seja (¢, ) a solucdo de (4.1)-(4.4) e seja (@, 1) a soluciio do sistema (4.57)-(4.61),

entao temos que
(pv) = (K(@), K(¥)).
Logo, usando (4.83)-(4.84) e (4.56) temos

((22(0.9),2(0,)),0,) = (K (@2, K(52)) . (@(MI(wn)"), @(T1(wn)?)

[H!(0,T)]? ) [H1(0,7)]?

— ((@,@h) , (K*@(H(wn)l),K*<I>(H(wn)2)))

[L2(0,1))
- ((séx,@f)x) (I (w), T(w,)2) )[Lz(o,T)P' (4.85)

Seja 1y = w, na Defini¢ao (4.2), entao temos
) = (M) w)?) = (ka(),b3() ). (4.5

Usando (4.86) em (4.85) obtemos

((22(0.9), (0, )), ©,) = ((@atha) , (ka().08())) (4:87)

[H!(0,T)]? [L2(0,1)]?

~ ok / a(0)5.(0.6)dt + b / 80,0, 1)dt (4.89)

Agora seja (¢!, ¥!) solugao do problema de control (4.6)-(4.11) com dados (0,0,w,,0).
Entéo fazendo (o2, 1?) = (5,4) podemos usar o Lema (4.6) em (4.88), isto é

L

(6200, ).(0,)).0,) = 2 [ wnla) (@) da

[H1(0,T)]?

Finalmente, usando (4.83) na ultima desigualdade, nossa conclusido segue. m

4.5 Comentarios

Foi estudada a férmula de reconstrucao de uma forca externa para um sistema de Timo-
shenko com condigoes homogéneas do tipo Dirichlet. No caso de condigoes de fronteira
mistas os argumentos usados sao similares. A maior dificuldade aparece ao momento de
estudar a controlabilidade exata para estas condi¢oes de fronteira, especificamente no mo-
mento de definir os espacos das solugoes do problema de controle da secao 4.2. E possivel

estudar estes casos tendo muito cuidado nos espacos nos quais estamos trabalhando.
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