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Resumo
Linearizacao de Acoes do Grupo Afim

Helisson Ricardo Rufo Coutinho

Orientador: Bruno César de Azevedo Scardua

Resumo da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pés-graduacao em
Matematica, do Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro,
como parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Doutor em Ciéncias
(Matemética).

Nesta tese apresentamos alguns resultados sobre linearizacao de agoes holomorfas
do grupo afim complexo em uma variedade M. No caso em que M é uma variedade
de Stein obtemos restricoes quanto a topologia da folha. Em dimensao trés, a
linearizacao global é obtida estudando a bacia de atracao de uma singularidade
regular e dicritica. Ainda em dimensao trés provamos um teorema de estabilidade
supondo a existéncia de uma 6rbita C* x C* fechada e com holonomia finita. Em
variedades algébricas afins (caso de agdes quasi-algébricas) também obtemos a li-
nearizacao global.

Palavras-chave: Folhea¢bes Holomorfas, Ag¢oes do Grupo Afim, Singularidade
Dicritica

Rio de Janeiro
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ABSTRACT

Linearization of Affine Group Actions

Helisson Ricardo Rufo Coutinho

Orientador: Bruno César de Azevedo Scardua

Abstract da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Poés-graduagao em
Matematica, do Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro,
como parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Doutor em Ciéncias
(Matemética).

In this thesis we present some results about linearization of holomorphic affine
group action on complex manifold M. When M is a Stein manifold we obtain
restrictions to the topology of the orbits. In three dimension, the global linearization
is achived studying the basin of attraction of a regular and dicritic singularity. Also
in three dimension we prove a stability theorem assuming the existence of a closed
C* x C* orbit with finite holonomy group. In algebraic varieties (quasi-algebraic
actions) we also obtain the global linearization.

Key words: Holomorphic Foliations, Affine Group Action, Dicritical Singularity:.

Rio de Janeiro
Dezembro de 2008
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Introducao e principais resultados

Nas pédginas que seguem pretendemos estudar agdes (sempre holomorfas) do grupo
afim complexo Aff(C) em variedades complexas M de dimensao dim(M) > 3. Ape-
sar dos esforgos empreendidos na compreeensao de tais a¢oes [9], pouco se sabe sobre
o caso em que M é uma variedade aberta. Nesta tese contribuimos com alguns re-
sultados sobre este topico que se fortalecem quando M é uma variedade de Stein,
pois esta nao admite ([11], pag. 209) subvariedades compactas - a menos que sejam
formadas por um nimero finito de pontos - e mergulha em C™ ([11], pag. 224) de
modo andlogo a uma variedade real, que sob efeito do teorema de Whitney, mergulha
em R™.

Iniciamos apresentando, a guisa de introducao, uma breve revisao de grupos
e algebras de Lie, acoes de grupos de Lie - em particular acoes de C e C* em
variedades de Stein - e o Teorema de Kupka mas, aqui e ali, juntamo-lhes nossa
impressao pessoal com o objetivo de provocar alguns argumentos aqui utilizados. E
fato conhecido que uma agao do grupo afim em uma variedade complexa é geradas
por campos completos X e Y que satisfazem a relacao de colchete [X, Y] =Y. Além
disso, o campo X possui fluxo periddico e esta acao do grupo afim é localmente livre
onde os campos X e Y sao linearmente independentes. Aproveitando a estrutura
do grupo em questao relacionamos, na Proposicao 2.1, o fluxo destes campos a agao
o : Aff(C) x M — M.

Denotemos por F,, a folheagdo em M induzida por uma acao ¢ do grupo Aff(C).
Diremos que uma singularidade p € sing(F.,) é reqular se X (p) = 0 mas Y (p) # 0.

Teorema 1. Sejam ¢ : Aff(C) x M — M uma agdo em uma variedade complexa M
e p € sing(F,) uma singularidade qualquer. Entao eziste uma vizinhangca U C M
desta singularidade e um biholomorfismo V: U C M — C™ que conjuga esta a¢do a
uma acao gp(()s,t) : Aff(C) x C* — C", onde:

1. Se p € sing(F,) € uma singularidade regular entdo a agao ¢° € da forma
go?sjt)(zl, o zm) = (E+ 5T 2y, 8229, -0, 5™ 2y).
Em particular p nao € isolada.
2. SeY(p) =0 e X(p) #0 entio ¢° ¢ da forma
90(()3715)(217 e 2n) = Y0 (2 4 log s, 20,4 2),

onde Y € o fluzo do campo Y°(z1,--+ ,2,) = D07 €7 g;(2a, - - ) %n) 3o -



3. Se X(p) #0 e Y(p) #0 entao ¢° € da forma
90?5775)(217 T 7ZTL) = <t+h1(87 (Zlv Tt 7Zn))7 h2(57 (227 e 7Z7’L>)7 e 7hn(87 (227 e 7Zn)))-
4. Se X(p) =0 eY(p) =0 entio ¢° é dada por

0 _ w0 log sB
Pst) = Yy oe )

onde B ¢ uma matriz diagonal e Y é o fluro associado a um campo holomorfo

cujos coeficientes das séries de poténcia satisfazem a condi¢ao dada em (1)

(pag. 19).

Em dimensao 3, caso a agdo ¢ possua uma singularidade regular dicritica (veja
defini¢ao abaixo), podemos construir (Proposi¢ao 2.9) uma 1-forma holomorfa in-
tegravel que define a folheagao F, em uma vizinhanca desta singularidade. Esta
1-forma possui conjunto de Kupka nao vazio e admite integral primeira meromorfa
em uma vizinhanca deste conjunto.

No caso em que M é uma variedades de Stein, assim como Suzuki [18] obtemos
restricoes quanto a topologia da oérbita da acao; neste ambiente também surge a
nocao de orbita genérica, que apresentamos sob a forma do seguinte teorema:

Teorema 2. Seja ¢ : Aff(C) x M — M wuma agdo em uma variedade de Stein M.
Entao:

1. As orbitas requlares da acdo sao biholomorfas a C* x C ou C* x C*;

2. Existe um subconjunto E C M, sing(F,) C E, invariante pela agdo e com
capacidade nula, tal que todas as drbitas requlares da agdo em M \ E sao

biholomorfas a uma unica superficie R, chamada orbita genérica da acdo,
onde R=C*"xC ou R=C*" xC*.

3. As drbitas biholomorfas a C* x C* sao fechadas em M \ sing(F,).

Ainda em variedades de Stein, consideramos as acoes do grupo afim que admitam
singularidades dicriticas, i.e., pontos p € sing(F,) que possuam uma vizinhanca
W C M na qual infinitas orbitas da acao acumulam-se apenas em p. Estudando a
bacia de atragao destas singularidades (veja Defini¢ao 2.11) provamos, em dimensao

3, que a linearizacao obtida em torno de singularidades regulares estende-se a toda
variedade M?3:

Teorema 3. Sejam ¢ : Aff(C) x M? — M3 uma ag¢io em uma variedade de Stein
tridimensional e suponhamos a existéncia de uma singularidade regqular dicritica.
Entao ¢ € globalmente linearizdvel; em particular M3 é biholomorfa a C3.

3



Motivados por Suzuki [19], diremos que uma ac¢ao ¢ : G X M — M de um
grupo de Lie complexo G em uma variedade afim (algébrica) M é quasi-algébrica se
©g : M — M ¢ um automorfismo algébrico de M para todo g € G. Estas acoes sao
globalmente linearizéveis (Teorema 2.15); em particular:

Teorema 4. Seja ¢ : Aff(C) x M — M uma a¢do quasi-algébrica em M. Entao ¢
¢ globalmente linearizdvel.

Como conseqiiéncia, provamos no Corolario 2.18 que uma orbita do tipo C* xC* é
uma superficie afim em M. Em particular, caso existam infinitas érbitas deste tipo,
a folheagao F,, admite integral primeira racional e todas as érbitas sao algébricas.

Finalizamos esta tese com o seguinte resultado de estabilidade:

Teorema 5. Seja ¢ : Aff(C) x M? — M3 uma agdo em uma variedade de Stein
tridimensional M3. Se esta agao admite uma orbita L, = C* x C* fechada e com
holonomia finita entao a orbita genérica de ¢ é biholomorfa a C* x C*.

No caso em que dim M = 3, concluimos a partir deste teorema que todas as
orbitas sao fechadas e com holonomia finita.

Dividimos esta tese em dois capitulos, sendo o primeiro dedicado a revisao da
literatura e o segundo a prova dos principais resultados. No segundo capitulo, prova-
mos em cada uma das secoes um dos teoremas enunciados nesta introducgao, seguindo
a mesma sequéncia aqui exposta. Resultados correlatos e as definicoes necessérias
para o surgimentos destes teoremas encontram-se em suas respectivas segoes.



1 Preliminares

Este capitulo concentra a revisao bibliografica desta tese. Escrevemos, na primeira
secao, a expressao local do colchete de Lie entre campos holomorfos e, em seguida,
provamos um lema utilizado na lineariacao das agoes do grupo afim. Em §2 iniciamos
com alguns resultados bem conhecidos sobre grupos e algebras de Lie visando, como
o titulo informa, obter a relacao entre acoes de um grupo de Lie e distribuicoes
integraveis. A terceira secao é dedicada ao estudo realizado por M. Suzuki acerca
de agoes de C e C* em variedades de Stein. Na quarta secao finalizamos este breve
prelidio com um resultado de I. Kupka e algumas observagoes.

1.1 Colchetes de campos e um lema de linearizacao simultanea

Denotemos ¥(M) o conjunto dos campos holomorfos em M. Em um sistemas de
coordenadas (U, (zl, -2p)), um campo X € ¥(M) exprime-se como X = X|y =
Yo ai(z, zn) . Dados dois campos holomorfos X,Y € ¥(M), o colchete de
Liede X eY é denotado por [X,Y] e cumpre a seguinte relagao (cf. [3], pag. 210):

Lema 1.1. Se X =>"" | a@a eY =31 bi;> definem, respectivamente, os cam-
pos X eY em um sistema de coordenadas (U, (21, - 2y)), entao (X, Y] =" ¢ a(z
onde ¢; = >."_ (a; gﬁ — b; %),

7=1 .78:/:]
Exemplo 1.2. No sistema de coordenadas (z1, - - , z,) € C", consideremos os cam-
pos Y = % e X = —zla%l +> 0, )\iziﬁ. Usando a notagao do lema anterior,
- 1

a; = —z1,a; = Niz; e by = 1,b; = 0 para 2 < ¢ < n. Logo

b 0 0 0b, Oan\_ 0 __ O __
[Xay] = (Zj 1%321 _baazl)azl ++(Z? 1a382n bﬂat;)% T 0z =Y,

pois b; —Oeabl:Oparaj>2eaa’—()sej7éi.

Sejam X,Y € ¥(C") campos completos e tais que [X,Y] = Y. Seguindo
pari passu a demonstragdo do resultado obtido por Guillot ([10], pag. 1591),
provamos o seguinte lema:

Lema 1.3. Sejam X eY campos holomorfos definidos em C" tais que [X,Y] =Y,
X(0) =0 eY(0) # 0. Suponhamos X completo e que suas drbitas sejam 2mwi-
periodicas. Entdo existe um sistema de coordenadas (U, (21, -, zn)) que preserva a
origem 0 € C" no qual Y|y = 3%1 e X|y = —213%1 +> 0, )\izia%.

Demonstragao. Por hipdtese Y (0) # 0; o Teorema do Fluxo Tubular garante a
existéncia de uma vizinhanga U da origem 0 € C" na qual Y|y = 6%1. Se X =



S ai(z, e, 20):L entdo [X,Y] = Y implica que 94 = —1e 9% = 0, i €

Oz 0z 0z
{27 T 7n}7 ou Seja7 ap = —=zi, ai(zla T ,Zn) - ai(z% T ,Zn), (S {2’ T ,TL}. LOgO
Xy = —zl(%l + 30 s ai(za, ,zn)a%, onde, para todo i € {2,--- ,n}, as fungoes
a; se anulam na origem 0 € C".

Projetaremos o campo X no hiperplano {(z1,---,z2,) € C" : z; = 0} visamos
transforma-lo no campo desejado através de mudancas de coordenadas que pre-
servem o campo Y. Para isso, seja m : C" — {(21, -+ ,2,) : 21 = 0} a projegao
(21, 2n) = (22, -+, 2n) e denotemos X™ := Xom = > ", a;(z2, - ,zn)a%_. Este

campo, evidentemente completo, possui orbitas periddicas de periodo 2mi. Denote-
mos X[ o fluxo deste campo em (C"!,0); este induz uma acao holomorfa do sub-
grupo de Lie compacto iR/27i em (C"!,0), que pelo Teorema de Bochner-Cartan
([6], pag. 136) é linearizével. Logo o fluxo X[ admite um instante o € C\{0} no qual
é linearizavel e portanto, por uma consequéncia do teorema anteriormente citado
(veja [6], pag. 138), existe um biholomorfismo (F,--- , F},) : U € C"! — C"~! que
fixa 0 € C" ! e envia X™ no campo cujo fluxo ¢é linear e 2rwi-periédico, ou seja, sobre
0 campo » ., /\izia%, \i € 7.

O biholomorfismo (21, Fy, -+, F,) : U C C* — C" preserva o campo Y e envia

X em um campo da forma [—z; + h(z,- - - ,zn)]aiz1 + >0, )\iz,-%, onde h é uma
n

iy i =0 Dinein 29° + - 2y @ série de

fungao holomorfa que se anula na origem. Seja > e

Taylor de h na origem. Definimos

{ 1, se Do Nty =1
a L= oAl se 3o o Ajij # 1

Seja g(z2,- -+, 2,) a fungdo holomorfa definida em uma vizinhanga da origem 0 €
C"! pela série de Taylor cujos coeficientes sao dados pelos quocientes —I;Z" A

ig-in
= |1f§:;;‘23\ < |biyi, |- A mudanca de
i)

coordenadas (z1, 22, -+, 2,) — (21+g, 29, -+ , 2,) preserva Y = 3.. € envia o campo

X no campo X = [~z + h(zs, - -- ,zn)]a%l + >, Mizize, onde a série de Taylor de

g rin

P -~ . b
existéncia desta fungao é garantida por | -

i rin

h possui apenas mondmios 22 ... 2 tais que > o Ajij=1. Sejagp: V CC—C"
a solucdo de X que passa pelo ponto (Y1, ,yn). Parai > 2,z 0 ¢(t) = yetit e
entao %(22 od, - ,2,0¢) = ke' para algum k € C dependendo de (y,- - ,yn).
A fungao o(t) = 21 o ¢(t) ¢ solugao da equagao diferencial do/dt = o + ke', cuja
solugdo geral é da forma o(t) = (kt + 0¢)e’. Observemos que esta fun¢ao nao serd
periddica caso k # 0. Deste modo as solugoes de X coincidem com as solugoes de
_Zlaizl +> 0, Aizia%, o que conclui a demonstracao. O



1.2 Acoes de grupos de Lie e distribuicoes integraveis

Iniciamos esta secao com algumas palavras sobre grupos e algebras de Lie. Isto
motivard construcao da distribuicao integravel associada a uma acao de um grupo
de Lie.

Um grupo G é dito um grupo de Lie complero caso possua uma estrutura de
varie-dade complexa na qual a aplicacio G x G — G dada por (g,h) = gh™! ¢é
analitica. Doravante GG, H denotam grupos de Lie complexos e g, b suas respectivas
algebras de Lie. Uma aplicacao ¥ : G — H é um homomorfismo entre grupos de
Lie caso seja C*® e um homomorfismo de grupo. Caso ¥ seja um difeomorfismo,
diremos que os grupos sao isomorfos. Um isomorfismo de um grupo de Lie sobre si
¢ chamado de automorfismo. Um homomorfismo de C em G é chamado de subgrupo
a 1 parametro de G. Uma aplicagdo ® : g — § é um homomorfismo entre dlgebras de
Lie caso seja linear e preserve o colchete, i.e. ®[X,Y] = [®(X),P(Y)],VX,Y € g
Caso @ seja bijetiva diremos que é um isomorfismo entre algebras de Lie.

Seja ¥ : ¢ — H um homomorfismo entre grupos de Lie. Como V¥ envia a
identidade de G na identidade de H, a aplicacao dV¥ : T.G — T.H é bem definida.
Esta transformacao linear induz uma transformacao linear entre as algebras de Lie,
que ainda denotaremos por d¥, da seguinte forma: dado X € g, sua imagem dW¥(X)
¢ 0 Unico campo invariante a esquerda em H cujo valor na origem é dado por
d¥(X)(e) = d¥(X(e)). Nestas condigoes temos (cf. [20], pag. 90):

Proposigao 1.4. A aplicacio dV : g — b anteriormente definida € um homomor-
fismo entre as dlgebras de Lie. Além disso, se ¥V : G — H ¢é um isomorfismo entao
0 mesmo € valido para d¥V : g — .

Um subgrupo Gy C G é dito um subgrupo de Lie de G se é um grupo de Lie
em alguma estrutura diferenciavel na qual a inclusao ¢ : Gy — G é uma imersao.
Dada uma algebra de Lie g, dizemos que § C g é uma subdlgebra de g se b é fechado
em relagao ao colchete [,]. Usando o Teorema de Frobenius é possivel mostrar que,
dados um grupo de Lie G com &lgebra de Lie g e b uma subalgebra de g, existe um
tnico subgrupo de Lie conexo H C G cuja algebra de Lie é dada por § (vide [17],
Capitulo X, pag. 13). Tal subgrupo é obtido através da variedade integral associada
a distribuicao involutiva b.

A reciproca da Proposicao 1.4 é parcialmente verdadeira, como nos mostra a
seguinte proposicao:

Proposicao 1.5. Sejam G e H grupos de Lie e ® : g — h um homomorfismo
entre suas dlgebras de Lie. FEntao existe uma vizinhanca U da origem e € G e
uma aplicacao ¥ : U — H de classe C* tal que ¥(ab) = ¥(a)¥(b),Va,b,ab € U e



d¥(X) = ®(X) para cada X € g. Além disso, caso existam dois homomorfismos
U, Uy : G — H, ambos C>®, com d¥V, = ® = dVy e G seja conexo, temos Vi = Vs,

No caso em que G é simplesmente conexo, o homomorfismo W estende-se a todo
grupo G (cf. [17], pag. 10-16 e [20], pag. 101). A aplicagao direta destes fatos
conduz ao seguinte resultado:

Proposicao 1.6. Dado X € g existe um unico homomorfismo analitico exptX
C — G tal que S(exptX)|—o = X.

Demonstracao. Dado X € g, observemos que a aplicacao )\% — AX é um homo-
morfismo entre as algebras de Lie de C e de G. Logo existe um tinico homomorfismo
exptX : C — G tal que %(exp tX)|i=o = X, pois C é simplesmente conexo. O

Em outras palavras, este resultado garante a completude dos campos invariantes
a esquerda. Isto também pode ser observado a partir do fato de que translagoes
a esquerda de curvas integrais de campos invariantes a esquerda ainda sao curvas
integrais destes campos. Com esta proposicao definimos a aplicacao exponencial
exp: g — G. Dado X € g, seja exptX : C — G o fluxo deste campo. A aplicagao
exponencial é dada por X — exp(X) = exp(1X).

Passamos agora ao estudo de acoes holomorfas. Dada uma variedade complexa
M denotaremos Aut(M) o grupo dos seus automorfismos holomorfos.

Definicao 1.7. Uma ag¢ao holomorfa de um grupo de Lie complexo G em uma varie-
dade complexa M, ou simplesmente ac¢do de G em M, é uma aplicacao holomorfa
p:Gx M — M tal que

G — Aut(M)

g = Pg
¢ um homomorfismo de grupos, onde ¢,(p) = ¢(g,p),p € M.

A érbita de um ponto p € M é o subconjunto O(p) = {py(p) : g € G}. O
grupo de isotropia de p € M é o subgrupo fechado G, = {g € G : p,(p) = p}.
Consideremos em G a relagao de equivaléncia ~,, definida por

g1 ~p go = g1 g2 € G,

e denotemos por G/G, o espago quociente de G pela relagao ~,. Pode-se mostrar
que G/G, possui estrutura holomorfa e, além disso, a aplicagao ¢? : G — M dada
por YP(g) = ¢(g,p) induz uma imersio injetiva ¢? : G/G, — M cuja imagem §é
O(p) (vide [3], pag. 168). A acao ¢ : G x M — M é dita localmente livre em p € M
se G, ¢ discreto. Isto equivale a dizer que a aplicagao ¢? : G — M, g — g.p é uma
imersao.



Exemplo 1.8. Consideremos a agao ¢ : C* x C* — C? dada por ¢i(z,y) =
o(t(z,y)) = (tz,t 'y). Esta agao é localmente livre em C? \ {0}, pois se (x,y) €
C2\ {0} e ¢4(z,y) = (tz,t7'y) = (x,y) entdo t = 1, ou seja, para todo p € C*\ {0}
temos G, = {1}. Portanto O(p) ~ C*, para todo p € C? \ {0}. Isto também
pode ser obtido observando que esta acao pode ser construida a partir do fluxo
Xs(z,y) = (e*x, e y) do campo X (z,y) = x% - ya%.

Segundo Suzuki este exemplo nao é excecao: toda acao de C* em C? é analitica-
mente equivalente uma operagao da forma so (z,y) = (s™z, s"y), s € C*, (z,y) € C?
e m,n € Z. ([19], pag. 518)

Encerramos esta secao com a proposicao que estabelece uma relagao entre acoes
holomorfas e distribuigoes integraveis:

Proposicao 1.9. Seja o : G x M — M uma agao localmente livre do grupo de Lie
conexo G. Entao ¢ induz uma distribuicao holomorfa integrdvel em M, denotada
Wy, cujas variedades integrais sao as orbitas da acao .

Demonstracao. Dado X € g, denotemos exptX : C — G o fluxo holomorfo do
campo X. Fixado p € M, a aplicagao

C exptX a ﬁ) Lp,
onde ¢? : G — L,, g — ¢(g,p), define um fluxo em L,. Denotemos X* € ¥(L,) o
campo associado a este fluxo, isto é,

X* = %(gop oexptX)|i—o = dpP(exp tX(O))%(exp tX)|i=0 = dy?

(eapx) X -

Encerra-se a prova deste teorema provando que a aplicacao definida por X +— X*
¢ um homomorfismo entre g ¢ X(M) (cf. [8], pag. 205). O

1.3 Acoes holomorfas de C e C* em variedades de Stein

Em um célebre artigo [18], M. Suzuki aborda o estudo de agdes holomorfas de C
e C* em variedades de Stein. Nesta segao apresentamos alguns destes resultados
cujas demonstracoes nao sao adrede apresentadas. Iniciamos com a definicao de
capacidade nula ([7], pag. 3):

Definicao 1.10. Sejam M uma variedade complexa e £ C M um subconjunto
qualquer. Diremos que E possui capacidade nula, que denotaremos por cap(E) = 0,
caso admita uma cobertura enumeravel {E,} de subconjuntos de M tal que, para
cada FE,, existe uma fungao plurisubharmonica u, definida em um aberto conexo U,
que satisfaz as seguintes condigoes:



(1) uy(x) # —o0 em U,
(i) B, C {x € gU, : u,(z) = —o0o}.

Caso E nao possua capacidade nula, diremos que E é um conjunto de capacidade
positiva e denotaremos por cap(F) > 0.

No caso em que M = C, um subconjunto fechado possui capacidade nula se e
somente se possui capacidade logaritmica nula no sentido usual ([7], pag. 3).

Exemplo 1.11. Dada uma fungao holomorfa f : C* — C nao identicamente nula,
definimos E := {f = 0}. Entao cap(E) = 0 - basta considerar a fungao plurisub-
harmonica u = log | f|.

Dado um fluxo X; : M — M, seja X € ¥(M) o campo de vetores associado e
denotemos por sing(X) os pontos fixos deste fluxo, ou seja, os pontos onde o campo
X se anula. Este fluxo induz uma folheac¢ao analitica complexa em M \ sing(X)
cujas folhas sao as érbitas regulares do fluxo X;. Denotaremos esta folheagao por
Fx.

Definicao 1.12. Diremos que um ponto p € M é reqular se existe uma funcao
holomorfa h definida em uma vizinhanca de p tal que %X ¢ holomorfa e nao nula
em p. Um ponto nao-regular sera dito um ponto singular de X;.

Segundo Suzuki ([18], pag. 81) o conjunto o = o(X};) dos pontos singulares de
X é um subconjunto analitico de codimensao maior ou igual a dois e contido em
sing(X). A folheagdo Fx estende-se analiticamente a uma folheagao holomorfa em
M \ o, que denotaremos por j—";

Teorema 1.13 ([18], pag. 81). Seja X; : M — M um fluxo holomorfo definido
em uma variedade de Stein M. FExiste um conjunto EE C M de capacidade nula,
Xi—invariante e tal que todas as orbitas requlares de X; em M\ E sdo biholomorfas
a uma unica superficie. Necessariamente sing(X) C E.

Com este resultado Suzuki ([18], pag. 83) obtém a definigdo de drbita genérica:

Definigao 1.14. Uma 6rbita regular em M \ E serd dita genérica. Um fluxo nao-
trivial X; : M — M sera dito do tipo C,C* ou do tipo T caso uma das orbitas
genéricas de X, seja biholomorfa a C, C* ou a um toro complexo T' de dimensao um,
respectivamente.

Diremos que uma érbita do fluxo X; : M — M é do tipo C* caso seja biholomorfa
a C*. Neste caso temos:
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Teorema 1.15 ([18], pag. 86). Seja Xy : M — M um fluxo definido em uma
variedade de Stein de dimensdao dim(M) > 2 e o o conjunto dos pontos singulares
de X;. Entdo o fecho em M \ o de uma orbita regular do tipo C* é um conjunto
analitico de M \ o de dimensdo um. FEm outras palavras, as folhas de j-:;( que
contenham uma drbita do tipo C* sdo fechadas em M \ o.

Finalizamos esta se¢ao com um resultado relativo as acoes de C* em uma varie-

dade de Stein:

Teorema 1.16 ([18], pag. 85). Seja ¢ : C*x M — M wuma a¢do nao-trivial definida
em uma variedade de Stein de dimensao dim(M) > 2. Entao as drbitas regulares
de ¢ sao fechadas em M \ {conjunto dos pontos fixos de ¢}.

1.4 Singularidades de tipo Kupka

Nesta secao enunciamos um resultado devido a Ivan Kupka acerca de folheagoes
holomorfas de codimensao um em torno de singularidades nao muito degeneradas.
A referéncia da prova deste resultado, embora apresentada num contexto real, pode
ser facilmente adaptada ao caso complexo.

Teorema 1.17 (Teorema de Kupka, [13]). Seja w uma 1-forma holomorfa integravel
definida em uma vizinhanca de p € C", n > 3 e suponhamos w(p) = 0 mas dw(p) # 0.
Entao existe um sistema de coordenadas analiticas (x,y, 23, ,2,) definido em
uma vizinhanga U C C™ desta singularidade tal que z(p) = y(p) = 0 e, neste
sistema de coordenadas, w = A(x,y)dx + B(x,y)dy, onde A(0,0) = B(0,0) =0e¢
82(0,0) — 52(0,0) # 0.

Dada uma 1-forma holomorfa integravel w, as singularidades p € sing(w) que
satisfazem dw(p) # 0 sao chamadas de singularidades do tipo Kupka e denotaremos
K, o conjunto de tais singularidades. Seja F, a folheagao induzida pela 1-forma
integravel w. Mantendo a notacao do Teorema 1.17, faremos algumas observagoes:

e Caso o conjunto singular de w, denotado sing(w), ndo possua componentes
de codimensdo 1, entdo {(z,y,z23,---,2,) € U : x =y = 0} C sing(w) ¢é
uma subvariedade lisa de codimensao 2 e (0,0) uma singularidade isolada da
1-forma integrével n(z,y) = A(z,y)dx + B(x,y)dy. Esta 1-forma é chamada
de tipo transversal da folheagao F,,.

e F,, possui estrutura de produto local em U. Mais precisamente, F, |y é equiva-
lente ao produto de uma folheacao singular em U N {z3 = ¢3,--+ , 2, = ¢} C
C? x (c3,+ -+ ,¢,) dada pela 1-forma integravel A(z,y)dz + B(x,y)dy = 0 por
uma folheagao em U de codimensao 2 dada por x = ¢1,y = cs.

11



Por outro lado, pouco se sabe sobre a estrutura de uma folheacao de codimensao
1 em torno de uma singularidade que nao seja de Kupka. Em dimensao trés, sabemos
que caso p seja uma singularidade isolada de w e dw entao as folhas da folheagao F,
sao dadas pelas drbitas de uma agao do grupo de Lie Aff(C) ([5], pag. 6).
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2 Prova dos principais resultados

Cada secao deste capitulo é dedicada a prova de um teorema desta tese, seguindo
exatamente a ordem em que surgem na introducao.

2.1 Linearizacao local de acoes do grupo afim

Iniciamos esta se¢ao com a prova da Proposi¢ao 2.1, que garante a decomposicao das
acoes do grupo afim. Apresentamos em seguida alguns exemplos (Exemplos 2.2, 2.3
e 2.5) devido a sua utilidade no que segue. Finalizamos com a prova do Teorema 1
e suas implicagoes em dimensao 3.

O grupo afim é a variedade complexa Aff(C) ~ C* x C munida da operagao

Aff(C) x Aff(C) — Aff(C)
(@,y) * (¢, ¢) = (x2', 29" + ).
Nesta secao M denota uma variedade complexa de dimensao n e ¢ o ntimero

complexo v/—1.

Proposicao 2.1. Seja ¢ : Aff(C) x M — M uma ag¢ao holomorfa em uma varie-
dade complexa M. Existem campos holomorfos completos X,Y € X(M) tais que:

1. [X,Y] =Y e o fluro do campo X € 2mi-periddico;
2. Se X, eY, denotam respectivamente os fluzos de X eY entao ¢(syy = Y;0Xjogs;

3. a acao ¢ € localmente livre se e somente se estes campos sao linearmente
independentes em cada ponto de M.

Reciprocamente, qualquer par X, Y € X(M) como acima gera uma ag¢do local-
mente livre de Aff(C) em M.

Demonstragao. Consideremos coordenadas (s,t) € Aff(C) ~ C* x C. Usando a
estrutura de grupo de Aff(C), obtemos (s,t) = (1,%)*(s,0); 1ogo ¢ (s = ©(1,6)0P(s,0)-
Definimos Y; := @) e Xy := @(es ). Logo para todo ¢,s € C as aplicagoes Y :
M — Me X,: M — M sao fluxos em M. De fato,

)

{ YioY, = 0a0«(1r) = Pr+t) = C1t+r) = Yigr
Yo = ©(1,0)

Y

{ Xs o Xr = P(es,0)%(e7,0) = P(eser,0) = P(est,0) = Xs+r
Xo = ©(1,0)
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pois (1,¢) % (1,7) = (1,7 +t) e (¢%,0) % (¢",0) = (e’¢",0). Denotaremos Y e X
os campos correspondentes. Estes sdo completos e satisfazem [X,Y] =Y devido a
estrutura de grupo de Aff(C). Vejamos que ¢ é localmente livre se e somente se X, Y
sao linearmente independente em cada ponto de M. De fato, seja p € M um ponto
no qual o grupo de isotropia G, nao é discreto. Neste caso, O(p) possui dimensao
um, i.e., @i (p) = (Y 0 Xiogs)(p) é uma curva complexa. Como esta curva ¢ uma
curva integral dos campos X e Y, os mesmos sao linearmente dependentes em p. [J

Exemplo 2.2. Sejam X° Y? € X(C") campos holomorfos dados por YV = 8%1

e X0 = _Zlaz + oA z]a A € Z. B facil ver que [X° Y = Y?; logo os
fluxos destes campos geram ums, agao ¢ : Aff(C) x C* — C", localmente livre em
C"\ {eizo — z1}. De fato, se zo = --- = 2, = 0 entdao X° = —2; Y. Caso contrdrio,
se aX?+bY? =0, ouseja, —az; +b =0, a\zo =0, - ,a\2, =0, entdoa =b=0
e portanto X° e Y sdo linearmente independentes.

Os fluxos dos campos Y e X© sao da forma Y°(z1,- -+, 2,) = (t+ 21,22, , 2)
e X%z1, -+, 2n) = (e7%21,8M%29, - -+ eM52,). Logo
90(()5,15)("7’17"' J ) }/;O(Xlogs(zla"' ?Zn>> = (t+$ 2173>\2Z27 Sknzn)'

Em C? temos o seguinte exemplo devido a Calvo-Andrade et al ([2], pag. 997):

Exemplo 2.3. Dados j,a € N, fixemos £k = aj + 1. Em coordenadas afins

(21,22,23) € C?® definimos os campos X (21, 29, 23) = —21% — jZQ(% — k238%3
.1 -
e Y(z1,29,23) = 8%1 + jz ai@ + kzg“a%g. Estes campos definem uma acgao ¢ :

Aff(C) x C* — C3, pois X e Y sdo completos, [X,Y] =Y e X possui fluxo 2mi-
periodico. De fato, se X, e Y, denotam os fluxos de X e Y, respectivamente, entao
Xo(21, 22, 23) = (e7%21, €952, 677 23) e Y;(21, 20, 23) = (t + 21, + 20, tF + 23), 0 que
prova serem completos; calculando o colchete entre tais campos obtemos

(X, Y] = azl + (=203 = V)22 = 427 (=) 5% + (—jzkazs ™ — k28 (—k)) 5=
821 +jZl 1% + ( jkazg‘ + k%g‘)%
-1
821 +j21 8 +l€22 Bor

a periodicidade do fluxo de X segue de X(opi)s = (€752 e73s(2m) o=ks(2m)) — Xs.

Esta acao define uma folheacao F,, fora da curva rac1onal sing(F,) = {(¢t,t,t*) :
t € C}. Com efeito, consideremos a combmagao linear a X 4+ 0Y =0, i.e.,
0 0 0 0 . 0 0 0 0 0
— —jz——Fk b(— kz§ —) =0—+0—4+0—.
a( 218 21 JZ2(9 Z9 23(9213)+ (621 +JZ1 0z 2+ 2 (923) 82’1+ @z2+ 623
Logo
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—azy + b= O
—ajz +bjzl T =0 .
—akzs + bkz§ =0

Se a = 0 entao b = 0 e portanto X e Y sao linearmente independentes. Caso
contrério, as duas primeiras equagoes produzem 2z, = 27, enquanto as duas dltimas
fornecem zz = 2F.

Além disso, existe uma 1-forma holomorfa integravel
w = ixiy(dz1 Adzy Adzs) = k(25T — 2320 dzy + k(23 — 2128)d2zs + (2] — 25)dzs

que define F, em C?, cujo conjunto de Kupka ¢é nao vazio e coincide com sing(F,,).
O conjunto singular desta 1-forma é dado por sing(w) = {(z1, 20, 23) : 25™! =
232] 2y = 228, 2 = 21} = {(21, 2, 29)} e dw = (k+§)[—k2gdz Adzy — j21 7~ dzy A
dzz — dzg A dz3) é regular ao longo deste conjunto.

A acao é da forma

P (21, 22, 23) = Vi(Xiogs (21, 20, 23)) = (t+ 87 21,8 + 87720, tF + 575 23).

Neste exemplo a origem 0 € C* é uma singularidade do campo X mas Y (0) # 0.
Mais do que isso, sing(F,) = saty(0), onde saty(0) denota o saturado de 0 € C?
pelo campo Y. Provaremos que esta estrutura se repete para agoes do grupo afim
que possuam este tipo de singularidade, que anteriormente definimos como sendo
requlares.

Exemplo 2.4. O grupo Aff(C) é um subgrupo de Lie de SL(2,C). Como todo
subgrupo de Lie age no grupo via multiplica¢do a esquerda ([3], pag. 27), obtemos
uma agao ¢ : Aff(C) x SL(2,C) — SL(2,C) com oérbitas regulares biholomorfas a
C* x C.

Exemplo 2.5. Dadas matrizes complexas A, B quadradas de dimensao n e satis-
fazendo [A, B] = B, definimos campos X, Y € X(C") por X (z) = A-zeY(y) = B-y.
Os fluxos correspondentes sdao dados por X, (x) = e -z e Y;(y) = !B -y. Definamos
¢ : AIF(C) x C" — C" por ¢ (z) = (e'Poels *4). 2. Esta aplicagao é bem definida
desde que A seja periddica, i.e., e5T2™4 = 54 Vs € C. Neste caso, diremos que ¢
define uma acao do grupo afim por aplicagoes lineares em C™.

Lema 2.6. Seja p uma agao do grupo afim em C™ gerada por campos X e Y cujos
fluxos sao aplicagoes lineares em C". Entao @ € como no exemplo anterior, ou seja,
€ uma ac¢ao por aplicacoes lineares em C™.
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Demonstracdo. Definimos X,(z) = @es0)(x) e Yi(x) = @an(x), s,t € C. Estas
aplicagoes definem fluxos em C" e satisfazem @ (2) = Y; 0 Xiog 5(), V(s,1) €
C* x C. Por serem lineares devem ser da forma Y;(z) = e'Z(z) e X,(x) = €8 #4(z)
para matrizes A e B com [A, B] = B. O

Corolario 2.7. Seja ¢ uma agdo do grupo afim em CP(n). Entdo ¢ € uma agao
por aplicagoes lineares em CP(n).

Demonstracao. De fato, todo campo holomorfo completo em CP(n) é induzido por
um campo linear constante em C"*!. Logo os campos holomorfos completos X e Y,
cujos fluxos geram a agao ¢, sdo lineares (constante). O

Passamos agora a prova do Teorema 1:

Teorema 1. Sejam ¢ : Aff(C) x M — M uma agdo em uma variedade complexa M
e p € sing(F,) uma singularidade qualquer. Entdo existem uma vizinhanga U C M
desta singulam'dade e um biholomorfismo V: U C M — W(U) C C" que conjuga ¢
a uma agao gp Aff(@) x C" — C™, onde:

1. Sepe sing(ﬁp) ¢ uma singularidade reqular entdao a agdo ©° é da forma
e (21, o) = (457 21, 8™, -, 5™ 2).
Em particular p nao € isolada.
2. SeY(p) =0 e X(p) #0 entio ¢° ¢ da forma
cp?svt)(zl, v 2,) =Y (2 +log s, za, 0 20),
onde Y € o fluxo do campo Y°(z1, -+, 2n) = D00 € g(2a, -+ 2n) 5o

3. Se X(p) #0 e Y(p) #0 entdo ¢©° € da forma
90(()577&)(217 e 7ZTL) - <t+h1(87 (Zl7 Tt 7Zn))7 hg(S, (227 T JZTL))J e 7h'n(87 (Z27 e
4. Se X(p) =0 eY(p) =0 entio ¢" é dada por

0 _ v0 log sB
t) _Yt ce )

onde B ¢ uma matriz diagonal e Y é o fluro associado a um campo holomorfo
cujos coeficientes das séries de poténcia satisfazem a condi¢ao dada em (1)
(pag. 19).
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Demonstracao. Para facilitar a leitura dividiremos a demonstracao em quatro eta-
pas, sendo cada uma dedicada a prova de um dos itens do Teorema.

12 etapa: Como X ¢é 2mi-periédico o Lema 1.3 garante a existéncia de um
biholomorfismo ¥ : U — C™ definido em uma vizinhanca U C M de p € M tal
que ¥(p) =0 € C", W(X) = X0 e W (V) =V, onde X (21, ,2,) = —z15% +
PR )\jzjaizj, N €EZ,e Yz, e, 2,) = 6%1. De acordo com o Exemplo 2.2, X ¢é
27i-periddico, X° e Y sao completos, [X?, VY] = X© e estes campos sao linearmente
dependentes somente sobre o eixo—z;. Logo a Proposicao 2.1 implica na existéncia
de uma agao ¢° : Aff(C) x C* — C", localmente livre em C"\{eizo — 2}, gerada
pelos fluxos dos campos X° e Y, denotados Y;" e X, onde @?Si) =Y 0 X},,. Sua
forma é descrita no Exemplo 2.2.

Como os campos X e Y sao conjugados aos campos X° e Y, temos o mesmo
resultado para seus fluxos, i.e., Y0 = VoY,oU~te X . = Wo X, 0¥ L Portanto

logt
0 R Vg0 0
Sp(s,t) - th © Xlogs

(B0 Y0 )0 (0 Xipg, 0 0)
=Wo P(s,t) © \I/_l.

Finalmente, denotemos F,o a folheagdo singular em C" gerada pela agao ¢°. A
singularidade p nao pode ser isolada pois sing(F,0) = {eixo—z }.

22 etapa: Sem perda de generalidade, suponhamos M = C" e p = 0. Pelo
Teorema do Fluxo Tubular existe uma vizinhanga da origem U C C" na qual X°|y =

X0 = 8%1. Se escrevermos nesta vizinhanga Y0 = 37 b;(z1, - - ,zn)%, entao

Oby, 0 b, . O

X0,V = ()L () 2

821 821 821 azn

donde a relagao [X° Y] = Y implica que b; = 3—2, R — %. Logo
bl - eZ1gl(227 e azn)a e 7bn = 621971(227 T 7Zn)7

e entao YO = e gy (2, - - - ,zn)% + g, (g, ,zn)%, com Y°(0) = 0. Esta
ultima igualdade garante o anulamento das funcoes ¢, - - - , g, - € portanto do campo

Y? - ao longo do eixo—z;, que é uma curva integral do campo X°. Deste modo fica
provado que os campos X° e Y sdo linearmente dependentes ao longo do eixo—z,
ou seja, que o eixo—z; estd contido em uma componente do conjunto singular de

Fo.
32 etapa: De acordo com o Teorema do Fluxo Tubular, existe um sistema de
coordenadas (U, (21, ,2n)), z21(p) = -+ = z,(p) = 0, no qual Y|y = 6%1. Se
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escrevermos neste sistema de coordenadas X (zq, -+, 2,) = .o a;(z1,- - 7Zn)£,
- 1
entao

da;. 0O Oay. O da,, . O
X, Y] = (520 (52 T (-5 T
8,21 821 821 822 821 azn
A relagao [X,Y] = Y implica que L:i =—le g—‘;i = ... = g‘;” = 0, donde
a; = —z1 + h(ze,- -+, z,) e as fungoes ay, - - - , a, independem da varidvel z;. Disto
concluimos que X |y = —218%1 + 3 s ai(ze,+, 2,) 5. Logo

Y;f(zh"' 7zn) = (t_’_Zl)ZQ;"' 7Zn>7
Xs(zla o 7Zn) = (hl(S, (217 e 7Zn))7 h2(37 (Z27 e azn))a e 7hn(sa (22, e 7Zn)))
42 etapa: Suponhamos M = C" e p = 0 € C"; deste modo o campo X, cujo

fluxo é 2mi-periddico, possui singularidade na origem. Usando as mesmas idéias
contidas no Lema 1.3 concluimos que o campo X é localmente diagonalizdvel, i.e.,

_ .. 0 : __ _sB
X210y 2) = 225 AjZjg,; em torno da origem. Se X, = e*” denota o fluxo deste
campo entdo, como o mesmo é 2mi-periédico, segue-se que Xor; = €28 = I35,
forcando B ser diagonal. Se neste sistema de coordenadas Y = Z b2 92; entao

(X, Y] = (325 zjabl )qb) +o (A z]‘%" Anbn) 52 — e arelacdo [ X, Y] Y
1mphca que

(14 M)by Z iz g

(14 An)bn z Azjabn

Disto segue que as fungoes by, - - , b, sao quasihomogéneas de grau 1 + \;, res-
pectivamente, e peso (A1, -, A,) ([1], pag. 32), ou seja,
A A _ 4142
bl(t 1217 U at nzn) =t 1bl('zla U 72n)
A A I EDY
bn(t lzla Tt 7t nzn) =1 + nbl('zl; Tt 7Zn)
Se, neste sistema de coordenadas, as série de poténcias das fungoes by, - - - , b, exprimirem-
se como
— 00 1 i1 i
b1<21’ T 7Zn) - Zilj...jinzo Ciy iy ®1 " Ry
_ o n Z’l 7
bn(zla T ’Zn> - Zih...,in:o Ciy iy ?1 " 2y
entao
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Zl)\l—i_"'—i_ln)\n:l_'_)\l
: (1)

AL+ F i, =14+ N,

O

Corolario 2.8. Sejam ¢ : Aff(C) x M — M uma a¢do em uma variedade complexa
M de dimensao n > 3. Se o campo Y € linear diagonal entao p é gerada somente
por Xiogs-

Demonstragao. Por hipdtese Y (z1, -, 2,) = z NjZj A az cSe X =) a5 az temos
[(X,Y] = (A — Y2502 8“1)821 + - ( — DA% a“”) 9 Logo a relacio
(X, Y] =Y que

— Qa1 _
)\1@1 Z] 1)\_72] 9z, )\121

Antn = 371 Njzige = Ann

j=1 0z
Se neste sistema de coordenadas as fungoes holomorfas aq, - - - , a,, exprimem-se como
_ 00 1 51 i
ar(21, 7+ 3 Zn) = 2000 im0 Qi 21
— 00 n 51 i
an(21’ e ’Zn) = Zil,m,inzo ail,“inzl .o Znn
entao ,
11 % : 1 21 % Z1 7 —
Mg, A ) — (g, ) = = A (DD ) = s
n i1 11 i 51 in) —
Ao al 2t ) =i al gzt ) = = A (XAl 2t ) = Az
Se i3 = 1,49 = -+ = 1, = 0 entao )\16110 0 1)\1a10.,,0 = A\, e, Ay = 0.
De modo analogo prova-se que A\ = --- = )\, = 0. Portanto ¥ = 0, e entao
P(st) = Yio Xlogs = Xlogs- [l

Em dimensao 3, caso a acao do grupo afim possua uma singularidade regular
dicritica, encontramos uma 1-forma holomorfa w, tangente a acao que admite inte-
gral primeira em uma vizinhanga de seu conjunto de Kupka K, C sing(F,).

Proposigao 2.9. Sejam ¢ : Aff(C) x M3 — M3 uma a¢io em uma variedade com-
pleza tridimensional M? e p € sing(F,) uma singularidade reqular dicritica desta
acao. Entao F, € dada localmente por uma 1-forma holomorfa integrdavel w, que
possui conjunto de Kupka K,,, C sing(F,) e F, admite integral primeira meromorfa
em uma vizinhanc¢a deste conjunto.
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Demonstrac¢ao. Segundo o teorema anterior, existe um biholomorfismo ¥ : (U, p) —
(C?,0) tal que U, X = X°e U,V = Y°. Mantendo a notagao, F,o denota a folheagao
em C? definida pela acao ¢°. Consideremos em C3 a 1-forma holomorfa integravel
Wyo = ixo 0 dyo(dzy A dzy A dzs3) = A3z3dze — Aazadzg, cujo conjunto singular é da
forma sing(wy) = {eizo — z1}. Esta 1-forma define a folheacao F o e portanto
w := U*(wp) define F, em U C M?>. Observemos que {eizo — 21} é o conjunto de
Kupka de F o, pois dwyo = —(Xa + Ag)dza A dzs # 0 - desde que Ay + A3 # 0. No
caso em que \y = — A3, a l-forma w admite integral primeira holomorfa (e portanto
um numero finito de separatrizes) em torno da singularidade dicritica p € sing(F,,),
o que é um absurdo. De fato

Wypo = )\3ng22 — )\QZQng = )\3(ng22 + ZQng) = )\3d(2223).

Assim K, = U '({eizo — 1} N W(U)) C M? é o conjunto de Kupka de F,.
Resta provar a existéncia da integral primeira. Para isto, observemos que

W0 1 1
£ — = — =
2278 /\3 o dZQ )\2 o ng

= d(log 25® + log 23 °2),

A3
ou seja, Fpo admite a integral primeira meromorfa F(z1,z2,23) = ;. Portanto,
23

em torno do conjunto de Kupka K, a l-forma wz, admite a integral primeira
F=F'o00. O

2.2 Acoes do grupo afim em variedades de Stein

Provamos nesta secao o Teorema 2, que por uma questao de clareza sera dividido
em 3 passos, sendo cada passo dedicado a prova de um dos itens do Teorema.

Teorema 2. Seja ¢ : Aff(C) x M — M wuma agdo em uma variedade de Stein M.
Entao:

1. As orbitas requlares da a¢ao sao biholomorfas a C* x C ou C* x C*;

2. Existe um subconjunto C E C M, sing(F,) C E, invariante pela acao e
com capacidade nula, tal que todas as drbitas regulares da a¢ao em M \ E

sa@o biholomorfas a uma unica superficie R, chamada orbita genérica da agao,
onde R=C* x C ou R =C* x C*.

3. As drbitas biholomorfas a C* x C* sao fechadas em M \ sing(F,).

20



Demonstracao. 1* passo:

Sabemos que existem campos completos X, Y € X(M) cujos fluxos geram a acao
@, asaber ¢4 = Y; 0 Xjoes. De acordo com o teorema de uniformizagao, uma curva
integral do campo Y é biholomorfa a uma das seguintes subvariedades de M: C, C*
ou um toro complexo de dimensao 1. Como as variedades de Stein nao admitem
subvariedades compactas, excluimos os toros. A acao Xy = Qs : Cx M — M
associada & acao @(se) : C* x M — M possui 6rbita regular do tipo C* ou toro (cf.
[18], pag. 84). Excluindo novamente os toros concluimos que as érbitas regulares de
¢ sao biholomorfas a C* x C ou C* x C*.

Provamos agora a proposi¢ao que permite-nos a nogao de orbita genérica de uma
acao do grupo afim:

22 passo:

Como de costume denotaremos X, = @(es oy : M — M e Y, = pay4) : M — M os
fluxos holomorfos definidos pela acao em questao. Pelo que vimos anteriormente, o
campo X possui érbitas biholomorfas a C*. De acordo com o Teorema 1.13 existe
um subconjunto Fy C M, com capacidade nula e invariante pelo fluxo Y;, de modo
que as curvas integrais de Y; em M \ Ey sao todas de mesmo tipo. Além disso
sing(Y') C Ey. Definimos E = satx(Ey) U sing(F,). Como as curvas integrais de
X sao curvas analiticas (fechadas), segue-se que satx(Fy) é um conjunto analitico
e portanto possui capacidade nula. O conjunto singular possui capacidade nula pois
codsing(F,) > 2.

3% passo:

Seguimos com a notacao Y(ss = P(1,4) © P(s,0)- Segundo o Teorema 1.16 a acao
©(s,0) 1 C x M — M possui érbitas fechadas em M \ { conjunto dos pontos fixos de
©(s,0)}- Os pontos fixados pela acao ¢s ) sao também fixados pelo fluxo X, = (e o)
e portanto sao singularidades do campo X. Deste modo as 6rbitas de o) : C* x
M — M sao fechadas em M \ sing(F,).

As curvas integrais do do fluxo holomorfo ¢(; ;) : C x M — M sao do tipo C* e
entao sao fechadas em M \ o (c.f. Teorema 1.15), onde o é o conjunto dos pontos
singulares de ¢(14. Mas estes pontos pertencem ao conjunto dos pontos fixos de
¢a ([18], pag. 81), ou seja, o conjunto singular do campo Y. Concluimos usando
que as singularidades deste campo estao em sing(F,). [

2.3 As singularidades dicriticas em variedades de Stein

Nesta se¢ao provamos o Teorema 3. Definimos a bacia de atragao (veja Definigao 2.11)
para agoes do grupo afim de modo que esta sirva para qualquer grupo de Lie G este
fato permite enunciar o Lema 2.12 no caso geral. Iniciamos provando a inexisténcia
de singularidades dicriticas isoladas em dimensao 3:
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Proposigao 2.10. Seja ¢ : Aff(C) x M3 — M3 uma ac¢io em uma variedade com-
plexa M e p € sing(F,) uma singularidade isolada de F,. Entdo p nao € dicritica.

Demonstragao. A acao ¢ induz uma distribui¢ao w, com singularidade isolada na
origem. Como cod(sing(F,)) > 3 o Teorema de Malgrange ([14], pag. 163) garante
a existéncia de uma integral primeira holomorfa para w, em uma vizinhanca de
p € sing(F,) - portanto um nimero finito de separatrizes nesta vizinhanga. Il

Uma vez que as singularidades dicriticas de F, nao podem ser isoladas, um
primeiro caso a ser estudado é quando estas pertencam a um conjunto de dimensao
complexa 1, formado por curvas integrais e singularidades (caso existam) dos campo
X e Y. Se esta singularidade dicritica pertence a uma curva integral do campo Y,
os argumentos aqui utilizados garantem a linearizacao global desta agao do grupo
afim em uma variedade de Stein M3

Definigao 2.11. Dada uma acao ¢ : Aff(C) x M — M, definimos a bacia de atragao
de um ponto p € M como sendo o conjunto das orbitas de ¢ que se acumulam
em p € M, isto é, intersectam vizinhancas suficientemente pequenas de p € M.
Denotaremos este conjunto por B, (p).

Lema 2.12. Sejam o : G x M — M e ©° : G x N — N agoes de um grupo de
Lie G em variedades M e N e suponhamos a existéncia de um aberto U C M no
qual um biholomorfismo ¥ : U — W(U) C N conjuga as agoes ¢ e p°. Se existe
p € U tal que U C B,(p) entdo a conjugacdo estende-se a toda bacia de atragao

U B,(p) — Bu(q), ¢ = Y(p), ainda sendo um biholomorfismo.

Demonstragdo. Uma vez fixado p € U tal que U C B,(p), ¢ = ¥(p), iremos estender
a conjugacao a um ponto x € B,(p). Como p € L,, segue-se que existe g € G tal
que @4(z) € U. Definimos

U By(p) — Byo(q)
T (0, 0 W0, ().
Observemos que ¥ 6 um biholomorfismo (é a composigao de biholomorfismos) e que
se x € U entao podemos tomar g = e na defini¢ao e provarmos que V| = V|, desde
que V¥ independa de g € GG. Provemos este fato, pois é evidente que esta extensao é

uma conjugacao entre ¢ e °. Com efeito, sejam g, h € G tais que ¢, (z), on(z) € U.
Queremos provar que

(Ph-10Wopy)(w) = (pg-10Wogp)(z)
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Observemos que

en-1 (U(pn(x))) = L5 (U(py(x))) < @1 (T(en(x))) = ¥(py(x)).

Como ¥ ¢ uma conjugacao local entre as agoes tem-se ) (¥ (z)) = ¥(pu(x)). Logo a
igualdade ¢y, 1 (¥ (pn(x))) = U(py(z)) equivale a ¢y, 1 (05 (¥(2))) = U(py(x)), ie.,
(¢y 0 W)(x) = (Vo @g)(z), 0 que certamente é verdadeiro por conta da conjugacao
em U. O

Teorema 3. Seja ¢ : Aff(C) x M® — M? uma ag¢do em uma variedade de Stein
M3, Suponhamos a ezisténcia de uma singularidade regular dicritica p € sing(F,).
Entio ¢ € globalmente conjugada a uma acio ¢° : Aff(C) x C* — C3 dada por
wgsyt)(zl,z%z?,) = (t+ 57121, 8™z, 5™23), (s,t) € Aff(C).

Demonstracdo. O Teorema 1 garante a existéncia de um aberto p € U C M3 e
um biholomorfismo ¥ : (U, p) — (C?,0) que conjuga estas agoes localmente. Além
disso, a Proposicao 2.9 fornece a 1-forma wy |y = ¥*(wy0), weo = Agzzdzs — Aozodzs,
que define F, em U e possui conjunto singular sing(wyo) = {eizo — 21} = K, ;.
Nem todo aberto U encontra-se na bacia de atragao do ponto p, mas por questao de
clareza ainda denotaremos U o aberto contido em B, (p); deste modo o Lema 2.12
garante a extensao da conjugacao ¥ as bacias de atracao U B,(p) — By (0).

Afirmamos que B0 (0) = C3. De fato, como 0 € C? é uma singularidade dicritica
de ¥ existe uma vizinhanca da origem na qual infinitas érbitas de ¢” se acumulam
neste ponto. Provaremos a seguir que 0 € C? é uma singularidade dicritica do campo
X? - 0 campo cujo fluxo, juntamente com o fluxo do campo Y° = 9/0z;, gera a
acao ¢° - para concluirmos finalmente que Byo(0) = C*. Com efeito, os planos
transversais a componente de Kupka wao sao JF,o—invariantes. Consideremos o
plano ¥ = {z; = 0} e facamos a restricao Fo|z. No plano ¥ as drbitas regulares
de ¢° sao dadas pela restricao das variedades integrais da 1-forma wyo a este plano.
Como wyo|y, é dual ao campo X O ¢ X ¢ invariante pelo campo X segue-se que um
nimero infinito de curvas integrais de X°|y se acumula em 0 € C3. Logo 0 € C3 ¢
uma singularidade dicritica de X°. Seja x € C*\ {eizo — 21} um ponto qualquer e
denotemos LY a érbita de ¢° que contém este ponto. Suponhamos primeiramente
esta orbita é regular. Neste caso, usando que a origem é uma singularidade dicritica
do campo X°, encontramos uma curva integral do campo X° contida na 6érbita LY
que se acumula em 0 € C3; portanto 0 € L_g. No caso em que esta orbita possui
dimensao um, caso seja érbita do campo Y? esta se encontra contida no eixo—z
e portanto 0 € L_g - 0 mesmo vale no caso em que esta 6rbita de dimensao um é
conjugada pelos campos X° e YY. O caso em que L? ¢ uma érbita com campo X°
é imediato. Deste modo fica provado que Bgo(0) = C>.
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secao transversal ao
conjunto de Kupka

T 2

conjunto de Kupka

/ érbitas de X°

Figura 1: estrutura local

Conforme o pardgrafo anterior, p € sing(F,) é uma singularidade dicritica do
campo X. Sendo assim, o campo X é um campo holomorfo completo com singula-
ridade dicritica isolada em p € sing(F,). Denotemos por

Bx(p) = { bacia de atracdo de p € sing(F,) relativa ao campo X }.

Caso o campo X possua um nimero finito de singularidade temos Bx (p) = M3
([4], pag. 240)*. Como Bx(p) C B,(p) segue-se que B,(p) = M>.

Vejamos o que ocorre caso o campo X possua um numero infinito de singu-
laridades, que denotaremos A - evidentemente A néo estd contido em B,(p). Seja
Lx C 0Bx(p) uma curva integral do campo X que se acumula em um ponto ¢; € A.
De acordo com Richardson ([15], pag. 326), os pontos que pertencem a Lx \ Lx
possuem grupo de isotropia com maior dimensao do que a dimensao dos grupos de
isotropia dos pontos que pertencem a Ly. Em outras palavras dim (E \ Ly) < 1.
Logo Lx U g é uma separatriz local de ¢y € A C sing(X). Como Lx se acu-
mula na linha de singularidades A, existe ¢o € A que é acumulado por Lx; logo
Lx U{q} U{g} ~ C*U{0} U{cc} = C, o que é um absurdo pois M?® é uma
variedade de Stein.

*Embora o resultado exija que H? (M,Z) = 0, esta hipdtese é usada somente no caso em que
dim(M) = 2. Veja comentdrio feito no final da pagina 343 de [4].
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Desta forma, as curvas integrais do campo X que estao no bordo da bacia de
atracao Bx(p) nao se acumulam em A. Como sao fechadas em M?3 \ sing(X), se
acumulam em um numero discreto de singularidades. Logo o bordo 0Bx(p) ¢é for-
mado por um numero discreto de érbitas do tipo C*, cada uma se acumulando em
uma Unica singularidade nao dicritica. Em particular é analitico. O]

Usando que a conjugagao U M3 — C3 dada pelo teorema anterior é um biholo-
morfismo, obtemos:

Corolario 2.13. Seja M? uma variedade de Stein tridimensional que admita um
acdo como na proposicao anterior. Entdao M3 € biholomorfa a C3.

2.4 Acoes quasi-algébricas

Provamos nesta secao o Teorema 4 como conseqiiéncia de um resultado mais geral,
o Teorema 2.15. Apropriando-nos da defini¢do dada por Suzuki em [19], definimos
(veja Definicao 2.14) agoes quasi-algébricas de um grupo de Lie sobre uma variedade
algébrica afim e, no teorema que mencionamos a pouco, linearizamos estas agoes.
Para simplificar, M é sempre uma variedade algébrica afim nesta se¢ao. Concluimos
com algumas observagoes (Corolarios 2.18 e 2.19) sobre agoes quasi-algébricas do
grupo afim com oérbita do tipo C* x C*.

Definicao 2.14. Uma acao ¢ : G x M — M de um grupo de Lie complexo G
sobre uma variedade M ¢é dita quasi-algébrica se ¢, : M — M é um automorfismo
algébrico de M para todo g € G.

Feito isto, provamos o seguinte resultado de linearizagao:

Teorema 2.15. Seja p : GXM — M uma agao quasi-algébrica em M. Entao eziste
um automorfismo reqular § : M — C™ tal que para cada g € G temos {opy = Ty0&
para uma unica aplicagao linear T, : C™ — C™. Além disso, a aplicagdao induzida
G — L(C™), f— T, é um homomorfismo de grupo.

Antes, provamos o seguinte lema:

Lema 2.16. Seja G um grupo complezo, M = M U A uma variedade compleza
compacta , A C M uma subvariedade analitica de codimensdo pura 1 e M = M\ A.
Denotemos A(M) o espago vetorial das fungoes holomorfas f : M — C que possuem
extensdo meromorfa a M. Dada uma acdo holomorfa ¢ : G x M — M tal que
fe AM) — foyp, € AIM),Vg € G tem-se E; := {espaco vetorial complezo
gerado por fo g, g € G} € um subespago de A(M) de dimensdo finita.
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Demonstragao. Assim como em [19] isto é uma conseqiiéncia do Teorema de Riemann-
Roch. Observamos inicialmente que a dimensao de A(M) pode ser infinita.

Em um ponto regular p € A, consideremos um sistema de coordenadas (x,y) :
UCM—Cr=C"!'xCtalquez(p) =y(p) =0e ANU = {y = 0}. Sem perda de
generalidade iremos supor que (z,y)(U) = D" ! x D, onde D C C é o disco unitério
{z € C:|z| < 1}. A série de Laurent de f o, em D"! x D exprime-se por

(fopg)(z,y) = Z;i_oo a;j(z, 9)y.

Dado j € N, definimos G; := {g € G : a;(x,9) = 0 em D", Vi < —j}; ob-
servemos que G = (J,;oy Gy, pois f o p, € A(M) para todo g € G. Como cada G,
é fechado o Teorema de Categoria de Baire garante a existéncia de um J > 0 tal
que Gy nao é um conjunto magro em G ([11]). Por outro lado, j < —J = a;(z, g)
é holomorfa em D"~ ! x G e se anula sobre D"~ ! x ;. Isto implica que a; = 0
sobre D" x G para todo j < —J. Logo, o divisor v(f o ¢,) definido pelas fungoes
f oy, satisfaz v(f o ¢,) > —J - A em uma vizinhanca de p € A em M. Mas A
possui um numero finito de componentes irredutiveis, de modo que existe Jy € N
tal que v(f o p,) > —Jo - A sobre M, para todo g € G. Isto fornece a inclusao
Ey C {h € A(M),v(h) > —Jy - A}; o Teorema de Riemann-Roch garante que Ey
possui dimensao finita. O

Demonstracao do Teorema 2.15. Podemos mergulhar = : M — C' para algum ¢ €
N, o que fornece fungdes coordenadas (1, ,z,) = © € M. Denotemos A(M) o
espaco das funcoes regulares sobre M. O Lema anterior garante que E,; := { espago
vetorial complexo gerado por z;0¢,, Vg € G} é um subespaco de A(M) de dimensao

finita, para todo 5 = 1,--- ,£. Disto concluimos que o espaco £ = 25:1 E,; possui
dimensao finita. Este espaco admite uma aplicagao natural

Vv:GxFE—FE

¥(g,p) = po by,

que ¢ linear como segue facilmente. Também temos (g1 © g2, p) = pP(Pgrog) =

P(Pg © pgo). Por outro lado (g, 0 tg,)(p) = g, (p © @g,) = p© Py, © 0y, Logo
Ygi0g0 = Pgs © Pgr> 0 que nao define uma agao. Contudo, se £* denota o espago dual

de E ey : G x E* — E* a aplicagdo dual, i.e., a aplicagao ¢ (p*) : £ — FE dada
por Y (p*)(p) = p* (g 0 p), g € G,p* € E*, entao temos ¢} ., = ¥ o¢; ou seja
* define uma acao. Além disso, esta acao é dada por aplicagoes lineares de E*.
Apo6s identificarmos E* ~ C™ através de algum isomorfismo linear, obtemos uma
agao Y* : G x C™ — C™ dada por aplicagoes lineares Ty, := 97 de C™. Definimos
£ : M — E* a aplicacdo definida por &(x)p = p(z) onde x € M e p € E. Observe
que (Tyo&)(z) = vy(&(x)), onde ¥(£(x))(p) = £(x) (g0 p) = &(x)(popy). Portanto
6 O Yy = Tg o 5 ]
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Como consequéncia temos:

Teorema 4. Toda a¢ao ¢ : Aff(C) x M — M quasi-algébrica em M ¢é globalmente
linearizdvel.

Para o préximo corolario, necessitamos do seguinte lema:

Lema 2.17. Seja £ : C™ — C™ wuma aplicacao polinomial injetiva. FEntao & ¢é
sobrejetiva e sua inversa também é polinomial.

Demonstracao. A sobrejetividade de & decorre do fato de que esta aplicacao é aberta
e fechada e da conexidade C™. De fato, como & é holomorfa nao constante e injetiva
por hipdtese, segue-se que é aberta; sendo polinomial é préopria e portanto fechada.
Para ver que a inversa é polinomial primeiro observamos que a inversa £~': C™ —
C™ se estende ao hiperplano no infinito CP(m — 1) = CP(m) \ C™: isto segue
do fato de que, sendo injetiva em C™ o hiperplano no infinito nao é formado por
singularidades essenciais de £~!. Desta forma £~! se estende meromofa ao espaco
projetivo CP(m) e portanto é uma fungao racional (Teorema de Liouville). Como
nao tem polos no espaco afim esta fungao é de fato polinomial. n

Corolario 2.18. Seja ¢ : Aff(C) x M — M uma a¢ao quasi-algébrica em M. Uma
orbita do tipo C* x C* € uma superficie afim em M. Em particular caso existam
infinitas orbitas de tais tipo entao F, admite integral primeira racional e todas as
orbitas sao algébricas.

Demonstra¢ao. Como & dada pelo Teorema 2.15 é algébrica e injetiva, esta aplicagao
envia subvariedades algébricas em subvariedades algébricas de mesma dimensao.
Logo podemos supor que ¢ é uma acao afim por aplicacoes lineares em C™. Isto
prova a primeira parte. Caso F,, possua infinitas folhas do tipo C* x C*, a folheacao
JF, possuird infinitas folhas algébricas e portanto, por um Teorema devido a Darboux
[12], F, possui integral primeira racional. ]

Corolério 2.19. Seja ¢ : Aff(C) x M? — M3 uma agdo quasi-algébrica em uma
variedade tridimensional M?3. Se esta acdo possui érbita genérica do tipo C* x C*
entio F, admite integral primeira racional F : M® — CP(1).

2.5 Estabilidade de folheagoes dadas pelo grupo afim

Provamos o Teorema 5 nesta quinta e iltima secao. A idéia da prova é construir um
par de 1-formas holomorfas que sirvam para medir a homologia das érbitas regulares
proximas a Ly,
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Teorema 5. Seja ¢ : Aff(C) x M? — M3 uma agdo em uma variedade de Stein
tridimensional M?. Se esta agdo admite uma drbita L, = C* x C* fechada e com
holonomia finita entao a orbita genérica de @ € biholomorfa a C* x C*.

Demonstracao. Iniciamos com a seguinte afirmacao:

Afirmacao: Existe um par de 1-formas holomorfas fechadas a, 3 em M3 tais que
fva o, =1 para algum caminho nao trivial 7, € m(L,,p) e também fw ﬁ‘Lp =1
para algum caminho nao trivial y5 € m1(L,, p).

Para isto parametrizamos a orbita L, com coordenadas (u,v) € C* x C*. Defi-
nimos entao o = “ ¢ § = L aqui v, = {Ju| = 1} e 73 = {|v| = 1}. Estamos
supondo L, fechada em M?, logo trata-se de um subconjunto analitico da forma
L, := {h = 0} para alguma fungao holomorfa h em M?3. Por um teorema cldssico de
Cartan ([11], pag. 245), toda forma holomorfa definida em um conjunto da forma
{h = 0} em um espago de Stein se estende a todo o espago. Isto nos fornece as
extensoes holomorfas de o e de 5 a M.

Provemos agora que 6rbita genérica de ¢ é biholomorfa a C* x C*. Por hipdtese
a holonomia da drbita L, = C* x C* ¢ finita, ou seja, dados ciclos 74, Vs € m1(Ly)
as aplicagoes de holonomia correspondentes hq, hg : (2, p) — (X, p) possuem ordem
finita. Isto implica que poténcias v/, de 7, e 715 de 5 possuem levantamento fechado
Ya, € 73, as orbitas regulares L,, com y € X\ {p} suficientemente préximo de p.
Para estes valores de y € ¥\ {p} temos

’f~ay&_ffy£a’ <%7 ‘fﬁﬁyﬂ_ffyéﬂ‘ <%'

Como fyg; a=r f% a = r, bem como f% B = 1, segue-se que f%y a#0e
f% B # 0. Isto implica que os caminhos fechados 75, € 75, nao sao homotopicamente
) : :
triviais em L,. Além disso, nao sao homotGpicos entre si, pois fa B=0e f% B # 0.
Ou seja, L, admite dois caminhos fechados nao-triviais e nao homotépicos entre si.
Logo L, = C* x C* e entao, em uma vizinhanca de L,, todas as drbitas regulares de

© sao biholomorfas a C* x C*. Pelo Teorema 2 segue-se que a érbita genérica de ¢
¢ biholomorfa a C* x C*. O

Corolario 2.20. Seja ¢ : Aff(C) x M? — M? uma a¢do em uma variedade de Stein
tridimensional M3. Se L, = C* x C* é uma drbita fechada e com holonomia finita
entdo todas as orbitas requlares de ¢ sdo fechadas e com holonomia finita.

Demonstrag¢ao. De acordo com o Teorema 5 a dérbita genérica de ¢ é biholomorfa
a C* x C*. Neste caso o Teorema 2 garante a a existéncia de integral primeira
meromorfa para a folheagao induzida por . Em particular todas as 6rbitas regulares
de ¢ sao fechadas e com holonomia finita. m
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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