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RESUMO
ESTABILIZACAO ASSINTOTICA EM MAGNETOELASTICIDADE

Fredy Maglorio Sobrado Suarez

Orientador: Jaime E. Munoz Rivera

Resumo da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pés-graduacao em Matematica,
Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte
dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Doutor em Ciéncias.

Consideramos alguns modelos magnetoelasticos bidimensionais, tais como os modelos
lineares de placas magnetoélasticas, o modelo semilinear de placas magnetoeldsticas e o
problema de transmissao magnetoelastica. Mostramos, em cada caso, a existéncia e unici-
dade de solugoes globais. O principal resultado é com relacao as propriedades assintéticas
das solucoes. Usamos essencialmente o método da energia, porém no caso das placas intro-
duzimos um novo multiplicador que é solugao de um problema hiperbdlico, mostrando que
estes problemas possuem taxa uniforme de decaimento polinomial.

Palavras-chave: Sistema de Placas em Magneto-elasticidade, Problema de Transmissao
em Magneto-elasticidade, Decaimento Polinomial, Estabilizacao Assintotica.

Rio de Janeiro
Julho de 2007
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ABSTRACT
STABILIZATION ASYMPTOTIC IN MAGNETO-ELASTICITY

Fredy maglorio Sobrado Suarez

Orientador: Jaime E. Munoz Rivera

Abstract da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pds-graduacao em Matematica,
Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte
dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Doutor em Ciéncias.

We consider some bi-dimensional magneto-elasticity models, such as the linear models of
magneto-elasticity plates, the model semi-linear of magneto-elasticity plates and the trans-
mission problem magneto-elasticity. We show, in each in case that, existence e uniqueness
of global solutions. The main result is with relation to the asymptotic properties of the
solutions. We use essentially the method of the energy, however in the case of the plates
we introduce a new multiplier that is solution of a problem hyperbolic, showing that these
problems possess tax uniform of polynomial decaying.

Word-key: System of Plates in Magneto-elasticity, Problem of Transmission in Magneto-
elasticity, Polynomial Decline, Asymptotic Stabilization.

Rio de Janeiro
Julho de 2007
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Notacoes

x = (11,79, 73) ponto do espago R3

|| norma euclidiana em R3
3

Ty = Za@y, produto interno em R?
=1

A x B representa o produto vetorial dos vetores A, B € R?

(LP ()P =LP(Q) x LP () x LP(Q), 1<p< o0

1

p

1
3 » 3
el = <Z ||ui||’£p(g>) = Z/Iu (@)f'dz | ., 1<p<oo ,u=(u'uu’)
i=1

1))
3 3

lullog = D N[l gy = D supess [ul (z)], u = (u',u®,u?)
i=1 i=1 ©€8

WP (Q) = W (Q) x WP (Q) x W™ (Q)
H™ (Q) = (W2 (Q))°

‘H denotara em geral um espago de Banach
C ([0, T],H) espago das fungdes continuas de [0,7] em H

C ([0,00[, H) espago das fungdes continuas de [0, co[ em H

D) = C(Q) espago das funcoes infinitamente diferencidveis e de suporte
compacto em

X — Y significa que X é continuamente imerso em Y

of
ft - E
Ut = (U%,U?,U?)
Vu = (Vu', Vu?, Vu?) se u= (u',u? u®)

ou out ou? oud .
8lu—axl—(8—xl,a—xl,a—%) Se U—(U,U,U)

se u=(ul,u? u®)




of of of

Vf= (8—551’ pr 8—x3) gradiente da funcao f
3 i
div u = Ou ,ou = (ut,u? ud)
, €T
i=1
3 82
A= 92 operador de Laplace
€T=

Au = (Aut, Au?, Aud), u = (ub,u? u?)
Br (z9) = {x € R®: |z — 2| < R} bola fechada de centro zy e raio R em R3

C representara uma constante positiva que poderd assumir valores diferentes em
lugares diferentes e
¢, Tepresentara as constantes de Poincaré.



Introducao

O estudo do comportamento assintético dos modelos matematicos em magnetoelastici-
dade sao de grande interesse. Estes modelos descrevem as interacoes entre os movimentos
eldsticos e 0 campo magnético em um dominio limitado 2 C R? de classe C%(12).

O objetivo central de estudo neste trabalho é a investigacao do comportamento assintético
das solucoes de trés problemas em magnetoelasticidade de grande apelo fisico. O primeiro,
é um sistema linear de placas em magnetoelasticidade, cujo modelo é

—

wy — YAwy + dA*w — a(rotrot h)- H= 0 em Qx]0, 7, (1)

hi + rotrot h + Brot rot (w; F[) =0 em Qx]0,T7, (2)

divh =0 em Qx]0, 7,  (3)

h-n=mnxroth=0, w = g—: = sobre o0 x10,T7, (4)
w(x,0) = wy, wi(z,0) =wy, h(x,0)=hg em Q, (5)

onde w denota o deslocamento, h = (h', h?) o campo magnético, H = (H;, H,) representa
o campo magnético constante, 17 a normal exterior unitaria e os parametros d, o e (8 sao
numeros reais positivos. Do ponto de vista matemaético, este sistema (1)—(5) pode ser visto
como um acoplamento entre o sistema de placas (tipo Schrodinger) que modela vibragdes
das ondas elasticas em uma placa fina e a equagao parabdlica para o campo magnético. Para
a deducao fisica deste modelo sugerimos a leitura dos artigos [9], [12], [22].

Estudamos inicialmente a existéncia, unicidade e comportamento assintético de solugoes
do sistema acima quando v > 0. Os valores de v desempenham um papel importante nesta
teoria, pois no caso v = 0 o sistema ¢é do tipo parabdlico, enquanto que para v > 0 o sis-
tema tem um comportamento hiperbolico-parabdlico. Os sistemas parabdlicos geralmente
apresentao um bom comportamento assintético, por exemplo para o sistema de placas ter-
moeldstica, Renardy e Liu [15], mostraram que o sistema correspondente é gerado por um
semigrupo analitico. Ja os sistemas hipérbdlicos e/ou parabdlicos—hiperbdlicos pelo fato
de propagarem singularidades geralmente nao apresentam taxas uniformes no seu comporta-
mento assintético, por exemplo para o sistema tridimensional de magnetoelasticidade, Tomas
Duyckaerts [7] mostrou que o sistema nao possue decaimento exponéncial. A principal difi-
culdade do sistema (1)—(5) encontra-se nos termos de acoplamento.
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O segundo problema em estudo, é o sistema semilinear de placas magnetoeldsticas, este
sistema surge quando na modelagem matematica do primeiro problema, adicionalmente
consideram-se as oscilagoes nao lineares(tipo Kirchoff) das placas e é dado por

wy — YAwy + dA*w — afrotrot h). ;I —I—M(/ Vwldz)Aw =0 em Qx]0,T[, (6)
Q

—

hy + rot rot h + Srotrot (wy H) =0 em Qx]0,T[, (7)

munidas as condigoes (3)—(5). Aqui estudamos a existéncia, unicidade e comportamento

assintotico deste sistema, para a existéncia e unicidade, as hipdteses que devem satisfazer
M(.), sao

M()e C'R"), M(s)>0 para qualquer s>0 (8)

e para obter o decaimento polinomial, precissamos a hipotese adicional

Mi(s) < M(s).s, Vs>0, sendo M(s)= /08 M(7)dr. (9)

Observemos que no caso de substituir o campo magnético constante H= (Hy, Hy) em (1)
por o campo magnético nao constante h = (h', h?), nosso sistema deixard de ser linear. A
existéncia de solugoes para este novo sistema nao linear foi provado em [22] usando o método
de Galerkin. O estudo do comportamento assintético para este sistema, é um problema em
aberto, mesmo para o decaimento polinomial.

O dltimo sistema que estudamos é o problema de transmissao em magnetoelasticidade
do sistema linear bi-dimensional mixto de valor inicial e de fronteira num dominio limitado
Q) C R? de classe C%(€2). Q é composto de dois tipos diferentes de materiais: € = Q; U, aqui
Q) (com fronteira I'y) é tal que Q; C Qe Qy = Q\ Q; # ((com fronteira I'; UT). Além disso
assumimos que somente a parte () é sensivel a estimulos do campo magnético. Denotando
por u = (ul,u?,0), v = (vt,v2 0) os vetores de deslocamento em §2; e Qy respectivamente e
o campo magnético por h = (h', h?,0) em s, as equagoes que modelam este problema sao

pruy — i Au — (A 4+ p)Vdive = 0 em  €gx]0, 00, (10)
P2V — o Av — (Mg + o) Vdive — o[V X h]x FI = 0 em yx]0,00], (11)
Chy + ot [rot B] — Brot [u;x H]+0h = 0 em Qox]0,00)  (12)
divh = 0 em §2x]0,00], (13)
com condigoes de fronteira
v=0 on I'x]0,00], u=wv sobre I';x]0,0c0l,
,ulg—:; + (A + p)divun = Mgg—z + (A2 + po)divon 4+ afn x h]x H sobre 'y x]0, oo,

(14)



n-h=0, nx[rothl=0 sobre (I"'UTI;)x]0,o0], (15)
e condigoes iniciais
u(0) =u’, w(0)=u' em €,

v(0) =%, v (0)=0', R(0)=h" em €, (16)

onde ug, uy, vy, v € hg sao fungoes dadas. Aqui p; e ps sao as densidades de massa, ( é um
parametro proporcional a conductividade elétrica,éos coeficientes §, p;, A; sao positivos!, as
constantes de acoplamento « e 3 sdo positivas e H= (H,0,0) é o campo vetorial magnético
constante. Sem perda de generalidade assumimos que aH e FH sao positivos.

Nos sistemas de placas magnetoélasticas anteriores a maior dificuldade é causada pelos
termos de acoplamento, porém um dos principais resultados deste trabalho foi obter taxa
uniforme de decaimento polinomial para o sistema de placas magnetoelasticas, utilizando-
se apenas da derivada de primera ordem da energia, além de considerar que o dominio é
simplesmente conexo. Essencialmente usamos o método da energia, baseada na introducao
de um novo multiplicador, que é solu¢cao de um problema hiperbdlico.

O comportamento assintético dos sistemas de magnetoelasticidade foi motivo de muita
pesquisa nestas ultimas décadas. Por exemplo, em 1997, Andreou e Dassios [2] abor-
daram estes problemas usando andalise espectral com idéias similares das encontradas em [6],
mostraram que as solugoes regulares decaem polinomialmente quando ¢ — oo. Perla Men-
zala e Zuazua [17] estudaram este problema em dominios limitados simplesmente conexos e
usaram o principio do invariante de La Salle para mostrar que a energia decai (no tempo) a
zero, porém nao encontraram taxa uniforme de decaimento.

Resultados de comportamento assintotico com taxas uniformes, s6 comenzam a aparecer
nesta década. Por exemplo nés anos 2001 e 2003 temos os trabalhos de Rivera & Racke [18]
and Rivera & Santos [20] para os sistemas de magnetoelasticidade bidimensionais e tridi-
mensionais respectivamente, nestes trabalhos os autores consideram que o dominio {2 deve
ser simplesmente conexo e satisfazer diversas restricoes geométricas, além disso precissaram
das derivadas da energia até a ordem seis para mostrar que o sistema possui decaimento
polinomial.

Ainda nesta dire¢ao, recentemente em 2005, Thomas Duyckaerts [7], usando anélise
micro-local, mostrou que o sistema magnetoelastico tridimensional, nao é exponencialmente
estavel, além disso mostrou que o sistema decai polinomialmente com velocidade de decai-
mento dependente das condigoes geométricas do dominio.

Este trabalho é organizado em quatro capitulos: No capitulo 1, damos algumas defini¢oes
e estabelecemos alguns resultados, que serao usados nos capitulos seguintes.

No capitulo 2, mostramos a existéncia-unicidade e o decaimento polinomial da solucao
do sistema linear de magnetoelasticidade para placas bidimensionais, para os casos v = 0
e v > 0. Destaca-se que para ambos os casos a Unica restricao geométrica é que {2 seja
simplesmente conexo.

'Para i = 1,2, estes coeficientes sdo as constantes de Lamé



No capitulo 3, considerando o sistema semilinear de placas magnetoelasticas bidimen-
sionais, mostramos a existéncia-unicidade, usando a teoria de semigrupos com perturbacao
Lipschitziana, onde €2 é um dominio simplesmente conexo e com termo nao linear do tipo
M( [, |Vw|?)Aw, onde M(.) deve satisfazer as condigdes:

M() e C'R"), M(s)>0 para qualquer s >0, (17)

neste capitulo também mostramos usando o método da energia, que para M;(.) verificando a
condigao (9), o sistema decai polinomialmente. Para obter estes resultados a tnica restri¢ao
em €2, é que este seja simplesmente conexo.

No capitulo 4, estudamos o problema de transmissao de magnetoelasticidade bidimen-
sional (4.1)—(4.7). Mostramos a existéncia-unicidade usando a teoria de semigrupos, além
de verificar-se que o sistema possui taxa uniforme (polinomial) de decaimento atraves do
método da energia. Para isto, assumimos que os dados iniciais sao fungoes suficientemente
regulares, observa-se que fisicamente a parte magneto-elastica {2, é mais completa que a
parte €; e 2 é parcialmente retangular, como mostra-se na figura 01.

Q2

Parte,
Elastica

E?aréﬁgica
0

Magneto-elast.

.

Ca

Parte

Tipo I Tipo I1I Tipo II

Figura 01: Tipo do dominio na qual existe decaimento polinomial.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas definigoes e resultados utilizados no decorrer deste
trabalho.

1.1 Espacos de Sobolev

Apresentamos a seguir alguns resultados referentes aos espacos de Sobolev e LP(§2) que
usamos neste trabalho.
Nesta se¢ao considere €2 como sendo um conjunto limitado de R™ com medida de Lebesgue.
Seja p > 1. Denotamos por LP(2) a classe de todas as fun¢oes mensuréaveis u, para as
quais |u|P é uma fungao integravel sobre Q. Em LP(Q) definamos a norma

ull2, = / u(@)Pdz: 1< p < oo,

com esta norma LP({2) torna-se um espago de Banach. No caso p = oo, LF(Q2) é o espaco
formado por todas as fungoes u, essencialmente limitadas sobre (2. Este espago com norma

[ull e = supess|u(z)|
zef)

¢ também um espaco de Banach. Quando p = 2, L*(Q) é um espaco de Hilbert com produto

interno
(u,v) :/u(:)s)v(x)d:)s
Q
e norma
lull* = [ Ju(z)|*dz.
Q
Além disso, sejam o = (o, 09, ...,) € IN", & = (21,29,...,2,) € R", Ja| = > a5 e

denotemos por D® como sendo o operador derivada de ordem |a, definido por

olal

091 0y ... 0xon

DO{

7



para a = (0,0...,0) definamos D%u := u. Com estas notagoes o espago
Wmr(Q) = { uwe LP(Q), Dwe (), |a]<m nosent. das distrib.},

com a norma dada por

e, = 3 / D () Pde,

a<m

é um espago de Banach. O espaco W™P(Q) é chamado de espag¢o de Sobolev de ordem
m. Além disso definimos o espaco de Banach W;""(Q2) como o fecho de C§°(Q2) no espago

WmP(Q), isto é
W ()

Wi () = C52(9)

Quando p = 2, W™2(Q) é denotado por H™(f2), e este espaco é um espaco de Hilbert com
produto interno definido por

uvmg—Z/Do‘ 2) D (z)dx
la|<m

e norma dada por

fuly = 3 / |D*u(x)|dx.

|a|<m

Num espago de Banach H, definimos os espacgos
LP(0,T;H) = { w: [0,7] — H mensuravel ; ¢ ||ull € LP(0,T) }

Com norma

T
o = | Nl para 1< p< oo,
0

A norma em L*°(0,7T;H) é definida por
[ull Lo o.mmy = sup ess|lu(@)||n
0<t<T

Com as normas acima, LP(0,T,H) é um espaco de Banach para 1 < p < oc.

Teorema 1.1.1. (Desigualdade de Hélder) Seja f € LP(2), g € LI(2) com 1 < p,q < o0

1 1
e~ +~—=1. Entio fg € L'(Q) e
P q

/ F@)g(@)ldz < || ]12o 9]l e

Prova. Ver [3]. |



Teorema 1.1.2. Seja Q2 um dominio limitado de R™ com fronteira de classe C™. Sejam > 1
el <p<oo. Entao, temos as sequintes imersoes compactas:

(i) Se L-ms0 = WrHQ) e L0Q), Vgelpq] onde E=1-m
(ii) Se ;—=2=0 = W™(Q)= LIQ), Vg€ p,+od],
(iii) Se =" <0 = W™(Q)— L®(Q).
Neste caso "
Wme(Q) < C*Q) e k= Hm . —H.
p
Prova. Ver [1]. |

Lema 1.1.3 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q um dominio aberto limitado de R™. Entao
existe uma constante positiva ¢, == C,(2,n), tal que

[ull o) < &l Vullr) , Vu € Wol’p(Q)
onde ¢, ¢ a constante de Poincaré.

Prova. Ver [3]. |

Teorema 1.1.4 (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg). Seja Q2 um dominio limitado com
fronteira regular. Seja 1 < qg<p<ooer >n,p>r. Entao, existe uma constante C' > 0,

tal que
lullzsgey < Cllulltsty gy » Yu € W (),
- 1,1 1)y _1_1
com « satisfazendo « (E + - = ;) =5 "5
Prova.
Ver [10] ou [21]. |

1.2 Semigrupos

Dividimos esta secao em duas subsecoes, a primera para o caso de Sistemas Lineares e a
segunda para o caso de Sistemas Semilineares onde a semilinearidade aparece quando temos
uma perturbacao Lipschitziana.

1.2.1 Semigrupos Lineares

Nesta subsecao damos algumas defini¢oes e resultados da teoria de semigrupos que usamos
para mostrar a existéncia e unicidade de solugoes para os sistema lineares.



Definicao 1.2.1. Seja 'H um espaco de Banach. Uma familia parametrizada de operadores
lineares limitados T'(t) : H — H, onde 0 < t < 0o, é chamada Semigrupo de Operadores
Lineares Limitados em H, se

(i) 7(0) =1, (I € o operador identidade em H ).
(ii) T(s+1t) =T(s)T(t) para todo t,s > 0 (propriedade de semigrupos).

Definigao 1.2.2. Um semigrupo T'(t) , 0 <t < oo de operadores lineares limitados em H
¢ dito Semigrupo Fortemente Continuo de operadores lineares limitados se

lim T'(t)x =x  para todo x € H.

t—0t

Todo Semigrupo Fortemente Continuo sera chamado Semigrupo de classe Cy.
O operador linear A com dominio

T(t)x —

DA = {zeH : liron+ existe }
t—
e definido por
_ +
Az = lim TWr—a 4Tt para todo = € D(A)

t—0+ t dt t=0

é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo T'(t).

Definicao 1.2.3. Um semigrupo T'(t) , 0 <t < oo de operadores lineares limitados em H
¢ dito Semigrupo de Contragoes, se

IT(t)]| <1  para todo t>0.

Seja H um espaco de Banach e seja H* seu dual. Denotamos o valor de x* € H* calculado
em x € H por (z*, x) ou (z,2*). Para todo z € H definamos o conjunto F(xz) C H* por

F(z) == {a" e H5 (a",2) = ||zl = [2"|* }. (1.1)
Do Teorema de Hahn-Banach segue que F(x) # () para todo = € H.

Definicao 1.2.4. Um operador linear A € dito dissipativo se para todo x € D(A), existe um
x* € F(z) tal que Re(Ax,z*) <0.

Teorema 1.2.5 (Lumer-Phillips). Seja H um espa¢o de Banach e A um operador linear
com dominio (D(A)) denso em H.

(a) Se A € dissipativo e existe um real \g > 0 tal que Im(NI — A) = H, entao A ¢ o
gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contracoes sobre 'H.



(b) Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragioes sobre H,
entao Im(A — A) = H para todo A > 0 e A € dissipativo. Por outro lado, para cada
x € D(A) e cada z* € F(x), Re(Az,z*) <0, onde F(x) é dado em (1.1).

Prova. Ver [23] teorema 4.3, pagina 14. |
O seguinte teorema é uma consequéncia do Teorema de Lumer Phillips.

Teorema 1.2.6. Seja A um operador linear (nao-limitado) com dominio D(A) denso no
espago de Hilbert H. Se A é dissipativo e 0 € p(A) (o conjunto resolvente de A), entao A
¢ gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contracoes em H.

Prova. Ver teorema 1.2.4 [14]. n
O seguinte teorema caracteriza a definicao de operador fechado.

Teorema 1.2.7. Seja A um operador linear dissipativo em H. Se D(A) = H, entio A é
fechado.

Prova. Ver teorema 4.5 [23], pagina 16. |
O seguinte teorema caracteriza a densidade do dominio do operador A no espaco da
energia H.

Teorema 1.2.8. Seja A um operador linear disipativo tal que Im(I — A) = H. Entao, se
H € reflexivo, temos que

D(A) =H.
Prova. Ver teorema 4.6 [23], pagina 16. |

Teorema 1.2.9 (Stone). A € gerador infinitesimal de um grupo de classe Cy de operadores

unitdrios num espago de Hilbert H se, e somente se, iA € auto-adjunto (A = —A*).
Prova. Ver teorema 10.8 [23], pagina 41. |
Consideremos agora o problema de valor inicial nao homogeéneo
du(t)
= Au(t t t>0
W~ Autt)+ 1) 120 .
u(0) =z,

onde f:[0,T[— H e A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy denotado
por T'(t).

Definigao 1.2.10. Uma funcao u : [0,T[— X € uma solugdo cldssica de (1.2) sobre [0,T]
se u é continua sobre [0,T[, continuamente diferencidvel sobre [0, T[, u(t) € D(A) para
0<t<T esatisfaz (1.2) em [0,T.



Definicao 1.2.11. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo T'(t) de classe Cy. Seja
re€HefeL (0, T;H). A fungiou € C([0,T); H) dada por

u(t):T(t)z—l—/OtT(t—s)f(s)ds, 0<t<T,

¢ chamada de “mild solution”do problema (1.2) sobre [0,T].
Enunciemos o teorema sobre regularidade.

Teorema 1.2.12. Seja (w(t), w,(t),h(t)) = eMUy. Se Uy = (wo, w1, hy) € H, entdo o
problema

d[é—(t) = AU(t), para t>0,
t (1.3)
U(0) = Uy,

¢ globalmente bem colocado no espago da energia H e a (unica) solugao fraca U = (w,wy, h)
do problema (1.3) pertence a C([0,00); H).
Por outro lado, se Uy € D(A), entao a solugio U = (w,wy, h) pertence a

C([0,00); D(A)) N Cl([o, 00); H).

1.2.2 Semigrupos Lineares com Perturbacao Lipstchitziana

Consideremos o seguinte problema semilinear abstrato,

PO _ av + PO, t>0,
(1.4)
U(0) = Uy,

Onde A: D(H) C 'H — H é um semigrupo de classe Cy de contragoes em H e F': H — H é
uma fun¢ao nao linear.

Definicao 1.2.13 (Lipschitz continua em conjuntos limitados). Seja H um espaco de Ba-
nach. A funcao F: H — H diz-se Lipschitz continua em conjuntos limitados de H, se para
cada M > 0 existe Ly > 0 tal que

[1F(v) = F(u)ll < Ll —ulla, (1.5)
para todo u,v € H satisfazendo ||ullz < M e ||v|y < M.

Definicao 1.2.14 (Intervalo maximal de existéncia). Dados 0 < T} < Ty considere uj e usy
solugoes fracas de (1.4) sobre [0,T1] e [0,T5], respectivamente. Da unicidade tem-se uy = us
sobre [0,T1]. Consideremos a familia (u;(t))iez de solugoes fracas de (1.4) definidas sobre
algun intervalo [0,T;]. Definamos

T, :=supT;, (1.6)

iel
onde I € um conjunto enumerdvel de indices. Observe que T}, pode ser igual a co.



Definigao 1.2.15 (Solugao Maximal). Definamos a fun¢ao u(t) sobre [0,T,,[ por
u(t) == u;(t), se te€l0,T;], ie. (1.7)

Esta funcao esta bem definida por causa da unicidade, como foi observado anteriormente.
Note ainda que v € C([0,T,,[, H) e que u, verifica

¢
u(t) = T(t)uo +/ T(t — s)F(u(s))ds para todo t € [0,T,,]. (1.8)
0
FEsta solug¢ao é chamada de solug¢do mazimal de (1.4).

Proposicao 1.2.16 (Solucao Maximal). Sejam H um espaco de Banach e f: Q CRxH —
H continua. Suponhamos que para todo (ty,zo) € ) existe uma unica solugao de

d
W) = f(t,2(t),  a(to) = o, (1.9)
definida num intervalo aberto I = I(ty,xo) (por exemplo, se f € localmente Lipschitz continua
esta condigao € satisfeita). Entao, para todo (to,zo) € § existe uma tnica solu¢io ¢ =
o(t, to, xo) de (1.9) definida num intervalo M (ty, xo) = (w-(to, To),wy(to, xo)) com a pro-
priedade de que toda solugao ¥ de (1.9) num intervalo I satisfaz I C M(ty,zo) e = ¢ |;.

Prova. Ver [24] proposigao(1), pagina 17. |

Teorema 1.2.17. Seja F: H — H Lipschitz continua em conjuntos limitados para cada
ug € H. Entao existe 0 <'T' < 0o e uma unica solucao fraca u de

du

di (1.10)
u(0) = up,
definida sobre [0, T, isto €, u € C([0,T),H) satisfazendo
¢
u(t) =T ) ug+ [ T(t—s)F(u(s))ds,
0
para todo t € [0,T.
Prova. Ver [4] teorema 2.4.1, pagina 117. |

Teorema 1.2.18. Assumindo que u é solu¢do mazximal de (1.4), entdo as sequintes alter-
nativas verificam-se: Ou T,, = oo ou T, < 00 e tlir%l |u(t)]|n = oc.

No primeiro caso, temos que u € solucao global e no sequndo caso temos que u explode
no tempo infinito.

Prova. Ver [4] teorema 2.4.3, pagina 118. |



Teorema 1.2.19. Assumindo (1.8). Suponha que ug € D(A) e seja u solugdo mazimal de
(1.4). Tem-se

(i) w € Lipschitz continua em intervalos compactos de [0, T,|.

(ii) Se H ¢ reflexivo, entdo u é uma solugao cldssica de (1.4) sobre [0,T,,[, tal que u €
CH([0,Tn), H) N C([0,T0n), D(A)).

(iii) Se F' € C'(H,H), entdo u é uma solucao cldssica de (1.4) sobre [0, Tp,[.
Prova. Ver [4] teorema 2.4.6, pagina 119. |

Definicao 1.2.20 (Localmente Lipschitz continua). Diz-se que F': H — H € localmente
Lipschitz continua, se para cada x € 'H , existe um r > 0 tal que F é Lipschitz continua de
B,(x) — H.

A propriedade: F' localmente Lipschitz continua, é mais fraca que F' Lipschitz continua
em conjuntos limitados.

1.3 Definicoes e Resultados Adicionais

Definigao 1.3.1 (Rotacional no plano). Dado o campo vetorial u: R* — R? definimos como
1

: u
rotacional de u = < 2) , 0 campo escalar
u

u

Wl
rot ( ) ) = O’ — Oyu', (1.11)

0
onde 0; = a—xj para j=1,2.
Definicao 1.3.2 (O rotacional de um campo escalar). Dado um campo escalar f, o rota-
O f )
rot f = . 1.12
e (1.12)

Note que a definicao do rotacional de um campo escalar, nada mais é do que o ortogonal do

cional de f € definido como

gradiente; enquanto que o rotacional de um campo vetorial no plano é a terceira compoénte
do rotacional do vetor (uy,us,0).

Das defini¢oes anteriores para qualquer campo escalar w, temos

rot rot (w) = rot ( O ) = —Aw. (1.13)

—8111)



Das definigoes 1.11 e 1.12, temos que para campos vetorias bi-dimensionais, verifica-se a
férmula

A = Vdiv — rotrot (1.14)
que é valida para campos vetoriais tridimensionais.
Owy
an
- H1 . hl . .
H= g7 | €0 campo vetorial h = B2 ) tal que h.n = 0 sobre I' edivh =0 em (). Verifica-
2

S€E

Lema 1.3.3. Dados o campo escalar w tal que w; |r= Ir= 0, o campo vetorial constante

/rot rot (FI awy)hdr = /(rot rot h). ;thdx.
Q Q

Prova. Como [, Vdiv(w, H)hdr = [, div(w, H)hndS — [, div(w, H)divhde = 0,

temos

/rotrot (FI awp)hdr = —/A(FI .wt)hdx+/Vdiv (FI wy)hdx
Q Q 0
~0
Gircen / V(H w)V(h)dz — / O wi) o
Q Joo In B
=0
reen - - oh
e —/Ah(H .wt)dx+/ (H w)— .
Q o0 an
-0
|
Teorema 1.3.4. Dado § aberto limitado de R? de classe C?(2). Se
V={fe PO divf=0} e y=p“ "
Entao
Y :={he[Ll*(Q))? divh=0 em Q e h-n=0 sobre 0Q}.
Prova. Ver Teman (Teorema 1.4, pagina 15)[25]. |

Seja o operador B: D(B) C [H*(2)]>*NY — Y definido por
Bg :=rotrot g,

onde, D(B) ={g € [H*(Q)]*NY; Bge Y}
Como no lema 3.1, dado em [22], temos

Lema 1.3.5. D(B) ={h € Y N[H*(Q)]*; nxtoth=0 sobre 0Q}.



Prova. Denotemos por Z o conjunto
7 :={heYN[H*(Q)]* nxroth=0 sobre 00Q}.

Seja h € Z sobre, mostraremos que Bh € Y. Com efeito, usando identidade de Green
para f € H'(Q), verifica-se

/ rotrot hV fdx = — / divrotrot hfdx + / rotrot h.nfdx, (1.15)
Q Q a0
e usando integracao por partes
/ rotrot hV fdx = / rot hrot V fdx + / n x rot hV fdX. (1.16)
Q Q a0

Portanto
/ rotrot h.nfdX =0 Vf e H'(Q).
a0

Agora tomemos h € D(B) e mostremos que h € Z. Para todo g € [H'(Q)]?, temos
g = g1+ g2, onde go = Vp, pe HY(Q). Entao rot g, = 0. Agora seja g € [H'(Q)]? entao
rot g € L?(Q2), logo teremos que rot g; € L*(2) e além disso g; € Y. Desde que h € D(B),
temos

/ rot hrot g1dx = / rot rot hgdx Vg €Y.
Q Q

Também

/ rot hrot gdx = / rot rot hgdx +/ 1 X rot hgdX
Q Q

o0

= / rot rot hg,dx + / rot rot hgodx +/ 1 X rot h - gdX..
Q Q o0

Portanto

/ rot rot hgadx —i—/ n x rot h - gdd = 0,
Q o9

como
/ rot rot hgedr = — / div rot rot hpdz + / rot rot g - npdX..
Q Q o9

Finalmente, sendo Bh € Y

/ nxh-gds=0 Vge[H(Q).
o
N

Observagao 1.3.6. Das defini¢ées de Y e D(B) temos que ¥V C D(B) C Y, logo do teorema
1.3.4 e do lema 1.3.5, temos

D(B) € densoem Y nanormade [L*(Q)]%



Teorema 1.3.7. Seja 2 um dominio aberto limitado com fronteira bem reqular 0X). Seja H
o espacgo de Hilbert, definido por

H={v/ve [l Vxvell2(Q)]? diveec [L*(Q)]*, vo=0sobred}, (1.17)

com a norma

[vll# = (||U||[2L2(Q)}3 + IV x vl 2 @ + ||diVU||[L2(Q)]3)1/2a (1.18)

entao
H=[H(Q) (Identidade algébrica e topoldgica,). (1.19)
Prova. Ver Duvaut e Lions (Theorem 6.1, p.358) [8]. |

Com a hipétese adicional de ) ser um aberto limitado simplesmente conexo e usando o
teorema 1.3.7 tém-se o seguinte resultado

Corolério 1.3.8. Dado o campo magnético h := (h*, h?) definido em 0 aberto limitado e
simplesmente conexo, verificando divh =0 em Q, h.n =0 e n x rot h = 0 sobre 0S). Entao,
as normas

||Vh||L2(Q) (& ||1"Oth||L2(Q), (120)

sao equivalentes.

Prova. Ver [8] pagina 356 ou [13] pagina 157. |



Capitulo 2

Estabilizacao do Sistema Linear de
Placas Magnetoelasticas

Neste capitulo estudamos a existéncia, unicidade e comportamento assintético do sistema
linear magnetoelastico, para o caso v = 0 (sem termo irrotacional), e para v > 0 (com termo
irrotacional). Para ambos os casos mostramos o decaimento polinomial da energia associada
ao modelo.

O seguinte resultado sera de utilidade no estudo do comportamento assintético.

Proposigao 2.0.9. Sejam f € L*(R?) e k # 0 constante

Uy — kuz - f(x>y)7

(2.1)
u(z,0) =ug Vz € IR,
entao existe uma unica solucao, tal que
[ull 22y < CLUflr2r2) + luol 2w b (2.2)

onde C' € uma constante positiva.

Prova. Usaremos a teoria de semigrupos para problemas lineares nao-homogéneos. Rees-
crevemos o problema (2.1) na sua forma abstrata

du(t
U0~ autt) + 10 0)
(2.3)
u(.,0) = up,
onde o operador linear A é definido por
A:D(A) = H'(R?) c L*(R?) — L*(R?)
u — Au = ko, u.
O resultado segue da transformada de Fourier e a aplicagao do teorema de Stone (1.2.9).
Ver [4] pagina 37-38. n
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Observacao 2.0.10. Dadas as constnates Hy, Hy nao nulos simultaneamente e dado o campo
escalar w(x,y,t), o problema

{ (H10, — Hy0\)U =rotw U(x,0) =0 Vze R, (2.4)
onde,
o= {0 G e F
possui solucdo e verifica-se
[U 2202 < Collrot w2y, (2.5)

onde Cy € uma constante positiva.

Similarmente para Uy, temos
1Utlliz2p2 < Collrot wyliz2qy2- (2.6)
Observagao 2.0.11. Se w € L'(0,T; H(Q)) entdo, rotw € L'(0,T;[H;(2)]?), e portanto,

rotw € L*(0,T; [H'(R?)]?).

2.1 Estabilizacao do Sistema Linear: Caso v = 0.

Seja € é um aberto limitado de R? com fronteira 90 regular

wy + dA*w — a(rot ot h)- H=0 em Ox]0,T[, (2.7)

h: + rotrot h + Brot rot (w; F[) =0 em Ox]0,T[, (2.8)

divh =0 em Ox]0,T[, (2.9)

h-n=mnxroth=0, w = g_z:; = sobre o0x|0,T[, (2.10)
w(z,0) = wy, wi(z,0)=wy, h(x,0)= hoe, em Q (2.11)

onde w denota o deslocamento, h = (h', h?) o campo magnético e os parametros d, a e 3
sa0 numeros reais positivos.

2.1.1 Existéncia-Unicidade

A energia do sistema é dada por

E(t) = % /Q [|we]® + d|Aw]* + %|h|2]da7. (2.12)

Definamos o espaco
H:=HY(Q) x L*(Q) x Y



onde Y ={h € [L*(Q))* divh=0 em Q e hn=0 sobre 09O}
‘H esta munido do produto interno
(Ul, UQ)H = / [’Ulvg + dA’LUlA’LUQ + %hl . hg} dl’, (213)
Q

onde U; = (w; v; h;)! € H, parai=1,2.
Para mostrarmos a existéncia e unicidade de solugoes do sistema (2.7)—(2.11) usando a
teoria de semigrupos, reescrevemos o sistema na sua forma abstrata, isto é

Ut = AU t > O
’ 2.14
Lo, 214)
onde
0 I 0
A= | —dA?(:) 0 arotrot (1) H |,
0 —protrot ((-) H)  —rotrot (-)
w Wo
U = v (§ U(] = | W
h ho

Sendo D(A) :={U € H/AU € H}, onde H = HZ(2) x L*(2) x Y, temos

w GRS HS(Q> (a)7
D(A) := v | €H; (—dA%w+ arotroth- H) € L*(Q) (b),
h —protrot (v H) —rotroth € Y (c),

Usando (a) em (c¢) e o fato Y = V[LZ(Q)P, obtemos —rotroth € Y. Logo h € [H*(Q)]* e
como h € Y, entao h € [H*(Q)]?NY, tal que Bh =rotrot h € Y, portanto h € D(B).

Por outro lado, usando (c¢) em (b) temos —dA?w € L*(2). Além disso, como w € HZ(L),
entdo w € H*(Q) N HZ(Q). Em resumo

D(A) = HY(Q) N HA(Q) x H2(Q) x D(B). (2.15)

Na sequéncia usando o teorema (1.2.6), mostraremos que A é gerador infinitesimal de
um semigrupo de contragoes de classe Cy. Para isto devemos verificar as seguintes hipéteses:

e A é dissipativo,

e D(A)=He

e 0€p(A).



Com efeito, usando o produto interno em H definido em (2.13), vem

v w
(AU, U)y = ( —dA*w + arotroth- H |, | v )
—frotrot (v H) — rotrot h h) 7 n

= / —dA*w + arotrot h- ;I vdx + d/ AvAwdzx
Q Q

—a/ rot rot (v ;I)hdx _ e / rotrot h - hdz.
Q B Ja
Usando a identidade de Green, o lema (1.3.3) e o fato que w,v € HZ(f2), obtemos
o 2
(AU, U)yy = —= [ |roth|*dx <0.
G Ja

Logo, A é dissipativo. A densidade de D(A) = H*(Q)N HZ() x HZ(2) x D(B) em H segue
das densidades de: H*(Q)NHZ(Q2) em HZ(Q), H}(Q) em L*(2). Da observacao (1.3.6) temos
a densidade de D(B) em Y.

Para completar a verificacao das hipdteses do teorema (1.2.6), resta verificar que 0 €
p(A). Isto é equivalente a mostrar que A~': Im(A) C 'H — D(A) existe e é limitada
em H = HZ(Q) x L*(2) x Y. Primero vejamos que A é bijetora. Com efeito, dado G =
(G1 Gy G3)' € 'H arbitrdrio, devemos mostrar que existe um tnico U = (w v h)! € D(A),
tal que

AU =G em H. (2.16)

Em outras palavras, mostraremos que a equacao do resolvente para A = 0 esta bem colocada.
Em termos das componentes,

v =G, € Hj(Q), (2.17)
—(dA*w — arot rot h- FI) =Gy € L(Q), (2.18)
—rotrot h — fBrotrot (v FI) =Gz eY. (2.19)
Com efeito, da equagao (2.17), basta tomar v = G; € HZ(Q). Usando (2.17) em (2.19),
temos rotroth = — G3 —frotrot (G H). Observando que o problema rotroth = G4 €
~— —_———
€Y [L?()]?
[L%(Q)]?, é equivalente ao problema
Ah = -Gy em [L*(Q)J
divh = 0 em (), (2.20)
h-n = 0 sobre 012,

da teoria das equagoes de Navier-Stokes estaciondrias, ver secao 2.4 de [25] pagina 31-32,
o problema possui uma unica solu¢ao h € Y N [H*(Q)]?. Mais ainda, como G5 € Y temos
rotrot h = Bh € Y. Portanto, h € D(B).



Finalmente da equacao (2.18) temos
dA*w = ayotroth- H — G € L*(Q).
cyY € L2(Q)

Usando regularidade eliptica, vemos que este problema possui uma tnica solugao w €
HY(Q)N HZ(Q).

Portanto, U € D(A). A unicidade da solu¢ao da equagao do resolvente fornece a inje-
tividade do operador A471.

Resta mostrar | A7'G||y < Cte.||G||3, isto é, |U]ln < Cte||G||. Com efeito, da equagao
(2.17), temos [[v]| gz = [|G1llg2(q) € como HG () < L*(Q), temos

[0l 2(@) < Cill Gl (2.21)

Da equacao (2.19), temos |[rot rot hlly < ||Gs|ly+08|lrotrot (H .G1)|ly < ||Gslly+Cs|| Gl 2.
Sendo HZ(Q) — L?*(2)

[hlly < Cul|Gslly + Cs[|Gillmz) < Col | Glin- (2.22)
Além disso, das equagdes (2.18) e (2.19), segue

—dA*w = —arot rot h- FI + Gy .
~—
€ L3 (Q)

Portanto

||w||H§(Q) < C7[| G| w- (2.23)

Finalmente, somando as desigualdades (2.21)-(2.23), concluimos que ||Ul|x < Cte.||G||x.
Isto ¢, |[A7'G|ly < Cte.||G|ly logo A™! é limitado. Em resumo 0 € p(A). Portanto, do
teorema (1.2.6), A gera um semigrupo de classe Cjy de contracoes {e'};>o.

Do teorema (1.2.12), temos que se Uy € H = HZ(Q) x L*(Q) x Y o sistema (2.7)-(2.11)
é globalmente bem colocado em H e a (tinica) solugao fraca U(w,wy, h) do problema
U, = AU, U(0) = Uy, (2.24)
pertence a C'([0, co[; H), isto é
w € C([0, 00[; HZ(22)) N CH([0, oo[; L*()) e heC(0,00[;Y).

Por outro lado, se Uy € D(A), entdo a unica solu¢ao U = (w, wy, h) do problema (2.24),
pertence a C([0, 00[; H*(Q) N HZ(Q) x HZ(Q2) x D(B))NC* ([0, co[; HZ(2) x L*(2) x Y), isto
é

w e ([0, c0f; Q) N H3(©)) 1 CH([0, 00f; HE(©)) 1 CX([0, 00f; I2(9)

h € O([0, 00; D(B)) N CL([0, o0[; ).



2.1.2 Decaimento Polinomial

Lema 2.1.1 ( Energia do Sistema). A energia (2.12) associada ao modelo linear de placas
magnetoeldsticas (2.7)~(2.11), satisfaz

d

_ @ 2
SE() = /@/Q‘W" dz < 0. (2.95)

Prova. Multiplicando por fw; a equagao (2.7) e integrando em (2, usando a identidade de
Green e a identidade rotrot h = —Ah

d
25/ [[wi|* + d|Aw]?] dx — 045/ wtdx =0. (2:26)

Por outro lado, multiplicando por ah a equagao (2.8) integrando em €2 e usando a identidade
de Green juntamente com as relagoes dadas nas equagoes (1.20) e (1.16), obtemos

th/ |h|2d:)3+/ [rot A dx+a/6/rotrot H)hdsz. (2.27)

Somando (2.26) e (2.27) e usando o lema 1.3.3

1d

il 2A292:—9/t2. 9.9
5% Q[|wt| + d|Aw| —l—/6|h|}dz 3 Q|1"o h|*dx (2.28)

Usando o lema (1.3.8) na equagao (2.25)

d
—F < —— 2.2
7 (t;w, h) ﬁ/ |Vh|?dx (2.29)
conclui-se a demonstracao. |
Em geral, para i € IV
iE-(t' h) < —g/ |VOinh|*dx (2.30)
dt 1 ,’LU, — 6 Q t ) .

onde, E;(t;w, h) := E(t; Oiw, O/h).
Antes de mostrar o teorema (2.1.4), mostraremos alguns resultados preliminares.
Denotemos por J; o funcional definido por

Ji(t) ::/thwdx. (2.31)

O seguinte lema (2.1.2) reconstruird o termo da energia — [, |[Aw|*dz.

Lema 2.1.2. Com as mesmas hipdteses do teorema (2.1.4) temos

d d
— J1(t;w, h) <cp/ |th|2dx+i/ |roth|2dx——/ |Aw|*dz. (2.32)
dt QO 251 Q 2 Q



Prova. Multiplicando a equagao (2.7) por w, integrando sobre (2 e usando as férmulas de
Green e (1.16), obtemos

—

4 wtwdx—/ |wt\2dx+d/ |Aw|2dx—oz/(r0th)(r0t (w H))dx = 0.
dt Jo Q Q Q

Isto é
d

Ly /|wt\ dx+a/rot hrot (w H)dz — d/ Aw]da. (2.33)

Da desigualdade de Poincaré, segue
d -
— Ji(t) /\th\ dx+a/rothrot( H)dx —d /|Aw|2d:c
/|th| dr —d /|Aw|2da?+—/ ot h|*dx (2.34)

dt
+—/ [rot (w H)|2da:.
2 Ja

IN

VAN

Como
a€1/|rot wH Wdx = a€1/|H102w Hy0,w|*dx
< ozalmax{Hl,HQ}/Q|Aw|2dm,
d

2amax{H?, H3}
se a prova. |

escolhendo €; = > 0 e usando esta ultima desigualdade em (2.34) termina-

Para obter o termo — fQ |w;|2dx no segundo membro da desigualdade da energia definimos
o operador

Jo(t) = Jo(t;w, h) = /(rot rot h).Udzx, (2.35)
Q
onde U é solugao do problema (2.4) e satisfaz a desigualdade (2.5).

Lema 2.1.3. Novamente com as mesmas hipdteses do teorema (2.1.4), temos

d

-t w,h) < “Cp /|rotht| d:):+ﬁ[%—1 /|th|2da:+€7%/|Aw|2dx, (2.36)
Q Q

onde € > 0 suficientemente pequeno.

Prova. Multiplicando a equacao (2.8) por Uy, onde U é solugao do problema (2.4) e U,
satisfaz a desigualdade (2.6), obtemos

/ hy - Udx + /(rot rot h) - Updx + ﬁ/(rot rot (wy FI)) -Updx = 0. (2.37)
0 0 0



Ou equivalentemente

/(rotroth)-Utdz = —ﬁ/ (rot rot (wy H) Utdx—/ht Udx
Q
S —ﬂ/rot (H281—H182)wt-UtdI+—/ |ht 2dl“|— 8/ ‘Ut|2dl'
Q Q
= —ﬁ/(H281 —H182>I'Otwt . Utd$+—/ ‘ht‘ dl’+ 7/ |Ut|2dl'
Q Q

= ﬁ/(H281—H182)Utrotwtdx+—/ |hy|?dx
Q Vv

=—rot w¢

+4 (Hiny — Homy)rot w,Uyd% —l—& / |Ut|2d1’.
90 2 Ja

=0

pois w € HZ(Q). Entao, usando as equacoes (2.30), (2.6) e a desigualdade de Poincaré,
temos

C
/(rotroth)-Utdz < —ﬁ/ |rotwt|2dzv—l—c—p/ |rotht|2d:)3—|—0—65/ |rot w,|*da.
Q Q 20e Jq 2 Jo

Logo
CQ&? p 2
(rotrot h) - Updx < ﬂ — - 1 |rot wy|*dx + e [rot hy|*dx (2.38)
Q Q
C(]E
Tomamos £ > 0 tal que, [7 — 1} < 0. Por outro lado
d
—Jo(w, h) = / rotrot hy - Udz + /(rot rot h) - Updx
dt Q Q
(2.38) € (1.16)
< /rotht~r0tUdm—/ 1 X rot hy UdY:
Q 89%’—/
+ %—1 /|rotwt| d:)s+ /|rotht %dx

< 6+Cp/|1"0tht 2dl’+ﬁ %_1 /|rotwt| dx + = /|1"OtU| dx.

Aplicando rotacional no problema (2.4), usando a desigualdade (2.5) e a identidade (1.13),
obtemos

/|rotU|2da7§CO/ |rotrotw|2dx:CO/ |Aw|*dz. (2.39)
0 0 0

De onde segue o resultado. |



Definamos o funcional
J(t) :=68J1 + Jo,

onde 6 > 0, tal que

ﬁ[%—1]+5cp<0 e Coe —0d <0,
isto ¢, 0 € } C’doa (2 _2006) 5 { Da defini¢ao (1.12), temos
Cp

/|th|2d:c:/|r0twt|2dm,
Q Q

e usando a desigualdade de Poincaré em (2.36), temos

d

Logo das desigualdades (2.32) e (2.40), temos

d Coe — 200, C 5d

2C
/|rotht 2d:l?+—/|roth|2dz

Coz — 2) +26C, 6d — Coe
2C, T 2d

d 50 2 2 Q 2
L < -2 Yip2)d
dtJ(t> < 2{/Q<\wt\ dx + d|Aw| +ﬂ| | x
B+cp / 9 aé/ ) a/ )
t he|“d — th|“d — hl*d
—l—( hE ) Q\ro | x+2€1 Q|1"o | x+ﬁ Q\ |*dx

Do corolario(1.3.8) e da desigualdade de Poincaré, concluimos

Entao, para §yp = min{ — B ,1} > 0, temos

d

S < 60E(t)+<62;;p>/|rotht\ iz + [;“i +%O‘}/Q|mtm2dx.

Agora estamos em condigoes de mostrar o decaimento polinomial do sistema.

B[C
/|rotht| dx+ 08 /|wt| dx + 800/|Aw|2d:17. (2.40)

(2.41)

Teorema 2.1.4. Se (w, h) € solugdo do problema misto de valor inicial e de fronteira (2.7)—

(2.11), entdo a energias E(t) definida em (2.12) decai polinomialmente, isto é

€ (E0) + E.0)).

aC >0, Vt>O0; E(t)§7



Prova. Definamos o funcional de Lyapunov

L(t) = E(t) + Ei(t) + e2J (1),

onde g9 > 0 é uma constante pequena a ser fixada posteriormente.

d d
Lre) = L)+ )+ e
<
+82<ﬁl+
< —e000E(1),

d
770

—9/ \roth|2dx——/ Irot hy P — e300 B(#)

/|0tht\ d:c+52 —+— /\roth|2dx

tomando, €5 > 0 suficientemente pequeno e integrando, temos

) + L©) > /tE(s)ds.

< =—(E(0) + £1(0)).

L(0) 1
> _—— [
do€2 0o ( doE2
Tomando t = 0 em (2.42)
L(0)  E(0) = Ei(0) J(0) 2
5082 N 5082 5082 50 - 5052

Entao, das desigualdades (2.43) e (2.44)

< —(E(0) + £1(0)) vt >0,

2
Finalmente para C = —— > 0, concluimos

5082

E(t) <

c
t

(E(0) + E1(0)).

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)



2.2 Estabilizacao do Sistema Linear: Caso v > 0.

Nestas condigoes o sistema ¢ dado por

— yAwy + dA*w — a(rot rot h)- H=0 em Ox]0,T[, (2.46)

hi + rotrot h + Srot rot (wy ;[) =0 em Qx]0,T[, (2.47)

divh =0 em Ox]0,T[, (2.48)

h-n=mnxroth=0, w:?—::() sobre o0x]0,T], (2.49)
w(z,0) = wy, w(x,0)=wy, h(z,0)=hg em Q, (2.50)

onde €2 é aberto limitado de R? com fronteira regular, w denota o deslocamento, h = (h!, h?)
o campo magnético, H = (H;, Hy) o campo magnético constante e os parametros d, « e 3
sa0 numeros reais positivos.

2.2.1 Existéncia-Unicidade
A energia do sistema para este caso estd dada por

1
E(t) = 5/9 [|we|* + 7| Vw|* + d|Aw|* + %|h|2}da:. (2.51)

Levando em consideracao a energia, definimos o espaco H por

H = HX(Q) x H3(Q) x Y.

E o produto interno em H por

(Ul, UQ)H = / [Ulvg + vaVUg + dAwlAw2 -+ %hl . hg] dl’, (252)
Q

onde, U; = (w; v; h;)' € H parai=1,2.
Reescrevemos o sistema (2.46)—(2.50) como um sistema de primeira ordem da seguinte
forma. Fazendo v = w; no sistema (2.46)—(2.50), temos

wy = v, (2.53)
v, = —d(I —yA)'A*w + oI — yA) rot rot h- F[, (2.54)
hy = —rotrot h — fBrotrot (v FI) (2.55)

Donde temos
Ut - AU t> 0,

(2.56)
U(0) = Uy,



onde

0 1 0
A= | —d(I —yA)1A2() 0 a(l —yA) trotrot (+)- FI ,
0 —pBrotrot ((+) H) —rotrot (-)
w Wo
U= |wv e Up = | wy
h ho
Lembremos que
(I —~yA): HY(Q) — H () (2.57)

W = (I —~vA)W

é uma bijecao isométrica, isto é
W@ = 1L = vA)Wllg-1@) v W e Hy(Q), (2.58)

na norma de H}(Q2) dada por ||W||§{3(Q) = [WlZ2q) + YIIVWIIZ2q- Ver [4], pégina 205.

Do fato, D(A) :={U € H/AU € H}, onde H = HZ(Q) x H}(Q) X Y, temos

o\ (HAQ)N\ v e HEQ) ) (@
D(A) = v]e|H(Q) |; (I —~A)"Y(—dA*w + arotrot h- H) € HJ ()  (b)
h Y —frot rot (v f[) —rotroth €Y (c)

De (a) v € HZ(Q) e de forma andloga a andlise feita para o caso v = 0 verifica-se que
h € D(B).

Por outro lado, usando (2.58) em (b) temos —dA?w + arot rot h- o e H7YQ) e de (c)
rotroth € Y, logo —dA?*w € H~(Q), além disso, como w € HZ(Q) entao, w € H3(Q) N
HZ(Q). Em resumo

D(A) = H*(Q) N HZ(Q) x H3(Q) x D(B). (2.59)

Determinado os espagos H e D(A), mostremos que o problema (2.56) com as condigoes
dadas em (2.50) possui uma tnica solugao.

Mostremos usando o teorema (1.2.6) que A é gerador infinitesimal de um semigrupo de
contragoes de classe Cy. Para isto devemos verificar as seguintes hipoteses

e A ¢ dissipativo,

e D(A)=He

e 0 p(A).



Com efeito, usando o produto interno definido em (2.52), temos

v w
(AU U)n = ( (I — VA)_l(—dAZw +arotroth- H) |, | v )
—frotrot (v H) — rotrot h h H

= /(I — A H(—dA*w + arot rot h- ;I)vdx
Q
+7/ V(I —yA) ! (—=dA%w + arotrot h- F[)]Vvdx
Q
—a/ rot rot (v Fl)hdx - / rot rot h - hdz + d/ AvAwdz.
Q G Ja Q

Usando a identidade de Green, o lema (1.3.3) e o fato que w,v € H(f2), concluimos

(AU, U)y = —d/([—vA)_l(Azw)v—dv/ A(I—vA)_l(A2w)vd:)3+d/ A*wodz

Q

=—d [, A%wvdz

+/ a(l —~yA) 'rotrot h- H vdz — ayA(I —yA) " (rot rot h- F[)v
Q

J

~~

=a [, vrot rot h- Hdx

—/arotrot (v F[)hdm—g/rotrothhdx
Q B Ja

[0
= — rot h|?dz < 0.
ﬁ/g| |

Logo, A é dissipativo.

A densidade de D(A) em H é imediata. Basta lembrar que HZ(Q2) é denso em H}(Q) e
que Y é denso em D(B).

Para completar a verificagdo das hipdteses do teorema (1.2.6), resta verificar que 0 € p(.A).

A verificagao é andloga ao caso v = 0 feito anteriormente. Com efeito, mostremos que
A1 existe e é limitada em H = HZ(Q)) x H} () x Y.

Inicialmente mostremos a bijecao de A~': Im(D(A)) € H — D(A). Para isto basta
mostrar que a equacgao do resolvente para A = 0, estd bem colocada. Isto é

v==G) € H(N), (2.60)

(I — yA)"Y(dA%w — arotrot h- H) = Gy € HL(S), (2.61)

—rotrot h — fBrotrot (v FI) =G eY. (2.62)

Com efeito, da equacao(2.60), basta tomar v = G; € HZ(Q). Usando (2.60) em (2.62),
rotrot h = —&—ﬁ rot rot (v [T[), entdao, o problema rotroth = G4 € [L*(Q)]?, é equiva-

ey [L2(Q)]2
lente ao problema (2.20) visto no caso v = 0, portanto h € Y N [H?*()]?, mais ainda como
G35 €Y, temos rotroth = Bh € Y. Entao, h € D(B).



Finalmente usando a aplicagao (2.57) na equagao (2.61) obtemos
dA*w = —arotrot h- H — (I — yA)Gy
ey € H-1(Q)

Usando novamente regularidade eliptica, vemos que este problema possui solugao w €
H3(Q) N HZ(Q). Em resumo U € D(A). A unicidade da solugao da equagao do resolvente
fornece a injetividade do operador A1

Resta mostrar [|A7'G||y < Cte.|G||5, isto é, ||Ul||x < Cte||G||%. Com efeito, da equagao
(2.60), temos [[v]| 2 = [|G1llgz(q) € sendo HE(Q) — Hg(€),

||U||H5(Q) < Gi]|Glx. (2.63)

Da equacao (2.62), temos |rot rot hl|y < ||Gs||y+B|[rotrot (G H)|ly < [|Gs|ly+Cs]|G1l22(0)-
E sendo HZ(Q)) — L*(Q)

[Plly < CullGslly + C5l|Gallaz) < Coll Gl (2.64)

Além disso, das equagoes (2.61) e (2.62), obtém-se

—dA*w = —arotroth. H + (I —vA)G,.
~———
€ H-1(Q)

Lembrando a identidade [|(I —vA)Gallg-1() = G2l 5y (), temos

||w||H§(Q) < C7[| G| w- (2.65)

Finalmente, somando as desigualdades (2.63)-(2.65), concluimos que ||U||x < Cte.||G||%.
Isto é, |A7'G|n < Cte.||G|l% logo A ¢ limitado. Em resumo, 0 € p(A). Portanto, A gera
um semigrupo de classe Cy(£2) de contragdes {e?'};>0.

Do teorema (1.2.12), podemos concluir, que para Uy € H = HZ(Q) x H}(Q) x Y o
sistema (2.46)-(2.50) é globalmente bem colocado em H e a (unica) solugao fraca U(w, wy, h)
do problema

% =AU, U(0) = U, (2.66)

pertence a C'([0,00); H), isto é

w € C([0,00); Hy(2)) N CH([0,00); Hy () e h € C([0,00);Y).



Por outro lado, se Uy € D(A), entdao a tnica solu¢ao U(w,wy, h) do problema (2.66),
pertence a C([0,00); H3(Q) N HZ(Q) x HZ(Q) x D(B)) N CY[0,00); HE(Q) x HE(Q) x Y),

b
isto é

w € C([0,00); H*(Q) N Hg (2)) N CH([0,00); H(Q2)) N C*([0, 00); Hy(2))
h e C([0,00); D(B)) N CL([0, 00): V).

2.2.2 Decaimento Polinomial

Lema 2.2.1 ( Energia do Sistema). A energia definida em (2.51), satisfaz

d @

—E(t)=— t h|?dx < 0. 2.

p (t) ﬁ/Q\ro |*dx <0 (2.67)
Prova. Andlogo ao caso linear v = 0. |

Em geral para ¢ € IV, temos

d

Rl A 12 dr <
ZEi(?) 6/Q|V6th| dz < 0. (2.68)

Defina o funcional .J;(t), por

T(t) = / (wow + Vww)de. (2.69)
Q
O seguinte lema 2.2.2 reconstrui o termo da energia — [, [Aw|*dz.

Lema 2.2.2. Se (w,h) é solugio do problema misto de valor inicial e de fronteira (2.46)—
(2.11), verifica-se

iJl(t;w,h) < (e +7)/ |Vw|*dx + i/ rot h|*dx — C—l/ |Aw|*dz. (2.70)
dt Q 251 QO 2 Q

Prova. A prova deste lema, serda omitida por ser andloga ao caso v = 0. [ |

Também a estimativa para o termo — fQ |Vw|?dx, é andloga ao caso v = 0, mais ainda,
podemos considerar o mesmo operador J5(t) definido em (2.35), que obviamente verificara a
desigualdade do lema 2.1.3. Isto é

d

/3+Cp / 2 COE / 2 EC() / 2



onde £ > 0 sufientemente pequeno.
Definamos novamente o funcional

J(t) :=48J1 + Jo,
onde 6 > 0, tal que
—Clzﬁ[%—l] L8O, ) <0 e —Cy=0T0%

Isto é

9 _
5e C(]E’ < 008) ﬂ ‘
d 2 Cp+ 7
Da definicao (1.12), temos [, |Vw,|*dz = [, [rot w,[*dz e das desigualdades (2.70) e (2.36),

temos
C 5d
L0 < (ﬁ[%—l]Jré(C +9) /|th| dz +(L /|Aw|2d:v
ﬁ_l_cp /|r t Ay 2d:l?+—/|roth|2dz

C C
Da desigualdade de Poincaré, temos —71 Jo [VwPdx < —f Jo, lwi|*dz. Logo
p

d Ch 2 C 2 / 2
— < - —— | |V - A
dtJ(t) QCp/Q|wt| dx 5 /Q| wy|“dr — Csy Q| w|“dx

« Q@ B+c ad
—— hzd:)s+—/ hl2dx + (=—2 / rot h 2d:v+—/ rot h|?dz.
S [ ks S [ ke (552) [ rothide + 3= [ ot

G GG
2C," 2y d’

Tomando

dp = min >0,

temos

d 5
(1) < 20{/<|wt\ dz +~|Vw| + d|Aw]? + |h|2)d:c}

/\r t Ay 2dm+—/\roth\ de + — /\h\ dr.

Portanto, do corolario(1.3.8) e da desigualdade de Poincaré, concluimos

CZJ() —SE(t) + (5”?’ /\Vht\ dx + 0‘5 /|Vh\ dz. (2.72)

Agora estamos en condigoes de mostrar o principal teorema desta secao.



Teorema 2.2.3. Se (w, h) € solu¢ao do problema misto de valor inicial e de fronteira (2.46)—
(2.50), entdo a energia E(t) definida em (2.51) decai polinomialmente, isto é

C

IC>0 V>0 E(t) < (E(0) + Ei(0)).

Prova. Analogamente ao caso v = 0, definamos o funcional de Lyapunov

L(t) = B(t) + Ey(t) + e2J (1), (2.73)

sendo g5 > 0 definido adequadamente, usando as desigualdades (2.72) e (2.68) parai =0, 1,
temos

%L(t) < — a0 E(t). (2.74)

Usando argumentos padroes termina-se a prova. [ |



Capitulo 3

Estabilizacao do Sistema Semilinear
de Placas Magnetoelasticas

Neste capitulo estudamos o sistema semilinear:

wy — YAwy + dA*w — afrotrot h). o —M(/ Vwl)Aw =0 em Qx]0,T], (3.1)
Q

hi + rotrot h + Srotrot (w; FI) =0 em Ox]0,7[, (3.2)

h-n=mnxroth=0, w = g_w =0 sobre 00x]0,T], (3.3)
Ui

w(z,0) = wo, wy(z,0) =wy, h(z,0)=hg €1m Q, (3.4)

onde, 2 é um aberto simplesmente conexo limitado em R? com fronteira 9€) regular, H =
(Hy, Hy) denota o campo magnético constante, w o deslocamento e h = (h', h?) o campo
magnético e os parametros, v,d,« e 3 sao positivos. O termo nao linear, é conhecido na
literatura como nao linearidade de Kirchchoff e esta associada as oscilagoes nao lineares das
placas. A equagao de placas com este tipo de nao linearidade foram muito estudadas, por
exemplo a equagao semilinear de placas com vy = 0 foi estudada em [16].

3.1 Estabilizacao do Sistema Semilinear

Dividimos o estudo deste sistema em duas etapas: Na primera etapa mostramos a Existéncia
e Unicidade, usando semigrupos lineares com perturbacoes Lipschitziana e na segunda etapa
mostramos que o sistema decai polinomialmente usando o método da energia.

3.1.1 Existéncia-Unicidade

Mostramos aqui a existéncia e unicidade de solucoes globais fracas para o sistema semilinear
e a existéncia e unicidade de solugoes fortes local sobre [0, 7},[, sendo 7}, o tempo maximal.

35



Com efeito, reescrevendo o sistema semilinear (3.1), na forma abstrata

dU(t)
——=AU(t)+ F(U(t t>0
o =AU+ FUR), , (3.5)
U(0) = Uy,
w
onde o operador linear A é o mesmo do caso linear com v > 0, U = | w; | e o termo nao
h
linear F(U(t)) estard dado por
0
FU®):= | p(l— 7A)‘1M<fﬂ |Vw|2dx) Aw |, (3.6)
0
onde a funcao M (s) verifica as seguintes hipdteses,
M(.) e CY(R"), M(s) >0 para qualquer s> 0. (3.7)

O operador linear A gera um semigrupo de classe Cy de contragoes em H = HZ(Q) x H} (Q) x
Y, como foi mostrado no capitulo anterior.
Mostremos que F' é Lipschitz continua em conjuntos limitados (ver defini¢ao 1.2.20).
Sendo a primeira e terceira componente do termo nao linear nulos, basta trabalhar no
espaco H} () correspondente & segunda componente, isto é

HM(I—VA)* [M(/Q|vw1|2dx)Aw1 —M(/Q|vw2|2dx)Aw2]

(2.58) ‘

Hg (9)

M(/ \Vw1\2dx)Aw1 - M(/ \Vw2\2dx)Aw2
Q Q

S M(/ |Vw1|2da?> ||A('LU1 — w2)||H71(Q)
Q

+ )M(/ |Vw1|2dx) —M(/ |Vw2|2dx)‘||Aw2||H1(Q)
Q Q
— M(/ |Vw1|2dx) |wy — w2HH5(Q)
Q

o A A v (A [
Q Q

< M(/ \vw1|2dx)||w1 — wall iy (3.8)
Q

<

H-1(Q)

+ max | M'(7)|[|well g3 o)

TE€interv. limit.

/ [[Vws|* — |V |*] da
Q




Usando a desigualdade de Holder, temos

‘/ [[Vws|* — |V, [*] da|.
0

< [Jwr — wal gg ) 1wl 5 @) + l[wall @),

donde segue que o lado direito de (3.8) é menor ou igual a

M( [ 19 lor = sl
Q

+  max |M/(7T)|||7~U2||H3(Q)(||w1||H3(Q) + ||7~U2||H3(9))||w1 - w2||H3(Q)-

T E€interv. limit.

Usando o Teorema 1.2.17 temos que para cada Uy € H, existe 0 < T < co e uma unica
solucao fraca U de (3.5) definida em [0, 77, isto ¢, U € C([0,7],H) que verifica (1.10) para
todo t € [0,7].

Por outro lado, da proposigao 1.2.16 segue que U é solu¢ao maximal de (3.5). Além disso,
mostrando que ||Ul|x < oo, segue do Teorema 1.2.18 que o problema (3.5) possui solugao
global fraca. A prova de ||U||x < oo segue do fato que H é o espaco da energia. Com efeito

Multiplicando por w; a equacao (3.1) e integrando em {2 e usando a identidade de Green.

1d
5%{/ [|wt|2+7|th|2+d|Aw|2]d:E+M1</ |Vu|2da:)} (3.9)
0 Q
+a/(rot rot h. ;I)wtdx =0,
0

onde M; = fo T)dT. Por outro lado, multiplicando por %h a equacao (3.2) integrando

em 2 e usando a identidade de Green juntamente com as relagoes dadas nas equagoes (1.20)
e (1.16), obtemos

a d

2ﬂdt/ |h dx+/ rot A dx—i—ozﬂ/rotrot H .w¢)hdx = 0. (3.10)

Somando (3.9) e (3.10) e usando os Lemas 1.3.3 ¢ 1.3.8

1d
——{/ th|2+7\th\2+d|Aw|2+%\h\z}dijMl(/|Vw|2d:c)} (3.11)
Q Q

2dt
(0%
= —— Vh|?dx.
ﬁ/9| |

Finalmente, integrando a equagao (3.11) de 0 a ¢, e usando o fato que Uy = (w(0), w;(0), h(0)) €
H = HZ(Q) x H} Q) x Y conclui-se que |U||y < oo.

Por outro lado, do teorema 1.2.19 (ii), como H ¢é reflexivo o problema (3.5) possui solugao
classica em [0, T,,[, isto é, U € C([0,T,.[, D(A)) N CH([0, T,[, H).



3.1.2 Decaimento Polinomial

Mostremos agora que o sistema semilinear (3.1)—(3.4) decai polinomialmente. Para este caso
definamos o funcional energia, por

1 « 1
E(t) = 5/9 [|wt\2+7|th|2+d|Aw|2+B\hﬂder§M1</Q|Vw|2dx), (3.12)

onde My (s) = [ M(r)dr.
Em geral para i € IN, como no caso linear a energia (3.12), satisfaz
d
dt
onde, E;(t,w,v, h) = E(t, 0w, div, h).
Novamente antes de fazer a prova do teorema principal desta secao mostremos alguns

Ei(t) = —% /Q IVoih|*dz < 0, (3.13)

lemas técnicos.
Definamos o funcional

Jy = /(wtw + yVww)dz. (3.14)
Q

1
Para reconstruir os termos, — [, |Aw|*dz e —§M1 ( Jo |Vw|2dx>, usaremos o seguinte lema

Lema 3.1.1. Se (w,h) € solugdo do sistema (3.1)~(3.4), verifica-se

iJl(t;w,h) < (C’p—i-v)/|th|2dx+ﬁ/\roth|2dx (3.15)
Q 251 9

dt
d 2 1 2
—§/Q|Aw| dm—§M1</Q\Vw\ dm).

Prova. Multiplicando a equagao (3.1) por w, integrando em €2 e usando a identidade de
Green e (1.16), temos

i{/(wtw%—vatw)dx} = /|wt|2d:v+7/ |th|2dx+a/rothrot (w FI)dx
dt { Ja P 0 0 0

'

=J1 (t)

—lMl(/ Vo) —d/ | Aw[2da (3.16)
2 Q Q

Da desigualdade de Poincaré e usando a condic¢ao (9)(M(s) < M(s).s Vs > 0), temos

ijl(t) < (cp+7)/ |th|2dx+a/rothrot(w ;I)dx
0 0

dt
1
_ 2, 1 2
d/Q\Aw\ dx 2M1</Q\Vw\ d:z:)

= (cp+7)/\th\2dx—d/|Aw|2dx—lM1(/ |Vw|2dx>
Q Q 2 Q

+i/|roth|2dz+a—€1/|rot (w ]?I)|2d:17,
2e1 Jo 2 Ja



observe da desigualdade de Poincaré,

a81/|r t( H w)Pdr = a81/|H182w Hy0,w|*dx

< aalmaX{Hf,sz}/|Aw|2dx,
A - - Q

o
d C .
onde, 1 = Do min{ 2, H2} >0, isto é, C,, —d = —5 Termina-se a prova. |
Como no caso linear definimos, por
Jo(t;w, h) = /(rot rot h) - Udz, (3.17)
Q

onde U é solucao do problema (2.4) e satisfaz a desigualdade (2.5).

Lema 3.1.2. Seja (w, h) solugdo do sistema (3.1)—(2.10), verifica-se

d ﬁ+cp / C()E / 2 EC()/ 2
tJQ(t,w,h) < R ) [rot hy| dx—i—ﬂ[ 1} |Vw,|*dx + 5 |Awl|“dz, (3.18)

onde € > 0 sufientemente pequeno.

Prova. Anadlogo ao caso linear. |

Agora definamos o funcional
J(t) = 5J1 + Jg,

com 0 > 0 é tal que

—Clzﬁ[%—l]Jr(S(Cij) <0 e —Cy=T%

isto é,

e[ )55l

entao, das desigualdades (3.15) e (3.18), e do fato [, [Vw,|*dz = [, [rot w,|*dz, tem-se

d
dt

CoE

LI < (5[7—1} +6(C, +v))/Q|th|2dx+(@)/ﬂmwﬁdx

B+ / 2 / 2\ 0“5/ 2
+( 55 ) Q|1"otht| dx ,u5< Q|Vw| da:) +251 Q|1"oth| dz.




C C
Da desigualdade de Poincaré temos —71 Jo IVw,[?dz < —f Jo, lwi]?dz, logo
p

— < S — A
dtJ(t) < QCp/Q|wt| dx 5 Q|V'U,Jt| dx — Oy Q| w|*dx
o o 2
—— hzdx—l——/ hl?dx — ud / Yw|*dz
S [ far+ S [ e = ([ [Vufar)
ﬂ+cp)/\r0tht|2dx+a—5/\roth|2dx.
Q 251 9

C; C7 Cy
2—%7%777175} >07

Tomando,
0o = min{

temos

d ]
%J(t) < 20{/ <|wt\ dz + ¥|Vw,| + d|Aw|* + \h\2)dx+ /\Vwﬁdm) }
ﬁ+cp /\rotht 2dm+—/\roth|2dx+ /|h|2dx

Portanto, do corolario(1.3.8) e da desigualdade de Poincaré, temos

1
gtj() 60E(t)+< +Cp /\Vht\ dx + 0‘5 /|Vh\ dz. (3.19)

Agora estamos em condigoes de mostrar o principal teorema desta secao.

Teorema 3.1.3. Se (w, h) € solu¢ao do problema misto de valor inicial e de fronteira (3.1)—
(3.4), entao a energia E(t) definida em (3.12) decai polinomialmente, isto é

C
AC >0 Vt>0; E(t) < 7(E(O) + E1(0)).
Prova. Analogamente ao caso linear, definamos o funcional de Lyapunov

L(t) = E(t) + Ei(t) + e2J (1), (3.20)

sendo €9 > 0 definido adequadamente, usando as desigualdades (3.19) e (2.68) para i =0, 1,
temos

d
L) < —e200E(1). (3.21)
Usando argumentos padroes, temos
C
B(t) < Z(E(0) + B (0))



Capitulo 4

Estabilizacao do Problema de
Transmissao em Magnetoelasticidade

Neste ultimo capitulo estudamos o problema de transmissao em magnetoelasticidade definido
num dominio limitado Q C R? de classe C*(2), que é composto de dois tipos diferentes de
materiais: Q = O U Qy, aqui Q; (com fronteira I'1) é tal que Q) C Qe Qy = Q\Q # 0
(com fronteira 02y = I'y UT). Além disso assumimos que somente a parte 2y é sensivel
a estimulos do campo magnético. Denotando por v = (u',u? 0), v = (v',v? 0) os vetores
de deslocamento em €; e Qy e o campo magnético h = (h', h?,0) em €, as equagoes que
modelam este problema sao

prug — pAu — (A + p)Vdive = 0 em  Qx]0, 00, (4.1)
Pav — poAv — (Ao + o) Vdive — o[V x h]x FI = 0 em yx]0,00], (4.2)
Chy + psrot [rot | — Brot [vy x FI] +0h = 0 em §x]0,00], (4.3)
divh = 0 em §2x]0,00], (4.4)
com condigoes de fronteira

v=0 on Ix]0,00], u=wv sobre I';x]0,00],

,ulg—z + (A + p)divun = Mgg—z + (A2 + po)divon 4+ afn x h]x H sobre I'; x]0, oo
(4.5)
n-h=0, nx[rothl=0 sobre (I"UTI;)x]0,o0], (4.6)

e condigoes iniciais

u(0) =u’, w(0)=u' em €, (4.7)

v(0) =%, v (0) =o', Rh(0)=h" em Q,

onde ug, uy, vy, v1 € hg sao fungoes dadas. Aqui p; e pp sao as densidades de massa, ( é
um parametro proporcional a conductividade elétrica, os coeficientes ¢, p;, \; para i = 1,2
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sao positivos, as constantes de acoplamento « e 3 sao positivas e FI: (H,0,0) é o campo
vetorial magnético constante em {25. Sem perda de generalidade asumimos que aH e SH
sao positivos.

Como as densidades de massa p;, po e 0 parametro ( sao considerados positivos, podemos
reescrever o sistema (4.1)-(4.4) na forma

— mAu — (A +p)Vdive = 0 em Q;x]0,00], (4.8)

w — o Av — (Ao + o) Vdiv o — afrot h] x ;I = 0 em yx]0,00], (4.9)
hy + pgrot [rot h] — Brot [v; x FI] +dh = 0 em yx%]0,00], (4.10)

divh = 0 em x]0,00], (4.11)

verificando as condigoes de fronteira (4.6) e as condigoes iniciais (4.7).

(4.5),
Denotemos por w := rot h = rot < ) efetuando simples céalculos, tem-se

UtXH = H(0 )

(ot h)x H = H(O w,0), (4.12)
i (0, (4.13)

rot [uyx H| = H(— 82ut,81ut, 0), (4.14)
(4.15)

(4.16)

nx (roth) = w(n, —m,0),
[7] X h]x H = H(Ounlhz - 772h170)-

Da condicao de fronteira n x (rot h)|rur, =0 Vt > 0 e da equagao (4.15), concluimos
wlror, = 0. (4.17)
Por outro lado usando a condic¢ao (4.11) na identidade (1.14), temos
rotrot h = —Ah em Q5 x (0,00). (4.18)

Lema 4.0.4. Sendo v, = (v}, v2,0) € Qy tal que v, =0 € T, verifica-se

/ frot h]x H vdz — —/ vy % ] ﬁ)dz—/ vot [vyx H].hdz.
Qo Iy Qo

onde I'y € a fronteira de €.



Prova.

/ [rot h]x o vdx (112 H(0,w,0) - (v},v?,0)dx
Qz Q2
= H (81h21)tz - 82hlvt2)dx
Qo
= H { — / mh*o?dY — [ Oywihidx + / npveht dY
Fl QZ Fl
agvfhldil}]
Qo
= —H [ v}(mh*—mh")dS — H [ 0yvih* — 0yh'dr,
Fl QQ

logo das identidades (4.16) e (4.14), temos

/ [rot h] x H wde = —/ v, - ([n x h]x o H(—09v},01v},0) - hdw
Qo N1

)dE—/QZ (
_ _/Flvt.([nxh]xﬁ)dz—/ﬂzrot(vtx H) - hdz.

Lema 4.0.5. Sejam u = (u',u? 0) € Q; o vetor de deslocamento e u; = (u},u?,0) o vetor
derivada de uw em relagao ao tempo. Entao

/ Vdivu - wdx = / w(divu)nd> — / div udiv u.dz,
951 I 4
onde I'y € a fronteira de €.

Prova. Com efeito

/ Vdivu - wdx = V(divu) - (uj,u?,0)dx
951

S—

951

[uf 01 (div u) + uldy(div u)]dx

Il
\

951

= / mug (divu)dy — [ Oyuf(divu)ds
I 951
+ 7]2Ut 2(divu)ds — [ Opui(divu)da
951

= /ut n(divu) d¥ — / div u; - divudz.
I 951



Lema 4.0.6. Sejam v = (v, v?%,0) o vetor de deslocamento e v; = (v}, v?,0) o vetor derivada
de v em relagao ao tempo. Entao

/ Vdivo - v dx = —/ vy (divo)n d% —/ div vdiv v.dz,
Qo I't Qo

onde Qg tem fronteira 'y UT e v = v|p = 0.

Prova. Com efeito

Vdive - v de = V(divv) - (v}, v2,0)dz

Qz QQ

= / [0 01 (div v) + v20y(div v)]da
Qo

= —/ motdiveds — [ Owidiveds
Fl QZ
—/ nvidivedy — [ Oyvidiveds
Fl QZ
= —/ vy (divo)ndE —/ div vdiv vydz.
Fl QQ
|
Lema 4.0.7. Sejam u = (u',u? 0) = (v!,v% 0) € I'y. Entao
ou ) ov .
prty— + (A1 + py)ug(divu)n | dE. — povi— + (Ao + po)ve(divo)n | dE (4.19)
T In Ty on
—a/ (I x Blx H) - v dS = 0.
Ty
Prova. Com efeito, multiplicando por u; = (u},u?,0) a equacao (4.5)
Ju . v .
paty—=— + (1 + M)divun - upy = pom—us + (Ao + po)divon - u,
an on
+aln x h]x i . em Ty x (0,00).
Integrando sobre I'; e usando a hipdtese u; = vy € I'; termina-se a prova. [ |

Observagao 4.0.8. Dado h € V = {h € [D(2))?;divh = 0} e definamos o espago Y por

2

_[r2
Y = V[L (92)} ’

se, g € [H'(Qg)]?, temos

/ (rot h)(rot g)dz = / rot [rot h|gdx +/ n X (rot h)gdX. (4.20)
Qo Qo 09

(Ver Temam [25]).



Lema 4.0.9 (Energia do Sistema). A derivada em rela¢ao ao tempo da energia associada
ao modelo de transmissao em magnetoelasticidade, verifica

d ,ugoz/ 9 5@/ 9
—FB(t) = ——— rot h|*dx — — h|*dz, 4.21
70 =15 | rowntar = [ (121)
onde
1
E(t) := E(t,u,v,h):= 5/ {|ut\2 + | Vul? + (A + u1)|divu\2] dx (4.22)
951

1
+§ / {|w|2 + pa| Vo2 + Ay + po)|divo|* + %|h|2} dx.
Qo

Prova. Com efeito, multiplicando (4.8) por u, e integrando em 24

1d, ou
——|w|*dr 4+ p / Vu,Vudr — p / Uy—d>
| 5 AL YR

—(A\1 + ,ul)/ u(divu)ndS + (A + Ml)/ div udiv u,dz = 0
Fl Q1

donde

1d .
5%/9 [|ut|2 + i |Vu|*dz 4+ (A + ) |div u|2] dx (4.23)
1
ou :
= prty— + (A1 + py)ug(divu)n | d.
Iy on
Multiplicando (4.9) por v; e integrando em €2y
1d
2 2d . Voud
/Q2 2dt|vt| r + o szvt Voudx

0
+ ,u2/ vy - P> + (Ao + ug)/ (div o), - nd%
Fl 1—11

on
+ (A + ug)/ div vdiv v,de — a/ [rot hx F[] - vdx = 0,
Qg QQ
donde
1 d 2 2 : 2
—— [vg|* 4+ pa| Vol*dx + (Ay + pe)|div v|”| dx
2dt Jq,
v :
— _/ [quvta—n + (A2 + p2)ve(div v)n] > (4.24)
IS

+a/ [rot A x F[]vtda:.
Qo



Agora, multiplicando (4.10) por %, integrando em €2y e usando (4.0.8), temos

O d gy = Y o nde + 222 [ (g x rot h)hds (4.25)
28dt Jo,

B Ja, 5 Jn

-

=0 por (4.6)

s 5
+a/ rot [y x Hlhde — 2o [ |h|?da.
Qz ﬂ QZ

Do lema (4.0.4), segue

a d 1Y’ -
— h2de = —52— rothzdx—a/ X hlx H v, dX% 4.26
Qﬁdt Q2| | /6 Q2| | Fl[n ] t ( )
- o 9
—a | [(roth)x Hludr — — [ |h|°dz
Qg ﬂ QZ

Somando (4.23), (4.24) e (4.26), temos

1d
—— [wg® + | Vu|?do + (A + ) |divul® | do
2dt Jq,
ld 2 2 o2 Y2
+-— [v]* 4 po| Vol*de + (Mg + po)|divo|* + = |h|7 | dz
2dt Jq, g
ou :
= uluta— + (A1 + pp)ug(divu)n | dX.
I U
—/ |:,U/2’Ut@ + (A2 + p2)vy(div v)n] asy — B2 rot h|*dx (4.27)
I an G Ja,
- dav 9
—a [ ([nx hlx H).wyd2 — — [ |h|“dz.
I ﬁ Qo
Usando o lema (4.0.7) na equacao (4.27), termina-se a prova. |

Lema 4.0.10. Dado o campo vetorial magnético h = (h',h? 0) definido em Qs aberto
limitado verificando as hipdteses (4.6), as sequintes normas sao equivalentes

|Vh|*dz +0 [ |h|*dx e [rot h|*dx +6 [ |h|*dz. (4.28)
o o o o

Prova. Segue do teorema (1.3.7). |

Novamente usando o lema (4.0.10) na equacao (4.21), temos

oo
Vh\?de — —
|Vh| 5/,

d _psa

%E(t) 5 Jo

|h|*d. (4.29)



4.1 Existéncia-Unicidade

Mostramos a existéncia e unicidade da solugao aplicando a teoria de semigrupos. Definamos

0 espago
X =H'xL*xV (4.30)
onde
H' = {U=(u,v)eH; v=0 em I' e u=v sobre I}
com

H' == [H'(Q)]* x [H' ()],

definamos a norma de H! por
Ul = / [u1|Vu\2+(M1+)\1)|divu|2}dx
951
+/ [u2|Vv|2+(uz+A2)|divv|2] dz,
Qo

L? == [L*()]? x [L*(Q)]?,

com norma equivalente a norma de IL? dada por

o o
Ul = = uldr + — v|2dx
1T 692” 692“
e
Vi={he[L*()]?*/divh=0em Qy e hnp=0 sobre I';UTl}, (4.31)
cuja norma
o
Vil = 11(hv)llv = (12 + |v]*)dz
Qo

é também equivalente a norma de L?. E definamos H?, por
H? = [H?*(Q1)]* x [H*()]%.

Reescrevendo o sistema na sua forma abstrata, temos

% = AW, t >0,
(4.32)

W(O) = (UQ, Ut(), h()) c X,

" W(t) = (U,U,h) e U:(u) (4.33)



e AW esta dado por

U
AW = | A(U,h) | . (4.34)
B(Uy, h)
Os operadores que aparecem em (4.34) sao definidos como segue
Definicao de A: A é um operador nao limitado em H' x V com dominio
D(A) = {(U, h) € H2NH! x {h € V/[(xot h)x H] € [L2(W)]2} e
ou ) ov )
'ulﬁ_n + (A1 + pa)divun = ’u28_77 + (A2 + p2)divon
+aln x h]x H sobre T} x (0,00)},
tal que
AU L) = mAu+ (A + p1)Vdivu + peAv (4.35)

(Mg + p12)Vdiv o + o[(rot ) x H].
Definicao de B: O operador B ¢é nao limitado em LL? x V com dominio
D(B) = {(U,h) € H x {h € VN [H*(Q)]*/(xoth) x =0 sobre T'UI;}}

e tal que
B(Uy, h) := —pgrot [rot h] + frot [v,x H| — éh. (4.36)

O dominio do operador A esta definido pelo conjunto

D(A) = {(U, U,h)/ Uel*NnH', (U,h)€D(B), e
o) . 0 :
,Ula_:; + (A1 + pn)divun = M@_z + (A2 + p2)divon (4.37)

+aln x h]x H sobre Iy x (0, oo)}

O seguinte lema mostra que o operador A é dissipativo.
Lema 4.1.1. A ¢ dissipativo.
Prova. Mostramos que (AW, W)x < 0. De fato

(‘AVVa W)X = (A<U7 U, h)7 <U7 U, h’))X
— (U U + (A(U, 1), Uz + (B(UL, ), h)y (4.38)

Y
v~ v~

) 1

—



(I) = T Vu,Vudz + (A + ul)/ div uydivu + u1/ Auudz
951

Ql Q1

+(p1 + A1) Vdiv uudr + (Mg + p2) / div vydiv v

Ql QZ

+ o Vo Vudx + s / Avvdz + (p2 + A2) Vdiv vudz

Qo Qo Qo
+a/ [rot hx ;[].vtdx
Qo

lemas(4.0.4)—(4.0.6)

L1 Vu,Vudzr + (A1 + p1) / div udivu — iy Vu,Vudx
951

Ql Q1

0
+,u1/ ut—udz + (1 +M\) / w(div u)ndd
Fl an F1
—(puy + Al)/ div udiv utdx+,u2/ Vu,Vudz
Ql QQ

+(A2 + p2) / divudive — g Vu,Vodr — ps v dx

Vp—
Qs N I on

—(po + A2) / v(divo)nd3 — (g + A2) / div vdiv v,dz
Fl Q1

—a/ ve((n x h)x FI)dE—a/ rot (v X ;I)-hdx.
Fl QQ

Portanto

0
I = ,u1/ ut—ud2+(u1+>\1)/ w(div u)n dX
I 877 I

0
—(u2+)\2)/ vt(divv)ndZ—,ug/ vt—vdZ
I I on

—a/ ve((m x h)x ;[)dZ—a/ rot (v X ;[).hdx.
I Qo

Usando o lema (4.0.7), concluimos

1) = —a /Q rot (v;x H) - hdz. (4.39)

Por outro lado

- J
(IT) B ot [rot h|hdx + a/ rot (v; X H).hdx — o \h|?dx
ﬁ Qo Qo /6 Qo
Obs.(4.0.8) M3

Irot h|%dz — @/ 1 % (rot h)h dS
ﬁ Qz /6 1—\1

=0 dg (4.6)
1

s 5
+—/ rot (v;x H).hdw — o [ |h]2da
«@ Qo 6 Qo



Entao

(Ir) = -2 |roth|2dx+a/ vot (vix H) - hdz — 22 [ 1hf2dz. (4.40)
ﬂ QQ QQ ﬂ QZ
Finalmente, usando (4.39) e (4.40) em (4.38), temos
(AW, W)y = — 22 [ frotnzaz — 2% [ |nj2de, (4.41)
ﬁ Qg /6 QQ

O préximo resultado nos garante que A é maximal.
Lema 4.1.2. Im(\ — A) = X, para algum A > 0.

Prova. E suficiente mostrar paraum A > 0. Tomemos A = 1 e vejamos que Im(I-A)=X.
De fato, dado F = (f1, fo, f3) € X = H! x L? x V arbitrdrio, devemos mostrar que existe
um W = (U, Uy, h) em D(A), tal que (I — A)W = F, isto é

U hi
(I - A) Ut = f2 )
h s
ou equivalentemente,
U-U = f c H', (4.42)
U, — AU, h) = f, e L% (4.43)
h — B(Uy, h) = f3:= g2 e V. (4.44)
Substituindo (4.42) em (4.43), temos
U - A(U, h) = f1 + f2 =J- (445)

Para resolver (4.42)—(4.44) basta resolver o sistema (4.44)—(4.45).

Como f; € H! e f, € L2, tem-se que g; € 2. Por outro lado, f3 := g, € V.

A partir do sistema anterior (4.44)—(4.45), levando em consideragao que o lado direito
(g1, 92) pertence a (L? x V) C (L? x V)* . Podemos usar o lema de Lax-Milgram para
obter solugoes fracas do sistema (4.44)—(4.45). Depois usando regularidade eliptica temos o
resultado. Definamos a forma bilinear a: ¥ x Y — R com Y = H! x V, onde

V = {w € V/rotw € [L*()]*}

)
w|? _ @ w2dx+@ rot w|*dz,
v
ﬂ Qo 6 Q2



a((u,v),w), ((4,0),w)) = /Q (1 Vu.Vi+ (A + pq)div udiv a]de

+/ [/J/QVUV’(AJ + ()\2 + /JQ)diV vdiv ’(AJ]dSL’
Qo

—

+((u,v), (4,0))L2 — oz/Q rot (0x H).wdzx + (w, )y

+a/ rot (v x Fl)uid:c
Qo

A bilinearidade de af., .) segue imediatamente da defini¢ao. Verifiquemos que af(., .) é continua
em Y x Y. Isto é, 4Cy > 0, tal que

la((u, v, w), (@, 0, ))| < Cif[(u, v, w)|ly[|(@ 0, @)y
Com efeito

la((u, v, w), (4, 0,0))] = ‘/ [ Vu.Va + (A + pp)div udiv alde
951

+/ (2 V.V + (Ag + po)div vdiv 0]dx
Qo

RN

+/ {5_0‘10@ + %ot wrot ’LZJ] dr — a/ rot (0x H).wdx
Qo ﬁ ﬁ Qo

+a/ rot [vx Fl]wdx—i—g/ u.zldx—l—g/ v.0dx
Qo 6 (951 6 Qo

< /QHquL}+,u1‘VuHV7fL}+()\1+u1)}diqudiV7fLHd:c
+/Q HUH@\+u2}VvHV@\+(>\2+u2)\divadiv®Hd:c
+/QQ[5 }da:jta/ }rot ﬁx;[Hw‘da:

v f S Wl S [ oljolas

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz e a equivaléncia de normas em H!' conclui-se a

prova da continuidade de a(.,.). Verifiquemos que af(.,.) é coerciva, isto é, existe um gy > 0,
tal que a(W, W) > ap||[W|ly com W = (u,v,w)". Com efeito



aW, W) = [%|u|2+u1|vu\2+(A1+u1>|divu\2}dx

1951
+/ [%Mz + pa|Vol? + (Ao + po)|divv|? |dx
Q2

oo, o 3 2
+ —|wl|* + —=|rot w|* |dx
/ 15 ol + 2 ot
Equiv.Norm 9
e {/ {uﬂVu\ + O + o) div ] ]dm

Q
+/ |flz2|VU| + )\2+M2)|d1VU‘2:|dLL’}
Q2
+/ —w2+—rotw2 dx
92[ 3 | 3 | °]
> aol|[Wly,

sendo oy = min{1, Cy}.
Portanto, do lema de Lax-Milgram, existe uma tnica soluc¢ao (u,v,h) € Y tal que

a(((u,v),w), (&, 0), w)) = ((91, 92), (& 0), @)y, V((@,0),0) €Y (4.46)

A verificagdo que a solugao fraca de (4.46) é também solugao fraca de (4.44)-(4.45) é
padrao.

Com efeito, como C® := [C*°(Q)]2 x [C>()]? x [C=(2)]? é denso em Y, tomando
em particular ® = (¢y, ¢a, 1) € C* em (4.46), temos

a(((u, ), w), ®) = ((91,92), ), VP € C™ (4.47)

portanto
of{(u,0)w),®) = [ [V Tor+ -+ p)div udiv ol
Q
—l—/ [V - Vo + (A + po)div vdiv ¢o]dz
Qo

+a/ rot [¢; X FI] -wdx—a/ (rotw)x o -¢rdx
QQ QQ

+<<u7 U)v (¢17 ¢2))]L2 + (w, ID)V
= ((91,92),®) VPeC~,

que ¢é equivalente no sentido fraco (V& € C*) ao sistema (4.44)-(4.45).
Por outro lado, como h € V e gy € V, segue que (U, h) é uma solugao fraca de

(U, h) e H* xV;  h— B(U, h) = f3 = g» € [L*()]%.



Deduzimos que (Uy, h) € H' x [H?(2)]?, temos (U;, h) € D(B).
Usando o mesmo argumento mostra-se que (U, h) € D(A). Com efeito, desde que g, € L2,
entao, U € H' e (U, h) € H' x V ¢é solugao fraca de

U—AU,R) =g, €L

Entdo, U € H? e (V x h)x He [L?(2)]2. Portanto (U, h) € D(A).

Para mostrar que D(A) = X, usamos o Teorema 1.2.8, pois a reflexividade de H',1.? e
V, garante que X = H! x .2 x V é reflexivo. De onde termina-se a prova do lema. |

Segue dos Lemas 4.1.1 e 4.1.2 e do Teorema de Lumer-Phillips 1.2.5, que A é gerador
infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cy em X.

4.2 Decaimento Polinomial

Nesta se¢ao mostramos o decaimento polinomial da energia associada ao sistema (4.8)—(4.11).
Assumiremos inicialmente que €2 é do tipo LII, II, ver figura 01.

Parte,
Elastica

Eigstgica
0

Il\D/Iaa;%geto—elés tica n ggrgtget(?—elasmca
| n
Tipo T Tipo T1I Tipo 11

Figura 01: Dominios do tipo LII e III.

Além disso vamos supor que €2 satisfaz as seguintes propiedades
xni(x) >0 sobre Iy, 1=1,2. (4.48)

Note que esta condicao é forte pois implica a condi¢ao “star-shaped” com relacao a xy = 0.
As energias de ordem superior sao denotados por

E;i(t) :== E(t, 0ju,0lv,0/h), Vi€ IN.

Antes de provar o principal Teorema 4.2.6 desta secao, reescrevemos o sistema (4.8)—
(4.11) na sua forma bidimensional.

Escrevendo o vetor de deslocamento e o campo magnético por, u = (u*,u?), v = (vl v?)
e h = (h',h?), consideremos os operadores ‘A’, ‘V’ e ‘div’ somente em duas varidveis e



lembremos que o rotacional do campo escalar f em duas dimensoes é dado por, rot f =
(Oof, =01 f) e w=r10t h = O1h* — Dxh*. O sistema (4.8)—(4.11) pode ser escrito como,

Uy — prAu — (A + pp)Vdive = 0, (4.49)
Uy — 2 Av — (Ay + p2)Vdive = aH(0,w), (4.50)
hi + psrotw + 6h = —BHrot v}, (4.51)

com condigao de fronteira

n-h=0, w=0 sobre (I"'UI'1)x]0,00], v=0 sobre I'x]0,o0],

u=wv  sobre  I'1x]0,00], (4.52)

0 0
Nla_;; + (A1 + pa)divun = Mza—z + (M + po)divon + aH (0, mh* — nah') sobre T'; x]0, ool

Para mostrarmos o decaimento polinomial, usaremos o método da energia.

Similarmente a prova do Lema 4.0.9, temos

d 5
ey =Y wPde - —O‘/ |h|2dz.
6 Qz ﬁ QZ

E em geral para i € IN, temos

d JIEte! . da -

—FEi(t) = —— Jyw|*dr — — d/hl*dx. 4.53

B0 == [ ool ae = [ Join (15
Dado v € Cg°(Q) tal que ¢ = 1 sobre I'y, definamos Kw := (z - V)w + tw. Além disso
definamos os funcionais

Ri(u,v) := /QutKudij/Q vy Ko de,
1 1

Si(h,u?) = / aH (mh* — noh')Ku? drT,
I
Ji(u,v,h) = Ri(ug,vp) — Sl(ht7u2)7

1 .
Eu) = 5/@ (Juel? + pia |Vl + (g + por)|div wf?) da,

F(w) := /Q{|wt\2+\Vw|2}dx.

O seguinte lema reconstrui os termos da energia do vetor de deslocamento .

Lema 4.2.1. Dado ¢ > 0 existem C. >0 e Cy > 0, tal que

d
EJl(u,v,h) S —E(Ut)+C’1 {F(’Ut)—F ‘u)thSL’}
Qo

—|—€Hu2||§{2(91)—|—ce/9 |th‘2dx'
2



Prova. Multiplicando a equacao (4.49) por Ku, a equagao (4.50) por ¥ Kwv, integrando por
partes e usando (4.52), temos

d 0 1
2 Ry, 0) = / 152 1 (g + pa)diven ) (z- V) (u — o) dl' — / & (| V) dr
dt I 017 2 ry
1 1
- 5/ - (A 4 )| div ul? dl + 5/ 2 - (2] Vol® + (Ag + p2)|div o[*) d
Fl 1—11

1
+ / aH (nh* — noh' ) Ku? dl' — 3 / (Juel® + 1| Vul® + (A + py)|divul?) da
F1 Q1
. . 1
—i—/ aHwypKv? dx —/ Vo'V (g ) o' do + —/ pa| Vou|* da
Qo Q2 2 Qo

— / (A2 + pto)div vd; () Vo' do + % /
Qo

) 1
(A2 + po)|divol® do — 5/ pacplve]? da
Qo

Qo

1 , - 1
— —/ o Vu'Vyu' doe — —/ (A2 + po)divoVev dx,
2 Ja, 2 Ja,

onde p(z) := div (¢x) — 1. Portanto existe uma constante positiva C' > 0, tal que

d 0
— Ry (u,v) < / m—v + (A2 + po)divon | (- V)(u —v)dl’
dt r 87]

-~

'

=1
1 . 1 :
=5 [l + O i) r 3 [ el Vol + O+ pldivel) dr
Fl 1—‘1
+51(h,u2)—5(u)+C{F(v)+ |w\2dx}.
Qo
Usando a hipétese u — v = 0 sobre I'y e a condi¢ao (4.48), temos
ov .
= [ (e O piven) (- ()9 o)
'
v , d(u —v)
- (2 4+ (o d ALY gp
/le W(M28n+(2+ﬂz) 1VU7I> o
= / x- n<u2VvV(u — )+ (A2 + po)divodiv (u — U)) dr
I

= / x- n<u2VvVu + (Mg + p2)divodivu — pe| Vo — (Ao + u2)|divv|2> dr
I

IN

1 . .
5/ T - n(/@\VUP + (Mg + po)|divul* — | Vo> — (Mg + Mg)‘leUP) dr.
I

Substituindo este resultado na desigualdade anterior, obtemos



4 Ry(uv) < Suhu?)— L / £ ({1 — o) Vuf?) dT

1 .
~3 / (AL — Ay + 11 — po)|divul?) dl — E(u)
I
+C {F(v) + |w\2dx} :
Qo

Usando (4.67) e (4.48) concluimos

%Rl(u’v) < Sl(h’u2)_g(u)+C{F(v)+/Q2|w|2d:r}.

Analogamente, sendo o problema de transmissao linear, temos

d
ERl(ut,Ut) S Sl(ht,u?) —g(Ut)“—C{F(Ut)“— |wt|2d:17}
Qo

Usando agora a identidade

d
Sl(huuf) = %Sl(htﬂﬁ) - Sl(htt>u2)>
obtemos
%Jl(u, v,h) < =Si(hy,u?) — E(uy) + C {F(vt) +/ |w, |2 dx} ) (4.54)
Qo

Da desigualdade de Young e do teorema do tracgo, para € > 0 existe uma constante positiva
Ce > 0, tal que

1Sy (hy, u?)| < €Hu2||%12(91)+06/9 lwye|? da
2

Substituindo esta desigualdade em (4.54) segue o lema. |
Seja
(9 — Ty, 21 — TX2) para € Tipo LII e
q(x) =
(29 + T2, 21 + TX9) para € Tipo III



onde 7 > 0. Consideremos os seguintes funcionais

Rav) = _/ (2207 + (Xg + p2)y07)q - Vo' da,
Q2
ot 0
Sa(v', %) = /q 0(p2 + (Ao + p2)153) ;“ 5:7 dr
a 2
JF/F (N2—87;t + (A2 + p2)12007;)q - Vo' dI

—l—/ 1o VUi (Vaopv' + q,,0, V') do
Q2

+/ ()\2 + ,ug)agvft(ﬁﬂl . VUl + q82Vvl) dx
Qo

Ry(v) = Ra(v)+ Ro(vy) — Sa(vh,v2),
Jo(w,v,h) = Jy(u,v,h) + Ny Ry(v),

onde N; é uma constante a ser determinada depois (ver 4.58).
O seguinte lema fornece a primera componente do vetor deslocamento v da energia.

Lema 4.2.2. Dado € > 0 existem C. > 0 e Cy = Cy(€) > 0, tais que
d
(v, h) < =€) = F}) + ¢ (Il iz, + 103,
2 4
+C. Z/ |0lw|? dz + C. Z/ |VOiv?|? dx

az 2
+C’2

dF—FCzZ/ {7]1|8182 224—7]2‘8282 2|2}dF

Prova. Derivando em t a segunda componénte da equagao de (4.50), temos
V2, — e AvE — (Mg + ) 0530 — (Ao + 112)010v) = aHuwy.
Multiplicando esta equagao por q - Vv} e integrando por partes, obtemos

d

112

1 v
aRQ( v) = —/ vfttq-Vv,}d:E%—SQ(vl,vQ)jLi/()\2+u2)n1n2q-77 8—t dr
Qo r Ui
1 1
=5 [ Oat pa)amlorol? + zomlowiPyar = 5 [ (o) Vel o
Fl QQ

+/ aHw,q - Vv} da.
Qo

Sendo 2 do Tipo LII, e III, tem-se n,v2¢.n > 0 e como I'y possui a propriedade (4.48),
temos
d

—Ry(v) < — / vy - Vop dx + Sa(v', v?)
i o,
1

) min{zang, v1m } (Ao + p2)| Vo, |* dz + / aHwq - Vo, dz.
Qg QQ



Usando a desigualdade de Young, existe uma constante C' > 0 tal que

d 1
ﬁRg(v) < _Z/ ()\2+M2)‘V’Utl‘2dl’+52(vl,1)2)—|—C/ {|vi|? + |we]*} dz. (4.55)
Qg QQ

Similarmente, sendo o problema de transmissao linear, mostra-se

d

1
Ire) < —5 [ ot mIVebPar+ oot a8 4 € [ el + e} o
dt 4 Qs Qg

Usando a identidade

d
52(Utlvvt2) = _52(U17Ut2) - S2(U17Ut2t)a

dt

concluimos

d 1
Rl —si0p) < 1 [ Ot ) Vb dr = (0" 07

+C/ {Jviael® + |wul} de. (4.56)
Qo

Novamente da desigualdade de Young e do teorema do traco dado € > 0 existe C, > 0,
tal que

So(wh w?)] < ellw By + Ce / V| de
2

cﬁ{/r

Somando (4.55) com (4.56) e usando (4.57), temos

d - 1
Gha0) < =5 [ Ot ) (VP +904P) do+ el g,
2

212
owy,

B dF+/ nf\alwft\2+n§\agw§t|2dr}. (4.57)
I

a0
+c/ {\vftt|2+\wt\2+\wtt|2}d:c+06/ (VL + [V ?) de
Qg QZ

<O [ {0} (00 + 10508ul?) + 08 (0w + 0w ) } T
1

+Ce /F < 2) dr.

Usando a desigualdade de Poincaré, segue

212
vy,

on

2
iy

on

d -
%32(0) < —51F(%1)+€||Ul||?arz(g2)+C/Q {107 + [w]? + |wi|*} da
2
ovzl? oz, |2
+C, Vi |2+ |Voi,, |2 dsc+C€/ 1 ft dl’
o, (‘ il ‘ tttt‘) . an a1

e | i (10val® + 10v0iaul”) + 12 (1920 + |02vil) } T
1



para algum ¢; > 0. Consideremos a constante Ny, tal que
Cy — N6y < —1, (4.58)

onde (] is a constante dada no lema 4.2.1. Somando J; com leﬁg termina-se a prova do
lema. [ |

Dadas as fungoes vetorias g := (g1, 2,) e p := (py, p2) de classe [C1(R?)]? tal que
g-n>0, p=0 sobre I’ e g=0, p;m>0dm?, i=12 sobre I'y (4.59)

para alguns 5 > 0. Consideremos os seguintes funcionais

Rg(v2, w) = / (—Av2g -Vw; + a%valalwt + a§v2p282wt) dx,
Qo
k
RE(W?) = Rs(0Fv? 0Fv?) + Z(—l)iRg(t,8f_iv2,8f+iv2), k=1,2,3,
i=1

3

R3(v?) = Rg(U2,U2)—|—ZR§(U2),
i=1

Js(w,v,h) = Jy(u,v,h) + NyRs(v?),

onde Ny = Ny(€) é uma constante a ser determinada depois (ver (4.62)). O seguinte lema
remove os termos de fronteira que aparecem no lema 4.2.2.

Lema 4.2.3. Dado € > 0 existe C. > 0 e C3 = C3(€) > 0 tais que
d
Do) < ) — F@)) + ¢ (102 + 01 ue0n2)

dt
2 8
—I—CEZ |0§w|2d:)3+032/ |VOv?|? du.
i=1 V2 i=1 72

Prova. Derivando o funcional R3 e integrando por partes, temos

d
ER;},(U% v?) = R3(v?v}) +/ (—Avlg - Vvl + 07vip, 010} + O3vipa0av?) da
Qo

212
ov;

1 1
= Rs(v*,v? ——/g-n— dF——/ div g|Vo?|* dx
3( ) 2 - an 2 0y | t‘

1
+ / Vg, 0v;Vv} de — 3 / (P17 |01v7? + Dama| v [?) dT
Qo I't

1
——/(am@ﬁﬁ—@m@ﬁﬂdn
292



Da condigao (4.59) e da desigualdade de Young, temos

iRg(’U v?) < Ry(v* o)) +C [ |Voi|Pdx
dt o,
212
& / A / (102 + 0?2 dl b . (4.60)
2 r|on Ty

A linearidade do problema de transmissao implica, para k=1,2.3
d

Rs(0Fv?, 0Fv?) < Rs(0Fv?, 0F )+ C | |[VOFT 2 do

Qo

% 3\Yi
5 (" +1p2)|?
. {/ 2 s [ <n%|alaf+lv2|2+n§|azaf*102'2)dr}'

on
Usando a identidade

Ry(0fv*, 0fTh?) = {Z

e

z+1R ak zv2 ak-‘:—z 2)} +(—1)kR3(v2,8t2k+1v2),

entao podemos escrever

|VOE 0?2 da

iRk(v v?) < (=1 R3(v?, 07T ?) + C
dt o
52 a(ak+1v2) 2
S [P s [ apodt ot P ar . (6
2 r on I
para k = 1,2,3. Somando (4.60) com (4.61) e usando a desigualdade
Ry(v? w) < e||1)2||H(92) + C’e/ \Vwy|? de,
Qo
concluimos
d. 8
ERg(v v?) < €| v? o) +C’E; . IVOE?|? da
2 4 ak 2)
iy / ar + / (R10n0 0 + 2] 0udf 0 ) dT
T L/r r,
Tomemos a constante Ns, tal que
5
Cy — 22 =0, (4.62)

onde (5 é a constante considerada no lema 4.2.2. Somando J, com Ny R3 termina-se a prova
[ |

do lema.

Definamos agora os funcionais



Ry(v* h) = —/ pswAv? d,
Qo

Si(v3 h) = —/ htrotvtzdx—/ ,ngthvzdx+/ Shrot vidr,
Qo Qo Qo

k
RY(W? h) = Ry(0Fv? 0FR) + Y (=184 (0F " 07 h), k=1,...,7,
4

Juw, v h) = Js(u,v, k) + NsRy(v?, h),

onde N3 = Nj(€) ¢ uma a constante a ser determinada depois (ver (4.65)). O seguinte lema
fornece-nos a segunda componente do vetor de deslocamento v, da energia.

Lema 4.2.4. Dado € > 0 existe C. > 0 tal que

13

d i

EL(U,U, h) < —8(ut) - F(Ut) + € <||u2||%{2(91) + ||'U||[2H2(Qz)]2> + CE Z o |atw|2 dx.
=0 2

Prova. Multiplicando (4.51) por —rot v? e integrando por partes, obtemos

%34(02’ h) = Sy(v*, h) — | BH|VV|* d. (4.63)
Qo

Da linearidade do problema de transmissao, temos

%me, OR) = Su(@F02 0 h) — | BH|IVOIWR da,
Qo

for k=1,...,7. Usando a identidade

k
Su(@k?. oh) = %{Z<—1>"+ls4<af-"v2,af*"*h)}+<—1>ks4<v2,afkh>,
i=1
obtemos p
SRAW ) = (<1807, 074h) - / BH|VA 12 da. (4.64)
Q2

Da desigualdade

S4(U27h) < €HU2||H2(92) —I—CE/ |wt|2dx—i—€ ‘w|2dx—|—€ ‘V8t’(]2‘2dx7
Qo Qo Qo



e das identidades (4.63) e (4.64), temos

d - d
%Rﬂt(v h) = —R4 +ZdtR4 )
< e||v2||H2(QZ)+C€/ |wt|2da?+6/ lwildz +¢ [ |VO?|Pdx
Qo Qo Qo
_8H |V0tv2 2d:v+Z{ [ellv2] 2 + Ce | 02w, 2 da
Qo
7
|82kw|2da?+€/ IVOv*|*dx] }—ZﬁH |VOF? | dx
0 Pt 0
:—ﬁHZ/ |vaf+1v2|2da:+z{(—1)’f[ce 1%, |? d + € |a§kw|2dx]}
k=0 V2 k=0 2 2
gog/ ]2 + 02 + [0fw]? + |Fw]? + ] + |0fw]? +012w]? + |00 | do
Qo
7
—ﬁHZ (VO ?|2da.
Logo
J. 7
a ) < ko2 de — BH k1, 2|2
dtR4 : C’Z |8tw| dx — f3 ; N Vo, v?|* dx,

para algum 43 > 0. Tomemos a constante N3, suficientemente grande, tal que
Cg—l—l—NgﬁH S 0 e C3+Cp—NgﬁH§ 0. (465)

Somando J3 com N3R, e derivando em ¢, temos

d A
—{Js(u,v,h) + NsRy(v*, h)} < —E(uy) — F(v)) + e <||U2H§{2(Ql) + HU||[2H2(QQ)]2)
dt
2 8
+C’ez |8§w|2dz+ng/ |VOiv?|? dx
i=0 /22

13
+N;Ce > \8kw\2dI—NgﬂHZ IVoF 1022 da
k=0

Qo

IN

~E(w) = F(v) + ¢ (3ay) + ||vr|[H2mz>]z)

13
+C> | |0fwlPde + (Cs+1— N3BH) | |Vo}|*dx
_n Y20

Qo

v ?de + (Cs — N3SH) | |Voj|*d.

Qo Q2

Usando a desigualdade de Poincaré concluimos a prova. |



Denotemos por A; e Ay os operadores dados por Aju = i Au+ (A + pq)Vdivu, Asv =
2 Av + (Ag + o) Vdive e definamos os funcionais

Rs(u,v) = —/ utAlud:B—/ v Agv du,
Ql QQ
Js(u,v,h) = Jy(u,v,h) + e Rs(u, v),

onde € serd definido em (4.66). O seguinte lema remove os termos positivos que possuem o
coeficiente € que aparecem no lema 4.2.4.

Lema 4.2.5. Eziste 0g > 0 e uma constante Cy > 0, tal que

d 13 '
EJS(u/Uv h) < _50E1(t) + 0422_; 0 |0ZW|2d1'

Prova. Multiplicando a equacao (4.49) por Aju e a equagao (4.50) por Ayv e integrando
por partes, temos

d

_R5(U7U):/ /~L1|Vut|2d£€+/ /~L2|Vvt‘2d$_/ aH (mh? — nph')of dT
dt 951 Qo I

+/ (>\1+u1)|divut|2dx+/ (>\2+u2)|divvt|2daj—/ |Ayul? dx
Q1 Qo 2

— / |Aqv)? dz — aH | w(paAv® + (Ag + p)dadivv) da.
Qz Q1

Usando a desigualdade de Young e o teorema do trago, existe uma constante Cs > 0, tal que

d 1
— Ry (u,v) < — |AyuPde — = | |Aqv]*da
dt Q1 2 Qs

+ Cs {5(ut)+F(vt)+ |w|2dx}.
Qo
logo existire uma constante o4 > 0, tal que
o 5(u,v) < = 0u  [[ull{arz0 2 + 1012002

+ O {5(ut) 4 F(u) + /Q w2 d:c} .

Tomemos ¢y > 0, tal que

1
= 4.66
0T o0, (4.66)
e fixando € = ¢y no Lema 4.2.4 e somando J; com €y R5 conclui-se a prova. [ |

Estamos agora em condigoes de mostrar o principal resultado deste capitulo.



Teorema 4.2.6. Sejam 2 um dominio do tipo I, II ou Il e (u,v,h) solugoes do problema
de transmissao (4.8)—(4.11) com dados iniciais suficientemente regulares. Se

p1 = pe e AL+ = Mg+ pg, (4.67)

entao a energia decai polinomialmente, isto é, existe v > 0, tal que

Prova. Definamos o funcinal de Lyapunov
13
F(t) == NY_ Eit) + Js(u,v, h)
i=0

onde N denota uma constante positive suficientemente grande. A identidade (4.53) e o

lema 4.2.5 implicam que

SFU) < ~00B (1)

Isto nos fornece

0< F(t) <2N > Ei(t),

para NN suficientemente grande. Usando esta desigualdade e o decrescimento da energia Fj,
obtemos

Portanto,

Esta desigualdade completa a prova. |
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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