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Resumo

Santos, Fabio Henrique Andrade. Sobre folheacoes holomorfas transversais as fi-
bras de um fibrado holomorfo. Rio de Janeiro, 2007. Tese (Doutorado em Ciéncias
Matematicas). Instituto de Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de

Janeiro, 2007.

Neste trabalho procuramos por generalizagoes no estudo das folheacoes transversais a
fibrados. No presente estudo consideramos folheagoes holomorfas com codimensao n > 1,
que sao transversais a fibrados, porque a primeira motivacao é o trabalho de Scardua [22],
e entao é natural fazermos o mesmo estudo em codimensao n > 1. E a segunda motivagao
sao as folheagoes de Riccati [15], porque a entendemos, um exemplo natural em nosso

estudo.



Abstract

Santos, Fabio Henrique Andrade. Sobre folheacoes holomorfas transversais as fi-
bras de um fibrado holomorfo. Rio de Janeiro, 2007. Tese (Doutorado em Ciéncias
Matematicas). Instituto de Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de

Janeiro, 2007.

In this work we look for generalizations in the study of foliations transverse fibrations.
In the present study we consider holomorphic foliations with codimention n > 1 which
are transverse to fibrations, because the first motivation is the Scardua’s work [22], and
then it is natural, we are doing the same study in codimention n > 1. And the second
motivation are the Riccati’s foliations [15] because we think it a natural example in this

study.
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Capitulo 1

Introducao

O presente estudo objetiva acrescer informacoes a teoria das folheagoes transversais
as fibras de fibrados sob o viés do “universo holomorfo”.

Cabe, assim, inicialmente, lembrarmos o por qué da relevancia da compreensao ou
entendimento mais profundo no que concerne as folheagoes transversais as fibras de fibra-
dos, e, portanto citamos uma contextualizacao historica, por exemplo, do problema da
existéncia, ou nao, de conjuntos minimais excepcionais em folheagoes.

H4 meméria que no periodo dureo do estudo das folheacoes em T2, Denjoy constatou,
em sua obra Sur les courbes définies par les équations différentielles a la surface du tore, de
1932, que uma folheacao de codimensao 1 e classe C™ (r > 2) de T2 nao possui conjuntos
minimais excepcionais. Todavia, em 1964, Sacksteder em sua obra On the existence of
exceptional leaves in foliations of codimention one, exibiu o que hoje chamamos exemplo
de Sacksteder, isto é, uma folheacao de classe O e codimensao um de M, x S', onde
M, é uma superficie de género dois que possui um minimal excepcional, e assim, a versao
natural do Teorema de Denjoy em variedades de dimensao superiores a 2 nao ¢ verossimil.
Ademais convém mencionar que o exemplo de Sacksteder é um exemplo de folheacgao
suspensao, ou seja, um exemplo de uma folheacao transversal as fibras de um fibrado.

O contexto, portanto, é o classico contexto das folheagoes transversais as fibras de
fibrados, isto é, quando dizemos que uma folheacao F de F é transversal as fibras de um

fibrado, ou simplesmente transversal ao fibrado n = (E,m, B, F) entendemos satisfeitas



as condigoes:

1. Para todo p € E a folha L, de F que contém um ponto p é transversal a fibra

m_1(q), com ¢ = m(p);
2. dim(F) + dim(F) = dim(F);
3. Para toda folha L de F, tem-se 7|, : L — B aplicagao de recobrimento.

E o espirito do texto é caracterizar as folheagoes por intermédio de sua holonomia
global.

Consideraremos folheacoes holomorfas F singulares ou regulares sobre uma variedade
complexa E transversais as fibras de um fibrado holomorfo n = (E, 7, B, F).

A origem do presente trabalho é, de fato, um trabalho do professor Scardua cujo titulo
é On complex codimension-one foliations transverse to fibrations.

Imediatamente, constata-se a diferenca filoséfica entre o presente trabalho e o trabalho
de Scardua, pois nosso objetivo é estudar folheacoes de codimensao maior que 1.

Também identificamos as folheacoes trivial e suspensao como os primeiros exemplos de
folheagoes holomorfas de codimensao n > 1 transversais as fibras de um fibrado holomorfo,
mas ambos exemplos sao de folheacoes holomorfas regulares. O primeiro exemplo natural
de folheagao holomorfa singular (de codimensao 1) transversal as fibras de um fibrado
holomorfo ¢ dado pela folheagdo de Riccati em C x C (cf. [15]). Portanto, qual o exemplo
similar de folheacao holomorfa singular de codimensao n > 1 transversal as fibras de um
fibrado holomorfo? Evidentemente, ao contextualizar o problema nos deparamos com o
seguinte conceito: uma folheacdo F em C x M, M" variedade complexa, definida por um
campo polinomial X, nas coordenadas afins (x,7) € Cx C" — C xM, é transversal a
quase toda fibra do fibrado trivial n = (C xM, 7, C, M) cuja fibra é M, se, e somente
se, a folheacao F é transversal as fibras de n exceto por um numero finito das mesmas.

Em nossa ja mencionada busca por exemplos caracterizamos as folheacoes de Riccati em

C x C" e também em C x C P2, a saber



Proposicao 1.1. Seja F ¢é uma folheagio holomorfa singular sobre C x C' definida por
um campo polinomial X em C x C" tal que F € transversal a quase toda fibra do fibrado
n cuja fibra é C'e cuja projecao €

" CxC' & C

(21,22) PL Z1.
Entao o campo polinomial X, nas coordenadas afins (r,y) € CxC" — CxC', y =

(Y1, -+, Yn), € da forma

0 0 0
X =p— 2 + a T n 2 n,1Yn n,0) A
Pog H@ayr+ aum + o)z =+t (@29 + Gna¥n + dno)

n

onde p e ¢; j sao polinomios em C[z]|.
E, respectivamente

Proposicao 1.2. Seja F é uma folheacdio holomorfa singular sobre C x C P? definida por
um campo polinomial X em C x C? tal que F € transversal a quase toda fibra do fibrado
n cuja fibra é C P? e cuja projecao é

n: CxCP? e T

(21,22> 'L> 21

Entdo o campo X € definido, nas coordenadas afins (x,y, z) € C x C* — C x C P2, por

0 0 0

com

Q(z,y,2) = A(z) + B(z)y + C(x)z + D(x)yz + E(z)y*

R(z,y,z) = a(z) + b(x)y + c(x)z + E(x)yz + D(x)y?,

onde p,a,b,c, A, B,C, D, E € C[x].

Evidenciamos nossa raiz genealégica com o trabalho de Scardua [22] pelo uso de similar

metodologia de estudo para as folheagoes holomorfas de codimensao n > 1 transversais as
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fibras de fibrados holomorfos fazendo hipéteses geométricas e/ou topolégicas na folheagao
como em Scardua [22] e, ademais, hipoteses de estrutura a saber consideramos o espago
total do fibrado simplesmente conexo ou consideramos a fibra do fibrado sendo a bola,
o polidisco ou o espaco projetivo complexo. Evidentemente, ao fazermos as restri¢oes
mencionadas a fibra do fibrado, obtemos que a holonomia global da folheacao ora serd
o grupo de automorfismos da bola, ora sera o grupo de automorfismos do polidisco, ou,
ora serd o grupo de automorfismos do espago projetivo complexo. A compreensao da
holonomia global nos casos citados sao os alicerces de nosso trabalho. Sabidamente os
casos dos grupos de automorfismos da bola e do polidisco sao bem conhecidos, e, com
relacao ao grupo dos automorfismos do espago projetivo complexo contribuimos no caso

bidimensional com o seguinte teorema de classificacao por pontos fixos

Teorema 1.3. Se f : CP? — CP? ¢ um biholomorfismo, entio ou f fixa um ponto,
ou fiza dois pontos, ou fixa trés pontos, ou fixa duas retas projetivas, ou fixa duas retas
projetivas e um ponto, ou fiza todo C P? e, respectivamente, em cada caso, f € conjugado

a um biholomorfismo g € Aut(CP?) de uma das sequintes formas:

glx:y:2z)=(Aox+y:Ay+2:A2), (1.1)

onde Ao € C~ {0};
gx:y:z)=ox+y:Ay:\2), (1.2)

onde Ao, A1 € C~ {0}, Ao # Ag;

g(@:y:2) = (Ao : My 1 A22), (1.3)
onde os \j € C~\ {0} sdo distintos dois-a-dois, para todo j € {0,1,2};

gz 1y :2) = (Ao : Aoy : M12), (1.4)
onde \j € C~ {0},7 =0,1, 0 # \;

g(@:y:z) = (AT +y: Ay : Aoz), (1.5)



onde \g € C~{0};
glx:y:z)=(x:y:2). (1.6)

Por sua vez, e novamente motivado pelas idéias de Lins Neto [15] obtemos como

aplicacao do Teorema 1.3 o seguinte teorema de realizacio para folheacoes em C x C P2.

Teorema 1.4. Sejam g, 11,...,7, € C, pontos e fi,..., f € Aut(C P?), biholomorfis-
mos. Suponhamos que cada biholomorfismo f; fiza pelo menos trés pontos, entao existe

uma folheagdo de Riccati F sobre C x C P? satisfazendo as sequintes propriedades:
1. As fibras invariantes de F sio {xo} x CP? ... {xx} x C P2
2. A holonomia global de F € conjugada ao subgrupo de Aut(C P?) gerado por fi, ..., fx.

Ao nos referirmos a uma folheacao holomorfa com singularidades transversal as fi-
bras de um fibrado holomorfo n = (E,w, B, F') podemos fazemos uso uma subclasse das
mesmas; a das folheagdes m-completas introduzidas por Scardua em [24], motivado por
Brunella [3]. Isto significa que, existe um subconjunto analitico ¥ C B de codimensao

> 1 satisfazendo as seguintes condicoes:
1. pesing(F)=pé¢n (B\Y);
2.y = (Y B\ X),7|r-1(gx), B\ X, F) é um fibrado holomorfo;
3. F |r-1(By) ¢ uma folheacao holomorfa regular transversal as fibras do fibrado 7s;

4. Para todo b € B \ X, existe uma vizinhanca V, C B \ X e existe um biholomor-
fismo @, : 7 1(V,) — Vi x F, que envia as folhas da folheagao F |7r*1(Vb) em folhas
da folheacao trivial horizontal em Vj, x F}, e envia as fibras do fibrado holomorfo

(7 (Vb), ®|r—1013), Vi, F') em folhas da folheacao trivial vertical em Vj, x Fy.

Assim, analisamos questoes a respeito da linearizacao e da existéncia de integrais

primeiras meromorfas e encontramos algumas respostas, dadas pelos seguintes resultados:



Teorema 1.5. Sejam E e B variedades complexas sendo B conexa. Seja F uma folheagao
holomorfa regular em E transversal as fibras do fibrado n = (E, 7, B, A) cuja holonomia
na fibra 7=1(b) com b € B € ¢ : m(B,by) — Aut(A). Se F possui pelo menos uma
folha compacta, entao o grupo de holonomia global de F, G = p(m(B,by)), € linearizdvel
seqgundo Cartan, isto €, os elementos da holonomia global sao restricoes de operadores

lineares de C" ao polidisco.
Conseqlientemente obtemos o seguinte

Corolario 1.6. Sejam E e B wvariedades compleras sendo B conexa. Sejam F uma
folheagao holomorfa singular sobre E en = (E, 7, B,A) um fibrado holomorfo. Se F €
m-completa com relagao ao subconjunto analitico Y C B de codimensao > 1 e F possui
uma folha compacta, entdo a holonomia global G = ¢(m1(B,by)) da folheag¢io F |15 x)

é linearizavel seqgundo Cartan.

E com relagao as folheacoes holomorfas transversais as fibras de fibrados holomorfos

cujas fibras sao polidiscos e a existéncia de integrais primeiras meromorfas temos

Teorema 1.7. Sejam E e B variedades complexas, B conexa e ¢ : m (B, by) — Aut(A)
uma representacao do grupo fundamental de B com ponto base by, no grupo dos biholo-
morfismos do polidisco A. Seja F uma folheagao holomorfa regular em E transversal as
fibras do fibrado n = (E, 7, B, A), cuja holonomia na fibra 7=(b) com b € B € ¢. Supon-
hamos que a folheagao F possui pelo menos duas folhas compactas, entao F tem integral

primeira meromorfa.
Conseqiientemente tem-se o corolario

Corolario 1.8. Sejam E e B variedades complexas sendo B conexa, F uma folheagao
holomorfa singular sobre E e n = (E, 7, B,A) um fibrado holomorfo com espago total
E, projecao m : E — B, espago base B e fibra A. Se F € m-completa com relacdo ao
subconjunto analitico > C B de codimensao > 1 e F tem pelo menos duas folhas compactas

entao a folheacao F |1 (px) tem integral primeira meromorfa.



No caso em que o fibrado tem a bola como fibra, temos

Teorema 1.9. Sejam E e B wvariedades complexas, sendo B conexa. Seja F uma fo-
lheagao holomorfa reqular em E transversais as fibras do fibrado n = (E, 7, B, B"(1)) cuja
holonomia na fibra 7=(b) com b € B"(1) é ¢ : m (B, by) — Aut(B"(1)). Se F possui pelo
menos uma folha compacta, entao o grupo de holonomia global de F, G = p(m(B,by)),

¢ linearizavel sequndo Cartan.
Por sua vez, como uma conseqiiéncia do Teorema 1.9, obtemos

Corolario 1.10. Sejam E e B variedades complexas sendo B conexa. Sejam F uma
folheagao holomorfa singular sobre E e n = (E, 7, B, B"(1)) um fibrado holomorfo. Se F
¢ m-completa com relacao ao subconjunto analitico ¥ C B de codimensao > 1 e F possui
uma folha compacta entao a holonomia global G = (m1(B,bo)) da folheagao F |15 x)

é linearizavel seqgundo Cartan.

Do ponto de vista da caracterizacao da holonomia global, no caso das folheacoes

transversais as fibras de um fibrado holomorfo cuja fibra é o polidisco, temos o seguinte:

Teorema 1.11. Seja F uma folheagao em E transversal ao fibrado n = (E,m, B, A).
Suponha que F tenha uma medida transversal invariante v, com suporte supp(v,) inter-

sectando todas as fibras de n. Entao a holonomia global de F é o subgrupo
G={(z1,...,22) — (exp(101) 251, - - - , €xXP(i0n)Z(n)); O € Sn},
onde i = —1 e S, é o grupo de permutacoes de ordem n.
Como corolario do Teorema 1.11, obtemos

Corolario 1.12. Seja F uma folheagao holomorfa em E variedade compacta, F transver-
sal ao fibrado n = (E,m, B, A). Suponha que F possua pelo menos uma folha com cresci-

mento subexponencial. Entao a holonomia global de F ¢é o grupo

G =A{(z,...,2,) = (exp(ih)2501), - - -, €xP(i0n) 26(n)); 0 € S},
onde i? = —1 e S, € o grupo de permutacoes de ordem n.

9



Considerando agora folheacoes transversais as fibras de um fibrado holomorfo cuja

fibra é a bola, temos:

Teorema 1.13. Seja F uma folheagiao em E transversal ao fibrado n = (E, 7, B, B"(1)).
Suponhamos que F tenha uma medida transversal invariante vy com suporte supp(vr)

intersectando todas as fibras de n. Entao a holonomia global de F € o grupo
G={2— A2z A=(aj)jkeq1,. n ¢ uma matriz unitaria}.
Donde segue o seguinte

Corolario 1.14. Seja F uma folheagao holomorfa em E variedade compacta, F transver-
sal ao fibrado n = (E,m, B, B"(1)). Suponha que F possua uma folha com crescimento

subexponencial. Entao, a holonomia global de F € o grupo
G={2— A2z A=(aj)jkeq1,. n} ¢ uma matriz unitaria}.

Considerando as folheagoes holomorfas transversais as fibras de fibrados cujas fibras
sao espacgos projetivos complexos, como conseqiiéncia do Teorema 1.3, temos o seguinte

teorema de estrutura.

Teorema 1.15. Seja G um subgrupo dos automorfismos do espaco projetivo complexo
de dimensao 2, fixando o polidisco D x D e deixando invariante uma medida de Borel
localmente finita e nao trivial em D x D. Entao G € abeliano e, além disto, a menos de

uma conjugacao, todos os elementos de G sao da forma
flz:y:z)=(Nox: Ay : M\12),
onde Ao, A1 € C~A{0}.
O Teorema 1.15 implica no seguinte resultado

Corolario 1.16. Seja F uma folhea¢ao holomorfa em E transversal ao fibrado n =
(E,m, B,C P?). Suponha que F tenha uma medida transversal invariante v, com suporte

supp(v,) intersectando todas as fibras de n. Entao a holonomia global de F € abeliana.

10



Finalmente exibimos os seguintes teoremas de caracterizacao.

Teorema 1.17. Seja F uma folheacao holomorfa transversal ao fibrado
n=(E,r, B,CP?.

Suponha que F tenha uma medida transversal invariante v com suporte supp(v) inter-
sectando todas as fibras de n. Se a holonomia global G de F fiza o polidisco D x D entao
F € definida por um conjunto de duas 1-formas meromorfas fechadas linearmente inde-

pendentes wi e wy ambas com divisor de polos de ordem 1.
E também,

Teorema 1.18. Seja F uma folheagao holomorfa transversal ao fibradon = (E,w, B, A).
Suponha que F tenha medida transversal invariante v com suporte supp(v) intersectando
todas as fibras de n. Entao F € definida por um conjunto de n 1-formas meromorfas

fechadas linearmente independentes com divisores de polos de ordem 1.

Como coroléario do Teorema 1.17 e Teorema 1.18 respectivamente obtemos os seguintes

resultados

Corolario 1.19. Seja F uma folheag¢ao holomorfa transversal ao fibrado
n=(E,m,B,CP?).

Suponha que F tenha medida transversal invariante v com suporte supp(v) intersectando
todas as fibras de n. Suponha ainda que a holonomia global G de F fixe o polidisco D xID C
C? — C P?. Se F possui pelo menos duas folhas compactas, entio todas as folhas de F

sao compactas e F é dada localmente por submersoes.
E, também,

Corolario 1.20. Seja F uma folheagdo holomorfa transversal ao fibradon = (E,m, B, A).
Suponha que F tenha uma medida transversal invariante v com suporte supp(v) inter-
sectando todas as fibras de n. Suponha também que F possua pelo menos duas folhas

compactas. Entdao todas as folhas de F sao compactas.
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Também obtivemos o seguinte resultado

Teorema 1.21. Sejam Xi, ..., Xo,11 hiperplanos em C P™ em posi¢cao geral e seja X =
X U---UXy, 1. Se F € uma folheacdao holomorfa em E variedade compacta, F transversal

a um fibrado holomorfo com fibra C P" . X. Entao F € uma folheagao transversalmente

de Lie.
Quando o espaco total do fibrado é simplesmente conexo obtemos o seguinte

Teorema 1.22. Sejam E, B e F variedades complexas sendo B e F' conexas. Seja F
uma folheagao holomorfa reqular em E transversal as fibras do fibrado n = (E,m, B, F),
cuga holonomia na fibra 7= (b) com b € B € p;m(B) — Aut(F). Se E € simplesmente

coneza, entao F € holomoficamente equivalente a uma folheagao trivial.
E conseqiientemente segue o seguinte corolario

Corolario 1.23. Sejam E, B e F wvariedades complexas, F uma folheacao holomorfa
singular sobre E e n = (E,m, B, F) um fibrado holomorfo com espaco total E, projecdo
m: E — B, espago base B e fibra F tal que 7 € sobrejetiva e m=1(b) = F, é conexo,

para todo b € B. Se F é m-completa com relagao ao subconjunto analitico > C B de

s

codimensio > 1 e 7 1(B \ X) ¢ simplesmente conezo entao a folheagio F | -1(p.s) €

holomorficamente equivalente a uma folheacdo trivial.
Finalmente, fazemos um adendo a teoria de estabilidade na forma da seguinte

Proposicao 1.24. Seja F uma folheagao holomorfa de codimensio complera k em E

variedade de Kaehler, compacta e conexa, F transversal ao fibrado holomorfo
77 = (E7 7r7 B7 F)

com espago total E, projecao w, espaco base B e fibra F. Suponhamos que existe uma folha

compacta em F e suponhamos também que
H'(B,R) =0, H(B,GL(k,C)) = 0.
Entao F tem folhas compactas e com holonomia finita, isto €, F é uma fibracao de Seifert.
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Nas linhas que seguem estamos desenvolvendo nosso trabalho da seguinte maneira.
O Capitulo 3, independente no texto, é dedicado ao desenvolvimento da teoria de classi-
ficacao de biholomorfismos de espacos projetivos complexos bidimensionais e um pouco
mais. Encontraremos no Capitulo 3 a demostragao do Teorema 1.3.

A seguir, no Capitulo 4, na busca por exemplos nao triviais de folheagdes holomorfas
transversais a fibrados holomorfos, nos vemos envolvidos com folheacoes peculiares as
quais chamamos de folheacoes de Riccati em C x C' e em C x C P2, respectivamente. As
mesmas sao obtidas sob o viés das folheagoes definidas por campos de vetores polinomiais
mais gerais possiveis com a propriedade de serem transversais a quase toda fibra do fibrado
natural associados as mesmas no sentido da Definicao 4.1. As mesmas sao caracterizadas
pela Proposicao 1.1 e pela Proposicao 1.2. E no Capitulo 4 que exibimos as provas dos
resutados anteriormente citados, assim como do Teorema 1.4

Por fim no Capitulo 5, estudamos um pouco de estabilidade, linearizacao, existéncia
de integrais primeiras meromorfas etc. E no Capitulo 5 onde evidenciam-se as semelhan-
cas deste trabalho com o trabalho motivador do mesmo [22]. E também no Capitulo 5
onde encontramos as demonstragoes dos seguintes resultados: Teorema 1.5, Teorema 1.7,
Teorema 1.9, Teorema 1.11, Teorema 1.13, Teorema 1.15, Teorema 1.17, Teorema 1.18,

Teorema 1.21, Teorema 1.22, assim como a Proposicao 1.24.
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Capitulo 2

Teoria Classica

O presente capitulo é dedicado a nocoes e conceitos classicos da teoria de varias
variaveis complexas e de folheacoes com o objetivo de fazé-lo, o texto, claro e auto-

suficiente.

2.1 Funcoes Holomorfas

Sejam D; e Dy dominios em C" . Se existe uma aplicacao holomorfa com inversa holo-

morfa de D; em D, entao dizemos que Dy e D, sao biholomorficamente equivalentes.

2.1.1 Lema de Schwarz

Seja D um dominio em C" (n > 2) que contém a origem 0. Se a intersecdo D N1
de D com uma reta complexa [ passando pela origem é sempre um disco em [ centrado
na origem, dizemos que D é do tipo disco com respeito a 0 ou que D é completamente
circulado com respeito a 0. Mais precisamente, D é um domino do tipo disco com respeito

a 0 se, e somente se, satisfaz a seguinte condicao:
(21,...,2n) € D= {(tz,...,t2,) € C"; |t| <1, t € C} C D.

Por exemplo, bolas, polidiscos, e, mais geralmente, dominios de Reinhardt completos sao

do tipo disco. Lembramos que um dominio D C C" é um dominio de Reinhardt
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quando satisfaz a seguinte condicao:
(21,..,2n) € D= (G121,...,(nzn) € D, (2.1)

para todo nimero complexo (; com |(;| = 1. E também lembramos que um dominio
D c C" é dito dominio de Reinhardt completo se a condicao 2.1 é satisfeita para
todo numero complexo ¢; com |(;| < 1.

Seja D um dominio em C". Fixemos r > 0 e consideremos a aplicagao homotetia
T, : C* — C" definida por T,(z1,...,2,) = (rz1,...,72,). Denotemos por D) a imagem
de D pela aplicacio T}, i.e., D) = T,(D). Seja A = (ajx);x=1..., Uma matriz nio singular
e definimos S, : C" — C" por Sa(z1,...,2n) = (2],...,2,) = Az. Se D é um dominio em
C"™ do tipo disco em relacao a origem 0, entao S (D) também é do tipo disco em relacao
a origem 0, e evidentemente S (D) = S,4(D)"™ parar > 0. Se A é uma matriz unitaria,

dizemos que S4 é uma transformagao unitaria de C" .

Temos a seguinte generalizacao para o lema de Schwarz em uma varidvel complexa.

Lema 2.1 (Schwarz, [17], Lemma 5.1, p. 147). Seja D um dominio em C" que é do
tipo disco com respeito a origem 0. Seja f : D — C uma funcao holomorfa em D com
f(0) = 0. Se |f(2)] < M em D, entdo para todo 0 < r < 1, temos |f(z)] < Mr para
ze D).

Usando esse lema, concluimos, de maneira simples, o seguinte resultado publicado por

Poincaré em 1907.

Teorema 2.2 (Poincaré, [17], Theorem 5.1, p. 148). Em C" para n > 2, a bola
B={(z1,...,2,) €C" |z1]* + -+ |z < 1}

e polidisco

A={(z1,...,2,) €C" |25 <1 (j=1,...,n)}

nao sao biholomorficamente equivalentes.
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2.1.2 Automorfismos do Polidisco

Seja D um dominio em C". O conjunto dos biholomorfismos (ou automorfismos) de
D forma um grupo munido da operacgao de composi¢ao, que usualmente chamamos grupo
dos automorfismos Aut(D) de D. Vamos determinar o grupo dos automorfismos Aut(A)

do polidisco unitario
A={(z,...,2,) €C" |5 <1 (=1,....,n)}

Dado a = (ay,...,a,) € A, definimos a seguinte aplicacdo 7, : A — A dada por
To(21,-- - 20) = (21,...,2,), onde zj = %, para todo j = 1,...,n. Dado 6§ =
(01, ...,0,) € R", definimos a seguinte rotacao Ry : A — A dada por Re(21,...,2,) =
(21,...,2,), onde 2} = exp(if;)z;, para todo j = 1,...,n sendo i* = —1. Dada a per-

rn

mutagao

definimos a aplicacao P, : A — A dada por P, (z1,...,2,) = (21, ., 2,), onde 2} = 25,
para todo j = 1,...,n. Claramente as aplicagoes 7,, Ry e P, anteriomente definidas sao
elementos de Aut(A) e, além disso, temos que 7,7! = 7 _,, R, = R4 e P, = P,

onde

Temos o seguinte teorema.

Teorema 2.3 ([17], Theorem 5.2, p.149)). Aut(A) é gerado, como grupo, pelos elementos
Ta, Ry e Py. Mais especificamente, se f € Aut(A), entdo f € da forma

exp(ibh ) (2o(1) — a1) exp(ibn) (Zo(n) — an)
1-— 6120(1) B 1-— anZg(n) .

f(zl,...,zn):(

16



2.1.3 Teorema de Cartan

Vamos exibir o teorema de unicidade de Cartan para aplicagoes holomorfas de dominios

limitados de C™.

Teorema 2.4 (Cartan, [17], Theorem 5.3, p.150). Seja D um dominio limitado em
C" (n > 1) contendo a origem 0 € C". Se F: D — D, F (Fl, ..., F,) € uma aplicagao
holomorfa com F(0) =0 e F'(0) = Id (i.e. Fj(z) = ZJ—i-Z (7=1,...,n) prézimo
de z = 0, onde Fj, € um polinomio homogéneo de gmu v > 2), entao F é a aplicagdo

identidade.
Como uma aplicacao do Teorema 2.4, exibimos o seguinte resultado.

Corolario 2.5 ([17], Corollary 5.1, p. 150). Sejam Dy e Dy dois dominios limitados do
tipo disco com respeito a origem 0 € C". Seja ¢ um biholomorfismo de Dy em Dy com

¢(0) = 0. Entao ¢ € a restri¢cao a Dy de uma transformagdo linear de C™ .

2.1.4 Automorfismos da Bola

Agora vamos determinar o grupo de automorfismos Aut(B), munido da operacao de

composi¢ao de aplicacoes, da bola unitaria
B = {(217‘ . '7zn) S (Cn’ |Zl|2 +ooet |Zn|2 < ]'}

Inicialmente, seja A = (ajk);k=1,. » Uma matriz unitaria n x n, definamos a transformacao

-----

unitaria Sy : C" — C" de C" por Sy(z) = Az. Claramente Sy € Aut(B) e Sgl = S,-1.

Seja a um nimero complexo com |a| < 1, para cada i = 1,...,n definamos a aplicagao
. : L
T:: B — Bpor Tiz1,...,2,) = (2},...,2)), onde
zl a -
o = —az;’ »J U
i \/1 \a|2
1—az;
e notemos que T2(0,...,0,a,2i41,...,2,) = (0,...,0,0,2],,,...,2,). Claramente T, €

Aut(B) e (TH)"' =Tt .

Agora observemos a veracidade do seguinte resultado.

17



Teorema 2.6 ([17], Theorem 5.4, p. 151). Aut(B) ¢ gerado, como grupo munido com
a operacao de composicao de funcoes, por elementos da forma S, onde A € uma matriz

unitdria, e T', la| < 1, i =1,...,n, definidos como antes.

2.1.5 Espacos Hiperbdlicos de Kobayashi

Lembramos agora fatos classicos associados as variedades complexas M munidas
da pseudodistancia de Kobayashi dj;, nas quais dj; é, de fato, uma distancia. Nes-
tas condicoes, dizemos que a variedade M é Kobayashi hiperbdlica, ou simplesmente
hiperbdlica. Ainda em tempo, lembramos a definicao da pseudodistancia de Kobayashi.

Sejam M uma variedade complexa, D o disco unitario e p a distancia usual no disco
dada pela métrica de Poincaré. Construimos a pseudodistancia de Kobayashi d,,
como segue: dados dois pontos p,q € M, consideremos uma cadeia de discos holomorfos
de p até ¢ dada por pontos p = po, p1, - . ., pr = ¢ de M, pares de pontos (aq,b1), ..., (ax, by)
de D x D e aplicacoes holomorfas fi,. .., fr de D em M tais que f;(a;) = p;—1 e f;(bj) = p,

para cada j = 1,..., k. Denotando tal cadeia por «, definimos seu comprimento I(a)) por
(o) = pla,b1) + - - + p(ax, by,

e a pseudodistancia dj; por
du(p,q) = inf1(a),

onde o infimo é tomado sobre todas as cadeias a de discos holomorfos de p até ¢. Logo
observamos que a pseudodistancia de Kobayashi dy; é, de fato, uma distancia se dys(p, ¢) >
0 para todo p,q € M com p # q.

Lembramos também que uma variedade hiperbdlica de Kobayashi M é dita completa
se é Cauchy-completa com respeito a dy;.

Lembramos ainda que uma variedade Kobayashi hiperbdlica ¢ uma generalizagao na-
tural de uma superficie de Riemann hiperbdlica devido ao teorema de uniformizagao e o

seguinte resultado.
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Teorema 2.7 ([13], Theorem 3.2.8, p.61). Sejam M™ uma variedade compleza e a aplica¢ao

7+ M — M um recobrimento de M. Entdo
(i) M é hiperbolica se, e somente se, M é hiperbdlica;
(ii) Se M € hiperbolica, entio T : (J/\\KI/, dsz) — (M, dy) € uma isometria local.
Temos os seguintes exemplos de variedades hiperbdlicas.

Exemplo 2.8. Exemplos nao triviais de espagos Kobayashi hiperbdlicos sao dados pelos
espagos projetivos com hiperplanos deletados.

De fato, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.9 ([13], Theorem 3.10.7, p. 137). Se a aplica¢io holomorfa f : C — C P™ tem
sua tmagem no complemento de n + p hiperplanos Hy, ..., H,y, em posicao geral, entao
tal imagem estd contida em um subespaco linear de dimensao < [%} , onde [-] denota a

fun¢ao maior inteiro.
Que por sua vez implica nos seguintes fatos igualmente classicos.

Corolario 2.10 ([13], Corollary 3.10.8, p. 137). Se a aplicagao holomorfa f : C — C P"

evita 2n + 1 ou mais hiperplanos em posicao geral, entao ela é constante.

Corolario 2.11 ([13], Corollary 3.10.9 p. 137). O complemento de 2n + 1 ou mais

hiperplanos em posicao geral em C P™ é Kobayashi hiperbolico completo.

2.1.6 Automorfismos dos Espacos Hiperbdlicos

Com relacao aos automorfismos das variedades hiperbédlicas Kobayashi podemos destacar

o seguinte resultado.

Teorema 2.12 ([13], Theorem 5.4.2, p. 262). Seja M uma variedade compleza hiperbdlica
de dimensao n. Entdo com respeito a topologia compacto-aberta, Aut(M) é um grupo de

Lie real de dimensdo < n(n+ 2).
Ademais, para variedades complexas hiperbdlicas compactas temos o seguinte fato.
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Teorema 2.13 ([13], Theorem 5.4.4, p. 263). Se M é uma variedade compleza hipebdlica
compacta entao Aut(M) é finito.

2.2 Folheacoes

As seguintes linhas sao dedicadas a uma breve exposicao sobre a teoria de folheagoes.
As mesmas sao baseadas em obras cldssicas da literatura matematica como [5] e [7], assim

como em textos contemporaneos como [16] e [23].

Definigao 2.14. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao m e classe C> . Uma
folheacao de classe C", dimensao n e codimensao m —n em M é um atlas maximal F

de classe C" em M com as seguintes propriedades:

(i) Se (U,¢) € F entao ¢p(U) = Dy x Dy C R" x R™™™ é um produto de bolas abertas;

(i) Se (U, ¢), (V,v) € F sdo cartas locais tais que U NV # () entdo a mudanga de coor-
denadas 40 ¢~1 : (U NV) — $(UNV) é dada por Y06~ (z,y) = (f(z,1), g(y).

Sendo F uma folheacao de dimensao n em uma variedade M™ e considerando uma
carta local (U, ¢) de F tal que ¢(U) = D; x Ds, os conjuntos da forma ¢~ (D x {y}),
com y € Dy sdo chamados de placas de U (ou placas de F). Fixando um ponto y € Do,
a aplicacao ¢ |p,xgy1 : D1 x {y} — U é um mergulho de classe C", portanto as placas
sao subvariedades conexas de dimensao n e classe C" de M. Mais ainda, se P e () sao
duas placas de U entao PN Q = @ ou P = ). Um caminho de placas de F é uma
seqliéncia finita de placas Py,..., P, com P, N Py # () para todo i = 1,...,k — 1, e,
como M é coberta por placas de F, podemos definir a seguinte relacao de equivaléncia:

x,y € M,x ~ y < d caminho de placas Py,..., P, taisque x € Py e y € P.
Definicao 2.15. As classes de equivaléncia sao chamadas folhas de F .

A estrutura de variedade de uma folha F' de F é assim definida: dado p € F, seja
(U,¢) € F uma carta local de p com ¢(U) = Dy x Dy C R™ x R™™™ sendo Dy, D
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bolas abertas. Podemos escrever ¢ = (¢1,¢2), em que ¢ : U — R" e ¢ : U — R™™"
sao suas funcoes coordenadas. Para uma placa o de U que contém p, definimos ¢ =
$1]a: @ — R™, de modo que para algum ¢ € Dy temos ¢(a) = Dy x {c}, logo ¢ : o — D,
é um homeomorfismo. Sendo x,y € F, existe uma seqiiéncia de placas P, ..., P, com
x € P ey € P.. Como cada placa é conexa por caminhos, podemos definir uma curva
a:l — PU---UP, de x até y. Assim, cada folha de F é uma variedade diferenciavel
imersa em M e conexa por caminhos.

Uma maneira equivalente de definir folheagoes faz uso de submersoes e é

Proposicao 2.16 ([5], Capitulo II, Secao 3, 30-32 pp.). Seja F uma folheagio de codi-
mensao n e classe C" em uma variedade M. Ezistem uma cobertura aberta {U;} de M e
uma familia de submersées {f; : Uy — R"} tais que para U; NU; # O existe um difeo-
morfismo local f;; : f;(U;NU;) C R" — R", de classe C", com f; = f;jo f; em U; N Uj;.

Entao as placas de F em U; sao as componentes conexas dos conjuntos fi_l(y), yeR".

As submersoes f; que definem localmente a folheacao F sao chamadas de aplicagoes
distinguidas de F .

Se f: M — N é uma aplicacao diferenciavel e F é uma folheacao em N, dizemos
que f é transversal a F quando (Df(p) . TpM)@ Trpy F =Ty N, Vp € M.

Vamos ao proximo conceito.

Definicao 2.17. Se F é uma folheagao em M entao uma subvariedade Y de M é uma
segao transversal de F quando X é transversal a toda folha que ela encontra e dim X +

dim F = dim M.

O interessante é que dado um ponto p € M, existe uma secao transversal de F que
contém p. Com efeito, seja (U,¢) € F uma carta local por p com ¢(U) = Dy x Dy
produto de bolas abertas e ¢(p) = (a,b). Como ja vimos, a placa de U por p é o conjunto
¢ YDy x {b}). Portanto ¥ = ¢ *({a} x D,) é uma secao transversal de F que passa
por p, como pode ser verificado observando que Dy x {b} e {a} x D, s@o transversais em

R" x R™™ e ¢ é difeomorfismo.
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Proposigao 2.18 ([5], Teorema 3, p. 49). Sejam F € F uma folha e p,q € F pontos
distintos. Fxistem se¢oes transversais Y1 e Yo por p e q, respectivamente, e um difeomor-
fismo f X1 — 3y de classe C" tal que f(x) = F, N Y, Va € ¥4, onde F, denota a folha
de F que passa por z. Isto equivale a (31 N L) = Y9N L, qualquer que seja a folha L da
folheagao F .

Vejamos alguns exemplos de folheagoes.

Exemplo 2.19. Sendo F uma folheacao de dimensao n, codimensao m e classe C" em
uma variedade M e U C M um aberto, definimos F |y = {(U;, ¢;) € F;U; C U} como a
folheagao induzida por F sobre U. Para cada x € U temos (F |y), = F.N U.

Exemplo 2.20. Sejam F = {(U;, ¢;)} uma folheagao de classe C", dimensao n e codi-
mensao m sobre uma variedade diferenciavel M e f : M — N um difeomorfismo C”
entre variedades, f. F = {(f(U;), ¢io f~')} é uma folheagdo em N de classe C”, dimensao

n e codimensao m, chamada folheacao imagem direta.

Exemplo 2.21. Consideremos uma submersao 7 : M — N e uma folheagao F de classe
C", dimensao n e codimensdao m sobre N. Definimos a folheagdo imagem inversa (pull-
back) 7* F em M do seguinte modo: dada uma carta local (U;,¢; = (fi,¢:)) € F, com
fi:Ui— D} CR" e g;: Uy — Dy C R™, a aplicagao

i = (fiom, giom) 7 (Ui) — fi(Us) x g:(Us) = Dy x D
¢ uma submersao e uma aplicagao distinguida da folheagao 7* F de classe C", dimensao

n e codimensao m sobre M.

2.2.1 Folheacoes Holomorfas

Na verdade, uma folheagao holomorfa (regular) é, em particular, uma folheagao no

sentido classico.
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Definicao 2.22. Seja M uma variedade complexa de dimensao complexa n. Uma fo-
lheacao holomorfa regular de dimensao k, e codimensao n — k,1 < k <n —1, é um

atlas maximal F = {(p,, Uy); a € A} em M satisfazendo as seguintes condigoes:
(i) pa(Us) = PyxQ4, onde P,, @, sdo polidiscos de dimensao k e n—k respectivamente;

(i) Se U, N Uz # 0 entao a mudanga de cartas ¢z o p,! é localmente da forma
05 0 P (TasYa) = (Pap(TasYa), Gop(Ua)). Neste caso as placas de F em U, sao

os conjuntos da forma o' (P, x {q}).
Ademais, também definimos folheacao holomorfa singular.

Definicao 2.23. Uma folheacgao holomorfa singular F sobre uma variedade complexa
M éum par F = (Fy,sing(F)), onde sing(F) C M é um conjunto analitico de codimensao

> 2 e F; é uma folheacao holomorfa regular sobre M; = M ~ sing(F).

Exemplo 2.24. (Folheagao definida por um campo de vetores holomorfo). Sejam
M uma variedade complexa de dimensao n e X um campo de vetores holomorfo nao
identicamente nulo em M. Seja sing(X) = {p € M; X(p) = 0}, o conjunto singular de X.
Entao X gera uma folheacdo holomorfa F de dimensao 1 no aberto N = M ~ sing(X).

As folhas de F sao as trajetorias de X em N.

O curioso é que toda folheacao de dimensao 1 é localmente definida por campos de

vetores.

Proposicao 2.25 ([16], Proposicao 2, p. 10). Sejam M wuma variedade compleza de
dimensao n > 2 e F uma folheacao de dimensao 1 em M. Entao existem conjuntos

X ={Xo}aca, U ={Us}aca € G ={gap € O (U, NUp); U, N Uz # 0} tais que:
(i) U é uma cobertura de M por abertos;

(i) X, € um campo de vetores holomorfo em U, que nao se anula em nenhum ponto;

(111) gap € uma funcdo holomorfa que nao se anula em U, NUg;
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() Xo = gapXp em Uy, N Up;
(v) sep e U,, entio T, F = C-X,(p) = subespago de T,M gerado por X,(p).

Além disto, se existem colecoes X, U e G satisfazendo (i), (i), (1ii) e (iv), entdo existe

uma folheagao F que satisfaz (v).

Exemplo 2.26. (Folheagoes definidas por 1-formas holomorfas). Sejam M varie-
dade complexa de dimensao n e w uma 1-forma holomorfa nao identicamente nula em
M. Seja sing(w) = {p € M;w, = 0} o conjunto singular de w. Neste caso, w induz uma
distribuigao de hiperplanos €2 no aberto N = M ~ sing(w), definida por €2, = ker(w,) =
{v e T,M;w,(v) = 0}. Dizemos que w ¢é integrével se, e somente se, existe uma folheagao
holomorfa F em N tal que T'F =, i.e., o espago tangente em p a folha de F que passa

por p, coincide com (2,,.

As folheacoes de codimensao 1 sao localmente definidas por 1-formas integraveis, pois

vale o seguinte resultado.

Proposicao 2.27 ([16], Proposicao 3, p. 10). Sejam M wuma varidade complexa de
dimensao n > 2 e F uma folheagao de codimensao 1 em M. Entdo existem colegoes

W ={wataca, U ={Us}aca € G ={gap € O*(Us NUp); U, NUs # O} tais que:
(i) U € uma cobertura de M por abertos;

(i1) wo € uma 1-forma diferencial holomorfa integravel em U, que nao se anula em

nenhum ponto;
(111) gop € uma fungao holomorfa que nao se anula em U, N Ug;
(iv) Wo = Japws em Uy, NUg # (;

(v) sep € U, entio T, F = ker(w,(p)).

Além disso, se existem cole¢coes W, U e G satisfazendo (i), (i), (iii) e (iv), entdo

existe uma folheagao F que satisfaz (v).
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Exemplo 2.28. (Folheagoes definidas por 1-formas holomorfas fechadas). Sejam
M uma variedade complexa de dimensao > 2 e w uma 1-forma holomorfa fechada em M
que nao se anula identicamente. Entao w ¢é integravel, pelo teorema de Frobenius, e
portanto define uma folheagao holomorfa F tal que T,F = kerw(p),Vp € M ~\ Sing(w).
O lema de Poincaré estabelece que dado um aberto simplesmente conexo U C M existe
uma fungao f € O(U) tal que w|y = df.

Observe que se g € O(V) é uma fungao tal que dg = w|y, com U NV conexo, entao
g e f diferem por uma constante em U N V. Desta forma, a folheagao holomorfa F
pode ser localmente definida por funcoes holomorfas, no seguinte sentido: existe uma
cobertura aberta {Uy}aca de M, uma colecdo {f, : U, — C},ca de fungdes holomorfas

nao constantes e uma cole¢ao {cag}u,nu, de constantes, tais que:
1. dfa = w]Ua;
2. fa:f5+ca56mUaﬂU@7é@.

Observe que se w nao tem singularidades, entao as funcoes f, sao submersoes e F é
folheagao regular. Neste caso, se denotarmos por gas a translacao gas(z) = 2 + Cag, €ntao
fa = gap © [, de forma que F pode ser descrita por submersoes locais. Dizemos, neste
caso, que F tem estrutura transversal aditiva. No caso de Sing(w) # (), vemos que F tem
uma estrutura transversal aditiva em M\ Sing(F). Reciprocamente, se F é uma folheagao
com estrutura transversal aditiva em M ~\ Sing(F) e tal que cod(Sing(F)) > 2, entdao F
pode ser definido por uma 1-forma holomorfa fechada. De fato, sejam {Us,}aca, {fataca
e {Captu.nu, colegoes como acima, em que {Uqtaca ¢ uma cobertura de M \ Sing(F).

Da condicao de regularidade f, = f3+ cap concluimos que df, = dfsz em U, NUg. isto
implica que existe uma 1-forma holomorfa w em M \ Sing(F) tal que w|y, = df,. Nao é
dificil ver que a forma w é fechada e define F em M ~ Sing(F).

Por outro lado, como cod(Sing(F)) > 2, o teorema de Hartogs implica que w se estende
a uma forma holomorfa em M, a qual é também fechada e define a folheacao F.

Resumindo temos o seguinte fato.
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Proposicao 2.29 ([16], Proposigao 14, p. 23). Se F uma folheagdo holomorfa de codi-
mensao um, em M, cujo conjunto singular tem codimensao > 2. FEntao F pode ser

definida por uma 1-forma fechada se, e somente se, F tem uma estrutura transversal

aditiva em M ~ Sing(F).

2.2.2 Holonomia

Seja M uma variedade complexa de dimensao n. Consideraremos o conjunto dos
germes em p € M de biholomorfismos locais que deixam p fixo, o qual serda denotado
por Dif(M,p). A holonomia de uma folha L de uma folheagdo holomorfa F é uma
representacao do grupo fundamental de L no grupo de germes de biholomorfismos de
uma se¢ao X transversal a F e que deixam fixo um ponto de ..

De fato, seja F uma folheacao holomorfa de codimensao k£ em M. Fixemos uma folha
L de F e uma curva continua v : I = [0,1] — L. Sejam ¥, e X se¢Oes transversais a F
de dimensao k, tais que v(0) = pg € ¥p e (1) = p; € Xy. As segdes Xy e X1 podem ser
obtidas através de vizinhancas distinguidas Uy de pg e Uy de pq, de tal forma que ¥ corta
cada placa de U, exatamente uma vez, da mesma forma que X; corta cada placa de U;
uma s6 vez. Podemos pensar ¥y e ¥; como discos abertos em CF, o primeiro de centro
po € o segundo de centro p;. Em seguida, consideremos uma cobertura finita de v(I) por
vizinhancas distinguidas de F, digamos Vj, ..., V,,,, tais que:

(1) Vo =Us e Vi = Us;

(2) para todo j = 1,...,m, temos V;_1 NV, # 0;

(3) para todo j = 1,...,m, existe uma vizinhanga trivializadora U da folheagao F tal
que V;_1NV; C U,

(4) existe uma partigao {0 =ty < t; < -+ <ty < tmy1 = 1} do intervalo I tal que
Y[t;, tj1] C Vj para j =0,...,m.

Paracadaj =1,...,m, seja E;- uma secao transversal a F tal que y(t;) € E;- C U;-.1NU;
e E; corta cada placa de U;_; e cada placa de U; em no maximo um ponto. Coloquemos

também ¥, = ¥ e E;n-i—l = 2.
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Utilizando (2) e (3) nao é dificil ver que se ¢ € E;-, entao a placa de V; que contém
q, corta E;- 41 o maximo em um ponto, sendo que se ¢ estd numa vizinhanca pequena,
digamos A;, de v(t;) em E;-, entao esta placa corta de fato Z;- 41 hum ponto, digamos
fi(g). Com isto, podemos definir uma aplicacao f; : A; — 2;- tal que f;(v(¢;)) = v(tj+1)-

Se as secoes consideradas sao subvariedades holomorfas, o que suporemos de agora em
diante, entao f; serd holomorfa. De fato, f; serd um biholomorfismo sobre sua imagem,
ja que podemos definir a sua inversa de maneira analoga. Observe que, em geral nao é
possivel compor f;i1 com f;, mas podemos compor os seus germes, ja que f;(y(t;)) =
7(t;j+1). Denotando o germe de f; em (¢;) por [f;], podemos considerar o germe composto
[fly = [fm] © ... © [fo], que serd um germe de biholomorfismo em py. Em principio, [f],
depende da cobertura Vg, ..., V,, e das secoes intermediarias consideradas, mas temos o

seguinte fato.
Lema 2.30 ([16], Lema 3, p. 28). O germe [f], depende somente de v, de ¥y e de %.

O germe [f], é chamado de holonomia de 7 com respeito as secoes ¥, e £;. No
caso em que 7y é uma curva fechada em L, ou seja py = p1, e X9 = X1, ocorre de [f], ser
um elemento do grupo Dif(Xg, pg), chamado de holonomia de  com respeito a X,
ou simplesmente holonomia de 7.

Veremos em seguida como se calcula a holonomia de uma curva obtida pela adjuncgao
de duas outras. Sejam ~y,d : [ — L duas curvas em L tais que 7(0) = po, v(1) = 6(0) = py
e d(1) = po. A adjungao (ou produto) de v e ¢ é, por definigao, a curva « =y*6: [ — L
definida por:

~v(2t), se 0

IN

t

IA
N[

(y*0)(t) = aft) =

IN

t

IA
—_

5(2t—1), se

1
2
Lema 2.31 ([16], Lema 4, p. 28). Sejam 7,9, po,p1,p2 como antes. Fizemos sec¢oes

transversais Yo, X1, Yo a F por po,p1, D2, respectivamente. Entao [flys = [fly o [fls-

O proéximo resultado nos permitira definir o grupo de holonomia de uma folha de F.
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Lema 2.32 ([16], Lema 5, p. 28). Sejam M, F,po,p1 € L € F, % e X1 como anterior-

mente. Se v,0 :— L sao duas curvas homotopicas em L com extremos fixos, tais que

7(0) = 6(0) = po,7(1) = 6(1) = pu, entao [fl, = [[ls.

Lembremos que duas curvas v e 6 como no lema sao homotépicas em L com extremos
fixos se existe uma aplicagao continua H : [ x I — L tal que:

(a) H(t,0) =~(t) e H(t,1) = 6(t),Vt € I;

(b) H(0,s) =po e H(1,s) =p1,Vs € I.

Usaremos a notagao v ~ d. No caso em que py = p; € sabido que ~ é uma relagao
de equivaléncia. A Classe de equivaléncia, chamada de classe de homotopia, de v com
extremos em pg é denotada por [v].

O conjunto das classes de homotopia é chamado de grupo fundamental de L com base
em pg e denotado por (L, pg).

A lei de composicao deste grupo, que serd denotada por *, é definida da seguinte
maneira: dadas duas classes de homotopia [v] e [d] em 71 (L, py), fixemos representantes
das mesmas. Definimos entao [v] * [§] = [y * §]. Esta operacao estd bem definida, isto é,

[] * [0] ndo depende dos representantes escolhidos.

Definicao 2.33. Sejam M uma variedade complexa, F uma folheacao holomorfa de
codimensao k, L uma folha e ¥ uma secao transversal a F em p € LNY. A representagao

de holonomia de L com respeito a p e a ¥ é a aplicacao

H :m(L,p) — Dif(%,p); [v] = [f]4
em que <y é um representante de [7] e [f], é o germe de holonomia de v com respeito a X.

O dltimo lema nos assegura que H esta bem definida, isto é, nao depende do repre-
sentante 7.
O grupo de holonomia de L com respeito a p e a ¥ é, por definicao, a imagem

Hol(L, p, %) = H(m (L, p)).
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Proposicao 2.34 ([16], Proposisao 16, p. 29). A representagao de holonomia é um
homomorfismo de grupos, isto €, se a,b € m(L,p), entao H(a+b) = H(a) o H(b).

Temos também o seguinte fato.

Teorema 2.35 ([16], Proposi¢ao 17, p. 29). Sejam L uma folha de uma folheagdao holo-
morfa F de codimensao k, ¥, secoes transversais a L em pg e p1, respectivamente,
uma curva o 2 I — L tal que a(0) = py € a(l) = py e [fla 0 germe em py de holonomia

de a entre X e X1. Entao [f]a conjuga Hol(L, po, Xo) e Hol(L, p1,3), isto €,

Hol(L, po, Xo) = ([f]a) " * Hol(L, p1, £1) * [f]a-
Em particular, Hol(L, po, Xo) e Hol(L, p1,31) sdo isomorfos.

Usando o teorema anterior podemos falar no grupo de holonomia Hol(L) de L. Nés
sempre podemos supor que as secoes transversais sao biholomorfas a abertos de CF, de

modo que temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.36. Sejam L uma folha de uma folheagao holomorfa F de codimensao k,
p € L e ¥ secao transversal a F que contém p. O grupo de holonomia de L, denotado
por Hol(L), é qualquer grupo de germes em ¢ € L, de homeomorfismos de abertos de C*

que deixam ¢ fixo, isomorfo a Hol(L, p, ¥2).

Exemplo 2.37. (A holonomia de folheagoes definidas por 1-forma holomorfas
fechadas). Uma 1-forma holomorfa fechada nao identicamente nula w em uma variedade
complexa M de dimensao n > 2 é integravel se ker(w) C T'M é integréavel, isto é, existe

uma folheagao F em M tal que
kerw, = {v € T,(M); wyv =0} = T,F,

para todo p € M \ Sing(w). De modo equivalente, dizemos que uma folheacao F de
codimensao um ¢é determinada por uma 1-forma nao-singular w se TF = ker(w) C TM,

isto é, T,F = ker(w,). Lembramos o teorema de Frobenius em codimensao um.
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Teorema 2.38 ([5], Teorema 2, p.219). Uma 1-forma holomorfa nao-singular w € Q*(M)

¢ integrdvel se, e somente se, w A dw = 0.

Evidentemente toda 1-forma fechada é integravel e sabemos, pelo teorema de Poincaré,
que podemos cobrir M com abertos simplesmente conexos U, tais que w|y, é exata. Deste
modo, w € Q'(M) fechada define uma folheagao de codimensiao um.

Com efeito, dado um sistema de coordenadas locais (U,, ¢o) € A, temos que wly,
é exata, isto é, existe uma fungao f : U, — R tal que w|y, = df. Tal funcdo pode
ser definida como f(z) = f;w, a integral ao longo de qualquer curva desde um ponto
p € M, fixado arbitrariamente, até x, além disso f é uma submersao em U, \ Sing(w),
de sorte que fica estabelecida uma folheacao F, cujas folhas sao as componentes conexas
das pré-imagens f~!(y). Assim toda 1-forma fechada w de classe C",r > 1, definida
em uma variedade M induz uma folheagdo F de codimensao um em M \ Sing(w). Um
sistema de aplicacoes distinguidas para F pode ser definido da seguinte maneira: seja
p € M ~\ Sing(w) fixado de modo arbitrario e consideremos uma vizinhanga D de p,
homeomorfa a um disco e tal que w(x) # 0,Vz € D. Como D é simplesmente conexa,
pelo lema de Poincaré existe uma fungao f : D — R de classe C”, tal que df = w|p. Esta
fungao é uma submersao, uma vez que df (z) = w(z) # 0,Vz € D. Verifica-se facilmente
que o conjunto de todos os pares (D, f), construidos como acima, constitui um sistema

de aplicagoes distinguidas e portanto define uma folheacao F.

Teorema 2.39 ([16], Capitulo I, p. 35-36). Toda folha L de uma folheag¢io F de codi-
mensao um em M"™ determinada por uma 1-forma holomorfa fechada nao-singular w tem

Hol(L) = 0.

2.2.3 Estabilidade

Seja Ly uma folha de uma folheacao F numa variedade M. A teoria de estabilidade
tem sua razao de ser na busca de respostas para a seguinte questao: como relacionam-se

Ly e as folhas da folheacao F vizinhas a folha Ly?
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A seguir listaremos algumas respostas dadas a tal questao, nos casos real e complexo.
Iniciamos pelos teoremas de estabilidade de Reeb, cujas demonstracoes podem ser encon-

tradas em [5].

Teorema 2.40 (de Estabilidade Local de Reeb). Seja F uma folheagao C de codimensao
q de uma variedade M tendo uma folha Ly compacta com grupo de holonomia finito. Entao
existe um sistema fundamental de vizinhagas saturadas V;, (j = 1,...,00) de Ly com as

sequintes propriedades:
1. OV, = Lo, Vir C Vy:

2. Cada vizinhanga V; é uniao de folhas compactas cada folha tendo grupo de holonomia

finito.
Como conseqiiéncia obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.41 ([16], Corolario 1.2.2., p. 13). Se F ¢ uma folheagao C* de codimensio
q de M tendo uma folha compacta Ly e com grupo fundamental finito. Entao existe uma

vizinhanga saturada V' de Ly com todas as folhas compactas com grupo fundamental finito.

Em codimensao um o teorema de Estabilidade assume a seguinte forma mais geral

cuja demonstragao também pode ser encontrada em [5].

Teorema 2.42 (de Estabilidade Global de Reeb). Seja F uma folheagio de classe C* e
codimensao 1 de uma variedade compacta e conexa M. Se F possui uma folha compacta
Lo com grupo fundamental finito entdo todas as folhas de F sao compactas com grupo
fundamental finito. Caso F seja ainda transversalmente orientada entao basta supor que

Ly ¢ compacta com Hy(Lo;R) = 0 e, neste caso, F € dada por uma submersdio f : M — S*

de classe C*.

Por sua vez, ainda analisando o caso real, Thurston em [29] contribuiu da seguinte

maneira.
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Teorema 2.43 (Thurston). Seja F uma folheagio C* de codimensdo q transversalmente
orientada em uma variedade compacta e conexa M, e seja L uma folha compacta de F .

Entao temos uma das sequintes possibilidades sendo esclusiamente satisfeitas:
1. a holonomia linear dH : m (L) — GL(q,R) é ndo trivial;
2. ou H'(L;R) € nao trivial;
3. ou a holonomia H € trivial,
e além disso L tem uma vizinhanca tubular saturada com uma folheagao produto.

J& para o caso complexo, Brunella, demonstrou em [4] o seguinte.

Teorema 2.44 (Brunella). Seja F uma folheagdo transversalmente holomorfa de codi-
mensao complexa um em uma variedade complexa e conexa M. Suponha que F possui
uma folha Ly compacta com holonomia finita. Entao todas as folhas de F sao compactas

com holonomia finita.
Ademais, se a variedade for complexa Kéhleriana temos o seguinte teorema (cf. [19]).

Teorema 2.45 (Pereira). Seja F uma folheag¢ao holomorfa de codimensao q numa varie-
dade compacta Kahleriana M. Suponha que F possui uma folha compacta Ly com grupo

de holonomia finito, entao todas as folhas de F sao compactas com holonomia finita.

2.2.4 Folheacoes Transversais a Fibrados

Um fibrado holomorfo n = (E, w, B, F') consiste de variedades complexas F, B, F' e de
uma submersao 7 : F — B tal que E possui uma estrutura de produto local definida por

uma cobertura U = {U,};c; de B por abertos e por biholomorfismos
o N U) = U; x F, j€J
que tornam o diagrama a seguir comutativo

7 U) 2= Uy x F

s

Uj
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onde p; é a primeira projecao.

Nestas condigoes, dizemos que F é o espaco total, B a base, I’ a fibra e m a projecao
do fibrado 7. Se z € B entao a subvariedade F, = 7~ (z) ~ F ¢ chamada fibra de F
sobre x.

Vejamos alguns exemplos de fibrados holomorfos.

Exemplo 2.46 (Fibrado trivial). ¢, = (B x C", 7, B,C") é o fibrado trivial com espago
total B x C" e com projecao 7 : B x C" — B, w(b,z) = b.

Exemplo 2.47 (Fibrado tangente). Seja M uma variedade complexa de dimensao n.
Sejam T,M o espaco dos vetores tangentes a M em p, para todo p € M, e TM =
{(p,vp);p € M, v, € T,M}. Se m : TM — M ¢ definida por 7(p,v,) = p entdo Ty =
(TM,m, M,C") é um fibrado chamado fibrado tangente.

Suponhamos, inicialmente, que F é uma folheac¢ao holomorfa regular (sem singulari-
dades) sobre E de codimensao complexa n > 1.

Dizemos que uma folheacao F de E é transversal as fibras do fibrado, ou
simplesmente transversal ao fibrado n = (E,7 : E — B, B, F) se, e somente se, as

seguintes condicoes sao satisfeitas:
(i) para todo p € E a folha L, de F que contém o ponto p é transversal a fibra 7—(g),
onde ¢ = 7(p);
(i) dim(F) 4 dim(F) = dim(E);
(iii) para toda folha L de F, obtemos que 7|, : L — B é uma aplicac¢ao de recobrimento.

Nestas condicoes e supondo também a fibra F' do fibrado 1 compacta, lembramos o
seguinte resultado de Ehresman ([5], Proposigao 1, p. 94): as condigoes (i) e (ii) implicam
em (iii).

Exemplo 2.48. A folheagao suspensao F, pela representacao ¢ : m(B) — Aut(F') do
grupo fundamental da variedade complexa e conexa B no grupo dos biholomorfismos da

variedade complexa e conexa F' é sabidamente uma folheagao holomorfa regular transver-

sal a um fibrado holomorfo n, = (E,, 7y, B, F') (cf. [5], Teorema 1, p. 97).
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A folheagao F, e o fibrado n, = (E,, 7, B, F') sao definidos assim: seja p : B — Bo
recobrimento universal de B e seja ¢ : w1 (B, by) X (B X F) — (B x F') a acao definida por
2([a], (0, 1)) = ([](b), ¢([a])(f)), onde [a] : B — B ¢ o automorfismo do recobrimento p.

Em B x F' consideremos a seguinte relagao de equivaléncia,

(b, ) ~ (¥, f') & g € m(B,bo); (g)(b, f) = U, f).

Nestas condigoes, F, = (E x F),/ ~ . Como ¢ preserva as fibras de p; : BxF — é,
D1 (g, f) = bea folheacao horizontal trivial em B x F obtemos que a projecao m, do

fibrado 7, ¢ a aplicacao natural tal que o seguinte diagrama é comutativo

BxF
isto é, m, 0 () = pop;. Além disso, a folheacao F, ¢ definida como aquela cujas folhas sao

da forma Q(B x {f}) para cada f € F.

Agora lembramos o seguinte conceito.

Definigao 2.49. Dizemos que ¢ : m(B,by) — Dif(F) e ¢ : m(B,by) — Dif(F’) sado
representagoes conjugadas se existe um biholomorfismo h : F' — F” tal que, para todo

o] € m1(B, By) temos @([a]) = h~' o ([a]) o h.

Baseados na definicao acima, a pergunta natural sobre a unicidade da folheacao sus-

pensao tem sua resposta no seguinte resultado.

Proposicgao 2.50 ([5], Teorema 2, p.101). Se ¢ e ¢’ sao representagies conjugadas, entao

existe um biholomorfimo H : K, — E, tal que
1. 7o H =, e dai, H leva fibras em fibras;

2. H leva folhas de F, em folhas de F
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A préxima questao natural é a seguinte. Suponhamos que n = (E,7, B, F) é um
fibrado e que F é uma folheacao transversal as fibras do mesmo. Se ¢ é a holonomia de
F com relagdo a fibra 7 1(by), by € B, entao como se relaciona a folheagao suspensao F,

em E, com a folheagao F7 A resposta a tal questao é dada pelo seguinte fato.

Teorema 2.51 ([5], Teorema 3, p.103). Seja F uma folheagao holomorfa regular transver-
sal as fibras do fibrado n = (E,w, B, F), cuja holonomia na fibra 7= (by), by € B, €
@ :m(B,by) — Dif(F). Entao existe um biholomorfismo H : E — E,, que leva folhas de

F em folhas de F, e tal que m, 0o H = m. Em particular, H leva fibras em fibras.

2.2.5 Folheacoes de Riccati em C x C

Consideramos o campo de vetores polinomial

X(a.9) = pla) gy + (alaly? + ey + cle)) 5

em C?, com coordenadas (x,y) € C>. E equivalente a consideramos a 1-forma
w = p(z)dy — (a(2)y® + b(x)y + c(x))dz
ou o sistema de equacoes diferenciais

& = p(z)
y = a(x)y* + b(z)y + c(x)

Sabemos que a forma dual w de X é integravel. A folheagdo Fx induzida por X em
C x C = CP(1) x CP(1), chamada folheacio de Riccati, é assim definida: além do

sistema de coordenadas (x,y), consideramos também os sistemas (x,v), (u,y), (u,v) com

mudancas de coordenadas u = %, v = i

Nas coordenadas (x,v) o campo se escreve como

X(z,v) = p(:t)a% + (a(z)v=2 + b(z)v~ + c(:r:))a%
= pla)gs — (a(@) + b(x)v + c(2)v?) 5 &
= p(x)Z — (a(z) + b(z)v + c(z)v?) 2.
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Nas coordenadas (u,y) o campo é

=1

X(uy) = K02 4 (2 My, 4 duyo

= B b) &+ e (@) ut Ty b(u)ut Ty + Eu)ut )

us y

= e [P TTOE - (a(u)ut Ty 4 D(w)ut Py 4 eu)ut ) B

= () F; + @wy? + By + 2(w) 7).

™

onde s = grau de p,r = grau de a,k = grau de b,q = grau de c e p(x) = L pa’ =
Si_opiu”t = L (S piuT") S p(u), e, expressoes andlogas para os polinomios a, b, c.
Nas coordenadas (u,v) temos

X(u,0) = w pu) -+ (@) + By + 2(u)e?) o]

calculado como antes. Em qualquer um destes sistemas de coordenadas, temos que se a
primeira coordenada for fixada entao o campo é vertical.

Devido a semelhanca das expressoes, X define uma folheacao holomorfa Fx com
singularidades isoladas em C x C que possui a seguinte propriedade: a folheacdo Fx é
transversal as fibras {2} x C, exceto nas fibras invariantes {p(z) = 0} em C?, isto é, nas
fibras {a;} x C, com ay,...,a, zeros de p. De fato, se zy ¢ {p = 0} entdo X (z,y) =
p(xo)a% + (a(xo)y? + b(xo)y + C(%))a% nao é um vetor vertical, logo é transversal a fibra
{z0} x C.

Lembramos também o seguinte conceito.

Definicao 2.52. Seja F uma folheacao holomorfa de codimensao 1 em M. Dizemos que
F é transversalmente projetiva em M se é possivel escolher um atlas de submersoes
holomorfas y; : U; — C, definindo F em M ~ Sing(F) = JU; e y; = % para
cada U; N U; # 0, onde a;;,b5,¢i5,di; = Uy NU; — C s@o localmente constantes com

aijdij — bijcij =1 em U'Z M Uj.

Agora, lembramos o seguinte fato.
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Proposicao 2.53 ([16], Proposicao 1, p.157). Seja F folheagao singular de codimensdo 1
em M dada por uma 1-forma holomorfa integravel Q). A folheacdao F € transversalmente
projetiva em M se, e somente se, existe uma I1-forma holomorfan em M tal que dS2 = nAS)

e existe uma 1-forma holomorfa & em M satisfazendo:
1. dn=Q A&
2. d§E=ENn.

Além disso, dois tais ternos (2,1,€) e (2,10, &) definem a mesma estrutura projetiva

para F se, e somente se, vale:

O = O
W= n+ % +299;
¢ = (§—2dg —2gn - 29°Q),

para algumas fungoes holomorfas f : M — C* = C~{0} eg : M — C. Em particular
os ternos (0,1,€) e (fQn+ %, 1€) definem a mesma estrutura transversal projetiva para

ff
F.

Portanto a folheagao Fx também satisfaz a seguinte propriedade: a folheacao Fx é
transversalmente projetiva em (C x C) \ A, onde A = Uj—i ({aj} < C) é o conjunto das

fibras invariantes. Com efeito, seja
w = p(x)dy — (a(x)y® + b(x)y + c(x))dx

a forma dual de X, uma 1-forma integravel. Definimos as 1-formas

d b
n = P + ]idw + 2% dx
Y p yp
e
2c
&= yQpde

e o terno (w,n, ) satisfaz as relagdes:

dwv = nAuw;
dn = wA¢
¢ = &N



Portanto a folheacdo F,, = Fx é transversalmente projetiva em (C x C) \ A.

O proximo resultado estabelece uma condigao para que uma folheacao de dimensao

um de C x C = C P(1) x C P(1) seja uma folheacdo de Riccati.

Proposicao 2.54 ([16], Lema 2, p.104). Se F é uma folheag¢io holomorfa singular de
dimensio um de C x C. Entdo F ¢ uma folheacdo de Riccati se, e somente se, F é

transversal a uma das fibras de uma das fibragées naturais de C x C.

A transversalidade de F em relagao a fibracao x = constante ocorre de fato para
todas as fibras, exceto para as fibras da forma {z} x C, onde p(z) = 0, e eventualmente
para a fibra z = oco. As fibras nao transversais sao invariantes por F . Fixado qualquer
q € C = ({y=0}~ {2;}), com p(z;) = 0, Vj, podemos utilizar a fibragao restrita a
C x C, para definir o levantamento de cada caminho 7: [0,1] — C, com v(0) = v(1) = ¢,

a um biholomorfismo da fibra {q} x C.

2.2.6 Medida Invariante

Seja F uma folheacao de classe C'°°; dimensao p e codimensao ¢ de uma variedade

M™. Existe uma cobertura U = {U;};c; de M com as seguintes propriedades:

1. U; é conexo e F |y, ¢ trivial, ou seja, existe difeomorfismo ¢; : U; — ¢;(U;) C R"

tal que ¢, leva F sobre a folheacao horizontal em R” x R? = R".

2. Em cada U; temos um disco mergulhado D? ~ 3; C U; que ¢é transversal as placas
de F em Uj, e suporemos também, sem perda de generalidade, que ¢;(U;) = R" e

que

M = U¢;1((—1, 1) x -+ x (=1,1))

e podemos tomar X; C ij_l((—l,l) X -+ x (—1,1)) e também renomear U; =

©; ' ((—=1,1)") de modo que:

3. Cada folha de F encontra algum disco transversal 3; e, se U; N U; # (), entao cada

placa de F |y, encontra no maximo uma placa de F |y; definindo um difeomorfismo
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local C*°, digamos ¢;; : ¥; — X;, com a propriedade de que sobre U; N U; temos

Y; = gij o y; onde y; = projecao de U; sobre X; via a carta ;.

4. Temos a seguinte condigao de cociclo: se U; NU; NUy, # 0, entdo g;j o gjx = gix €, se

U;NU; # 0, entao g;; = gj_il sobre os dominios correspondentes.

Definicao 2.55. O pseudogrupo de holonomia de F para a cobertura U/ é o pseudo-
grupo Iy de difeomorfismos locais C*° da variedade >, uniao dos discos transversais >;,

gerado pelos difeomorfismos locais g;;.
Lembramos a seguinte definicao.

Definigao 2.56. Seja X um espago topoldgico Hausdorff e I' uma cole¢ao de homeomor-
fismos locais g : U — V onde U,V C X s@o abertos de X. Denotamos por Dom(g) e
Im(g) o dominio e a imagem de g € I' respectivamente. Dizemos entdo que I' é um

pseudogrupo de homeomorfismos locais de X se:
1. Para todo g € T tem-se g~' € T, onde Dom(g) = Im(g') e Im(g) = Dom(g™);

2. Se g1,92 €' e g: Dom(g1)UDom(ga) — Im(g1)UIm(gz) é um homeomorfismo tal
que g|pom(g;) = 95> J = 1,2 entdo g € I';

3. Id: X — X pertence a I';
4. Se g1,92 € T entdo g, 0 go € I' com Dom(gy o g2) C g7 (Im(g2)) N Dom(gy);
5. Sege ' e U C Dom(g) é aberto entao gly € I'.

Nestas condigoes definimos a 6rbita de um ponto r € X no pseudogrupo I' por

['(z) ={g(z) € X; geT', € Dom(g)}.
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Denotamos por o.(X) o anel de subconjuntos de X gerado pelos conjuntos compactos.

Uma medida p em o.(X) é dita I'-invariante se:
1. u é nao-negativa, finitamente aditiva e finita em conjunto compactos.

2. Para todo g € T" e qualquer subconjunto mensuravel A C Dom(g) tem-se u(g(A)) =
p(A).

No caso do chamado pseudogrupo de holonomia da folheacao F relativo a cobertura
regular U conclui-se, de fato, que Iy, é um pseudogrupo de difeomorfismos locais C*°
de Y. Se temos outra cobertura regular de M relativa a F, digamos U = {/Uvj}jeN e
se supomos que U é mais fina que U ( i.e., para cada indice j € N existe um indice
k(j) € N tal que @ C Uy e também que ﬁ; ¢ uniforme em Uy ), ou seja, cada placa
de Uy ;) encontra no maximo uma placa de /Uv]), entao obtemos uma identificagao natural
entre os correspondentes pseudogrupos de holonomia I';; e I'y,. Assim mostra-se que todos
os pseudogrupos de holonomia Iy, onde U é cobertura regular de M para a folheagao
F, sao naturalmente equivalentes. Portanto temos a definicao para os pseudogrupos de

holonomia para a folheagao F .

Definicao 2.57. Dizemos que uma folheagao F de uma variedade M tem uma medida
transversal invariante por holonomia, ou medida transversal invariante se, e somente
se, o seu pseudogrupo de holonomia possui alguma medida invariante nao-trivial que é

finita em compactos.

O suporte de uma medida invariante p é o conjunto de pontos x € M tais que:
dado qualquer disco transversal a F de dimensao ¢ = codimensao de F, D? C M com
x € int(D?), temos pu(D?) > 0. O suporte de u, denotado por supp(u), é fechado e é

saturado por F .
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2.2.7 Folheacoes com Estrutura Transversal

Iniciaremos neste momento o estudo de folheacoes com estrutura transversal. Seja
I' = Iy = { difeomorfismos locais C"de R?}. Dada uma aplicacao f : U C R? — R7 e

x € U, definimos o germe de f em x como
[fle ={g:V CcR? - R% 3W C UNYV vizinhanca de x com g|w = flw}.

Definimos nr = {[f].;x € U} = U|[f]a, isto é, o conjunto dos germes de f por todos os
pontos de U, assim como a proje¢ao « : mp — R% af[f].) = f(x).

Um cociclo sobre uma variedade M" é dado por uma cobertura aberta (U;);e; de M
e uma colecao {v;; : U;NU; C M — mr} de aplicacoes continuas, tais que:

(1) (condicao de cociclo) v, = ;5 0 vk em U; N U; N U # 0;

(2) (condicao de regularidade) f; = a0y : Uy — R? é uma submersao C".

Este cociclo define uma folheagao F de classe C" e codimensao g em M. Com efeito, se
v € UiNUj e gij € I esta definida em uma vizinhanga de f;(z) e tem germe v;; = [gi5] 7, (2)»
entao pela condigao (1) do cociclo temos f; = g;j 0 f; numa vizinhanca de x. A submersao
fi : Uy — R? define uma folheacao F; em U; cujas folhas sao as componentes conexas dos
conjuntos f~1(c), Ve € RY.

Devido a condicao de cociclo, temos f; = g;; © f; e podemos definir, enfim, a folheacao
F =JF; por colagem.

Substituindo agora RY por uma variedade N de dimensao ¢ e classe C", definimos

I' = {difeomorfismos locais C"de N} e temos a

Definicao 2.58. Um I'-cociclo regular de classe C" é determinado por uma cobertura
aberta (U;);e; de M e uma colecao {v;; : U;NU; — mr} de aplicagdes continuas satisfazendo
as seguintes condigoes:

(i) (condicao de cociclo) v, = i 0 v em U; N U; N U,

(i) (condicao de regularidade) f; = a0~y : U; — N é uma submersao C".

Um tal cociclo determina uma folheacao F de codimensao ¢ e classe C" em M de

modo que F |y, é a folheagao definida pela submersao f;.
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Dois cociclos (Ui, 7i;), (Vi 7rs) correspondentes a duas coberturas abertas (U;);er €
(V})rer de M s@o equivalentes se eles definem a mesma folheagao em M.

Exemplos de folheagoes de codimensao q e classe C” com estrutura geométrica transver-
sal.

a) Folheacoes transversalmente orientdveis. N = R? e I" é formado dos difeo-
morfismos locais C" de N que conservam orientagao. Melhor dizendo, temos M = JU; e
3{f; : Ui — R} colegao de submersdes tal que f;(z) = g;; o f;(x),Vax € U; N Uj, com g;;
difeomorfismo C” local de R? em uma vizinhanga de f;(z) que preserva orientacao.

b) Folheagoes transversalmente de Lie. N é um grupo de Lie e I" é formado pelas
translacoes a esquerda sobre N. Melhor dizendo, temos M = (JU; e 3{f; : U; — N}
cole¢do de submersoes tal que fi(z) = g;; o fi(x),Ya € U;NU;, com g;; translagdo a
esquerda (logo difeomorfismo) de classe C" de N em uma vizinhanca de f;(x).

c) FolheagGes transversalmente homogéneas. N é um espago homogéneo de um
grupo de Lie G e I" é formado pelas operacoes de G em N.

d) Folheagbes Riemannianas. N é uma variedade Riemanniana e I' é o grupo das

isometrias locais de N.
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Capitulo 3

Sobre os automorfismos de CP"

As préximas linhas sao concernentes a classificacao dos biholomorfimos de espacos

projetivos complexos de dimensao n > 1.

3.1 Classificagao de Aut(C P?)

O espaco projetivo complexo unidimensional é sabidamente a esfera de Riemann e
os biholomorfismos da esfera de Riemann sao as transformacoes de Mobius. A classi-
ficacdo das transformagoes de Mébius em parabdlicas (isto é, transformagoes de Mobius,
ou homografias, que sao conjugadas a z — z + 1), eliticas (isto é, homografias que sao
conjugadas a z — Az que tém os multiplicadores A e A™! no circulo unitério), hiperbélicas
(isto é, homografias que sdo conjugadas a z — Az que tém os multiplicadores X e ™! reais
positivos fora do circulo unitario) e loxodromicas (isto é, homografias que sd@o conjugadas
a z — Az que tém os multiplicadores A e A™! nao reais positivos e fora do circulo unitdrio)
é na um classico da teoria das variaveis complexas.

Motivados pela classificacao das transformagoes de Mobius, as proximas linhas classi-
ficam os biholomorfismos do espacgo projetivo complexo bidimensional por pontos fixos.

E igualmente sabido que Aut(CP™), grupo dos biholomorfismos de CP™, identifica-se
com PGL(n + 1,C), o projetivizado das transformacoes lineares invertiveis de C***' (c.f.

[8]). Lembramos que um isomorfismo 7' é identificado com o biholomorfismo [T'] do espago
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projetivo complexo CP" e vice-versa, sendo o biholomorfismo [T] definido como segue.
Seja T : C**! — C"*! um isomorfismo C-linear, e, suponhamos que r C C**! é um sub-
espaco vetorial de C"*! de dimensao complexa 1, isto é, uma reta complexa passando pela
origem 0 € C"™, entdao s = T'(r) também é uma reta complexa passando pela origem.

Assim, T' € GL(n + 1,C) induz naturalmente a aplicacao

r] . cpr — CP”
r~{0} — s~ {0} .

Usando a identificagao de Aut(CP?) com PGL(3,C), descrita anteriormente, obtemos

que qualquer elemento de Aut(CP?)

f: CP? — cp?
(x:y:2z) — flz:y:2)

é definido por
fx:y:2) = (a112 + a12y + @132 : a1 + A2y + 232 : 4317 + a2y + a33%2),

onde
aix G2 13
A= 1 an ax ay
31 az2 ass
é um elemento do grupo linear geral GL(3,C). Mais especificamente, existe A : C* — C?

um isomorfismo C-linear definido por
A(z,y, 2) = (a1T + a12y + a132, an @ + any + a3z, 4512 + azy + azs2)

tal que f = [A].
Lembramos que um ponto (zg : yo : 20) € CP? é fixo por f € Aut(CP?) se, e somente
se, f(wo:yo: 20) = (7o : Yo : 20). Vamos dar exemplos de biholomorfismos de C P? e seus

pontos fixos.
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Exemplo 3.1. Consideremos a aplicacao f : CP? — CP? definida por

flzry:2)=(rx:y:z+y+2).

E notemos que f é um biholomorfismo, porque f = [A] sendo

100
A=1010
1 11

e det(A) = 1 # 0. Notemos também que aplicacio f~! : C P? — C P?, inversa de f, ¢
definida por
fllay:2)=(x:y: —2—y+2).

Vamos determinar os pontos fixos de f. Inicialmente, consideremos os pontos da forma

(r:y:1) € CP? e obtemos que f restrita a tal conjunto ¢ definida por

flz:y: ) =(x:y:x+y+1),

e assim, lembrando que a estrutura de variedade complexa em C P? é definida pelo atlas

{(Ej, ;) }jef0,1,2) sendo
E(] = {(ZO VAT Z2> ECP2; 20 #0},

By ={(z: 2 :2)€CP? z #0}

Ey={(z: 2 :2) € CP? 2z #0},

21z
assim como g : Ey — C? é definida por @o(z : 21 @ 22) = (—1,—2) L1 By — C?é
20 <0

2o %
definida por ¢1(z0 : 21 @ 22) = (—0, —2> e py 1 By — C? 6 definida por @q(2o : 2 @ 23) =
21 <1
20 2
(—0, —1) , segue que a aplicacao f como antes, quando x +y # —1, induz uma aplicagao
Z9 Z9

F : C? — C? definida por

F(x,y) - 4
€T g
Y r+y+1Uzs+y+1
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com a propriedade de fazer o seguinte diagrama comutar

B, 1+ E,
ml i@
C*—>C?
isto é, F'o g = g0 f.
Notemos que, se x +y = —1 entao nao terfamos pontos fixos para f € Aut(CP?).

Agora, supondo que = + y # —1 obtemos que os pontos fixos por f € CP? da forma

(x:y:1) € CP? sao determinados pelo pontos fixos de F : C* — C? dada por

x Yy
F =
(@) (x+y+rx+y+1)’

isto é, as solugoes do seguinte sistema

_ x
r = r+y+1

_ y
by = 57

Como as solugoes para o mesmo sao dadas pelo conjunto S = {(z,y) € C*x +y = 0}
obtemos que o conjunto dos pontos fixos de f € Aut(CP?) da forma (z :y:1) € CP? ¢
dado por

Fizi(f)={(z:y:1) € CP* z+y=0}.

Analogamente, para os pontos da forma (z : 1 : 2) € CP? temos que f, quando restrita

a estes, é definida por

fl:l:z2)=(x:1:x+2+1),
e assim, usando a estrutura de variedade complexa de C P?, obtemos I : C? — C? definida
por

F(z,z) = (v, +2z+1)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E, *f>E1

ol Jo

CZT)(C2
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Notemos que os pontos fixos de F' sao dados pelas solugoes do sistema

r = X
)

z = z4+z+1

ou seja, os pontos da forma (—1,2) € C?, qualquer que seja z € C.

Logo também sao pontos fixos por f € Aut(CP?) os seguintes pontos
Fixvo(f) ={(-1:1:2) € CP?* z € C}.

Por sua vez, para os pontos da forma (1 : y : z) € CP? temos que f restrita aos

mesmos ¢é definida por
fiy:2)=00:y:y+2+1),

que induz uma aplicacao F' : C? — C? definida por
Fly,z)=(y+z+1),
com a propriedade de fazer o seguinte diagrama comutativo

Eo*f>Eo

| Joo

(C2 T> (C2
e notemos que os pontos fixos de F' sao as solugoes do seguinte sistema
y = vy
z = y+z+1

ou seja, sao os pontos da forma (—1, z) € C?, qualquer que seja z € C. Logo também sao

pontos fixos por f € Aut(CP?) os pontos
Fizs(f) ={(1:-1:2) € CP? z € C}.

Notemos que Fixo(f) = Fizs(f), portanto o conjunto dos pontos fixos por f € Aut(CP?)
é
Fiz(f)={(1:=1:2) € CP* € C}uU{(r:y:1) € CP* z+y =0},

ou seja, a uniao de duas retas projetivas.
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Exemplo 3.2. Um outro exemplo é dado pela aplicacao f : CP? — CP? definida por
flzry:2)=(x:2y:x4+y+2)
que é um biholomorfismo pois f = [B] onde

10 0
B=|0 2 0| €GL(3,C).
111

i.e., B:C?— C?é o isomorfismo C-linear definido por
B(z,y,z) = (z,2y,x + y + 2).

Agora para determinar os pontos fixos de f, vamos inicialmente tomar os pontos da

forma (z :y: 1) € CP?% A restricio de f a tal conjunto é dada por
flzry: ) =(x:2y:x+y+1)

e assim, usando a estrutura de variedade complexa de C P2, quando x +y # —1, obtemos

a aplicacao I : C? — C? definida por

x 2y
F —
(@.y) (x+y+1’x+y+1)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

BB,
ml i@
C*—>C?
e notemos que se * +y = —1 entdo nao teriamos pontos fixos para f € Aut(CP?),
mas supondo z + 3y # —1 obtemos que os pontos fixos por f € Aut(CP?) da forma
(r :y:1) € CP?sao determinados pelos pontos fixos de F' : C? — C?, isto é, determinados
pelas solugoes do seguinte sistema

T

T = z+y+1
Y
_ 2y
by = 37



que é o conjunto S = {(0,0),(0,1)}. Portanto o conjunto dos pontos fixos por f €
Aut(CP?) contém
Fizi(f)={(0:0:1),(0:1:1)}.
Analogamente, para os pontos da forma (x : 1: z) € CP? obtemos que f, restrita a
estes pontos, é dada por

fle:l:2)=(x:2:x+2+1)

que, por sua vez, induz uma aplicacao F' : C?> — C? definida por

r rx+z+1
F(%Z): (a,T)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E14f>E1

| Jo

(C2 ? C2
e notemos que os pontos fixos de F' sao as solugoes do seguinte sistema

Tr =

M

r+z+1 ’
z = —

cuja solugao é S = {(0,1)}. E portanto, o conjunto dos pontos fixos por f € Aut(CP?)

contém
Fizo(f) ={(0:1:1)}.

Por sua vez, para os pontos (1:y: 2) € CP? temos que f é dada por
fAiy:2)=01:2y:y+2+1),
e induz uma aplicacdo F : C?> — C? definida por

F(y,2) = Q2y,y+2+1)
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tal que o seguinte diagrama é comutativo

Eo*f>E0

ol Joo

2 o 2
C—F=C
Os pontos fixos de F, por sua vez, sao dados pelas solucoes do seguinte sistema

y = 2
z = y+z+1

que tem conjunto solugao vazio.

Portanto os pontos fixos por f € Aut(CP?) sdo apenas dois, a saber:

Fiz(f)={(0:0:1),(0:1:1)}.

Pergunta 3.3. Existe uma classificacao dos biholomorfismos de CP? em termos dos seus

pontos fixos?

Nosso objetivo é responder de modo afirmativo a indagacao anterior classificando os
biholomorfismos de CP? em funcao de seus pontos fixos.

Como sabemos um biholomorfismo f de CP? é o projetivizado de algum A € GL(3,C)
e, por sua vez, podemos usar as formas canonicas de Jordan para classificar os elementos
de Aut(C P?) médulo uma conjugacio. De fato, notemos que as possibilidades para o

polinémio caracteristico de A em C[t], que denotaremos por pa(t), sao as trés que seguem:
(1) pa(t) = (t — Xo)(t — A1) (t — A2), onde Ag, A, A2 € C ~\ {0} sdo distintos dois a dois;
(i) pa(t) = (t = Xo)?(t — A1), onde A\g, Ay € C {0} e Ao # Aq;
(iii) e pa(t) = (t — Xg)?, onde Ay € C \ {0}.

E assim, obtemos as seguintes possiveis formas canonicas de Jordan para A, dadas em
fungao do polinémio minimal de A, que de agora em diante denotaremos por m4(t), em

cada uma das possibilidades (i), (ii) ou (iii) acima.
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CASO (i). Suponhamos que o polinémio caracteristico de A é

pa(t) = (£ = Ao)(t = M)(t = Ao),

onde \; € C ~\ {0} para todo j € {0,1,2}. Entao temos uma unica possibilidade para o

polindomio minimal de A, que neste caso é dado por
ma(t) = (t = Ao)(t = A)(f — A2) = pa(t).

Nestas condigoes, obtemos que A é semelhante a J, ou seja, existe uma matriz invertivel

P em GL(3,C) tal que A = P~'JP, onde

AN 0 0
J = 0 )\1 0
0 0 X

¢ a forma canonica de Jordan de A.
E portanto,
f=A]=[P7JP]=[PJ][P],
ou seja, f é conjugada a [J], sendo J : C* — C* definida por J(z,y,2) = (Aox, M1y, A22).
Isto é, f : CP? — CP? é conjugada a aplicacao g : CP? — CP? definida por

glx:y:2z)=(Aox: My : Ao2)

com \; € C~ {0} para todo j € {0,1,2}.

Vamos fazer agora a andlise de pontos fixos. Como f é conjugada a g segue que f
tem o mesmo numero de pontos fixos que g e, portanto, a idéia é determinar os pontos
fixos de g. Para isto vamos inicialmente considerar os pontos da forma (x :y: 1) € CP2.

Temos
glx:y:1)=(Aox : My : Ao)

e como \; # 0 para todo j € {0,1,2}, temos que g induz uma aplicagao G : C* — C?

A A
G, y) — (A—f rly)

ol

definida por



que faz comutar o seguinte diagrama

Ez*f>E2

| Jo»

C2 T> (C2
Portanto os pontos fixos de g € Aut(CP?) da forma (z : y : 1) € CP? sao determinados

pelas solugoes do seguinte sistema

et =t
A, —
NY = Y

que tem por solucao tnica o ponto (0,0). Portanto (0: 0: 1) € C P? é um ponto fixo pelo
biholomorfismo g.

Analogamente, para os pontos da forma (z : 1: 2) € CP? temos

glx:1:2) =N : A1 Aa2),

G(z,z) = (i—?x, ;—jz)

que faz comutar o diagrama a seguir

que define

Jopay )

ol Jo

C*—>C?

Notemos que os pontos fixos de GG sao determinados pelas solugoes do sistema

_ X

r = oW xXr
A2

z = N z

que por sua vez possui solugao unica dada pelo ponto (x = 0,z = 0). Logo (0: 1:0) é
ponto fixo de g € Aut(CP?).

Ademais para os pontos da forma (1:y : 2) € CP?, temos
glx:1:2)=Nox: A1 Aa2),
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que induz G : C* — C? definida por

Al Ao
G =|—y, —
(. 2) (Aoy, " Z>
satisfazendo a propriedade de fazer comutar o diagrama

Eo*f>Eo

ol Joo

C?—=C?

Os pontos fixos de G sdao determinados pelas solugoes do seguinte sistema

_ M
y = Y

— A
z = 32z

cuja tinica solugao & o ponto (y =0,z = 0). Logo (1: 0 : 0) é ponto fixo de g € Aut(CP?).

Portanto o conjunto dos pontos fixos de g € Aut(CP?) é dado por
Fiz(g)={(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)}.

Procedendo de modo analogo em cada um dos dois casos restantes obtemos:

Caso (ii). Suponhamos que o polinémio caracteristico de A é
pa(t) = (t = Xo)*(t = M),

onde A\; € C~ {0} com 5 € {0,1}. Entao temos duas possibilidades para o polinémio

minimal m,4(t) de A, a saber:
(ii.1) ma(t) = (t — Xo)(t — A1), onde \; € C~ {0} com j € {0,1};
(ii.2) ou ma(t) = (t — Xo)*(t — A1) = pal(t).

Caso (ii.1). Neste caso, existe uma matriz invertivel P € GL(3,C) tal que A =

P~1JP, onde

X 0 0
J = 0 )\0 0
0 0 N
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E portanto
f=1A]=[pP~JP] = [P[J][P],

ou seja, f: CP? — CP? é conjugada a aplicacao g : CP? — CP? definida por
glx:y:z)=Aox : Ay : A\12),

onde Ao, \; € C, \g # A1 e A\g, A1 nao nulos.
Vamos estudar os pontos fixos de g. Consideramos inicialmente os pontos da forma

(r:y:1) € CP?% A aplicagao g em tais pontos é dada por
glxy:1) =Nz : Ay : A1),
que induz uma aplicacao G : C* — C? definida por

A A
G, y) — (r“f rfy)

que torna comutativo o seguinte diagrama

E2L>E2

| Jo»

¢

Os pontos fixos de GG, por sua vez, sao as solugoes do seguinte sistema

Ao _

L =z
. )
Yo=Y

A tinica solugao é o ponto (z = 0,y = 0). Portanto g € Aut(CP?) possui (0:0:1) € C P?
como ponto fixo.

Agora, para os pontos da forma (z : 1: z) € CP? temos

glx:1:2)=Nox: Ao \2),

G - (202

o4

e, G : C* — C? definida por



é tal que o seguinte diagrama é comutativo

E1*9>E1

ol Jo

2 o 2
C*—=C
Os pontos fixos de GG, sao dados pelas solugoes do seguinte sistema

Tr =

- M
z = 57

cujo conjunto solugio é S = {(z,0) € C*; x € C}. Logo o conjunto

Fizy(g) = {(x:1:0) € CP?* z € C}

estd contido no conjunto dos pontos fixos por g € Aut(CP?).

Finalmente, para os pontos da forma (1: ¥ : 2) € CP? temos

g(l:y:2)=(Xo: Xy : \2)

donde G : C? — C? definida por

faz comutar o diagrama

Eogg>E0

ol Joo

C?—>C?

Os pontos fixos de GG, sao as solugoes do sistema

y =Y
Y

= M
z = 37

ou seja, o conjunto dos pontos da forma (y,0) € C? qualquer que seja y € C. Portanto o

conjunto dos pontos fixos de g € Aut(CP?) contém o conjunto

Fixs(g) ={(1:y:0) € CP?* y < C}.
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Assim, neste caso (caso (i.1)), os pontos fixos de g € Aut(C P?) sao duas retas projetivas,
Fixzy(g), Fizs(g) e o ponto (0:0:1) € C P2

Caso (ii.2). Neste caso, obtemos que a forma canonica de Jordan de A é

A 100
J = 0 )\0 0
0 0 N\

e existe uma matriz invertivel P € GL(3,C) tal que A = P~'JP. Entao

ou seja, f: CP? — CP? é conjugada a g & [J] que é dada por
glx:y:z)=Aox+y: Ay : A12),

onde \; € C~ {0} sdo distintos e ndo nulos.
Vamos fazer a andlise de seus pontos fixos. Para isto, inicialmente consideremos os

pontos da forma (z : y : 1) € CP2 Temos

glx:y:1) =Nz +y:Ay:\),

donde G : C?> — C? definida por

2T
G(l‘7y)_ (/\1‘/1;—’— Alyu Aly)

é tal que o seguinte diagrama é comutativo

E2i>E2

| Jo»

CQT)(CQ

Os pontos fixos de G sao as solugoes do sistema

Ao 1.

we ot oY o=z
A _
NY =

o6



e como (0,0) € C? ¢ a tnica solucdo do sistema acima, obtemos que (0:0:1) € CP? é
ponto fixo de g € Aut(CP?).

Por sua vez, quando consideramos os pontos da forma (x : 1: z) € CP? obtemos
glx:1:2)=Nox+1: X : \2)
que por sua vez induz uma aplicacao G : C?> — C? definida por
1 M
G =|lz+—,—
(x,z) ( + N )\02)
tal que o seguinte diagrama é comutativo

E1*9>E1

ol Jos

2 o 2
C—>C
E notemos que o conjunto dos pontos fixos de G sao as solugoes do sistema
r =  +
z = £z

e como nao existem solugoes para o sistema acima, obtemos que nao existem pontos fixos
para g € Aut(CP?) da forma (z :1: 2) € CP%

Agora, quando consideramos os pontos da forma (1:y : z) € CP? obtemos
gl :y:z)=Xo+y: Ay : Ai2)

e, quando y # —\g, induz uma aplicacao G : C*> — C? definida por

Gy, 2) :< Yy A1z >

Mo+Y Ao+Yy

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E0i>Eo

| Joo

¢
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Notemos que se y = —\¢ entdao g nao tem pontos fixos e se y # —\g 0s pontos fixos de
g sao determinados pelos pontos fixos de GG, que a saber sao obtidos pelas solugoes do

seguinte sistema

_ oy
y = Ao+y
_ Az
T oty

ou seja, o ponto (y = 0,z = 0) é fixo por G, logo (1 : 0 : 0) é ponto fixo por g € Aut(CP?).
Portanto, neste caso (caso (ii.2)), os pontos fixos de g sdo (1:0:0) e (0:0: 1).

Caso (iii). Suponhamos que o polindmio caracteristico de A é
pa(t) = (t = Xo)”,

onde \g € C \ {0}. Entao temos trés possibilidades para o polinémio minimal de A que

(iii.1) ma(t) =t — Ao;
(iii.2) ma(t) = (t — Ao)%;
(iii.3) ma(t) = (t — Ao)* = pa(t),

onde Ay € C~{0}.

Caso (iii.1). Neste caso, obtemos que a forma canonica de Jordan de A é

Ao 0 0
J = 0 )\0 0
0 0 Xo

e f é conjugada a g & [J] que é dada por
glx:y:z)=(Aox : Ay : Ao2),

que é a aplicacao identidade. Logo fixa todos os pontos de CP2.

Caso (iii.2) Neste caso, obtemos que a forma canonica de Jordan de A é

A 10
J = 0 )\0 0
0 0 Xo
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e [ é conjugada a g & [J] definida por
gx:y:z) =N +y:Ay: A2)

onde A\g € C \ {0}. Vamos fazer a andlise de seus pontos fixos. Considerando os pontos

da forma (z :y: 1) € CP? temos

glx:y:1)=Nox +y: Aoy : Ao)

que induz a aplicacao G : C?> — CP? dada por

1
0
tal que o seguinte diagrama é comutativo

E2i>E2

| Jo»

2 2
C*—=C
i.e., s 0 g =G os. Os pontos fixos de G sao as solugoes do seguinte sistema

_ 1
r = x —+ )\—Oy
y =Y
que a saber sdo os pontos da forma (z,0) € C? para todo x € C. Obtemos assim que o

conjunto

Firi(g) ={(x:0:1) € CP? z € C}

estd contido no conjunto dos pontos fixos de g € Aut(CP?).

Considerando os pontos da forma (z : 1: 2z) € CP? temos
glx:1:2)= Nz +1:X: Ao2)
que induz a aplicacao G : C?> — C? definida por

G(z,2) = (m + Aio z)
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que faz o seguinte diagrama comutativo

g

E1*>E1

ol Jos

C*—=>C?
Os pontos fixos de G sao as solugoes do sistema
r = xr + 1
z = z
que nao possui solugoes. Portanto nao existem pontos fixos pelo biholomorfismo g €
Aut(CP?) da forma (x:1: 2) € C P2
Quanto aos pontos da forma (1:y : 2z) € CP? temos

g(l:y:2)=AXo+y: Ay : Ao2)

que induz G : C? — C? definida por

G(y,2)=< . )

Mo+y Xty

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E04g>EO

| Joo

2 2
C—>C
quando y # —\g. Notemos que se y = —)g entdo g € Aut(CP?) nao possui pontos fixos.

Os pontos fixos de GG, que sao as solugoes do sistema

_ Aoy
¥y = Ao+y

. Aoz
T oty

sao os pontos da forma (0, z) € C?, onde 2z € C. Logo o conjunto
Firs(g) ={(1:0:2) € CP? 2 € C}
estd contido no conjunto dos pontos fixos de g € Aut(CP?).
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Portanto neste caso (caso (iii.2)) os pontos fixos por g € Aut(CP?) sao duas retas

projetivas, Fixi(g) e Fixs(g), isto é,
Fiz(g) ={(z:0:1) € CP* v € C}U{(1:0:2) € CP?* z€C}

Caso (iii.3). Neste caso, a forma canonica de Jordan de A é

M 1 0
J = 0 )\0 1 ;
0 0 X

isto é, f é conjugada a ¢ : CP? — CP? definida por
glx:y:2)=(Nox+y:Ay+2:A2),

onde A\g € C . {0}.
Vamos fazer a analise de seus pontos fixos. Para tanto, inicialmente consideremos os

pontos da forma (z : y : 1) € CP? que sdo fixados por g € Aut(C P?). Temos
glx:y:1)= Moz +y:Ay+1:X)
que induz uma aplicacao G : C?> — C? definida por

_ v oL
G(Qf,y) - ($+ )\an+ )\0)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E24Q>E2

| Jo=

2 2
C—=C
e os pontos fixos de GG, sao dados pelas solugoes do seguinte sistema

_ 1
rxr = x —+ )\—Oy
vy =yt 5%
Logo nao existem pontos fixos de g € Aut(CP)? da forma (z : y : 1) € CP? pois nao

existem solucoes para o sistema acima.
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Considerando os pontos da forma (z : 1 : z) € CP? e observando que g € Aut(CP?)

restrita a estes pontos é dada por
glx:1:2) =Nz +1:X+2:N2)
obtemos que g € Aut(C P?) induz uma aplicacao G : C?* — C? definida por

G($’2): ()\0.%"‘1 )\OZ >

)\0 +z ’ )\0 + z
tal que o seguinte diagrama é comutativo

E, > E

ol Jo

2 o 2
C*—~C
quando z # — ). Notemos que se z = —)g entdo g € Aut(C P?) ndo possui pontos fixos,

portanto os pontos fixos de g € Aut(C P?) sao determinados pelos pontos fixos de G e

estes por sua vez sao obtidos pelas solucoes do sistema

— 2ozl
r = Aoz
Aoz

z Aotz

Logo nao existem pontos fixos de g € Aut(CP?) da forma (z : 1 : z) € CP? pois nao
existem solugoes para o sistema acima.
Analogamente, consideremos os pontos da forma (1 : y : z) € CP? e notemos que

g € Aut(CP?) restrita a estes é dada por
gl:y:z)=o+y:Ay+z:X2)

que induz uma aplicacdo G : C* — C? definida por

[ loytz o Aoz
G(y,Z)— ()\0+y7)\0+y)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E0i>Eo

| Joo

¢
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quando y # —\o. Notemos que se y = —)\g entao g € Aut(CP?) nao possui pontos fixos
e assim os pontos fixos de g € Aut(C P?) da forma (1 : y : z) € C P? sao determinados

pelos pontos fixos de G e estes, por sua vez, sao dados pelas solugoes do seguinte sistema

. Doytz

y = Ao+y
P Aoz

Aoty

que tem como solugao tnica o ponto (0,0) € C2. Logo o ponto (1:0:0) € CP? é o tinico
ponto fixo de g € Aut(CP?) neste caso (caso (iii.3)).

O que fizemos acima pode ser resumido da seguinte maneira.

Seja f : CP? — CP? um biholomorfismo. Entdo f é conjugado a um biholomorfismo

g € Aut(CP?) de um dos seguintes tipos:

(i) g(z:y:2) = (Aox : My : Agz), onde os \; € C ~ {0} sdo distintos dois-a-dois, para
todo j € {0,1,2};

(ii) gz :y:2)=(Xox: Ay : A\12), onde \; € C~{0},7 =0,1, g # A1}
(iil) g(z:y:2)=Nox+y: Ay : \i2), onde \g, A1 € C~ {0}, \g # Ag;
(iv) glz:y:2)=(z:y:2);
(v) g(x:y:2)=(Nox+y: Ay : Aoz), onde Ay € C~{0};
(vi) g(x:y:2) =(Nox+y: Ay + 2: Nz), onde \g € C~ {0}.
Além disto, temos que g € Aut(CP?), nos casos acima, fixa respectivamente:
(i) trés pontos em CP? a saber (1:0:0),(0:1:0)e (0:0:1);
(ii) duas retas projetivas em CP? e mais um ponto, a saber

(a) {(z:1:0)€CP?* xeC}
(b) {(1:y:0) € CP?%* yeC}

(c) e(0:0:1);
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(iii) dois pontos, a saber (1:0:0)e (0:0:1);
(iv) todo CP?
(v) duas retas projetivas, a saber:
(a) {(x:0:1) € CP? z€C}
(b) {(1:0:2) e CP?%z € C};
(vi) um ponto a saber (1:0:0),

e, portanto f fixa o mesmo nimero de pontos.

Assim, provamos o seguinte resultado
Teorema 1.3. Se f : CP? — CP? ¢ um biholomorfismo, entdo ou f fixza um ponto,
ou fixa dois pontos, ou fixa trés pontos, ou fiza duas retas projetivas, ou fira duas retas
projetivas e um ponto, ou fiza todo C P? e, respectivamente, em cada caso, f € conjugado

a um biholomorfismo g € Aut(CP?) de uma das segquintes formas:

glx:y:z) =N +y:Ay+ 2z: A2),
onde Ay € C~ {0};
gx:y:z)=Nox+y:Ay:\2),
onde Mg, A1 € C~ {0}, No # Ay;
gx:y:z)=(Xox: My : Ae2),
onde os \j € C~ {0} sdo distintos dois a dois, para todo j € {0,1,2};
glxy:z)=(Xox: Ay : \12),

onde \j € C~{0},7=0,1, X # Ai;

glx:y:z)=Aox+1y: Ay : Aoz),
onde Ao € C~{0};
gx:y:2z)=(x:y:2).
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E motivados pelo mesmo faremos a seguinte defini¢ao

Definigao 3.4. Um biholomorfimo f € Aut(C P?) distinto da identidade é de um dos

seguintes tipos:
(i) f é P1 se, e somente se, f fixa um ponto em C P?;
(ii) f é P2 se, e somente se, f fixa dois pontos em C P?;
(iii) f é P3 se, e somente se, f fixa trés pontos em C P?;
(iv) f é R2 se, e somente se, f fixa duas retas projetivas em C P2

(v) e f é P1R2 se, e somente se, f fixa um ponto e duas retas projetivas em C P?;

3.2 Sobre a classificacao dos automorfismos de CP"

Inicialmente, observamos que a técnica utilizada na classificacao dos biholomorfismos
de C P2, descrita na secao anterior, pode ser usada no estudo das transformacoes de
Mobius e os classifica tal qual hoje conhecemos. Identificando a esfera de Riemann C =
CU{oo} com o espago projetivo complexo unidimensional, uma transformagao de Mébius
é um biholomorfismo de C P!, desta forma um biholomorfismo f de C P! é o projetivizado
de algum A € GL(2,C), e, por sua vez, podemos usar as formas canonicas de Jordan
para classificar os elementos de Aut(C P') a menos de uma conjugacio. Com efeito, as

possibilidades para o polinomio caracteristico de A em C[t] sdo as seguintes
(1) pa(t) = (t — Xo)(t — A1), onde Mg, Ay € C~{0} e distintos;
(i) ou pa(t) = (t — X\o)?, onde Ay € C~{0}.

Assim, obtemos as seguintes possiveis formas canonicas de Jordan para A:
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X O
0 X\

J:

quando o polindémio caracteristico e o polinémio minimal de A sdo iguais a pa(t) =

ma(t) = (t = Ao)(t = M);

(ii)
X 0
0 Ao

J:

quando o polinoémio caracteristico de A é p4(t) = (t — X\g)? e o polindomio minimal
de Aému(t) =t — Ao;
(iii)
A 1
0 X

J =
quando o polindmio caracteristico e o polinomio minimal de A sao iguais e iguais a
pa(t) =ma(t) = (t — Xo)2

Em qualquer dos casos obtemos que A é semelhante a .J, ou seja, existe uma matriz

invertivel P € GL(2,C) tal que A = P~1JP, e portanto,

ou seja, f é conjugada a g dof [J], logo obtemos
Caso (i). Neste caso a forma canonica de Jordan é

Ao O
0 N

J:

e assim f é conjugada a aplicacdao g : C P! — C P! definida por

g(r 1 y) = (Mox : \y).
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E vamos agora a anélise de seus pontos fixos. Para isto vamos inicialmente considerar
os pontos da forma (z : 1) € C PL. Notemos que g € Aut(C P!) restrita a estes pontos é
definida por

g(x 1) = Aoz : \y)

que usando a estrutura de variedade complexa de C P! induz uma aplicacao G : C — C
definida por G(x) = i—?x tal que o conjunto dos pontos fixos de g € Aut(C P') da forma
(r : 1) € C P! sdo determinados pelos pontos fixos de G. Portanto (0 : 1) € CP! é o
tinico ponto fixo de g da forma (z : 1) € C P

Por sua vez, consideremos os pontos da forma (1 : y) € C P! e notemos que g €

Aut(C P?) restrita aos mesmos é dada por

g(1:y) = (Ao \y)

que induz uma aplicacdo G : C — C definida por G(y) = %y tal que o conjunto dos
pontos fixos de g € Aut(C P') da forma (1 : y) € C P! sdo (;)eterminados pelos pontos
fixos de G. Assim (1 : 0) € C P! é o tnico ponto fixo da forma (1 : y) € C P!, como
queriamos.

Caso (ii). Neste caso a forma de Jordan é

X O
0 Xo

J:

e assim f é conjugada a aplicacao g : C P! — C P! definida por

gl :y) = (Ao : Aoy) = (2 : y)
ou seja, f é conjugada a aplicacao identidade.
Caso (iii). Neste caso a forma canonica de Jordan é
Ao 1
0 X

J:

e portanto f é conjugada a aplicacao g : C P! — C P! definida por

g(z:y) = Moz + ¥ : Aoy).
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Vamos agora a andlise de seus pontos fixos. Inicialmente consideremos os pontos da forma

(r: 1) € C PY. Notemos que g € Aut(C P!) restrita a estes pontos ¢ definida por
glx:1) =Nz +1:XN)

que induz uma aplicacdo G : C — C definida por G(z) = = + Aio tal que o conjunto de

pontos fixos de g € Aut(C P') da forma (z : 1) € C P! sdo determinados pelos pontos

fixos de G. Sendo assim g € Aut(C P') nao tem pontos fixos da forma (z : 1) € C P
Por sua vez, consideremos os pontos da forma (1 : y) € CP' e notemos que g €

Aut(C P') restrita aos mesmos é dada por

g(1:y) = (Mo +y: Aoy).

Notemos que se y = — )\ entao g nao tem pontos fixos e notemos também que se y # — X\

Aoy
Ao +
dos pontos fixos de g € Aut(C P') da forma (1;y) € C P! sdo determinados pelos pontos

entdo ¢ induz uma aplicacao G : C — C definida por G(y) = tal que o conjunto
fixos de G. Assim (1 : 0) é o tnico ponto fixo de g da forma (1 : y) € C P!, como
queriamos.

Portanto, o Teorema 1.3 de fato é uma generalizacao da classificagao dos biholomor-

fismos da esfera de Riemann.
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Capitulo 4

Folheacoes de Riccati

As folheacbes de Riccati F em C x C, sao folheacoes definidas por um campo polino-

mial X, nas coordenadas afins (z,y) € C* — C x C, da forma:

X (@0 =p (@) g+ (0@ + by +e()) 5

onde p(z), a(x), b(z) e ¢(z) sao polinémios em C[z] (cf [15]).

Lembramos que as folheacdes de Riccati em C x C tém um comportamento geométrico
muitissimo peculiar. Existem linhas verticais invariantes IP; em ndimero finito, que sao
dadas por P; = {x;} x C se, e somente se, p(zr;) = 0, e também Py, = {oo} x C
se, e somente se, gr(p) < d + 2, sendo gr(-) a fungao grau polinomial em C[z]| e d Lof

max{gr(a), gr(b), gr(c), gr(p) — 2}, tais que a folheagio regular F restri¢ao da folheacdo F

ao conjunto (C x C) ~ U IP; é transversal ao fibrado 1 cuja projegao é
j=1

n: (€©xC)~ P, S T J{ay)
j=1 i=1

definida por (z,y) 1 2, e cuja fibra é a esfera de Riemann C.

E natural pensarmos que as folheaces de Riccati em C x C foram assim nomeadas
porque a forma do campo polinomial X que as define é caracterizada por equacgoes
tipo Riccati, todavia neste trabalho estamos focando a condicao geométrica. Mais es-

pecificamente, buscamos estudar folheacdes holomorfas singulares F em C xM, onde
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M = C" ou M = C P2, definidas por um campo polinomial X, nas coordenadas afins
(z,y) € Cx C" — C xM, que é transversal a quase toda fibra do fibrado 7, com fibra
M, e projecao

n: CxM M, T

(x,y) = =,

de acordo com a seguinte defini¢ao:
Definicdo 4.1. Seja M = C" ou C P2. Dizemos que uma folheacdo F em C x M definida
por um campo polinomial X, nas coordenadas afins (z,y) € C x C" — C x M, é transver-
sal a quase toda fibra do fibrado 1 : C xM M, T com fibra M se, e somente se, a

folheacao F ¢é transversal as fibras de n exceto por um ntmero finito das mesmas.

4.1 Folheacoes de Riccati em Cx C x C

Inicialmente nosso foco é exibir uma folheacio holomorfa sobre C x C x C, néo trivial,
definida por um campo polinomial X nas coordenadas afins (x,y,z) € C*, transversal a
quase toda fibra do fibrado 1 cuja projegao é

n: CTxCxC &£ T
(2,y,2) > a,
e cuja fibra é C x C.
Em seguida, o objetivo é caracterizar através do campo polinomial X a folheagao sobre

C x C x C definida por X e transversal a quase toda fibra do fibrado n definido acima.

Esta folheacdo serd por nés chamada de folheacdo de Riccati em C x C x C.

Exemplo 4.2. Seja F a folheacio sobre C x C x C definida por X (z,y,2) = 1 - a% nas

coordenadas afins (x,y,z) € C x C2 — C x C x C. F é transversal ao fibrado 7.
Temos também o seguinte exemplo nao trivial.

Exemplo 4.3. Seja F a folheacio sobre C x C x C definida pelo seguinte campo polino-

mial
0

X (0.002) = (o) 5+ (000 b (@) y+a0(2)) 5+ (B (o) 24 )2+ (0)) o
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nas coordenadas afins (z,y,2) € C* — CxC xC, onde p(z),aj(z),b;(r) € Clr] sdo
polindmios para qualquer j € {1,2,3}. Entdo F é transversal as fibras {z¢} x C x C tais
que 79 € C e p(xg) # 0, e também a fibra {z = oo} x C x C se, e somente se, gr(p) = d+2,
onde d = max{gr(a;), gr(b;), gr(p) — 2;j = 1,2,3}. Equivalentemente, se gr(p) < d + 2

entdo a folheacdo F restrita ao conjunto (C x C x C) ~ ((U P;) UP,) é uma folheacao
j=1

regular F transversal ao fibrado 7, cuja projegao é

UE (6><@><@\((UPJ-)UPOO) — @\((U{»’Uj})U{OO})
2)

— xZ.

(z,y,

e cuja fibra tipica é C x C. Caso contrario, se gr(p) = d + 2 entdo a folheacio F restrita

ao conjunto (C x C x C) ~ (U P,) é uma folheagao regular F transversal ao fibrado
j=1

s T

6: (CxTxO)~ (UP), 6.~ (Udes))

j=1
com fibra tipica C x C, onde P; denota {x;} x C x C tal que p(z;) = 0 e P, denota
{oo} x Cx C.

De fato, nas coordenadas afins (z,y,z) € C x C? < C x C x C, o campo polinomial

X definido por

X =p(@) g+ (0 @)+ ar (@) a0 (@) 3+ (o o) - )2 5 b () 5

é transversal a fibra {z} x C x C com xq € C tal que p(xq) # 0.
Nas coordenadas afins (z,v,2) € C x C? < CxC xC, onde v = i, o campo X,
extensao do campo polinomial X, é dado por
~ 0 1 1 0 0
Yo (o b )2 s (e )
Pa (U a202+a1v+a0 )8U+ 22" + 012 + 0 92

= p(% — <a2 +av + a0v2> (% + (b222 + bz + b0> %

onde p, a; e b; sdo polindmios em Cz].

Assim, X é transversal as fibras {z} x C x C com p(x) # 0.
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E nas coordenadas afins (z,y,w) € C x C*> «— CxC x C, com w = %, o campo X,

extensao do campo polinomial X, é dado por

dy

= p% + <a2y2 + a1y + ao) % — <b2 +bw + bow2> 8%’

s 0 5 0 5 1 1 0
X = P%-I—(Cmy +a1y+ao)—— (w <b2ﬁ+b1a+bo>)%

onde p, a; e b; sdo polindémios em C/[z].
Portanto, X também ¢ transversal as fibras {zo} x C x C com p(a) # 0.
Agora, nas coordenadas afins (u,y,2) € C x C? — CxC xC com u = %, 0 campo

meromorfo X, extensao do campo polinomial X, é dado por

X (u,y,2) = —up(L)Z+ <a2 D y*+a (H)y+a (%)) 2
(b (2) 2+ b (2) 2+ 00 (2)) 2
Se multiplicarmos o campo de vetores X por u? obtemos um campo polinomial sem

polos, X extensio de X a uma vizinhanca de {z = oo} x C x C, e dai concluimos que

{r =00} xC xC (ie., {u =0} xC x C) é transversal a F se, e somente se, gr(p) = d+2.

No resultado seguinte caracterizamos as folheacoes mais gerais possiveis com a pro-

priedade acima citada.

Proposicao 4.4. Seja F uma folheacdio holomorfa singular sobre C x C x C definida por
um campo polinomial X em C3 tal que F € transversal a quase toda fibra do fibrado n
cuja projecao €
n: CxCxC &5 T
(2,9,2) >

e cuja fibra é C x C. Entdo, nas coordenadas afins (z,y,2) € C3> < Cx Cx C, o campo

X € da forma
0 0 0
X =gy (o + ary + o) dy (b2 +haz 4 10) 5

onde p, a; e b; sio polinomios em Clx].
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Prova. Suponhamos que

0 0 0
X(ZL‘,y, Z) = P(l’,y, 2)% + Q(‘rayaz>a_y + R(l’,y, Z)&

nas coordenadas afins (z,y,z) € C3> < CxC xC, onde P, Q e R sido polinomios em
Clz,y, z] e que a folheagao F definida pelo campo polinomial X é transversal a quase

toda fibra do fibrado n cuja projegao é

n: CTxCxC &£ T

(x7y’ Z) }L) :L’,

e cuja fibra é C x C. Suponhamos que {z)} x C x C é uma fibra de 7, invariante pela
folheagao F. Entdo, F é transversal as fibras {x} x C x C, para todo x préximo de z},
assim P(z,y,2) # 0 para todo = =~ x}, para todo y,z € C. Logo P(x,y, z) = p(z), para
todo x =~ xg.

De fato, seja To # x{, To ~ x{, e consideremos o polinoémio G(y, z) € Cly, z|, G(y, z) =
P(%o,y,z). Notemos que G(y,z) # 0 para todo y,z € C. Seja yo € C e ponha g(z) =
G(yo, ), nestas condi¢oes g(z) é um polinomio em C[z] tal que g(z) # 0 para todo
z € C, portanto g(z) é uma constante nao nula. Entao G(y, z) ndo depende da variavel z.
Analogamente, temos que G(y, z) nao depende da varidvel y. Portanto, P(z,y, z) = p(x),
para todo x ~ xy), para todo y,z € C.

Como P(z,y,z) = p(z), para todo x ~ xf é ébvio que P(z,y,2) = p(x) para todo
(z,y,2) e CxCxC.

Suponhamos por absurdo que gr,(R) > 2, ou seja, gr,(R) = m + 2 para algum inteiro
positivo m, onde gr,(R) denota o grau do polinémio R se pensarmos apenas na variavel
z. Seja {z¢} x C x C fibra transversal & folheacdo F e seja (z,y,w) € C? — CxCxC
coordenada afim com w = % Entao o campo X nestas coordenadas é definido por

X(z,y,w) = p(a)gs +Qx,y, 3)5 — W R(€,Y, 1) gn

% + Q(xay7 i)aiy - wQ#R(x,y,w)%,

onde R(z,y,w) é um polinémio em Cl[z,y,w).
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Se multiplicarmos o campo de vetores X por w™ obtemos um campo meromorfo que
define a mesma folheacao induzida por X, que também denotaremos por X, dado por

0 1.0 ~ 0

Temos trées possibilidades a serem consideradas:
(i) Se gr.(Q) = m entao

0 ~ 0 0

(ii) Se gr.(Q) > m, digamos gr.(Q)) = m + n para algum inteiro positivo n, entao

0 ~ 0
Q(m,y,w)— + R(x,y,w)—

0

ox mtn

Neste caso, multiplicamos o campo de vetores X por w™ e obtemos

0 ~ 0 ~ 0
_ m4n n .
X(z,y,w) = w""p(z) 7 + Qlz,y, w)—ay +wR(z,y,w)5 .

(iii) Se gr.(Q) < m, digamos gr,(Q)) = m — n para algum inteiro positivo n < m, entao

X(r,yw) = wmp(@)L +wm =y, w)L + R(z,y,w) L
= w"p(a) &+ w'Qz,y, w) 5 + Rz, y,w) .
Em qualquer dos trés casos acima, Q(x,y,w) é um polinémio em Clz,y,w]. Além disso,
em qualquer dos trés casos, o conjunto dos pontos, nas coordenadas afins (z,y,w) €
C? — C x C x C, que definem a reta no infinito r = {(z,y,w) € C*;2 = ¢, w = 0} sdo
pontos de tangéncia afim da folheacio F com a fibra {zy} x C x C, o que é um absurdo.

Portanto, gr,(R) < 2. Escrevemos entao

0

0 0
X(x,y,z) - p(l’)& + Q(x7y72)8_y + (T’Q(I,y)ZQ + Tl(I,y>Z + TO(x7y))&

na coordenada afim (x,y,z) € C? — Cx Cx C.
Agora, suponhamos por absurdo que gr.(Q) > 0, digamos gr.(Q)) = n, para algum

inteiro positivo n. Entdo nas coordenadas afins (x,y,w) € C* < C x C x C, obtemos

X = p(x){)% + Q(Jf,y, i)aﬁy - WQ(TZ(Iay)# +r1($7y)% —f-?”()(l',y )8%
= p() & + EQx,y,w) L — (ra(w,y) + ri(z, y)w + ro(z, y))w?) 2.
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Multiplicamos o campo X por w"™ e temos o campo sem polos, ainda denotado por X

X(ag.w) = (o) 5+ Qe w) -~ wrale ) + o) + oo, ) 5
onde @ é um polinémio em C[z,y,w] e r; ¢ um polinémio em C[z, y] para j =0, 1,2.
Lembrando que {x(} x C x C é uma fibra transversal & folheacio F temos um absurdo,
pois nas coordenadas afins (z,y,w) € C3 o conjunto z = {(z,y,w) € C*; 2 = zg,w = 0}
é constituido de tangéncias afins de F com a fibra {xg} x C x C.
Logo, nas coordenadas afins (x,y, z) € C? — C x C x C, obtemos

+ (ro(z, y) 2% + 11(2, )2 + 1o(, y))g

X(z,y,2) = p(.iE)2 + Q(%y)g 0z

ox dy

Analogamente, procedendo como antes nas coordenadas afins (z, v, z) € C3 com v = i,

obtemos que gry(Q) < 2 e gry(R) = 0 e assim o campo polinomial X é dado, nas

coordenadas afins (,y, z) € C3 — C x C x C por

X(.9.2) = )+ () + (o + o)) g+ (22 + 7o)z + o)) 5
onde p, g; e rj sdo polindomios em Clz|, para j = 0,1, 2. [ ]

A Proposicao 4.4, motiva o seguinte conceito.

Definicdo 4.5. Uma folheacdo F holomorfa singular sobre C x C x C definida, nas co-

ordenadas afins (z,y,z) € C? — C x C x C, por um campo polinomial X da forma

X(z,y,2) = p(w)(% + (g2(2)y® + qu(2)y + qo(x))% + (ro(2)2® +11(2)2 + ro(x))%,

onde p, ¢; e r; sdao polinémios em C[z]|, é dita uma folheacao de Riccati sobre

CxCxC.

Caracterizamos como sendo folheacdes de Riccati sobre C x C x C aquelas transversais
a quase toda fibra do fibrado = (C x C x C, 7, C,C x C). Na verdade, para tanto, basta

supormos que a folheacao F ¢ transversal a pelo menos uma fibra de n devido a seguinte.
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Proposicao 4.6. Seja F uma folheacio sobre C x C x C definida por wm campo polino-

mial X em C? transversal a pelo menos uma fibra {xo} x C x C do fibrado

n:(CxCXCn,C

@l

x C).
Entdo F € uma folheacdo de Riccati sobre C x C x C.

Prova. Sejam (z,y,z) € C> — C x C x C coordenadas afins e X campo polinomial que

define a folheagao F. Escrevemos

0 0 0
X(il?,y,Z) = P(x,y, Z)% + Q(x7y7 Z)a_y + R(x,y, Z)&a

onde P, @ e R sao polinomios em C[z,y, z].
Seja {zo} x C x C fibra transversal a folheagdo F . Sabemos que a componente P do
campo X s6 depende de x, por igual argumento usado na proposi¢ao anterior. Nestas

condicoes, o campo X é da forma

0 0 0

Afirmacgao 4.7. Euxiste € > 0 suficientemente pequeno tal que a folheagao F € tranversal
a {2} x Cx C para todo x € D.(xy) C C, onde D.(x0) ¢ o disco aberto de centro xy e

Q10 €.

Prova. Basta observar que {zy} x C x C é compacta e que a transversalidade ¢é lida na

componente P(z,y,z) do campo, e, concluimos a prova da afirmagao. (]

Consideremos a mudanca de coordenadas (z,v,z) € C x C* < C x C x C onde v = zl/

e nesta carta afim a transversalidade de F com a fibra x = constante suficientemente
préxima de {zp} x CxC em v = 0 implica que o polinémio @ € C[z,y, 2] é tal que
gry(Q) < 2 e o polinémio R € Clz,y, z] ndo depende da variavel y, pois pela proposi¢ao

anterior segue que, para qualquer x € B.(xg) e para qualquer inteiro k£ > 3 temos 8;7? =0

OR
e —_—
LOgO pelo prinCipiO da idenlidade OblemOS para ‘OdO inleiro k > 3 que _al;k = 0 (§]

%—REOGI’H@X@XE.
Y
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Analogamente, considerando as coordenadas afins (z,y,w) € CxC? — CxCxC
com w = % e a transversalidade de F com a fibra x = constante suficientemente proxima
de {zo} x C x C em w = 0 temos, usando a proposicdo anterior e a afirmacdo acima, que
o polinémio @ nao depende da varidvel z e o polinomio R tem gr,(R) < 2. Pelo principio

da identidade temos, para todo k > 3, que %—8 =0e 28 =

0zk —

Assim o campo polinomial X, nas coordenadas afins (z,y,2) € Cx C?* — Cx C x C,

é dado por
B 0 9 0 9 0
X —p(x)% + (q2 (X)y* 4+ q (2)y+ qo (x))a—y + (7“2 (x) 2"+ 1 (x)z—kro(x))&.
Portanto F é Riccati. ]

4.1.1 Folheacoes de Riccati em Cx C"

O objetivo desta secao é generalizar os conceitos e resultados da se¢ao anterior quando
, —=n
afibradené C ,n>1.

Iniciamos pela seguinte definicao.

Definicdo 4.8. Uma folheacdo F holomorfa singular sobre C x C', n > 1, nas coorde-
nadas afins (z,y1,...,yn) € Cx C" — C x C", definida por um campo polinomial X da

forma

0

X=p£+(q1 2+ o)iJr(quyQJqu 1y2+qzo)i+---+(q U2+ Q1 Ynt o) =
ox SIS oy 22 S ™ Oy hEgn AR A Oy,

onde p e ¢;; sdo polinémios em C[x] é chamada de folheagao de Ricatti sobre Cx C" .
Seja d = max{gr(p),gr(¢:;); ¢ = 1,...,n, j = 0,1,2}. Notemos que a folheagao de
Riccati F é transversal as fibras {9} x C x C" tais que 29 € C e p(z) # 0, e também a

{oo} x Cx C" se, e somente se, gr(p) = d + 2.

Temos agora o seguinte fato.
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Proposicao 1.1. Seja F uma folheagio holomorfa singular sobre Cx C' definida por
um campo polinomial X em C x C" transversal a quase toda fibra do fibrado n cuja fibra
¢C" e cuja projecao €
n: TxC" & T
(21, 22) s 2.

Entao o campo polinomial X, nas coordenadas afins (x,y) € CxC" — CxC", y =

(Y1, -, Yn), € da forma

0 9, 0
X =p— 2 = e n 2 + Gn.1Yn n,0) 5
Pog T @b+ qun + o) =+ (Gnat + Goat + dno) -

onde p e q;j sao polinémios em C[z].
Prova. Suponhamos que o campo polinomial X definido nas coordenadas afins (z,y) €

CxC" — CxC" seja da forma

0 0 0

onde P e @) sao polinémios em C[z,y], para todo j = 1,...,n, e suponhamos que a
folheacao F definida pelo campo polinomial X é transversal a quase toda fibra do fibrado
1. Pela hipéteses de transversalidade, temos P(x,%) = p(z) para todo (z,y) € C x Cc".
Suponhamos por absurdo que gr, (Q,) > 2, digamos gr,, (@) = m+2 para algum in-
teiro positivo m. Seja {0} xC" fibra transversal & folheacio F e seja (2,41, - . . , Yn_1, Wy) €
C x C" coordenada afim com w,, = yin Entao o campo polinomial X nestas coordenadas

é definido por

X = p(x)%+Q1(x7y17"'7yn—17u%")3;zl+"'+Qn—1(l‘7y17"'ayn—l7u+n)ﬁ_
_wiQn<x7ylv"'ayn*17wLn)agn
_ ) 149 1y o
- p(‘r)%+Q1(x7y17"‘7yn—17w_n)a_yl+"'+Qn—1(x7y17”'7yn—17w_n)ayn__1
_MZ#QN(xvylw"ayn—lawn)agna
onde @Q,, é um polinémio em C[z, 1, . .., Yn_1,Wy,]. Se multiplicarmos o campo de vetores

X por w™ obtemos o campo

X(x’yl’ e 7yn—17w”> - erp (Z’) % +w7T:LQ1<x7y17 s Yn—1, wLn)aiyl

o W Qua (T Y1, Yns o) gt

+C~2n($ay17 s 7yn—lawn)£ﬂ'
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Temos as seguintes possibilidades a serem consideradas:

(i) Se gr,, Q1 =m entao

X(xayb s ;yn—lawn) = w?;,p (ZE’) % + @1(35;917 s 7yn—17wn)£

—

Q

+-+ w:ann—l(xayh ceey Yn—1, u%)m—f_
+Qn($ay17 s 7yn717wn)%'

(ii) Se gr,, @1 > m, digamos gr,, ()1 = m + [ para algum inteiro positivo [/, entao

X915y Yn1,wn) = wy'p(w) a% + wﬁﬁ@l(l’,yl, . ,ynflywn)a;;
4+ quQn—1<x7y1; ey Yn—1, wLn)ayS_l—k

+Qn<w7y17 cee ayn—lawn)%‘

Neste caso, multiplicamos o campo de vetores X por w! e obtemos o campo

X(‘xayla s 7yn—17wn) = wZH—lp ('I) % + Ql(xayb s 7yn—17wn)£

s

Q

+-+ w'rTJrlQn—l(xayl) <oy Yn—1, %n)m—k

+w7l¢Qn($ayl7 s 7yn—1awn)%-

(iii) Se gr,, Q1 <m, digamos gr,, @1 =m — [ para algum inteiro positivo I < m, entao

X(@, 1, Yn-r,wn) = wyi'p (2) z% + wy?@l(%yl, o 7yn717wn)aiyl
+ e+ U);?:Qn_l(l',yl, ey Yn—1, wLn)ayf_l

‘f’Qn(%yh s 7yn—1awn>%‘
- w?;,lp (.Z') % + w;@l<x>yla cee ayn—bwn)%

4.4 w;nanl(.T,yly <o Yn—1, wLn)Byfa—i_

+Qn(xay17 s 7yn—17wn>%'

Nos trés casos acima, Q1(Z,%1,. .., Yn—1,Ww,) é um polinémio em Clz,yy, ..., Yn_1,Wy].
Repetindo a argumentagao anterior em relacao a @);, para cada j = 2,...,n — 1, obtemos
em qualquer dos casos uma extensao sem pdélos do campo X tal que o conjunto dos

pontos nas coordenadas afins (z,yy,...,w,) € CxC" — C x C", definido por S o
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{(z,y1,...,w,) € C"™; © =20, w, = 0} sdo pontos de tangéncia afim da folheacio F

com a fibra {xy} x C", o que é absurdo. Entao, gr,, @n < 2. Portanto

X(z,y) = pl@)Z +Qi(r, )5+ + Qualr,y) 52—+
<Qn,2 (377 Yiy .- 7yn71) y121 + Gn,1 (l’, Yiy .- 7yn71) Yn + qno (:L’, Yiy .- ,yn,l)) %

na coordenada afim (z,yy,...,y,) € Cx C" — C x C". Agora, suponhamos por absurdo
que, para todo j =1,...,n—1, gr, @Q; > 0, digamos gr, Q; = [;, para algum [; inteiro
positivo, entdo nas coordenadas afins (z,y1,...,Yn—1,wp) € Cx C" — C x C", obtemos

que

X = pl)g; + Q... %ﬂ)% + 4+ Quaa(z, - ﬁn)—ayfil—

_wi <Qn,2 (3773/1, cee aynfl) 71%21 + Gn,1 (xayla s 7yn71) wLn—i_

QR,O (CC, Yiye o ayn—l>> %

= p(m)% + Ql(xayla ceey u%ﬂ)% +oeeet anl(xayb cey wLn)ayf_l_

- (qn,Q (.I, Y1, - - 7yn—1) + Adn,1 (I, Yiye - 7yn—1> ’an+

qn,0 (:B7 Yiy- - ,yn71) wi) an :

Seja m = max{gr, Q;; j = 1,...,n — 1}. Multiplicando o campo X por w™ temos o

. /7 —~ —~n
seguinte campo sem poélos nas coordenadas afins (z,v1,...,w,) € C" «— Cx C

X (Y1, Y1, Wn) = wan(m)a%c‘f’Ql(fanl,...,wn)aiyl-f-
m—gr, (Q2) <
wn gy ( Q)QQ(xyy].??wTL)%—i_
m—gr Qn-1) 3
oo+ wn gry, ( 1)Qn71(x7y1,...,wn)ﬁ3_l_

_wTTLn (q'n,,2 (.T, Y1y 7y7l—1) + Gn,1 (I7 Y1y - - 7yn—1) wn+

2)\_0
dn,0 (.’L’, Yis - - - aynfl) wn> Own

onde ij ¢ um polinomio em Clz, yi, ..., w,| € ¢, ¢ um polindomio em Clx,y1, ..., yYn_1],
k =0,1,2. Notemos que estamos supondo, sem perda de generalidade, que m = gr, Q1.

Lembrando que {20} x C" é uma fibra transversal a folheacio F temos uma con-
tradicdo, pois nas coordenadas afins (z,yi,. .., Yn_1,w,) € Cx C" — C x C" com w, =

yin, o conjunto {(z,y1, ..., Yn_1,w,) € C*"*': 2 = 9, w, = 0} é constituido de tangéncias
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afins de F com a fibra {zo} x C". Logo, nas coordenadas afins (z,yi,...,y,) € C"*

obtemos

X(z,y) = p(w)% + @@,y - 71/1171)% ot Quor (Y, 7yn71)8yf—1+
+<qn,2 (T, 91, Y1) V2 4 Gt (T, Y15+ Y1) Ynt

dn,0 (ZE, Yiye o 7yn—1)> %

Analogamente, procedendo como antes nas coordenadas afins
— =N
(:B7y17"'7yn—27'"7wk7'-'ayn—17yn) eCxC"—=CxC ;

com wy = i, k € {1,...,n — 1}, obtemos que gr, Q < 2 e gr, Q; = 0 para todo
je{l,....,n}~{k}.

Assim o campo polinomial X é dado, nas coordenadas afins (z,y) € C x C" — C x C",

y=(Y1,..-,Yn), POr

X(z,y) = p(o) a% + <Q1,2 (@) yi+qu1 (@) v+ qro (I))a%l
+<QQ,2 (@) y5 + q2.1 (2) Y2 + 2,0 (x)) 8%2 +...
+ (qn,z (@) Y + ana (%) Yo + Gno (:r:)> o

onde p e gi; sdo polinomios em C[z]. (]
Como conseqiiéncia da Proposicao 1.1 temos o seguinte fato.

Proposicio 4.9. Se F ¢ uma folheacio sobre Cx C' definida por um campo polinomial
X em C"™ tal que F ¢ transversal a pelo menos uma fibra {x} x C" do fibrado n com
fibra tipica C" e cuja projecio é

n: TxC & T
(x

Y) e w

onde y = (y1, ..., yn), entio F € uma folheacio de Riccati sobre Cx C .
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Prova. Sejam (x,7) € Cx C" — C x C" coordenadas afins e X campo polinomial que

define a folheacao F dado por

0 0 0

onde P e (), sao polinomios em Clz, y].
Suponhamos que F é transversal a {xy} x C" . Sabemos que a componente P do campo

X s6 depende de x. Assim o campo X ¢ da forma

0 0 0
X(z,y) Zp(@% + Q1($’y)8_;y1 + -t Qn(iﬁ,y)@-

Notemos que {zg} X C" é compacta, e, como a transversalidade é lida na componente
p(z) do campo, temos que existe € > 0 tal que F ¢é transversal a {zo} X C", para todo
x € De(zp).

Usando a afirmagao, a proposicao anterior e o principio da identidade concluimos a

prova. [ ]

4.2 Folheacoes de Riccati em C x C P?

Nosso objetivo nessa secao é dar exemplos de folheagoes holomorfas singulares nao
triviais sobre C x C P? definidas por um campo polinomial X, transversais a quase toda
fibra do fibrado n cuja projegao é

— 2 —
n: CxCP? Cr T
(z,y) =

e cuja fibra é C P2, e, caracterizar tais folheacoes. Essas folheacoes serao chamadas de

folheagoes de Riccati-Okamoto em C x C P?.

Exemplo 4.10 (Okamoto). Seja M uma variedade complexa. A folheacio F em M xC P?

induzida pelo campo de vetores

0 0 0
X(a.2) = 5o (= )5 — v+ ay D)

onde a,b € C, é transversal a quase toda fibra de n = (M x C P?,n, M,C P?).
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Seja F uma folheacao sobre C x C P? definida por um campo polinomial

0 0 0
X(ZL‘,y, Z) = P(l’,y, 2)% + Q(‘rayaz>a_y + R(l’,y, Z)&

nas coordenadas afins (z,y,2) € C x C* — C x C P?, onde P, @ e R sdo polinémios em
Clx,y, z]. Suponhamos também que a folheagao F definida por X seja transversal a quase

toda fibra do fibrado n = (C x C P2, 5, C, C P?), cuja projecao é

n: CxCcp> &5 T

(r,y) = =

Suponhamos que {zy} x C P? é uma fibra de 7, invariante pela folheacao F . Entao F
é transversal as fibras {x} x C P?, para todo = préximo de xq, assim P(z,y,z) # 0 para
todo x &~ ¢, para todo y,z € C. Logo P(z,y,z) = p(x), para todo x = x.

De fato, seja T # xg, To & o e consideremos o polinoémio G(y, z) € Cly, z], G(y, z) =
P(%y,y,2). Notemos que G(y,z) # 0 para todo y,z € C. Seja yp € C e ponha g(z) =
G(yo, ), nestas condic¢oes g(z) é um polinomio em C[z] tal que g(z) # 0 para todo
z € C, portanto g(z) é uma constante nao nula. Entdo G(y, z) nao depende da varidvel z.
Analogamente, temos que G(y, z) nao depende da variavel y. Portanto, P(z,y, z) = p(x),
para todo x =~ xy, para todo y,z € C.

Como P(z,y,z) = p(x), para todo =~ xj, é 6bvio que P(z,y,z) = p(z) para todo
(z,y,2) € Cx C x C. Portanto

0 0 0

nas coordenadas afins (z, v, z) € C x C* — C x C P2. Por sua vez, o campo X se estende,

nas coordenadas afins (x,u,v) € C x C* < C x C P? com u = i ev= i, a
= 0 1 v 0 1 v 1 v, 0
X = — )= Z )= o)) =
(,0,0) = (o) 5= = w2Qw, o)+ (wR(w, =, o) = wQa, )=
Logo,
~ ) 1 ~ 0 1 ~ 1 ~ 0
X = — = — — — uv— —
(x,u,v) p(:c)ax U an(:ﬂ,u,v)au + (uuﬂR(x,u, v) uvan(:c,u,v))aU



onde @ e R sao polinémios em Clz, u, v],

a =max{m +n;Q(z,y, z Z lenil?lymzn}

I,m,n

B = max{m + n; R(z,y,z) = Z Tl y™2"}.

l,m,n
Seja {1} x C P? uma fibra transversal a folheagao F . Vamos mostrar que 3 < a. De
fato, suponhamos, por absurdo, que 3 > a. Nestas condicoes, escrevemos o campo X, nas

coordenadas afins (z,u,v) € C x C* — C x C P2, por

~ 0 1 ~ 0 1~ e 0
X(z,u,v) =p(z )% — EQ@ u v)au - F(R(w,u,v) — U Q(x, u, v))%,

e lembramos que 3 > « implica 3 > 1. Reescrevendo o campo X como um campo sem

polos temos

)’Z('T? u, U) = uﬁlp(‘r>aﬁ o uuﬁia@(xv u, U)g
T

ou + (E(JIJ, u,v) — Uﬁia”@(xvu’ U>)2

ov’

Notemos que o campo X ndo é transversal no ponto (21,0,v9) € {21} x C*. Com efeito,
se q(v) = R(z1,0,v) é um polinémio nulo em C[v], entdo (z1,0,v0) € {21} x C? é uma
singularidade de X. Caso contrario, q(v) = E(xl, 0,v) é um polindémio nao identicamente
nulo em C[v], o ponto (x1,0,v0) € {1} x C* é uma singularidade de X, se vy raiz de q(v),

ou é uma tangéncia se ele nao é raiz de R € Clx, u,v| pois

N 0 0 0
X(:El,o,vo) =0- % +0- % + R(fElaOa’UO)%‘

Portanto § < «. Assim,

~ 0 1 ~ 0 1 51 = ~ 0
X (z,u,v) = p(x)% — U2EQ($, u,v)% + @(uua 5$R(x,u, v) — uvQ(z,u, v))%

Vamos mostrar que a < 2. De fato, suponhamos, por absurdo, que a > 2, isto é, a =

3+ k para algum inteiro ndo negativo k. Entdo, nas coordenadas afins (z,u,v) € C x C?,

obtemos

- o 1 ~

0 1 s ~ 0
X(.Z',u,’l)) :p($>% - uk+1Q(x U,'U)% + uk+2 (ua BR(Z’,U,’U) - 'UQ(.T,U,, U))%)
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e multiplicando o campo X por ©**! obtemos

X (2, u,0) = w*p(a) 2

5 Qv(x, u, v)3 + l(ua_’gﬁ(x, u,v) — v@(a:, u, v))3

ou u ov
Temos duas possibilidades: o polinémio S(z, u,v) = u*?R(z, u,v) —vQ(z, u,v) é ou nio
multiplo de wu.

Caso (i). Se S(z,u,v) = uo‘_ﬁﬁ(:c, u, v)—v@(x, u, v) é multiplo de u, entao a folheagao

F é induzida pelo campo sem pdlos

X (z,u,v) = u"*'p(z) 9

5 @(x, u,v)3 + (uo‘_ﬁﬁ(x,u, v) — v@(x, u,v))g.

ou ov

Notemos que o campo X néo é transversal no ponto (1,0, vy) € {x;}xC? . Com efeito,
se q(v) = Q(z1,0,v) é um polindémio nulo em C[v], entdo (21,0,v,) € {21} x C? é uma
singularidade de X. Caso contrario, ¢(v) = @(ml, 0,v) é um polindémio nao identicamente
nulo em C[v], 0 ponto (z1,0,v9) € {x1} x C* é uma singularidade de X, se v, raiz de q(v),

ou é uma tangéncia se ele nao é raiz de @ € Clz,u,v] pois

- 0 ~ 0 ~
X(xlvoavO) =0- % + Q(-Tl,o,'l)o) : % - UOQ(xbOaUO

0
)50
Caso (ii). Se S(z,u,v) = ua_ﬂé(:c,u,v) — v@(af;,u,v) nao ¢ multiplo de u, entao a

folheacao F ¢ induzida pelo campo sem poélos

R (,u,0) = dp() 2

~ 0
5 uQ(z,u,v)=— + S(x,u,v

ou >%

Notemos que o campo X nao é transversal no ponto (x1,0,v9) € {21} x C*. Com efeito,
se q(v) = S(x1,0,v) é um polinémio nulo em C[v], entdo (z1,0,vy) € {z;} x C* é uma
singularidade de X. Caso contrério, ¢(v) = S(z1,0,v) é um polinémio nao identicamente
nulo em C[v], o ponto (z1,0,v9) € {x1} x C* é uma singularidade de X, se v, raiz de q(v),
ou é uma tangéncia se ele nao é raiz de S € Clx, u,v].

Em quaisquer dos casos temos uma contradi¢ao. Logo a < 2.

Como ( < a < 2, temos as seguintes possibilidades:

1. a=p3=0;
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3. a=[0p=1,;
4. a =2, f=0;
5. a=2, f=1,;
6. =0 =2.

Possibilidade 1. Se a = 3 = 0, entdo o campo X, nas coordenadas (z,y,z) € C*, é

definido por

0 0 0

X(a.2) = ple) 3+ ale) 5 + (o)

E ébvio que a folheacao Fx induzida pelo campo X de equacgao 4.1 é transversal a

(4.1)

quase toda fibra do fibrado 7.
Possibilidade 2. Se o = 1, = 0, entdo o campo X, nas coordenadas (z,y, z) € C?,

é definido por

X(e,0,2) = plo)g. + (Alw) + Blly+ C@2)5 +ra) g, (42

onde A, B,C € Clz].
Possibilidade 3. Se o = 3 = 1, entdio o campo X, nas coordenadas (z,y,2) € C?, é

definido por

+ (A(z) + B(x)y + C(:):)z)2 + (a(z) + b(x)y + c(:v)z)%, (4.3)

X(a,y.2) = p(r)5- 5

ox
onde a, A, b, B,c,C € Clz].
A folheacao Fx induzida pelo campo X de equagao 4.3 (e 6bvio de equagao 4.2) é

transversal ao fibrado 7. De fato, o campo X, nas coordenadas afins (x,u,v) € C?, é

X(z,u,v) =p(z )% —u(A(x)u+ C(x)v + B(x))ﬁgu + R([E, u,v)%,

onde R(x,u,v) = a(z)u+ c(z)v+ b(z) — v(A(z)u + C(x)v + B(x)) e, evidentemente, Fx
é transversal as fibras {z} x C P? de 7, se p(z) # 0. Por sua vez, nas coordenadas afins

(z,t,5) € C* - CxCP? coms=1Let= Y. obtemos

z

(2.1, 5) 5 — s(ala)s + bla)t + cla)) o

S

L)

0
X(l’,t,S) = p(l’)% +
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onde Q(z,u,v) = A(z)s + B(z)t + C(x) — t(a(z)s + b(z)t + c(z)) e Fx é transversal as
fibras {x} x C P? de n, se p(x) # 0.

Possibilidade 4. Se o = 2, # = 0, entdo o campo X, nas coordenadas (z,y, z) € C?,
é definido por

0

X(a,y.2) = pa) -+ Qv 2) g+ rl0) o (4.4)

onde Q(z,y,2) = A(z) + B(x)y + C(2)z + D(z)yz + E(x)y* + F(2)2* e A(z), B(x),
C(z), D(z), E(z), F(x) € C[z]. Entdo, nas coordenadas (z,u,v) € Cx C? — C x C P?

obtemos

o ~ ) ~ 0
X(au,0) = pla) 5 = Qo u,v) 50+ (wr(e) = = Qla,uv) 5,

onde Q(z,u,v) = A(x)u?+ F(z)v?+ C(x)uwv + D(x)v+ B(z)u+ E(z). Como o = 2 temos
que pelo menos um dos polinémios D, E, F' € C[z] nao é identicamente nulo, e assim Q
nao é multiplo de u. Além disso, o polinémio S(z,u,v) = u® r(z) — v @(Jc,u, v) nao é
identicamente nulo, pois algum D, E, F' € C[x] nao é.

Multiplicando o campo X por u obtemos

0 ~ 0 0
X(z,u,v) =u p(w)% —u Q(a:,u,v)% + S(:E,u,v)%.

Notemos que o campo X ndo é transversal no ponto (x1,0,vy) € {21} x C*. Com efeito,
se q(v) = S(x1,0,v) é um polinémio nulo em C[v], entdo (1,0,v9) € {x1} x C* é uma
singularidade de X. Caso contrério, ¢(v) = S(z1,0,v) é um polinémio nao identicamente
nulo em C[v], 0 ponto (1, 0,v) € {x1} x C? é uma singularidade de X, se v, raiz de ¢(v),

ou é uma tangéncia se ele nao é raiz de S € Clz, u, v| pois

N 0 0 0
X(Z‘l,O,UO) _0-%+0'%+S(l€1,0,7}0)%,

o que ¢é absurdo.
Possibilidade 5. Se a = 2, 3 = 1, entdo o campo X, nas coordenadas (z,y, z) € C?,
é definido por
X(z,y,2) = (Jc)3+Q(x Z)g—i-R(JJ z)2 (4.5)
7y7 _p ax 71% ay 7y7 aZ’ N
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onde Q(z,y,2) = A(z) + B(z)y + C(x)z + D(z)yz + E(x)y* + F(2)2%, R(x,y,z) =
a(z) +b(x)y + c(x)z e a(x),b(z), c(x), A(x), B(z), C(x), D(x), E(z), F(x) € C[x]. Entao,

nas coordenadas (z,u,v) € C x C* — C x C P? obtemos

J =~ o 1, - ~ 0
5 (x,u,v)%—l-a(u R(%%“)_UQ(L%UD%’

X(z,u,v) = p(z)
onde Q(x,u,v) = A(x)u® + F(2)v? + C(x)uv + D(x)v + B(z)u+ E(z) e R = a(z)u +
c(x)v+b(z). Como a = 2 temos que pelo menos um dos polinémios D, E, F' € C|[x] néo é
identicamente nulo, e assim Q néo é multiplo de u. Além disso, é facil ver que o polinémio
S(z,u,v) =u R(x,y,2) —v @(x,u,v) nao ¢ identicamente nulo.
Se multiplicarmos o campo X por u obteremos

0 ~ 0 0
X(x,u,v) =u p(l’)% —u Q(LU,U,U)% + S(x,u,v)%,

que ndo é transversal no ponto (z1,0,vy) € {71} x C*, 0 que é absurdo.
Possibilidade 6. Se o = 3 = 2, entdo o campo X, nas coordenadas (z,y,z) € C?, é

definido por

0 0 0

onde Q(z,y,2) = A(z) + B(z)y + C(x)z + D(z)yz + E(x)y* + F(2)2%, R(x,y,z) =
a(z) +b(x)y + c(x)z + d(x)yz + e(x)y* + f(x)2* e a,b,c, d,e, f, A,B, C, D, E, F € C[z].

Entdo, nas coordenadas (x,u,v) € C x C* < C x C P? obtemos

X 0) = pla) g — @l 0) 2+ L (Rl u,0) 0 Gl 0) -

onde Q(z,u,v) = A(x)u? + F(z)v> + C(z)uv + D(z)v + B(x)u + E(z) e R = a(z)u® +
f(@)v? + c(x)uv + d(z)v + b(z)u + e(z).

Notemos que um dos polinémios D, E, F' € C[x] nao é identicamente nulo, da mesma
maneira que um dos polindémios d,e, f € C[z] também nao é. Portanto o polinémio
S(x,u,v) = R(az,u,v) - @(w,u,v) é multiplo de u, se e =0, d=FE, f =D e F' = 0.

Nestas condicoes, a folheacao F é induzida por

0 ~ 0 ~ 0
X(ZE,U,’U) = p(l’)% - Q(ZL‘,U,U)% + S(SE,U, U)%a
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onde S(z,u,v) € Clz,u,v], e é transversal a 7.

Considerando as coordenadas afins (z,t,5) € CxC* > CxCP*comt=Yes=1

z)

temos
o 1 ~ . 0 ~ 0
X(z,t,s) = p(x)a—x + E(Q(I’t’ s) — tR(z,t, S))E — Q(x,t, s)g,
onde
Q(z,t,5) = A(z)s* + E(x)t* + B(a)ts + O(x)s + D(x)t
e
R(z,t,5) = a(z)s® + b(z)ts + c(x)s + E(z)t + D(z).
Portanto,

Q(z,t,5) — t(R)(x,t,s) = —ts*a(x) — t?sb(x) + ts(B — c)(x) + s*A(z) + sC(z),

e a folheacao F ¢é induzida pelo campo sem pdlos

0 0 ~ 0
X(x>t7 8) = p(x)% + S(l‘,t, S)E - Q(m,t,S)g,

com S(z,t,8) = —ts a(x) — t? b(x) + t(B — ¢)(x) + s A(z) + C(z) que é transversal as
fibra {z} x C P? do fibrado 7, se p(x) # 0.
Caso contrario, temos que a folheacao F ¢ induzida pelo seguinte campo sem pdlos

0 ~ 0 0
X(IL’,U,’U) =u p(fﬂ)% —u Q(ZL‘,U,U)% + S(I’,U,U)%,

que ndo é transversal no ponto (z1,0,vg) € {71} x C*, o que é absurdo.
Portanto, pela andlise das possibilidades, concluimos a caracterizacao das folheacoes
em C x C P? transversais a quase toda fibra de n, fibrado cuja fibra é C P?, na forma da

seguinte proposicao.
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Proposicao 1.2. Seja F uma folheagio holomorfa singular sobre C x C P? definida por
um campo polinomial X em C x C* — C x C P? tal que F € transversal a quase toda
fibra do fibrado n cuja projecao é

n CxCP? e c

(z,y) = =z

Entao o campo X € definido, nas coordenadas afins (z,y,z) € C X C% < CxC P2, por

0 0 0

com

Q(z,y,2) = A(2) + B(z)y + C(2)z + D(z)yz + E(z)y”

R(z,y,2) = a(z) + b(x)y + c(z)z + B(x)yz + D(x)2?,
onde p,a,b,c, A, B, C,D, E € Clx],

Definicdo 4.11. Uma folheacdo F holomorfa singular sobre C x C P? definida em coor-

denadas afins (z,y,2) € C x C* — C x C P? por um campo polinomial X da forma

0 0 0
X(Q?,y,Z) :p(x)a_x+Q<x7yaz)a_y+R(xayaz)§; (47)

com

Q(z,y,2) = A(z) + B(z)y + C(x)z + D(z)yz + E(x)y’

R(,y.2) = ax) + b(z)y + c(2)z + E(x)yz + D(x)2*,

onde p,a,b,c, A, B, C,D, E € C|x], é chamada uma folheagao de Riccati-Okamoto
sobre C x C P2

Uma vez caracterizadas as folheacoes de Riccati em C x C P? caminhamos na direcao

do seguinte resultado
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Proposicao 4.12. Se F ¢ uma folheacio sobre C x C P? definida por wm campo polino-
mial X em C x C* — C x C P? tal que F ¢é transversal a pelo menos uma fibra {xo} x C P?
do fibrado n = (C x C P?,n,C,C P?), entio F ¢é uma folheacio de Riccati-Okamoto sobre
CxCP2

Prova. Considere

0 0 0
X(Q?,y,Z) = P(x7yaz)a_x + Q('TayVZ)a_y + R(;E,y, Z)&

onde P, @ e R sao polindémios em C[z,y, z].

Suponhamos que F ¢ transversal a {zo} x C P?. Entao P s6 depende de x e existe
e > 0 tal que a folheagao F é transversal a {z} x C P?, para todo x € D.(x) C C, onde
D.(z) ¢é o disco aberto de centro zg e raio ¢.

Consideremos as coordenadas afins (x,u,v) € D.(xy) x C* = CxCP? comu = L e

< =

v = i A transversalidade de F com a fibra x = constante suficientemente proxima de

{20} x C P? implica que

X(.0,2) = pla) g + Qo 2) 5+ Rl 2) (45)
Q(z,y,2) = A(z) + B(z)y + C(x)z + D(z)yz + E(z)y*

R(z,y,2) = a(z) + b(2)y + c(r)z + E(x)yz + D(2)2%,

onde p,a,b,c, A,B, C,D, E € C|x], e, por sua vez, nas coordenadas afins (z,r,s) €
D.(29) x C* > CxCP? comr =¥ e s =1 obtemos Fx transversal a quase toda fibra
de n.

Suponhamos que o campo polinomial X é definido, nas coordenadas afins (z,y, z) €
D.(xq) X C? — C x C P?, pela equacio 4.8, entdo concluimos a prova usando o principio

da identidade. m
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4.3 Realisacao de Folheacoes em C x C P?

Nesta se¢ao procuramos resposta para a seguinte indagagao.

Pergunta 4.13. Existe uma folheagao de Riccati F cuja holonomia global de F é con-

jugada ao grupo gerado pelos biholomorfismos fi, ..., fi de C P??

Semelhante questao foi proposta e respondida de modo afirmativo em [15] no caso das
folheacdes de Riccati em C x C. Lembramos que Lins Neto em [15] utiliza-se do teorema
de classificacao de fibrados de Grothendieck [9], porém ele mesmo lembra ser possivel
demonstrar seu resultado evitando o teorema de Grothendieck.

Neste trabalho procuramos hipdteses para a realizacdo de folheacoes em C x C P2.
Como em [15] a idéia da prova é construir uma folheacio singular F sobre E = C x C P?
transversal as fibras do fribado n = (E,7,C, C P?) satisfazendo as condigoes (i) e (i) do
Teorema 1.4 abaixo. Faremos uso também de seu metodo de construcao devidamente
adaptado as nossas condicoes.

Nosso objetivo nesta secao é o seguinte teorema.

Teorema 1.4. Sejam xg,z1,...,2, € C, k+1 pontos e fi,..., fr € Aut(C P?), k biholo-
morfismos. Suponhamos que cada biholomorfismo f; fira pelo menos trés pontos, entdao

existe uma folheacdo de Riccati F sobre C x C P? satisfazendo as sequintes propriedades:
(i) As fibras invariantes de F sao {xo} x C P% ... {zx} x C P2
(ii) A holonomia global de F ¢é conjugada ao subgrupo de Aut(C P?) gerado por fi,. .., fr-

Prova. Seja fo = (fio---o fy)™! e sejam zy = 0,zy,..., 7 pontos em C. Para todo
j €40,1,...,k}, seja D; o disco de raio r e centro z;, onde escolhemos r > 0 tal que
|z; —x;| > 2r para i # j, 0 <4,j <k.
Para cada j € {1,...,k} escolhemos um ponto 2, € D; \ {x;} e um ponto zj €
Dy~ {0} definidos por
/

. T
l‘j—SCj+§
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Figura 4.1:

e
2/ —1(5 — 1
2 = 5 exp(— k(] )
Sejam v, ..., q : [0,1] — C curvas simples em C satisfazendo as seguintes condigoes:

() a;(0) = o e ay(1) =
(i) o;([0,1]))ND; =0 se i # j, i # 0;
(iii) ;([0,1]) N ([0,1]) = 0 se i # j;

(iv) Para todo j € {1,...,k}, a;([0,1]) N Dy e «;([0,1]) N D; sado segmentos de reta

contidos no diamentro de Dy e D, respectivamente.

Sejam Aj,..., A, faixas ao redor de «a,...,q; respectivamente que satisfazem as

seguintes propriedades:
(i) A;ND;=0sei#j, i#0;
(ii) A;NA;=0sei;
(ili) A;NDge A;ND; estao contidas em setores de Dy e D; respectivamente, 1 < j < k.

k k
Sejam U = (U AU (U D;) e v = 0U. Por construcao, v é uma curva sim-
j=1 §=0
ples em C. Seja T uma vizinhanga tubular de v e seja V = (C\U) U T, segue que

{Ay,..., A, Dy, ..., Dy, V} é uma cobertura de C por conjuntos abertos.
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C=C=0

Figura 4.2:

Para todo j € {1,...,k} consideremos o sistema de coordenadas afins (x,u;,v;) em
A; x C* — A; x CP?, z € A, (uj,v;) € C*. Para todo i € {0,1,...,k} consideremos
as coordenadas (z,u;,v;) em D; x C* < D; x CP?, x € D;, (u;,v;) € C* e tomemos as
coordenadas (w, y1,%2) em V x C? com w = LeVe(y,yp) € C2.

Vamos definir os modelos locais para F

(i) Em A;xC P? consideramos a folheagao trivial cujas folhas sdo da forma A;x{p}, p €

CP2eje{l,... k}

(i) Também em V x C P? consideremos a folheagao trivial cujas folhas sdo da forma

V x {p}, pe CP%

(iii) Fixemos [ € {0,1,...,k}. Existe um sistema de coordenadas (x,3) € C*> — C P?
tal que f; : By — Ey pode ser escrita de uma das seguintes maneiras:
(a) filu,v) = (Nu, A\jv) onde N\, \] € C~{0}, \] # \/;
(b) fi(u,v) = (A\/u, A\jv) onde A/ € C~{0};
(¢) filu,v) = (u+ Nv,v) onde \; € C~{0}.

No caso (a) consideremos o modelo local de F em D; x C?, j € {0,1,...,k} sendo a

folheagao singular induzida pelo campo de vetores linear em D; X C? da forma

0 , 0 g 0
X(z,uj,vj) = (x — m])% + ajuj% + ajvj%
J J

onde exp(2my/—1a}) = N e exp(2mv/—1a]) = 7.
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Consideremos a curva ~;(6) = r; exp(v/—10) + x;, 0 < 6 < 2w onde 0 < r; < r e seja
% = {p;} x C*, p; € ([0, 27]).

Afirmacgao 4.14. A holonomia da folheacao F definida pelo campo

0
X(ZE,U]', Uj) = (.CE - Z'])% + CY;-UJ'% + O{;,Uj% (49)
J J

2 . \ ~ 7 ! "
em Dj x C* com respeito a secdo transversal ¥ € da forma (uj,v;) — (Njuy, Njvy).

Prova. Sejam ¥ = {z; +r;} x C* uma secio transversal a F e p; = (z; +7;,0,0) € X;.
Vamos calcular Hol(D; \ {z;},p;, X;) o grupo de holonomia de D; \ {x;} com respeito a
pj e a Xj.

Sejam 7;(0) = (rj exp(v/—16) + 24,0,0), 0 < 0 < 2w e p; : D; x C* — D; a projecio
sobre a primeira coordenada, isto é, p1(z,y, ) = , e notemos que as fibras p; (), se z #
x;, sdo transversais a F . Seja ¢ = (z; + rj,u;,v;) € X; e seja v,(0) = (x(0),u;(9),v;(0))

o levantamento pela primeira projecao p; de v; pelo ponto ¢. Entao
£(6) = 1 (14(6)) = 1((6)) = V—Tr; exp(v/~16).

e assim, se Y; = (u;,v;) € C* obtemos que
!/ !
v

a V—1rjexp(v/—16)

Por outro lado, por 4.9 resulta que

dx
ﬁ =T — Ty
e
ﬁ _ oz;» 0 u | _ A,
dr 0 of on
e dai, obtemos que
V) _dY; dT G Au
= = 4L —
dx dl"  dx e T — T,
e portanto
Y'/ Y}l AUj

V—1rjexp(v/—160)

rjexp(v/—16)



donde
Yj’ = v —14Y].

Por sua vez, a solugao de Y] = /—=1AY} com condicdo inicial Y;(0) = (u;,v;) é
Y;(0) = exp(v/=104) - Y;(0).
Portanto a holonomia ¢ o biholomorfismo f : ¥; — ¥, definido por

flugv5) = Y;(2m)
o'

= exp | 27y —1 !

0

exp(2my/—1aj) 0 u;
0 exp(2my/—1a%) v;

= (exp(2mv/—1a})uy, exp(2mv/—1af )v))

= (A;Uj, /\;-/Uj)

e assim, provamos a afirmacao. [ |

No caso (b) consideremos o modelo local de F em D; x C?, j € {0,1,...,k} sendo a
folheacao singular induzida pelo campo de vetores em D; x C? da forma

0
X(z,uj,05) = (x —xj) 5~ + Of}'“ja—uj + Of}'”ja—vj

oz
onde exp(2my/—1a) = \7. Consideremos a curva 7;(0) = rjexp(v/ —10) +z;, 0 < 0 < 27
onde 0 < r; <1 esejaY; = {p;} x C*, p; € ,([0,27)).

Afirmacao 4.15. A holonomia da folheacao F definida pelo campo
0

X(ZL‘,Uj,?Jj) = (.’L’ — 37])% + Oé;/’u]'% + OZ;I’UJ‘%
J J

2 s ~ ; " "
em Dj x C* com respeito a secdo transversal ¥; € da forma (uj,v;) = (Njuj, Njv;).
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Prova. Anéloga a da Afirmacao 4.14 . [ ]

No caso (c) consideremos como modelo local de F em D; x C*, j € {0,1,...,k} a
folheagao singular induzida pelo campo de vetores linear em D; X C? da forma
ﬁ + /\E i +0 i
Oxr  2my/—10u; v’
Consideremos a curva ~;(6) = r;exp(v/—160) + x;, 0 < 6 < 2w onde 0 < r; < r e seja

i ={p;} x C, p; € v;([0,27))

X(z,uj,v;) = (v — z;)

Afirmacgao 4.16. A holonomia da folheagcao F definida pelo campo

0, N 0 0
Or  2my/—10u; v’

X(z,uj,vj) = (x — ) (4.10)

2 . \ ~ s /
em D; x C* com respeito a se¢do transversal ¥; € da forma (uj,v;) — (uj + Nvj, v;).

Prova. Sejam ¥ = {x; + r;} x C* uma se¢io transversal a F e p; = (x; +1;,0,0) € %;.
Vamos calcular Hol(D; ~\ {z;},p;, 2;) o grupo de holonomia de D; \ {z;} com respeito a
pj € a Xj.

Sejam 7;(0) = (r; exp(v/—16) + 2;,0,0), 0 < 0 < 27 e p; : D; x C* — D; a projecio
sobre a primeira coordenada, isto é, pi(z,y,2) = x, e notemos que as fibras p;*(z), se
x # xj, sdo trasversais a F . Seja ¢ = (z;+71;,u;,v;) € 3, e sejav,(0) = (x(0),u;(0),v;(0))

o levantamento por p; de 7; pelo ponto ¢. Entao
2'(0) = p1(74(0)) = p1(7;(0)) = vV —1r; exp(v—10),

e assim, se Y; = (u;,v;) € C* obtemos que
!/ !
1% Y,

I V—1rjexp(v/—16)

Por outro lado, de 4.10 resulta que

dx
Tt
e
J 2m/—1 _ i
dT =A%
0 0 vj



0 -2

onde A = 2myV/-1
0 0

e portanto

donde

Por sua vez, a solugao de Y} =

e, dai, obtemos que

dy;
v, AT G A
dx dT dx 3—; T — T,
Y _ Yy Auy

V=1r;exp(v/=160) ?_ r;exp(v/—160)

— VZIAY;.

Y;(6) = exp(v/=164) - ;(0).

Portanto a holonomia é o biholomorfismo f : 3; — ¥, definido por

flugv5) = Y;(2m)

= exp | 2nv/—

o
o
S

l
l

= exp
Uj
0 X u;
0 0 v;
0 1 ’Uj

= (UJ + Al“]v”a)

e assim, provamos a afirmacao.
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Vamos colar a folheagao em A; x C P? e as folheagoes em Dy x CP? e D; x C P?
extensoes naturais das folheacoes em A; x C% DyxC?*e D; x C? anteriormente definidas.

Suponhamos inicialmente que fy e f; nao sao do tipo P1R2. Nestas condicoes estamos
nos casos (a) ou (b). Notemos que A; N D; é simplesmente conexo e z; ¢ A; N D, e
consideremos o sistema de coordenadas (z, u;,v;) em (A; N D;) x C P? definido por

~ T —
Uj = uj exp(—ajlg(—))
2

~ r —XT;
Uj = vj exp(—a] lg(—"))
2

onde lg(-) é o ramo do logaritmo em C~{x + v/—1y; = < 0} tal que lg(1) = 0. Como

N
x; = x; + 5, obtemos que

(2, uy) = ujexp(—ajlg(l)) = u;

ﬂj(l’, 0) = 0.
As folhas da folheagao F restrita a (A;ND;) x C P? sao u; = constante. Vamos identificar
o ponto (z,U;,V;) € (A;ND;)x C* C A; x C? com o ponto ((x,u;,v;)) € (A;ND;)xC* C
D; x C?, onde
T — Ty

u; = Uy explal; Ig(T=)) (4.11)

vy =V exp(a lg(T ), (4.12)
2

Claramente o dito é equivalente a identificar (z,U;,V;) com (z,u;,v;) e assim, por

4.11 e por 4.12, podemos colar placas da folheacio F em A; x C? restrita a (4,1 D;) x C*
com placas da folheacao F em D; x C? restrita a (A; N D;) x C?. Notemos que esta
identificagao envia a fibra {x = ¢} C A; x C*, ¢ € A; N D;, na fibra {z = ¢} C D; x C*.
Além disso, a holonomia da curva (; = a; % y; * o; ' na se¢io X7 = {z//} x C* C A; x C?,
com respeito a folheacao obtida por colagem de F em A; x C com F em D; x C, ¢ linear

da forma

(U;,V;) = (XUj, AjV5)
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Agora vamos colar a nova folheagdo F; em (A; U D;) x C?, com a folheagio em
(A;N Dy) x C, identificando os pontos (z,U;, V;) € ((A;UD;)N Dy) x C* com (, Uy, Vp) €
(A; N Dy) x C? por

Us = Uj expla lg(=,)) (4.13)

J

X
Vo = V; explag13( 7)), (4.14)
J

onde \j = exp(2my/—1ayj) e Ay = exp(2mv/—1ag). Como anteriormente, 4.13 e 4.14 colam
placas de F em (A; U D;) x C? com placas de F em (A; N Dy) x C?, e define uma nova
folheagao F em uma variedade complexa que tem Dy U A; U D; como folha.

A holonomia da curva f3;, na secao ¥7 = {27} x C? C Dy x C? é dada por
(Uo, Vo) — (N;Uo, Aj Vo).
Agora, seja yo(0) = 5exp(v/—16), 0 < 0 < 27, e para cada j = 1,...,k, seja u; o arco
em o entre xj e 5 no sentido anti-hordrio. Seja

1

(5j:uj*ﬂj*u;1:uj*aj*fyj*a* *uj_l,

onde v;(0) = 5 exp(v/—10) +z;, 0 € [0,27] e ¥y = {5} x C. A holonomia da curva ¢; em
Yo ¢ da forma

(U, V) — f;(UV).

No caso onde f; ou fy ¢ do tipo P1R2 as identificacoes sao:

N T — T
=, — l 1 J
A A g( z )

v =Vj
bV x
Uy=U; — —9_lg (=
(S
Vo = Vo.

101



Agora, sejam M e F a variedade e a folheacao respectivamente obtidas pelo processo de
k k

colagem. Por construcao a holonomia da folha U = (U Ai> N (U Dj) com relagao
i=0 j=0

a Yo ¢ gerada por fi,..., fr, e a holonomia da curva d; % --- * J * 7y € a identidade.
Além disto, a folheacao vertical x = constante em A; x C?, D; x C% e Dy x C? séo
transversais a U exceto em um numero finito de folhas verticais x = constante, a saber
r=xy, T=21,..., T =T E podemos definir uma projecao p : M — U tal que p~(x) é
a folha x = constante. Agora, seja A =T NU onde T ¢é a vizinhanga tubular de v = 9U.

Entao A é, topologicamente, um anel e além disto, se § é uma curva fechada em A

que gera a homotopia de A, entao a holonomia de § com respeito a F em alguma secao

k

transversal é trivial, pois ¢ é homotdpica & curva dy * - -+ % 0 * 79 em U U{xj} e a
holonomia de 97 * - - - %, * o € trivial. =

Segue da definicao de holonomia que a folheacao restrigao F | 1, onde A= pH(A) é
biholomorfa a uma folheagao produto, isto é, existe um biholomorfismo ¢ : W — A x D,
de alguma vizinhanca W de A C A sobre a x D, onde D C C? é um polidisco tal que ¢
envia folhas de F|y sobre folhas da folheagao trivial A x {c}, ¢ € D.

Para completar a construcao é suficiente colar as folheagoes F em MeFemV xD

por ¢, isto é, identificamos um ponto ¢ € W com ¢(q) € V' x D, e obtemos uma folheagao

como desejamos em C x C P?. n
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Capitulo 5

Mais Sobre Folheacoes Transversais

a Fibrados

5.1 Um Adendo a Teoria de Estabilidade

Nesta parte do presente trabalho temos por objetivo fazer uma pequena observagao
sobre a teoria de estabilidade para folhegoes holomorfas. Aqui entendemos a estabilidade
no sentido classico de Reeb.

Mais precisamente gostariamos de provar o seguinte resultado:

Proposicao 1.24. Seja F uma folheagao holomorfa de codimensdo complexa k em E

variedade de Kaehler, compacta e conexa, F transversal ao fibrado holomorfo
n=(Er B, F)

com espago total E, projecao , espaco base B e fibra F. Suponhamos que existe uma folha

compacta em F e suponhamos também que
H'(B,R) =0, H(B,GL(k,C)) = 0.

Entao F tem folhas compactas e com holonomia finita, isto é, F € uma fibragao de

Seifert.
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Prova. Seja F uma folheacao holomorfa de codimensao complexa k em E e tranversal
ao fibrado holomorfo 7 : £~ B , onde E é uma variedade Kaehler, compacta e conexa,
H'(B,R) = 0 e H'(B,GL(k,C)) = 0. Suponhamos que L é uma folha compacta da
folheagao F entao, como F é tranversal a 7, segue que 7|y, : L — B é uma aplicacao de
recobrimento, portanto H'(L,R) =0 e H'(L,GL(k,C)) = 0.

E assim, se pensarmos na variedade E e na folheacao F do ponto de vista real, obtemos
pelo teorema de estabilidade de Thurston ([29], Teorema 2, p. 348) que a holonomia da
folha L é trivial, uma vez que H'(L,R) =0 e H'(L, GL(2k,R)) ~ H' (L, GL(k,C)) = 0.

Agora, sabemos que L é uma folha compacta e com holonomia finita. Portanto‘, pelo
teorema de estabilidade global de Pereira para variedades de Kaehler ([19], Teorema 1,

p.381), temos que toda folha de F é compacta com holonomia finita pois £ é Kaehler. m

5.2 Espaco Total Simplesmente Conexo

Inicialmente lembramos brevemente o cldssico conceito de folheacao suspensao F, por
uma representagao .

Se B e F sao variedades compactas conexas, e ¢ : m(B) — Aut(F) é uma repre-
sentacao do grupo fundamental de B no grupo dos biholomorfismos de F' entao existe um
fibrado holomorfo n = (E,, n,, B, F)) com espaco total igual a variedade complexa E,,
projecao m, : B, — B, espaco base B e fibra F| e existe uma folheagao holomorfa regular
F, sobre E, transversal as fibras do fibrado holomorfo 7 tal que a holonomia global de F,
¢ ¢. Lembramos que uma prova do resultado acima citado encontra-se em ([5], Teorema
1, p. 97).

Mais precisamente, a folhea¢ao holomorfa regular F, em E, e o fibrado holomorfo 7
sao definidos assim: seja p : B — B o recobrimento universal de B e seja G (§|B ) 0 grupo
dos automorfismos do recobrimento p (i.e., o grupo, munido da operagao de composigao,

dos biholomorfismos g : B — B tal que po g = p). Notemos que, nestas condigdes G (E\B )
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é isomorfo, como grupo, ao grupo fundamental 7m;(B) (c.f. [5]). Consideremos a acao

®: m(B)x (BxF) — BxF
(W], B 1) — (®), o)),

onde [](b) é a imagem de b pelo automorfismo do recobrimento p, [7] € G(B|B) ~ m,(B).

Em B x F consideremos a relacao de equivaléncia ~ definida por:

(’57 f) ~ (glafl) And (I)(ga (’57 f)) = (Elafl)7

para algum g € m(B) ~ G(B|B). Entdo definimos E, = (BXF)/ ~ .

Seja Q : Bx F — E, a aplicagao quociente. Como para todo [7y] € m(B,by) as
trajetérias ®([7]) : B x F — B x F da acao ®, definidas por ®([y])(b, f) = ®([], (b, f)),
preservam a folheagao trivial horizontal em B x F obtemos que a folheacao trivial ho-
rizontal em B x F induz via a aplicacao quociente ) uma folheacao F, sobre £, cujas
folhas sio da forma Q(B x {f}) com f € F. Além disso, obtemos que as trajetérias ®([4])
da agao ® preservam as fibras do fibrado trivial p; : B x F -2 B com fibra tipica F,
onde p; denota a aplica¢do primeira projegao (i.e., p; (E, f) = b, para todo (E, f) € B x F).
E o fibrado n = (E,, m,, B, F)) fica definido quando definimos a projecao do fibrado 7,

7, 1 B, — B, de modo que o diagrama abaixo seja comutativo

BxF
isto é, T, 0Q =pop.

Lema 5.1. Sejam B e F variedades complexas e conexas. Seja ¢ : m(B) — Aut(F) uma
representacao do grupo fundamental de B no grupo dos biholomorfismos de F' e seja F,
a folheagao suspensao por ¢ em E, variedade complexa fibrada sobre B por 7, : B, — B
com fibra F. Se E, é simplesmente conexa entao F, é holomorficamente equivalente a

uma folheagao trivial.
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Prova. Dado x € E, arbitrariamente, existe U C B vizinhanga aberta de 7m,(z) em B

tal que p~H(U) = U V; é unido disjunta de abertos V; C Bde Be plv, 1 V; — U é um
jeJ

homeomorfismo.

Afirmagao 5.2. Para todo j € J e para todo g € m(B) \ Id tem-se
B(g)(V; x F) 0\ (V; x F) =0,

Prova. Se fosse ®(g)(V; x F)N(V; X F) # () entao existiria b € g(V;)NV;,onde g: B — B
¢ um automorfismo do recobrimento p : B — B distinto da identidade I dg. E assim
existiria y € V; tal que g(y) = b. Além disto, y # b caso contrario g = Idg. Portanto
p(y) =plg(y)) = p(g), e, como ply, é homeomorfismo, obtemos que y = Z, o que é absurdo,

provando a afirmacao anterior. ]

Tomemos a vizinhanga aberta W = 71 (U) de 2 em E,. Notemos que

QW) = Q'(n,'(U))
= (m,Q)""(U))
= (pp1)'(U))

= pi(p'(0))
— Uv)

JjeJ

= UV}XF

jed
e além disso, se k # j entao, pela afirmagao anterior, (V; x F) N (Vi x F) = 0.

Notemos também que, para todo j € J, Q|v,xr : V; x F — W é homeomorfismo.
De fato, Qly,xr ¢ sobrejetiva, pois Q(V; x F') = W, e, Qly,xr ¢ injetiva porque se
(b, f), (b1, f1) € Vi x F e Q(b,f) = Q(br. f1) entao 7Q(b, f) = 7Q(by, f1), ou equiva-
lentemente pp; (g, f) = pp (51, f1), e dai p(g) = p(gl). Como ply, é homeomorfismo segue
que b = by e portanto Q(b, f) = Q(b, 1), ie., [b, f] = [b, f1]. Entdo existe g € m(B)
tal que g(g) =be ©(g)(f) = fi e pela afirmacao anterior obtemos que g = Idz pois
be g(V;)N'V;. Logo ¢(g) = Id € Aut(F') que implica em f = f;.
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Como Q|v,xr ¢ continua, aberta e bijetiva temos que Q|y,xr ¢ homeomorfismo. Por-
tanto () é uma aplicacao de recobrimento. E, além disto, como B x F é conexo (e dai
B x F é conexo por caminhos) e E, é simplesmente conexo temos que () é homeomorfismo
([14], Proposicao 11, p.136), logo @ é holomorfa bijetiva e portanto um biholomorfismo.
Em particular, ) é injetiva e portanto () leva folhas da folheagao trivial horizontal em
B x F em folhas da folheacao F, suspensao por .

Assim ) é uma equivaléncia holomorfa entre a folheagao trivial horizontal em BxF

e a folheagao suspensao por ¢, F, . [ ]

Agora, suponhamos que F é uma folheagao holomorfa regular em E transversal as
fibras do fibrado
n=(E,m,B,F)

cuja holonomia na fibra 771(b) com b € B é ¢ : m(B) — Aut(F). Entao existe um
biholomorfismo H : & — E, que leva folhas de F em folhas de F, e leva fibras de n
em fibras de 7, ([5], Teorema 3, p. 103). E, portanto, todas as folheacoes holomorfas
regulares em F transversais as fibras de um fibrado n = (E, 7, B, F) sao holomorficamente
equivalentes a suspensoes.

Assim, se E/ ¢ uma variedade complexa simplesmente conexa, temos que E, também ¢é
simplesmente conexa, logo pelo lema anterior obtemos que a folheacao suspensao F,, por
¢ € holomorficamente equivalente a uma folheacgao trivial pela equivaléncia holomorfa H.
Portanto, compondo as aplicacoes H e H obtemos que F ¢é holomorficamente equivalente

a uma folheagao trivial pela equivaléncia holomorfa Ho H. E assim provamos o seguinte

Teorema 1.22. Sejam E, B e F variedades complezas, sendo B e F' conezxas. Seja F
uma folheagdao holomorfa reqular em E transversal as fibras do fibrado n = (E,m, B, F),
cuga holonomia na fibra 7=1(b) com b € B é ¢ : m(B) — Aut(F). Se E é simplesmente

coneza entao F € holomoficamente equivalente a uma folheagao trivial.
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Agora suponhamos que F é uma folheacao holomorfa singular sobre E. Nestas condigoes

consideremos a seguinte definicao.

Definicao 5.3 ([24]). Sejam E, B e F variedades complexas. Seja n = (E,m, B, F') um
fibrado holomorfo com espaco total E, projecao m : E — B, espaco base B e fibra F' tal
que 7 é sobrejetiva e 7 1(b) def Fy é conexo para todo b € B. Suponhamos que F é uma
folheacao holomorfa singular sobre £ de codimensao complexa n > 1. Dizemos que F é
m-completa se, e somente se, existe um subconjunto analitico ¥ C B de codimensao > 1

satisfazendo as seguintes condigoes:
(i) se p € sing(F) entao p ¢ 7 (B \ %)
(ii) ny = (71 (BN X),T|r-1(ps), B\ X, F) é um fibrado holomorfo
(iii) F |r-1(pwx) ¢ uma folheacdo holomorfa regular transversal as fibras do fibrado 7y

(iv) e para todo b € B \ X existe uma vizinhanca V, C B \ ¥ e existe um biholomor-
fismo ®, : 77'(V;) — V, x F, que envia as folhas da folheagao F |,-1(y;) em folhas
da folheacao trivial horizontal em Vj, x Fj, e envia as fibras do fibrado holomorfo

(7 (Vo) wlr—1013), Vi, F') em folhas da folheacdo trivial vertical em V, x Fy.

Estamos neste momento prontos para o

Corolario 1.23. Sejam E, B e F wvariedades complexas, F uma folheag¢ao holomorfa
singular sobre E e n = (E, 7, B, F) um fibrado holomorfo com espago total E, projecdo
7w : E — B, espago base B e fibra F tal que 7 € sobrejetiva e m=1(b) = F, € conexo
para todo b € B. Se F ¢é m-completa com relagao ao subconjunto analitico > C B de
codimensio > 1 e 7 1(B \ X) ¢ simplesmente conexo entao a folheagio F | -1(ps) €
holomorficamente equivalente a uma folheacao trivial.

Prova. Evidente, pois F |-1(p.y) ¢ uma folheacao holomorfa regular transversal as fibras

do fibrado ns. [ ]
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5.3 Fibra Polidisco

Nesta parte de nosso trabalho estudaremos as folheacoes holomorfas regulares F sobre
uma variedade complexa E transversais as fibras de fibrados holomorfos 7 : F 2. B ,
com espaco total E, projecao m, espaco base igual a variedade complexa e conexa B, e
fibra igual ao polidisco A =D x --- xD C C", onde D = {z € C; |z| < 1} é o disco

unitario.

5.3.1 Linearizacao

Seja F, a folheagao suspensao em E pela representacao ¢ : m1(B,by) — Aut(A) do
grupo fundamental de B com ponto base by, no grupo dos biholomorfismos do polidisco
A. Entao a holonomia global da folheacao suspensao F, ¢, por defini¢ao, o subgrupo
G = p(m (B, b)) C Aut(A) do grupo dos biholomorfismos do polidisco.

Motivados por Cartan, introduzimos o seguinte conceito

Defini¢ao 5.4. (a) Seja D C C" um dominio de Reinhardt completo. Dizemos que um
biholomorfismo f : D — D ¢ linearizavel segundo Cartan se, e somente se, existe

uma transformacao linear 7' : C" — C" tal que f = T|p.

(b) Sejam B uma variedade complexa conexa e ¢ : m(B,by) — Aut(D) uma repre-
sentacao do grupo fundamental de B no grupo dos biholomorfismos de D. Dizemos
que a holonomia global G = ¢(m1(B,by)) de F,, ¢é linearizavel segundo Cartan se

todos os elementos da holonomia global G de F, sao linearizdveis.
Agora, nosso objetivo é o

Lema 5.5. Sejam B uma variedade compleza conexa e ¢ : m(B,by) — Aut(A) uma
representacao do grupo fundamental de B com ponto base by, no grupo dos biholomorfismos
do polidisco A. Seja F, a folheagdo suspensdao por ¢ sobre E,. Se F, tem pelo menos uma
folha compacta, entdo a holonomia global G = p(m(B, by)) de F, € linearizdvel sequndo

Cartan.
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Antes, porém, o seguinte fato geral

Lema 5.6. Sejam B e F variedades complezas conexas e ¢ : m(B,by) — Aut(F) uma
representacao do grupo fundamental de B no grupo dos biholomorfismos de F. Seja F,
a folheacao suspensdao por  em E, e sejan = (E,,m, B, F) tal que F, € transversal as

fibras de n. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
(1) a folheacao suspensao F, em E, possui uma folha compacta

(i) existe um ponto p € F tal que p € ponto fixzo por v, qualquer que seja ¢ € @(m(B))

elemento da holonomia global de F, .

Prova. (ii) = (i): Suponhamos que f € F' é um ponto fixo de G = ¢(m(B, b)) grupo de
holonomia global de F,, .

Afirmagcao 5.7. A folha Q(B x {f}) é um subconjunto fechado em E,.

Prova. Basta mostrar que Q (Q(B x {f})) = B x {f} porque como B x {f} C B x F
¢ um subconjunto fechado tem-se Q™ (Q(B x {f})) fechado em E,, pela continuidade da
aplicagao quociente ().

Notemos que Q"YQ(B x {f})) D B x {f} é um fato geral. Agora, se existisse
(bo, fo) € Q7H(Q(B x {})) tal que (bo, fo) ¢ B x {f} terfamos (by, f) € B x {f} tal que

Qb1 f) = Q(bo, fo), ie., (b1, f) ~ (by, fo), e assim existiria g € m;(B) tal que (by, f) =

©(9, (bo, fo)) = (9(bo),¢4(fo)) e dai, obtemos que f = @4(fo) donde ¢4(f) = ¢4(fo) que
implica em f = fy o que é absurdo pois (go, fo) ¢ Ex{f}, logo Qfl(Q(éx{f})) = Ex{f}

provando a afirmagao. [
Por sua vez a afirmacao anterior prova que (ii) implica em (i). ]

Vamos mostrar que (i) = (ii). Suponhamos que F, possui uma folha compacta

Q(B x {f}).

Afirmagao 5.8. f € F ¢ ponto fizo de v, para todo v € G = @(m(B)) C Aut(F)

elemento da holonomia global da folheacao suspensao F., .
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Notemos que a afirmacdo anterior prova a implicacao (i) em (ii).

Prova. Inicialmente, notemos que Q|z,, o é uma aplicacao continua pois () o é.

Vamos provar que Q|z, o é localmente injetiva.

De fato, seja V C B aberto tal que P : V — P(V) é homeomorfismo. Nestas
condigoes, para todo g € m1(B) ~ Id tem-se g(V) NV = 0, pois se existisse b € g(V) NV
terfamos z € V tal que b = g(x) com b # x donde P(b) = P o g(z) = P(z) e daf
b =z o que é absurdo. Notemos que Qlvx{s} ¢ injetiva. Se (b1, f), (ba, f) € V x {f}
tais que Q(by, f) = Q(ba, f) entdo (b1, f) = (g, (bs, f)) para algum g € m1(B). Assim
(b, f) = (g(gg),¢g(f)), ou seja by = g(by), logo by = by pois g = Id. Portanto Qlgxiy ¢
localmente injetiva.

E como () é sobrejetiva temos que Q|y (s} € bijetiva. E portanto Q‘Ex{f} é localmente
bijetiva.

Como Q(§ x {f}) é uma folha fechada, por hipdtese, obtemos que Q‘Ex{f} ¢ uma
aplicagao fechada, logo Q|3 o ¢ um homeomorfismo local.

Como Q|3 o ¢ um homeomorfismo local temos que f é um ponto fixo de ¥ €
p(m(B)), qualquer que seja 1 elemento do grupo de holonomia global da folheagao sus-

pensao F, . n

Agora estamos prontos para exibir uma prova do Lema 5.5.
Prova. Se a folheagao suspensao F,, pela representacao ¢ : m1(B,by) — Aut(A) possui
uma folha compacta, entao, usando o lema anterior, existe um ponto p € A que é fixado
pelos biholomorfismos 1 que constituem o grupo de holonomia global G = ¢(m(B, b))
de F,. Agora, se ¢ € G entdao ¢ € Aut(A) e ¢(p) = p. Como A é um dominio de
Reinhardt completo existe uma transformacao linear T, : C" — C" tal que ¢ = Ty|a
([17], Corolario 5.1, p. 150). Assim a folheacdo suspensdo F,, ¢ linearizdvel, todos os
elementos da holonomia global G = ¢(m(B, by)) de F, sdo simultaneamente linearizaveis

segundo Cartan. ]
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Agora, suponhamos que F é uma folheagao holomorfa regular em E transversal as

fibras do fibrado
n = <E7 7T7 B7 A)

cuja holonomia na fibra 771 (b) com b € B é ¢ : (B, by) — Aut(A), entdo a folheagao F
em E ¢ holomorficamente equivalente a folheacao suspensao F, em E,. Nestas condicoes
JF possui uma folha compacta se, e somente se, F,, possui uma folha compacta.

No caso em que a folheacao F possui uma folha compacta, obtemos que o grupo G é
linearizavel pelo Lema 5.5.

E assim provamos o
Teorema 1.5. Sejam E e B variedades complexas, sendo B conexa. Seja F uma fo-
lheagao holomorfa reqular em E transversal as fibras do fibrado n = (E, 7, B,A) cuja
holonomia na fibra 7=1(b) com b € B € ¢ : m(B,by) — Aut(A). Se F possui pelo menos
uma folha compacta, entdo o grupo de holonomia global de F, G = ¢(m(B, b)), € lineari-
zdavel sequndo Cartan, isto €, os elementos da holonomia global sao restri¢oes ao polidisco
de operadores lineares de C" .

Agora suponhamos que F seja uma folheagdo holomorfa singular sobre E. Nestas
condicoes temos o
Corolario 1.6. Sejam E e B variedades complexas sendo B conexa. Sejam F uma
folheagao holomorfa singular sobre E en = (E, 7, B,A) um fibrado holomorfo. Se F €
m-completa com relagao ao subconjunto analitico > C B de codimensao > 1 e F possui
uma folha compacta, entdo a holonomia global G = ¢(m1(B,by)) da folheagdo F |15 x)
é linearizavel seqgundo Cartan.

Prova. Evidente usando o teorema anterior. ]
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5.3.2 Existéncia de integrais primeiras

Sejam B uma variedade complexa conexa, ¢ : m (B, by) — Aut(A) uma representagao
do grupo fundamental de B no grupo dos biholomorfismos do polidisco A e F, a folheagao
suspensao por ¢ em F,.

Nosso principal objetivo nesta parte do presente trabalho é provar o
Teorema 1.7. Sejam E e B variedades complexas, B conezxa e ¢ : m(B,by) — Aut(A)
uma representacao do grupo fundamental de B com ponto base by no grupo dos biholomor-
fismos do polidisco A. Seja F uma folheagao holomorfa reqular em E transversal as fibras
do fibrado n = (E, 7, B, A), cuja holonomia na fibra 7=*(b) com b € B € ¢. Suponhamos
que a folheagao F possui pelo menos duas folhas compactas entao F tem integral primeira
meromortfa.

Para tal utilizaremos o seguinte lema.

Lema 5.9. Sejam B uma variedade complexa e coneza, e, ¢ : m(B,by) — Aut(A) uma
representacao do grupo fundamental de B com ponto base by, no grupo dos biholomorfis-
mos do polidisco A. Se a folheagdo suspensao F, em E, possui pelo menos duas folhas

compactas, entao F, tem integral primeira meromorfa.

Prova. E sabido que, o grupo dos biholomorfismos do polidisco A é gerado pelas aplicacoes

To A — A Ry:A— AeP,:C"— C" definidas, respectivamente, por

21— ay Zn — Uy
’Z;(zl,...,zn):< . ,

1 —61217 1 —Enzn

Ro(z1, ..., 2) = (exp(v/—10)) 21, . .., exp(v/—16,,) 2,)

PU(Zh R zn) = (Zo’(l); R Zo’(n))a

onde a = (ay,...,a,) €A, 0=(01,...,0,) e R" e



é uma permutagao de ordem n (c.f. [17], Teorema 5.2, p. 149). Mais especificamente, se

f: A — A éum biholomorfismo entao

exp(\/—_wl)(za(l) —ay) exp(\/—_len)(za(n) — an))

PRI

f(zl,...,zn):<

1-— 6120(1) 1— anza(n)
para algum a = (a,...,a,) € A, para alguma permutagdo o em S, e para algum 6 =
(01,...,0,) € R". E pelo Lema 5.6 a existéncia de duas folhas compactas da folheacao

suspensao J, acarretam a existéncia de dois pontos fixos para os biholomorfismos do

polidisco A que constituem a holonomia global G' = ¢(m1(B, b)) de F,.

Afirmagao 5.10. Suponhamos que f: A — A é um biholomorfismo e que p,q € A sao
pontos fixos por f. Entao f : A — A € conjugada a f: A — A definida por

f(zb cee >Zn) = (20(1)7 < 7zo(n))7
onde o € S,, € uma permutac¢ao.

Prova. Inicialmente, notemos que se f € Aut(A) fixa p = (p1,...,pn) € A, entao f é
conjugada ao biholomorfismo g € Aut(A) que fixa 0 € C". De fato, definamos h : A — A

por

h(zi, ... ) = (eXPW—_wﬁ(%m —o) exp(v/=10,) (2o(n) — an))

I —aiz, T 1 —@nzo(n)
onde a; = —pjexp(—v/—16;) para todo j € {1,...,n}. Notemos que h € Aut(A) e
h(0) = p.
Agora, definamos g : A — A por g(z) = (b=t o f o h)(z). Notemos que g € Aut(A) e
g(0) = 0. Portanto,

g(z1, ..y 2n) = (exp(\/—_lﬁl)zT(l), . ,exp(\/—_lﬁn)zT(n)),

para algum (= (01,...,3,) € R" e alguma permutagao 7 € S,, de ordem n.
Notemos que, se ¢ € A, ¢ # p também é ponto fixo de f, entao h~'(q) # 0 é ponto
fixo por g.

Assim,
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provando assim a afirmacao. [ |

Pela afirmagao obtemos que a holonomia global da folhea¢ao suspensao F,, é conjugada
ao grupo {g, € Aut(A); o € S,} onde g, € Aut(A) é definida por g,(z1,...,2,) =
(20(1), - - - » Zo(n)). Como a aplicacdo o — g, ¢ evidentemente um isomorfismo de grupos
obtemos que a holonomia global é um grupo finito pois .S,, o é.

Sejam P : B — B recobrimento universal de B e @ : m(B) — Aut(A) uma repre-
sentacao. Sejam .7-} a folheag@o suspensao por ¢ em E@o en, = (Ep,'ﬁw, E, A) o fibrado

holomorfo cujas fibras sao transversais a folheagcao F., . Entao

Afirmacao 5.11. FEuxiste P Ep — K, aplicagiao de recobrimento tal que o sequinte

diagrama € comutativo

e
G
o

hSH
-~
i

isto €, Pom, =m,0P.

Prova. Seja x € EP. Entao P o 7w (x) € B. Como P ¢é uma aplicacdo de recobrimento
e m, é um fibrado, existem vizinhancas U C B de Po7,(x) e W C Ep de z tais que
Por, : W — U é um biholomorfismo. Como 7, : £, — B ¢é um fibrado existe uma
vizinhanga V C FE, tal que m, : V — U ¢ biholomorfismo. Assim podemos definir
P(z) = 7, (P(7T,(x))). Evidentemente P estéd bem definida e P é uma aplicacio de

recobrimento, provando a afirmacao. ]

Pela afirmacao, obtemos que ﬁ*(}-sa) = %cp e além disto i—gp tem holonomia global
trivial pois Fl(E) — 0. Por sua vez, como a holonomia global de F » ¢ trivial obtemos

uma funcao holomorfa Eo : ESD — A constante restrita as folhas de F -
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Como é ébvio existe uma fun¢ao meromorfa nao constante & : A — C entao existe

uma fungao meromorfa nao constante { = & 0§y : E, — C que é constante restrita as

folhas de F,.

Afirmacgao 5.12. Existe uma fungao meromorfa nao constante § : E, — C tal que o

sequinte diagrama é comutativo

~ & _
E,—~CT

v

)

v

Prova. Sejam x € E, e U C E, uma vizinhanca de z em E,. Como P é uma aplicacao

de recobrimento existe uma vizinhanca V, C Eg, onde ﬁ(U ) = U V; D Vj, tal que
JjeJ
PV, — U é biholomorfismo.
Ponha £(z) = € o (]3|Vj0)*1(x). Notemos que £ é bem definida e notemos também que

¢ é meromorfa nao constante e constante restrita as folhas de F,, pois P*(F,) = 5390 eé

¢ meromorfa nao constante porém constante restrita as folhas de F. [ |

Pela afirmacao anterior £ é uma integral primeira meromorfa para F,, e concluimos

a prova do lema. [

Vamos provar o Teorema 1.7.
Prova. Se F é uma folheagao holomorfa regular em £ transversal as fibras do fibrado
n = (E,, B,A) cuja holonomia na fibra 771(b) com b € B é o : m1(B) — Aut(A), entao
existe um biholomorfismo H : F — E, que leva folhas de F em folhas de F, e leva fibras
de n em fibras de 7, ([5], Teorema 3, p. 103).

Assim, se F tem duas folhas compactas entao F, tem duas folhas compactas, logo pelo
teorema anterior obtemos que a folheagao suspensao F, tem integral primeira meromorfa

e portanto F tem integral primeira meromorfa [
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Agora suponhamos que F seja uma folheagao holomorfa singular sobre E. Nestas
condicoes temos o
Corolario 1.8. Sejam E e B wvariedades complexas sendo B conexa, F uma folheacao
holomorfa singular sobre E e n = (E, 7, B,A) um fibrado holomorfo com espago total
E, projecao m : E — B, espaco base B e fibra A. Se F € m-completa com relacdo ao
subconjunto analitico ¥ C B de codimensao > 1 e F tem pelo menos duas folhas compactas
entao a folheagdo .7-"\77—1(3\2) tem integral primeira meromorfa

Prova. Evidente usando o teorema anterior. ]

5.3.3 Medida invariante

Aqui estudaremos grupos de biholomorfismos do polidisco A que possuem uma me-
dida invariante v em A. Inicialmente, lembramos que estamos motivados pelo seguinte

resultado.

Teorema 5.13 (Scérdua, [22], Teorema 8, p. 590). Seja I' < PSL(2,C) um grupo de
transformacoes de Mdobius que deiza invariante um disco D C C assim como uma medida
de Borel localmente finita nao trivial v. Entao I' € abeliano sem elementos lozodromicos.
Em particular, a menos de conjugagio em PSL(2,C), temos as sequintes possibilidades

para D eI :

(i) T' contém apenas elementos parabolicos, D = {z € C; Im(z) > 0}, I € isomorfo ao

subgrupo {z — z +a; a € R};

(i) T contém apenas elementos elipticos, D = {z € C; |z| < 1}, I' € isomorfo ao

subgrupo {z — exp(v/—10)z; 0 € R}.

Uma vez que procuramos demostrar a seguinte generalizacao para o mesmo.
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Teorema 5.14. Seja G um grupo de biholomorfismos do polidisco A que deiza invariante

uma medida de Borel localmente finita v sobre A. Entdo G € isomorfo ao grupo
{(Zlv BRI Zn) € An(l) = (exp( Vv _191)20(1)7 cee ,exp( Vv _1971)20(71))) € An(l)a S Sn}

Prova. Vamos provar por indugao sobre n > 1. Notemos que, se f € G C Aut(A), entao

exp(V=101)(zo0) —a1)  exp(v/=10)(20(n) — an))

PR

f(zl,...,zn):<

1-— 5120(1) 1-— anZU(n)

com #; € R para todo j € {1,...,n}, a = (a1,...,a,) € A"(1) e

1 2 ... n
o(l) o(2) ... o(n)

Passo 1. Vamos provar o resultado para n = 2. Neste caso, nds obtemos que a
aplicacao f: A — A é definida por

exp(\/—_wl)(za(l) —ay) eXp(\/—_lﬁg)(za(Q) — (12))

1-— A124(1) ’ 1— A225(2)

f(z1,22) = (

com 01, 0, € R, a = (ar,a2) € A e

Portanto f: A — A é dada por

exp(v/—101)(z2 — a1) exp(v/—165)(z — a2)>

1 —6122 1 —5221

f(a1,22) = (

e notemos que f(21,0) = (—exp(v/—161)ay, eXp(mez)(zl_”)), e, além disto,

1—asz1

X ={(2,0) € A*(1); 2, €C}=D

Y = {(—exp(v/—161)as, z) € A*(1); 2 € C} = D.

118



Portanto f|x : X 2D — Y = D é uma transformacao de Mobius definida por

_ exp(v/—1605) (21 — as)

1— 6221

flx(z1)

que deixa invariante o disco D e deixa também invariante a medida induzida v|x. Portanto,
pelo teorema anterior, segue que as = 0, isto é, f|x(22) = exp(v/—165)23. Analogamente,
notemos que f(0, z9) = (eXp(‘/feall)z(;ral), —ay exp(\/—102)> e notemos também que X =

{(0,25) € A%(1); 2, € C} ~DeY = {(z,—azexp(v/—16)) € A%(1); z € C} ~ D, logo

flg: X ~D — Y ~ D é transformacio de Moebius definida por

exp(v/—101) (22 — ay)

1-— 6122

flz(z2) =

que deixa invariante o disco D e deixa invariante a medida induzida v|¢, e portanto pelo

teorema anterior obtemos que

flg(22) = exp(v/—161) 2,

isto ¢, a; = 0. Portanto, obtemos que a aplicacao f : A?(1) — AZ?(1) é definida por

f(z1,20) = (exp(\/—_wl)z,,(l),exp(\/—_wg)za(z)).

como queriamos.
Passo 2. Suponhamos que o resultado seja valido para n = k. Vamos mostrar que o
resultado é valido para n = k + 1.

Se f € G C Aut(A*1(1)) entdo f ¢ definida por
exp(v—101)(25(1) — a1) exp (v —10k41)(Zo(rr1) — ak—l—l))

g e ey

f(zla---72k+1):<

1 —a1250) I — Qry120(kt1)
onde §; € R para todo j € {1,....k+ 1}, a = (a1,...,a541) € A" (1) e 0 € Sj11.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que (1) = k+1. Notemos que f(z1,..., 2, 0) =

<_ exp(v/—161)ar, exp(\ﬁ%)(za@)—az)7 L exp(ﬁ9k+1)(za<k+1>—ak+1)> e, além disto,

1-a2z5(9) 1-8r4+125(k+1)

X ={(z1,...,2,0) € A1)} ~ A*(1)

Y = {(—exp(vV/—1601)as, 2, . . ., zp41) € A1)} =~ AR(1).
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Portanto, pela hipotese de indugao, obtemos que
flx (21, 2k, 0) = (— exp(V—161)ar, exp(V —102) 25(2), - - -, €XP(V = 10k41) Zo(1+1))

logo f: A — A é definida por
exXplv —19 2 —a
.f(zla : 7Zk+1) = ( ( 1>( &) 1)

exp(v =100, . ,expw_—wm)zg(km) |

1 —a12,(1)
Agora notemos que f(0,...,0,2511) = (eXp(\/f(;ll);Z("l()”fal) ,0,... ,0> e notemos também
que
X ={(0,...,0,z41) € A} ~ D
e

Y ={(20,...,00 e A} ~D

edal f|z: X — Y ¢ uma transformacao de Mébius definida por f]| (2) = exp(v=10))(zza1)

1—-a1z
e usando o teorema anterior obtemos que f|z(2) = exp(v/—161)z.
Logo a aplicacao f: A — A é definida por
[z, z041) = (exp(v —191)2’0(1)7 - exp(v —19k+1)2’a(k+1))
como queriamos demonstrar. [ ]

Agora estamos prontos para o
Teorema 1.11. Seja F uma folhea¢io em E transversal ao fibrado n = (E,m, B, A).
Suponha que F tenha uma medida transversal invariante v, com suporte supp(v,) inter-

sectando todas as fibras de n. Entao a holonomia global de F é o subgrupo

G =A{(x,...,2,) = (exp(ih)2501), - - -, €xP(i0n) 26(n)); 0 € Sn},

onde i = =1 e S, é o grupo de permutacoes de ordem n.

Prova. Evidente usando o teorema anterior. ]

Agora, lembramos o seguinte resultado classico devido a Plante.
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Teorema 5.15 (Plante, [20]). Seja F folheacao de classe C* e codimensio q de uma
variedade compacta M. Suponha que F possui folha Lo com crescimento subexponencial.

Entao F admite medida transversal invariante nao trivial com suporte contido em Ly.

E motivados pelo mesmo obtemos o Corolario 1.12, ou seja,
Corolario 1.12. Seja F uma folheagao holomorfa regular em E variedade compacta, F
transversal ao fibrado n = (E, 7, B, A). Suponha que F possua pelo menos uma folha com

crescimento subexponencial. Entdo a holonomia global de F € o subgrupo

G ={(z1,...,2,) = (exp(ih)2501), - - -, €xP(i0n) 26(n)); 0 € S},

onde i = =1 e S, é o grupo de permutacoes de ordem n.
Prova. Usando o teorema de Plante citado anteriormente obtemos que F tem medida

transversal invariante nao trivial e assim, pelo Teorema 1.11, segue o resultado. [

Para finalizar a se¢cao temos o
Teorema 1.18. Seja F uma folheagao holomorfa transversal ao fibradon = (E,m, B, A).
Suponha que F tenha medida transversal invariante v com suporte supp(v) intersectando
todas as fibras de n. Entao F € definida por um conjunto de n I1-formas meromorfas

fechadas linearmente independentes com divisores de pélos de ordem 1.

Demonstragao. Seja v a medida transversal invariante para F com suporte intersectando
todas as fibras de 7, e seja G < Aut(A) a holonomia global de F dada pela representagao
¢ m(B) — Aut(A). Entao G é um subgrupo que fixa o polidisco A e deixa invariante
uma medida de Borel nao trivial localmente finita sobre A. Portanto G é conjugado a

um grupo do tipo
{21,y 20) = (€% 250y, -, €7 25m); 0; ER e 0 € Sy}

Entao, podemos encontrar uma cobertura de £ por subconjuntos abertos U; em que temos

a estrutura de produto de fibrado
Vi Up = Vi X A,
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n

, dz} z
onde V; = 7(U;) C B e ¢; = (x5, 2),...,2}), tal que F|y, é dada por Z—J{,,# e na

intersecao U; NU; # @ temos z]k = )\szf para algum )\fj € St com k € {1,2,...,n}. Por-

tanto, temos bem definidas n 1-formas meromorfas fechadas linearmente independentes

d dz™ .. ,
em F dadas por wi|y;, = <, ..., wn|u, = -+, todas com divisor de pdlos de ordem 1. [
i f

Agora temos o
Corolario 1.20. Seja F uma folheagao holomorfa transversal ao fibradon = (E,m, B, A).
Suponha que F tenha uma medida transversal invariante v com suporte supp(v) inter-
sectando todas as fibras de n. Suponha também que F possua pelo menos duas folhas

compactas. Entao todas as folhas de F sao compactas.

Demonstracao. Temos sob estas hipoteses que a holonomia global da folheagao F € trivial,
que implica nas idéias do teorema anterior que F é definida por um conjunto de 1-formas

holomorfas fechadas linearmente independentes, e o resultado segue dai. Il

5.4 Fibra Bola

Agora estudaremos as folheagoes holomorfas regulares F sobre uma variedade complexa F
transversais as fibras de fibrados holomorfos 7 : F 2a) B com espaco total E, projecao ,
espago base B variedade complexa conexa e fibra a bola aberta B*(1) = {z € C"; |z] < 1}

em C" de centro 0 € C" e raio 1 € R.

5.4.1 Linearizagao

Inicialmente, nosso objetivo nesta parte de nosso trabalho é provar o

Lema 5.16. Seja B uma variedade complexa conexa e seja ¢ : m(B,by) — Aut(B"(1))
uma representacdo do grupo fundamental de B com ponto base by, no grupo dos biholo-
morfismos da bola aberta B"(1). Suponhamos que a folheagdo suspensio F, pela repre-
sentagao ¢ em E, possua pelo menos uma folha compacta. Entao a holonomia global

G = ¢(m(B,by)) da folheagao F, € linearizdivel sequndo Cartan.
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Demonstrac¢ao. Suponhamos que a folheagao suspensao F, por ¢ possui uma folha com-
pacta. Usando o Lema 5.6, concluimos que existe um ponto p € B"(1) que é fixado pelos
biholomorfismos ¢ que constituem o grupo de holonomia global G' = ¢(m1(B, b)) de F.
Agora, se ¥ € G, entdao ¢ € Aut(B"(1)) e ¥(p) = p. Como B™(1) é um dominio de
Reinhadt completo, existe uma transformacao linear Ty, : C* — C" tal que ¥ = Ty|pn()
([Nishino], Corolario 5.1, p. 150), portanto, a folheagao suspensao F,, é linearizavel, pois

todos os elementos da holonomia global G' de F, sao simultaneamente linearizaveis. [

Agora suponhamos que F é uma folheagao holomorfa regular em F transversal as
fibras do fibrado n = (E,w, B, B"(1)) cuja holonomia na fibra 771(b) com b € B ¢
¢ :m(B,by) — Aut(B"(1)). Entao, a folheacdo F em E é holomorficamente equivalente
a folheacao suspensao F, em FE,. Nestas condi¢oes, F possui uma folha compacta se, e
somente se, F, possui uma folha compacta.

No caso em que a folheacao F possui uma folha compacta, obtemos que o grupo G é
linearizavel, pelo lema anterior. E assim, provamos o
Teorema 1.9. Sejam E e B variedades complexas, sendo B conexa. Seja F uma fo-
lheagao holomorfa reqular em E transversal as fibras do fibrado n = (E,m, B, B"(1)) cuja
holonomia na fibra 7 '(by) com b € B é ¢ : m(B,by) — Aut(B"(1)). Se F possui pelo
menos uma folha compacta, entio o grupo de holonomia global de F, G = p(m1(B, b)),
¢ linearizavel sequndo Cartan.

Agora suponhamos que F ¢é uma folheagdo holomorfa singular sobre E. Nestas
condicoes, temos o
Corolario 1.10. Sejam E e B wvariedades complexas sendo B conexa. Sejam F uma
folheagao holomorfa singular sobre E en = (E,m, B, B*(1)) um fibrado holomorfo tal que
7 € sobrejetiva e 7 1(b) = F, € conexo, para todo b € B. Se F ¢é mw-completa com relagdo
ao subcongunto analitico ¥ C B de codimensao maior ou igual a 1 (um) e F possui uma
folha compacta entio a holonomia global G = (7 (B, b)) da folheagio F | -1 (s €

linearizdvel segundo Cartan.

Demonstracao. Basta usar o teorema anterior. ]
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5.4.2 Medida invariante

Agora estudaremos os grupos de biholomorfismos da bola aberta B"(1) que possuem uma

medida invariante v em B™(1). Caminhamos na dire¢ao do seguinte.
Teorema 5.17. Seja G um grupo de biholomorfismos da bola aberta B"(1) que deiza
invariante uma medida de Borel localmente finita v sobre B™(1). entdo, G € isomorfo ao
grupo
{z=(21,...,2:) € B"(1) = A- 2 € B"(1); A= (a;)jke(1,. n} ¢ uma matriz unitaria}.
Demonstragao. Inicialmente notamos que, se f € G, entao f é uma composicao das
aplicagoes Su : B"(1) — B"(1) e T! : B"(1) — B"(1) definidas respectivamente por

aip -+ Qip 21

Sa(zi,y ..y zn) = : : : ,
Qn1 -+ Qpp Zn

onde A = (a;r);re(1,..»} ¢ uma matriz unitdria, e

; 214/1 — |al? zi—a zZny/1 — |al?
Ta(Zl,...,Zn)I: — ey e, T
1—az 1—az 1—az
Y

z—e§1n}a

projegao
onde a € . Notemos que, se T! deixa invariante a medida v sobre B"(1), logo, T!|x
deixa invariante a medida v|y, onde X = {(0,...,2,...,0) € B"(1)} ~ D. Notemos

também que T!|x : X ~D — Y ~ D ¢ definida por

. Zi—a n
T;|X(zi):1_az',ondeY:{(O,..., z ,...,0)€ B"(1)}.
posicho

Pelo Teorema 5.13, temos que T!|x(z;) = z;, logo, a = 0 e dai T! é definida por
Tz, 20) = (215 20)-
Logo,
G={z=(2,...,2) € B"(1) = A-2z; A= (a;r)jkef1,. .} ¢ uma matriz unitaria}.
[

124



Agora estamos prontos para o
Teorema 1.13. Seja F uma folheag¢iao em E transversal ao fibrado n = (E, 7, B, B™(1)).
Suponhamos que F tenha uma medida transversal invariante vy com suporte supp(vr)

intersectando todas as fibras de n. Entao a holonomia global de F € o grupo

G={z— A 2z A= (ar)jkeq,. n} ¢ uma matriz unitaria}.

Demonstracdao. Direto do teorema anterior ]

Por fim, temos o
Corolario 1.14. Seja F uma folheacao holomorfa regular em E wvariedade compacta,
F transversal ao fibrado n = (E,m, B, B"(1)). Suponha que F possua uma folha com

crescimento subexponencial. Entao, a holonomia global de F é o grupo

G={z2— A 2z A= (ar)jkeq,. n} ¢ uma matriz unitaria}.

Demonstrag¢ao. Usando Teorema 5.15, obtemos que F tem medida transversal invariante

nao-trivial, e assim, pelo Teorema 1.13, segue o resultado. O

5.5 Fibra Espaco Projetivo Complexo

Estamos procurando estudar a holonomia das folheagoes holomorfas transversais a fibra-
dos cuja fibra é um espaco projetivo complexo, mais uma vez motivado pelo trabalho de
Scérdua [22].

Lembramos novamente que Scardua estuda as folheagoes holomorfas de codimensao
um transversais a fibrados holomorfos e supondo que a holonomia global GG de tal folheagao
deixa invariante um disco D C C assim como uma medida de Borel v, localmente finita
e nao trivial sobre D. Isso faz com que G seja grupo abeliano. Para tanto, Scardua

usa fortemente a classificacao das transformacoes de Mobius. Isso motiva um estudo
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similar, pois neste trabalho encontramos uma classificacao dos biholomorfismos de C P?
com respeito a seus pontos fixos.

Temos a seguinte questao:

Pergunta 5.18. Existe uma caracterizacao da holonomia transversal a um fibrado holo-

morfo com fibra C P? ?
Com objetivo de responder a indagac¢ao anterior, iniciamos com a seguinte

Definicao 5.19. Dizemos que um biholomorfismo f de C P? fixa um polidisco A ¢ C?
se, e somente se, quando fazemos a identificacdo C P? ~ C>*UC P! dada pela estrutura
de variedade complexa de C'P?, temos que (p;0 fop 1)(A) = A, para todo j € {0,1,2},
onde {(E;,¢j)}j—012 é o atlas usual de C P2

Agora estamos prontos para o seguinte

Lema 5.20. Seja G < Aut(C P?) um subgrupo dos biholomorfismos de C P? fixando
Dy x Dy C C?% e deizando invariante uma medida de Borel v localmente finita e nao
trivial em Dy X Do, onde Dy e Dy sao discos em C. Entao, nao existem elementos em G

do tipo P3.

Demonstragdo. Seja G < Aut(C P?) um subgrupo fixando D; x Dy C C* e deixando
uma medida de Borel v localmente finita sobre D; x D,. Suponha que existe f € G
biholomorfismo de C P? do tipo P3. Portanto podemos supor que f : CP? — C P?
definido por

flx:y:z)=(Nox: My : Aa2),
onde A\g, A1, Ay € C~ {0}, e assim obtemos o biholomorfismo F : C? — C?, induzido por

f, definido por

A A
F(z,y) = <A—Zx A—;y> = (az, by)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E24f>E2

| Jos

CZL@Q
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Suponhamos, por absurdo, que |a| # 1. Notemos que F'|, (v) = ax, onde
Ly, = {(x,1) € C*; z € C}

e F|z,, tem um disco invariante D, entao
D =H={z € C; Im(z) > 0},

e também o ponto fixo 0 € C por F|, satisfaz 0 € dD. Logo, a medida v|r, induzida

por v em L,, é atomica no ponto fixo 0 € C. Portanto, obtemos
V(Dl X DQ) = 0,

o que é absurdo, logo, |a| = 1. Analogamente obtemos que |b| = 1. Entao D; x Dy = DxD,

o que implica que F|pxp é uma aplicacdo da forma

Floxn(z,y) = (e"z, e y).
Como
Ao A\
ol =3[ =101 = 3
obtemos
Aol = [A1| = Azl

com Mg, A1, Ay € C~{0}. Em particular, se A\g, A\;, A2 € R, temos A\g = =Xy e A\j = — g,
donde \g = A1, o que é absurdo. Logo, nao existe um elemento do tipo P3 em G, provando

o resultado. Il
Agora estamos prontos para o seguinte

Lema 5.21. Seja G um subgrupo dos automorfismos do espaco projetivo complexo bidi-
mensional fixando o polidisco D1 x Dy C C?, e deizando invariante uma medida de Borel
localmente finita e nao trivial em Dy X Dy. Se G contém um elemento do tipo R2, entao
Dy x Dy =D xDcomD={ze€C,; |z| <1}, G s6 tem elemento do tipo R2 e, além

disso, G ¢ abeliano.
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Demonstrag¢ao. Suponhamos agora que exista f € G do tipo R2. Podemos supor que f é

da forma
flx:y:z)=(Nox: Ay : \12),
onde A\, \; € C, e, dai, obtemos F : C* — C? definida por

A A
F(z,y) = (A—?w A—?y) = (ax,ay)

tal que o seguinte diagrama é comutativo:

EQ*f>E2

| Jo»

Cc? —C?
Suponha que |a| # 1, entdao F|r, (z) = ax e tem o disco D invariante, logo D = H e
o ponto fixo 0 € C por F|Lyo satisfaz 0 € dD. Portanto, V’Lyo é atomica no ponto fixo
0 € 9D, o que implica em v(D; x Dy) = 0, o que ¢é absurdo. Entao, |a| =1 e dai F fixa
Dy x Dy =D xD,onde D= {z€C; |z <1}, e, além disto, F' é da forma

F(z,y) = ("z,e"y).

Se g € G, entdo g = [A], A € GL(3,C),

a b c
A=1a b ¢ |,
a B v

isto é, g : C P? — C P? ¢ definida por
glz:y:2) = (ax + by +cz:ax + by + ¢z : ax + By +72)

e ¢ induz uma aplicacdo G : C* — C? definida por

Gla.y) ax+by+c ar+by+¢
I) = Y
Y ar+ By +v ar+ By +
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tal que o seguinte diagrama é comutativo

E24Q>E2

| Jo=

C2L>CZ

Por sua vez, G|pxp ¢ da forma

e (x — ag) ey — bo))
(5.1)

lL—agz " 1—boy

G(z,y) = (

ou

ey —ag) e“(x — by
G(z’y):( 1(2@_0?/)’ 1(—5_02))' 5:2)

Para a equac@o(5.1) obtemos b = 3 =0 = a = « e para a equagao(5.2) obtemos a = a =

!
0 =0b= 3. Em qualquer dos casos, 8 = 0 = «, donde

e assim,

N
I
A/ — O
= o & 2
(@n) S S
-2 (Y

ou

Considerando (5.1) as equagoes 5.3 e 5.4 sdo reescritas como

Gloxp(z,y) = (%% %y> (5.5)

Gloxn(z,y) = (%y %az> (5.6)

E assim obtemos que 5 =0e % = 0, donde ¢ = ¢ = 0 em qualquer dos casos, logo,
a b 0
A=|a b 0
0 0 v
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Entao, por um calculo simples verificamos que

N 0 0 a b 0
f= 0 X O eg= ab o0
0 0 X\ 00 ~

comutam. Portanto f comuta com todo elemento de G. Agora, notemos que se G é

definido como em (5.6) temos claramente que

a 0 0
A= 0 b o |,
0 0 v

e dai, segue que g ¢é do tipo P3 ou R2 e, pelo lema anterior, segue que g é do tipo R2.

Por sua vez, temos G definida como em 5.5, e assim,

0 b 0
A= a 0 0 )
0 0 v

donde obtemos que g € Aut(C P?) é definida por
gx:y:z)=(by:ax:yz).
Neste caso, obtemos

Gluv) = & (ﬁv @) ,

u\vy vy

onde (u,v) € C* < C P? é um sistema de coordenadas afim definido por u = Tev=14
Portanto,
Gli(v) =
v) = —.
Fee bv

Logo, por uma andlise dos pontos fixos de G| obtemos que G|;_ tem dois pontos fixos,
o que implica que g ¢ do tipo P3 o que ¢ absurdo pelo Lema anterior. Logo, todos os

elementos de G sao do tipo R2, e assim G ¢é abeliano. O

Como consequéncia dos lemas anteriores obtemos o
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Teorema 1.15. Seja G um subgrupo dos automorfismos do espago projetivo complexo
de dimensao 2 fizando o polidisco D x D e deizando invariante uma medida de Borel
localmente finita e nao trivial em D x D. Entao G € abeliano, e além disto, a menos de

uma conjugacao, todos os elementos de G sao da forma
flx:y:z)=Nox: Xy : \12),
onde Ao, A1 € C~{0}.

Demonstracao. Como G fixa D x D, as possibilidades para elementos de G excluem os
biholomorfismos dos tipos P1, P2 e P1R2. Portanto, o teorema segue dos lemas anterio-

res. ]

O Teorema 1.15 implica o seguinte resultado
Corolario 1.16. Seja F uma folheagcao holomorfa em E transversal ao fibrado n =
(E,m, B,C P?). Suponha que F tenha uma medida transversal invariante v, com suporte
supp(v,) intersectando todas as fibras de n. Entao a holonomia global de F € abeliana.

Prova. Evidente pelo teorema anterior. [

Agora temos o

Teorema 1.17. Seja F uma folheagao holomorfa transversal ao fibrado
n=(E,r, B,CP?).

Suponha que F tenha uma medida transversal invariante v com suporte supp(v) inter-
sectando todas as fibras de n. Se a holonomia global G de F fiza o polidisco D x D entao
F € definida por um conjunto de duas 1-formas meromorfas fechadas linearmente inde-

pendentes wi e wy ambas com divisor de polos de ordem 1.

Demonstracao. De fato, seja v a medida transversal invariante para F com suporte
2

supp(v) intersectando todas as fibras de 7 : Ef 2. Be seja G < Aut(C P?) a holonomia

global de F dada pela representacido ¢ : m(B) — Aut(C P?). Entao, G é um subgrupo

que deixa invariante uma medida de Borel nao trivial e localmente finita sobre C P2.
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Como G fixa o polidisco D x D ¢ C? — C P? temos pelo teorema anterior que G é
abeliano, e além disso, os elementos de G sao todos do tipo R2, isto é, a menos de uma
conjugacao da forma

flx:y:z)=(Nox: Aoy : M\12),

onde X\, A; € C\{0}.

E assim, podemos identificar os biholomorfismos f € G com os biholomorfismos F' de

C? definidos por
(Mo o

Entao, podemos encontrar uma cobertura de £ por subconjuntos abertos U; em que temos

a estrutura de produto do fibrado
w] : Uj — V7 X (Cz,

_ _ 1 .2 .
onde V; = w(U;) C B e ¢y = (x5,2;,2;) tal que F |y, é dada pelas formas meromorfas
dzt dz2 . . . ~
wy = — ewy = —F linearmente independentes e na intersecao U; N U; # & temos
j 5
1

zh = Mjzj e ;A% 27 para algum A}, € ST e para algum A

2

7 € S'. Portanto, temos bem

definidas duas 1-formas meromorfas fechadas linearmente independentes em E dadas por

dz; dz;
w1\Uj =—_ ¢ W2|U]~ =32
todas com divisor de pélos de ordem 1 que definem a folheagao F em E. O

Como consequéncia deste resultado podemos enunciar o

Corolario 1.19. Seja F uma folheacao holomorfa transversal ao fibrado
n=(E,m,B,CP?).

Suponha que F tenha medida transversal invariante v com suporte supp(v) intersectando
todas as fibras de n e que a holonomia global G de F fiza o polidisco D xD C C* — C P2.

Se F possui duas folhas compactas, entao todas as folhas de F sao compactas.
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Demonstracao. Basta notar que se F tem duas folhas compactas, entao a sua holonomia
é trivial e repetindo as idéias da prova do teorema anterior obtemos que a folheacao F
¢ definida por duas formas holomorfas fechadas linearmente independentes. Segue dai a

conclusao do corolario. O

Por fim, o seguinte resultado a respeito da estrutura transversal.
Teorema 1.21. Sejam X1, ..., Xo,11 hiperplanos em C P™ em posi¢cao geral e seja X =
XU UXyo,11. Se F € uma folheagcao holomorfa em E variedade compacta, F transversal
a um fibrado holomorfo com fibra C P" ~ X. Entdo F € uma folheacdo transversalmente

de Lie.

Prova do Teorema 1.21. Como C P"\ X é uma variedade hiperbdlica Kobayashi (cf. [13],
Theorem 3.10 7, p. 137) e como o grupo de biholomorfismos de uma variedade hiperbdlica

Kobahiashi é um grupo de Lie (cf. [13], Theorem 5.4.4, p. 263), segue o resultado. [
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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