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Resumo

Santos, Fabio Henrique Andrade. Sobre folheações holomorfas transversais às fi-

bras de um fibrado holomorfo. Rio de Janeiro, 2007. Tese (Doutorado em Ciências

Matemáticas). Instituto de Matemática, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de

Janeiro, 2007.

Neste trabalho procuramos por generalizações no estudo das folheações transversais a

fibrados. No presente estudo consideramos folheações holomorfas com codimensão n > 1,

que são transversais a fibrados, porque a primeira motivação é o trabalho de Scárdua [22],

e então é natural fazermos o mesmo estudo em codimensão n > 1. E a segunda motivação

são as folheações de Riccati [15], porque a entendemos, um exemplo natural em nosso

estudo.
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Abstract

Santos, Fabio Henrique Andrade. Sobre folheações holomorfas transversais às fi-

bras de um fibrado holomorfo. Rio de Janeiro, 2007. Tese (Doutorado em Ciências

Matemáticas). Instituto de Matemática, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de

Janeiro, 2007.

In this work we look for generalizations in the study of foliations transverse fibrations.

In the present study we consider holomorphic foliations with codimention n > 1 which

are transverse to fibrations, because the first motivation is the Scárdua’s work [22], and

then it is natural, we are doing the same study in codimention n > 1. And the second

motivation are the Riccati’s foliations [15] because we think it a natural example in this

study.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O presente estudo objetiva acrescer informações à teoria das folheações transversais

às fibras de fibrados sob o viés do “universo holomorfo”.

Cabe, assim, inicialmente, lembrarmos o por quê da relevância da compreensão ou

entendimento mais profundo no que concerne as folheações transversais às fibras de fibra-

dos, e, portanto citamos uma contextualização histórica, por exemplo, do problema da

existência, ou não, de conjuntos minimais excepcionais em folheações.

Há memória que no peŕıodo áureo do estudo das folheações em T 2, Denjoy constatou,

em sua obra Sur les courbes définies par les équations différentielles à la surface du tore, de

1932, que uma folheação de codimensão 1 e classe Cr (r ≥ 2) de T 2 não possui conjuntos

minimais excepcionais. Todavia, em 1964, Sacksteder em sua obra On the existence of

exceptional leaves in foliations of codimention one, exibiu o que hoje chamamos exemplo

de Sacksteder, isto é, uma folheação de classe C∞ e codimensão um de M2 × S1, onde

M2 é uma superf́ıcie de gênero dois que possui um minimal excepcional, e assim, a versão

natural do Teorema de Denjoy em variedades de dimensão superiores a 2 não é verosśımil.

Ademais convém mencionar que o exemplo de Sacksteder é um exemplo de folheação

suspensão, ou seja, um exemplo de uma folheação transversal às fibras de um fibrado.

O contexto, portanto, é o clássico contexto das folheações transversais às fibras de

fibrados, isto é, quando dizemos que uma folheação F de E é transversal às fibras de um

fibrado, ou simplesmente transversal ao fibrado η = (E, π,B, F ) entendemos satisfeitas
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as condições:

1. Para todo p ∈ E a folha Lp de F que contém um ponto p é transversal à fibra

π−1(q), com q = π(p);

2. dim(F) + dim(F ) = dim(E);

3. Para toda folha L de F , tem-se π|L : L → B aplicação de recobrimento.

E o esṕırito do texto é caracterizar as folheações por intermédio de sua holonomia

global.

Consideraremos folheações holomorfas F singulares ou regulares sobre uma variedade

complexa E transversais às fibras de um fibrado holomorfo η = (E, π, B, F ).

A origem do presente trabalho é, de fato, um trabalho do professor Scárdua cujo t́ıtulo

é On complex codimension-one foliations transverse to fibrations.

Imediatamente, constata-se a diferença filosófica entre o presente trabalho e o trabalho

de Scárdua, pois nosso objetivo é estudar folheações de codimensão maior que 1.

Também identificamos as folheações trivial e suspensão como os primeiros exemplos de

folheações holomorfas de codimensão n ≥ 1 transversais às fibras de um fibrado holomorfo,

mas ambos exemplos são de folheações holomorfas regulares. O primeiro exemplo natural

de folheação holomorfa singular (de codimensão 1) transversal às fibras de um fibrado

holomorfo é dado pela folheação de Riccati em C×C (cf. [15]). Portanto, qual o exemplo

similar de folheação holomorfa singular de codimensão n ≥ 1 transversal às fibras de um

fibrado holomorfo? Evidentemente, ao contextualizar o problema nos deparamos com o

seguinte conceito: uma folheação F em C×M, Mn variedade complexa, definida por um

campo polinomial X, nas coordenadas afins (x, y) ∈ C×Cn ↪→ C×M, é transversal a

quase toda fibra do fibrado trivial η = (C×M,π,C,M) cuja fibra é M, se, e somente

se, a folheação F é transversal às fibras de η exceto por um número finito das mesmas.

Em nossa já mencionada busca por exemplos caracterizamos as folheações de Riccati em

C×Cn
e também em C×CP 2, a saber
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Proposição 1.1. Seja F é uma folheação holomorfa singular sobre C×Cn
definida por

um campo polinomial X em C×Cn tal que F é transversal a quase toda fibra do fibrado

η cuja fibra é Cn
e cuja projeção é

η : C×Cn Cn

−→ C

(z1, z2)
η7−→ z1.

Então o campo polinomial X, nas coordenadas afins (x, y) ∈ C×Cn ↪→ C×Cn
, y =

(y1, . . . , yn), é da forma

X = p
∂

∂x
+ (q1,2y

2
1 + q1,1y1 + q1,0)

∂

∂y1

+ · · ·+ (qn,2y
2
n + qn,1yn + qn,0)

∂

∂yn

onde p e qi,j são polinômios em C[x].

E, respectivamente

Proposição 1.2. Seja F é uma folheação holomorfa singular sobre C×CP 2 definida por

um campo polinomial X em C×C2 tal que F é transversal a quase toda fibra do fibrado

η cuja fibra é CP 2 e cuja projeção é

η : C×CP 2 CP 2−→ C

(z1, z2)
η7−→ z1.

Então o campo X é definido, nas coordenadas afins (x, y, z) ∈ C×C2 ↪→ C×CP 2, por

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ R(x, y, z)

∂

∂z
;

com

Q(x, y, z) = A(x) + B(x)y + C(x)z + D(x)yz + E(x)y2

e

R(x, y, z) = a(x) + b(x)y + c(x)z + E(x)yz + D(x)y2,

onde p, a, b, c, A, B, C, D, E ∈ C[x].

Evidenciamos nossa ráız genealógica com o trabalho de Scárdua [22] pelo uso de similar

metodologia de estudo para as folheações holomorfas de codimensão n ≥ 1 transversais às
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fibras de fibrados holomorfos fazendo hipóteses geométricas e/ou topológicas na folheação

como em Scárdua [22] e, ademais, hipóteses de estrutura a saber consideramos o espaço

total do fibrado simplesmente conexo ou consideramos a fibra do fibrado sendo a bola,

o polidisco ou o espaço projetivo complexo. Evidentemente, ao fazermos as restrições

mencionadas a fibra do fibrado, obtemos que a holonomia global da folheação ora será

o grupo de automorfismos da bola, ora será o grupo de automorfismos do polidisco, ou,

ora será o grupo de automorfismos do espaço projetivo complexo. A compreensão da

holonomia global nos casos citados são os alicerces de nosso trabalho. Sabidamente os

casos dos grupos de automorfismos da bola e do polidisco são bem conhecidos, e, com

relação ao grupo dos automorfismos do espaço projetivo complexo contribúımos no caso

bidimensional com o seguinte teorema de classificação por pontos fixos

Teorema 1.3. Se f : CP 2 → CP 2 é um biholomorfismo, então ou f fixa um ponto,

ou fixa dois pontos, ou fixa três pontos, ou fixa duas retas projetivas, ou fixa duas retas

projetivas e um ponto, ou fixa todo CP 2 e, respectivamente, em cada caso, f é conjugado

a um biholomorfismo g ∈ Aut(CP 2) de uma das seguintes formas:

g(x : y : z) = (λ0x + y : λ0y + z : λ0z), (1.1)

onde λ0 ∈ Cr {0};
g(x : y : z) = (λ0x + y : λ0y : λ1z), (1.2)

onde λ0, λ1 ∈ Cr {0}, λ0 6= λ1;

g(x : y : z) = (λ0x : λ1y : λ2z), (1.3)

onde os λj ∈ Cr {0} são distintos dois-a-dois, para todo j ∈ {0, 1, 2};

g(x : y : z) = (λ0x : λ0y : λ1z), (1.4)

onde λj ∈ Cr {0}, j = 0, 1, λ0 6= λ1;

g(x : y : z) = (λ0x + y : λ0y : λ0z), (1.5)
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onde λ0 ∈ Cr{0};
g(x : y : z) = (x : y : z). (1.6)

Por sua vez, e novamente motivado pelas idéias de Lins Neto [15] obtemos como

aplicação do Teorema 1.3 o seguinte teorema de realização para folheações em C×CP 2.

Teorema 1.4. Sejam x0, x1, . . . , xk ∈ C, pontos e f1, . . . , fk ∈ Aut(CP 2), biholomorfis-

mos. Suponhamos que cada biholomorfismo fj fixa pelo menos três pontos, então existe

uma folheação de Riccati F sobre C×CP 2 satisfazendo as seguintes propriedades:

1. As fibras invariantes de F são {x0} × CP 2, . . . , {xk} × CP 2.

2. A holonomia global de F é conjugada ao subgrupo de Aut(CP 2) gerado por f1, . . . , fk.

Ao nos referirmos a uma folheação holomorfa com singularidades transversal às fi-

bras de um fibrado holomorfo η = (E, π, B, F ) podemos fazemos uso uma subclasse das

mesmas; a das folheações π-completas introduzidas por Scárdua em [24], motivado por

Brunella [3]. Isto significa que, existe um subconjunto anaĺıtico Σ ⊂ B de codimensão

≥ 1 satisfazendo as seguintes condições:

1. p ∈ sing(F) ⇒ p /∈ π−1(B r Σ);

2. ηΣ = (π−1(B r Σ), π|π−1(BrΣ), B r Σ, F ) é um fibrado holomorfo;

3. F |π−1(BrΣ) é uma folheação holomorfa regular transversal às fibras do fibrado ηΣ;

4. Para todo b ∈ B r Σ, existe uma vizinhança Vb ⊂ B r Σ e existe um biholomor-

fismo Φb : π−1(Vb) → Vb × Fb que envia as folhas da folheação F |π−1(Vb) em folhas

da folheação trivial horizontal em Vb × Fb e envia as fibras do fibrado holomorfo

(π−1(Vb), π|π−1(Vb), Vb, F ) em folhas da folheação trivial vertical em Vb × Fb.

Assim, analisamos questões a respeito da linearização e da existência de integrais

primeiras meromorfas e encontramos algumas respostas, dadas pelos seguintes resultados:
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Teorema 1.5. Sejam E e B variedades complexas sendo B conexa. Seja F uma folheação

holomorfa regular em E transversal às fibras do fibrado η = (E, π,B, ∆) cuja holonomia

na fibra π−1(b) com b ∈ B é ϕ : π1(B, b0) → Aut(∆). Se F possui pelo menos uma

folha compacta, então o grupo de holonomia global de F , G = ϕ(π1(B, b0)), é linearizável

segundo Cartan, isto é, os elementos da holonomia global são restrições de operadores

lineares de Cn ao polidisco.

Conseqüentemente obtemos o seguinte

Corolário 1.6. Sejam E e B variedades complexas sendo B conexa. Sejam F uma

folheação holomorfa singular sobre E e η = (E, π,B, ∆) um fibrado holomorfo. Se F é

π-completa com relação ao subconjunto anaĺıtico Σ ⊂ B de codimensão ≥ 1 e F possui

uma folha compacta, então a holonomia global G = ϕ(π1(B, b0)) da folheação F |π−1(BrΣ)

é linearizável segundo Cartan.

E com relação as folheações holomorfas transversais às fibras de fibrados holomorfos

cujas fibras são polidiscos e a existência de integrais primeiras meromorfas temos

Teorema 1.7. Sejam E e B variedades complexas, B conexa e ϕ : π1(B, b0) → Aut(∆)

uma representação do grupo fundamental de B com ponto base b0, no grupo dos biholo-

morfismos do polidisco ∆. Seja F uma folheação holomorfa regular em E transversal às

fibras do fibrado η = (E, π, B, ∆), cuja holonomia na fibra π−1(b) com b ∈ B é ϕ. Supon-

hamos que a folheação F possui pelo menos duas folhas compactas, então F tem integral

primeira meromorfa.

Conseqüentemente tem-se o corolário

Corolário 1.8. Sejam E e B variedades complexas sendo B conexa, F uma folheação

holomorfa singular sobre E e η = (E, π, B, ∆) um fibrado holomorfo com espaço total

E, projeção π : E → B, espaço base B e fibra ∆. Se F é π-completa com relação ao

subconjunto anaĺıtico Σ ⊂ B de codimensão ≥ 1 e F tem pelo menos duas folhas compactas

então a folheação F |π−1(BrΣ) tem integral primeira meromorfa.
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No caso em que o fibrado tem a bola como fibra, temos

Teorema 1.9. Sejam E e B variedades complexas, sendo B conexa. Seja F uma fo-

lheação holomorfa regular em E transversais às fibras do fibrado η = (E, π,B,Bn(1)) cuja

holonomia na fibra π−1(b) com b ∈ Bn(1) é ϕ : π1(B, b0) → Aut(Bn(1)). Se F possui pelo

menos uma folha compacta, então o grupo de holonomia global de F , G = ϕ(π1(B, b0)),

é linearizável segundo Cartan.

Por sua vez, como uma conseqüência do Teorema 1.9, obtemos

Corolário 1.10. Sejam E e B variedades complexas sendo B conexa. Sejam F uma

folheação holomorfa singular sobre E e η = (E, π,B,Bn(1)) um fibrado holomorfo. Se F
é π-completa com relação ao subconjunto anaĺıtico Σ ⊂ B de codimensão ≥ 1 e F possui

uma folha compacta então a holonomia global G = ϕ(π1(B, b0)) da folheação F |π−1(BrΣ)

é linearizável segundo Cartan.

Do ponto de vista da caracterização da holonomia global, no caso das folheações

transversais às fibras de um fibrado holomorfo cuja fibra é o polidisco, temos o seguinte:

Teorema 1.11. Seja F uma folheação em E transversal ao fibrado η = (E, π,B, ∆).

Suponha que F tenha uma medida transversal invariante νϕ com suporte supp(νϕ) inter-

sectando todas as fibras de η. Então a holonomia global de F é o subgrupo

G = {(z1, . . . , zn) 7→ (exp(iθ1)zσ(1), . . . , exp(iθn)zσ(n)); σ ∈ Sn},

onde i2 = −1 e Sn é o grupo de permutações de ordem n.

Como corolário do Teorema 1.11, obtemos

Corolário 1.12. Seja F uma folheação holomorfa em E variedade compacta, F transver-

sal ao fibrado η = (E, π, B, ∆). Suponha que F possua pelo menos uma folha com cresci-

mento subexponencial. Então a holonomia global de F é o grupo

G = {(z1, . . . , zn) 7→ (exp(iθ1)zσ(1), . . . , exp(iθn)zσ(n)); σ ∈ Sn},

onde i2 = −1 e Sn é o grupo de permutações de ordem n.
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Considerando agora folheações transversais às fibras de um fibrado holomorfo cuja

fibra é a bola, temos:

Teorema 1.13. Seja F uma folheação em E transversal ao fibrado η = (E, π,B, Bn(1)).

Suponhamos que F tenha uma medida transversal invariante νF com suporte supp(νF)

intersectando todas as fibras de η. Então a holonomia global de F é o grupo

G = {z 7→ A · z; A = (aj,k)j,k∈{1,...,n} é uma matriz unitária}.

Donde segue o seguinte

Corolário 1.14. Seja F uma folheação holomorfa em E variedade compacta, F transver-

sal ao fibrado η = (E, π, B,Bn(1)). Suponha que F possua uma folha com crescimento

subexponencial. Então, a holonomia global de F é o grupo

G = {z 7→ A · z; A = (aj,k)j,k∈{1,...,n} é uma matriz unitária}.

Considerando as folheações holomorfas transversais às fibras de fibrados cujas fibras

são espaços projetivos complexos, como conseqüência do Teorema 1.3, temos o seguinte

teorema de estrutura.

Teorema 1.15. Seja G um subgrupo dos automorfismos do espaço projetivo complexo

de dimensão 2, fixando o polidisco D × D e deixando invariante uma medida de Borel

localmente finita e não trivial em D × D. Então G é abeliano e, além disto, a menos de

uma conjugação, todos os elementos de G são da forma

f(x : y : z) = (λ0x : λ0y : λ1z),

onde λ0, λ1 ∈ Cr{0}.

O Teorema 1.15 implica no seguinte resultado

Corolário 1.16. Seja F uma folheação holomorfa em E transversal ao fibrado η =

(E, π,B,CP 2). Suponha que F tenha uma medida transversal invariante νϕ com suporte

supp(νϕ) intersectando todas as fibras de η. Então a holonomia global de F é abeliana.

10



Finalmente exibimos os seguintes teoremas de caracterização.

Teorema 1.17. Seja F uma folheação holomorfa transversal ao fibrado

η = (E, π, B,CP 2).

Suponha que F tenha uma medida transversal invariante ν com suporte supp(ν) inter-

sectando todas as fibras de η. Se a holonomia global G de F fixa o polidisco D×D então

F é definida por um conjunto de duas 1-formas meromorfas fechadas linearmente inde-

pendentes ω1 e ω2 ambas com divisor de pólos de ordem 1.

E também,

Teorema 1.18. Seja F uma folheação holomorfa transversal ao fibrado η = (E, π,B, ∆).

Suponha que F tenha medida transversal invariante ν com suporte supp(ν) intersectando

todas as fibras de η. Então F é definida por um conjunto de n 1-formas meromorfas

fechadas linearmente independentes com divisores de pólos de ordem 1.

Como corolário do Teorema 1.17 e Teorema 1.18 respectivamente obtemos os seguintes

resultados

Corolário 1.19. Seja F uma folheação holomorfa transversal ao fibrado

η = (E, π, B,CP 2).

Suponha que F tenha medida transversal invariante ν com suporte supp(ν) intersectando

todas as fibras de η. Suponha ainda que a holonomia global G de F fixe o polidisco D×D ⊂
C2 ↪→ CP 2. Se F possui pelo menos duas folhas compactas, então todas as folhas de F
são compactas e F é dada localmente por submersões.

E, também,

Corolário 1.20. Seja F uma folheação holomorfa transversal ao fibrado η = (E, π,B, ∆).

Suponha que F tenha uma medida transversal invariante ν com suporte supp(ν) inter-

sectando todas as fibras de η. Suponha também que F possua pelo menos duas folhas

compactas. Então todas as folhas de F são compactas.
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Também obtivemos o seguinte resultado

Teorema 1.21. Sejam X1, . . . , X2n+1 hiperplanos em CP n em posição geral e seja X =

X1∪· · ·∪X2n+1. Se F é uma folheação holomorfa em E variedade compacta, F transversal

a um fibrado holomorfo com fibra CP n rX. Então F é uma folheação transversalmente

de Lie.

Quando o espaço total do fibrado é simplesmente conexo obtemos o seguinte

Teorema 1.22. Sejam E, B e F variedades complexas sendo B e F conexas. Seja F
uma folheação holomorfa regular em E transversal às fibras do fibrado η = (E, π, B, F ),

cuja holonomia na fibra π−1(b) com b ∈ B é ϕ; π1(B) → Aut(F ). Se E é simplesmente

conexa, então F é holomoficamente equivalente a uma folheação trivial.

E conseqüentemente segue o seguinte corolário

Corolário 1.23. Sejam E, B e F variedades complexas, F uma folheação holomorfa

singular sobre E e η = (E, π, B, F ) um fibrado holomorfo com espaço total E, projeção

π : E → B, espaço base B e fibra F tal que π é sobrejetiva e π−1(b) = Fb é conexo,

para todo b ∈ B. Se F é π-completa com relação ao subconjunto anaĺıtico Σ ⊂ B de

codimensão ≥ 1 e π−1(B r Σ) é simplesmente conexo então a folheação F |π−1(BrΣ) é

holomorficamente equivalente a uma folheação trivial.

Finalmente, fazemos um adendo a teoria de estabilidade na forma da seguinte

Proposição 1.24. Seja F uma folheação holomorfa de codimensão complexa k em E

variedade de Kaehler, compacta e conexa, F transversal ao fibrado holomorfo

η = (E, π, B, F )

com espaço total E, projeção π, espaço base B e fibra F. Suponhamos que existe uma folha

compacta em F e suponhamos também que

H1(B,R) = 0, H1(B,GL(k,C)) = 0.

Então F tem folhas compactas e com holonomia finita, isto é, F é uma fibração de Seifert.
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Nas linhas que seguem estamos desenvolvendo nosso trabalho da seguinte maneira.

O Caṕıtulo 3, independente no texto, é dedicado ao desenvolvimento da teoria de classi-

ficação de biholomorfismos de espaços projetivos complexos bidimensionais e um pouco

mais. Encontraremos no Caṕıtulo 3 a demostração do Teorema 1.3.

A seguir, no Caṕıtulo 4, na busca por exemplos não triviais de folheações holomorfas

transversais a fibrados holomorfos, nos vemos envolvidos com folheações peculiares as

quais chamamos de folheações de Riccati em C×Cn
e em C×CP 2, respectivamente. As

mesmas são obtidas sob o viés das folheações definidas por campos de vetores polinomiais

mais gerais posśıveis com a propriedade de serem transversais a quase toda fibra do fibrado

natural associados as mesmas no sentido da Definição 4.1. As mesmas são caracterizadas

pela Proposição 1.1 e pela Proposição 1.2. É no Caṕıtulo 4 que exibimos as provas dos

resutados anteriormente citados, assim como do Teorema 1.4

Por fim no Caṕıtulo 5, estudamos um pouco de estabilidade, linearização, existência

de integrais primeiras meromorfas etc. É no Caṕıtulo 5 onde evidenciam-se as semelhan-

ças deste trabalho com o trabalho motivador do mesmo [22]. É também no Caṕıtulo 5

onde encontramos as demonstrações dos seguintes resultados: Teorema 1.5, Teorema 1.7,

Teorema 1.9, Teorema 1.11, Teorema 1.13, Teorema 1.15, Teorema 1.17, Teorema 1.18,

Teorema 1.21, Teorema 1.22, assim como a Proposição 1.24.
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Caṕıtulo 2

Teoria Clássica

O presente caṕıtulo é dedicado a noções e conceitos clássicos da teoria de várias

variáveis complexas e de folheações com o objetivo de fazê-lo, o texto, claro e auto-

suficiente.

2.1 Funções Holomorfas

Sejam D1 e D2 domı́nios em Cn . Se existe uma aplicação holomorfa com inversa holo-

morfa de D1 em D2, então dizemos que D1 e D2 são biholomorficamente equivalentes.

2.1.1 Lema de Schwarz

Seja D um domı́nio em Cn (n ≥ 2) que contém a origem 0. Se a interseção D ∩ l

de D com uma reta complexa l passando pela origem é sempre um disco em l centrado

na origem, dizemos que D é do tipo disco com respeito a 0 ou que D é completamente

circulado com respeito a 0. Mais precisamente, D é um domı́no do tipo disco com respeito

a 0 se, e somente se, satisfaz a seguinte condição:

(z1, . . . , zn) ∈ D ⇒ {(tz1, . . . , tzn) ∈ Cn; |t| ≤ 1, t ∈ C} ⊂ D.

Por exemplo, bolas, polidiscos, e, mais geralmente, domı́nios de Reinhardt completos são

do tipo disco. Lembramos que um domı́nio D ⊂ Cn é um domı́nio de Reinhardt
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quando satisfaz a seguinte condição:

(z1, . . . , zn) ∈ D ⇒ (ζ1z1, . . . , ζnzn) ∈ D, (2.1)

para todo número complexo ζj com |ζj| = 1. E também lembramos que um domı́nio

D ⊂ Cn é dito domı́nio de Reinhardt completo se a condição 2.1 é satisfeita para

todo número complexo ζj com |ζj| ≤ 1.

Seja D um domı́nio em Cn . Fixemos r > 0 e consideremos a aplicação homotetia

Tr : Cn → Cn definida por Tr(z1, . . . , zn) = (rz1, . . . , rzn). Denotemos por D(r) a imagem

de D pela aplicação Tr, i.e., D(r) = Tr(D). Seja A = (ajk)j,k=1,...,n uma matriz não singular

e definimos SA : Cn → Cn por SA(z1, . . . , zn) = (z′1, . . . , z
′
n) = Az. Se D é um domı́nio em

Cn do tipo disco em relação a origem 0, então SA(D) também é do tipo disco em relação

a origem 0, e evidentemente SA(D(r)) = SA(D)(r) para r > 0. Se A é uma matriz unitária,

dizemos que SA é uma transformação unitária de Cn .

Temos a seguinte generalização para o lema de Schwarz em uma variável complexa.

Lema 2.1 (Schwarz, [17], Lemma 5.1, p. 147). Seja D um domı́nio em Cn que é do

tipo disco com respeito à origem 0. Seja f : D → C uma função holomorfa em D com

f(0) = 0. Se |f(z)| ≤ M em D, então para todo 0 < r < 1, temos |f(z)| ≤ Mr para

z ∈ D(r).

Usando esse lema, conclúımos, de maneira simples, o seguinte resultado publicado por

Poincaré em 1907.

Teorema 2.2 (Poincaré, [17], Theorem 5.1, p. 148). Em Cn para n ≥ 2, a bola

B = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn; |z1|2 + · · ·+ |zn|2 < 1}

e polidisco

∆ = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn; |zj| < 1 (j = 1, . . . , n)}

não são biholomorficamente equivalentes.
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2.1.2 Automorfismos do Polidisco

Seja D um domı́nio em Cn . O conjunto dos biholomorfismos (ou automorfismos) de

D forma um grupo munido da operação de composição, que usualmente chamamos grupo

dos automorfismos Aut(D) de D. Vamos determinar o grupo dos automorfismos Aut(∆)

do polidisco unitário

∆ = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn; |zj| < 1 (j = 1, . . . , n)}.

Dado a = (a1, . . . , an) ∈ ∆, definimos a seguinte aplicação Ta : ∆ → ∆ dada por

Ta(z1, . . . , zn) = (z′1, . . . , z
′
n), onde z′j =

zj−aj

1−ajzj
, para todo j = 1, . . . , n. Dado θ =

(θ1, . . . , θn) ∈ Rn, definimos a seguinte rotação Rθ : ∆ → ∆ dada por Rθ(z1, . . . , zn) =

(z′1, . . . , z
′
n), onde z′j = exp(iθj)zj, para todo j = 1, . . . , n sendo i2 = −1. Dada a per-

mutação

σ =


 1 . . . n

σ(1) . . . σ(n)


 ,

definimos a aplicação Pσ : ∆ → ∆ dada por Pσ(z1, . . . , zn) = (z′1, . . . , z
′
n), onde z′j = zσ(j),

para todo j = 1, . . . , n. Claramente as aplicações Ta, Rθ e Pσ anteriomente definidas são

elementos de Aut(∆) e, além disso, temos que T −1
a = T−a, R−1

θ = R−θ e P−1
σ = Pσ−1 ,

onde

σ−1 =


 σ(1), . . . , σ(n)

1, . . . , n


 .

Temos o seguinte teorema.

Teorema 2.3 ([17], Theorem 5.2, p.149)). Aut(∆) é gerado, como grupo, pelos elementos

Ta, Rθ e Pσ. Mais especificamente, se f ∈ Aut(∆), então f é da forma

f(z1, . . . , zn) =

(
exp(iθ1)(zσ(1) − a1)

1− a1zσ(1)

, . . . ,
exp(iθn)(zσ(n) − an)

1− anzσ(n)

)
.
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2.1.3 Teorema de Cartan

Vamos exibir o teorema de unicidade de Cartan para aplicações holomorfas de domı́nios

limitados de Cn .

Teorema 2.4 (Cartan, [17], Theorem 5.3, p.150). Seja D um domı́nio limitado em

Cn (n ≥ 1) contendo a origem 0 ∈ Cn . Se F : D → D, F = (F1, . . . , Fn) é uma aplicação

holomorfa com F (0) = 0 e F ′(0) = Id (i.e. Fj(z) = zj +
∞∑

ν=2

Fj,ν(z) (j = 1, . . . , n) próximo

de z = 0, onde Fj,ν é um polinômio homogêneo de grau ν ≥ 2), então F é a aplicação

identidade.

Como uma aplicação do Teorema 2.4, exibimos o seguinte resultado.

Corolário 2.5 ([17], Corollary 5.1, p. 150). Sejam D1 e D2 dois domı́nios limitados do

tipo disco com respeito a origem 0 ∈ Cn . Seja ζ um biholomorfismo de D1 em D2 com

ζ(0) = 0. Então ζ é a restrição a D1 de uma transformação linear de Cn .

2.1.4 Automorfismos da Bola

Agora vamos determinar o grupo de automorfismos Aut(B), munido da operação de

composição de aplicações, da bola unitária

B = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn; |z1|2 + · · ·+ |zn|2 < 1}.

Inicialmente, seja A = (ajk)j,k=1,...,n uma matriz unitária n×n, definamos a transformação

unitária SA : Cn → Cn de Cn por SA(z) = Az. Claramente SA ∈ Aut(B) e S−1
A = SA−1 .

Seja a um número complexo com |a| < 1, para cada i = 1, . . . , n definamos a aplicação

T i
a : B → B por T i

a(z1, . . . , zn) = (z′1, . . . , z
′
n), onde

z′j =





zi−a
1−azi

, j = i√
1−|a|2

1−azi
, j 6= i

,

e notemos que T i
a(0, . . . , 0, a, zi+1, . . . , zn) = (0, . . . , 0, 0, z′i+1, . . . , z

′
n). Claramente T i

a ∈
Aut(B) e (T i

a)
−1 = T i

−a.

Agora observemos a veracidade do seguinte resultado.
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Teorema 2.6 ([17], Theorem 5.4, p. 151). Aut(B) é gerado, como grupo munido com

a operação de composição de funções, por elementos da forma SA, onde A é uma matriz

unitária, e T i
a, |a| < 1, i = 1, . . . , n, definidos como antes.

2.1.5 Espaços Hiperbólicos de Kobayashi

Lembramos agora fatos clássicos associados às variedades complexas M munidas

da pseudodistância de Kobayashi dM , nas quais dM é, de fato, uma distância. Nes-

tas condições, dizemos que a variedade M é Kobayashi hiperbólica, ou simplesmente

hiperbólica. Ainda em tempo, lembramos a definição da pseudodistância de Kobayashi.

Sejam M uma variedade complexa, D o disco unitário e ρ a distância usual no disco

dada pela métrica de Poincaré. Constrúımos a pseudodistância de Kobayashi dM

como segue: dados dois pontos p, q ∈ M, consideremos uma cadeia de discos holomorfos

de p até q dada por pontos p = p0, p1, . . . , pk = q de M, pares de pontos (a1, b1), . . . , (ak, bk)

de D×D e aplicações holomorfas f1, . . . , fk de D em M tais que fj(aj) = pj−1 e fj(bj) = pj

para cada j = 1, . . . , k. Denotando tal cadeia por α, definimos seu comprimento l(α) por

l(α) = ρ(a1, b1) + · · ·+ ρ(ak, bk),

e a pseudodistância dM por

dM(p, q) = inf
α

l(α),

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as cadeias α de discos holomorfos de p até q. Logo

observamos que a pseudodistância de Kobayashi dM é, de fato, uma distância se dM(p, q) >

0 para todo p, q ∈ M com p 6= q.

Lembramos também que uma variedade hiperbólica de Kobayashi M é dita completa

se é Cauchy-completa com respeito a dM .

Lembramos ainda que uma variedade Kobayashi hiperbólica é uma generalização na-

tural de uma superf́ıcie de Riemann hiperbólica devido ao teorema de uniformização e o

seguinte resultado.
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Teorema 2.7 ([13], Theorem 3.2.8, p.61). Sejam Mn uma variedade complexa e a aplicação

π : M̃ → M um recobrimento de M. Então

(i) M̃ é hiperbólica se, e somente se, M é hiperbólica;

(ii) Se M é hiperbólica, então π : (M̃, dfM) → (M, dM) é uma isometria local.

Temos os seguintes exemplos de variedades hiperbólicas.

Exemplo 2.8. Exemplos não triviais de espaços Kobayashi hiperbólicos são dados pelos

espaços projetivos com hiperplanos deletados.

De fato, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.9 ([13], Theorem 3.10.7, p. 137). Se a aplicação holomorfa f : C→ CP n tem

sua imagem no complemento de n + p hiperplanos H1, . . . , Hn+p em posição geral, então

tal imagem está contida em um subespaço linear de dimensão ≤
[

n
p

]
, onde [·] denota a

função maior inteiro.

Que por sua vez implica nos seguintes fatos igualmente clássicos.

Corolário 2.10 ([13], Corollary 3.10.8, p. 137). Se a aplicação holomorfa f : C→ CP n

evita 2n + 1 ou mais hiperplanos em posição geral, então ela é constante.

Corolário 2.11 ([13], Corollary 3.10.9 p. 137). O complemento de 2n + 1 ou mais

hiperplanos em posição geral em CP n é Kobayashi hiperbólico completo.

2.1.6 Automorfismos dos Espaços Hiperbólicos

Com relação aos automorfismos das variedades hiperbólicas Kobayashi podemos destacar

o seguinte resultado.

Teorema 2.12 ([13], Theorem 5.4.2, p. 262). Seja M uma variedade complexa hiperbólica

de dimensão n. Então com respeito à topologia compacto-aberta, Aut(M) é um grupo de

Lie real de dimensão ≤ n(n + 2).

Ademais, para variedades complexas hiperbólicas compactas temos o seguinte fato.
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Teorema 2.13 ([13], Theorem 5.4.4, p. 263). Se M é uma variedade complexa hipebólica

compacta então Aut(M) é finito.

2.2 Folheações

As seguintes linhas são dedicadas a uma breve exposição sobre a teoria de folheações.

As mesmas são baseadas em obras clássicas da literatura matemática como [5] e [7], assim

como em textos contemporâneos como [16] e [23].

Definição 2.14. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão m e classe C∞ . Uma

folheação de classe Cr, dimensão n e codimensão m− n em M é um atlas maximal F
de classe Cr em M com as seguintes propriedades:

(i) Se (U, φ) ∈ F então φ(U) = D1 ×D2 ⊂ Rn×Rm−n é um produto de bolas abertas;

(ii) Se (U, φ), (V, ψ) ∈ F são cartas locais tais que U ∩ V 6= ∅ então a mudança de coor-

denadas ψ ◦φ−1 : φ(U ∩V ) −→ ψ(U ∩V ) é dada por ψ ◦φ−1(x, y) = (f(x, y), g(y)).

Sendo F uma folheação de dimensão n em uma variedade Mm e considerando uma

carta local (U, φ) de F tal que φ(U) = D1 × D2, os conjuntos da forma φ−1(D1 × {y}),
com y ∈ D2 são chamados de placas de U (ou placas de F). Fixando um ponto y ∈ D2,

a aplicação φ−1|D1×{y} : D1 × {y} −→ U é um mergulho de classe Cr, portanto as placas

são subvariedades conexas de dimensão n e classe Cr de M. Mais ainda, se P e Q são

duas placas de U então P ∩ Q = ∅ ou P ≡ Q. Um caminho de placas de F é uma

seqüência finita de placas P1, . . . , Pk com Pi ∩ Pi+1 6= ∅ para todo i = 1, . . . , k − 1, e,

como M é coberta por placas de F , podemos definir a seguinte relação de equivalência:

x, y ∈ M, x ' y ⇔ ∃ caminho de placas P1, . . . , Pk tais que x ∈ P1 e y ∈ Pk.

Definição 2.15. As classes de equivalência são chamadas folhas de F .

A estrutura de variedade de uma folha F de F é assim definida: dado p ∈ F , seja

(U, φ) ∈ F uma carta local de p com φ(U) = D1 × D2 ⊂ Rn × Rm−n, sendo D1, D2
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bolas abertas. Podemos escrever φ = (φ1, φ2), em que φ1 : U → Rn e φ2 : U → Rm−n

são suas funções coordenadas. Para uma placa α de U que contém p, definimos φ =

φ1|α : α → Rn, de modo que para algum c ∈ D2 temos φ(α) = D1 × {c}, logo φ : α → D1

é um homeomorfismo. Sendo x, y ∈ F, existe uma seqüência de placas P1, . . . , Pk com

x ∈ P1 e y ∈ Pk. Como cada placa é conexa por caminhos, podemos definir uma curva

α : I −→ P1 ∪ · · · ∪ Pk de x até y. Assim, cada folha de F é uma variedade diferenciável

imersa em M e conexa por caminhos.

Uma maneira equivalente de definir folheações faz uso de submersões e é

Proposição 2.16 ([5], Caṕıtulo II, Seção 3, 30-32 pp.). Seja F uma folheação de codi-

mensão n e classe Cr em uma variedade M. Existem uma cobertura aberta {Ui} de M e

uma famı́lia de submersões {fi : Ui −→ Rn} tais que para Ui ∩ Uj 6= ∅ existe um difeo-

morfismo local fij : fj(Ui ∩ Uj) ⊂ Rn −→ Rn, de classe Cr, com fi = fij ◦ fj em Ui ∩ Uj.

Então as placas de F em Ui são as componentes conexas dos conjuntos f−1
i (y), y ∈ Rn .

As submersões fi que definem localmente a folheação F são chamadas de aplicações

distinguidas de F .

Se f : M −→ N é uma aplicação diferenciável e F é uma folheação em N, dizemos

que f é transversal a F quando
(
Df(p) · TpM

)⊕ Tf(p)F = Tf(p)N, ∀p ∈ M.

Vamos ao próximo conceito.

Definição 2.17. Se F é uma folheação em M então uma subvariedade Σ de M é uma

seção transversal de F quando Σ é transversal a toda folha que ela encontra e dim Σ +

dimF = dim M.

O interessante é que dado um ponto p ∈ M, existe uma seção transversal de F que

contém p. Com efeito, seja (U, φ) ∈ F uma carta local por p com φ(U) = D1 × D2

produto de bolas abertas e φ(p) = (a, b). Como já vimos, a placa de U por p é o conjunto

φ−1(D1 × {b}). Portanto Σ = φ−1({a} × D2) é uma seção transversal de F que passa

por p, como pode ser verificado observando que D1 × {b} e {a} ×D2 são transversais em

Rn×Rm−n e φ é difeomorfismo.
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Proposição 2.18 ([5], Teorema 3, p. 49). Sejam F ∈ F uma folha e p, q ∈ F pontos

distintos. Existem seções transversais Σ1 e Σ2 por p e q, respectivamente, e um difeomor-

fismo f : Σ1 −→ Σ2 de classe Cr tal que f(x) = Fx ∩Σ2,∀x ∈ Σ1, onde Fx denota a folha

de F que passa por x. Isto equivale a f(Σ1 ∩L) = Σ2 ∩L, qualquer que seja a folha L da

folheação F .

Vejamos alguns exemplos de folheações.

Exemplo 2.19. Sendo F uma folheação de dimensão n, codimensão m e classe Cr em

uma variedade M e U ⊂ M um aberto, definimos F |U = {(Ui, φi) ∈ F ; Ui ⊂ U} como a

folheação induzida por F sobre U. Para cada x ∈ U temos (F |U)x = Fx ∩ U.

Exemplo 2.20. Sejam F = {(Ui, φi)} uma folheação de classe Cr, dimensão n e codi-

mensão m sobre uma variedade diferenciável M e f : M −→ N um difeomorfismo Cr

entre variedades, f∗F = {(f(Ui), φi ◦f−1)} é uma folheação em N de classe Cr, dimensão

n e codimensão m, chamada folheação imagem direta.

Exemplo 2.21. Consideremos uma submersão π : M −→ N e uma folheação F de classe

Cr, dimensão n e codimensão m sobre N. Definimos a folheação imagem inversa (pull-

back) π∗F em M do seguinte modo: dada uma carta local (Ui, ψi = (fi, gi)) ∈ F , com

fi : Ui −→ Di
1 ⊂ Rn e gi : Ui −→ Di

2 ⊂ Rm, a aplicação

π∗ψi = (fi ◦ π, gi ◦ π) : π−1(Ui) −→ fi(Ui)× gi(Ui) = Di
1 ×Di

2

é uma submersão e uma aplicação distinguida da folheação π∗F de classe Cr, dimensão

n e codimensão m sobre M.

2.2.1 Folheações Holomorfas

Na verdade, uma folheação holomorfa (regular) é, em particular, uma folheação no

sentido clássico.
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Definição 2.22. Seja M uma variedade complexa de dimensão complexa n. Uma fo-

lheação holomorfa regular de dimensão k, e codimensão n − k, 1 ≤ k ≤ n − 1, é um

atlas maximal F = {(ϕα, Uα); α ∈ A} em M satisfazendo as seguintes condições:

(i) ϕα(Uα) = Pα×Qα, onde Pα, Qα são polidiscos de dimensão k e n−k respectivamente;

(ii) Se Uα ∩ Uβ 6= ∅ então a mudança de cartas ϕβ ◦ ϕ−1
α é localmente da forma

ϕβ ◦ ϕ−1
α (xα, yα) = (hαβ(xα, yα), gαβ(yα)). Neste caso as placas de F em Uα são

os conjuntos da forma ϕ−1
α (Pα × {q}).

Ademais, também definimos folheação holomorfa singular.

Definição 2.23. Uma folheação holomorfa singular F sobre uma variedade complexa

M é um par F =
(F1, sing(F)

)
, onde sing(F) ⊂ M é um conjunto anaĺıtico de codimensão

≥ 2 e F1 é uma folheação holomorfa regular sobre M1 = M r sing(F).

Exemplo 2.24. (Folheação definida por um campo de vetores holomorfo). Sejam

M uma variedade complexa de dimensão n e X um campo de vetores holomorfo não

identicamente nulo em M. Seja sing(X) = {p ∈ M ; X(p) = 0}, o conjunto singular de X.

Então X gera uma folheação holomorfa F de dimensão 1 no aberto N = M r sing(X).

As folhas de F são as trajetórias de X em N.

O curioso é que toda folheação de dimensão 1 é localmente definida por campos de

vetores.

Proposição 2.25 ([16], Proposição 2, p. 10). Sejam M uma variedade complexa de

dimensão n ≥ 2 e F uma folheação de dimensão 1 em M. Então existem conjuntos

X = {Xα}α∈A, U = {Uα}α∈A e G = {gαβ ∈ O∗(Uα ∩ Uβ); Uα ∩ Uβ 6= ∅} tais que:

(i) U é uma cobertura de M por abertos;

(ii) Xα é um campo de vetores holomorfo em Uα que não se anula em nenhum ponto;

(iii) gαβ é uma função holomorfa que não se anula em Uα ∩ Uβ;
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(iv) Xα = gαβXβ em Uα ∩ Uβ;

(v) se p ∈ Uα, então TpF = C ·Xα(p) = subespaço de TpM gerado por Xα(p).

Além disto, se existem coleções X ,U e G satisfazendo (i), (ii), (iii) e (iv), então existe

uma folheação F que satisfaz (v).

Exemplo 2.26. (Folheações definidas por 1-formas holomorfas). Sejam M varie-

dade complexa de dimensão n e ω uma 1-forma holomorfa não identicamente nula em

M. Seja sing(ω) = {p ∈ M ; ωp = 0} o conjunto singular de ω. Neste caso, ω induz uma

distribuição de hiperplanos Ω no aberto N = M r sing(ω), definida por Ωp = ker(ωp) =

{v ∈ TpM ; ωp(v) = 0}. Dizemos que ω é integrável se, e somente se, existe uma folheação

holomorfa F em N tal que T F = Ω, i.e., o espaço tangente em p à folha de F que passa

por p, coincide com Ωp.

As folheações de codimensão 1 são localmente definidas por 1-formas integráveis, pois

vale o seguinte resultado.

Proposição 2.27 ([16], Proposição 3, p. 10). Sejam M uma varidade complexa de

dimensão n ≥ 2 e F uma folheação de codimensão 1 em M. Então existem coleções

W = {ωα}α∈A, U = {Uα}α∈A e G = {gαβ ∈ O∗(Uα ∩ Uβ); Uα ∩ Uβ 6= ∅} tais que:

(i) U é uma cobertura de M por abertos;

(ii) ωα é uma 1-forma diferencial holomorfa integrável em Uα que não se anula em

nenhum ponto;

(iii) gαβ é uma função holomorfa que não se anula em Uα ∩ Uβ;

(iv) ωα = gαβωβ em Uα ∩ Uβ 6= ∅;

(v) se p ∈ Uα então TpF = ker(ωα(p)).

Além disso, se existem coleções W , U e G satisfazendo (i), (ii), (iii) e (iv), então

existe uma folheação F que satisfaz (v).
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Exemplo 2.28. (Folheações definidas por 1-formas holomorfas fechadas). Sejam

M uma variedade complexa de dimensão ≥ 2 e ω uma 1-forma holomorfa fechada em M

que não se anula identicamente. Então ω é integrável, pelo teorema de Frobenius, e

portanto define uma folheação holomorfa F tal que TpF = kerω(p),∀p ∈ M r Sing(ω).

O lema de Poincaré estabelece que dado um aberto simplesmente conexo U ⊂ M existe

uma função f ∈ O(U) tal que ω|U = df .

Observe que se g ∈ O(V ) é uma função tal que dg = ω|V , com U ∩ V conexo, então

g e f diferem por uma constante em U ∩ V . Desta forma, a folheação holomorfa F
pode ser localmente definida por funções holomorfas, no seguinte sentido: existe uma

cobertura aberta {Uα}α∈A de M , uma coleção {fα : Uα → C}α∈A de funções holomorfas

não constantes e uma coleção {cαβ}Uα∩Uβ
de constantes, tais que:

1. dfα = ω|Uα ;

2. fα = fβ + cαβ em Uα ∩ Uβ 6= ∅.

Observe que se ω não tem singularidades, então as funções fα são submersões e F é

folheação regular. Neste caso, se denotarmos por gαβ a translação gαβ(z) = z + cαβ, então

fα = gαβ ◦ fβ, de forma que F pode ser descrita por submersões locais. Dizemos, neste

caso, que F tem estrutura transversal aditiva. No caso de Sing(ω) 6= ∅, vemos que F tem

uma estrutura transversal aditiva em MrSing(F). Reciprocamente, se F é uma folheação

com estrutura transversal aditiva em M r Sing(F) e tal que cod(Sing(F)) ≥ 2, então F
pode ser definido por uma 1-forma holomorfa fechada. De fato, sejam {Uα}α∈A, {fα}α∈A

e {cαβ}Uα∩Uβ
coleções como acima, em que {Uα}α∈A é uma cobertura de M r Sing(F).

Da condição de regularidade fα = fβ + cαβ conclúımos que dfα = dfβ em Uα ∩Uβ. isto

implica que existe uma 1-forma holomorfa ω em M r Sing(F) tal que ω|Uα = dfα. Não é

dif́ıcil ver que a forma ω é fechada e define F em M r Sing(F).

Por outro lado, como cod(Sing(F)) ≥ 2, o teorema de Hartogs implica que ω se estende

a uma forma holomorfa em M , a qual é também fechada e define a folheação F .

Resumindo temos o seguinte fato.
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Proposição 2.29 ([16], Proposição 14, p. 23). Se F uma folheação holomorfa de codi-

mensão um, em M , cujo conjunto singular tem codimensão ≥ 2. Então F pode ser

definida por uma 1-forma fechada se, e somente se, F tem uma estrutura transversal

aditiva em M r Sing(F).

2.2.2 Holonomia

Seja M uma variedade complexa de dimensão n. Consideraremos o conjunto dos

germes em p ∈ M de biholomorfismos locais que deixam p fixo, o qual será denotado

por Dif(M, p). A holonomia de uma folha L de uma folheação holomorfa F é uma

representação do grupo fundamental de L no grupo de germes de biholomorfismos de

uma seção Σ transversal a F e que deixam fixo um ponto de Σ.

De fato, seja F uma folheação holomorfa de codimensão k em M . Fixemos uma folha

L de F e uma curva cont́ınua γ : I = [0, 1] → L. Sejam Σ0 e Σ1 seções transversais a F
de dimensão k, tais que γ(0) = p0 ∈ Σ0 e γ(1) = p1 ∈ Σ1. As seções Σ0 e Σ1 podem ser

obtidas através de vizinhanças distinguidas U0 de p0 e U1 de p1, de tal forma que Σ0 corta

cada placa de U0 exatamente uma vez, da mesma forma que Σ1 corta cada placa de U1

uma só vez. Podemos pensar Σ0 e Σ1 como discos abertos em Ck, o primeiro de centro

p0 e o segundo de centro p1. Em seguida, consideremos uma cobertura finita de γ(I) por

vizinhanças distinguidas de F , digamos V0, ..., Vm, tais que:

(1) V0 = U0 e Vm = U1;

(2) para todo j = 1, ..., m, temos Vj−1 ∩ Vj 6= ∅;
(3) para todo j = 1, ...,m, existe uma vizinhança trivializadora U da folheação F tal

que Vj−1 ∩ Vj ⊂ U ;

(4) existe uma partição {0 = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 = 1} do intervalo I tal que

γ[tj, tj+1] ⊂ Vj para j = 0, ..., m.

Para cada j = 1, ...,m, seja Σ
′
j uma seção transversal a F tal que γ(tj) ∈ Σ

′
j ⊂ Uj−1∩Uj

e Σ
′
j corta cada placa de Uj−1 e cada placa de Uj em no máximo um ponto. Coloquemos

também Σ
′
0 = Σ0 e Σ

′
m+1 = Σ1.
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Utilizando (2) e (3) não é dif́ıcil ver que se q ∈ Σ
′
j, então a placa de Vj que contém

q, corta Σ
′
j+1 no máximo em um ponto, sendo que se q está numa vizinhança pequena,

digamos Aj, de γ(tj) em Σ
′
j, então esta placa corta de fato Σ

′
j+1 num ponto, digamos

fj(q). Com isto, podemos definir uma aplicação fj : Aj → Σ
′
j tal que fj(γ(tj)) = γ(tj+1).

Se as seções consideradas são subvariedades holomorfas, o que suporemos de agora em

diante, então fj será holomorfa. De fato, fj será um biholomorfismo sobre sua imagem,

já que podemos definir a sua inversa de maneira análoga. Observe que, em geral não é

posśıvel compor fj+1 com fj, mas podemos compor os seus germes, já que fj(γ(tj)) =

γ(tj+1). Denotando o germe de fj em γ(tj) por [fj], podemos considerar o germe composto

[f ]γ = [fm] ◦ ... ◦ [f0], que será um germe de biholomorfismo em p0. Em prinćıpio, [f ]γ

depende da cobertura V0, ..., Vm e das seções intermediárias consideradas, mas temos o

seguinte fato.

Lema 2.30 ([16], Lema 3, p. 28). O germe [f ]γ depende somente de γ, de Σ0 e de Σ1.

O germe [f ]γ é chamado de holonomia de γ com respeito às seções Σ0 e Σ1. No

caso em que γ é uma curva fechada em L, ou seja p0 = p1, e Σ0 = Σ1, ocorre de [f ]γ ser

um elemento do grupo Dif(Σ0, p0), chamado de holonomia de γ com respeito a Σ0,

ou simplesmente holonomia de γ.

Veremos em seguida como se calcula a holonomia de uma curva obtida pela adjunção

de duas outras. Sejam γ, δ : I → L duas curvas em L tais que γ(0) = p0, γ(1) = δ(0) = p1

e δ(1) = p2. A adjunção (ou produto) de γ e δ é, por definição, a curva α = γ ∗ δ : I → L

definida por:

(γ ∗ δ)(t) = α(t) =





γ(2t), se 0 ≤ t ≤ 1
2

δ(2t− 1), se 1
2
≤ t ≤ 1

Lema 2.31 ([16], Lema 4, p. 28). Sejam γ, δ, p0, p1, p2 como antes. Fixemos seções

transversais Σ0, Σ1, Σ2 a F por p0, p1, p2, respectivamente. Então [f ]γ∗δ = [f ]γ ◦ [f ]δ.

O próximo resultado nos permitirá definir o grupo de holonomia de uma folha de F .

27



Lema 2.32 ([16], Lema 5, p. 28). Sejam M,F , p0, p1 ∈ L ∈ F , Σ0 e Σ1 como anterior-

mente. Se γ, δ :→ L são duas curvas homotópicas em L com extremos fixos, tais que

γ(0) = δ(0) = p0, γ(1) = δ(1) = p1, então [f ]γ = [f ]δ.

Lembremos que duas curvas γ e δ como no lema são homotópicas em L com extremos

fixos se existe uma aplicação cont́ınua H : I × I → L tal que:

(a) H(t, 0) = γ(t) e H(t, 1) = δ(t),∀t ∈ I;

(b) H(0, s) = p0 e H(1, s) = p1,∀s ∈ I.

Usaremos a notação γ ∼ δ. No caso em que p0 = p1 é sabido que ∼ é uma relação

de equivalência. A Classe de equivalência, chamada de classe de homotopia, de γ com

extremos em p0 é denotada por [γ].

O conjunto das classes de homotopia é chamado de grupo fundamental de L com base

em p0 e denotado por π1(L, p0).

A lei de composição deste grupo, que será denotada por ∗, é definida da seguinte

maneira: dadas duas classes de homotopia [γ] e [δ] em π1(L, p0), fixemos representantes

das mesmas. Definimos então [γ] ∗ [δ] = [γ ∗ δ]. Esta operação está bem definida, isto é,

[γ] ∗ [δ] não depende dos representantes escolhidos.

Definição 2.33. Sejam M uma variedade complexa, F uma folheação holomorfa de

codimensão k, L uma folha e Σ uma seção transversal a F em p ∈ L∩Σ. A representação

de holonomia de L com respeito a p e a Σ é a aplicação

H : π1(L, p) → Dif(Σ, p); [γ] 7→ [f ]γ

em que γ é um representante de [γ] e [f ]γ é o germe de holonomia de γ com respeito a Σ.

O último lema nos assegura que H está bem definida, isto é, não depende do repre-

sentante γ.

O grupo de holonomia de L com respeito a p e a Σ é, por definição, a imagem

Hol(L, p, Σ) = H(π1(L, p)).
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Proposição 2.34 ([16], Proposisão 16, p. 29). A representação de holonomia é um

homomorfismo de grupos, isto é, se a, b ∈ π1(L, p), então H(a ∗ b) = H(a) ◦H(b).

Temos também o seguinte fato.

Teorema 2.35 ([16], Proposição 17, p. 29). Sejam L uma folha de uma folheação holo-

morfa F de codimensão k, Σ0, Σ1 seções transversais a L em p0 e p1, respectivamente,

uma curva α : I → L tal que α(0) = p0 e α(1) = p1 e [f ]α o germe em p0 de holonomia

de α entre Σ0 e Σ1. Então [f ]α conjuga Hol(L, p0, Σ0) e Hol(L, p1, Σ1), isto é,

Hol(L, p0, Σ0) = ([f ]α)−1 ∗ Hol(L, p1, Σ1) ∗ [f ]α.

Em particular, Hol(L, p0, Σ0) e Hol(L, p1, Σ1) são isomorfos.

Usando o teorema anterior podemos falar no grupo de holonomia Hol(L) de L. Nós

sempre podemos supor que as seções transversais são biholomorfas a abertos de Ck, de

modo que temos a seguinte definição.

Definição 2.36. Sejam L uma folha de uma folheação holomorfa F de codimensão k,

p ∈ L e Σ seção transversal a F que contém p. O grupo de holonomia de L, denotado

por Hol(L), é qualquer grupo de germes em q ∈ L, de homeomorfismos de abertos de Ck

que deixam q fixo, isomorfo a Hol(L, p, Σ).

Exemplo 2.37. (A holonomia de folheações definidas por 1-forma holomorfas

fechadas). Uma 1-forma holomorfa fechada não identicamente nula ω em uma variedade

complexa M de dimensão n ≥ 2 é integrável se ker(ω) ⊂ TM é integrável, isto é, existe

uma folheação F em M tal que

kerωp = {v ∈ Tp(M); ωpv = 0} = TpF ,

para todo p ∈ M r Sing(ω). De modo equivalente, dizemos que uma folheação F de

codimensão um é determinada por uma 1-forma não-singular ω se TF = ker(ω) ⊂ TM ,

isto é, TpF = ker(ωp). Lembramos o teorema de Frobenius em codimensão um.
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Teorema 2.38 ([5], Teorema 2, p.219). Uma 1-forma holomorfa não-singular ω ∈ Ω1(M)

é integrável se, e somente se, ω ∧ dω = 0.

Evidentemente toda 1-forma fechada é integrável e sabemos, pelo teorema de Poincaré,

que podemos cobrir M com abertos simplesmente conexos Uα tais que ω|Uα é exata. Deste

modo, ω ∈ Ω1(M) fechada define uma folheação de codimensão um.

Com efeito, dado um sistema de coordenadas locais (Uα, φα) ∈ AM , temos que ω|Uα

é exata, isto é, existe uma função f : Uα → R tal que ω|Uα = df . Tal função pode

ser definida como f(x) =
∫ x

p
ω, a integral ao longo de qualquer curva desde um ponto

p ∈ M, fixado arbitrariamente, até x, além disso f é uma submersão em Uα r Sing(ω),

de sorte que fica estabelecida uma folheação Fα cujas folhas são as componentes conexas

das pré-imagens f−1(y). Assim toda 1-forma fechada ω de classe Cr, r ≥ 1, definida

em uma variedade M induz uma folheação F de codimensão um em M r Sing(ω). Um

sistema de aplicações distinguidas para F pode ser definido da seguinte maneira: seja

p ∈ M r Sing(ω) fixado de modo arbitrário e consideremos uma vizinhança D de p,

homeomorfa a um disco e tal que ω(x) 6= 0,∀x ∈ D. Como D é simplesmente conexa,

pelo lema de Poincaré existe uma função f : D → R de classe Cr, tal que df = ω|D. Esta

função é uma submersão, uma vez que df(x) = ω(x) 6= 0,∀x ∈ D. Verifica-se facilmente

que o conjunto de todos os pares (D, f), constrúıdos como acima, constitui um sistema

de aplicações distinguidas e portanto define uma folheação F .

Teorema 2.39 ([16], Caṕıtulo I, p. 35-36). Toda folha L de uma folheação F de codi-

mensão um em Mn determinada por uma 1-forma holomorfa fechada não-singular ω tem

Hol(L) = 0.

2.2.3 Estabilidade

Seja L0 uma folha de uma folheação F numa variedade M. A teoria de estabilidade

tem sua razão de ser na busca de respostas para a seguinte questão: como relacionam-se

L0 e as folhas da folheação F vizinhas à folha L0?
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A seguir listaremos algumas respostas dadas a tal questão, nos casos real e complexo.

Iniciamos pelos teoremas de estabilidade de Reeb, cujas demonstrações podem ser encon-

tradas em [5].

Teorema 2.40 (de Estabilidade Local de Reeb). Seja F uma folheação C1 de codimensão

q de uma variedade M tendo uma folha L0 compacta com grupo de holonomia finito. Então

existe um sistema fundamental de vizinhaças saturadas Vj, (j = 1, . . . ,∞) de L0 com as

seguintes propriedades:

1.
⋂

Vj = L0, Vj+1 ⊂ Vj;

2. Cada vizinhança Vj é união de folhas compactas cada folha tendo grupo de holonomia

finito.

Como conseqüência obtemos o seguinte resultado.

Corolário 2.41 ([16], Corolário 1.2.2., p. 13). Se F é uma folheação C1 de codimensão

q de M tendo uma folha compacta L0 e com grupo fundamental finito. Então existe uma

vizinhança saturada V de L0 com todas as folhas compactas com grupo fundamental finito.

Em codimensão um o teorema de Estabilidade assume a seguinte forma mais geral

cuja demonstração também pode ser encontrada em [5].

Teorema 2.42 (de Estabilidade Global de Reeb). Seja F uma folheação de classe C1 e

codimensão 1 de uma variedade compacta e conexa M. Se F possui uma folha compacta

L0 com grupo fundamental finito então todas as folhas de F são compactas com grupo

fundamental finito. Caso F seja ainda transversalmente orientada então basta supor que

L0 é compacta com H1(L0;R) = 0 e, neste caso, F é dada por uma submersão f : M → S1

de classe C1.

Por sua vez, ainda analisando o caso real, Thurston em [29] contribuiu da seguinte

maneira.
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Teorema 2.43 (Thurston). Seja F uma folheação C1 de codimensão q transversalmente

orientada em uma variedade compacta e conexa M, e seja L uma folha compacta de F .

Então temos uma das seguintes possibilidades sendo esclusiamente satisfeitas:

1. a holonomia linear dH : π1(L) → GL(q,R) é não trivial;

2. ou H1(L;R) é não trivial;

3. ou a holonomia H é trivial,

e além disso L tem uma vizinhança tubular saturada com uma folheação produto.

Já para o caso complexo, Brunella, demonstrou em [4] o seguinte.

Teorema 2.44 (Brunella). Seja F uma folheação transversalmente holomorfa de codi-

mensão complexa um em uma variedade complexa e conexa M. Suponha que F possui

uma folha L0 compacta com holonomia finita. Então todas as folhas de F são compactas

com holonomia finita.

Ademais, se a variedade for complexa Kähleriana temos o seguinte teorema (cf. [19]).

Teorema 2.45 (Pereira). Seja F uma folheação holomorfa de codimensão q numa varie-

dade compacta Kähleriana M. Suponha que F possui uma folha compacta L0 com grupo

de holonomia finito, então todas as folhas de F são compactas com holonomia finita.

2.2.4 Folheações Transversais a Fibrados

Um fibrado holomorfo η = (E, π, B, F ) consiste de variedades complexas E, B, F e de

uma submersão π : E → B tal que E possui uma estrutura de produto local definida por

uma cobertura U = {Uj}j∈J de B por abertos e por biholomorfismos

ϕj : π−1(Uj) → Uj × F, j ∈ J

que tornam o diagrama a seguir comutativo

π−1(Uj)
ϕj //

π

²²

Uj × F

p1

yysssssssssss

Uj
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onde p1 é a primeira projeção.

Nestas condições, dizemos que E é o espaço total, B a base, F a fibra e π a projeção

do fibrado η. Se x ∈ B então a subvariedade Fx = π−1(x) ' F é chamada fibra de E

sobre x.

Vejamos alguns exemplos de fibrados holomorfos.

Exemplo 2.46 (Fibrado trivial). εn
B = (B ×Cn, π, B,Cn) é o fibrado trivial com espaço

total B × Cn e com projeção π : B × Cn → B, π(b, x) = b.

Exemplo 2.47 (Fibrado tangente). Seja M uma variedade complexa de dimensão n.

Sejam TpM o espaço dos vetores tangentes a M em p, para todo p ∈ M, e TM =

{(p, vp); p ∈ M, vp ∈ TpM}. Se π : TM → M é definida por π(p, vp) = p então τM =

(TM, π, M,Cn) é um fibrado chamado fibrado tangente.

Suponhamos, inicialmente, que F é uma folheação holomorfa regular (sem singulari-

dades) sobre E de codimensão complexa n ≥ 1.

Dizemos que uma folheação F de E é transversal às fibras do fibrado, ou

simplesmente transversal ao fibrado η = (E, π : E → B, B, F ) se, e somente se, as

seguintes condições são satisfeitas:

(i) para todo p ∈ E a folha Lp de F que contém o ponto p é transversal à fibra π−1(q),

onde q = π(p);

(ii) dim(F) + dim(F ) = dim(E);

(iii) para toda folha L de F , obtemos que π|L : L → B é uma aplicação de recobrimento.

Nestas condições e supondo também a fibra F do fibrado η compacta, lembramos o

seguinte resultado de Ehresman ([5], Proposição 1, p. 94): as condições (i) e (ii) implicam

em (iii).

Exemplo 2.48. A folheação suspensão Fϕ pela representação ϕ : π1(B) → Aut(F ) do

grupo fundamental da variedade complexa e conexa B no grupo dos biholomorfismos da

variedade complexa e conexa F é sabidamente uma folheação holomorfa regular transver-

sal a um fibrado holomorfo ηϕ = (Eϕ, πϕ, B, F ) (cf. [5], Teorema 1, p. 97).
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A folheação Fϕ e o fibrado ηϕ = (Eϕ, πϕ, B, F ) são definidos assim: seja p : B̃ → B o

recobrimento universal de B e seja ϕ̃ : π1(B, b0)× (B̃×F ) → (B̃×F ) a ação definida por

ϕ̃([α], (̃b, f)) = ([α](̃b), ϕ([α])(f)), onde [α] : B̃ → B̃ é o automorfismo do recobrimento p.

Em B̃ × F consideremos a seguinte relação de equivalência,

(̃b, f) ∼ (b̃′, f ′) ⇔ ∃g ∈ π1(B, b0); ϕ̃(g)(̃b, f) = (b̃′, f ′).

Nestas condições, Eϕ ≡ (B̃ × F )� ∼ . Como ϕ̃ preserva as fibras de p1 : B̃ × F → B̃,

p1(̃b, f) = b̃ e a folheação horizontal trivial em B̃ × F obtemos que a projeção πϕ do

fibrado ηϕ é a aplicação natural tal que o seguinte diagrama é comutativo

B̃ × F
Q

{{xx
xx

xx
xx

x
p1

""EE
EE

EE
EE

E

Eϕ

πϕ
##GGGGGGGGG ª B̃

p
{{xx

xx
xx

xx
xx

B

isto é, πϕ ◦Q = p ◦ p1. Além disso, a folheação Fϕ é definida como aquela cujas folhas são

da forma Q(B̃ × {f}) para cada f ∈ F.

Agora lembramos o seguinte conceito.

Definição 2.49. Dizemos que ϕ : π1(B, b0) → Dif(F ) e ϕ : π1(B, b0) → Dif(F ′) são

representações conjugadas se existe um biholomorfismo h : F → F ′ tal que, para todo

[α] ∈ π1(B, B0) temos ϕ([α]) = h−1 ◦ ϕ′([α]) ◦ h.

Baseados na definição acima, a pergunta natural sobre a unicidade da folheação sus-

pensão tem sua resposta no seguinte resultado.

Proposição 2.50 ([5], Teorema 2, p.101). Se ϕ e ϕ′ são representações conjugadas, então

existe um biholomorfimo H : Eϕ → Eϕ′ tal que

1. π′ ◦H = π, e dai, H leva fibras em fibras;

2. H leva folhas de Fϕ em folhas de Fϕ′ .

34



A próxima questão natural é a seguinte. Suponhamos que η = (E, π,B, F ) é um

fibrado e que F é uma folheação transversal às fibras do mesmo. Se ϕ é a holonomia de

F com relação a fibra π−1(b0), b0 ∈ B, então como se relaciona a folheação suspensão Fϕ

em Eϕ com a folheação F? A resposta a tal questão é dada pelo seguinte fato.

Teorema 2.51 ([5], Teorema 3, p.103). Seja F uma folheação holomorfa regular transver-

sal às fibras do fibrado η = (E, π, B, F ), cuja holonomia na fibra π−1(b0), b0 ∈ B, é

ϕ : π1(B, b0) → Dif(F ). Então existe um biholomorfismo H : E → Eϕ que leva folhas de

F em folhas de Fϕ e tal que πϕ ◦H = π. Em particular, H leva fibras em fibras.

2.2.5 Folheações de Riccati em C×C
Consideramos o campo de vetores polinomial

X(x, y) = p(x)
∂

∂x
+ (a(x)y2 + b(x)y + c(x))

∂

∂y

em C2, com coordenadas (x, y) ∈ C2. É equivalente a consideramos a 1-forma

ω = p(x)dy − (a(x)y2 + b(x)y + c(x))dx

ou o sistema de equações diferenciais





ẋ = p(x)

ẏ = a(x)y2 + b(x)y + c(x)

.

Sabemos que a forma dual ω de X é integrável. A folheação FX induzida por X em

C × C = CP (1) × CP (1), chamada folheação de Riccati, é assim definida: além do

sistema de coordenadas (x, y), consideramos também os sistemas (x, v), (u, y), (u, v) com

mudanças de coordenadas u = 1
x
, v = 1

y
.

Nas coordenadas (x, v) o campo se escreve como

X(x, v) = p(x) ∂
∂x

+ (a(x)v−2 + b(x)v−1 + c(x)) ∂
∂y

= p(x) ∂
∂x
− (a(x) + b(x)v + c(x)v2) 1

v2
∂
∂y

= p(x) ∂
∂x
− (a(x) + b(x)v + c(x)v2) ∂

∂v
.
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Nas coordenadas (u, y) o campo é

X(u, y) = p̃(u)
us

∂
∂x

+ ( ã(u)
ur y2 + b̃(u)

uk y + c̃(u)
uq ) ∂

∂y

= p̃(u)
us (− 1

u2 )
∂
∂u

+ 1
ur+k+q (ã(u)uk+qy2 + b̃(u)uq+ry + c̃(u)uk+r) ∂

∂y

= 1
us+k+r+q+2 [−p̃(u)uk+r+q ∂

∂u
+ (ã(u)us+r+2y2 + b̃(u)us+r+2y + c̃(u)us+q+2) ∂

∂u
]

= 1
un [p(u) ∂

∂u
+ (a(u)y2 + b(u)y + c(u)) ∂

∂y
],

onde s = grau de p, r = grau de a, k = grau de b, q = grau de c e p(x) = Σs
i=0pix

i =

Σs
i=0piu

−i = 1
us (Σ

s
i=0piu

s−i) 1
us p̃(u), e, expressões análogas para os polinômios a, b, c.

Nas coordenadas (u, v) temos

X(u, v) = u−n[p(u)
∂

∂u
+ (a(u) + b(u)v + c(u)v2)

∂

∂v
],

calculado como antes. Em qualquer um destes sistemas de coordenadas, temos que se a

primeira coordenada for fixada então o campo é vertical.

Devido à semelhança das expressões, X define uma folheação holomorfa FX com

singularidades isoladas em C × C que possui a seguinte propriedade: a folheação FX é

transversal as fibras {x} × C, exceto nas fibras invariantes {p(x) = 0} em C2, isto é, nas

fibras {aj} × C, com a1, ..., ar zeros de p. De fato, se x0 6∈ {p = 0} então X(x0, y) =

p(x0)
∂
∂x

+ (a(x0)y
2 + b(x0)y + c(x0))

∂
∂y

não é um vetor vertical, logo é transversal à fibra

{x0} × C.

Lembramos também o seguinte conceito.

Definição 2.52. Seja F uma folheação holomorfa de codimensão 1 em M. Dizemos que

F é transversalmente projetiva em M se é posśıvel escolher um atlas de submersões

holomorfas yj : Uj → C, definindo F em M r Sing(F) =
⋃

Uj e yi =
aijyj+bij

cijyj+dij
para

cada Ui ∩ Uj 6= ∅, onde aij, bij, cij, dij : Ui ∩ Uj → C são localmente constantes com

aijdij − bijcij = 1 em Ui ∩ Uj.

Agora, lembramos o seguinte fato.
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Proposição 2.53 ([16], Proposição 1, p.157). Seja F folheação singular de codimensão 1

em M dada por uma 1-forma holomorfa integrável Ω. A folheação F é transversalmente

projetiva em M se, e somente se, existe uma 1-forma holomorfa η em M tal que dΩ = η∧Ω

e existe uma 1-forma holomorfa ξ em M satisfazendo:

1. dη = Ω ∧ ξ;

2. dξ = ξ ∧ η.

Além disso, dois tais ternos (Ω, η, ξ) e (Ω′, η′, ξ′) definem a mesma estrutura projetiva

para F se, e somente se, vale:

Ω′ = fΩ;

η′ = η + df
f

+ 2gΩ;

ξ′ = 1
f
(ξ − 2dg − 2gη − 2g2Ω),

para algumas funções holomorfas f : M → C∗ = Cr{0} e g : M → C . Em particular

os ternos (Ω, η, ξ) e (fΩ, η + df
f
, 1

f
ξ) definem a mesma estrutura transversal projetiva para

F .

Portanto a folheação FX também satisfaz a seguinte propriedade: a folheação FX é

transversalmente projetiva em (C × C) \ Λ, onde Λ =
⋃r

j=1({aj} × C) é o conjunto das

fibras invariantes. Com efeito, seja

ω = p(x)dy − (a(x)y2 + b(x)y + c(x))dx

a forma dual de X, uma 1-forma integrável. Definimos as 1-formas

η = 2
dy

y
+

p + b

p
dx + 2

c

yp
dx

e

ξ = − 2c

y2p2
dx

e o terno (ω, η, ξ) satisfaz às relações:

dω = η ∧ ω;

dη = ω ∧ ξ;

dξ = ξ ∧ η.
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Portanto a folheação Fω = FX é transversalmente projetiva em (C× C)r Λ.

O próximo resultado estabelece uma condição para que uma folheação de dimensão

um de C× C = CP (1)× CP (1) seja uma folheação de Riccati.

Proposição 2.54 ([16], Lema 2, p.104). Se F é uma folheação holomorfa singular de

dimensão um de C × C. Então F é uma folheação de Riccati se, e somente se, F é

transversal a uma das fibras de uma das fibrações naturais de C× C.

A transversalidade de F em relação à fibração x = constante ocorre de fato para

todas as fibras, exceto para as fibras da forma {x} × C, onde p(x) = 0, e eventualmente

para a fibra x = ∞. As fibras não transversais são invariantes por F . Fixado qualquer

q ∈ C = ({y = 0} r {xj}), com p(xj) = 0, ∀j, podemos utilizar a fibração restrita a

C ×C, para definir o levantamento de cada caminho γ : [0, 1] → C, com γ(0) = γ(1) = q,

a um biholomorfismo da fibra {q} × C.

2.2.6 Medida Invariante

Seja F uma folheação de classe C∞, dimensão p e codimensão q de uma variedade

Mn. Existe uma cobertura U = {Uj}j∈J de M com as seguintes propriedades:

1. Uj é conexo e F |Uj
é trivial, ou seja, existe difeomorfismo ϕj : Uj → ϕj(Uj) ⊂ Rn

tal que ϕj leva F sobre a folheação horizontal em Rp×Rq = Rn .

2. Em cada Uj temos um disco mergulhado Dq ' Σj ⊂ Uj que é transversal às placas

de F em Uj, e suporemos também, sem perda de generalidade, que ϕj(Uj) = Rn e

que

M =
⋃
j

ϕ−1
j ((−1, 1)× · · · × (−1, 1))

e podemos tomar Σj ⊂ ϕ−1
j ((−1, 1) × · · · × (−1, 1)) e também renomear Uj =

ϕ−1
j ((−1, 1)n) de modo que:

3. Cada folha de F encontra algum disco transversal Σj e, se Ui ∩ Uj 6= ∅, então cada

placa de F |Ui
encontra no máximo uma placa de F |Uj

definindo um difeomorfismo
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local C∞, digamos gij : Σi → Σj, com a propriedade de que sobre Ui ∩ Uj temos

yj = gij ◦ yi onde yj = projeção de Uj sobre Σj via a carta ϕj.

4. Temos a seguinte condição de cociclo: se Ui ∩Uj ∩Uk 6= ∅, então gij ◦ gjk = gik e, se

Ui ∩ Uj 6= ∅, então gij = g−1
ji sobre os domı́nios correspondentes.

Definição 2.55. O pseudogrupo de holonomia de F para a cobertura U é o pseudo-

grupo ΓU de difeomorfismos locais C∞ da variedade ΣU , união dos discos transversais Σj,

gerado pelos difeomorfismos locais gij.

Lembramos a seguinte definição.

Definição 2.56. Seja X um espaço topológico Hausdorff e Γ uma coleção de homeomor-

fismos locais g : U → V onde U, V ⊂ X são abertos de X. Denotamos por Dom(g) e

Im(g) o domı́nio e a imagem de g ∈ Γ respectivamente. Dizemos então que Γ é um

pseudogrupo de homeomorfismos locais de X se:

1. Para todo g ∈ Γ tem-se g−1 ∈ Γ, onde Dom(g) = Im(g−1) e Im(g) = Dom(g−1);

2. Se g1, g2 ∈ Γ e g : Dom(g1)∪Dom(g2) → Im(g1)∪ Im(g2) é um homeomorfismo tal

que g|Dom(gj) = gj, j = 1, 2 então g ∈ Γ;

3. Id : X → X pertence a Γ;

4. Se g1, g2 ∈ Γ então g1 ◦ g2 ∈ Γ com Dom(g1 ◦ g2) ⊂ g−1
1 (Im(g2)) ∩Dom(g1);

5. Se g ∈ Γ e U ⊂ Dom(g) é aberto então g|U ∈ Γ.

Nestas condições definimos a órbita de um ponto x ∈ X no pseudogrupo Γ por

Γ(x) := {g(x) ∈ X; g ∈ Γ, x ∈ Dom(g)}.
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Denotamos por σc(X) o anel de subconjuntos de X gerado pelos conjuntos compactos.

Uma medida µ em σc(X) é dita Γ-invariante se:

1. µ é não-negativa, finitamente aditiva e finita em conjunto compactos.

2. Para todo g ∈ Γ e qualquer subconjunto mensurável A ⊂ Dom(g) tem-se µ(g(A)) =

µ(A).

No caso do chamado pseudogrupo de holonomia da folheação F relativo à cobertura

regular U conclui-se, de fato, que ΓU é um pseudogrupo de difeomorfismos locais C∞

de ΣU . Se temos outra cobertura regular de M relativa a F , digamos Ũ = {Ũj}j∈N e

se supomos que Ũ é mais fina que U ( i.e., para cada ı́ndice j ∈ N existe um ı́ndice

k(j) ∈ N tal que Ũj ⊂ Uk(j) e também que Ũj é uniforme em Uk(j), ou seja, cada placa

de Uk(j) encontra no máximo uma placa de Ũj), então obtemos uma identificação natural

entre os correspondentes pseudogrupos de holonomia Γ eU e ΓU . Assim mostra-se que todos

os pseudogrupos de holonomia ΓU , onde U é cobertura regular de M para a folheação

F , são naturalmente equivalentes. Portanto temos a definição para os pseudogrupos de

holonomia para a folheação F .

Definição 2.57. Dizemos que uma folheação F de uma variedade M tem uma medida

transversal invariante por holonomia, ou medida transversal invariante se, e somente

se, o seu pseudogrupo de holonomia possui alguma medida invariante não-trivial que é

finita em compactos.

O suporte de uma medida invariante µ é o conjunto de pontos x ∈ M tais que:

dado qualquer disco transversal a F de dimensão q = codimensão de F , Dq ⊂ M com

x ∈ int(Dq), temos µ(Dq) > 0. O suporte de µ, denotado por supp(µ), é fechado e é

saturado por F .
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2.2.7 Folheações com Estrutura Transversal

Iniciaremos neste momento o estudo de folheações com estrutura transversal. Seja

Γ = Γr
q = { difeomorfismos locais Crde Rq}. Dada uma aplicação f : U ⊂ Rq → Rq e

x ∈ U , definimos o germe de f em x como

[f ]x = {g : V ⊂ Rq → Rq; ∃W ⊂ U ∩ V vizinhança de x com g|W = f |W}.

Definimos πΓ = {[f ]x; x ∈ U} =
⋃

[f ]x, isto é, o conjunto dos germes de f por todos os

pontos de U , assim como a projeção α : πΓ → Rq; α([f ]x) = f(x).

Um cociclo sobre uma variedade Mn é dado por uma cobertura aberta (Ui)i∈I de M

e uma coleção {γij : Ui ∩ Uj ⊂ M → πΓ} de aplicações cont́ınuas, tais que:

(1) (condição de cociclo) γik = γij ◦ γjk em Ui ∩ Uj ∩ Uk 6= ∅;
(2) (condição de regularidade) fi = α ◦ γii : Ui → Rq é uma submersão Cr.

Este cociclo define uma folheação F de classe Cr e codimensão q em M . Com efeito, se

x ∈ Ui∩Uj e gij ∈ Γ está definida em uma vizinhança de fj(x) e tem germe γij = [gij]fj(x),

então pela condição (1) do cociclo temos fi = gij ◦fj numa vizinhança de x. A submersão

fi : Ui → Rq define uma folheação F i em Ui cujas folhas são as componentes conexas dos

conjuntos f−1(c),∀c ∈ Rq.

Devido à condição de cociclo, temos fi = gij ◦ fj e podemos definir, enfim, a folheação

F =
⋃F i por colagem.

Substituindo agora Rq por uma variedade N de dimensão q e classe Cr, definimos

Γ = {difeomorfismos locais Crde N} e temos a

Definição 2.58. Um Γ-cociclo regular de classe Cr é determinado por uma cobertura

aberta (Ui)i∈I de M e uma coleção {γij : Ui∩Uj → πΓ} de aplicações cont́ınuas satisfazendo

as seguintes condições:

(i) (condição de cociclo) γik = γij ◦ γjk em Ui ∩ Uj ∩ Uk ;

(ii) (condição de regularidade) fi = α ◦ γii : Ui → N é uma submersão Cr.

Um tal cociclo determina uma folheação F de codimensão q e classe Cr em M de

modo que F |Ui
é a folheação definida pela submersão fi.
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Dois cociclos (Ui, γij), (Vr, γrs) correspondentes a duas coberturas abertas (Ui)i∈I e

(Vr)r∈R de M são equivalentes se eles definem a mesma folheação em M .

Exemplos de folheações de codimensão q e classe Cr com estrutura geométrica transver-

sal.

a) Folheações transversalmente orientáveis. N = Rq e Γ é formado dos difeo-

morfismos locais Cr de N que conservam orientação. Melhor dizendo, temos M =
⋃

Ui e

∃{fi : Ui → Rq} coleção de submersões tal que fi(x) = gij ◦ fj(x),∀x ∈ Ui ∩ Uj, com gij

difeomorfismo Cr local de Rq em uma vizinhança de fj(x) que preserva orientação.

b) Folheações transversalmente de Lie. N é um grupo de Lie e Γ é formado pelas

translações a esquerda sobre N . Melhor dizendo, temos M =
⋃

Ui e ∃{fi : Ui → N}
coleção de submersões tal que fi(x) = gij ◦ fj(x), ∀x ∈ Ui ∩ Uj, com gij translação a

esquerda (logo difeomorfismo) de classe Cr de N em uma vizinhança de fj(x).

c) Folheações transversalmente homogêneas. N é um espaço homogêneo de um

grupo de Lie G e Γ é formado pelas operações de G em N .

d) Folheações Riemannianas. N é uma variedade Riemanniana e Γ é o grupo das

isometrias locais de N .
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Caṕıtulo 3

Sobre os automorfismos de CPn

As próximas linhas são concernentes a classificação dos biholomorfimos de espaços

projetivos complexos de dimensão n ≥ 1.

3.1 Classificação de Aut(CP 2)

O espaço projetivo complexo unidimensional é sabidamente a esfera de Riemann e

os biholomorfismos da esfera de Riemann são as transformações de Möbius. A classi-

ficação das transformações de Möbius em parabólicas (isto é, transformações de Möbius,

ou homografias, que são conjugadas a z 7→ z + 1), eĺıticas (isto é, homografias que são

conjugadas a z 7→ λz que têm os multiplicadores λ e λ−1 no ćırculo unitário), hiperbólicas

(isto é, homografias que são conjugadas a z 7→ λz que têm os multiplicadores λ e λ−1 reais

positivos fora do ćırculo unitário) e loxodrômicas (isto é, homografias que são conjugadas

a z 7→ λz que têm os multiplicadores λ e λ−1 não reais positivos e fora do ćırculo unitário)

é na um clássico da teoria das variáveis complexas.

Motivados pela classificação das transformações de Möbius, as próximas linhas classi-

ficam os biholomorfismos do espaço projetivo complexo bidimensional por pontos fixos.

É igualmente sabido que Aut(CP n), grupo dos biholomorfismos de CP n, identifica-se

com PGL(n + 1,C), o projetivizado das transformações lineares invert́ıveis de Cn+1 (c.f.

[8]). Lembramos que um isomorfismo T é identificado com o biholomorfismo [T ] do espaço
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projetivo complexo CP n e vice-versa, sendo o biholomorfismo [T ] definido como segue.

Seja T : Cn+1 → Cn+1 um isomorfismo C-linear, e, suponhamos que r ⊂ Cn+1 é um sub-

espaço vetorial de Cn+1 de dimensão complexa 1, isto é, uma reta complexa passando pela

origem 0 ∈ Cn+1, então s = T (r) também é uma reta complexa passando pela origem.

Assim, T ∈ GL(n + 1,C) induz naturalmente a aplicação

[T ] : CP n −→ CP n

r r {0} 7−→ sr {0}
.

Usando a identificação de Aut(CP 2) com PGL(3,C), descrita anteriormente, obtemos

que qualquer elemento de Aut(CP 2)

f : CP 2 −→ CP 2

(x : y : z) 7−→ f(x : y : z)

é definido por

f(x : y : z) = (a11x + a12y + a13z : a21x + a22y + a23z : a31x + a32y + a33z),

onde

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




é um elemento do grupo linear geral GL(3,C). Mais especificamente, existe A : C3 → C3

um isomorfismo C-linear definido por

A(x, y, z) = (a11x + a12y + a13z, a21x + a22y + a23z, a31x + a32y + a33z)

tal que f = [A].

Lembramos que um ponto (x0 : y0 : z0) ∈ CP 2 é fixo por f ∈ Aut(CP 2) se, e somente

se, f(x0 : y0 : z0) = (x0 : y0 : z0). Vamos dar exemplos de biholomorfismos de CP 2 e seus

pontos fixos.
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Exemplo 3.1. Consideremos a aplicação f : CP 2 → CP 2 definida por

f(x : y : z) = (x : y : x + y + z).

E notemos que f é um biholomorfismo, porque f = [A] sendo

A =




1 0 0

0 1 0

1 1 1




e det(A) = 1 6= 0. Notemos também que aplicação f−1 : CP 2 → CP 2, inversa de f, é

definida por

f−1(x : y : z) = (x : y : −x− y + z).

Vamos determinar os pontos fixos de f . Inicialmente, consideremos os pontos da forma

(x : y : 1) ∈ CP 2 e obtemos que f restrita a tal conjunto é definida por

f(x : y : 1) = (x : y : x + y + 1),

e assim, lembrando que a estrutura de variedade complexa em CP 2 é definida pelo atlas

{(Ej, ϕj)}j∈{0,1,2} sendo

E0 = {(z0 : z1 : z2) ∈ CP 2; z0 6= 0},

E1 = {(z0 : z1 : z2) ∈ CP 2; z1 6= 0}

e

E2 = {(z0 : z1 : z2) ∈ CP 2; z2 6= 0},

assim como ϕ0 : E0 → C2 é definida por ϕ0(z0 : z1 : z2) =

(
z1

z0

,
z2

z0

)
, ϕ1 : E1 → C2 é

definida por ϕ1(z0 : z1 : z2) =

(
z0

z1

,
z2

z1

)
e ϕ2 : E2 → C2 é definida por ϕ2(z0 : z1 : z2) =

(
z0

z2

,
z1

z2

)
, segue que a aplicação f como antes, quando x + y 6= −1, induz uma aplicação

F : C2 −→ C2 definida por

F (x, y) =

(
x

x + y + 1
,

y

x + y + 1

)
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com a propriedade de fazer o seguinte diagrama comutar

E2
f //

ϕ2

²²

E2

ϕ2

²²
C2

F
// C2

isto é, F ◦ ϕ2 = ϕ2 ◦ f.

Notemos que, se x + y = −1 então não teŕıamos pontos fixos para f ∈ Aut(CP 2).

Agora, supondo que x + y 6= −1 obtemos que os pontos fixos por f ∈ CP 2 da forma

(x : y : 1) ∈ CP 2 são determinados pelo pontos fixos de F : C2 −→ C2 dada por

F (x, y) =

(
x

x + y + 1
,

y

x + y + 1

)
,

isto é, as soluções do seguinte sistema




x = x
x+y+1

y = y
x+y+1

.

Como as soluções para o mesmo são dadas pelo conjunto S = {(x, y) ∈ C2; x + y = 0}
obtemos que o conjunto dos pontos fixos de f ∈ Aut(CP 2) da forma (x : y : 1) ∈ CP 2 é

dado por

Fix1(f) = {(x : y : 1) ∈ CP 2; x + y = 0}.

Analogamente, para os pontos da forma (x : 1 : z) ∈ CP 2 temos que f, quando restrita

a estes, é definida por

f(x : 1 : z) = (x : 1 : x + z + 1),

e assim, usando a estrutura de variedade complexa de CP 2, obtemos F : C2 → C2 definida

por

F (x, z) = (x, x + z + 1)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E1
f //

ϕ1

²²

E1

ϕ1

²²
C2

F
// C2
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Notemos que os pontos fixos de F são dados pelas soluções do sistema




x = x

z = x + z + 1
,

ou seja, os pontos da forma (−1, z) ∈ C2, qualquer que seja z ∈ C.

Logo também são pontos fixos por f ∈ Aut(CP 2) os seguintes pontos

Fix2(f) = {(−1 : 1 : z) ∈ CP 2; z ∈ C}.

Por sua vez, para os pontos da forma (1 : y : z) ∈ CP 2 temos que f restrita aos

mesmos é definida por

f(1 : y : z) = (1 : y : y + z + 1),

que induz uma aplicação F : C2 → C2 definida por

F (y, z) = (y, y + z + 1),

com a propriedade de fazer o seguinte diagrama comutativo

E0
f //

ϕ0

²²

E0

ϕ0

²²
C2

F
// C2

e notemos que os pontos fixos de F são as soluções do seguinte sistema




y = y

z = y + z + 1
,

ou seja, são os pontos da forma (−1, z) ∈ C2, qualquer que seja z ∈ C. Logo também são

pontos fixos por f ∈ Aut(CP 2) os pontos

Fix3(f) = {(1 : −1 : z) ∈ CP 2; z ∈ C}.

Notemos que Fix2(f) = Fix3(f), portanto o conjunto dos pontos fixos por f ∈ Aut(CP 2)

é

Fix(f) = {(1 : −1 : z) ∈ CP 2; z ∈ C} ∪ {(x : y : 1) ∈ CP 2; x + y = 0},

ou seja, a união de duas retas projetivas.
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Exemplo 3.2. Um outro exemplo é dado pela aplicação f : CP 2 → CP 2 definida por

f(x : y : z) = (x : 2y : x + y + z)

que é um biholomorfismo pois f = [B] onde

B =




1 0 0

0 2 0

1 1 1


 ∈ GL(3,C).

i.e., B : C3 → C3 é o isomorfismo C-linear definido por

B(x, y, z) = (x, 2y, x + y + z).

Agora para determinar os pontos fixos de f, vamos inicialmente tomar os pontos da

forma (x : y : 1) ∈ CP 2. A restrição de f a tal conjunto é dada por

f(x : y : 1) = (x : 2y : x + y + 1)

e assim, usando a estrutura de variedade complexa de CP 2, quando x+ y 6= −1, obtemos

a aplicação F : C2 → C2 definida por

F (x, y) =

(
x

x + y + 1
,

2y

x + y + 1

)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E2
f //

ϕ2

²²

E2

ϕ2

²²
C2

F
// C2

e notemos que se x + y = −1 então não teŕıamos pontos fixos para f ∈ Aut(CP 2),

mas supondo x + y 6= −1 obtemos que os pontos fixos por f ∈ Aut(CP 2) da forma

(x : y : 1) ∈ CP 2 são determinados pelos pontos fixos de F : C2 → C2, isto é, determinados

pelas soluções do seguinte sistema




x = x
x+y+1

y = 2y
x+y+1

,
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que é o conjunto S = {(0, 0), (0, 1)}. Portanto o conjunto dos pontos fixos por f ∈
Aut(CP 2) contém

Fix1(f) = {(0 : 0 : 1), (0 : 1 : 1)}.

Analogamente, para os pontos da forma (x : 1 : z) ∈ CP 2 obtemos que f, restrita a

estes pontos, é dada por

f(x : 1 : z) = (x : 2 : x + z + 1)

que, por sua vez, induz uma aplicação F : C2 → C2 definida por

F (x, z) =

(
x

2
,
x + z + 1

2

)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E1
f //

ϕ1

²²

E1

ϕ1

²²
C2

F
// C2

e notemos que os pontos fixos de F são as soluções do seguinte sistema





x = x
2

z = x+z+1
2

,

cuja solução é S = {(0, 1)}. E portanto, o conjunto dos pontos fixos por f ∈ Aut(CP 2)

contém

Fix2(f) = {(0 : 1 : 1)}.

Por sua vez, para os pontos (1 : y : z) ∈ CP 2 temos que f é dada por

f(1 : y : z) = (1 : 2y : y + z + 1),

e induz uma aplicação F : C2 → C2 definida por

F (y, z) = (2y, y + z + 1)
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tal que o seguinte diagrama é comutativo

E0
f //

ϕ0

²²

E0

ϕ0

²²
C2

F
// C2

Os pontos fixos de F, por sua vez, são dados pelas soluções do seguinte sistema





y = 2y

z = y + z + 1

que tem conjunto solução vazio.

Portanto os pontos fixos por f ∈ Aut(CP 2) são apenas dois, a saber:

Fix(f) = {(0 : 0 : 1), (0 : 1 : 1)}.

Pergunta 3.3. Existe uma classificação dos biholomorfismos de CP 2 em termos dos seus

pontos fixos?

Nosso objetivo é responder de modo afirmativo a indagação anterior classificando os

biholomorfismos de CP 2 em função de seus pontos fixos.

Como sabemos um biholomorfismo f de CP 2 é o projetivizado de algum A ∈ GL(3,C)

e, por sua vez, podemos usar as formas canônicas de Jordan para classificar os elementos

de Aut(CP 2) módulo uma conjugação. De fato, notemos que as possibilidades para o

polinômio caracteŕıstico de A em C[t], que denotaremos por pA(t), são as três que seguem:

(i) pA(t) = (t− λ0)(t− λ1)(t− λ2), onde λ0, λ1, λ2 ∈ Cr {0} são distintos dois a dois;

(ii) pA(t) = (t− λ0)
2(t− λ1), onde λ0, λ1 ∈ Cr {0} e λ0 6= λ1;

(iii) e pA(t) = (t− λ0)
3, onde λ0 ∈ Cr {0}.

E assim, obtemos as seguintes posśıveis formas canônicas de Jordan para A, dadas em

função do polinômio minimal de A, que de agora em diante denotaremos por mA(t), em

cada uma das possibilidades (i), (ii) ou (iii) acima.
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CASO (i). Suponhamos que o polinômio caracteŕıstico de A é

pA(t) = (t− λ0)(t− λ1)(t− λ2),

onde λj ∈ C r {0} para todo j ∈ {0, 1, 2}. Então temos uma única possibilidade para o

polinômio minimal de A, que neste caso é dado por

mA(t) = (t− λ0)(t− λ1)(t− λ2) = pA(t).

Nestas condições, obtemos que A é semelhante a J, ou seja, existe uma matriz invert́ıvel

P em GL(3,C) tal que A = P−1JP, onde

J =




λ0 0 0

0 λ1 0

0 0 λ2




é a forma canônica de Jordan de A.

E portanto,

f = [A] = [P−1JP ] = [P−1][J ][P ],

ou seja, f é conjugada a [J ], sendo J : C3 → C3 definida por J(x, y, z) = (λ0x, λ1y, λ2z).

Isto é, f : CP 2 → CP 2 é conjugada à aplicação g : CP 2 → CP 2 definida por

g(x : y : z) = (λ0x : λ1y : λ2z)

com λj ∈ Cr {0} para todo j ∈ {0, 1, 2}.
Vamos fazer agora a análise de pontos fixos. Como f é conjugada a g segue que f

tem o mesmo número de pontos fixos que g e, portanto, a idéia é determinar os pontos

fixos de g. Para isto vamos inicialmente considerar os pontos da forma (x : y : 1) ∈ CP 2.

Temos

g(x : y : 1) = (λ0x : λ1y : λ2)

e como λj 6= 0 para todo j ∈ {0, 1, 2}, temos que g induz uma aplicação G : C2 → C2

definida por

G(x, y) =

(
λ0

λ2

x,
λ1

λ2

y

)
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que faz comutar o seguinte diagrama

E2
f //

ϕ2

²²

E2

ϕ2

²²
C2

F
// C2

Portanto os pontos fixos de g ∈ Aut(CP 2) da forma (x : y : 1) ∈ CP 2 são determinados

pelas soluções do seguinte sistema




λ0

λ2
x = x

λ1

λ2
y = y

que tem por solução única o ponto (0, 0). Portanto (0 : 0 : 1) ∈ CP 2 é um ponto fixo pelo

biholomorfismo g.

Analogamente, para os pontos da forma (x : 1 : z) ∈ CP 2, temos

g(x : 1 : z) = (λ0x : λ1 : λ2z),

que define

G(x, z) =

(
λ0

λ1

x,
λ2

λ1

z

)

que faz comutar o diagrama a seguir

E1
f //

ϕ1

²²

E1

ϕ1

²²
C2

F
// C2

Notemos que os pontos fixos de G são determinados pelas soluções do sistema




x = λ0

λ1
x

z = λ2

λ1
z

que por sua vez possui solução única dada pelo ponto (x = 0, z = 0). Logo (0 : 1 : 0) é

ponto fixo de g ∈ Aut(CP 2).

Ademais para os pontos da forma (1 : y : z) ∈ CP 2, temos

g(x : 1 : z) = (λ0x : λ1 : λ2z),
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que induz G : C2 → C2 definida por

G(y, z) =

(
λ1

λ0

y,
λ2

λ0

z

)

satisfazendo a propriedade de fazer comutar o diagrama

E0
f //

ϕ0

²²

E0

ϕ0

²²
C2

F
// C2

Os pontos fixos de G são determinados pelas soluções do seguinte sistema




y = λ1

λ0
y

z = λ2

λ0
z

cuja única solução è o ponto (y = 0, z = 0). Logo (1 : 0 : 0) é ponto fixo de g ∈ Aut(CP 2).

Portanto o conjunto dos pontos fixos de g ∈ Aut(CP 2) é dado por

Fix(g) = {(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)}.

Procedendo de modo análogo em cada um dos dois casos restantes obtemos:

Caso (ii). Suponhamos que o polinômio caracteŕıstico de A é

pA(t) = (t− λ0)
2(t− λ1),

onde λj ∈ C r {0} com j ∈ {0, 1}. Então temos duas possibilidades para o polinômio

minimal mA(t) de A, a saber:

(ii.1) mA(t) = (t− λ0)(t− λ1), onde λj ∈ Cr {0} com j ∈ {0, 1};

(ii.2) ou mA(t) = (t− λ0)
2(t− λ1) = pA(t).

Caso (ii.1). Neste caso, existe uma matriz invert́ıvel P ∈ GL(3,C) tal que A =

P−1JP, onde

J =




λ0 0 0

0 λ0 0

0 0 λ1


 .
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E portanto

f = [A] = [P−1JP ] = [P−1][J ][P ],

ou seja, f : CP 2 → CP 2 é conjugada a aplicação g : CP 2 → CP 2 definida por

g(x : y : z) = (λ0x : λ0y : λ1z),

onde λ0, λ1 ∈ C, λ0 6= λ1 e λ0, λ1 não nulos.

Vamos estudar os pontos fixos de g. Consideramos inicialmente os pontos da forma

(x : y : 1) ∈ CP 2. A aplicação g em tais pontos é dada por

g(x : y : 1) = (λ0x : λ0y : λ1),

que induz uma aplicação G : C2 → C2 definida por

G(x, y) =

(
λ0

λ1

x,
λ0

λ1

y

)

que torna comutativo o seguinte diagrama

E2
g //

ϕ2

²²

E2

ϕ2

²²
C2

G
// C2

Os pontos fixos de G, por sua vez, são as soluções do seguinte sistema





λ0

λ1
x = x

λ0

λ1
y = y

.

A única solução é o ponto (x = 0, y = 0). Portanto g ∈ Aut(CP 2) possui (0 : 0 : 1) ∈ CP 2

como ponto fixo.

Agora, para os pontos da forma (x : 1 : z) ∈ CP 2 temos

g(x : 1 : z) = (λ0x : λ0 : λ1z),

e, G : C2 −→ C2 definida por

G(x, z) =

(
x,

λ1

λ0

z

)
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é tal que o seguinte diagrama é comutativo

E1
g //

ϕ1

²²

E1

ϕ1

²²
C2

G
// C2

Os pontos fixos de G, são dados pelas soluções do seguinte sistema




x = x

z = λ1

λ0
z

cujo conjunto solução é S = {(x, 0) ∈ C2; x ∈ C}. Logo o conjunto

Fix2(g) = {(x : 1 : 0) ∈ CP 2; x ∈ C}

está contido no conjunto dos pontos fixos por g ∈ Aut(CP 2).

Finalmente, para os pontos da forma (1 : y : z) ∈ CP 2 temos

g(1 : y : z) = (λ0 : λ0y : λ1z)

donde G : C2 → C2 definida por

g(y, z) =

(
y,

λ1

λ0

z

)

faz comutar o diagrama

E0
g //

ϕ0

²²

E0

ϕ0

²²
C2

G
// C2

Os pontos fixos de G, são as soluções do sistema




y = y

z = λ1

λ0
z

,

ou seja, o conjunto dos pontos da forma (y, 0) ∈ C2 qualquer que seja y ∈ C. Portanto o

conjunto dos pontos fixos de g ∈ Aut(CP 2) contém o conjunto

Fix3(g) = {(1 : y : 0) ∈ CP 2; y ∈ C}.
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Assim, neste caso (caso (ii.1)), os pontos fixos de g ∈ Aut(CP 2) são duas retas projetivas,

Fix2(g), F ix3(g) e o ponto (0 : 0 : 1) ∈ CP 2.

Caso (ii.2). Neste caso, obtemos que a forma canônica de Jordan de A é

J =




λ0 1 0

0 λ0 0

0 0 λ1




e existe uma matriz invert́ıvel P ∈ GL(3,C) tal que A = P−1JP. Então

f = [A] = [P−1][J ][P ],

ou seja, f : CP 2 → CP 2 é conjugada a g
def
= [J ] que é dada por

g(x : y : z) = (λ0x + y : λ0y : λ1z),

onde λj ∈ Cr {0} são distintos e não nulos.

Vamos fazer a análise de seus pontos fixos. Para isto, inicialmente consideremos os

pontos da forma (x : y : 1) ∈ CP 2. Temos

g(x : y : 1) = (λ0x + y : λ0y : λ1),

donde G : C2 → C2 definida por

G(x, y) =

(
λ0

λ1

x +
1

λ1

y,
λ0

λ1

y

)

é tal que o seguinte diagrama é comutativo

E2
g //

ϕ2

²²

E2

ϕ2

²²
C2

G
// C2

Os pontos fixos de G são as soluções do sistema





λ0

λ1
x + 1

λ1
y = x

λ0

λ1
y = y
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e como (0, 0) ∈ C2 é a única solução do sistema acima, obtemos que (0 : 0 : 1) ∈ CP 2 é

ponto fixo de g ∈ Aut(CP 2).

Por sua vez, quando consideramos os pontos da forma (x : 1 : z) ∈ CP 2 obtemos

g(x : 1 : z) = (λ0x + 1 : λ0 : λ1z)

que por sua vez induz uma aplicação G : C2 → C2 definida por

G(x, z) =

(
x +

1

λ0

,
λ1

λ0

z

)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E1
g //

ϕ1

²²

E1

ϕ1

²²
C2

G
// C2

E notemos que o conjunto dos pontos fixos de G são as soluções do sistema





x = x + 1
λ0

z = λ1

λ0
z

e como não existem soluções para o sistema acima, obtemos que não existem pontos fixos

para g ∈ Aut(CP 2) da forma (x : 1 : z) ∈ CP 2.

Agora, quando consideramos os pontos da forma (1 : y : z) ∈ CP 2 obtemos

g(1 : y : z) = (λ0 + y : λ0y : λ1z)

e, quando y 6= −λ0, induz uma aplicação G : C2 → C2 definida por

G(y, z) =

(
λ0y

λ0 + y
,

λ1z

λ0 + y

)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E0
g //

ϕ0

²²

E0

ϕ0

²²
C2

G
// C2
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Notemos que se y = −λ0 então g não tem pontos fixos e se y 6= −λ0 os pontos fixos de

g são determinados pelos pontos fixos de G, que a saber são obtidos pelas soluções do

seguinte sistema 



y = λ0y
λ0+y

z = λ1z
λ0+y

ou seja, o ponto (y = 0, z = 0) é fixo por G, logo (1 : 0 : 0) é ponto fixo por g ∈ Aut(CP 2).

Portanto, neste caso (caso (ii.2)), os pontos fixos de g são (1 : 0 : 0) e (0 : 0 : 1).

Caso (iii). Suponhamos que o polinômio caracteŕıstico de A é

pA(t) = (t− λ0)
3,

onde λ0 ∈ C r {0}. Então temos três possibilidades para o polinômio minimal de A que

são:

(iii.1) mA(t) = t− λ0;

(iii.2) mA(t) = (t− λ0)
2;

(iii.3) mA(t) = (t− λ0)
3 = pA(t),

onde λ0 ∈ Cr{0}.
Caso (iii.1). Neste caso, obtemos que a forma canônica de Jordan de A é

J =




λ0 0 0

0 λ0 0

0 0 λ0




e f é conjugada a g
def
= [J ] que é dada por

g(x : y : z) = (λ0x : λ0y : λ0z),

que é a aplicação identidade. Logo fixa todos os pontos de CP 2.

Caso (iii.2) Neste caso, obtemos que a forma canônica de Jordan de A é

J =




λ0 1 0

0 λ0 0

0 0 λ0
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e f é conjugada a g
def
= [J ] definida por

g(x : y : z) = (λ0x + y : λ0y : λ0z)

onde λ0 ∈ C r {0}. Vamos fazer a análise de seus pontos fixos. Considerando os pontos

da forma (x : y : 1) ∈ CP 2 temos

g(x : y : 1) = (λ0x + y : λ0y : λ0)

que induz a aplicação G : C2 → CP 2 dada por

G(x, y) =

(
x +

1

λ0

y, y

)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E2
g //

ϕ2

²²

E2

ϕ2

²²
C2

G
// C2

i.e., ϕ2 ◦ g = G ◦ ϕ2. Os pontos fixos de G são as soluções do seguinte sistema





x = x + 1
λ0

y

y = y

que a saber são os pontos da forma (x, 0) ∈ C2 para todo x ∈ C. Obtemos assim que o

conjunto

Fix1(g) = {(x : 0 : 1) ∈ CP 2; x ∈ C}

está contido no conjunto dos pontos fixos de g ∈ Aut(CP 2).

Considerando os pontos da forma (x : 1 : z) ∈ CP 2 temos

g(x : 1 : z) = (λ0x + 1 : λ0 : λ0z)

que induz a aplicação G : C2 → C2 definida por

G(x, z) =

(
x +

1

λ0

, z

)
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que faz o seguinte diagrama comutativo

E1
g //

ϕ1

²²

E1

ϕ1

²²
C2

G
// C2

Os pontos fixos de G são as soluções do sistema




x = x + 1
λ0

z = z
,

que não possui soluções. Portanto não existem pontos fixos pelo biholomorfismo g ∈
Aut(CP 2) da forma (x : 1 : z) ∈ CP 2.

Quanto aos pontos da forma (1 : y : z) ∈ CP 2 temos

g(1 : y : z) = (λ0 + y : λ0y : λ0z)

que induz G : C2 → C2 definida por

G(y, z) =

(
λ0y

λ0 + y
,

λ0z

λ0 + y

)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E0
g //

ϕ0

²²

E0

ϕ0

²²
C2

G
// C2

quando y 6= −λ0. Notemos que se y = −λ0 então g ∈ Aut(CP 2) não possui pontos fixos.

Os pontos fixos de G, que são as soluções do sistema




y = λ0y
λ0+y

z = λ0z
λ0+y

são os pontos da forma (0, z) ∈ C2, onde z ∈ C. Logo o conjunto

Fix3(g) = {(1 : 0 : z) ∈ CP 2; z ∈ C}

está contido no conjunto dos pontos fixos de g ∈ Aut(CP 2).
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Portanto neste caso (caso (iii.2)) os pontos fixos por g ∈ Aut(CP 2) são duas retas

projetivas, Fix1(g) e Fix3(g), isto é,

Fix(g) = {(x : 0 : 1) ∈ CP 2; x ∈ C} ∪ {(1 : 0 : z) ∈ CP 2; z ∈ C.}

Caso (iii.3). Neste caso, a forma canônica de Jordan de A é

J =




λ0 1 0

0 λ0 1

0 0 λ0


 ,

isto é, f é conjugada a g : CP 2 → CP 2 definida por

g(x : y : z) = (λ0x + y : λ0y + z : λ0z),

onde λ0 ∈ Cr {0}.
Vamos fazer a análise de seus pontos fixos. Para tanto, inicialmente consideremos os

pontos da forma (x : y : 1) ∈ CP 2 que são fixados por g ∈ Aut(CP 2). Temos

g(x : y : 1) = (λ0x + y : λ0y + 1 : λ0)

que induz uma aplicação G : C2 → C2 definida por

G(x, y) =

(
x +

y

λ0

, y +
1

λ0

)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E2
g //

ϕ2

²²

E2

ϕ2

²²
C2

G
// C2

e os pontos fixos de G, são dados pelas soluções do seguinte sistema




x = x + 1
λ0

y

y = y + 1
λ0

.

Logo não existem pontos fixos de g ∈ Aut(CP )2 da forma (x : y : 1) ∈ CP 2 pois não

existem soluções para o sistema acima.
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Considerando os pontos da forma (x : 1 : z) ∈ CP 2 e observando que g ∈ Aut(CP 2)

restrita a estes pontos é dada por

g(x : 1 : z) = (λ0x + 1 : λ0 + z : λ0z)

obtemos que g ∈ Aut(CP 2) induz uma aplicação G : C2 → C2 definida por

G(x, z) =

(
λ0x + 1

λ0 + z
,

λ0z

λ0 + z

)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E1
g //

ϕ1

²²

E1

ϕ1

²²
C2

G
// C2

quando z 6= −λ0. Notemos que se z = −λ0 então g ∈ Aut(CP 2) não possui pontos fixos,

portanto os pontos fixos de g ∈ Aut(CP 2) são determinados pelos pontos fixos de G e

estes por sua vez são obtidos pelas soluções do sistema




x = λ0x+1
λ0z

z = λ0z
λ0+z

.

Logo não existem pontos fixos de g ∈ Aut(CP 2) da forma (x : 1 : z) ∈ CP 2 pois não

existem soluções para o sistema acima.

Analogamente, consideremos os pontos da forma (1 : y : z) ∈ CP 2 e notemos que

g ∈ Aut(CP 2) restrita a estes é dada por

g(1 : y : z) = (λ0 + y : λ0y + z : λ0z)

que induz uma aplicação G : C2 → C2 definida por

G(y, z) =

(
λ0y + z

λ0 + y
,

λ0z

λ0 + y

)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E0
g //

ϕ0

²²

E0

ϕ0

²²
C2

G
// C2
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quando y 6= −λ0. Notemos que se y = −λ0 então g ∈ Aut(CP 2) não possui pontos fixos

e assim os pontos fixos de g ∈ Aut(CP 2) da forma (1 : y : z) ∈ CP 2 são determinados

pelos pontos fixos de G e estes, por sua vez, são dados pelas soluções do seguinte sistema





y = λ0y+z
λ0+y

z = λ0z
λ0+y

que tem como solução única o ponto (0, 0) ∈ C2. Logo o ponto (1 : 0 : 0) ∈ CP 2 é o único

ponto fixo de g ∈ Aut(CP 2) neste caso (caso (iii.3)).

O que fizemos acima pode ser resumido da seguinte maneira.

Seja f : CP 2 → CP 2 um biholomorfismo. Então f é conjugado a um biholomorfismo

g ∈ Aut(CP 2) de um dos seguintes tipos:

(i) g(x : y : z) = (λ0x : λ1y : λ2z), onde os λj ∈ Cr {0} são distintos dois-a-dois, para

todo j ∈ {0, 1, 2};

(ii) g(x : y : z) = (λ0x : λ0y : λ1z), onde λj ∈ Cr {0}, j = 0, 1, λ0 6= λ1;

(iii) g(x : y : z) = (λ0x + y : λ0y : λ1z), onde λ0, λ1 ∈ Cr {0}, λ0 6= λ1;

(iv) g(x : y : z) = (x : y : z);

(v) g(x : y : z) = (λ0x + y : λ0y : λ0z), onde λ0 ∈ Cr{0};

(vi) g(x : y : z) = (λ0x + y : λ0y + z : λ0z), onde λ0 ∈ Cr {0}.

Além disto, temos que g ∈ Aut(CP 2), nos casos acima, fixa respectivamente:

(i) três pontos em CP 2, a saber (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0) e (0 : 0 : 1);

(ii) duas retas projetivas em CP 2 e mais um ponto, a saber

(a) {(x : 1 : 0) ∈ CP 2; x ∈ C}

(b) {(1 : y : 0) ∈ CP 2; y ∈ C}

(c) e (0 : 0 : 1);
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(iii) dois pontos, a saber (1 : 0 : 0) e (0 : 0 : 1);

(iv) todo CP 2;

(v) duas retas projetivas, a saber:

(a) {(x : 0 : 1) ∈ CP 2; x ∈ C}

(b) {(1 : 0 : z) ∈ CP 2; z ∈ C};

(vi) um ponto a saber (1 : 0 : 0),

e, portanto f fixa o mesmo número de pontos.

Assim, provamos o seguinte resultado

Teorema 1.3. Se f : CP 2 → CP 2 é um biholomorfismo, então ou f fixa um ponto,

ou fixa dois pontos, ou fixa três pontos, ou fixa duas retas projetivas, ou fixa duas retas

projetivas e um ponto, ou fixa todo CP 2 e, respectivamente, em cada caso, f é conjugado

a um biholomorfismo g ∈ Aut(CP 2) de uma das seguintes formas:

g(x : y : z) = (λ0x + y : λ0y + z : λ0z),

onde λ0 ∈ Cr {0};
g(x : y : z) = (λ0x + y : λ0y : λ1z),

onde λ0, λ1 ∈ Cr {0}, λ0 6= λ1;

g(x : y : z) = (λ0x : λ1y : λ2z),

onde os λj ∈ Cr {0} são distintos dois a dois, para todo j ∈ {0, 1, 2};

g(x : y : z) = (λ0x : λ0y : λ1z),

onde λj ∈ Cr {0}, j = 0, 1, λ0 6= λ1;

g(x : y : z) = (λ0x + y : λ0y : λ0z),

onde λ0 ∈ Cr{0};
g(x : y : z) = (x : y : z).
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E motivados pelo mesmo faremos a seguinte definição

Definição 3.4. Um biholomorfimo f ∈ Aut(CP 2) distinto da identidade é de um dos

seguintes tipos:

(i) f é P1 se, e somente se, f fixa um ponto em CP 2;

(ii) f é P2 se, e somente se, f fixa dois pontos em CP 2;

(iii) f é P3 se, e somente se, f fixa três pontos em CP 2;

(iv) f é R2 se, e somente se, f fixa duas retas projetivas em CP 2;

(v) e f é P1R2 se, e somente se, f fixa um ponto e duas retas projetivas em CP 2;

3.2 Sobre a classificação dos automorfismos de CPn

Inicialmente, observamos que a técnica utilizada na classificação dos biholomorfismos

de CP 2, descrita na seção anterior, pode ser usada no estudo das transformações de

Möbius e os classifica tal qual hoje conhecemos. Identificando a esfera de Riemann C =

C∪{∞} com o espaço projetivo complexo unidimensional, uma transformação de Möbius

é um biholomorfismo de CP 1, desta forma um biholomorfismo f de CP 1 é o projetivizado

de algum A ∈ GL(2,C), e, por sua vez, podemos usar as formas canônicas de Jordan

para classificar os elementos de Aut(CP 1) a menos de uma conjugação. Com efeito, as

possibilidades para o polinômio caracteŕıstico de A em C[t] são as seguintes

(i) pA(t) = (t− λ0)(t− λ1), onde λ0, λ1 ∈ Cr{0} e distintos;

(ii) ou pA(t) = (t− λ0)
2, onde λ0 ∈ Cr{0}.

Assim, obtemos as seguintes posśıveis formas canônicas de Jordan para A:
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(i)

J =


 λ0 0

0 λ1




quando o polinômio caracteŕıstico e o polinômio minimal de A são iguais a pA(t) =

mA(t) = (t− λ0)(t− λ1);

(ii)

J =


 λ0 0

0 λ0




quando o polinômio caracteŕıstico de A é pA(t) = (t − λ0)
2 e o polinômio minimal

de A é mA(t) = t− λ0;

(iii)

J =


 λ0 1

0 λ0




quando o polinômio caracteŕıstico e o polinômio minimal de A são iguais e iguais a

pA(t) = mA(t) = (t− λ0)
2.

Em qualquer dos casos obtemos que A é semelhante a J, ou seja, existe uma matriz

invert́ıvel P ∈ GL(2,C) tal que A = P−1JP, e portanto,

f = [A] = [P−1][J ][P ],

ou seja, f é conjugada a g
def
= [J ], logo obtemos

Caso (i). Neste caso a forma canônica de Jordan é

J =


 λ0 0

0 λ1




e assim f é conjugada a aplicação g : CP 1 → CP 1 definida por

g(x : y) = (λ0x : λ1y).
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E vamos agora a análise de seus pontos fixos. Para isto vamos inicialmente considerar

os pontos da forma (x : 1) ∈ CP 1. Notemos que g ∈ Aut(CP 1) restrita a estes pontos é

definida por

g(x : 1) = (λ0x : λ1)

que usando a estrutura de variedade complexa de CP 1 induz uma aplicação G : C → C

definida por G(x) =
λ0

λ1

x tal que o conjunto dos pontos fixos de g ∈ Aut(CP 1) da forma

(x : 1) ∈ CP 1 são determinados pelos pontos fixos de G. Portanto (0 : 1) ∈ CP 1 é o

único ponto fixo de g da forma (x : 1) ∈ CP 1.

Por sua vez, consideremos os pontos da forma (1 : y) ∈ CP 1 e notemos que g ∈
Aut(CP 1) restrita aos mesmos é dada por

g(1 : y) = (λ0 : λ1y)

que induz uma aplicação G : C → C definida por G(y) =
λ1

λ0

y tal que o conjunto dos

pontos fixos de g ∈ Aut(CP 1) da forma (1 : y) ∈ CP 1 são determinados pelos pontos

fixos de G. Assim (1 : 0) ∈ CP 1 é o único ponto fixo da forma (1 : y) ∈ CP 1, como

queŕıamos.

Caso (ii). Neste caso a forma de Jordan é

J =


 λ0 0

0 λ0




e assim f é conjugada a aplicação g : CP 1 → CP 1 definida por

g(x : y) = (λ0x : λ0y) = (x : y)

ou seja, f é conjugada à aplicação identidade.

Caso (iii). Neste caso a forma canônica de Jordan é

J =


 λ0 1

0 λ0




e portanto f é conjugada a aplicação g : CP 1 → CP 1 definida por

g(x : y) = (λ0x + y : λ0y).

67



Vamos agora a análise de seus pontos fixos. Inicialmente consideremos os pontos da forma

(x : 1) ∈ CP 1. Notemos que g ∈ Aut(CP 1) restrita a estes pontos è definida por

g(x : 1) = (λ0x + 1 : λ0)

que induz uma aplicação G : C → C definida por G(x) = x +
1

λ0

tal que o conjunto de

pontos fixos de g ∈ Aut(CP 1) da forma (x : 1) ∈ CP 1 são determinados pelos pontos

fixos de G. Sendo assim g ∈ Aut(CP 1) não tem pontos fixos da forma (x : 1) ∈ CP 1.

Por sua vez, consideremos os pontos da forma (1 : y) ∈ CP 1 e notemos que g ∈
Aut(CP 1) restrita aos mesmos é dada por

g(1 : y) = (λ0 + y : λ0y).

Notemos que se y = −λ0 então g não tem pontos fixos e notemos também que se y 6= −λ0

então g induz uma aplicação G : C → C definida por G(y) =
λ0y

λ0 + y
tal que o conjunto

dos pontos fixos de g ∈ Aut(CP 1) da forma (1; y) ∈ CP 1 são determinados pelos pontos

fixos de G. Assim (1 : 0) é o único ponto fixo de g da forma (1 : y) ∈ CP 1, como

queŕıamos.

Portanto, o Teorema 1.3 de fato é uma generalização da classificação dos biholomor-

fismos da esfera de Riemann.
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Caṕıtulo 4

Folheações de Riccati

As folheações de Riccati F em C×C, são folheações definidas por um campo polino-

mial X, nas coordenadas afins (x, y) ∈ C2 ↪→ C×C, da forma:

X (x, y) = p (x)
∂

∂x
+

(
a (x) y2 + b (x) y + c (x)

) ∂

∂y

onde p(x), a(x), b(x) e c(x) são polinômios em C[x] (cf [15]).

Lembramos que as folheações de Riccati em C×C têm um comportamento geométrico

muit́ıssimo peculiar. Existem linhas verticais invariantes Pj em número finito, que são

dadas por Pj = {xj} × C se, e somente se, p(xj) = 0, e também P∞ = {∞} × C
se, e somente se, gr(p) < d + 2, sendo gr(·) a função grau polinomial em C[x] e d

def
=

max{gr(a), gr(b), gr(c), gr(p)−2}, tais que a folheação regular F̃ restrição da folheação F
ao conjunto (C×C)r

r⋃
j=1

Pj é transversal ao fibrado η cuja projeção é

η : (C×C)r
r⋃

j=1

Pj
C−→ Cr

r⋃
j=1

{xj}

definida por (x, y)
η7−→ x, e cuja fibra é a esfera de Riemann C .

É natural pensarmos que as folheações de Riccati em C×C foram assim nomeadas

porque a forma do campo polinomial X que as define é caracterizada por equações

tipo Riccati, todavia neste trabalho estamos focando a condição geométrica. Mais es-

pecificamente, buscamos estudar folheações holomorfas singulares F em C×M , onde
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M = Cn
ou M = CP 2, definidas por um campo polinomial X, nas coordenadas afins

(x, y) ∈ C×Cn ↪→ C×M, que é transversal a quase toda fibra do fibrado η, com fibra

M , e projeção

η : C×M
M−→ C

(x, y)
η7−→ x,

de acordo com a seguinte definição:

Definição 4.1. Seja M = Cn
ou CP 2. Dizemos que uma folheação F em C×M definida

por um campo polinomial X, nas coordenadas afins (x, y) ∈ C×Cn ↪→ C×M, é transver-

sal a quase toda fibra do fibrado η : C×M
M−→ C com fibra M se, e somente se, a

folheação F é transversal às fibras de η exceto por um número finito das mesmas.

4.1 Folheações de Riccati em C×C×C
Inicialmente nosso foco é exibir uma folheação holomorfa sobre C×C×C, não trivial,

definida por um campo polinomial X nas coordenadas afins (x, y, z) ∈ C3, transversal a

quase toda fibra do fibrado η cuja projeção é

η : C×C×C C×C−→ C

(x, y, z)
η7−→ x,

e cuja fibra é C×C .

Em seguida, o objetivo é caracterizar através do campo polinomial X a folheação sobre

C×C×C definida por X e transversal a quase toda fibra do fibrado η definido acima.

Esta folheação será por nós chamada de folheação de Riccati em C×C×C.

Exemplo 4.2. Seja F a folheação sobre C×C×C definida por X(x, y, z) = 1 · ∂
∂x

nas

coordenadas afins (x, y, z) ∈ C× C2 ↪→ C×C×C . F é transversal ao fibrado η.

Temos também o seguinte exemplo não trivial.

Exemplo 4.3. Seja F a folheação sobre C×C×C definida pelo seguinte campo polino-

mial

X (x, y, z) = p (x)
∂

∂x
+

(
a2 (x) y2 +a1 (x) y +a0 (x)

) ∂

∂y
+

(
b2 (x) z2 + b1 (x) z + b0 (x)

) ∂

∂z
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nas coordenadas afins (x, y, z) ∈ C3 ↪→ C×C×C, onde p(x), aj(x), bj(x) ∈ C[x] são

polinômios para qualquer j ∈ {1, 2, 3}. Então F é transversal às fibras {x0} ×C×C tais

que x0 ∈ C e p(x0) 6= 0, e também à fibra {x = ∞}×C×C se, e somente se, gr(p) = d+2,

onde d = max{gr(aj), gr(bj), gr(p) − 2; j = 1, 2, 3}. Equivalentemente, se gr(p) < d + 2

então a folheação F restrita ao conjunto (C×C×C) r ((
r⋃

j=1

Pj) ∪ P∞) é uma folheação

regular F̃ transversal ao fibrado η, cuja projeção é

η : (C×C×C)r ((
r⋃

j=1

Pj) ∪ P∞) −→ Cr((
r⋃

j=1

{xj}) ∪ {∞})

(x, y, z) 7−→ x.

e cuja fibra t́ıpica é C×C . Caso contrário, se gr(p) = d + 2 então a folheação F restrita

ao conjunto (C×C×C)r (
r⋃

j=1

Pj) é uma folheação regular F̂ transversal ao fibrado

δ :
(
(C×C×C)r (

r⋃
j=1

Pj), δ,Cr(
r⋃

j=1

{xj})
)

com fibra t́ıpica C×C, onde Pj denota {xj} × C×C tal que p(xj) = 0 e P∞ denota

{∞} × C×C .

De fato, nas coordenadas afins (x, y, z) ∈ C × C2 ↪→ C×C×C, o campo polinomial

X definido por

X = p (x)
∂

∂x
+

(
a2 (x) y2 + a1 (x) y + a0 (x)

) ∂

∂y
+

(
b2 (x) z2 + b1 (x) z + b0 (x)

) ∂

∂z

é transversal à fibra {x0} × C×C com x0 ∈ C tal que p(x0) 6= 0.

Nas coordenadas afins (x, v, z) ∈ C × C2 ↪→ C×C×C, onde v = 1
y
, o campo X̃,

extensão do campo polinomial X, é dado por

X̃ = p
∂

∂x
−

(
v2

(
a2

1

v2
+ a1

1

v
+ a0

))
∂

∂v
+

(
b2z

2 + b1z + b0

) ∂

∂z

= p
∂

∂x
−

(
a2 + a1v + a0v

2
) ∂

∂v
+

(
b2z

2 + b1z + b0

) ∂

∂z

onde p, aj e bj são polinômios em C[x].

Assim, X̃ é transversal às fibras {x0} × C×C com p(x0) 6= 0.
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E nas coordenadas afins (x, y, w) ∈ C × C2 ↪→ C×C×C, com w = 1
z
, o campo X̃,

extensão do campo polinomial X, é dado por

X̂ = p
∂

∂x
+

(
a2y

2 + a1y + a0

) ∂

∂y
−

(
w2

(
b2

1

w2
+ b1

1

w
+ b0

))
∂

∂w

= p
∂

∂x
+

(
a2y

2 + a1y + a0

) ∂

∂y
−

(
b2 + b1w + b0w

2
) ∂

∂w
,

onde p, aj e bj são polinômios em C[x].

Portanto, X̂ também é transversal às fibras {x0} × C×C com p(x0) 6= 0.

Agora, nas coordenadas afins (u, y, z) ∈ C × C2 ↪→ C×C×C com u = 1
x
, o campo

meromorfo X, extensão do campo polinomial X, é dado por

X (u, y, z) = −u2p
(

1
u

)
∂
∂u

+
(
a2

(
1
u

)
y2 + a1

(
1
u

)
y + a0

(
1
u

))
∂
∂y

+

+
(
b2

(
1
u

)
z2 + b1

(
1
u

)
z + b0

(
1
u

))
∂
∂z

.

Se multiplicarmos o campo de vetores X por ud obtemos um campo polinomial sem

pólos, X extensão de X a uma vizinhança de {x = ∞} × C×C, e dáı conclúımos que

{x = ∞}×C×C (i.e., {u = 0}×C×C) é transversal a F se, e somente se, gr(p) = d+2.

No resultado seguinte caracterizamos as folheações mais gerais posśıveis com a pro-

priedade acima citada.

Proposição 4.4. Seja F uma folheação holomorfa singular sobre C×C×C definida por

um campo polinomial X em C3 tal que F é transversal a quase toda fibra do fibrado η

cuja projeção é

η : C×C×C C×C−→ C

(x, y, z)
η7−→ x,

e cuja fibra é C×C . Então, nas coordenadas afins (x, y, z) ∈ C3 ↪→ C×C×C, o campo

X é da forma

X = p
∂

∂x
+

(
a2y

2 + a1y + a0

) ∂

∂y
+

(
b2z

2 + b1z + b0

) ∂

∂z
,

onde p, aj e bj são polinômios em C[x].

72



Prova. Suponhamos que

X(x, y, z) = P (x, y, z)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ R(x, y, z)

∂

∂z

nas coordenadas afins (x, y, z) ∈ C3 ↪→ C×C×C, onde P, Q e R são polinômios em

C[x, y, z] e que a folheação F definida pelo campo polinomial X é transversal a quase

toda fibra do fibrado η cuja projeção é

η : C×C×C C×C−→ C

(x, y, z)
η7−→ x,

e cuja fibra é C×C . Suponhamos que {x′0} × C×C é uma fibra de η, invariante pela

folheação F . Então, F é transversal às fibras {x} × C×C, para todo x próximo de x′0,

assim P (x, y, z) 6= 0 para todo x ≈ x′0, para todo y, z ∈ C . Logo P (x, y, z) = p(x), para

todo x ≈ x0.

De fato, seja x̃0 6= x′0, x̃0 ≈ x′0 e consideremos o polinômio G(y, z) ∈ C[y, z], G(y, z) =

P (x̃0, y, z). Notemos que G(y, z) 6= 0 para todo y, z ∈ C . Seja y0 ∈ C e ponha g(z) =

G(y0, z), nestas condições g(z) é um polinômio em C[z] tal que g(z) 6= 0 para todo

z ∈ C, portanto g(z) é uma constante não nula. Então G(y, z) não depende da variável z.

Analogamente, temos que G(y, z) não depende da variável y. Portanto, P (x, y, z) = p(x),

para todo x ≈ x′0, para todo y, z ∈ C .

Como P (x, y, z) = p(x), para todo x ≈ x′0 é óbvio que P (x, y, z) = p(x) para todo

(x, y, z) ∈ C×C×C .

Suponhamos por absurdo que grz(R) > 2, ou seja, grz(R) = m + 2 para algum inteiro

positivo m, onde grz(R) denota o grau do polinômio R se pensarmos apenas na variável

z. Seja {x0} × C×C fibra transversal à folheação F e seja (x, y, w) ∈ C3 ↪→ C×C×C
coordenada afim com w = 1

z
. Então o campo X nestas coordenadas é definido por

X(x, y, w) = p(x) ∂
∂x

+ Q(x, y, 1
w
) ∂

∂y
− w2R(x, y, 1

w
) ∂

∂w

p(x) ∂
∂x

+ Q(x, y, 1
w
) ∂

∂y
− w2 1

wm+2 R̃(x, y, w) ∂
∂w

,

onde R̃(x, y, w) é um polinômio em C[x, y, w].
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Se multiplicarmos o campo de vetores X por wm obtemos um campo meromorfo que

define a mesma folheação induzida por X, que também denotaremos por X, dado por

X(x, y, w) = wmp(x)
∂

∂x
+ wmQ(x, y,

1

w
)

∂

∂y
+ R̃(x, y, w)

∂

∂w
.

Temos três possibilidades a serem consideradas:

(i) Se grz(Q) = m então

X(x, y, w) = wmp(x)
∂

∂x
+ Q̃(x, y, w)

∂

∂y
+ R̃(x, y, w)

∂

∂w
.

(ii) Se grz(Q) > m, digamos grz(Q) = m + n para algum inteiro positivo n, então

X(x, y, w) = wmp(x)
∂

∂x
+ wm 1

wm+n
Q̃(x, y, w)

∂

∂y
+ R̃(x, y, w)

∂

∂w
.

Neste caso, multiplicamos o campo de vetores X por wn e obtemos

X(x, y, w) = wm+np(x)
∂

∂x
+ Q̃(x, y, w)

∂

∂y
+ wnR̃(x, y, w)

∂

∂w
.

(iii) Se grz(Q) < m, digamos grz(Q) = m− n para algum inteiro positivo n < m, então

X(x, y, w) = wmp(x) ∂
∂x

+ wm 1
wm−n Q̃(x, y, w) ∂

∂y
+ R̃(x, y, w) ∂

∂w

= wmp(x) ∂
∂x

+ wnQ̃(x, y, w) ∂
∂y

+ R̃(x, y, w) ∂
∂w

.

Em qualquer dos três casos acima, Q̃(x, y, w) é um polinômio em C[x, y, w]. Além disso,

em qualquer dos três casos, o conjunto dos pontos, nas coordenadas afins (x, y, w) ∈
C3 ↪→ C×C×C, que definem a reta no infinito r = {(x, y, w) ∈ C3; x = x0, w = 0} são

pontos de tangência afim da folheação F com a fibra {x0} ×C×C, o que é um absurdo.

Portanto, grz(R) 6 2. Escrevemos então

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ (r2(x, y)z2 + r1(x, y)z + r0(x, y))

∂

∂z

na coordenada afim (x, y, z) ∈ C3 ↪→ C×C×C .

Agora, suponhamos por absurdo que grz(Q) > 0, digamos grz(Q) = n, para algum

inteiro positivo n. Então nas coordenadas afins (x, y, w) ∈ C3 ↪→ C×C×C, obtemos

X = p(x) ∂
∂x

+ Q(x, y, 1
w
) ∂

∂y
− w2(r2(x, y) 1

w2 + r1(x, y) 1
w

+ r0(x, y)) ∂
∂w

= p(x) ∂
∂x

+ 1
wn Q̃(x, y, w) ∂

∂y
− (r2(x, y) + r1(x, y)w + r0(x, y))w2) ∂

∂w
.
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Multiplicamos o campo X por wn e temos o campo sem pólos, ainda denotado por X

X(x, y, w) = wnp(x)
∂

∂x
+ Q̃(x, y, w)

∂

∂y
− wn(r2(x, y) + r1(x, y)w + r0(x, y)w2)

∂

∂w
,

onde Q̃ é um polinômio em C[x, y, w] e rj é um polinômio em C[x, y] para j = 0, 1, 2.

Lembrando que {x0}×C×C é uma fibra transversal à folheação F temos um absurdo,

pois nas coordenadas afins (x, y, w) ∈ C3 o conjunto x = {(x, y, w) ∈ C3; x = x0, w = 0}
é constitúıdo de tangências afins de F com a fibra {x0} × C×C .

Logo, nas coordenadas afins (x, y, z) ∈ C3 ↪→ C×C×C, obtemos

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ Q(x, y)

∂

∂y
+ (r2(x, y)z2 + r1(x, y)z + r0(x, y))

∂

∂z
.

Analogamente, procedendo como antes nas coordenadas afins (x, v, z) ∈ C3 com v = 1
y
,

obtemos que gry(Q) ≤ 2 e gry(R) = 0 e assim o campo polinomial X é dado, nas

coordenadas afins (x, y, z) ∈ C3 ↪→ C×C×C por

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ (q2(x)y2 + q1(x)y + q0(x))

∂

∂y
+ (r2(x)z2 + r1(x)z + r0(x))

∂

∂z
.

onde p, qj e rj são polinômios em C[x], para j = 0, 1, 2.

A Proposição 4.4, motiva o seguinte conceito.

Definição 4.5. Uma folheação F holomorfa singular sobre C×C×C definida, nas co-

ordenadas afins (x, y, z) ∈ C3 ↪→ C×C×C, por um campo polinomial X da forma

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ (q2(x)y2 + q1(x)y + q0(x))

∂

∂y
+ (r2(x)z2 + r1(x)z + r0(x))

∂

∂z
,

onde p, qj e rj são polinômios em C[x], é dita uma folheação de Riccati sobre

C×C×C.

Caracterizamos como sendo folheações de Riccati sobre C×C×C aquelas transversais

a quase toda fibra do fibrado η = (C×C×C, η,C,C×C). Na verdade, para tanto, basta

supormos que a folheação F é transversal a pelo menos uma fibra de η devido a seguinte.
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Proposição 4.6. Seja F uma folheação sobre C×C×C definida por um campo polino-

mial X em C3 transversal a pelo menos uma fibra {x0} × C×C do fibrado

η = (C×C×C, η,C,C×C).

Então F é uma folheação de Riccati sobre C×C×C .

Prova. Sejam (x, y, z) ∈ C3 ↪→ C×C×C coordenadas afins e X campo polinomial que

define a folheação F . Escrevemos

X(x, y, z) = P (x, y, z)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ R(x, y, z)

∂

∂z
,

onde P, Q e R são polinômios em C[x, y, z].

Seja {x0} × C×C fibra transversal à folheação F . Sabemos que a componente P do

campo X só depende de x, por igual argumento usado na proposição anterior. Nestas

condições, o campo X é da forma

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ R(x, y, z)

∂

∂z
.

Afirmação 4.7. Existe ε > 0 suficientemente pequeno tal que a folheação F é tranversal

a {x} × C×C para todo x ∈ Dε(x0) ⊂ C, onde Dε(x0) é o disco aberto de centro x0 e

raio ε.

Prova. Basta observar que {x0} × C×C é compacta e que a transversalidade é lida na

componente P (x, y, z) do campo, e, conclúımos a prova da afirmação.

Consideremos a mudança de coordenadas (x, v, z) ∈ C×C2 ↪→ C×C×C onde v = 1
y

e nesta carta afim a transversalidade de F com a fibra x = constante suficientemente

próxima de {x0} × C×C em v = 0 implica que o polinômio Q ∈ C[x, y, z] é tal que

gry(Q) ≤ 2 e o polinômio R ∈ C[x, y, z] não depende da variável y, pois pela proposição

anterior segue que, para qualquer x ∈ Bε(x0) e para qualquer inteiro k ≥ 3 temos ∂kQ
∂yk ≡ 0

e ∂R
∂y
≡ 0.

Logo pelo prinćıpio da identidade obtemos para todo inteiro k ≥ 3 que ∂kQ
∂yk ≡ 0 e

∂R
∂y
≡ 0 em C×C×C .

76



Analogamente, considerando as coordenadas afins (x, y, w) ∈ C×C2 ↪→ C×C×C
com w = 1

z
e a transversalidade de F com a fibra x = constante suficientemente próxima

de {x0}×C×C em w = 0 temos, usando a proposição anterior e a afirmação acima, que

o polinômio Q não depende da variável z e o polinômio R tem grz(R) ≤ 2. Pelo prinćıpio

da identidade temos, para todo k ≥ 3, que ∂Q
∂z
≡ 0 e ∂kR

∂zk ≡ 0.

Assim o campo polinomial X, nas coordenadas afins (x, y, z) ∈ C×C2 ↪→ C×C×C,

é dado por

X = p (x)
∂

∂x
+

(
q2 (x) y2 + q1 (x) y + q0 (x)

) ∂

∂y
+

(
r2 (x) z2 + r1 (x) z + r0 (x)

) ∂

∂z
.

Portanto F é Riccati.

4.1.1 Folheações de Riccati em C×Cn

O objetivo desta seção é generalizar os conceitos e resultados da seção anterior quando

a fibra de η é Cn
, n ≥ 1.

Iniciamos pela seguinte definição.

Definição 4.8. Uma folheação F holomorfa singular sobre C×Cn
, n ≥ 1, nas coorde-

nadas afins (x, y1, . . . , yn) ∈ C×Cn ↪→ C×Cn
, definida por um campo polinomial X da

forma

X = p
∂

∂x
+(q1,2y

2
1+q1,1y1+q1,0)

∂

∂y1

+(q2,2y
2
2+q2,1y2+q2,0)

∂

∂y2

+· · ·+(qn,2y
2
n+qn,1yn+qn,0)

∂

∂yn

,

onde p e qi,j são polinômios em C[x] é chamada de folheação de Ricatti sobre C×Cn
.

Seja d = max{gr(p), gr(qi,j); i = 1, . . . , n, j = 0, 1, 2}. Notemos que a folheação de

Riccati F é transversal às fibras {x0} × C×Cn
tais que x0 ∈ C e p(x0) 6= 0, e também a

{∞} × C×Cn
se, e somente se, gr(p) = d + 2.

Temos agora o seguinte fato.
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Proposição 1.1. Seja F uma folheação holomorfa singular sobre C×Cn
definida por

um campo polinomial X em C×Cn transversal a quase toda fibra do fibrado η cuja fibra

é Cn
e cuja projeção é

η : C×Cn Cn

−→ C

(z1, z2)
η7−→ z1.

Então o campo polinomial X, nas coordenadas afins (x, y) ∈ C×Cn ↪→ C×Cn
, y =

(y1, . . . , yn), é da forma

X = p
∂

∂x
+ (q1,2y

2
1 + q1,1y1 + q1,0)

∂

∂y1

+ · · ·+ (qn,2y
2
n + qn,1yn + qn,0)

∂

∂yn

,

onde p e qi,j são polinômios em C[x].

Prova. Suponhamos que o campo polinomial X definido nas coordenadas afins (x, y) ∈
C×Cn ↪→ C×Cn

seja da forma

X(x, y) = P (x, y)
∂

∂x
+ Q1(x, y)

∂

∂y1

+ · · ·+ Qn(x, y)
∂

∂yn

,

onde P e Qj são polinômios em C[x, y], para todo j = 1, . . . , n, e suponhamos que a

folheação F definida pelo campo polinomial X é transversal a quase toda fibra do fibrado

η. Pela hipóteses de transversalidade, temos P (x, y) = p(x) para todo (x, y) ∈ C×Cn
.

Suponhamos por absurdo que gryn
(Qn) > 2, digamos gryn

(Qn) = m+2 para algum in-

teiro positivo m. Seja {x0}×Cn
fibra transversal à folheação F e seja (x, y1, . . . , yn−1, wn) ∈

C×Cn coordenada afim com wn = 1
yn

. Então o campo polinomial X nestas coordenadas

é definido por

X = p (x) ∂
∂x

+ Q1(x, y1, . . . , yn−1,
1

wn
) ∂

∂y1
+ · · ·+ Qn−1(x, y1, . . . , yn−1,

1
wn

) ∂
∂yn−1

−
−w2

nQn(x, y1, . . . , yn−1,
1

wn
) ∂

∂wn

= p (x) ∂
∂x

+ Q1(x, y1, . . . , yn−1,
1

wn
) ∂

∂y1
+ · · ·+ Qn−1(x, y1, . . . , yn−1,

1
wn

) ∂
∂yn−1

−
−w2

n
1

wm+2
n

Q̃n(x, y1, . . . , yn−1, wn) ∂
∂wn

,

onde Q̃n é um polinômio em C[x, y1, . . . , yn−1, wn]. Se multiplicarmos o campo de vetores

X por wm obtemos o campo

X(x, y1, . . . , yn−1, wn) = wm
n p (x) ∂

∂x
+ wm

n Q1(x, y1, . . . , yn−1,
1

wn
) ∂

∂y1

+ · · ·+ wm
n Qn−1(x, y1, . . . , yn−1,

1
wn

) ∂
∂yn−1

+

+Q̃n(x, y1, . . . , yn−1, wn) ∂
∂wn

.
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Temos as seguintes possibilidades a serem consideradas:

(i) Se grwn
Q1 = m então

X(x, y1, . . . , yn−1, wn) = wm
n p (x) ∂

∂x
+ Q̃1(x, y1, . . . , yn−1, wn) ∂

∂y1

+ · · ·+ wm
n Qn−1(x, y1, . . . , yn−1,

1
wn

) ∂
∂yn−1

+

+Q̃n(x, y1, . . . , yn−1, wn) ∂
∂wn

.

(ii) Se grwn
Q1 > m, digamos grwn

Q1 = m + l para algum inteiro positivo l, então

X(x, y1, . . . , yn−1, wn) = wm
n p (x) ∂

∂x
+ wm

n
1

wm+l
n

Q̃1(x, y1, . . . , yn−1, wn) ∂
∂y1

+ · · ·+ wm
n Qn−1(x, y1, . . . , yn−1,

1
wn

) ∂
∂yn−1

+

+Q̃n(x, y1, . . . , yn−1, wn) ∂
∂wn

.

Neste caso, multiplicamos o campo de vetores X por wl
n e obtemos o campo

X(x, y1, . . . , yn−1, wn) = wm+l
n p (x) ∂

∂x
+ Q̃1(x, y1, . . . , yn−1, wn) ∂

∂y1

+ · · ·+ wm+l
n Qn−1(x, y1, . . . , yn−1,

1
wn

) ∂
∂yn−1

+

+wl
nQ̃n(x, y1, . . . , yn−1, wn) ∂

∂wn
.

(iii) Se grwn
Q1 < m, digamos grwn

Q1 = m− l para algum inteiro positivo l < m, então

X(x, y1, . . . , yn−1, wn) = wm
n p (x) ∂

∂x
+ wm

n
1

wm−l
n

Q̃1(x, y1, . . . , yn−1, wn) ∂
∂y1

+ · · ·+ wm
n Qn−1(x, y1, . . . , yn−1,

1
wn

) ∂
∂yn−1

+

+Q̃n(x, y1, . . . , yn−1, wn) ∂
∂wn

.

= wm
n p (x) ∂

∂x
+ wl

nQ̃1(x, y1, . . . , yn−1, wn) ∂
∂y1

+ · · ·+ wm
n Qn−1(x, y1, . . . , yn−1,

1
wn

) ∂
∂yn−1

+

+Q̃n(x, y1, . . . , yn−1, wn) ∂
∂wn

.

Nos três casos acima, Q̃1(x, y1, . . . , yn−1, wn) é um polinômio em C[x, y1, . . . , yn−1, wn].

Repetindo a argumentação anterior em relação a Qj, para cada j = 2, . . . , n− 1, obtemos

em qualquer dos casos uma extensão sem pólos do campo X tal que o conjunto dos

pontos nas coordenadas afins (x, y1, . . . , wn) ∈ C×Cn ↪→ C×Cn
, definido por S

def
=
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{(x, y1, . . . , wn) ∈ Cn+1; x = x0, wn = 0} são pontos de tangência afim da folheação F
com a fibra {x0} × Cn

, o que é absurdo. Então, grwn
Qn ≤ 2. Portanto

X(x, y) = p(x) ∂
∂x

+ Q1(x, y) ∂
∂y1

+ · · ·+ Qn−1(x, y) ∂
∂yn−1

+(
qn,2 (x, y1, . . . , yn−1) y2

n + qn,1 (x, y1, . . . , yn−1) yn + qn,0 (x, y1, . . . , yn−1)
)

∂
∂yn

na coordenada afim (x, y1, . . . , yn) ∈ C×Cn ↪→ C×Cn
. Agora, suponhamos por absurdo

que, para todo j = 1, . . . , n− 1, gryn
Qj > 0, digamos gryn

Qj = lj, para algum lj inteiro

positivo, então nas coordenadas afins (x, y1, . . . , yn−1, wn) ∈ C×Cn ↪→ C×Cn
, obtemos

que

X = p(x) ∂
∂x

+ Q1(x, y1, . . . ,
1

wn
) ∂

∂y1
+ · · ·+ Qn−1(x, y1, . . . ,

1
wn

) ∂
∂yn−1

−
−w2

n

(
qn,2 (x, y1, . . . , yn−1)

1
w2

n
+ qn,1 (x, y1, . . . , yn−1)

1
wn

+

qn,0 (x, y1, . . . , yn−1)
)

∂
∂wn

= p(x) ∂
∂x

+ Q1(x, y1, . . . ,
1

wn
) ∂

∂y1
+ · · ·+ Qn−1(x, y1, . . . ,

1
wn

) ∂
∂yn−1

−
−

(
qn,2 (x, y1, . . . , yn−1) + qn,1 (x, y1, . . . , yn−1) wn+

qn,0 (x, y1, . . . , yn−1) w2
n

)
∂

∂wn
.

Seja m = max{gryn
Qj; j = 1, . . . , n − 1}. Multiplicando o campo X por wm temos o

seguinte campo sem pólos nas coordenadas afins (x, y1, . . . , wn) ∈ Cn+1 ↪→ C×Cn

X(x, y1, . . . , yn−1, wn) = wm
n p(x) ∂

∂x
+ Q̃1(x, y1, . . . , wn) ∂

∂y1
+

w
m−gryn

(Q2)
n Q̃2(x, y1, . . . , wn) ∂

∂y2
· · ·+

· · ·+ w
m−gryn

(Qn−1)
n Q̃n−1(x, y1, . . . , wn) ∂

∂yn−1
−

−wm
n

(
qn,2 (x, y1, . . . , yn−1) + qn,1 (x, y1, . . . , yn−1) wn+

qn,0 (x, y1, . . . , yn−1) w2
n

)
∂

∂wn
,

onde Q̃j é um polinômio em C[x, y1, . . . , wn] e qn,k é um polinômio em C[x, y1, . . . , yn−1],

k = 0, 1, 2. Notemos que estamos supondo, sem perda de generalidade, que m = gryn
Q1.

Lembrando que {x0} × Cn
é uma fibra transversal a folheação F temos uma con-

tradição, pois nas coordenadas afins (x, y1, . . . , yn−1, wn) ∈ C×Cn ↪→ C×Cn
com wn =

1
yn

, o conjunto {(x, y1, . . . , yn−1, wn) ∈ Cn+1; x = x0, wn = 0} é constitúıdo de tangências
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afins de F com a fibra {x0} × Cn . Logo, nas coordenadas afins (x, y1, . . . , yn) ∈ Cn+1

obtemos

X(x, y) = p(x) ∂
∂x

+ Q1(x, y1, . . . , yn−1)
∂

∂y1
+ · · ·+ Qn−1(x, y1, . . . , yn−1)

∂
∂yn−1

+

+
(
qn,2 (x, y1, . . . , yn−1) y2

n + qn,1 (x, y1, . . . , yn−1) yn+

qn,0 (x, y1, . . . , yn−1)
)

∂
∂yn

.

Analogamente, procedendo como antes nas coordenadas afins

(x, y1, . . . , yn−2, . . . , wk, . . . , yn−1, yn) ∈ C×Cn ↪→ C×Cn
,

com wk = 1
yk

, k ∈ {1, . . . , n − 1}, obtemos que gryk
Qk ≤ 2 e gryk

Qj = 0 para todo

j ∈ {1, . . . , n}r {k}.
Assim o campo polinomial X é dado, nas coordenadas afins (x, y) ∈ C×Cn ↪→ C×Cn

,

y = (y1, . . . , yn), por

X(x, y) = p (x) ∂
∂x

+
(
q1,2 (x) y2

1 + q1,1 (x) y1 + q1,0 (x)
)

∂
∂y1

+
(
q2,2 (x) y2

2 + q2,1 (x) y2 + q2,0 (x)
)

∂
∂y2

+ . . .

+
(
qn,2 (x) y2

n + qn,1 (x) yn + qn,0 (x)
)

∂
∂yn

onde p e qk,j são polinômios em C[x].

Como conseqüência da Proposição 1.1 temos o seguinte fato.

Proposição 4.9. Se F é uma folheação sobre C×Cn
definida por um campo polinomial

X em Cn+1 tal que F é transversal a pelo menos uma fibra {x0} × Cn
do fibrado η com

fibra t́ıpica Cn
e cuja projeção é

η : C×Cn Cn

−→ C

(x, y)
η7→ x,

onde y = (y1, . . . , yn), então F é uma folheação de Riccati sobre C×Cn
.
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Prova. Sejam (x, y) ∈ C×Cn ↪→ C×Cn
coordenadas afins e X campo polinomial que

define a folheação F dado por

X(x, y) = P (x, y)
∂

∂x
+ Q1(x, y)

∂

∂y1

+ · · ·+ Qn(x, y)
∂

∂yn

onde P e Qj são polinômios em C[x, y].

Suponhamos que F é transversal a {x0}×Cn
. Sabemos que a componente P do campo

X só depende de x. Assim o campo X é da forma

X(x, y) = p(x)
∂

∂x
+ Q1(x, y)

∂

∂y1

+ · · ·+ Qn(x, y)
∂

∂yn

.

Notemos que {x0} × Cn
é compacta, e, como a transversalidade é lida na componente

p(x) do campo, temos que existe ε > 0 tal que F é transversal à {x0} × Cn
, para todo

x ∈ Dε(x0).

Usando a afirmação, a proposição anterior e o prinćıpio da identidade conclúımos a

prova.

4.2 Folheações de Riccati em C×CP 2

Nosso objetivo nessa seção é dar exemplos de folheações holomorfas singulares não

triviais sobre C×CP 2 definidas por um campo polinomial X, transversais a quase toda

fibra do fibrado η cuja projeção é

η : C×CP 2 CP 2−→ C

(x, y)
η7→ x,

e cuja fibra é CP 2, e, caracterizar tais folheações. Essas folheações serão chamadas de

folheações de Riccati-Okamoto em C×CP 2.

Exemplo 4.10 (Okamoto). Seja M uma variedade complexa. A folheação F em M×CP 2

induzida pelo campo de vetores

X(x, y, z) =
∂

∂x
+ (z − y2)

∂

∂y
− (yz + ay + b)

∂

∂z
,

onde a, b ∈ C, é transversal a quase toda fibra de η = (M × CP 2, η, M,CP 2).
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Seja F uma folheação sobre C×CP 2 definida por um campo polinomial

X(x, y, z) = P (x, y, z)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ R(x, y, z)

∂

∂z

nas coordenadas afins (x, y, z) ∈ C×C2 ↪→ C×CP 2, onde P, Q e R são polinômios em

C[x, y, z]. Suponhamos também que a folheação F definida por X seja transversal a quase

toda fibra do fibrado η = (C×CP 2, η,C,CP 2), cuja projeção é

η : C×CP 2 CP 2−→ C

(x, y) 7→ x.

Suponhamos que {x0}×CP 2 é uma fibra de η, invariante pela folheação F . Então F
é transversal às fibras {x} × CP 2, para todo x próximo de x0, assim P (x, y, z) 6= 0 para

todo x ≈ x0, para todo y, z ∈ C . Logo P (x, y, z) = p(x), para todo x ≈ x0.

De fato, seja x̃0 6= x0, x̃0 ≈ x0 e consideremos o polinômio G(y, z) ∈ C[y, z], G(y, z) =

P (x̃0, y, z). Notemos que G(y, z) 6= 0 para todo y, z ∈ C . Seja y0 ∈ C e ponha g(z) =

G(y0, z), nestas condições g(z) é um polinômio em C[z] tal que g(z) 6= 0 para todo

z ∈ C, portanto g(z) é uma constante não nula. Então G(y, z) não depende da variável z.

Analogamente, temos que G(y, z) não depende da variável y. Portanto, P (x, y, z) = p(x),

para todo x ≈ x0, para todo y, z ∈ C .

Como P (x, y, z) = p(x), para todo x ≈ x′0 é óbvio que P (x, y, z) = p(x) para todo

(x, y, z) ∈ C×C×C . Portanto

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ R(x, y, z)

∂

∂z

nas coordenadas afins (x, y, z) ∈ C×C2 ↪→ C×CP 2. Por sua vez, o campo X se estende,

nas coordenadas afins (x, u, v) ∈ C×C2 ↪→ C×CP 2 com u = 1
y

e v = z
y
, a

X̃(x, u, v) = p(x)
∂

∂x
− u2Q(x,

1

u
,
v

u
)

∂

∂u
+ (uR(x,

1

u
,
v

u
)− uvQ(x,

1

u
,
v

u
))

∂

∂v
.

Logo,

X̃(x, u, v) = p(x)
∂

∂x
− u2 1

uα
Q̃(x, u, v)

∂

∂u
+ (u

1

uβ
R̃(x, u, v)− uv

1

uα
Q̃(x, u, v))

∂

∂v
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onde Q̃ e R̃ são polinômios em C[x, u, v],

α = max{m + n; Q(x, y, z) =
∑

l,m,n

ql,m,nxlymzn}

e

β = max{m + n; R(x, y, z) =
∑

l,m,n

rl,m,nxlymzn}.

Seja {x1}×CP 2 uma fibra transversal à folheação F . Vamos mostrar que β ≤ α. De

fato, suponhamos, por absurdo, que β > α. Nestas condições, escrevemos o campo X̃, nas

coordenadas afins (x, u, v) ∈ C×C2 ↪→ C×CP 2, por

X̃(x, u, v) = p(x)
∂

∂x
− u2 1

uα
Q̃(x, u, v)

∂

∂u
+

1

uβ−1
(R̃(x, u, v)− uβ−αvQ̃(x, u, v))

∂

∂v
,

e lembramos que β > α implica β > 1. Reescrevendo o campo X̃ como um campo sem

pólos temos

X̃(x, u, v) = uβ−1p(x)
∂

∂x
− uuβ−αQ̃(x, u, v)

∂

∂u
+ (R̃(x, u, v)− uβ−αvQ̃(x, u, v))

∂

∂v
.

Notemos que o campo X̃ não é transversal no ponto (x1, 0, v0) ∈ {x1} × C2 . Com efeito,

se q(v) = R̃(x1, 0, v) é um polinômio nulo em C[v], então (x1, 0, v0) ∈ {x1} × C2 é uma

singularidade de X̃. Caso contrário, q(v) = R̃(x1, 0, v) é um polinômio não identicamente

nulo em C[v], o ponto (x1, 0, v0) ∈ {x1}×C2 é uma singularidade de X̃, se v0 ráız de q(v),

ou é uma tangência se ele não é ráız de R̃ ∈ C[x, u, v] pois

X̃(x1, 0, v0) = 0 · ∂

∂x
+ 0 · ∂

∂u
+ R̃(x1, 0, v0)

∂

∂v
.

Portanto β ≤ α. Assim,

X̃(x, u, v) = p(x)
∂

∂x
− u2 1

uα
Q̃(x, u, v)

∂

∂u
+

1

uα
(uuα−β 1

uβ
R̃(x, u, v)− uvQ̃(x, u, v))

∂

∂v
.

Vamos mostrar que α ≤ 2. De fato, suponhamos, por absurdo, que α > 2, isto é, α =

3 + k para algum inteiro não negativo k. Então, nas coordenadas afins (x, u, v) ∈ C×C2,

obtemos

X̃(x, u, v) = p(x)
∂

∂x
− 1

uk+1
Q̃(x, u, v)

∂

∂u
+

1

uk+2
(uα−βR̃(x, u, v)− vQ̃(x, u, v))

∂

∂v
,
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e multiplicando o campo X̃ por uk+1 obtemos

X̃(x, u, v) = uk+1p(x)
∂

∂x
− Q̃(x, u, v)

∂

∂u
+

1

u
(uα−βR̃(x, u, v)− vQ̃(x, u, v))

∂

∂v

Temos duas possibilidades: o polinômio S(x, u, v) = uα−βR̃(x, u, v)− vQ̃(x, u, v) é ou não

multiplo de u.

Caso (i). Se S(x, u, v) = uα−βR̃(x, u, v)−vQ̃(x, u, v) é multiplo de u, então a folheação

F é induzida pelo campo sem pólos

X̃(x, u, v) = uk+1p(x)
∂

∂x
− Q̃(x, u, v)

∂

∂u
+ (uα−βR̃(x, u, v)− vQ̃(x, u, v))

∂

∂v
.

Notemos que o campo X̃ não é transversal no ponto (x1, 0, v0) ∈ {x1}×C2 . Com efeito,

se q(v) = Q̃(x1, 0, v) é um polinômio nulo em C[v], então (x1, 0, v0) ∈ {x1} × C2 é uma

singularidade de X̃. Caso contrário, q(v) = Q̃(x1, 0, v) é um polinômio não identicamente

nulo em C[v], o ponto (x1, 0, v0) ∈ {x1}×C2 é uma singularidade de X̃, se v0 ráız de q(v),

ou é uma tangência se ele não é ráız de Q̃ ∈ C[x, u, v] pois

X̃(x1, 0, v0) = 0 · ∂

∂x
+ Q̃(x1, 0, v0) · ∂

∂u
− v0Q̃(x1, 0, v0)

∂

∂v
.

Caso (ii). Se S(x, u, v) = uα−βR̃(x, u, v) − vQ̃(x, u, v) não é multiplo de u, então a

folheação F é induzida pelo campo sem pólos

X̃(x, u, v) = uk+2p(x)
∂

∂x
− uQ̃(x, u, v)

∂

∂u
+ S(x, u, v)

∂

∂v
.

Notemos que o campo X̃ não é transversal no ponto (x1, 0, v0) ∈ {x1} × C2 . Com efeito,

se q(v) = S(x1, 0, v) é um polinômio nulo em C[v], então (x1, 0, v0) ∈ {x1} × C2 é uma

singularidade de X̃. Caso contrário, q(v) = S(x1, 0, v) é um polinômio não identicamente

nulo em C[v], o ponto (x1, 0, v0) ∈ {x1}×C2 é uma singularidade de X̃, se v0 ráız de q(v),

ou é uma tangência se ele não é ráız de S ∈ C[x, u, v].

Em quaisquer dos casos temos uma contradição. Logo α ≤ 2.

Como β ≤ α ≤ 2, temos as seguintes possibilidades:

1. α = β = 0;
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2. α = 1, β = 0;

3. α = β = 1;

4. α = 2, β = 0;

5. α = 2, β = 1;

6. α = β = 2.

Possibilidade 1. Se α = β = 0, então o campo X, nas coordenadas (x, y, z) ∈ C3, é

definido por

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ q(x)

∂

∂y
+ r(x)

∂

∂z
. (4.1)

É óbvio que a folheação FX induzida pelo campo X de equação 4.1 é transversal a

quase toda fibra do fibrado η.

Possibilidade 2. Se α = 1, β = 0, então o campo X, nas coordenadas (x, y, z) ∈ C3,

é definido por

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ (A(x) + B(x)y + C(x)z)

∂

∂y
+ r(x)

∂

∂z
, (4.2)

onde A,B, C ∈ C[x].

Possibilidade 3. Se α = β = 1, então o campo X, nas coordenadas (x, y, z) ∈ C3, é

definido por

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ (A(x) + B(x)y + C(x)z)

∂

∂y
+ (a(x) + b(x)y + c(x)z)

∂

∂z
, (4.3)

onde a,A, b, B, c, C ∈ C[x].

A folheação FX induzida pelo campo X de equação 4.3 (e óbvio de equação 4.2) é

transversal ao fibrado η. De fato, o campo X, nas coordenadas afins (x, u, v) ∈ C3, é

X(x, u, v) = p(x)
∂

∂x
− u(A(x)u + C(x)v + B(x))

∂

∂u
+ R̃(x, u, v)

∂

∂v
,

onde R̃(x, u, v) = a(x)u + c(x)v + b(x)− v(A(x)u + C(x)v + B(x)) e, evidentemente, FX

é transversal às fibras {x} × CP 2 de η, se p(x) 6= 0. Por sua vez, nas coordenadas afins

(x, t, s) ∈ C3 ↪→ C×CP 2, com s = 1
z

e t = y
z
, obtemos

X(x, t, s) = p(x)
∂

∂x
+ Q̃(x, t, s)

∂

∂t
− s(a(x)s + b(x)t + c(x))

∂

∂s
,
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onde Q̃(x, u, v) = A(x)s + B(x)t + C(x) − t(a(x)s + b(x)t + c(x)) e FX é transversal às

fibras {x} × CP 2 de η, se p(x) 6= 0.

Possibilidade 4. Se α = 2, β = 0, então o campo X, nas coordenadas (x, y, z) ∈ C3,

é definido por

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ r(x)

∂

∂z
, (4.4)

onde Q(x, y, z) = A(x) + B(x)y + C(x)z + D(x)yz + E(x)y2 + F (x)z2 e A(x), B(x),

C(x), D(x), E(x), F (x) ∈ C[x]. Então, nas coordenadas (x, u, v) ∈ C×C2 ↪→ C×CP 2

obtemos

X(x, u, v) = p(x)
∂

∂x
− Q̃(x, u, v)

∂

∂u
+ (u r(x)− v

u
Q̃(x, u, v))

∂

∂v
,

onde Q̃(x, u, v) = A(x)u2 +F (x)v2 +C(x)uv +D(x)v +B(x)u+E(x). Como α = 2 temos

que pelo menos um dos polinômios D,E, F ∈ C[x] não é identicamente nulo, e assim Q̃

não é multiplo de u. Além disso, o polinômio S(x, u, v) = u2 r(x) − v Q̃(x, u, v) não é

identicamente nulo, pois algum D, E, F ∈ C[x] não é.

Multiplicando o campo X por u obtemos

X(x, u, v) = u p(x)
∂

∂x
− u Q̃(x, u, v)

∂

∂u
+ S(x, u, v)

∂

∂v
.

Notemos que o campo X não é transversal no ponto (x1, 0, v0) ∈ {x1} × C2 . Com efeito,

se q(v) = S(x1, 0, v) é um polinômio nulo em C[v], então (x1, 0, v0) ∈ {x1} × C2 é uma

singularidade de X̃. Caso contrário, q(v) = S(x1, 0, v) é um polinômio não identicamente

nulo em C[v], o ponto (x1, 0, v0) ∈ {x1}×C2 é uma singularidade de X̃, se v0 ráız de q(v),

ou é uma tangência se ele não é ráız de S ∈ C[x, u, v] pois

X̃(x1, 0, v0) = 0 · ∂

∂x
+ 0 · ∂

∂u
+ S(x1, 0, v0)

∂

∂v
,

o que é absurdo.

Possibilidade 5. Se α = 2, β = 1, então o campo X, nas coordenadas (x, y, z) ∈ C3,

é definido por

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ R(x, y, z)

∂

∂z
, (4.5)
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onde Q(x, y, z) = A(x) + B(x)y + C(x)z + D(x)yz + E(x)y2 + F (x)z2, R(x, y, z) =

a(x) + b(x)y + c(x)z e a(x), b(x), c(x), A(x), B(x), C(x), D(x), E(x), F (x) ∈ C[x]. Então,

nas coordenadas (x, u, v) ∈ C×C2 ↪→ C×CP 2 obtemos

X(x, u, v) = p(x)
∂

∂x
− Q̃(x, u, v)

∂

∂u
+

1

u
(u R̃(x, u, v)− v Q̃(x, u, v))

∂

∂v
,

onde Q̃(x, u, v) = A(x)u2 + F (x)v2 + C(x)uv + D(x)v + B(x)u + E(x) e R̃ = a(x)u +

c(x)v + b(x). Como α = 2 temos que pelo menos um dos polinômios D, E, F ∈ C[x] não é

identicamente nulo, e assim Q̃ não é multiplo de u. Além disso, é fácil ver que o polinômio

S(x, u, v) = u R̃(x, y, z)− v Q̃(x, u, v) não é identicamente nulo.

Se multiplicarmos o campo X por u obteremos

X(x, u, v) = u p(x)
∂

∂x
− u Q̃(x, u, v)

∂

∂u
+ S(x, u, v)

∂

∂v
,

que não é transversal no ponto (x1, 0, v0) ∈ {x1} × C2, o que é absurdo.

Possibilidade 6. Se α = β = 2, então o campo X, nas coordenadas (x, y, z) ∈ C3, é

definido por

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ R(x, y, z)

∂

∂z
, (4.6)

onde Q(x, y, z) = A(x) + B(x)y + C(x)z + D(x)yz + E(x)y2 + F (x)z2, R(x, y, z) =

a(x) + b(x)y + c(x)z + d(x)yz + e(x)y2 + f(x)z2 e a, b, c, d, e, f, A, B, C,D, E, F ∈ C[x].

Então, nas coordenadas (x, u, v) ∈ C×C2 ↪→ C×CP 2 obtemos

X(x, u, v) = p(x)
∂

∂x
− Q̃(x, u, v)

∂

∂u
+

1

u
(R̃(x, u, v)− v Q̃(x, u, v))

∂

∂v
,

onde Q̃(x, u, v) = A(x)u2 + F (x)v2 + C(x)uv + D(x)v + B(x)u + E(x) e R̃ = a(x)u2 +

f(x)v2 + c(x)uv + d(x)v + b(x)u + e(x).

Notemos que um dos polinômios D, E, F ∈ C[x] não é identicamente nulo, da mesma

maneira que um dos polinômios d, e, f ∈ C[x] também não é. Portanto o polinômio

S(x, u, v) = R̃(x, u, v) − v Q̃(x, u, v) é multiplo de u, se e = 0, d = E, f = D e F = 0.

Nestas condições, a folheação F é induzida por

X(x, u, v) = p(x)
∂

∂x
− Q̃(x, u, v)

∂

∂u
+ S̃(x, u, v)

∂

∂v
,
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onde S̃(x, u, v) ∈ C[x, u, v], e é transversal a η.

Considerando as coordenadas afins (x, t, s) ∈ C×C2 ↪→ C×CP 2 com t = y
z

e s = 1
z
,

temos

X(x, t, s) = p(x)
∂

∂x
+

1

s
(Q̃(x, t, s)− tR̃(x, t, s))

∂

∂t
− Q̃(x, t, s)

∂

∂s
,

onde

Q̃(x, t, s) = A(x)s2 + E(x)t2 + B(x)ts + C(x)s + D(x)t

e

R̃(x, t, s) = a(x)s2 + b(x)ts + c(x)s + E(x)t + D(x).

Portanto,

Q̃(x, t, s)− t̃(R)(x, t, s) = −ts2a(x)− t2sb(x) + ts(B − c)(x) + s2A(x) + sC(x),

e a folheação F é induzida pelo campo sem pólos

X(x, t, s) = p(x)
∂

∂x
+ S(x, t, s)

∂

∂t
− Q̃(x, t, s)

∂

∂s
,

com S(x, t, s) = −ts a(x) − t2 b(x) + t(B − c)(x) + s A(x) + C(x) que é transversal às

fibra {x} × CP 2 do fibrado η, se p(x) 6= 0.

Caso contrário, temos que a folheação F é induzida pelo seguinte campo sem pólos

X(x, u, v) = u p(x)
∂

∂x
− u Q̃(x, u, v)

∂

∂u
+ S(x, u, v)

∂

∂v
,

que não é transversal no ponto (x1, 0, v0) ∈ {x1} × C2, o que é absurdo.

Portanto, pela análise das possibilidades, conclúımos a caracterização das folheações

em C×CP 2 transversais a quase toda fibra de η, fibrado cuja fibra é CP 2, na forma da

seguinte proposição.
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Proposição 1.2. Seja F uma folheação holomorfa singular sobre C×CP 2 definida por

um campo polinomial X em C×C2 ↪→ C×CP 2 tal que F é transversal a quase toda

fibra do fibrado η cuja projeção é

η C×CP 2 CP 2−→ C

(x, y) 7→ x.

Então o campo X é definido, nas coordenadas afins (x, y, z) ∈ C×C2 ↪→ C×CP 2, por

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ R(x, y, z)

∂

∂z
;

com

Q(x, y, z) = A(x) + B(x)y + C(x)z + D(x)yz + E(x)y2

e

R(x, y, z) = a(x) + b(x)y + c(x)z + E(x)yz + D(x)z2,

onde p, a, b, c, A, B, C,D, E ∈ C[x],

Definição 4.11. Uma folheação F holomorfa singular sobre C×CP 2 definida em coor-

denadas afins (x, y, z) ∈ C×C2 ↪→ C×CP 2 por um campo polinomial X da forma

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ R(x, y, z)

∂

∂z
; (4.7)

com

Q(x, y, z) = A(x) + B(x)y + C(x)z + D(x)yz + E(x)y2

e

R(x, y, z) = a(x) + b(x)y + c(x)z + E(x)yz + D(x)z2,

onde p, a, b, c, A, B, C, D, E ∈ C[x], é chamada uma folheação de Riccati-Okamoto

sobre C×CP 2.

Uma vez caracterizadas as folheações de Riccati em C×CP 2 caminhamos na direção

do seguinte resultado
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Proposição 4.12. Se F é uma folheação sobre C×CP 2 definida por um campo polino-

mial X em C×C2 ↪→ C×CP 2 tal que F é transversal a pelo menos uma fibra {x0}×CP 2

do fibrado η = (C×CP 2, η,C,CP 2), então F é uma folheação de Riccati-Okamoto sobre

C×CP 2.

Prova. Considere

X(x, y, z) = P (x, y, z)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ R(x, y, z)

∂

∂z

onde P, Q e R são polinômios em C[x, y, z].

Suponhamos que F é transversal a {x0} × CP 2. Então P só depende de x e existe

ε > 0 tal que a folheação F é transversal a {x} × CP 2, para todo x ∈ Dε(x0) ⊂ C, onde

Dε(x0) é o disco aberto de centro x0 e raio ε.

Consideremos as coordenadas afins (x, u, v) ∈ Dε(x0) × C2 ↪→ C×CP 2 com u = 1
y

e

v = z
y
. A transversalidade de F com a fibra x = constante suficientemente próxima de

{x0} × CP 2 implica que

X(x, y, z) = p(x)
∂

∂x
+ Q(x, y, z)

∂

∂y
+ R(x, y, z)

∂

∂z
; (4.8)

com

Q(x, y, z) = A(x) + B(x)y + C(x)z + D(x)yz + E(x)y2

e

R(x, y, z) = a(x) + b(x)y + c(x)z + E(x)yz + D(x)z2,

onde p, a, b, c, A, B, C, D, E ∈ C[x], e, por sua vez, nas coordenadas afins (x, r, s) ∈
Dε(x0)× C2 ↪→ C×CP 2 com r = y

z
e s = 1

z
obtemos FX transversal a quase toda fibra

de η.

Suponhamos que o campo polinomial X é definido, nas coordenadas afins (x, y, z) ∈
Dε(x0)×C2 ↪→ C×CP 2, pela equação 4.8, então conclúımos a prova usando o pŕıncipio

da identidade.
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4.3 Realisação de Folheações em C×CP 2

Nesta seção procuramos resposta para a seguinte indagação.

Pergunta 4.13. Existe uma folheação de Riccati F cuja holonomia global de F é con-

jugada ao grupo gerado pelos biholomorfismos f1, . . . , fk de CP 2?

Semelhante questão foi proposta e respondida de modo afirmativo em [15] no caso das

folheações de Riccati em C×C . Lembramos que Lins Neto em [15] utiliza-se do teorema

de classificação de fibrados de Grothendieck [9], porém ele mesmo lembra ser posśıvel

demonstrar seu resultado evitando o teorema de Grothendieck.

Neste trabalho procuramos hipóteses para a realização de folheações em C×CP 2.

Como em [15] a idéia da prova é construir uma folheação singular F sobre E = C×CP 2

transversal às fibras do fribado η = (E, η,C,CP 2) satisfazendo às condições (i) e (ii) do

Teorema 1.4 abaixo. Faremos uso também de seu metodo de construção devidamente

adaptado as nossas condições.

Nosso objetivo nesta seção é o seguinte teorema.

Teorema 1.4. Sejam x0, x1, . . . , xk ∈ C, k +1 pontos e f1, . . . , fk ∈ Aut(CP 2), k biholo-

morfismos. Suponhamos que cada biholomorfismo fj fixa pelo menos três pontos, então

existe uma folheação de Riccati F sobre C×CP 2 satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) As fibras invariantes de F são {x0} × CP 2, . . . , {xk} × CP 2.

(ii) A holonomia global de F é conjugada ao subgrupo de Aut(CP 2) gerado por f1, . . . , fk.

Prova. Seja f0 = (f1 ◦ · · · ◦ fk)
−1 e sejam x0 = 0, x1, . . . , xk pontos em C . Para todo

j ∈ {0, 1, . . . , k}, seja Dj o disco de raio r e centro xj, onde escolhemos r > 0 tal que

|xi − xj| > 2r para i 6= j, 0 ≤ i, j ≤ k.

Para cada j ∈ {1, . . . , k} escolhemos um ponto x′j ∈ Dj r {xj} e um ponto x′′j ∈
D0 r {0} definidos por

x′j = xj +
r

2
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Figura 4.1:

e

x′′j =
r

2
exp(

2π
√−1(j − 1)

k
)

Sejam α1, . . . , αk : [0, 1] → C curvas simples em C satisfazendo as seguintes condições:

(i) αj(0) = x′′j e αj(1) = x′j;

(ii) αj([0, 1]) ∩Di = ∅ se i 6= j, i 6= 0;

(iii) αi([0, 1]) ∩ αj([0, 1]) = ∅ se i 6= j;

(iv) Para todo j ∈ {1, . . . , k}, αj([0, 1]) ∩ D0 e αj([0, 1]) ∩ Dj são segmentos de reta

contidos no diâmentro de D0 e Dj respectivamente.

Sejam A1, . . . , Ak faixas ao redor de α1, . . . , αk respectivamente que satisfazem as

seguintes propriedades:

(i) Aj ∩Di = ∅ se i 6= j, i 6= 0;

(ii) Ai ∩ Aj = ∅ se i 6= j;

(iii) Aj ∩D0 e Aj ∩Dj estão contidas em setores de D0 e Dj respectivamente, 1 ≤ j ≤ k.

Sejam U = (
k⋃

j=1

Aj) ∪ (
k⋃

j=0

Dj) e γ = ∂U. Por construção, γ é uma curva sim-

ples em C . Seja T uma vizinhança tubular de γ e seja V = (CrU) ∪ T, segue que

{A1, . . . , Ak, D0, . . . , Dk, V } é uma cobertura de C por conjuntos abertos.
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Figura 4.2:

Para todo j ∈ {1, . . . , k} consideremos o sistema de coordenadas afins (x, uj, vj) em

Aj × C2 ↪→ Aj × CP 2, x ∈ Aj, (uj, vj) ∈ C2 . Para todo i ∈ {0, 1, . . . , k} consideremos

as coordenadas (x, ui, vi) em Di × C2 ↪→ Di × CP 2, x ∈ Di, (ui, vi) ∈ C2 e tomemos as

coordenadas (w, y1, y2) em V × C2 com w = 1
x
∈ V e (y1, y2) ∈ C2 .

Vamos definir os modelos locais para F

(i) Em Aj×CP 2 consideramos a folheação trivial cujas folhas são da forma Aj×{p}, p ∈
CP 2 e j ∈ {1, . . . , k}.

(ii) Também em V × CP 2 consideremos a folheação trivial cujas folhas são da forma

V × {p}, p ∈ CP 2.

(iii) Fixemos l ∈ {0, 1, . . . , k}. Existe um sistema de coordenadas (x, y) ∈ C2 ↪→ CP 2

tal que fl : E0 → E0 pode ser escrita de uma das seguintes maneiras:

(a) fl(u, v) = (λ′lu, λ′′l v) onde λ′l, λ
′′
l ∈ Cr{0}, λ′l 6= λ′′l ;

(b) fl(u, v) = (λ′′l u, λ′′l v) onde λ′′l ∈ Cr{0};

(c) fl(u, v) = (u + λ′lv, v) onde λ′l ∈ Cr{0}.

No caso (a) consideremos o modelo local de F em Dj × C2, j ∈ {0, 1, . . . , k} sendo a

folheação singular induzida pelo campo de vetores linear em Dj × C2 da forma

X(x, uj, vj) = (x− xj)
∂

∂x
+ α′juj

∂

∂uj

+ α′′j vj
∂

∂vj

onde exp(2π
√−1α′j) = λ′j e exp(2π

√−1α′′j ) = λ′′j .
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Figura 4.3:

Figura 4.4:
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Consideremos a curva γj(θ) = rj exp(
√−1θ) + xj, 0 ≤ θ ≤ 2π onde 0 < rj < r e seja

Σj = {pj} × C2, pj ∈ γj([0, 2π]).

Afirmação 4.14. A holonomia da folheação F definida pelo campo

X(x, uj, vj) = (x− xj)
∂

∂x
+ α′juj

∂

∂uj

+ α′′j vj
∂

∂vj

(4.9)

em Dj × C2 com respeito à seção transversal Σ é da forma (uj, vj) 7→ (λ′juj, λ
′′
j vj).

Prova. Sejam Σ = {xj + rj} × C2 uma seção transversal a F e pj = (xj + rj, 0, 0) ∈ Σj.

Vamos calcular Hol(Dj r {xj}, pj, Σj) o grupo de holonomia de Dj r {xj} com respeito a

pj e a Σj.

Sejam γj(θ) = (rj exp(
√−1θ) + xj, 0, 0), 0 ≤ θ ≤ 2π e p1 : Dj × C2 → Dj a projeção

sobre a primeira coordenada, isto é, p1(x, y, z) = x, e notemos que as fibras p−1
1 (x), se x 6=

xj, são transversais a F . Seja q = (xj + rj, uj, vj) ∈ Σj e seja γq(θ) = (x(θ), uj(θ), vj(θ))

o levantamento pela primeira projeção p1 de γj pelo ponto q. Então

x′(θ) = p1(γ
′
q(θ)) = p1(γ

′
j(θ)) =

√−1rj exp(
√−1θ),

e assim, se Yj = (uj, vj) ∈ C2 obtemos que

Y ′
j

x′
=

Y ′
j√−1rj exp(
√−1θ)

.

Por outro lado, por 4.9 resulta que

dx

dT
= x− xj

e

dYj

dT
=


 α′j 0

0 α′′j


 ·


 uj

vj


 = AYj

e dáı, obtemos que
dY ′

j

dx
=

dYj

dT
· dT

dx
=

dYj

dT
dx
dT

=
Auj

x− xj

e portanto
Y ′

j√−1rj exp(
√−1θ)

=
Y ′

j

x′
=

Auj

rj exp(
√−1θ)
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donde

Y ′
j =

√−1AYj.

Por sua vez, a solução de Y ′
j =

√−1AYj com condição inicial Yj(0) = (uj, vj) é

Yj(θ) = exp(
√−1θA) · Yj(0).

Portanto a holonomia é o biholomorfismo f : Σj → Σj definido por

f(uj, vj) = Yj(2π)

= exp


2π

√−1


 α′j 0

0 α′′j





 ·


 uj

vj




=


 exp(2π

√−1α′j) 0

0 exp(2π
√−1α′′j )


 ·


 uj

vj




= (exp(2π
√−1α′j)uj, exp(2π

√−1α′′j )vj)

= (λ′juj, λ
′′
j vj)

e assim, provamos a afirmação.

No caso (b) consideremos o modelo local de F em Dj × C2, j ∈ {0, 1, . . . , k} sendo a

folheação singular induzida pelo campo de vetores em Dj × C2 da forma

X(x, uj, vj) = (x− xj)
∂

∂x
+ α′′j uj

∂

∂uj

+ α′′j vj
∂

∂vj

onde exp(2π
√−1α′′j ) = λ′′j . Consideremos a curva γj(θ) = rj exp(

√−1θ) + xj, 0 ≤ θ ≤ 2π

onde 0 < rj < r e seja Σj = {pj} × C2, pj ∈ γj([0, 2π]).

Afirmação 4.15. A holonomia da folheação F definida pelo campo

X(x, uj, vj) = (x− xj)
∂

∂x
+ α′′j uj

∂

∂uj

+ α′′j vj
∂

∂vj

em Dj × C2 com respeito à seção transversal Σj é da forma (uj, vj) 7→ (λ′′j uj, λ
′′
j vj).
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Prova. Análoga à da Afirmação 4.14 .

No caso (c) consideremos como modelo local de F em Dj × C2, j ∈ {0, 1, . . . , k} a

folheação singular induzida pelo campo de vetores linear em Dj × C2 da forma

X(x, uj, vj) = (x− xj)
∂

∂x
+

λ′l
2π
√−1

∂

∂uj

+ 0 · ∂

∂vj

.

Consideremos a curva γj(θ) = rj exp(
√−1θ) + xj, 0 ≤ θ ≤ 2π onde 0 < rj < r e seja

Σj = {pj} × C2, pj ∈ γj([0, 2π])

Afirmação 4.16. A holonomia da folheação F definida pelo campo

X(x, uj, vj) = (x− xj)
∂

∂x
+

λ′l
2π
√−1

∂

∂uj

+ 0 · ∂

∂vj

. (4.10)

em Dj × C2 com respeito à seção transversal Σj é da forma (uj, vj) 7→ (uj + λ′lvj, vj).

Prova. Sejam Σ = {xj + rj} × C2 uma seção transversal a F e pj = (xj + rj, 0, 0) ∈ Σj.

Vamos calcular Hol(Dj r {xj}, pj, Σj) o grupo de holonomia de Dj r {xj} com respeito a

pj e a Σj.

Sejam γj(θ) = (rj exp(
√−1θ) + xj, 0, 0), 0 ≤ θ ≤ 2π e p1 : Dj × C2 → Dj a projeção

sobre a primeira coordenada, isto é, p1(x, y, z) = x, e notemos que as fibras p−1
1 (x), se

x 6= xj, são trasversais a F . Seja q = (xj +rj, uj, vj) ∈ Σj e seja γq(θ) = (x(θ), uj(θ), vj(θ))

o levantamento por p1 de γj pelo ponto q. Então

x′(θ) = p1(γ
′
q(θ)) = p1(γ

′
j(θ)) =

√−1rj exp(
√−1θ),

e assim, se Yj = (uj, vj) ∈ C2 obtemos que

Y ′
j

x′
=

Y ′
j√−1rj exp(
√−1θ)

.

Por outro lado, de 4.10 resulta que

dx

dT
= x− xj

e

dYj

dT
=


 0

λ′l
2π
√−1

0 0


 ·


 uj

vj


 = AYj,
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onde A =


 0

λ′l
2π
√−1

0 0


 e, dáı, obtemos que

dYj

dx
=

dYj

dT
· dT

dx
=

dYj

dT
dx
dT

=
Auj

x− xj

e portanto
Y ′

j√−1rj exp(
√−1θ)

=
Y ′

j

x′
=

Auj

rj exp(
√−1θ)

donde

Y ′
j =

√−1AYj.

Por sua vez, a solução de Y ′
j =

√−1AYj com condição inicial Yj(0) = (uj, vj) é

Yj(θ) = exp(
√−1θA) · Yj(0).

Portanto a holonomia é o biholomorfismo f : Σj → Σj definido por

f(uj, vj) = Yj(2π)

= exp


2π

√−1


 0

λ′l
2π
√−1

0 0





 ·


 uj

vj




= exp





 0 λ′l

0 0





 ·


 uj

vj




=





 1 0

0 1


 +


 0 λ′l

0 0





 ·


 uj

vj




=


 1 λ′l

0 1


 ·


 uj

vj




= (uj + λ′lvj, vj)

e assim, provamos a afirmação.
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Vamos colar a folheação em Aj × CP 2 e as folheações em D0 × CP 2 e Dj × CP 2

extensões naturais das folheações em Aj×C2, D0×C2 e Dj×C2 anteriormente definidas.

Suponhamos inicialmente que f0 e fj não são do tipo P1R2. Nestas condições estamos

nos casos (a) ou (b). Notemos que Aj ∩ Dj é simplesmente conexo e xj 6∈ Aj ∩ Dj e

consideremos o sistema de coordenadas (x, ũj, ṽj) em (Aj ∩Dj)× CP 2 definido por

ũj = uj exp(−α′j lg(
x− xj

r
2

))

e

ṽj = vj exp(−α′′j lg(
x− xj

r
2

))

onde lg(·) é o ramo do logaritmo em Cr{x +
√−1y; x ≤ 0} tal que lg(1) = 0. Como

x′j = xj + r
2
, obtemos que

ũj(x
′
j, uj) = uj exp(−α′j lg(1)) = uj

e

ũj(x, 0) = 0.

As folhas da folheação F restrita a (Aj∩Dj)×CP 2 são ũj = constante. Vamos identificar

o ponto (x, Uj, Vj) ∈ (Aj∩Dj)×C2 ⊂ Aj×C2 com o ponto ((x, uj, vj)) ∈ (Aj∩Dj)×C2 ⊂
Dj × C2, onde

uj = Uj exp(α′j lg(
x− xj

r
2

)) (4.11)

e

vj = Vj exp(α′′j lg(
x− xj

r
2

)). (4.12)

Claramente o dito é equivalente a identificar (x, Uj, Vj) com (x, uj, vj) e assim, por

4.11 e por 4.12, podemos colar placas da folheação F em Aj×C2 restrita a (Aj ∩Dj)×C2

com placas da folheação F em Dj × C2 restrita a (Aj ∩ Dj) × C2 . Notemos que esta

identificação envia a fibra {x = c} ⊂ Aj × C2, c ∈ Aj ∩Dj, na fibra {x = c} ⊂ Dj × C2 .

Além disso, a holonomia da curva βj = αj ∗ γj ∗α−1
j na seção Σ′′

j = {x′′j}×C2 ⊂ Aj ×C2,

com respeito à folheação obtida por colagem de F em Aj ×C com F em Dj ×C, é linear

da forma

(Uj, Vj) 7→ (λ′jUj, λ
′′
j Vj)
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Agora vamos colar a nova folheação F j em (Aj ∪ Dj) × C2, com a folheação em

(Aj∩D0)×C, identificando os pontos (x, Uj, Vj) ∈ ((Aj∪Dj)∩D0)×C2 com (x, U0, V0) ∈
(Aj ∩D0)× C2 por

U0 = Uj exp(α′0 lg(
x

x′′j
)) (4.13)

e

V0 = Vj exp(α′′0 lg(
x

x′′j
)), (4.14)

onde λ′0 = exp(2π
√−1α′0) e λ′′0 = exp(2π

√−1α′′0). Como anteriormente, 4.13 e 4.14 colam

placas de F em (Aj ∪Dj)× C2 com placas de F em (Aj ∩D0)× C2, e define uma nova

folheação F em uma variedade complexa que tem D0 ∪ Aj ∪Dj como folha.

A holonomia da curva βj, na seção Σ′′
j = {x′′j} × C2 ⊂ D0 × C2 é dada por

(U0, V0) 7→ (λ′jU0, λ
′′
j V0).

Agora, seja γ0(θ) = r
2
exp(

√−1θ), 0 ≤ θ ≤ 2π, e para cada j = 1, . . . , k, seja µj o arco

em γ0 entre x′′j e r
2

no sentido anti-horário. Seja

δj = µj ∗ βj ∗ µ−1
j = µj ∗ αj ∗ γj ∗ α−1 ∗ µ−1

j ,

onde γj(θ) = r
2
exp(

√−1θ) + xj, θ ∈ [0, 2π] e Σ0 = { r
2
}×C . A holonomia da curva δj em

Σ0 é da forma

(U, V ) 7→ fj(U, V ).

No caso onde fj ou f0 é do tipo P1R2 as identificações são:

uj = Uj − λ′l
2π
√−1

lg

(
x− xj

r
2

)

vj = Vj

U0 = Uj − λ′0
2π
√−1

lg

(
x

x′′j

)

e

V0 = V0.
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Agora, sejam M̃ e F̃ a variedade e a folheação respectivamente obtidas pelo processo de

colagem. Por construção a holonomia da folha U =

(
k⋃

i=0

Ai

)
∩

(
k⋃

j=0

Dj

)
com relação

a Σ0 é gerada por f1, . . . , fk, e a holonomia da curva δ1 ∗ · · · ∗ δk ∗ γ0 é a identidade.

Além disto, a folheação vertical x = constante em Aj × C2, Dj × C2 e D0 × C2 são

transversais a U exceto em um número finito de folhas verticais x = constante, a saber

x = x0, x = x1, . . . , x = xk. E podemos definir uma projeção p̃ : M̃ → U tal que p̃−1(x) é

a folha x = constante. Agora, seja A = T ∩ U onde T é a vizinhança tubular de γ = ∂U.

Então A é, topologicamente, um anel e além disto, se δ é uma curva fechada em A

que gera a homotopia de A, então a holonomia de δ com respeito a F̃ em alguma seção

transversal é trivial, pois δ é homotópica à curva δ1 ∗ · · · ∗ δk ∗ γ0 em U r
k⋃

j=0

{xj} e a

holonomia de δ1 ∗ · · · ∗ δk ∗ γ0 é trivial.

Segue da definição de holonomia que a folheação restrição F̃ | eA, onde Ã = p̃−1(A) é

biholomorfa a uma folheação produto, isto é, existe um biholomorfismo ϕ : W → A×D,

de alguma vizinhança W de A ⊂ Ã sobre a ×D, onde D ⊂ C2 é um polidisco tal que ϕ

envia folhas de F̃ |W sobre folhas da folheação trivial A× {c}, c ∈ D.

Para completar a construção é suficiente colar as folheações F em M̃ e F̂ em V ×D

por ϕ, isto é, identificamos um ponto q ∈ W com ϕ(q) ∈ V ×D, e obtemos uma folheação

como desejamos em C×CP 2.
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Caṕıtulo 5

Mais Sobre Folheações Transversais

a Fibrados

5.1 Um Adendo a Teoria de Estabilidade

Nesta parte do presente trabalho temos por objetivo fazer uma pequena observação

sobre a teoria de estabilidade para folheções holomorfas. Aqui entendemos a estabilidade

no sentido clássico de Reeb.

Mais precisamente gostaŕıamos de provar o seguinte resultado:

Proposição 1.24. Seja F uma folheação holomorfa de codimensão complexa k em E

variedade de Kaehler, compacta e conexa, F transversal ao fibrado holomorfo

η = (E, π, B, F )

com espaço total E, projeção π, espaço base B e fibra F. Suponhamos que existe uma folha

compacta em F e suponhamos também que

H1(B,R) = 0, H1(B,GL(k,C)) = 0.

Então F tem folhas compactas e com holonomia finita, isto é, F é uma fibração de

Seifert.
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Prova. Seja F uma folheação holomorfa de codimensão complexa k em E e tranversal

ao fibrado holomorfo π : E
F−→ B, onde E é uma variedade Kaehler, compacta e conexa,

H1(B,R) = 0 e H1(B, GL(k,C)) = 0. Suponhamos que L é uma folha compacta da

folheação F então, como F é tranversal a π, segue que π|L : L → B é uma aplicação de

recobrimento, portanto H1(L,R) = 0 e H1(L,GL(k,C)) = 0.

E assim, se pensarmos na variedade E e na folheação F do ponto de vista real, obtemos

pelo teorema de estabilidade de Thurston ([29],Teorema 2, p. 348) que a holonomia da

folha L é trivial, uma vez que H1(L,R) = 0 e H1(L,GL(2k,R)) ' H1(L,GL(k,C)) = 0.

Agora, sabemos que L é uma folha compacta e com holonomia finita. Portanto‘, pelo

teorema de estabilidade global de Pereira para variedades de Kaehler ([19], Teorema 1,

p.381), temos que toda folha de F é compacta com holonomia finita pois E é Kaehler.

5.2 Espaço Total Simplesmente Conexo

Inicialmente lembramos brevemente o clássico conceito de folheação suspensão Fϕ por

uma representação ϕ.

Se B e F são variedades compactas conexas, e ϕ : π1(B) → Aut(F ) é uma repre-

sentação do grupo fundamental de B no grupo dos biholomorfismos de F então existe um

fibrado holomorfo η = (Eϕ, πϕ, B, F ) com espaço total igual a variedade complexa Eϕ,

projeção πϕ : Eϕ → B, espaço base B e fibra F, e existe uma folheação holomorfa regular

Fϕ sobre Eϕ transversal às fibras do fibrado holomorfo η tal que a holonomia global de Fϕ

é ϕ. Lembramos que uma prova do resultado acima citado encontra-se em ([5], Teorema

1, p. 97).

Mais precisamente, a folheação holomorfa regular Fϕ em Eϕ e o fibrado holomorfo η

são definidos assim: seja p : B̃ → B o recobrimento universal de B e seja G(B̃|B) o grupo

dos automorfismos do recobrimento p (i.e., o grupo, munido da operação de composição,

dos biholomorfismos g : B̃ → B̃ tal que p◦g = p). Notemos que, nestas condições G(B̃|B)
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é isomorfo, como grupo, ao grupo fundamental π1(B) (c.f. [5]). Consideremos a ação

Φ : π1(B)× (B̃ × F ) −→ B̃ × F

([γ], (̃b, f)) 7−→ ([γ](̃b), ϕ([γ])(f)),

onde [γ](̃b) é a imagem de b̃ pelo automorfismo do recobrimento p, [γ] ∈ G(B̃|B) ' π1(B).

Em B̃ × F consideremos a relação de equivalência ∼ definida por:

(̃b, f) ∼ (̃b1, f1) ⇔ Φ(g, (̃b, f)) = (̃b1, f1),

para algum g ∈ π1(B) ' G(B̃|B). Então definimos Eϕ = (B̃ × F )� ∼ .

Seja Q : B̃ × F → Eϕ a aplicação quociente. Como para todo [γ] ∈ π1(B, b0) as

trajetórias Φ([γ]) : B̃ × F → B̃ × F da ação Φ, definidas por Φ([γ])(̃b, f) = Φ([γ], (̃b, f)),

preservam a folheação trivial horizontal em B̃ × F obtemos que a folheação trivial ho-

rizontal em B̃ × F induz via a aplicação quociente Q uma folheação Fϕ sobre Eϕ cujas

folhas são da forma Q(B̃×{f}) com f ∈ F. Além disso, obtemos que as trajetórias Φ([γ])

da ação Φ preservam as fibras do fibrado trivial p1 : B̃ × F
F−→ B̃ com fibra t́ıpica F,

onde p1 denota a aplicação primeira projeção (i.e., p1(̃b, f) = b̃, para todo (̃b, f) ∈ B̃×F ).

E o fibrado η = (Eϕ, πϕ, B, F ) fica definido quando definimos a projeção do fibrado η,

πϕ : Eϕ → B, de modo que o diagrama abaixo seja comutativo

B̃ × F
Q

{{xx
xx

xx
xx

x
p1

""EE
EE

EE
EE

E

Eϕ

πϕ
##GGGGGGGGG ª B̃

p
{{xx

xx
xx

xx
xx

B

isto é, πϕ ◦Q = p ◦ p1.

Lema 5.1. Sejam B e F variedades complexas e conexas. Seja ϕ : π1(B) → Aut(F ) uma

representação do grupo fundamental de B no grupo dos biholomorfismos de F e seja Fϕ

a folheação suspensão por ϕ em Eϕ variedade complexa fibrada sobre B por πϕ : Eϕ → B

com fibra F. Se Eϕ é simplesmente conexa então Fϕ é holomorficamente equivalente a

uma folheação trivial.
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Prova. Dado x ∈ Eϕ arbitrariamente, existe U ⊂ B vizinhança aberta de πϕ(x) em B

tal que p−1(U) =
⋃
j∈J

Vj é união disjunta de abertos Vj ⊂ B̃ de B̃ e p|Vj
: Vj → U é um

homeomorfismo.

Afirmação 5.2. Para todo j ∈ J e para todo g ∈ π1(B)r Id tem-se

Φ(g)(Vj × F ) ∩ (Vj × F ) = ∅.

Prova. Se fosse Φ(g)(Vj×F )∩ (Vj×F ) 6= ∅ então existiria b̃ ∈ g(Vj)∩Vj, onde g : B̃ → B̃

é um automorfismo do recobrimento p : B̃ → B distinto da identidade Id eB. E assim

existiria y ∈ Vj tal que g(y) = b̃. Além disto, y 6= b̃ caso contrário g ≡ Id eB. Portanto

p(y) = p(g(y)) = p(̃b), e, como p|Vj
é homeomorfismo, obtemos que y = b̃, o que é absurdo,

provando a afirmação anterior.

Tomemos a vizinhança aberta W = π−1
ϕ (U) de x em Eϕ. Notemos que

Q−1(W ) = Q−1(π−1
ϕ (U))

= (πϕQ)−1(U))

= (pp1)
−1(U))

= p−1
1 (p−1(U))

= p−1
1 (

⋃
j∈J

Vj)

=
⋃
j∈J

Vj × F

e além disso, se k 6= j então, pela afirmação anterior, (Vj × F ) ∩ (Vk × F ) = ∅.
Notemos também que, para todo j ∈ J, Q|VJ×F : Vj × F → W é homeomorfismo.

De fato, Q|Vj×F é sobrejetiva, pois Q(Vj × F ) = W, e, Q|Vj×F é injetiva porque se

(̃b, f), (̃b1, f1) ∈ Vj × F e Q(̃b, f) = Q(̃b1, f1) então πQ(̃b, f) = πQ(̃b1, f1), ou equiva-

lentemente pp1(̃b, f) = pp1(̃b1, f1), e dáı p(̃b) = p(̃b1). Como p|Vj
é homeomorfismo segue

que b̃ = b̃1 e portanto Q(̃b, f) = Q(̃b, f1), i.e., [̃b, f ] = [̃b, f1]. Então existe g ∈ π1(B)

tal que g(̃b) = b̃ e ϕ(g)(f) = f1 e pela afirmação anterior obtemos que g = Id eB pois

b̃ ∈ g(Vj) ∩ Vj. Logo ϕ(g) ≡ Id ∈ Aut(F ) que implica em f = f1.
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Como Q|Vj×F é cont́ınua, aberta e bijetiva temos que Q|Vj×F é homeomorfismo. Por-

tanto Q é uma aplicação de recobrimento. E, além disto, como B̃ × F é conexo (e dáı

B̃×F é conexo por caminhos) e Eϕ é simplesmente conexo temos que Q é homeomorfismo

([14], Proposição 11, p.136), logo Q é holomorfa bijetiva e portanto um biholomorfismo.

Em particular, Q é injetiva e portanto Q leva folhas da folheação trivial horizontal em

B̃ × F em folhas da folheação Fϕ suspensão por ϕ.

Assim Q é uma equivalência holomorfa entre a folheação trivial horizontal em B̃ × F

e a folheação suspensão por ϕ, Fϕ .

Agora, suponhamos que F é uma folheação holomorfa regular em E transversal às

fibras do fibrado

η = (E, π, B, F )

cuja holonomia na fibra π−1(b) com b ∈ B é ϕ : π1(B) → Aut(F ). Então existe um

biholomorfismo H : E → Eϕ que leva folhas de F em folhas de Fϕ e leva fibras de η

em fibras de ηϕ ([5], Teorema 3, p. 103). E, portanto, todas as folheações holomorfas

regulares em E transversais às fibras de um fibrado η = (E, π,B, F ) são holomorficamente

equivalentes a suspensões.

Assim, se E é uma variedade complexa simplesmente conexa, temos que Eϕ também é

simplesmente conexa, logo pelo lema anterior obtemos que a folheação suspensão Fϕ por

ϕ é holomorficamente equivalente a uma folheação trivial pela equivalência holomorfa H̃.

Portanto, compondo as aplicações H e H̃ obtemos que F é holomorficamente equivalente

a uma folheação trivial pela equivalência holomorfa H̃ ◦H. E assim provamos o seguinte

Teorema 1.22. Sejam E, B e F variedades complexas, sendo B e F conexas. Seja F
uma folheação holomorfa regular em E transversal às fibras do fibrado η = (E, π, B, F ),

cuja holonomia na fibra π−1(b) com b ∈ B é ϕ : π1(B) → Aut(F ). Se E é simplesmente

conexa então F é holomoficamente equivalente a uma folheação trivial.
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Agora suponhamos que F é uma folheação holomorfa singular sobre E. Nestas condições

consideremos a seguinte definição.

Definição 5.3 ([24]). Sejam E, B e F variedades complexas. Seja η = (E, π, B, F ) um

fibrado holomorfo com espaço total E, projeção π : E → B, espaço base B e fibra F tal

que π é sobrejetiva e π−1(b)
def
= Fb é conexo para todo b ∈ B. Suponhamos que F é uma

folheação holomorfa singular sobre E de codimensão complexa n ≥ 1. Dizemos que F é

π-completa se, e somente se, existe um subconjunto anaĺıtico Σ ⊂ B de codimensão ≥ 1

satisfazendo as seguintes condições:

(i) se p ∈ sing(F) então p /∈ π−1(B r Σ)

(ii) ηΣ = (π−1(B r Σ), π|π−1(BrΣ), B r Σ, F ) é um fibrado holomorfo

(iii) F |π−1(BrΣ) é uma folheação holomorfa regular transversal às fibras do fibrado ηΣ

(iv) e para todo b ∈ B r Σ existe uma vizinhança Vb ⊂ B r Σ e existe um biholomor-

fismo Φb : π−1(Vb) → Vb × Fb que envia as folhas da folheação F |π−1(Vb) em folhas

da folheação trivial horizontal em Vb × Fb e envia as fibras do fibrado holomorfo

(π−1(Vb), π|π−1(Vb), Vb, F ) em folhas da folheação trivial vertical em Vb × Fb.

Estamos neste momento prontos para o

Corolário 1.23. Sejam E, B e F variedades complexas, F uma folheação holomorfa

singular sobre E e η = (E, π, B, F ) um fibrado holomorfo com espaço total E, projeção

π : E → B, espaço base B e fibra F tal que π é sobrejetiva e π−1(b) = Fb é conexo

para todo b ∈ B. Se F é π-completa com relação ao subconjunto anaĺıtico Σ ⊂ B de

codimensão ≥ 1 e π−1(B r Σ) é simplesmente conexo então a folheação F |π−1(BrΣ) é

holomorficamente equivalente a uma folheação trivial.

Prova. Evidente, pois F |π−1(BrΣ) é uma folheação holomorfa regular transversal às fibras

do fibrado ηΣ.
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5.3 Fibra Polidisco

Nesta parte de nosso trabalho estudaremos as folheações holomorfas regulares F sobre

uma variedade complexa E transversais às fibras de fibrados holomorfos π : E
∆−→ B,

com espaço total E, projeção π, espaço base igual a variedade complexa e conexa B, e

fibra igual ao polidisco ∆ = D × · · · × D ⊂ Cn, onde D = {z ∈ C; |z| < 1} é o disco

unitário.

5.3.1 Linearização

Seja Fϕ a folheação suspensão em E pela representação ϕ : π1(B, b0) → Aut(∆) do

grupo fundamental de B com ponto base b0, no grupo dos biholomorfismos do polidisco

∆. Então a holonomia global da folheação suspensão Fϕ é, por definição, o subgrupo

G = ϕ(π1(B, b0)) ⊂ Aut(∆) do grupo dos biholomorfismos do polidisco.

Motivados por Cartan, introduzimos o seguinte conceito

Definição 5.4. (a) Seja D ⊂ Cn um domı́nio de Reinhardt completo. Dizemos que um

biholomorfismo f : D → D é linearizável segundo Cartan se, e somente se, existe

uma transformação linear T : Cn → Cn tal que f = T |D.

(b) Sejam B uma variedade complexa conexa e ϕ : π1(B, b0) → Aut(D) uma repre-

sentação do grupo fundamental de B no grupo dos biholomorfismos de D. Dizemos

que a holonomia global G = ϕ(π1(B, b0)) de Fϕ é linearizável segundo Cartan se

todos os elementos da holonomia global G de Fϕ são linearizáveis.

Agora, nosso objetivo é o

Lema 5.5. Sejam B uma variedade complexa conexa e ϕ : π1(B, b0) → Aut(∆) uma

representação do grupo fundamental de B com ponto base b0, no grupo dos biholomorfismos

do polidisco ∆. Seja Fϕ a folheação suspensão por ϕ sobre Eϕ. Se Fϕ tem pelo menos uma

folha compacta, então a holonomia global G = ϕ(π1(B, b0)) de Fϕ é linearizável segundo

Cartan.
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Antes, porém, o seguinte fato geral

Lema 5.6. Sejam B e F variedades complexas conexas e ϕ : π1(B, b0) → Aut(F ) uma

representação do grupo fundamental de B no grupo dos biholomorfismos de F. Seja Fϕ

a folheação suspensão por ϕ em Eϕ e seja η = (Eϕ, π, B, F ) tal que Fϕ é transversal às

fibras de η. Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) a folheação suspensão Fϕ em Eϕ possui uma folha compacta

(ii) existe um ponto p ∈ F tal que p é ponto fixo por ψ, qualquer que seja ψ ∈ ϕ(π1(B))

elemento da holonomia global de Fϕ .

Prova. (ii) ⇒ (i): Suponhamos que f ∈ F é um ponto fixo de G = ϕ(π1(B, b0)) grupo de

holonomia global de Fϕ .

Afirmação 5.7. A folha Q(B̃ × {f}) é um subconjunto fechado em Eϕ.

Prova. Basta mostrar que Q−1(Q(B̃ × {f})) = B̃ × {f} porque como B̃ × {f} ⊂ B̃ × F

é um subconjunto fechado tem-se Q−1(Q(B̃ × {f})) fechado em Eϕ pela continuidade da

aplicação quociente Q.

Notemos que Q−1(Q(B̃ × {f})) ⊃ B̃ × {f} é um fato geral. Agora, se existisse

(̃b0, f0) ∈ Q−1(Q(B̃ × {f})) tal que (̃b0, f0) /∈ B̃ × {f} teŕıamos (̃b1, f) ∈ B̃ × {f} tal que

Q(̃b1, f) = Q(̃b0, f0), i.e., (̃b1, f) ∼ (̃b0, f0), e assim existiria g ∈ π1(B) tal que (̃b1, f) =

ϕ(g, (̃b0, f0)) = (g(̃b0), ϕg(f0)) e dáı, obtemos que f = ϕg(f0) donde ϕg(f) = ϕg(f0) que

implica em f = f0 o que é absurdo pois (̃b0, f0) /∈ B̃×{f}, logo Q−1(Q(B̃×{f})) = B̃×{f}
provando a afirmação.

Por sua vez a afirmação anterior prova que (ii) implica em (i).

Vamos mostrar que (i) ⇒ (ii). Suponhamos que Fϕ possui uma folha compacta

Q(B̃ × {f}).

Afirmação 5.8. f ∈ F é ponto fixo de ψ, para todo ψ ∈ G = ϕ(π1(B)) ⊂ Aut(F )

elemento da holonomia global da folheação suspensão Fϕ .
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Notemos que a afirmação anterior prova a implicação (i) em (ii).

Prova. Inicialmente, notemos que Q| eB×{f} é uma aplicação cont́ınua pois Q o é.

Vamos provar que Q| eB×{f} é localmente injetiva.

De fato, seja V ⊂ B̃ aberto tal que P : V → P (V ) é homeomorfismo. Nestas

condições, para todo g ∈ π1(B)r Id tem-se g(V ) ∩ V = ∅, pois se existisse b̃ ∈ g(V ) ∩ V

teŕıamos x ∈ V tal que b̃ = g(x) com b̃ 6= x donde P (̃b) = P ◦ g(x) = P (x) e dáı

b̃ = x o que é absurdo. Notemos que Q|V×{f} é injetiva. Se (̃b1, f), (̃b2, f) ∈ V × {f}
tais que Q(̃b1, f) = Q(̃b2, f) então (̃b1, f) = ϕ(g, (̃b2, f)) para algum g ∈ π1(B). Assim

(̃b1, f) = (g(̃b2), ϕg(f)), ou seja b̃1 = g(̃b2), logo b̃1 = b̃2 pois g ≡ Id. Portanto Q| eB×{f} é

localmente injetiva.

E como Q é sobrejetiva temos que Q|V×{f} é bijetiva. E portanto Q| eB×{f} é localmente

bijetiva.

Como Q(B̃ × {f}) é uma folha fechada, por hipótese, obtemos que Q| eB×{f} é uma

aplicação fechada, logo Q| eB×{f} é um homeomorfismo local.

Como Q| eB×{f} é um homeomorfismo local temos que f é um ponto fixo de ψ ∈
ϕ(π1(B)), qualquer que seja ψ elemento do grupo de holonomia global da folheação sus-

pensão Fϕ .

Agora estamos prontos para exibir uma prova do Lema 5.5.

Prova. Se a folheação suspensão Fϕ pela representação ϕ : π1(B, b0) → Aut(∆) possui

uma folha compacta, então, usando o lema anterior, existe um ponto p ∈ ∆ que é fixado

pelos biholomorfismos ψ que constituem o grupo de holonomia global G = ϕ(π1(B, b0))

de Fϕ . Agora, se ψ ∈ G então ψ ∈ Aut(∆) e ψ(p) = p. Como ∆ é um domı́nio de

Reinhardt completo existe uma transformação linear Tψ : Cn → Cn tal que ψ = Tψ|∆
([17], Corolário 5.1, p. 150). Assim a folheação suspensão Fϕ é linearizável, todos os

elementos da holonomia global G = ϕ(π1(B, b0)) de Fϕ são simultaneamente linearizáveis

segundo Cartan.
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Agora, suponhamos que F é uma folheação holomorfa regular em E transversal às

fibras do fibrado

η = (E, π, B, ∆)

cuja holonomia na fibra π−1(b) com b ∈ B é ϕ : π1(B, b0) → Aut(∆), então a folheação F
em E é holomorficamente equivalente a folheação suspensão Fϕ em Eϕ. Nestas condições

F possui uma folha compacta se, e somente se, Fϕ possui uma folha compacta.

No caso em que a folheação F possui uma folha compacta, obtemos que o grupo G é

linearizável pelo Lema 5.5.

E assim provamos o

Teorema 1.5. Sejam E e B variedades complexas, sendo B conexa. Seja F uma fo-

lheação holomorfa regular em E transversal às fibras do fibrado η = (E, π,B, ∆) cuja

holonomia na fibra π−1(b) com b ∈ B é ϕ : π1(B, b0) → Aut(∆). Se F possui pelo menos

uma folha compacta, então o grupo de holonomia global de F , G = ϕ(π1(B, b0)), é lineari-

zável segundo Cartan, isto é, os elementos da holonomia global são restrições ao polidisco

de operadores lineares de Cn .

Agora suponhamos que F seja uma folheação holomorfa singular sobre E. Nestas

condições temos o

Corolário 1.6. Sejam E e B variedades complexas sendo B conexa. Sejam F uma

folheação holomorfa singular sobre E e η = (E, π,B, ∆) um fibrado holomorfo. Se F é

π-completa com relação ao subconjunto anaĺıtico Σ ⊂ B de codimensão ≥ 1 e F possui

uma folha compacta, então a holonomia global G = ϕ(π1(B, b0)) da folheação F |π−1(BrΣ)

é linearizável segundo Cartan.

Prova. Evidente usando o teorema anterior.
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5.3.2 Existência de integrais primeiras

Sejam B uma variedade complexa conexa, ϕ : π1(B, b0) → Aut(∆) uma representação

do grupo fundamental de B no grupo dos biholomorfismos do polidisco ∆ e Fϕ a folheação

suspensão por ϕ em Eϕ.

Nosso principal objetivo nesta parte do presente trabalho é provar o

Teorema 1.7. Sejam E e B variedades complexas, B conexa e ϕ : π1(B, b0) → Aut(∆)

uma representação do grupo fundamental de B com ponto base b0 no grupo dos biholomor-

fismos do polidisco ∆. Seja F uma folheação holomorfa regular em E transversal às fibras

do fibrado η = (E, π,B, ∆), cuja holonomia na fibra π−1(b) com b ∈ B é ϕ. Suponhamos

que a folheação F possui pelo menos duas folhas compactas então F tem integral primeira

meromorfa.

Para tal utilizaremos o seguinte lema.

Lema 5.9. Sejam B uma variedade complexa e conexa, e, ϕ : π1(B, b0) → Aut(∆) uma

representação do grupo fundamental de B com ponto base b0, no grupo dos biholomorfis-

mos do polidisco ∆. Se a folheação suspensão Fϕ em Eϕ possui pelo menos duas folhas

compactas, então Fϕ tem integral primeira meromorfa.

Prova. É sabido que, o grupo dos biholomorfismos do polidisco ∆ é gerado pelas aplicações

Ta : ∆ → ∆, Rθ : ∆ → ∆ e Pσ : Cn → Cn definidas, respectivamente, por

Ta(z1, . . . , zn) =

(
z1 − a1

1− a1z1

, . . . ,
zn − an

1− anzn

)
,

Rθ(z1, . . . , zn) = (exp(
√−1θ1)z1, . . . , exp(

√−1θn)zn)

e

Pσ(z1, . . . , zn) = (zσ(1), . . . , zσ(n)),

onde a = (a1, . . . , an) ∈ ∆, θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Rn e

σ =


 1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)


 ∈ Sn
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é uma permutação de ordem n (c.f. [17], Teorema 5.2, p. 149). Mais especificamente, se

f : ∆ → ∆ é um biholomorfismo então

f(z1, . . . , zn) =

(
exp(

√−1θ1)(zσ(1) − a1)

1− a1zσ(1)

, . . . ,
exp(

√−1θn)(zσ(n) − an)

1− anzσ(n)

)

para algum a = (a1, . . . , an) ∈ ∆, para alguma permutação σ em Sn e para algum θ =

(θ1, . . . , θn) ∈ Rn . E pelo Lema 5.6 a existência de duas folhas compactas da folheação

suspensão Fϕ acarretam a existência de dois pontos fixos para os biholomorfismos do

polidisco ∆ que constituem a holonomia global G = ϕ(π1(B, b0)) de Fϕ .

Afirmação 5.10. Suponhamos que f : ∆ → ∆ é um biholomorfismo e que p, q ∈ ∆ são

pontos fixos por f. Então f : ∆ → ∆ é conjugada a f̃ : ∆ → ∆ definida por

f̃(z1, . . . , zn) = (zσ(1), . . . , zσ(n)),

onde σ ∈ Sn é uma permutação.

Prova. Inicialmente, notemos que se f ∈ Aut(∆) fixa p = (p1, . . . , pn) ∈ ∆, então f é

conjugada ao biholomorfismo g ∈ Aut(∆) que fixa 0 ∈ Cn . De fato, definamos h : ∆ → ∆

por

h(z1, . . . , zn) =

(
exp(

√−1θ1)(zσ(1) − α1)

1− α1zσ(1)

, . . . ,
exp(

√−1θn)(zσ(n) − αn)

1− αnzσ(n)

)

onde αj = −pj exp(−√−1θj) para todo j ∈ {1, . . . , n}. Notemos que h ∈ Aut(∆) e

h(0) = p.

Agora, definamos g : ∆ → ∆ por g(z) = (h−1 ◦ f ◦ h)(z). Notemos que g ∈ Aut(∆) e

g(0) = 0. Portanto,

g(z1, . . . , zn) = (exp(
√−1β1)zτ(1), . . . , exp(

√−1βn)zτ(n)),

para algum β = (β1, . . . , βn) ∈ Rn e alguma permutação τ ∈ Sn de ordem n.

Notemos que, se q ∈ ∆, q 6= p também é ponto fixo de f, então h−1(q) 6= 0 é ponto

fixo por g.

Assim,
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g(z1, . . . , zn) = (zτ(1), . . . , zτ(n)),

provando assim a afirmação.

Pela afirmação obtemos que a holonomia global da folheação suspensão Fϕ é conjugada

ao grupo {gσ ∈ Aut(∆); σ ∈ Sn} onde gσ ∈ Aut(∆) é definida por gσ(z1, . . . , zn) =

(zσ(1), . . . , zσ(n)). Como a aplicação σ 7→ gσ é evidentemente um isomorfismo de grupos

obtemos que a holonomia global é um grupo finito pois Sn o é.

Sejam P : B̃ → B recobrimento universal de B e ϕ̃ : π1(B̃) → Aut(∆) uma repre-

sentação. Sejam F̃ϕ a folheação suspensão por ϕ̃ em Ẽϕ e η̃ϕ = (Ẽϕ, π̃ϕ, B̃, ∆) o fibrado

holomorfo cujas fibras são transversais a folheação Fϕ . Então

Afirmação 5.11. Existe P̃ : Ẽϕ → Eϕ aplicação de recobrimento tal que o seguinte

diagrama é comutativo

Ẽϕ

eπϕ //

ep
²²

B̃

p

²²
Eϕ πϕ

// B

isto é, P ◦ π̃ϕ = πϕ ◦ P̃ .

Prova. Seja x ∈ Ẽϕ. Então P ◦ π̃ϕ(x) ∈ B. Como P é uma aplicação de recobrimento

e πϕ é um fibrado, existem vizinhanças U ⊂ B de P ◦ π̃ϕ(x) e W ⊂ Ẽϕ de x tais que

P ◦ π̃ϕ : W → U é um biholomorfismo. Como πϕ : Eϕ → B é um fibrado existe uma

vizinhança V ⊂ Eϕ tal que πϕ : V → U é biholomorfismo. Assim podemos definir

P̃ (x) = π−1
ϕ (P (π̃ϕ(x))). Evidentemente P̃ está bem definida e P̃ é uma aplicação de

recobrimento, provando a afirmação.

Pela afirmação, obtemos que P̃ ∗(Fϕ) = F̃ϕ e além disto F̃ϕ tem holonomia global

trivial pois π1(B̃) = 0. Por sua vez, como a holonomia global de F̃ϕ é trivial obtemos

uma função holomorfa ξ̃0 : Ẽϕ → ∆ constante restrita as folhas de F̃ϕ.
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Como é óbvio existe uma função meromorfa não constante ξ̃1 : ∆ → C então existe

uma função meromorfa não constante ξ̃ = ξ̃1 ◦ ξ̃0 : Ẽϕ → C que é constante restrita as

folhas de F̃ϕ.

Afirmação 5.12. Existe uma função meromorfa não constante ξ : Eϕ → C tal que o

seguinte diagrama é comutativo

Ẽϕ

eξ //

eP
²²

C

Eϕ

ξ

@@¡¡¡¡¡¡¡¡

Prova. Sejam x ∈ Eϕ e U ⊂ Eϕ uma vizinhança de x em Eϕ. Como P̃ é uma aplicação

de recobrimento existe uma vizinhança Vj0 ⊂ Ẽϕ onde P̃ (U) =
⋃
j∈J

Vj ⊃ Vj0 tal que

P̃ : Vj0 → U é biholomorfismo.

Ponha ξ(x) = ξ̃ ◦ (P̃ |Vj0
)−1(x). Notemos que ξ é bem definida e notemos também que

ξ é meromorfa não constante e constante restrita as folhas de Fϕ pois P ∗(Fϕ) = F̃ϕ e ξ

é meromorfa não constante porém constante restrita as folhas de F̃ϕ.

Pela afirmação anterior ξ é uma integral primeira meromorfa para Fϕ, e concluimos

a prova do lema.

Vamos provar o Teorema 1.7.

Prova. Se F é uma folheação holomorfa regular em E transversal às fibras do fibrado

η = (E, π, B, ∆) cuja holonomia na fibra π−1(b) com b ∈ B é ϕ : π1(B) → Aut(∆), então

existe um biholomorfismo H : E → Eϕ que leva folhas de F em folhas de Fϕ e leva fibras

de η em fibras de ηϕ ([5], Teorema 3, p. 103).

Assim, se F tem duas folhas compactas então Fϕ tem duas folhas compactas, logo pelo

teorema anterior obtemos que a folheação suspensão Fϕ tem integral primeira meromorfa

e portanto F tem integral primeira meromorfa
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Agora suponhamos que F seja uma folheação holomorfa singular sobre E. Nestas

condições temos o

Corolário 1.8. Sejam E e B variedades complexas sendo B conexa, F uma folheação

holomorfa singular sobre E e η = (E, π, B, ∆) um fibrado holomorfo com espaço total

E, projeção π : E → B, espaço base B e fibra ∆. Se F é π-completa com relação ao

subconjunto anaĺıtico Σ ⊂ B de codimensão ≥ 1 e F tem pelo menos duas folhas compactas

então a folheação F |π−1(BrΣ) tem integral primeira meromorfa

Prova. Evidente usando o teorema anterior.

5.3.3 Medida invariante

Aqui estudaremos grupos de biholomorfismos do polidisco ∆ que possuem uma me-

dida invariante ν em ∆. Inicialmente, lembramos que estamos motivados pelo seguinte

resultado.

Teorema 5.13 (Scárdua, [22], Teorema 8, p. 590). Seja Γ < PSL(2,C) um grupo de

transformações de Möbius que deixa invariante um disco D ⊂ C assim como uma medida

de Borel localmente finita não trivial ν. Então Γ é abeliano sem elementos loxodrômicos.

Em particular, a menos de conjugação em PSL(2,C), temos as seguintes possibilidades

para D e Γ :

(i) Γ contém apenas elementos parabólicos, D ∼= {z ∈ C; Im(z) > 0}, Γ é isomorfo ao

subgrupo {z 7→ z + a; a ∈ R};

(ii) Γ contém apenas elementos eĺıpticos, D ∼= {z ∈ C; |z| < 1}, Γ é isomorfo ao

subgrupo {z 7→ exp(
√−1θ)z; θ ∈ R}.

Uma vez que procuramos demostrar a seguinte generalização para o mesmo.
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Teorema 5.14. Seja G um grupo de biholomorfismos do polidisco ∆ que deixa invariante

uma medida de Borel localmente finita ν sobre ∆. Então G é isomorfo ao grupo

{(z1, . . . , zn) ∈ ∆n(1) 7→ (exp(
√−1θ1)zσ(1), . . . , exp(

√−1θn)zσ(n))) ∈ ∆n(1); σ ∈ Sn}.

Prova. Vamos provar por indução sobre n ≥ 1. Notemos que, se f ∈ G ⊂ Aut(∆), então

f(z1, . . . , zn) =

(
exp(

√−1θ1)(zσ(1) − a1)

1− a1zσ(1)

, . . . ,
exp(

√−1θn)(zσ(n) − an)

1− anzσ(n)

)

com θj ∈ R para todo j ∈ {1, . . . , n}, a = (a1, . . . , an) ∈ ∆n(1) e

σ =


 1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)


 ∈ Sn.

Passo 1. Vamos provar o resultado para n = 2. Neste caso, nós obtemos que a

aplicação f : ∆ → ∆ é definida por

f(z1, z2) =

(
exp(

√−1θ1)(zσ(1) − a1)

1− a1zσ(1)

,
exp(

√−1θ2)(zσ(2) − a2)

1− a2zσ(2)

)

com θ1, θ2 ∈ R, a = (a1, a2) ∈ ∆ e

σ =


 1 2

σ(1) σ(2)


 ∈ S2.

Suponhamos sem perda de generalidade, que

σ =


 1 2

2 1


 .

Portanto f : ∆ → ∆ é dada por

f(z1, z2) =

(
exp(

√−1θ1)(z2 − a1)

1− a1z2

,
exp(

√−1θ2)(z1 − a2)

1− a2z1

)

e notemos que f(z1, 0) = (− exp(
√−1θ1)a1,

exp(
√−1θ2)(z1−a2)

1−a2z1
), e, além disto,

X = {(z1, 0) ∈ ∆2(1); z1 ∈ C} ∼= D

e

Y = {(− exp(
√−1θ1)a1, z) ∈ ∆2(1); z ∈ C} ∼= D.
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Portanto f |X : X ∼= D→ Y ∼= D é uma transformação de Möbius definida por

f |X(z1) =
exp(

√−1θ2)(z1 − a2)

1− a2z1

que deixa invariante o disco D e deixa também invariante a medida induzida ν|X . Portanto,

pelo teorema anterior, segue que a2 = 0, isto é, f |X(z2) = exp(
√−1θ2)z2. Analogamente,

notemos que f(0, z2) =
(

exp(
√−1θ1)(z2−a1)

1−a1z2
,−a2 exp(

√−1θ2)
)

e notemos também que X̃ =

{(0, z2) ∈ ∆2(1); z2 ∈ C} ' D e Ỹ = {(z,−a2 exp(
√−1θ2)) ∈ ∆2(1); z ∈ C} ' D, logo

f | eX : X̃ ' D→ Ỹ ' D é transformação de Möebius definida por

f | eX(z2) =
exp(

√−1θ1)(z2 − a1)

1− a1z2

que deixa invariante o disco D e deixa invariante a medida induzida ν| eX , e portanto pelo

teorema anterior obtemos que

f | eX(z2) = exp(
√−1θ1)z2,

isto é, a1 = 0. Portanto, obtemos que a aplicação f : ∆2(1) → ∆2(1) é definida por

f(z1, z2) = (exp(
√−1θ1)zσ(1), exp(

√−1θ2)zσ(2)).

como queŕıamos.

Passo 2. Suponhamos que o resultado seja válido para n = k. Vamos mostrar que o

resultado é válido para n = k + 1.

Se f ∈ G ⊂ Aut(∆k+1(1)) então f é definida por

f(z1, . . . , zk+1) =

(
exp(

√−1θ1)(zσ(1) − a1)

1− a1zσ(1)

, . . . ,
exp(

√−1θk+1)(zσ(k+1) − ak+1)

1− ak+1zσ(k+1)

)

onde θj ∈ R para todo j ∈ {1, . . . , k + 1}, a = (a1, . . . , ak+1) ∈ ∆k+1(1) e σ ∈ Sk+1.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que σ(1) = k+1. Notemos que f(z1, . . . , zk, 0) =(
− exp(

√−1θ1)a1,
exp(

√−1θ2)(zσ(2)−a2)

1−a2zσ(2)
, . . . ,

exp(
√−1θk+1)(zσ(k+1)−ak+1)

1−ak+1zσ(k+1)

)
e, além disto,

X = {(z1, . . . , zk, 0) ∈ ∆k+1(1)} ' ∆k(1)

e

Y = {(− exp(
√−1θ1)a1, z2, . . . , zk+1) ∈ ∆k+1(1)} ' ∆k(1).
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Portanto, pela hipótese de indução, obtemos que

f |X(z1, . . . , zk, 0) = (− exp(
√−1θ1)a1, exp(

√−1θ2)zσ(2), . . . , exp(
√−1θk+1)zσ(k+1)),

logo f : ∆ → ∆ é definida por

f(z1, . . . , zk+1) =

(
exp(

√−1θ1)(zσ(1) − a1)

1− a1zσ(1)

, exp(
√−1θ2)zσ(2), . . . , exp(

√−1θk+1)zσ(k+1)

)
.

Agora notemos que f(0, . . . , 0, zk+1) =
(

exp(
√−1θ1)(zσ(1)−a1)

1−a1zσ(1)
, 0, . . . , 0

)
e notemos também

que

X̃ = {(0, . . . , 0, zk+1) ∈ ∆} ' D

e

Ỹ = {(z, 0, . . . , 0) ∈ ∆} ' D

e dáı f | eX : X̃ → Ỹ é uma transformação de Möbius definida por f | eX(z) = exp(
√−1θ1)(z−a1)

1−a1z

e usando o teorema anterior obtemos que f | eX(z) = exp(
√−1θ1)z.

Logo a aplicação f : ∆ → ∆ é definida por

f(z1, . . . , zk+1) =
(
exp(

√−1θ1)zσ(1), . . . , exp(
√−1θk+1)zσ(k+1)

)

como queŕıamos demonstrar.

Agora estamos prontos para o

Teorema 1.11. Seja F uma folheação em E transversal ao fibrado η = (E, π,B, ∆).

Suponha que F tenha uma medida transversal invariante νϕ com suporte supp(νϕ) inter-

sectando todas as fibras de η. Então a holonomia global de F é o subgrupo

G = {(z1, . . . , zn) 7→ (exp(iθ1)zσ(1), . . . , exp(iθn)zσ(n)); σ ∈ Sn},

onde i2 = −1 e Sn é o grupo de permutações de ordem n.

Prova. Evidente usando o teorema anterior.

Agora, lembramos o seguinte resultado clássico devido a Plante.
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Teorema 5.15 (Plante, [20]). Seja F folheação de classe C2 e codimensão q de uma

variedade compacta M. Suponha que F possui folha L0 com crescimento subexponencial.

Então F admite medida transversal invariante não trivial com suporte contido em L0.

E motivados pelo mesmo obtemos o Corolário 1.12, ou seja,

Corolário 1.12. Seja F uma folheação holomorfa regular em E variedade compacta, F
transversal ao fibrado η = (E, π,B, ∆). Suponha que F possua pelo menos uma folha com

crescimento subexponencial. Então a holonomia global de F é o subgrupo

G = {(z1, . . . , zn) 7→ (exp(iθ1)zσ(1), . . . , exp(iθn)zσ(n)); σ ∈ Sn},

onde i2 = −1 e Sn é o grupo de permutações de ordem n.

Prova. Usando o teorema de Plante citado anteriormente obtemos que F tem medida

transversal invariante não trivial e assim, pelo Teorema 1.11, segue o resultado.

Para finalizar a seção temos o

Teorema 1.18. Seja F uma folheação holomorfa transversal ao fibrado η = (E, π,B, ∆).

Suponha que F tenha medida transversal invariante ν com suporte supp(ν) intersectando

todas as fibras de η. Então F é definida por um conjunto de n 1-formas meromorfas

fechadas linearmente independentes com divisores de pólos de ordem 1.

Demonstração. Seja ν a medida transversal invariante para F com suporte intersectando

todas as fibras de η, e seja G < Aut(∆) a holonomia global de F dada pela representação

ϕ : π1(B) → Aut(∆). Então G é um subgrupo que fixa o polidisco ∆ e deixa invariante

uma medida de Borel não trivial localmente finita sobre ∆. Portanto G é conjugado a

um grupo do tipo

{(z1, . . . , zn) 7→ (eiθ1zσ(1), . . . , e
iθnzσ(n)); θj ∈ R e σ ∈ Sn}.

Então, podemos encontrar uma cobertura de E por subconjuntos abertos Uj em que temos

a estrutura de produto de fibrado

ψj : Uj → Vj ×∆,
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onde Vj = π(Uj) ⊂ B e ψj = (xj, z
1
j , . . . , z

n
j ), tal que F |Uj

é dada por
dz1

j

z1
j
, . . . ,

dzn
j

zn
j

e na

interseção Ui ∩Uj 6= ∅ temos zk
j = λk

ijz
k
i para algum λk

ij ∈ S1 com k ∈ {1, 2, . . . , n}. Por-

tanto, temos bem definidas n 1-formas meromorfas fechadas linearmente independentes

em E dadas por ω1|Uj
=

dz1
j

z1
j
, . . . , ωn|Uj

=
dzn

j

zn
j

, todas com divisor de pólos de ordem 1.

Agora temos o

Corolário 1.20. Seja F uma folheação holomorfa transversal ao fibrado η = (E, π,B, ∆).

Suponha que F tenha uma medida transversal invariante ν com suporte supp(ν) inter-

sectando todas as fibras de η. Suponha também que F possua pelo menos duas folhas

compactas. Então todas as folhas de F são compactas.

Demonstração. Temos sob estas hipóteses que a holonomia global da folheação F é trivial,

que implica nas idéias do teorema anterior que F é definida por um conjunto de 1-formas

holomorfas fechadas linearmente independentes, e o resultado segue dáı.

5.4 Fibra Bola

Agora estudaremos as folheações holomorfas regulares F sobre uma variedade complexa E

transversais às fibras de fibrados holomorfos π : E
Bn(1)−→ B com espaço total E, projeção π,

espaço base B variedade complexa conexa e fibra a bola aberta Bn(1) = {z ∈ Cn; |z| < 1}
em Cn de centro 0 ∈ Cn e raio 1 ∈ R.

5.4.1 Linearização

Inicialmente, nosso objetivo nesta parte de nosso trabalho é provar o

Lema 5.16. Seja B uma variedade complexa conexa e seja ϕ : π1(B, b0) → Aut(Bn(1))

uma representação do grupo fundamental de B com ponto base b0, no grupo dos biholo-

morfismos da bola aberta Bn(1). Suponhamos que a folheação suspensão Fϕ pela repre-

sentação ϕ em Eϕ possua pelo menos uma folha compacta. Então a holonomia global

G = ϕ(π1(B, b0)) da folheação Fϕ é linearizável segundo Cartan.
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Demonstração. Suponhamos que a folheação suspensão Fϕ por ϕ possui uma folha com-

pacta. Usando o Lema 5.6, conclúımos que existe um ponto p ∈ Bn(1) que é fixado pelos

biholomorfismos ψ que constituem o grupo de holonomia global G = ϕ(π1(B, b0)) de Fϕ.

Agora, se ψ ∈ G, então ψ ∈ Aut(Bn(1)) e ψ(p) = p. Como Bn(1) é um domı́nio de

Reinhadt completo, existe uma transformação linear Tψ : Cn → Cn tal que ψ = Tψ|Bn(1)

([Nishino], Corolário 5.1, p. 150), portanto, a folheação suspensão Fϕ é linearizável, pois

todos os elementos da holonomia global G de Fϕ são simultaneamente linearizáveis.

Agora suponhamos que F é uma folheação holomorfa regular em E transversal às

fibras do fibrado η = (E, π, B,Bn(1)) cuja holonomia na fibra π−1(b) com b ∈ B é

ϕ : π1(B, b0) → Aut(Bn(1)). Então, a folheação F em E é holomorficamente equivalente

à folheação suspensão Fϕ em Eϕ. Nestas condições, F possui uma folha compacta se, e

somente se, Fϕ possui uma folha compacta.

No caso em que a folheação F possui uma folha compacta, obtemos que o grupo G é

linearizável, pelo lema anterior. E assim, provamos o

Teorema 1.9. Sejam E e B variedades complexas, sendo B conexa. Seja F uma fo-

lheação holomorfa regular em E transversal às fibras do fibrado η = (E, π,B, Bn(1)) cuja

holonomia na fibra π−1(b0) com b ∈ B é ϕ : π1(B, b0) → Aut(Bn(1)). Se F possui pelo

menos uma folha compacta, então o grupo de holonomia global de F , G = ϕ(π1(B, b0)),

é linearizável segundo Cartan.

Agora suponhamos que F é uma folheação holomorfa singular sobre E. Nestas

condições, temos o

Corolário 1.10. Sejam E e B variedades complexas sendo B conexa. Sejam F uma

folheação holomorfa singular sobre E e η = (E, π, B, Bn(1)) um fibrado holomorfo tal que

π é sobrejetiva e π−1(b) = Fb é conexo, para todo b ∈ B. Se F é π-completa com relação

ao subconjunto anaĺıtico Σ ⊂ B de codimensão maior ou igual a 1 (um) e F possui uma

folha compacta então a holonomia global G = ϕ(π1(B, b0)) da folheação F |π−1(BrΣ) é

linearizável segundo Cartan.

Demonstração. Basta usar o teorema anterior.
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5.4.2 Medida invariante

Agora estudaremos os grupos de biholomorfismos da bola aberta Bn(1) que possuem uma

medida invariante ν em Bn(1). Caminhamos na direção do seguinte.

Teorema 5.17. Seja G um grupo de biholomorfismos da bola aberta Bn(1) que deixa

invariante uma medida de Borel localmente finita ν sobre Bn(1). então, G é isomorfo ao

grupo

{z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn(1) 7→ A · z ∈ Bn(1); A = (aj,k)j,k∈{1,...,n} é uma matriz unitária}.

Demonstração. Inicialmente notamos que, se f ∈ G, então f é uma composição das

aplicações SA : Bn(1) → Bn(1) e T i
a : Bn(1) → Bn(1) definidas respectivamente por

SA(z1, . . . , zn) :=




a11 · · · a1n

...
. . .

...

an1 · · · ann







z1

...

zn


 ,

onde A = (aj,k)j,k∈{1,...,n} é uma matriz unitária, e

T i
a(z1, . . . , zn) :=




z1

√
1− |a|2

1− azi

, . . . ,
zi − a

1− azi︸ ︷︷ ︸
i−ésima
projeção

, . . . ,
zn

√
1− |a|2

1− azi




,

onde a ∈ D. Notemos que, se T i
a deixa invariante a medida ν sobre Bn(1), logo, T i

a|X
deixa invariante a medida ν|X , onde X = {(0, . . . , zi, . . . , 0) ∈ Bn(1)} ' D. Notemos

também que T i
a|X : X ' D→ Y ' D é definida por

T i
a|X(zi) =

zi − a

1− azi

, onde Y = {(0, . . . , z︸︷︷︸
i−ésima
posição

, . . . , 0) ∈ Bn(1)}.

Pelo Teorema 5.13, temos que T i
a|X(zi) = zi, logo, a = 0 e dáı T i

a é definida por

T i
a(z1, . . . , zn) = (z1, . . . , zn).

Logo,

G = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn(1) 7→ A · z; A = (aj,k)j,k∈{1,...,n} é uma matriz unitária}.
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Agora estamos prontos para o

Teorema 1.13. Seja F uma folheação em E transversal ao fibrado η = (E, π,B, Bn(1)).

Suponhamos que F tenha uma medida transversal invariante νF com suporte supp(νF)

intersectando todas as fibras de η. Então a holonomia global de F é o grupo

G = {z 7→ A · z; A = (aj,k)j,k∈{1,...,n} é uma matriz unitária}.

Demonstração. Direto do teorema anterior

Por fim, temos o

Corolário 1.14. Seja F uma folheação holomorfa regular em E variedade compacta,

F transversal ao fibrado η = (E, π,B, Bn(1)). Suponha que F possua uma folha com

crescimento subexponencial. Então, a holonomia global de F é o grupo

G = {z 7→ A · z; A = (aj,k)j,k∈{1,...,n} é uma matriz unitária}.

Demonstração. Usando Teorema 5.15, obtemos que F tem medida transversal invariante

não-trivial, e assim, pelo Teorema 1.13, segue o resultado.

5.5 Fibra Espaço Projetivo Complexo

Estamos procurando estudar a holonomia das folheações holomorfas transversais a fibra-

dos cuja fibra é um espaço projetivo complexo, mais uma vez motivado pelo trabalho de

Scárdua [22].

Lembramos novamente que Scárdua estuda as folheações holomorfas de codimensão

um transversais a fibrados holomorfos e supondo que a holonomia global G de tal folheação

deixa invariante um disco D ⊂ C assim como uma medida de Borel ν, localmente finita

e não trivial sobre D. Isso faz com que G seja grupo abeliano. Para tanto, Scárdua

usa fortemente a classificação das transformações de Möbius. Isso motiva um estudo
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similar, pois neste trabalho encontramos uma classificação dos biholomorfismos de CP 2

com respeito a seus pontos fixos.

Temos a seguinte questão:

Pergunta 5.18. Existe uma caracterização da holonomia transversal a um fibrado holo-

morfo com fibra CP 2 ?

Com objetivo de responder a indagação anterior, iniciamos com a seguinte

Definição 5.19. Dizemos que um biholomorfismo f de CP 2 fixa um polidisco ∆ ⊂ C2

se, e somente se, quando fazemos a identificação CP 2 ' C2 ∪CP 1 dada pela estrutura

de variedade complexa de CP 2, temos que (ϕj ◦ f ◦ϕ−1)(∆) = ∆, para todo j ∈ {0, 1, 2},
onde {(Ej, ϕj)}j=0,1,2 é o atlas usual de CP 2.

Agora estamos prontos para o seguinte

Lema 5.20. Seja G < Aut(CP 2) um subgrupo dos biholomorfismos de CP 2 fixando

D1 × D2 ⊂ C2 e deixando invariante uma medida de Borel ν localmente finita e não

trivial em D1×D2, onde D1 e D2 são discos em C . Então, não existem elementos em G

do tipo P3.

Demonstração. Seja G < Aut(CP 2) um subgrupo fixando D1 × D2 ⊂ C2 e deixando

uma medida de Borel ν localmente finita sobre D1 × D2. Suponha que existe f ∈ G

biholomorfismo de CP 2 do tipo P3. Portanto podemos supor que f : CP 2 → CP 2

definido por

f(x : y : z) = (λ0x : λ1y : λ2z),

onde λ0, λ1, λ2 ∈ Cr{0}, e assim obtemos o biholomorfismo F : C2 → C2, induzido por

f , definido por

F (x, y) =

(
λ0

λ2

x,
λ1

λ2

y

)
= (ax, by)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

E2
f //

ϕ2

²²

E2

ϕ2

²²
C2 F // C2
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Suponhamos, por absurdo, que |a| 6= 1. Notemos que F |Ly0
(x) = ax, onde

Ly0 := {(x, y0) ∈ C2; x ∈ C}

e F |Ly0
tem um disco invariante D, então

D = H = {z ∈ C; Im(z) > 0},

e também o ponto fixo 0 ∈ C por F |Ly0
satisfaz 0 ∈ ∂D. Logo, a medida ν|Ly0

induzida

por ν em Ly0 é atômica no ponto fixo 0 ∈ C. Portanto, obtemos

ν(D1 ×D2) = 0,

o que é absurdo, logo, |a| = 1. Analogamente obtemos que |b| = 1. Então D1×D2 = D×D,

o que implica que F |D×D é uma aplicação da forma

F |D×D(x, y) = (eiθx, eiαy).

Como

|a| =
∣∣∣∣
λ0

λ1

∣∣∣∣ = 1, |b| =
∣∣∣∣
λ1

λ2

∣∣∣∣ = 1

obtemos

|λ0| = |λ1| = |λ2|,

com λ0, λ1, λ2 ∈ Cr{0}. Em particular, se λ0, λ1, λ2 ∈ R, temos λ0 = −λ2 e λ1 = −λ2,

donde λ0 = λ1, o que é absurdo. Logo, não existe um elemento do tipo P3 em G, provando

o resultado.

Agora estamos prontos para o seguinte

Lema 5.21. Seja G um subgrupo dos automorfismos do espaço projetivo complexo bidi-

mensional fixando o polidisco D1×D2 ⊂ C2, e deixando invariante uma medida de Borel

localmente finita e não trivial em D1 ×D2. Se G contém um elemento do tipo R2, então

D1 × D2 = D × D com D = {z ∈ C; |z| < 1}, G só tem elemento do tipo R2 e, além

disso, G é abeliano.
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Demonstração. Suponhamos agora que exista f ∈ G do tipo R2. Podemos supor que f é

da forma

f(x : y : z) = (λ0x : λ0y : λ1z),

onde λ0, λ1 ∈ C, e, dáı, obtemos F : C2 → C2 definida por

F (x, y) =

(
λ0

λ1

x,
λ0

λ1

y

)
= (ax, ay)

tal que o seguinte diagrama é comutativo:

E2
f //

ϕ2

²²

E2

ϕ2

²²
C2 // C2

Suponha que |a| 6= 1, então F |Ly0
(x) = ax e tem o disco D invariante, logo D = H e

o ponto fixo 0 ∈ C por F |Ly0
satisfaz 0 ∈ ∂D. Portanto, ν|Ly0

é atômica no ponto fixo

0 ∈ ∂D, o que implica em ν(D1 ×D2) = 0, o que é absurdo. Então, |a| = 1 e dáı F fixa

D1 ×D2 = D× D, onde D = {z ∈ C; |z| < 1}, e, além disto, F é da forma

F (x, y) = (eiθx, eiβy).

Se g ∈ G, então g = [A], A ∈ GL(3,C),

A =




a b c

ã b̃ c̃

α β γ


 ,

isto é, g : CP 2 → CP 2 é definida por

g(x : y : z) := (ax + by + cz : ãx + b̃y + c̃z : αx + βy + γz)

e g induz uma aplicação G : C2 → C2 definida por

G(x, y) =

(
ax + by + c

αx + βy + γ
,

ãx + b̃y + c̃

αx + βy + γ

)
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tal que o seguinte diagrama é comutativo

E2
g //

ϕ2

²²

E2

ϕ2

²²
C2 G // C2

Por sua vez, G|D×D é da forma

G(x, y) =

(
eiθ(x− a0)

1− a0x
,
eiα(y − b0)

1− b0y

)
(5.1)

ou

G(x, y) =

(
eiθ(y − a0)

1− a0y
,
eiα(x− b0)

1− b0x

)
. (5.2)

Para a equação(5.1) obtemos b = β = 0 = ã = α e para a equação(5.2) obtemos a = α =

0 = b̃ = β. Em qualquer dos casos, β = 0 = α, donde

A =




a b c

ã b̃ c̃

0 0 γ


 ,

e assim,

G(x, y) =

(
a

γ
x +

c

γ
,
b̃

γ
y +

c̃

γ

)
(5.3)

ou

G(x, y) =

(
b

γ
y +

c

γ
,
ã

γ
x +

c̃

γ

)
(5.4)

Considerando (5.1) as equações 5.3 e 5.4 são reescritas como

G|D×D(x, y) =

(
a

γ
x,

b̃

γ
y

)
(5.5)

G|D×D(x, y) =

(
b

γ
y,

ã

γ
x

)
(5.6)

E assim obtemos que c
γ

= 0 e c̃
γ

= 0, donde c = c̃ = 0 em qualquer dos casos, logo,

A =




a b 0

ã b̃ 0

0 0 γ


 .
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Então, por um cálculo simples verificamos que

f =







λ0 0 0

0 λ0 0

0 0 λ1





 e g =







a b 0

ã b̃ 0

0 0 γ







comutam. Portanto f comuta com todo elemento de G. Agora, notemos que se G é

definido como em (5.6) temos claramente que

A =




a 0 0

0 b̃ 0

0 0 γ


 ,

e dáı, segue que g é do tipo P3 ou R2 e, pelo lema anterior, segue que g é do tipo R2.

Por sua vez, temos G definida como em 5.5, e assim,

A =




0 b 0

ã 0 0

0 0 γ


 ,

donde obtemos que g ∈ Aut(CP 2) é definida por

g(x : y : z) = (by : ãx : γz).

Neste caso, obtemos

G(u, v) =
1

u

(
b

γ
v,

ã

γ

)
,

onde (u, v) ∈ C2 ↪→ CP 2 é um sistema de coordenadas afim definido por u = 1
x

e v = y
x
.

Portanto,

G|L∞(v) =
ã

bv
.

Logo, por uma análise dos pontos fixos de G|L∞ obtemos que G|L∞ tem dois pontos fixos,

o que implica que g é do tipo P3 o que é absurdo pelo Lema anterior. Logo, todos os

elementos de G são do tipo R2, e assim G é abeliano.

Como consequência dos lemas anteriores obtemos o

130



Teorema 1.15. Seja G um subgrupo dos automorfismos do espaço projetivo complexo

de dimensão 2 fixando o polidisco D × D e deixando invariante uma medida de Borel

localmente finita e não trivial em D × D. Então G é abeliano, e além disto, a menos de

uma conjugação, todos os elementos de G são da forma

f(x : y : z) = (λ0x : λ0y : λ1z),

onde λ0, λ1 ∈ Cr{0}.

Demonstração. Como G fixa D × D, as possibilidades para elementos de G excluem os

biholomorfismos dos tipos P1, P2 e P1R2. Portanto, o teorema segue dos lemas anterio-

res.

O Teorema 1.15 implica o seguinte resultado

Corolário 1.16. Seja F uma folheação holomorfa em E transversal ao fibrado η =

(E, π,B,CP 2). Suponha que F tenha uma medida transversal invariante νϕ com suporte

supp(νϕ) intersectando todas as fibras de η. Então a holonomia global de F é abeliana.

Prova. Evidente pelo teorema anterior.

Agora temos o

Teorema 1.17. Seja F uma folheação holomorfa transversal ao fibrado

η = (E, π, B,CP 2).

Suponha que F tenha uma medida transversal invariante ν com suporte supp(ν) inter-

sectando todas as fibras de η. Se a holonomia global G de F fixa o polidisco D×D então

F é definida por um conjunto de duas 1-formas meromorfas fechadas linearmente inde-

pendentes ω1 e ω2 ambas com divisor de pólos de ordem 1.

Demonstração. De fato, seja ν a medida transversal invariante para F com suporte

supp(ν) intersectando todas as fibras de π : E
CP 2−→ B e seja G < Aut(CP 2) a holonomia

global de F dada pela representação ϕ : π1(B) → Aut(CP 2). Então, G é um subgrupo

que deixa invariante uma medida de Borel não trivial e localmente finita sobre CP 2.
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Como G fixa o polidisco D × D ⊂ C2 ↪→ CP 2 temos pelo teorema anterior que G é

abeliano, e além disso, os elementos de G são todos do tipo R2, isto é, a menos de uma

conjugação da forma

f(x : y : z) = (λ0x : λ0y : λ1z),

onde λ0, λ1 ∈ C \{0}.
E assim, podemos identificar os biholomorfismos f ∈ G com os biholomorfismos F de

C2 definidos por

F (x, y) =

(
λ0

λ1

x,
λ0

λ1

y

)
.

Então, podemos encontrar uma cobertura de E por subconjuntos abertos Uj em que temos

a estrutura de produto do fibrado

ψj : Uj → Vj × C2,

onde Vj = π(Uj) ⊂ B e ψj = (xj, z
1
j , z

2
j ) tal que F |Uj

é dada pelas formas meromorfas

ω1 =
dz1

j

z1
j

e ω2 =
dz2

j

z2
j

linearmente independentes e na interseção Ui ∩ Uj 6= ∅ temos

z1
i = λ1

ijz
1
j e z2

i λ
2
ijz

2
j para algum λ1

ij ∈ S1 e para algum λ2
ij ∈ S1. Portanto, temos bem

definidas duas 1-formas meromorfas fechadas linearmente independentes em E dadas por

ω1|Uj
=

dz1
j

zj

e ω2|Uj
=

dz2
j

z2
j

,

todas com divisor de pólos de ordem 1 que definem a folheação F em E.

Como consequência deste resultado podemos enunciar o

Corolário 1.19. Seja F uma folheação holomorfa transversal ao fibrado

η = (E, π, B,CP 2).

Suponha que F tenha medida transversal invariante ν com suporte supp(ν) intersectando

todas as fibras de η e que a holonomia global G de F fixa o polidisco D×D ⊂ C2 ↪→ CP 2.

Se F possui duas folhas compactas, então todas as folhas de F são compactas.
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Demonstração. Basta notar que se F tem duas folhas compactas, então a sua holonomia

é trivial e repetindo as idéias da prova do teorema anterior obtemos que a folheação F
é definida por duas formas holomorfas fechadas linearmente independentes. Segue dáı a

conclusão do corolário.

Por fim, o seguinte resultado a respeito da estrutura transversal.

Teorema 1.21. Sejam X1, . . . , X2n+1 hiperplanos em CP n em posição geral e seja X =

X1∪· · ·∪X2n+1. Se F é uma folheação holomorfa em E variedade compacta, F transversal

a um fibrado holomorfo com fibra CP n rX. Então F é uma folheação transversalmente

de Lie.

Prova do Teorema 1.21. Como CP nrX é uma variedade hiperbólica Kobayashi (cf. [13],

Theorem 3.10 7, p. 137) e como o grupo de biholomorfismos de uma variedade hiperbólica

Kobahiashi é um grupo de Lie (cf. [13], Theorem 5.4.4, p. 263), segue o resultado.
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