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Aos meus pais



We were confused and they were confused, but we

were more accustomed to being confused

Wade Marshall



Resumo

No primeiro capítulo, discutimos aspectos gerais da teoria estatística de

turbulência de fluidos, e introduzimos o problema de dissipação anômala no

limite invíscido.

No Capítulo 2, apresentamos estimativas rigorosas para algumas quanti-

dades físicas relevantes para escoamentos turbulentos e não turbulentos em

canais induzidos por um gradiente de pressão. Tais resultados são baseados

no conceito de solução estatística estacionária, que está relacionada com a no-

ção de média amostral para escoamentos em equilíbrio estatístico. Obtemos

uma estimativa por baixo do coeficiente de atrito e melhoramos as estima-

tivas por cima da mesma quantidade; Ambas estimativas são em termos do

número de Reynolds.

Apresentamos também estimativas por baixo e por cima para a razão

de dissipação de energia média, a velocidade longitudinal média (na direção

do gradiente de pressão), e para energia cinética média. Em particular,

obtemos uma limitação superior para a razão de dissipação de energia média.

Finalmente, investigamos a injeção de energia escala-por-escala devido ao

gradiente de pressão, provendo uma limitação superior para o decaimento de

injeção de energia quando a escala de comprimento decresce.

No Capítulo 3, consideramos o limite invíscido para médias temporais

infinitas de soluções das equações de Navier-Stokes forçadas com atrito em

2D. Provamos que a taxa de dissipação de enstrofia se anula neste limite. So-

luções estatísticas estacionárias das equações de Navier-Stokes forçadas com

atrito em 2D convergem para soluções estatísticas estacionárias renormali-

zadas das equações de Euler forçadas com atrito. Estas soluções obedecem

ao balanço de enstrofia.



Abstract

In the first chapter, we discuss general aspects of the statistical theory of

fluid turbulence, and we introduce the anomalous dissipation problem in the

inviscid limit.

In the second chapter, we present rigorous estimates for some physical

quantities related to turbulent and non-turbulent channel flows driven by a

uniform pressure gradient. Such results are based on the concept of statio-

nary statistical solution, which is related to the notion of ensemble average

for flows in statistical equilibrium. We provide a lower bound estimate for

the mean skin friction coefficient and improve on a previous upper bound

estimate for the same quantity; both estimates in terms of the Reynolds

number. We also present lower and upper bound estimates for the mean rate

of energy dissipation, the mean longitudinal velocity (in the direction of the

pressure gradient), and the mean kinetic energy. In particular, we obtain an

upper bound related to the energy dissipation law, namely that the mean rate

of energy dissipation is essentially bounded by a non-dimensional universal

constant times the cube of the mean longitudinal velocity over a characte-

ristic macro-scale length. Finally, we investigate the scale-by-scale energy

injection due to the pressure gradient, proving an upper bound estimate for

the decrease of this energy injection as the scale length decreases.

In the third chapter, we consider the zero viscosity limit of long time ave-

rages of solutions of damped and driven Navier-Stokes equations in R2 . We

prove that the rate of dissipation of enstrophy vanishes. Stationary statisti-

cal solutions of the damped and driven Navier-Stokes equations converge to

renormalized stationary statistical solutions of the damped and driven Euler

equations. These solutions obey the enstrophy balance.



Agradecimentos

Ao Professor Ricardo Rosa, não apenas por ter me ensinado muitas ferra-

mentas matemáticas relacionadas à investigação do fenômeno de turbulência,

mas também pelo cuidadoso modo com que me orientou por todos estes anos.

Com ele aprendi a investigar o assunto de maneira vibrante e ativa. Durante

os preciosos anos que passei sob sua orientação, aprendi a apreciar não apenas

o seu excelente talento acadêmico, mas também seu excepcional caráter.

Ao Professor Peter Constantin, pela especial atenção com que me tratou

durante toda minha visita à Universidade de Chicago. Além de me presentear

com a proposição de um problema relevante, ele trabalhou lado a lado comigo

na resolução do mesmo por muitas valiosas horas. A ele também agradeço por

importantes conselhos e recomendações quanto ao meu futuro profissional.

Ao Professor Átila Freire, por todo seu esforço na liderança do grupo

PRONEX em Turbulência na UFRJ. As frequentes reuniões realizadas pelo

grupo me ajudaram a obter uma compreensão mais profunda sobre o fenô-

meno. Além disso, relevantes esforços financeiros deste grupo me ajudaram

durante toda minha caminhada no doutorado. Especialmente durante mi-

nhas visitas à Universidade de Indiana e à Universidade de Chicago.

Ao Professor Roger Temam, por prover auxílios durante minha visita à

Universidade de Indiana em 2004, e por ter me ensinado alguns dos segredos

das Equações de Navier-Stokes durante seu curso em Bloomington.

viii



À Professora Helena Nussenzveig-Lopes, por sua carinhosa preocupação

com meu futuro profissional. A ela agradeço pelos seus valiosos conselhos e

recomendações.

À Professora Walcy Santos, por toda a sua energia e prontidão à frente

do Programa de pós-graduação em Matemática da UFRJ.

Agradeço aos muitos professores que me ensinaram importantes técni-

cas durante todos estes anos. Eles são: Marco Cabral, Flávio Dickstein,

Bruno Costa, Rolci Cipolatti, Felipe Acker, I Shi Liu, Marcelo Viana, Ade-

mir Pazoto, Antonio Roberto da Silva, James Robinson, Charles Doering e

Xiaoming Wang.

Ao CNPq, CAPES e FAPERJ por toda a ajuda financeira desde meus

anos de iniciação científica.

Muitos amigos foram importantes nesta jornada, e a eles agradeço por

todos os grandes momentos que vivemos juntos. Eles são: Fabrício Moura,

Felipe Silva, Gustavo Bichara, Ichiro Yonaha, Marcos do Carmo, Ronel Bo-

nifácio, Milton Nogueira, Régis Soares, André Fontenele, Beatriz Siffert, Be-

atriz Motta, Jim Tierney e Yuki Mano.

Alguns de meus amigos tiveram papel fundamental no meu desempenho

acadêmico por dividir comigo diversos interesses intelectuais, dos quais vários

vão muito além da Matemática. Eles são: Cecília Saraiva, Marcelo Tavares

Ramos, Felipe Olivieri, Felipe Figueiredo, Ralph Silva, Rogério Lourenço,

Jorge Rodriguez, Eric Lin e Dean DiSpalatro.

À minha família por todo o suporte e carinho, e especialmente aos meus

irmãos: André Ramos, Paulo Alcântra e Paola Alcântara.

E a minha noiva, Hanna Waegner, que com seu amor me ajudou a superar

os diversos desafios encontrados durante meu árduo trabalho em Chicago.

ix



Sumário

1 Introdução 3

2 Estimativas estatísticas para escoamentos em canais induzi-

dos por um gradiente de pressão 15

2.1 Estrutura matemática das Equações de Navier-Stokes . . . . . 19

2.2 Soluções estatísticas e as equações de Reynolds . . . . . . . . 22

2.3 Dimensões e números característicos . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.4 Médias temporais e soluções estatísticas estacionárias . . . . . 29

2.5 Estimativas sobre a velocidade longitudinal média e sobre o

coeficiente de atrito superficial . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.6 Outras estimativas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.7 O escoamento plano de Poiseuille . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.8 A taxa de decaimento da injeção de energia com relação às

escalas do escoamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3 Limite invíscido para as equações de Navier-Stokes forçadas

com atrito em R
2 52

3.1 Estrutura matemática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.2 Soluções determinísticas estacionárias . . . . . . . . . . . . . . 58

3.3 Soluções estatísticas estacionárias . . . . . . . . . . . . . . . . 61

1



3.4 Médias temporais infinitas e o limite invíscido . . . . . . . . . 76

2



Capítulo 1

Introdução

doue la turbulenza dellacqua sigenera

doue la turbulenza dellacqa simantiene plūgho

doue la turbulenza dellacqua siposa

onde a turbulência da água é gerada

onde a turbulencia da água se mantém por um longo tempo

onde a turbulência da água atinge o repouso

As linhas acima, escritas por Leonardo Da Vinci em torno de 1500, cons-

tituem uma das primeiras anotações científicas conhecidas sobre o estudo de

escoamentos turbulentos, e aborda diretamente a questão da velocidade com

que um escoamento em regime turbulento dissipa energia.

A modelagem matemática tradicional para escoamentos viscosos incom-

pressíveis nos leva às equações de Navier-Stokes. Em domínios limitados, o

modelo fisicamente mais realista assume aderência do fluido na parede de um
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domínio fixo:






















∂tu
(ν) + u(ν) · ∇u(ν) − ν∆u(ν) + ∇p = 0 Ω,

∇ · u(ν) = 0 Ω,

u(ν) = 0 ∂Ω.

(1.1)

onde u(ν) é a velocidade, p é a pressão e ν é a viscosidade cinemática.

Para soluções suaves destas equações, uma estimativa de energia nos dá

a seguinte relação para a taxa de dissipação de energia cinética no tempo,

Ec(t) = (1/2)
∥

∥u(ν)(t)
∥

∥

2

L2
:

dEc(t)

dt
= −ν

∥

∥∇u(ν)(t)
∥

∥

2

L2
.

Assim, um estudo rigoroso sobre a taxa com que um escoamento dissipa

energia deve passar necessariamente pela investigação da norma L2 do gradi-

ente de velocidades. Diretamente relacionado a este estudo, está a questão so-

bre a regularidade global das soluções das ENS, um dos problemas do Milênio

propostos pela Fundação Clay, que oferece um prêmio de US$ 1.000.000,00

para quem o solucionar. Devido à grande dificuldade encontrada ao abordar

o assunto de maneira estritamente rigorosa, utilizando apenas as equações

de movimento, a grande maioria dos resultados sobre o tema é obtida de

maneira aproximada, utilizando geralmente hipóteses heurísticas.

Embora o estudo do comportamento assintótico da dissipação de ener-

gia em um escoamento turbulento seja de difícil investigação, uma coisa é

bem sabida no caso de escoamentos não forçados: "la turbulenza dellacqua

siposa".

O exame da dissipação de energia é bastante enriquecida quando consi-

deramos o caso de escoamentos forçados, ou seja, quando introduzimos uma

função f no lado direito de (1.1).
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∂tu
(ν) + u(ν) · ∇u(ν) − ν∆u(ν) + ∇p = f Ω,

∇ · u(ν) = 0 Ω,

u(ν) = 0 ∂Ω.

(1.2)

Neste caso, o comportamento assintótico no tempo das soluções pode ser

bastante complicado, e diversos resultados são conhecidos. Foias e Prodi já

discutiam a existência de um atrator global para estas soluções em 1969, veja

[30]. Para um estudo detalhado sobre o comportamento assintótico destas

soluções, veja [13, 42, 43, 44].

Para cada escoamento, podemos definir uma velocidade característica U ,

e um comprimento característico L. O número de Reynolds, definido por

Re =
UL

ν

é um parâmetro de controle que desempenha um papel fundamental quando

queremos comparar diferentes escoamentos. Quando este número é muito

elevado, o escoamento normalmente se desenvolve em um regime turbulento,

quando todas as simetrias permitidas pelas equações (e pelas condições de

contorno) são quebradas.

Do ponto de vista matemático, gostaríamos que o comportamento das

soluções das ENS com viscosidade cinemática relativamente pequena seja

bem aproximado pelo das soluções das Equações de Euler:







∂tu + u · ∇u + ∇p = f Ω,

∇ · u = 0 Ω.
(1.3)

No entanto, o problema do limite invíscido das ENS com condições de

contorno de Dirichlet é um dos problemas em aberto mais difíceis em me-

cânica de fluidos. Isto se deve principalmente ao surgimento de camadas

limites, que está relacionado ao fato de as equações de Euler não poderem
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Figura 1.1: Anotaçoes de Leonardo Da Vinci sobre o decaimento de energia

em escoamentos Turbulentos

satisfazer a condição de Dirichlet na fronteira, veja [36]. Estas camadas limi-

tes satisfazem formalmente as equações de Prandtl, que são mal-postas em

geral. Assim, é muito comum considerarmos uma formulação das ENS em

domínios com condição de fronteira periódicas, ou em domínios ilimitados.

Este problema do surgimento de camadas limites aparece de maneira

explícita no Capítulo 2, onde um escoamento induzido por um gradiente de

pressão é considerado em um canal retângular com condições de fronteira

de Dirichlet nos planos inferior e superior, e com condições periódicas no

plano x− y. No capítulo 3, quando tratamos das equações de Navier-Stokes

com damping em duas dimensões, evitaremos o problema do surgimento de

camadas limites, e consideraremos o problema definido sobre todo o R
2.

Para escoamentos com fronteira periódicas, ou em todo o espaço, definidos

sobre um intervalo de tempo finito, o problema do limite invíscido já foi

bastante estudado, e diversas respostas parciais foram obtidas. Para soluções

suaves em R
3, o limite invíscido é dado pelas soluções das equações de Euler,
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para tempo pequeno, nos espaços clássicos [41], e nos espaços de Sobolev Hs

[34]; o limite vale enquanto a solução das equações de Euler forem suaves

[8]. A convergência ocorre nos espaços de Sobolev enquanto as soluções

das equações de Euler permanecerem no mesmo espaço [36]. Além disso,

as taxas de convergência são ótimas no regime suave, O(ν). Em alguns

regimes não-suaves (smooth vortex patches), o limite invíscido existe, e taxas

de convergência ótimas podem ser obtidas [1, 36], mas as taxas deterioram

quando a suavidade do dado inicial deteriora - nonsmooth vortex patches

[15].

Mesmo longe da parede, a investigação de um escoamento no limite invís-

cido é complicada pela grande atividade vortical neste regime, que intensifica

os gradientes de velocidade, excitando as diversas escalas do movimento. Tal

atividade consiste em três mecanismos: estiramento, dobramento e reconexão

de vórtices. O estiramento e o dobramento são mecanismos invíscidos, com-

patíveis com as equações de Euler. A reconexão é a mudança de topologia

do campo de vorticidade, e não é permitida em soluções suaves das equações

de Euler. Esta singularidade topológica representa um dos maiores desafios

ao entendimento do limite invíscido.

Entretanto, a investigação do comportamento de escoamentos a altos nu-

meros de Reynolds ganha novos contornos quando feita à luz da teoria proba-

bilística. Por exemplo, a figura acima mostra a comparação do sinal obtido

por um anemômetro de fio quente em um túnel de vento em uma dada posição

x0 em intervalos de tempo diferentes.

O sinal parece altamente desorganizado, apresentando estruturas em di-

versas escalas. Além disso, o comportamento do sinal nos dois intervalos de

tempo apresentados parecem ter características completamente distintas. No

entanto, quando analisamos o histograma desses sinais, observamos que eles
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Figura 1.2: Sinal obtido pela variação de velocidades em um túnel de vento.
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Figura 1.3: Histograma do sinal exibido na Figura 1.2

são quase idênticos.

Isto indica que embora as propriedades detalhadas de um escoamento

em altos números de Reynolds sejam difíceis de prever, suas características

probabilísticas podem ser bem comportadas e de fácil previsão. E de fato,

em escoamentos homogêneos em alto número de Reynolds, podemos esperar

que todas as simetrias a priori quebradas, sejam restauradas do ponto de

vista probabilístico; veja [32].

A evolução de quantidades médias do escoamento a altos números de

Reynolds é objeto de estudo de uma escola muito tradicional em mecânica

de fluidos, que se iniciou com os trabalhos de O. Reynolds, e ganhou muita
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notoriedade com os trabalhos do dinamicista de fluidos de Cambridge, Sir G.

I. Taylor. Entretanto, pode-se dizer que foram nos anos 40 do século passado

que esta teoria ganhou suas mais relevantes contribuições, quando Kolmo-

gorov publicou uma série de três artigos sobre turbulência homogênea. Ele

derivou importantes propriedades sobre algumas funções de correlação para

escoamentos turbulentos homogêneos e para seu espectro de energia, usando

essencialmente análise dimensional, e uma importante lei experimental, con-

jecturada pelo próprio Kolmogorov e por Onsager independentemente. A lei

diz respeito ao comportamento da taxa de dissipação média de energia no

limite invíscido.

Lei da taxa de dissipação de energia finita: Se em um experimento

em escoamentos turbulentos em 3 dimensões, todos os parâmetros de controle

são mantidos, exceto pela viscosidade, que é diminuída tanto quanto for

possível, a taxa de dissipação de energia média por unidade de massa, ǫ =

ν〈‖∇u‖2
L2〉, comporta-se de maneira consistente com um limite positivo.

Este é o problema da dissipação anômala que surge no estudo de turbu-

lência de fluidos. Este termo foi cunhado recentemente na área de teoria de

campo, e aqui se refere a pergunta natural que surge quando estudamos a

aproximação das soluções das ENS com viscosidade cinemática muito baixa

pela solução das Equações de Euler. O que acontece com as quantidades

idealmente conservadas ?

É um fato bem conhecido que soluções suaves das equações de Euler não

dissipam energia. Assim, gostaríamos de examinar o comportamento da taxa

de dissipação média de energia, ǫ(ν), quando ν vai a zero. A lei de Kolmogorov

afirma que esta taxa média não se aproxima de zero, e além disso, a seguinte

estimativa vale:

lim
ν→0

ǫ(ν) = lim
ν→0

ν〈‖∇u‖2
L2〉 = ǫ ≈ U3

L
.
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Aqui, o sentido no qual tomamos estas médias precisa ser elucidado. Na

prática laboratorial em mecânica de fluidos, a média amostral é usualmente

obtida pelo cálculo da média temporal de apenas uma realização do expe-

rimento, através de uma hipótese ergódica. A eficácia de tal procedimento

é bastante robusta, e, portanto, podemos reescrever a lei de Kolmogorov da

seguinte forma:

lim
ν→0

lim
T→∞

ν

T

∫ T

0

‖∇u‖2
L2 dt = ǫ =

U3

L
> 0. (1.4)

Até hoje, não há nenhuma demonstração matemática para este fato. Note

que esta lei é consistente com o crescimento do gradiente de velocidades, que

está associado ao estiramento de vórtices.

A teoria convencional de turbulência de Kolmogorov pode ser formalizada

através da noção de solução estatística estacionária das equações de Navier-

Stokes, introduzida em 1972 por C. Foias; veja [26]. As médias amostrais

são definidas como médias relacionadas a medidas de probabilidade definidas

em certos espaços funcionais, onde moram as soluções fracas das ENS. Estas

medidas são definidas de maneira a mimetizar a noção de medidas invarian-

tes, ou seja, de maneira que as médias amostrais não detectem variações no

tempo, como no histograma mostrado na Figura 1.3.

No caso de sistemas dinâmicos em dimensão finita

du(ν)

dt
= N(u(ν)), u(ν)(t) ∈ R

N ,

medidas invariantes µ satisfazem

∫

∇uΨ(u)N(u)dµ(ν)(u) = 0,

para qualquer função teste Ψ. Em dimensão infinita, precisamos nos restrin-

gir a uma classe de funções admissíveis, que serão especificadas nos capítulos
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subsequentes. Como veremos a seguir, podemos associar a cada média tem-

poral uma solução estatística estacionária. Isto nos permitirá obter resulta-

dos a respeito de (1.4) a partir de resultados sobre soluções estatísticas mais

gerais. A noção de solução estatística estacionária desempenha um papel

fundamental durante todo o trabalho, sendo o principal conceito matemático

desta tese.

Em [10], Constantin e Doering estudaram a taxa de dissipação de energia

no caso de escoamentos em canais induzidos por um gradiente de pressão.

A principal dificuldade neste estudo é imposta pelo surgimento de camadas

limites devido a condição de não-deslizamento nas paredes superior e infe-

rior. Eles demonstram que o limite inferior do lado esquerdo de (1.4) é de

fato maior que zero. Em [37], Ramos, Rosa e Temam melhoraram esta cota

inferior, e estenderam o resultado para todas as soluçoes estacionárias es-

tatísticas da ENS. Além disso, demonstraram que a lei de Kolmogorov vale

como uma cota superior:

ǫ ≤ 0.054
U3

L
.

Outros resultados em [37] tratam de estimativas para diversas quantidades

fisicamente relevantes do escoamento, como a energia cinética e o coeficiente

de atrito. Uma versão deste artigo será apresentada no Capítulo 2.

A situação para escoamentos em duas dimensões é bem diferente. Por

conta de leis de conservação adicionais, a magnitude da vorticidade não au-

menta no tempo, e todas as soluções são suaves. Isto também pode ser visto

em termos da direção do campo de velocidade:

ξ(x, t) =
ω(x, t)

|ω(x, t)| .

O resultado clássico estabelecido por Constantin e Fefferman em [12] mos-

tra que se as linhas de vorticidade não forem muito entortadas, de maneira
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que o campo de vorticidade é Lipschitz em regiões onde |ω| é grande, então

as soluções são suaves.

No caso bidimensional, temos ξ(x, t) = (0, 0, 1), e portanto as curvas

integrais associadas às linhas de vorticidade são retas paralelas. Assim, a

suavidade das soluções das ENS 2D segue diretamente de [12], ao contrário

do caso 3D, onde linhas de vorticidade podem ser curvadas. Com todos estes

resultados de suavidade, é fácil ver que o limite estabelecido em (1.4) se

anula.

Entretanto, uma teoria bastante similar a de Kolmogorov foi desenvolvida

no final dos anos 60 por Batchelor e Kraichnan para escoamentos bidimensi-

onais. Neste caso, uma conjectura de dissipação anômala é estabelecida em

termos da enstrofia do escoamento. Mais especificamente, para escoamentos

bidimensionais homogêneos é esperado o seguinte fato:

lim
ν→0

lim
T→∞

ν

T

∫ T

0

∥

∥∇ω(ν)(t)
∥

∥

2

L2
dt = η > 0, (1.5)

onde ω(ν) = ∇× v(ν).

A questão do fenômeno da dissipação anômala de enstrofia no limite in-

víscido das soluções das equações de Navier-Stokes 2D, com condições iniciais

não suaves, foi estudada para intervalos de tempos finitos em [35] e [19]. Foi

estabelecido que, em um intervalo de tempo finito, se a vorticidade inicial

pertencer a L2(R2), então a taxa de dissipação de enstrofia se anula com a

viscosidade. Os limites invíscidos são soluções fracas das equações de Euler.

Note que, no entanto, a questão para intervalos de tempo ilimitados não

segue diretamente dos resultados obtidos em [19, 35], uma vez que o limite

da média temporal e o limite invíscido não comutam. Isto pode ser visto

facilmente no caso bidimensional não forçado. Qualquer solução suave das

Equações de Euler é um limite invíscido em intervalos de tempo finito. En-

tretanto, o limite invíscido da média temporal é único, e vale zero.
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A questão sobre a lei de Kraichnan-Batchelor continua em aberto, apesar

de toda a regularidade conhecida para as soluções das ENS 2D. Isto acontece

porque a dependência em ν das estimativas conhecidas sobre o comporta-

mento para tempo grande dessas soluções não são suficientes para obtermos

a desigualdade (1.5).

Em [5], D. Bernard estudou o caso de escoamentos bidimensionais com

atrito.







∂tu + u · ∇u − ν∆u + γu + ∇p = f, em R
2.

∇ · u = 0, em R
2.

(1.6)

Este modelo está relacionado aos escoamentos em águas rasas, onde o

atrito do fundo do recipiente é considerado, além de aparecer no modelo de

Stommel-Charney da corrente do Golfo. Bernard derivou algumas relações

para algumas funções de correlação, e baseado em experimentos de Tabelling

e Parret, ele conjecturou que o limite no lado esquerdo de (1.5) se anula:

lim
ν→0

ν

(

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

‖∇ων(s + t0)‖2
L2(R2) ds

)

= 0, (1.7)

Este fato foi demonstrado por Constantin e Ramos em [14], onde ων(t) =

SNS,γ(t)(ω0), t0 > 0 e ∇⊥u0 = ω0 ∈ L1(R2) ∩ L∞(R2). O Capítulo 3 traz

uma versão deste artigo.
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Capítulo 2

Estimativas estatísticas para

escoamentos em canais induzidos

por um gradiente de pressão

Uma vez que a existência de soluções exatas das equações de Navier-

Stokes não estão disponíveis em geral, boa parte da pesquisa clássica em

teoria de turbulência consiste em métodos de aproximação baseados em pou-

cos resultados exatos, suplementados com hipóteses intuitivas a cerca da

natureza do fenômeno, como hipóteses de escala e modelos de truncamento

de momentos, veja por exemplo [3, 45].

Recentemente, parte da pesquisa teórica em turbulência tem se concen-

trado na obtenção de estimativas rigorosas para quantidades características

de escoamentos turbulentos diretamente das equações de movimento. Es-

tes resultados são importantes para validarmos aqueles obtidos via métodos

clássicos de aproximação.

Decompondo o escoamento turbulento em um escoamento estacionário

de fundo, e em uma componente flutuante, e usando métodos variacionais,
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Constantin e Doering derivaram resultados rigorosos para a média temporal

infinita da taxa de dissipação de energia de escoamentos em algumas geo-

metrias, em particular para o caso de escoamentos em canais induzidos por

um gradiente de pressão. Tal estimativa também implica em uma estimativa

para o coeficiente de atrito; veja [10].

Enquanto isso, resultados rigorosos foram recentemente estabelecidos para

a Teoria de turbulência homogênea estatisticamente estacionária em três di-

mensões em [26], usando os conceitos de soluções estatísticas estacionárias

das equações de Navier-Stokes e de medidas obtidas através de médias tem-

porais generalizadas, além de estimativas de energia.

Este Capítulo apresenta uma combinação desses resultados no caso espe-

cífico de escoamentos em canais induzidos por um gradiente de pressão. Mais

especificamente, estendemos a limitação inferior da média temporal infinita

da taxa de dissipação de energia, obtida em [10], para soluções estatísticas

estacionárias gerais, simplicando levemente a prova deles e melhorando leve-

mente suas estimativas. Além disso, mostramos que para qualquer solução

estatística estacionária o coeficiente de atrito Cf satisfaz

10.88

Re
≤ Cf ≤ 13.5

Re
,

para escoamentos a baixo números de Reynolds, e

10.88

Re
≤ Cf ≤ 0.484 + O

(

1

Re

)

,

para escoamentos a alto números de Reynolds, onde o número de Reynolds

é definido por Re = Uh/ν, onde h é a altura do canal e U , a velocidade

longitudinal média.

A limitação inferior para Cf é proxima de ótima, no sentido que a so-

lução estatística estacionária é arbitrária e pode estar concentrada no es-

coamento de Poiseuille (que é instável para escoamentos a alto números de
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Reynolds, mas que de qualquer modo existe matematicamente), para o qual

Cf = 12/Re. A limitação superior pode não ser ótima, uma vez que argu-

mentos heurísticos e resultados experimentais sugerem que Cf ∼ (ln Re)−2

para escoamentos turbulentos a alto números de Reynolds. Entretanto, este

representa uma melhora de aproximadamente 19% sobre a estimativa obtida

em [10] para o coeficiente líder (de 0.597 para 0.484.)

Obtemos também cotas superiores e inferiores para algumas outras quan-

tidades físicas, como a taxa de dissipação média de energia, a energia cinética

média, e a velocidade longitudinal média. Em particular, provamos uma cota

superior relacionada à lei de dissipação de energia, ou seja, para escoamentos

a elevados números de Reynolds, a taxa de dissipação média de energia é

essencialmente limitada por uma constante vezes o cubo da velocidade lon-

gitudinal média U sobre a altura h do canal:

ǫ ≤
(

0.054 + O

(

1

Re2

))

U3

h
.

Note que o coeficiente líder é muito menor que a unidade, e como em [9],

isto mostra que este resultado é muito mais que uma análise dimensional

formalizada.

No fim do capítulo, estudamos o termo de injeção de energia escala-por-

escala devido ao gradiente de pressão. Mostramos que a energia injetada

por unidade de tempo nos modos maiores ou iguais a κ é limitado por um

termo proporcional a κ−3/2. A motivação para o estudo do decrescimento

de energia da taxa de injeção de energia vem da Teoria de turbulência de

Kolmogorov. Esta teoria afirma que para escoamentos turbulentos existe uma

certa faixa de escalas, muito menores que as escalas de injeção de energia,

e maiores que as escalas dissipativas de energia, para as quais a energia

cinética é transferida para as escalas menores a uma taxa próxima a taxa

de dissipação de energia. Esta teoria foi proposta no caso idealizado de
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turbulência localmente homogênea, longe das paredes sob a hipótese de que

a injeção de energia está concentrada nas grandes escalas. Entretanto, sabe-

se que para experimentos onde os efeitos de paredes são relevantes, esta

hipótese precisa ser corrigida [10, 45]. Em particular, a injeção de energia

ocorre em escalas arbitrariamente pequenas. As estimativas apresentadas

nos dão uma cota superior para a taxa de decrescimento da taxa de injeção

de energia conforme a escala de comprimento decresce.

Parte da motivação deste trabalho foi também comparar o método vari-

acional (por exemplo [9, 10]) com o método de energia (por exemplo [24, 26,

27, 28]). Observamos que no caso particular dos escoamentos em canais in-

duzidos por um gradiente de pressão, o método variacional nos dá a melhor

limitação superior para o coeficiente de atrito, mas não pode ser aplicado

para a obtenção de uma cota superior, enquanto que o método de energia

nos dá ambas as limitações, com a limitação inferior sendo ótima em um

sentido apropriado mas com a cota superior sendo não realista.

O restante do capítulo é organizado da seguinte forma. Na próxima seção

introduziremos as definições matemáticas convenientes usadas durante todo

o capítulo. Na Seção 3, definimos a noção de solução estatística estacionária

das equações de Navier-Stokes e apresentamos alguns resultados relaciona-

dos. Na seção 4, definimos rigorosamente as quantidades características que

serão estimadas, como a taxa de dissipação média de energia, energia cinética

média, velocidade longitudinal média, e coeficiente de atrito médio.

Na seção 5, estabelecemos uma relação entre soluções estatísticas estaci-

onárias e médias temporais. Nas seções 6 e 7, derivamos explicitamente esti-

mativas rigorosas para as quantidades físicas mencionadas, utilizando ambos

os métodos de [26, 27, 28] e de [9, 10]. Na seção 8, listamos os valores explí-

citos das quantidades físicas mencionadas no caso específico do escoamento
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laminar de Poiseuille, verificando que alguns dos resultados obtidos nas se-

ções 6 e 7 são ótimos em um certo sentido. Na seção 9, concluímos o capítulo

com uma discussão da injeção de energia escala-por-escala.

2.1 Estrutura matemática das Equações de Navier-

Stokes

Consideramos um escoamento newtoneano incompressível confinado em

um canal retangular periódico e induzido por um gradiente uniforme de pres-

são. Mais precisamente, o campo vetorial de velocidades u = (u1, u2, u3) do

fluido satisfaz as equações de Navier-Stokes incompressíveis

∂u

∂t
− ν∆u + (u · ∇)u + ∇p =

P

Lx

e1, ∇ · u = 0, (2.1)

no domínio Ω = (0, Lx)× (0, Ly)× (0, h). O escalar p é a pressão cinemática.

Denotamos por x = (x, y, z) a variável espacial. As condições de fronteira

são no-slip nos planos z = 0 e z = h e periódicas nas direções x e y, com

períodos Lx e Ly, respectivamente, para ambos u e p. O parâmetro P/Lx

denota a magnitude do gradiente de pressão aplicado. O parâmetro ν > 0

é a viscosidade cinemática, e1 é o vetor unitário na direção x, e Lx, Ly, h,

P > 0. Iremos nos referir frequentemente à direção x do gradiente de pressão

aplicado como a direção longitudinal.

A formulação matemática das equações de Navier-Stokes nesta geometria

pode ser facilmente adaptada do caso no-slip ou completamente periódico

desenvolvida em [13, 26, 42, 44].

A formulação nos dá uma equação funcional para o campo de velocidades

dependente do tempo u = u(t) da forma:

du
dt

= F(u) = fP − νAu − B(u,u), (2.2)
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onde

fP =
P

Lx

e1. (2.3)

Dois espaços fundamentais são definidos por

H =



































u = w|Ω;

w ∈ (L2
loc(R

2 × (0, h)))3, ∇ · w = 0,

w(x + Lx, y, z) = w(x, y, z),

w(x, y + Ly, z) = w(x, y, z), a.e. (x, y, z) ∈ R
2 × (0, h).

w3(x, y, 0) = w3(x, y, h) = 0, a.e. (x, y) ∈ R
2.



































.

e

V =



































u = w|Ω;

w ∈ (H1
loc(R

2 × (0, h)))3, ∇ · w = 0,

w(x + Lx, y, z) = w(x, y, z),

w(x, y + Ly, z) = w(x, y, z), a.e. (x, y, z) ∈ R
2 × (0, h).

w(x, y, 0) = w(x, y, h) = 0, a.e. (x, y) ∈ R
2.



































.

Os produtos internos em H e V são denotados respectivamente por

(u,v) =

∫

Ω

u(x) · v(x) dx, ((u,v)) =

∫

Ω

∑

i=1,3

∂u

∂xi

· ∂v

∂xi

dx,

e as normas associadas por |u|0 = (u,u)1/2, ‖u‖ = ((u,u))1/2.

Identificamos H com seu dual e considere o espaço dual V ′ de V , tal que

V ⊆ H ⊆ V ′, com as injeções sendo conínuas, e com cada espaço denso no

próximo. Também denotamos por Hw o espaço H munido de sua topologia

fraca.

Denotamos por PLH o projetor ortogonal de Leray-Helmhotz em L2(Ω)3

sobre o subespaço H. O operador A em (2.2) é o operador de Stokes dado

por Au = −PLH∆u. O termo B(u,v) = PLH((u · ∇)v) é um termo bilinear

associado com o termo inercial. Além disso, o operador Stokes é um operador

positivo auto-adjunto em H, e consideramos suas potências As, s ∈ R, com

domínio D(As). Temos V = D(A1/2) e seu dual V ′ = D(A−1/2).
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O operador de Stokes possui uma base ortonormal completa de autove-

tores em H, {wj,l,k}j,l,k, da forma

wj,l,k(x, y, z) = exp

(

iπ

(

jx

Lx

+
ly

Ly

))

ŵj,l,k(z), (2.4)

onde (j, l, k) ∈ Z × Z × N, Awj,l,k = λj,l,kwj,l,k, e cada ŵj,l,k(z) satisfaz

o problema unidimensional de autovetores, com 0 < λj,l,k → ∞, quando

j, l, k → ∞. Escrevemos a expansão espectral de u nesta base como

u(x, y, z) =
∑

j,l,k

ûj,l,kwj,l,k(x, y, z), ûj,l,k = (u,wj,l,k). (2.5)

Para cada autovalor λj,l,k associamos um número de onda κ = κj,l,k =

λ
1/2
j,l,k. Como u ∈ V se anula nas paredes de cima e de baixo, a desigualdade

de Poincaré se aplica, nos dando |u|0 em termos de ‖u‖. De fato, temos

precisamente

|u|20 ≤ λ−1
1 ‖u‖2 , (2.6)

onde λ1 = π2/h2 é o menor autovalor positivo do operador de Stokes nesta

geometria. O menor número de onda positivo é κ1 = λ
1/2
1 = π/h.

Definimos a componente uκ do campo de vetores u, para um único número

de onda κ, por

uκ =
∑

κj,l,k=κ

ûj,l,kwj,l,k,

e a componente uκ′,κ′′ com uma faixa de números de onda [κ′, κ′′) por

uκ′,κ′′ =
∑

κ′≤κ<κ′′

uκ.

Escrevemos assim as Equações de Navier-Stokes projetadas sobre estas com-

ponentes na forma

duκ′,κ′′

dt
+ νAuκ′,κ′′ + B(u,u)κ′,κ′′ = (fP )κ′,κ′′ . (2.7)
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Tomando o produto interno em H do termo bilinear com uma terceira

variável, obtemos um termo trilinear

b(u,v,w) = (B(u,v),w),

que é definido para u,v,w ∈ V . Uma importante relação para o termo

trilinear é a propriedade de ortogonalidade

b(u,v,v) = 0, (2.8)

para u,v ∈ V . Segue desta relação a propriedade de anti-simetria

b(u,v,w) = −b(u,w,v), (2.9)

para u,v,w ∈ V .

2.2 Soluções estatísticas e as equações de Rey-

nolds

Uma configuração matemática para a teoria convencional de turbulên-

cia é baseada no conceito de solução estatística estacionária das equações

de Navier-Stokes. Isto nos leva a considerar o espaço H como um espaço

de probabilidade com a σ-algebra dos conjuntos de Borel H e munido com

uma medida de probabilidade. As médias amostrais são então vistas como

médias em relação a esta medida de probabilidade de Borel. No nosso caso

tridimensional, trabalhamos em geral com a topologia fraca. Felizmente, a

σ-algebra de Borel gerada pelos conjuntos fracamente abertos coincide com

a gerada pelos conjuntos abertos na topologia fraca. Como H é um espaço

de Hilbert separável, toda medida de Borel é automaticamente regular. Uma
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importante consequência da regularidade da medida de probabilidade de Bo-

rel é a densidade das funções contínuas (ou apenas fracamente contínuas) no

espaço de funções quadrado-integráveis.

Dizemos que uma medida µ em H é carregada por um conjunto mensu-

rável E quando E tem medida total em H, i.e. µ (H \ E) = 0. O suporte de

medida de probabilidade de Borel µ é o menor conjunto fechado que carrega

µ. As médias amostrais são então vistas como médias com relação a medida

de probabilidade de Borel µ em H. Se ϕ : H → R é uma função Boreli-

ana representando alguma informação física ϕ (u) extraída de um campo de

velocidades u, como a energia cinética, velocidade, enstrofia, etc., então seu

valor médio é

〈ϕ〉 =

∫

H

ϕ(u)dµ(u). (2.10)

O leitor pode encontrar mais detalhes em [26].

Agora, definimos uma classe de funções de Borel que são particularmente

úteis para uma definição rigorosa de soluções estatísticas estacionárias das

equações de Navier-Stokes.

Definição 2.2.1 Definimos a classe T de funções testes como o conjunto de

de funções de valores reais Ψ = Ψ(u) em H que são limitadas em conuntos

limitados de H e tais que as seguintes condições valem:

1. Para qualquer u ∈ V , a derivada de Fréchet Ψ′(u) tomada em H ao

longo de V existe. Mais precisamente, para cada u ∈ V , existe um

elemento em H denotado por Ψ′(u) tal que

|Ψ(u + v) − Ψ(u) − (Ψ′(u),v)|0
|v|0

→ 0 quando |v|0 → 0,v ∈ V.

(2.11)

2. Ψ′(u) ∈ V para todo u ∈ V , e u → Ψ′(u) é contínua e limitada como

uma função de V em V .
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Por exemplo, podemos tomar as funções testes cilíndricas Ψ : H → R da

forma Ψ(u) = ψ ((u,g1), . . . , (u,gm)), onde ψ é uma função escalar C1 em

R
m, m ∈ N, com suporte compacto, e g1, . . . ,gm pertence a V . Neste caso

temos

Ψ′(u) =
m

∑

j=1

∂jψ((u,gj), . . . , (u,gj))gj,

onde ∂jψ denota a derivada de ψ em relação a j-esima variável. Segue que

Ψ′(u) ∈ V uma vez que esta é uma combinação linear de gj.

Agora, definimos a noção de solução estatística estacionária das equações

de Navier-Stokes.

Definição 2.2.2 Uma solução estatística estacionária das equações de Navier-

Stokes é uma medida de probabilidade de Borel µ sobre H tal que

1.

∫

H

‖u‖2 dµ(u) < ∞;

2.

∫

H

(F(u), Ψ′(u))dµ(u) = 0, para todo Ψ ∈ T , onde F(u) é definida como em

(2.2);

3.

∫

e1≤|u|2
0
/2<e2

{

ν ‖u‖2 − (fP ,u)
}

dµ(u) ≤ 0, para todo 0 ≤ e1 < e2 ≤
+∞.

A primeira condição significa que uma solução estatística estacionária das

ENS tem enstrofia finita. Isto é natural quando comparamos com soluções

individuais, cujas médias temporais são uniformemente limitadas em relação

ao intervalo de tempo. Isto também é necessário para que a segunda condição

faça sentido.

A última condição na definição acima é uma espécie de desigualdade

de energia, e podemos deduzir dela que os suportes das soluções estatísticas

estacionárias estão incluídos no atrator fraco Aw; veja [26, 31], que é limitado
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em H de acordo com

|u|0 ≤
νG∗

κ
1/2
1

=
νh1/2

π1/2
G∗, ∀u ∈ Aw, (2.12)

G∗ =
h1/2

ν2π1/2
|A−1/2fP |0,

onde G∗ é um número adimensional chamado número de Grashof.

O conceito de solução estatística estacionária é vista como uma generali-

zação da noção de medida invariante. Isto é relevante para o caso tridimen-

sional, quando um semigrupo não é bem definido.

Devido as propriedades de regularidade obtidas para as soluções estatísti-

cas estacionárias (enstrofia média finita, com suporte limitado em H), o valor

médio 〈ϕ(u)〉 pode ser definido não apenas para funções fracamente contí-

nuas e limitadas em H mas para quaisquer funções reais ϕ que são contínuas

em V e satisfazem a estimativa

|ϕ(u)|0 ≤ C(|u|0)(1 + ν−2λ
1/2
1 ‖u‖2), ∀u ∈ V, (2.13)

onde C(|u|0) é limitada em conjuntos limitados de H. Exemplos importantes

de tais ϕ são |u|20, ‖u‖
2, b(uκ1,κ,uκ1,κ,uκ,∞), e b(uκ,∞,uκ,∞,uκ1,κ).

Por um argumento de dualidade, podemos estender tais médias para fun-

ções tomando valores em algum espaço de funções. Mais precisamente, po-

demos definir o campo de velocidades médio 〈u〉 e o valor médio de 〈B(u,u)〉
do termo inercial por

(〈u〉,v) =

∫

H

(u,v)dµ(u), ∀v ∈ V ′,

(〈B(u,u)〉,v) =

∫

H

(B(u,u),v)dµ(u), ∀v ∈ D
(

A3/8
)

.

O escoamento médio 〈u〉 é um campo vetorial sobre Ω com 〈u〉 ∈ V , enquanto

〈B(u,u)〉 ∈ D(A−3/8).
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Como assumimos um equilíbrio estatístico, a forma estacionária das equa-

ções de Reynolds pode ser recuperada neste contexto; veja também [38]:

Proposição 2.2.3 Dada uma solução estatística estacionária no sentido da

Definição 2.2.2 a seguinte forma funcional das equações de Reynolds valem

em V ′:

νA〈u〉 + 〈B(u,u)〉 = fP . (2.14)

Demonstração. Seja ψ uma função real de classe C1 com suporte compacto

em R. Para qualquer v ∈ V e qualquer número de onda κ, a função Φ(u) =

ψ((u,vκ1,κ)) é uma função teste cilíndrica. Portanto,
∫

H

ψ′((u,vκ1,κ)) {(fP ,vκ1,κ) − ν(Au,vκ1,κ) − b(u,u,vκ1,κ)} dµ(u) = 0.

Seja ψ′ convergente pontualmente para 1 enquanto é uniformemente limitada,

de maneira que no limite temos
∫

H

{(fP ,vκ1,κ) − ν(Au,vκ1,κ) − b(u,u,vκ1,κ)} dµ(u) = 0.

Fixado v ∈ V , podemos fazer κ ir para o infinito e achar (uma vez que µ

tem enstrofia finita e tem suporte limitado em H)
∫

H

{(fP ,v) − ν(Au,v) − b(u,u,v)} dµ(u) = 0,

o que nos dá o resultado.

Terminamos esta seção com um resultado a respeito do número de Grashof

G∗, o que nos dá uma limitação em H para o atrator Aw em termos do

gradiente de pressão P/Lx e outras quantidades físicas:

Lema 2.2.1 Temos, mais explicitamente,

G∗ =

√
3L

1/2
x L

1/2
y h2

6π1/2ν2

P

Lx

. (2.15)
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Demonstração.

Como fP = (P/Lx)e1, temos que

A−1fP = (
P

2Lx

z(h − z), 0, 0).

Portanto,

∣

∣A−1/2fP
∣

∣

2

0
= (fP , A−1fP ) =

∫

Ω

P

Lx

P

2Lx

z(h − z)dx =
Lyh

3

12Lx

P 2. (2.16)

Tomando a raiz quadrada da igualdade acima e substituindo na definição de

número de Grashof obtemos o resultado.

Observação.

O campo vetoral A−1fP está diretamente relacionado ao escoamento de

Poiseuille. De fato, o escoamento de Poiseuille é precisamente: u = A−1fP /ν =

(Pz(h − z)/2νLx, 0, 0); veja Seção 7.

2.3 Dimensões e números característicos

O comprimento macroscópico característico é considerado como h e o

número de onda característico é κ0 = 1/h. A massa total do fluido no canal

é ρ0LxLyh, onde ρ0 denota a densidade de massa uniforme do fluido. Então,

para uma solução estatística estacionária µ, a energia cinética média por

unidade de massa e a taxa de dissipação média de energia por unidade de

tempo e por unidade de massa são dadas respectivamente por

e =
1

2LxLyh
〈|u|20〉, ǫ =

ν

LxLyh
〈‖u‖2〉.

A velocidade longitudinal média é definida por

U =
1

Lyh

∫

H

(∫ h

0

∫ Ly

0

u1(x, y, z)dydz

)

dµ(u); (2.17)
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Note que esta definição faz sentido e que esta expressão não depende de x

devido a incompressibilidade e às condições de fronteira.

Com esta escala de velocidade podemos definir o seguinte número de

Reynolds

Re =
Uh

ν
. (2.18)

Uma razão adimensional do gradiente de pressão aplicado sobre o quadrado

da escala de velocidade do escoamento é dada pelo coeficiente de atrito su-

perficial definido por

Cf =
h

U2

P

Lx

. (2.19)

Devido à condição (3) da Definição 2.2.2 e às condições de incompressibi-

lidade e de fronteira, a velocidade longitudinal média e a taxa de dissipação

média de energia são relacionadas por

ǫ ≤ P

Lx

U. (2.20)

Agora, suponha que u(x, t) seja uma solução fraca das equações de Navier-

Stokes (2.1) com condição inicial u0(x). Definimos a média temporal finita

da velocidade longitudinal por

UT =
1

Lyh

1

T

∫ T

0

(∫ h

0

∫ Ly

0

u1(x, y, z, t)dydz

)

dt. (2.21)

Esta expressao é também bem definida e independente de x devido às con-

dições de incompressibilidade e de fronteira.

Na sequência, também consideraremos a média temporal finita da taxa

de dissipação de energia

ν

LxLyh
〈‖u‖2〉T =

ν

LxLyh

1

T

∫ T

0

‖u(t)‖2 dt,

e a média temporal finita da energia cinética dada por

1

2LxLyh
〈|u|20〉T =

1

2LxLyh

1

T

∫ T

0

|u(t)|20 dt.
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Note que mesmo quando as médias temporais finitas são limitadas, suas

médias temporais infinitas não precisam existir.

2.4 Médias temporais e soluções estatísticas es-

tacionárias

Como os limites quando o tempo vai para o infinito das médias tempo-

rais finitas não existem necessariamente, queremos obter limitações eventuais

para estas quantidades médias. Nesta seção, estabeleceremos, via limites ge-

neralizados, uma relação rigorosa entre certos limites destas quantidades e

as soluções estatísticas estacionárias, veja [26].

Por exemplo, suponha que estejamos interessados em estimar o limite

superior da média temporal finita da velocidade longitudinal de uma solução

fraca u(x, t) de (2.1)

Ū =
1

Lyh
lim sup

T→∞

1

T

∫ T

0

(∫ Ly

0

∫ h

0

u1(x, y, z, t)dydz

)

dt. (2.22)

Como um limite superior da velocidade longitudinal média Uµ, associado

a uma solução estatística estacionária arbitrária µ, é obtida em (2.5.1), da

forma

Uµ ≤
√

3h2

6ν

P

Lx

,

podemos estabelecer uma relação entre uma média temporal da velocidade

longitudinal (2.22) e a média da velocidade longitudinal associada a uma

solução estatística estacionária específica µ0,

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

(∫ Ly

0

∫ h

0

u1(x, y, z, t)dydz

)

dt

=

∫

H

(∫ Ly

0

∫ h

0

u1(x, y, z)dydz

)

dµ0(u), (2.23)
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de maneira que possamos dar uma limitação superior para (2.22) usando

(2.5.1), obtendo

1

Lyh
lim sup

T→∞

1

T

∫ T

0

(∫ Ly

0

∫ h

0

u1(x, y, z, t)dydz

)

dt = Uµ0
≤

√
3h2

6ν

P

Lx

.

(2.24)

Esta relação entre médias temporais infinitas e soluções estatísticas esta-

cionárias é realizada através da noção de limite generalizado, que é definido

da seguinte forma

Definição 2.4.1 Um limite generalizado é qualquer funcional linear, deno-

tado LimT→∞, definido no espaço B([0,∞)) de todas as funções reais limita-

das em [0,∞) e satisfazendo

1. LimT→∞ g(T ) ≥ 0, ∀g ∈ B([0,∞)) com g(s) ≥ 0, ∀s ≥ 0;

2. LimT→∞ g(T ) = limT→∞ g(T ), ∀g ∈ B([0,∞)) tal que o limite clássico,

denotado limT→∞, existe.

Observação. Pode ser mostrado que dado um g0 ∈ B([0,∞)) particular e

uma sequência tj → ∞ para qual g0 converge para um número l, existe um

limite generalizado LimT→∞ satisfazendo LimT→∞ g0 = l; veja [4, 26].

Proposição 2.4.1 Seja ϕ ∈ C(Hw). Suponha que para toda solução estatís-

tica estacionária µ a média associada de ϕ satisfaz 〈ϕ〉 ≤ C1, para alguma

constante C1. Então, dada uma solução fraca w(x, t) definida em [0,∞),

temos

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

ϕ(w(t))dt ≤ C1. (2.25)

Da mesma forma, se para alguma constante C2 temos 〈ϕ〉 ≥ C2 para toda

solução estatística estacionária, então

lim inf
T→∞

1

T

∫ T

0

ϕ(w(t))dt ≥ C2. (2.26)
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Demonstração. provaremos a desigualdade (2.25). A desigualdade (2.26)

segue de um argumento semelhante.

Seja w0 = w(0). Considere o conjunto

Kw =
{

v ∈ H; |v|2 ≤ |w0|20 + |fP |20 /ν2λ2
1

}

,

munido com a topologia fraca de H. Kw é compacto em Hw e é tal que

w(t) ∈ Kw, para todo t ≥ 0; veja [13, 42].

Seja ψ ∈ C(Kw). Como Kw é compacto, a função t 7→ ψ(w(t)) é contínua

e limitada. Portanto,

g0(t) =
1

t

∫ t

0

ψ(w(s))ds

faz sentido, e é contínua e limitada para t ≥ 0. Portanto, seu limite gene-

ralizado está bem definido, e pela Observação 2.4, se escolhermos uma sub-

sequência tj → ∞ para qual g0(tj) converge para o lim supt→∞ g0(t), existe

um limite generalizado LimT→∞ satisfazendo

Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

ψ(w(t))dt = lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

ψ(w(s))ds.

Agora, substituímos esta média temporal generalizada por soluções esta-

tísticas estacionárias. Como a solução fraca t 7→ w(t) pertence ao conjunto

compacto Kw em Hw, veja [26], e como

ψ 7→ Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

ψ(w(t))dt

é um funcional linear positivo sobre C (Kw), podemos usar o Teorema de Re-

presentação de Kakutani-Riesz (veja [46]) e concluir que existe uma medida

µ0 sobre H tal que

Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

ψ(w(x, t))dt =

∫

H

ψ(u)dµ0(u), (2.27)
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para todo ψ ∈ C(Kw). É demonstrado em [26] que µ0 definida como acima

é uma solução estatística estacionária.

Portanto, como ϕ|Kw
∈ C (Kw), e µ(H \ Kw) = 0, para toda solução

estatística estacionária, veja [26], e em particular para µ0, concluímos que

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

ϕ(w(x, t))dt =

∫

H

ϕ(u)dµ0(u).

Portanto, como 〈ϕ〉 ≤ C1 para toda solução estatística estacionária µ, e em

particular µ0, temos

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

ϕ(w(t))dt =

∫

H

ϕ(u)dµ0(u) ≤ C1.

Agora, retornando ao exemplo da velocidade longitudinal média, como

u 7→
∫ Ly

0

∫ h

0

u1(x, y, z)dydz

pertence a C(Kw), existe uma solução estatística estacionária µ0 satisfazendo

(2.23), que junto com (2.5.1), nos dá a limitação superior (2.24).

Observação. Proposição 2.4.1 mostra que toda estimativa envolvendo a

média de uma quantidade contínua sobre C(Kw) pode ser escrita como um

limite superior ou inferior de sua média temporal.

Isto é verdade para o termo de injeção de energia, (fP ,u), e também para a

velocidade longitudinal média U . Entretanto, estamos também interessados

em estimar quantidades envolvendo |u|0 e ‖u‖, que não são fracamente contí-

nas. Felizmente, podemos estimar estas quantidades através de aproximações

de Galerkin destas quantidades como mostrado na próxima proposição.

Proposição 2.4.2 Seja w(x, t) uma solução fraca das ENS definidas em

[0,∞), e suponha que para toda solução estatística estacionária µ0, temos as

seguintes limitações

C1 ≤
∫

H

|u|20 dµ0(u) ≤ C2,
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e

C3 ≤
∫

H

‖u‖2 dµ0(u).

Então, também temos

lim inf
T→∞

1

T

∫ T

0

|w(t)|20 dt ≥ C1, (2.28)

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

|w(t)|20 dt ≤ C2, (2.29)

e

lim inf
T→∞

1

T

∫ T

0

‖w(t)‖2 dt ≥ C3. (2.30)

Demonstração.

Como |Pκu|0 , ‖Pκu‖ pertencem a C(Kw) como funções de u, onde Pκ são

projeções de Galerkyn associadas a números de onda menores ou iguais que

κ, também temos por (2.27) que dada uma solução estatística estacionária

µ0 gerada por uma média temporal, as seguintes equações são válidas

Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

|Pκw(t)|20 dt =

∫

H

|Pκu|20 dµ0(u), (2.31)

e

Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

‖Pκw(t)‖2 dt =

∫

H

‖Pκu‖2 dµ0(u). (2.32)

Agora, como

|w(t)|20 − |Pκw(t)|20 = |Qκw(t)|20 ≤ κ−2‖w(t)‖2,

e
1

T

∫ T

0

‖w(t)‖2dt ≤ C < ∞,

onde C é independente de T (veja [13, 42]) temos pelas propriedades usuais

de limites temporais que

Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

|w(t)|2 dt−Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

|Pκw(t)|2 dt ≤ κ−2
Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

‖w(t)‖2dt

≤ κ−2 lim sup
1

T

∫ T

0

‖w(t)‖2dt ≤ Cκ−2 → 0, κ → ∞. (2.33)
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Portanto considerando o limite generalizado, LimT→∞, que estende o lado

esquerdo de (2.28), temos

lim inf
T→∞

1

T

∫ T

0

|w(t)|20 dt = Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

|w(t)|20 dt = lim
κ→∞

Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

|Pκw(t)|2 dt

= lim
κ→∞

∫

H

|Pκu|2 dµ0(u) =

∫

H

|u|2 dµ0(u) ≥ C1, (2.34)

onde a última igualdade da expressão acima segue do Teorema da Conver-

gência Monótona. A limitação (2.29) segue de uma maneira semelhante.

Agora, provaremos (2.30). Considere o limite generalizado, LimT→∞, que

estende o lado esquerdo de (2.30), e note que

‖w(t)‖ ≥ ‖Pκw(t)‖ .

Portanto, temos

lim inf
T→∞

1

T

∫ T

0

‖w(t)‖2
0 dt = Lim

T→∞

1

T

∫ T

0

‖w(t)‖2
0 dt ≥ lim

κ→∞
Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

‖Pκw(t)‖2 dt

= lim
κ→∞

∫

H

‖Pκu‖2 dµ0(u) =

∫

H

‖u‖2 dµ0(u) ≥ C3, (2.35)

onde, novamente, a última desigualdade da expressão acima segue do Teo-

rema da Convergência Monótona.

Observação. Proposições 2.4.1 e 2.4.2 mostram que, a menos do Teorema

2.63 e Proposição 2.64, todas as estimativas na sequência podem ser enunci-

ada como um limite superior ou inferior de suas médias temporais. A razão

pela qual estes resultados não se aplicam ao Teorema 2.63 e Proposição 2.64

é que eles envolvem uma limitação superior para ‖u‖, que não é considerada

pela proposição acima. Entretanto, eles ainda podem ser escritos como suas

médias temporais como vistos na Observação 2.6.
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2.5 Estimativas sobre a velocidade longitudinal

média e sobre o coeficiente de atrito super-

ficial

Começamos derivando um limite superior para a velocidade longitudinal

média

Teorema 2.5.1 Para toda solução estatística estacionária, a velocidade lon-

gitudinal média U satisfaz

U ≤
√

3h2

6πν

P

Lx

. (2.36)

Demonstração. Segue diretamente da definição de U e das desigualdades

de Cauchy-Schwarz e de Hölder que

U ≤ 1

L
1/2
x L

1/2
y h1/2

〈|u|20〉1/2. (2.37)

Agora, por (2.12) e (2.15), podemos estimar o termo 〈|u|20〉 da seguinte forma

〈|u|20〉 ≤
ν2h

π
G∗2 =

Lyh
5

12π2ν2Lx

P 2. (2.38)

Substituindo (2.38) em (2.37), obtemos o resultado.

Um limite inferior para o coeficiente de atrito superficial, Cf , segue dire-

tamente do teorema acima:

Corolário 2.5.2 Para toda solução estatística estacionária, o coeficiente de

atrito superficial satisfaz

Cf ≥ 2π
√

3

Re
. (2.39)

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 2.5.1 que

Cf =
Ph

LxU2
≥ Ph

LxU

6πνLx√
3h2P

= 2π
√

3
ν

hU
,
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e o resultado segue da definição de número de Reynolds (2.18).

Agora, daremos uma estimativa inferior para a velocidade longitudinal

média U seguindo os cálculos de [10], mas evitando usar uma equação para

a flutuação v.

Proposição 2.5.3 Para toda solução estatística estacionária, a velocidade

longitudinal média U satisfaz

U ≥ sup

{

h2

12ν

P

Lx

− ν

h

Lx

P

∫ h

0

(

U ′
1(z) − 1

ν

P

Lx

(h − 2z)

)2

dz; U ∈ U
}

,

onde

U =
{

U ∈ V ; U(x, y, z) = (U1(z), 0, 0), U1 ∈ H1
0 (0, h), 〈HU(v)〉 ≥ 0, ∀v ∈ V

}

,

e

HU(v) = ν
‖v‖2

2
+ b(v,U,v).

Demonstração. Seja U ∈ V da forma U(x, y, z) = (U1(z), 0, 0). Temos

〈‖u − U‖2〉 = 〈‖u‖2〉 − 2〈((u,U))〉 + ‖U‖2 . (2.40)

Como U ∈ V está fixo, podemos mutiplicá-lo nas equações de Reynolds e

obter

ν〈((u,U))〉 = (fP ,U) − 〈b(u,u,U)〉. (2.41)

Substituindo (2.41) em (2.40), obtemos

ν〈‖u‖2〉 = ν〈‖u − U‖2〉 + 2 ((fP ,U) − 〈b(u,u,U)〉) − ν〈‖U‖2〉. (2.42)

Como U(x, y, z) = (U1(z), 0, 0), pela propriedade de anti-simetria do

termo trilinear e por (2.20) temos
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LxLyhU ≥ νLx

P
〈‖u‖2〉

=
2Lx

P
〈ν ‖u − U‖2

2
+ b(u,U,u)〉 + 2

Lx

P
(fP ,U) − νLx

P
‖U‖2 .

(2.43)

Devido a forma de U, temos b(U,U,u) = 0. A propriedade de ortogona-

lidade implica

b(u − U,U,U) = 0.

Portanto,

b(u,U,u) = b(u − U,U,u − U), ∀u ∈ V.

Como µ é carregado por V , temos

(LxLyh) U

=
2Lx

P
〈ν ‖u − U‖2

2
+ b(u − U,U,u − U)〉 +

2Lx

P
(fP ,U) − νLx

P
‖U‖2 .

(2.44)

Portanto, considerando apenas os escoamentos de fundo U tais que 〈HU(v)〉 ≥
0 para todo v ∈ V , temos

(LxLyh) U ≥ 2Lx

P
(fP ,U) − νLx

P
‖U‖2 . (2.45)

Obtemos o resultado completando quadrados.

Observação. Este teorema foi demonstrado em [10], no contexto de médias

temporais. Ele foi obtido através da derivação de uma equação de energia

para a variável de flutuação v = u − U:

1

2

d

dt
|v|20 + ν ‖v‖2 + ν((v,U)) + b(U,U,v) + b(v,U,v) = (fP ,v) (2.46)

e considerando uma equação de energia para u:

d

dt

1

2
|u|20 + ν ‖u‖2 = (Lyh)PU. (2.47)
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Tomando a média temporal em ambos os lados de (2.47), considerando a

mesma hipótese para U, e substituindo em (2.46), eles obtiveram o resultado

correspondente para médias temporais infinitas.

Entretanto, como queremos considerar qualquer solução estatística esta-

cionária e soluções fracas gerais das equações de Navier-Stokes, tratamos

cuidadosamente de componente de flutuação e evitamos a equação de ener-

gia (2.46). A demonstração modificada e mais simples desta demonstração

apresentada neste Teorema 2.5.3 atinge este objetivo.

Teorema 2.5.4 Para toda solução estatística estacionária, a velocidade lon-

gitudinal média e o coeficiente de atrito superficial satisfazem

U ≥



















2

27

h2

ν

P

Lx

, se 0 <
P

Lx

≤ 27
√

2π2ν2

4h3
;

25/4π

33/2
h1/2

(

P

Lx

)1/2

−
√

2π2

2

ν

h
, se

P

Lx

>
27
√

2π2ν2

4h3
,

(2.48)

e

Cf ≤























27

2

1

Re
, se 0 <

P

Lx

≤ 27
√

2π2ν2

4h3
;

27
√

2

8π2

(

1 +

√
2π2

2

1

Re

)2

, se
P

Lx

≥ 27
√

2π2ν2

4h3
.

(2.49)

Demonstração. Seguindo Constantin e Doering [10], consideramos escoa-

mentos médios da forma U(x, y, z) = (U1(z), 0, 0) com

U1(z) =



























V

δ
z, 0 ≤ z ≤ δ;

V, δ ≤ z ≤ h − δ;

V

δ
(h − z) , h − δ ≤ z ≤ h.

Verificamos que para escolhas apropriadas de V e δ este escoamento sa-

tisfaz o vínculo espectral HU(v) ≥ 0, para todo v ∈ V . Para este propósito,
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limitamos a integral U ′
1(z)v1v3 em termos de δ e ‖v‖2. Primeiro, divida esta

integral em duas partes, uma de 0 a δ, e outra de h − δ a h.

Para limitar a primeira integral, considere os espaços H̃ = L2(0, δ), com

o produto interno L2, e Ṽ = {u ∈ H1(0, δ); u(0) = 0}, com o produto interno

((u, v)) =
∫ δ

0
u′(z)v′(z)dz. Considere o operador Ã : Ṽ → H̃ definido por

(Ãu, v) = ((u, v)), ∀v ∈ Ṽ ,

e D(Ã) =
{

u ∈ Ṽ ; Ãu ∈ H̃
}

. Pode-se mostrar que Ã é auto-adjunta e

invertível, com inversa compacta, e que o menor autovalor associação é

λ̃1 = π2/4δ2. Portanto,

λ̃1

∫ δ

0

|u(z)|2 dz ≤
∫ δ

0

∣

∣

∣

∣

∂u(z)

∂z

∣

∣

∣

∣

2

dz. (2.50)

Um argumento semelhante pode ser feito para a integral entre h− δ e h.

Portanto, a integral de U ′(z)v1v3 pode ser estimado da seguinte forma
∣

∣

∣

∣

∫ Lx

0

∫ Ly

0

∫ h

0

U ′(z)v1v3dxdydz

∣

∣

∣

∣

≤ V

δ

∣

∣

∣

∣

∫ Lx

0

∫ Ly

0

∫ δ

0

v1v3dxdydz −
∫ Lx

0

∫ Ly

0

∫ h

h−δ

v1v3dxdydz

∣

∣

∣

∣

≤ V

δ

∫ Lx

0

∫ Ly

0

∫ δ

0

α
|v1|2

2
+

|v3|2
2α

dxdydz

+
V

δ

∫ Lx

0

∫ Ly

0

∫ h

h−δ

α
|v1|2

2
+

|v3|2
2α

dxdydz

≤ 2V δ

π2

(

α

∣

∣

∣

∣

∂v1

∂z

∣

∣

∣

∣

2

0

+
1

α

∣

∣

∣

∣

∂v3

∂z

∣

∣

∣

∣

2

0

)

≤ 2V δ

π2

(

α

∣

∣

∣

∣

∂v1

∂z

∣

∣

∣

∣

2

0

+
1

2α

(

∣

∣

∣

∣

∂v3

∂z

∣

∣

∣

∣

2

0

+

∣

∣

∣

∣

∂v1

∂x

∣

∣

∣

∣

2

0

+

∣

∣

∣

∣

∂v2

∂y

∣

∣

∣

∣

2

0

+

∣

∣

∣

∣

∂v1

∂y

∣

∣

∣

∣

2

0

+

∣

∣

∣

∣

∂v2

∂x

∣

∣

∣

∣

2

0

))

O último passo acima segue da seguinte desigualdade enunciada em [9]:
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∣

∣

∣

∣

∂v3

∂z

∣

∣

∣

∣

2

0

≤ 1

2

(

∣

∣

∣

∣

∂v3

∂z

∣

∣

∣

∣

2

0

+

∣

∣

∣

∣

∂v1

∂x

∣

∣

∣

∣

2

0

+

∣

∣

∣

∣

∂v2

∂y

∣

∣

∣

∣

2

0

+

∣

∣

∣

∣

∂v1

∂y

∣

∣

∣

∣

2

0

+

∣

∣

∣

∣

∂v2

∂x

∣

∣

∣

∣

2

0

)

, r

que é válida para campos de velocidades com divergente nulo.

Portanto, escolhendo α =
√

2/2, obtemos

∣

∣

∣

∣

∫ Lx

0

∫ Ly

0

∫ h

0

U ′
1(z)v1v3dxdydz

∣

∣

∣

∣

≤
√

2

π2
V δ ‖v‖2 .

Logo, HU(v) é limitada por baixo por

HU(v) ≥
(

ν

2
−

√
2

π2
V δ

)

‖v‖2 .

Assim, HU é não-negativo se δ ≤ νπ2/2
√

2V , com V suficientemente

grande para satisfazer as hipóteses de compatibilidade δ ≤ h/2. Agora,

substituindo U em (2.45), obtemos uma cota inferior para U :

U ≥ 2LxLy

(

hV − δV − νLxV
2

δP

)

. (2.51)

Maximizamos a cota inferior acima, respeitando as hipóteses de compatibi-

lidade, com as seguintes escolhas de V e δ:

V =
πh1/2

31/223/4

P 1/2

L
1/2
x

, δ =
31/2ν

23/4h1/2

L
1/2
x

P 1/2
se

P

Lx

>
27
√

2π2ν2

4h3
, (2.52)

e

V =
h2

9ν

P

Lx

, δ =
h

3
se

P

Lx

≤ 27
√

2π2ν2

4h3
. (2.53)

O resultado segue imediatamente da substituição de (2.52) e (2.53) em (2.51).

Observação. Teorema 2.5.4 nos dá uma estimativa superior uniforme para

o coeficiente de atrito superficial para altos números de Reynolds. Como

observado em [10], ainda que esta cota superior constante seja prevista pela

teoria de Kolmogorov de turbulência homogênea, sabe-se de experimentos
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que correções são necessárias na presença de paredes, veja também [9, 45].

De fato, teorias de aproximação de fechamento estabelecem a seguinte lei

logaritmica de atrito que vem sendo confirmada por experimentos de escoa-

mentos a elevados números de Reynolds:

Cf ∼ 1

(ln R)2
. (2.54)

Portanto, concluímos que enquanto argumentos empíricos e dados experi-

mentais prevêem uma lei de atrito logarítmica, nossas estimaivas rigorosas

afirmam apenas que

2π
√

3

Re
≤ Cf ≤ 27

√
2

8π2
+ O

(

1

Re2

)

. (2.55)

O limite inferior Cf é da ordem do coeficiente de atrito do escoamento de

Poiseuille; veja Seção 2.7.

Observação. Note também que para elevados números de Reynolds, a ve-

locidade característica de fundo que leva a estimativa acima é da ordem de

V ∼ h

(

P

Lx

)1/2

,

enquanto que a camada limite correspondente é da ordem de

δ ∼ ν

h1/2

(

Lx

P

)1/2

.

2.6 Outras estimativas

Começamos derivando uma limitação inferior para a taxa de dissipação

de energia ǫ.

41



Teorema 2.6.1 Para toda solução estatística estacionária, a taxa de dissi-

pação de energia satisfaz

ǫ ≥



















2

27

h2

ν

(

P

Lx

)2

, se 0 <
P

Lx

≤ 27
√

2π2ν2

4h3
,

25/4π

33/2
h1/2

(

P

Lx

)3/2

−
√

2π2

2

ν

h
, se

P

Lx

>
27
√

2π2ν2

4h3
.

(2.56)

Demonstração. O resultado segue se notarmos que a estimativa (2.43)

obtida na Proposição 2.5.3 é de fato uma limitação inferior para 〈‖u‖2〉, e,

portanto, podemos seguir os cálculos subsequentes da mesma maneira, com

este termo no lugar de U .

Agora, daremos uma limitação inferior para a energia cinética média.

Teorema 2.6.2 Para toda solução estatística estacionária, a energia ciné-

tica média, e, satisfaz

e ≥ h

6

P

Lx

− 4ν2

h2

(

1 +
h3

12ν2

P

Lx

)1/2

+
4ν2

h2
. (2.57)

Demonstração.

Tomando o produto interno com A−1fP nas equações de Reynolds, obte-

mos

∣

∣A−1/2fP
∣

∣

2

0
= ν〈(u, fP )〉+ b

(

u,u, A−1fP
)

≤ ν〈|u|0〉 |fP |0 + 〈
∣

∣b
(

u, A−1fP ,u
)∣

∣〉,
(2.58)

e como

〈
∣

∣b
(

u, A−1fP ,u
)∣

∣〉 = 〈
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

u3

(

∂

∂z

P

2Lx

z(h − z)

)

u1dx

∣

∣

∣

∣

〉

≤ P

2Lx

〈
∫

Ω

|h − 2z| |u3| |u1| dx〉

≤ Ph

4Lx

〈
∫

Ω

|u3|2 + |u1|2 dx〉

≤ Ph

4Lx

〈|u|20〉,

(2.59)
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obtemos de (2.58) que

∣

∣A−1/2fP
∣

∣

2

0
≤ ν |fP | 〈|u|20〉1/2 + 〈

∣

∣b
(

u, A−1fP ,u
)∣

∣

0
〉

≤ ν
PL

1/2
y h1/2

L
1/2
x

〈|u|20〉1/2 + P
h

4Lx

〈|u|20〉 (2.60)

Portanto, usando (2.16), obtemos

Lyh
3

12Lx

P ≤ ν

Lx

〈|u|20〉1/2 +
h

4Lx

〈|u|20〉, (2.61)

que é da forma ar2 + br + c ≥ 0 for r = 〈‖u‖2〉1/2, a = h/4Lx, b = ν/Lx, c =

(Lyh
3)/12Lx. Isto nos dá r2 ≥ b2/2a2− b (b2 + 4ac)

1/2
/a+ c/a, o que implica

em

〈|u|20〉 ≥
h2Ly

3
P − 8νLx

h2

(

ν2L2
yh

2

P
+

L2
yh

5

12Lx

)1/2

P 1/2 +
8ν2LxLy

h
.

Dividindo esta expressão por 2LxLyh, obtemos o resultado.

Proposição 2.6.3 Para toda solução estatística estacionária, a energia ci-

nética média e satisfaz

e ≤ h4

24π2ν2

(

P

Lx

)2

. (2.62)

Demonstração. Isto segue diretamente da desigualdade (2.38).

Teorema 2.6.4 Para toda solução estatística estacionária, a taxa de dissi-

pação de energia ǫ satisfaz

ǫ ≤
√

3h2

6πν

(

P

Lx

)2

. (2.63)

Demonstração. Isto segue diretamente das desigualdades (2.20) e do Teo-

rema 2.5.1.

Agora, estabeleceremos uma confirmação parcial rigorosa para a lei de

dissipação de Kolmogorov em termos de U .
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Proposição 2.6.5 Para toda solução estatística estacionária, e gradiente de

pressão suficientemente grande P/Lx, mais especificamente

P/Lx ≥ 27
√

2π2ν2/4h3, a taxa de dissipação de energia associada satisfaz

ǫ ≤
(

3

25/2π2
+

27π

4

1

Re
+

27π2

27/2

1

Re2

)

U3

h
. (2.64)

Demonstração. Tomando os quadrados de ambos os lados da segunda

desigualdade (2.48), obtemos

P ≤ 3Lx

25/2π2h
U2 +

27Lxπν

4h2
U +

27π2Lxν
2

27/2h3
. (2.65)

Substituindo (2.65) em (2.20), obtemos o resultado.

Observação. Note que não podemos invocar a Proposição 2.4.1 nem a

Proposição 2.4.2 para estabelecer os resultados (2.64) e (2.63) em termos de

suas médias temporais. Entretanto, podemos melhorar estes resultados da

seguinte forma.

Seja u(x, t) uma solução fraca das equações de Navier-Stokes. Segue da

desigualdade clásica de energia para soluções fracas das ENS definidas em

[0,∞) (veja [13, 42]) que

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

ν ‖u(s)‖2 ds ≤ lim inf
T→∞

1

T

∫ T

0

(fP ,u(s)) ds. (2.66)

Portanto, uma desigualdade semelhante a (2.20) pode ser estabelecida

ν

LxLyh
lim sup

T→∞
〈‖u(s)‖2〉T ≤ P

Lx

lim inf
T→∞

UT . (2.67)

Consequentemente, se considerarmos a desigualdade (2.5.1) para a solu-

ção estatística estacionária µ0 que estende o limite inferior da média temporal

da velocidade longitudinal média de u(x, t), obtemos

ν

LxLyh
lim sup

T→∞
〈‖u(s)‖2〉T ≤ P

Lx

lim inf
T→∞

UT =
PUµ0

Lx

≤
√

3h2

6ν

P 2

L2
x

.
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Da mesma forma, considerando a desigualdade (2.48) para o mesmo µ0

acima, temos

P ≤ 3Lx

25/2π2h
U2

µ0
+

27Lxπν

4h2
Uµ0

+
27π2Lxν

2

27/2h3

=
3Lx

25/2π2h
(lim inf

T→∞
UT )2 +

27Lxπν

4h2
(lim inf

T→∞
UT ) +

27π2Lxν
2

27/2h3
.

(2.68)

Substituindo (2.68) em (2.67), obtemos

ν

LxLyh
lim sup

T→∞
〈‖u(s)‖2〉T ≤

(

3

25/2π2h
+

27π

4

1

Re
+

27π2

27/2

1

Re2

)

lim infT→∞ U3
T

h
.

(2.69)

2.7 O escoamento plano de Poiseuille

A fim de analisar a precisão de nossas estimativas, calculamos as quan-

tidades características para um escoamento específico. Pode ser facilmente

demonstrado que existe uma solução explícita para a versão estacionária do

problema de um escoamento em um canal, conhecida com o escoamento de

Poiseuille:

uPoiseuille(x, y, z) =
P

2νLx

z(h − z)e1. (2.70)

Um cálculo trivial nos dá as seguintes estimativas:

Proposição 2.7.1 O escoamento plano de Poiseuille satisfaz

ePoiseuille =
1

2LxLyh

∫

Ω

P 2

4ν2L2
x

z2(h − z)2dxdydz =
h4

240ν2

(

P

Lx

)2

; (2.71)

ǫPoiseuille =
ν

LxLyh

∫

Ω

P 2

4ν2L2
x

(h − 2z)2dxdydz =
h2

6ν

(

P

Lx

)2

; (2.72)
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UPoiseuille =
h2

12ν

P

Lx

; (2.73)

RePoiseuille =
hUPoiseuille

ν
=

h3

12ν2

P

Lx

; (2.74)

e

CfPoiseuille =
12

RePoiseuille

. (2.75)

Observação. Note que as limitações superiores para a energia cinética mé-

dia, e taxa de dissipação de energia média obtidas nas seções anteriores são

otimas no sentido de que elas são da mesma ordem (a menos de uma cons-

tante multiplicativa) daquelas apresentadas para o escomento de Poiseuille.

Elas são independentes do valor da pressão aplicada. Até onde sabemos,

estas estimativas eram conhecidas como ótimas apenas quando a pressão

aplicada é baixa, já que neste caso o escoamento de Poiseuille é globalmente

assintoticamente estável.

2.8 A taxa de decaimento da injeção de energia

com relação às escalas do escoamento

Na teoria clássica de turbulência homogênea é estabelecido que para es-

coamentos turbulentos, a injeção de energia está concentrada nas grandes

escalas de movimento, enquanto que a energia dissipada em calor devido à

viscosidade molecular ocorre em escalas que são muito menores.

Em 1941, Kolmogorov [33] propôs que dentro de uma certa faixa de es-

calas, muito menores que as escalas de injeção de energia e maiores que as

escalas dissipativas de energia, a energia é transferida para as menores es-

calas a uma taxa aproximadamente constante e igual a taxa de dissipação

de energia. Este mecanismo é chamado de cascata de energia, e condições
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suficientes foram rigorosamente derivadas em [26, 27, 28] para a existência

deste fenômeno. Esta teoria foi proposta no caso idealizado de escoamen-

tos turbulentos localmente homogêneos, longe das paredes, com a injeção

de energia restrita às escalas grandes. Entretanto, é bem sabido de experi-

mentos em turbulência na presença de paredes que esta hipótese precisa ser

corrigida; veja [10, 45]. Em particular, a injeção de energia ocorre em escalas

arbitrariamente pequenas. Nosso próximo resultado nos dá uma limitação

superior para a taxa de decréscimo médio de injeção de energia em escalas

progressivamente menores.

Tomando o produto escalar das equações de Navier-Stokes com a compo-

nente uκ′,κ′′ do escoamento, achamos a equação de energia para as escalas de

movimento na faixa [κ′, κ′′):

1

2

d
dt

|uκ′,κ′′|20 + ν‖uκ′,κ′′‖2 + b(u,u,uκ′,κ′′) = ((fP )κ′,κ′′ ,uκ′,κ′′), (2.76)

se κ′′ < ∞, e

1

2

d
dt

|uκ′,∞|20 + ν‖uκ′,∞‖2 + b(u,u,uκ′,∞) ≤ ((fP )κ′,∞,uκ′,∞), (2.77)

se κ′′ = ∞.

A taxa de injeção de energia por unidade de tempo e por unidade de massa

em cada escala associada com um número de onda κ devido ao gradiente de

pressão é dada por

Fκ(u) =
1

LxLyh
((fP )κ,uκ).

A taxa de injeção de energia na faixa de números de onda [κ′, κ′′) é dada por

Fκ′,κ′′(u) =
1

LxLyh
((fP )κ′,κ′′ ,uκ′,κ′′).

Em particular, a injeção de energia nos números de onda maiores ou iguais

que um dado número de onda κ é dada por Fκ,∞(u).
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A taxa de injeção média de energia é dada pelo valor médio dessas quan-

tidades com relação a uma dada solução estatística estacionária. A fim de

estimar a taxa de injeção média de energia em escalas de comprimento dife-

rentes, vamos provar o seguinte lema.

Lema 2.8.1 O termo de forçamento (fP )κ, para um dado número de onda

κ, é dado por

(fP )κ =















2L
1/2
x L

1/2
y

h1/2

P

Lx

1

κ
w0,0,k, se κ =

kπ

h
, k ∈ N, k par

0 caso contrário.

(2.78)

Demonstração. Primeiro, note que podemos escrever

(fP )κ =
∑

κj,l,k=κ

(fP ,wj,l,k)wj,l,k. (2.79)

Cada projeção satisfaz

(fP ,wj,l,k) =
P

Lx

∫

Ω

w1
j,l,k(x)dx, (2.80)

onde w1
j,l,k denota a primeira componente do autovetor wj,l,k. Agora, inspe-

cionando a expressão (2.4) para wj,l,k, notamos que a integral (2.80) se anula

para todo (j, l) 6= (0, 0). Portanto, (2.79) se reduz a

(fP )κ = PLy

∑

κ0,0,k=κ

(∫ h

0

ŵ1
0,0,k(z)dz

)

w0,0,k. (2.81)

Além disso, podemos deduzir do problema de Stokes e da expansão (2.4)

que ŵ0,0,k(z) satisfaz a o seguinte problema unidimensional de autovalor:


























−
∂2ŵ1

0,0,k(z)

∂z2
= λ0,0,kŵ

1
0,0,k(z),

−
∂2ŵ2

0,0,k(z)

∂z2
= λ0,0,kŵ

2
0,0,k(z),

ŵ3
0,0,k(z) = 0,
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com a solução renormalizada sendo

ŵ0,0,k(0, 0, z) =
1

L
1/2
x L

1/2
y h1/2

(

sin(
kπ

h
z), sin(

kπ

h
z), 0

)

,

e λ0,0,k = (kπ/h)2. Portanto, podemos mais uma vez reduzir (2.79) a

(fP )κ =



















PLy

(∫ h

0

ŵ1
0,0,k(z)dz

)

w0,0,k, se κ =
kπ

h
, para algum k ∈ N,

0, se κ 6= kπ

h
, para todo k ∈ N.

(2.82)

Então o resultado segue diretamente do seguinte cálculo:
∫ h

0

ŵ1
0,0,k(z)dz =

1

L
1/2
x L

1/2
y h1/2

∫ h

0

sin(
kπ

h
z)dz

=



















(

2h1/2

πL
1/2
x L

1/2
y

)

1

k
, se k é ímpar,

0, se k é par.

(2.83)

Agora calcularemos a taxa de injeção de energia em um dado número de

onda κ.

Proposição 2.8.1 A taxa de injeção de energia em um dado número de

onda κ é dada por

Fκ(u) =



















2

L
1/2
x L

1/2
y h3/2

P

Lx

1

κ
û0,0,k, se κ =

kπ

h
, k ∈ N, k ímpar,

0, caso contrário.

(2.84)

Demonstração. Temos, usando lema 2.8.1,

Fκ(u) =
1

LxLyh
((fP )κ,uκ) =

2

L
1/2
x L

1/2
y h3/2

P

Lx

1

κ
(w0,0,k,uκ)

=
2

L
1/2
x L

1/2
y h3/2

P

Lx

1

κ
û0,0,k, (2.85)

o que completa a demonstração.
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Proposição 2.8.1 A taxa de injeção média de energia nos modos na faixa

[κ′, κ′′), κ0 ≤ κ′ < κ′′ ≤ ∞ é dada por

Fκ′,κ′′(u) =
2

L
1/2
x L

1/2
y h3/2

P

Lx

∑

κ′≤kπ/h<κ′′

k ímpar

h

kπ
û0,0,k. (2.86)

Demonstração. Temos

Fκ′,κ′′(u) =
1

LxLyh
(fP ,uκ′,κ′′) =

1

LxLyh

∑

κ′≤κj,l,k<κ′′

ˆ(fP )j,l,kûj,l,k

=
1

LxLyh

∑

κ′≤κ0,0,k<κ′′

k ímpar

ˆ(fP )0,0,kû0,0,k =
2

L
1/2
x L

1/2
y h3/2

P

Lx

∑

κ′≤kπ/h<κ′′

k ímpar

h

kπ
û0,0,k.

o que prova a proposição.

Finalmente, apresentamos uma estimativa mais explícita para a taxa de

injeção média de energia para modos maiores ou iguais do que um número

de onda dado.

Proposição 2.8.2 A taxa de injeção méda de energia nos modos maiores

ou iguais que um dado κ ≥ κ1 e com relação a uma solução estatística

estacionária arbitrária satisfaz

〈Fκ,∞(u)〉 ≤ 2

31/2ν1/2h1/2

P

Lx

1

κ3/2
ǫ1/2. (2.87)

Demonstração. Do resultado anterior temos

Fκ,∞(u) =
2

L
1/2
x L

1/2
y h3/2

P

Lx

∑

kπ/h≥κ
k ímpar

h

kπ
û0,0,k

≤ 2

L
1/2
x L

1/2
y h3/2

P

Lx









∑

kπ/h≥κ
k ímpar

h4

k4π4









1/2 







∑

kπ/h≥κ
k ímpar

k2π2

h2
û2

0,0,k









1/2

≤ 2

L
1/2
x L

1/2
y h3/2

P

Lx

(∫ ∞

κ

1

χ4
dχ

)1/2

‖uκ,∞‖.
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Portanto,

〈Fκ,∞(u)〉 ≤ 2

31/2L
1/2
x L

1/2
y h3/2

P

Lx

1

κ3/2
〈‖uκ,∞‖〉

≤ 2

31/2L
1/2
x L

1/2
y h3/2

P

Lx

1

κ3/2
〈‖uκ,∞‖2〉1/2

≤ 2

31/2ν1/2h1/2

P

Lx

1

κ3/2
ǫ1/2

o que completa a prova.
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Capítulo 3

Limite invíscido para as equações

de Navier-Stokes forçadas com

atrito em R
2

Neste capítulo estudaremos o limite invíscido de médias temporais infini-

tas das soluções das equações de Navier-Stokes forçadas com atrito em R
2.

Este modelo aparece no estudo de escoamentos bidimensionais que levam em

conta o atrito de Ekmann no fundo do recipiente onde está contido. Um

importante exemplo é o modelo de Corrente do Golfo de Charney-Stommel.

Nosso principal resultado mostra que a taxa média de dissipação de enstrofia

se anula neste limite, um resultado sugerido por D. Bernard em [5]. Além

disso, provamos que soluções estatísticas estacionárias dessas equações con-

vergem para uma solução estatística estacionária renormalizada das equações

de Euler. Essas soluções respeitam o balanço de enstrofia, e são inspiradas

no trabalho de DiPerna e Lions, veja [16].

Este capítulo é organizado da seguinte forma. Na primeira seção des-

crevemos as equações e algumas propriedades das soluções individuais das
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equações viscosas SNS,γ(t)(ω0). Um dos fatos que desempenham um papel

fundamental é que a semi-órbita positiva

O+(t0, X) =
{

SNS,γ(t)ω0; ω0 ∈ X, t ≥ t0
}

é relativamente compacta em L2(R2) e contida em um conjunto limitado em

L1(R2) ∩ L∞(R2) que independe da viscosidade. A limitação uniforme usa

essencialmente que o coeficiente de atrito γ é maior que zero independente-

mente da viscosidade. Para provar a compacidade, porque trabalhamos em

todo o espaço, precisamos provar que a solução não viaja. Nossos resultados

também se aplicam ao caso periódico. A ausência de dissipação anômala

segue diretamente das estimativas da Seção 1.

A Seção 2 é devotada ao estudo do limite invíscido de sequências de solu-

ções individuais estacionárias. As sequências possuem compacidade suficiente

para obtermos subsequências convergentes. A solução limite correspondente

é uma solução fraca das Equações de Euler forçadas com atrito. A existência

de soluções fracas para estas equações foi primeiro obtida em [2]. Esta solu-

ção fraca é uma solução renormalizada no sentido de [16], o que nos garante

que ela satisfaz o balanço de enstrofia, e isto é usado para mostrarmos que

não há dissipação anômala.

A Seção 3 introduz a noção de solução estatística estacionária das equa-

ções de Navier-Stokes forçadas com atrito em R
2 no mesmo espírito das

soluções estatísticas apresentadas no Capítulo 2. Para as soluções estatísti-

cas apresentadas neste capítulo, definimos uma função teste especial Ψǫ(ω)

que usa (β(ωǫ))ǫ, uma molificação de uma função de uma molificação de

ω. Esta função teste definida de maneira bastante técnica é chave para a

demonstração do limite invíscido.

Mostramos que o limite fraco das soluções estatísticas estacionárias das

equações de Navier-Stokes forçadas com atrito são soluções estatísticas esta-
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cionárias das equações de Euler forçadas com atrito, um conceito que introdu-

zimos baseados em [16]. Mostramos também que se os suportes das soluções

estatísticas estacionárias das equações de Navier-Stokes forçadas com atrito

estão contidos em conjuntos que são limitados em Lp(R2) ∩ L∞(R2) (com

p < 2 por razões técnicas relacionadas com o decaimento lento no infinito da

velocidade na lei de Biot-Savart) então os limites fracos são soluções estatís-

ticas estacionárias das equações de Euler forçadas com atrito que satisfazem

o balanço de enstrofia.

Na Seção 4 provamos nossos resultados principais. Construímos solu-

ções estatísticas estacionárias µν das equações de Navier-Stokes forçadas com

atrito pelo procedimento de Krylov-Bogoliubov tomando médias temporais

infinitas. Mostramos que essas soluções possuem propriedades suficiente-

mente boas para que seus limites fracos sejam soluções estatísticas estacio-

nárias das equações de Euler forçadas com atrito que satisfazem o balanço

de enstrofia. Usamos este fato para mostrar que o limite invíscido da média

temporal infinita da taxa de dissipação de enstrofia se anula:

lim
ν→0

ν

(

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

‖∇ων(s + t0)‖2
L2(R2) ds

)

= 0, (3.1)

para ων(t) = SNS,γ(t)(ω0), t0 > 0 e ∇⊥u0 = ω0 ∈ L1(R2) ∩ L∞(R2). Além

disso, provamos que a convergência nesta classe de soluções estatísticas é tal

que

lim
ν→0

∫

L2(R2)

‖ω‖2
L2(R2) dµν(ω) =

∫

L2(R2)

‖ω‖2
L2(R2) dµ0(ω). (3.2)
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3.1 Estrutura matemática

Consideramos as equações de Navier-Stokes forçadas com atrito em R
2







∂tu + u · ∇u − ν∆u + γu + ∇p = f,

∇ · u = 0,
(3.3)

onde γ > 0 é um coeficiente de atrito fixo, ν > 0, f é independente do

tempo com média zero e f ∈ W 1,∞(R2) ∩ H1(R2). A velocidade inicial tem

divergente nulo e pertence a (L2(R2))2. Começamos estabelecendo algumas

propriedades das soluções individuais.

Teorema 3.1.1 Seja u0 ∈ (H1(R2))2 e com divergente nulo. Então a so-

lução de (3.3) com dado inicial u0 existe para todo tempo, é única, suave e

obedece a seguinte equação de energia

d

2dt

∫

R2

|u|2dx + γ

∫

R2

|u|2dx + ν

∫

R2

|∇u|2dx =

∫

R2

f · udx. (3.4)

A energia cinética é limitada no tempo, com limitações independentes da

viscosidade:

‖u(·, t)‖L2(R2) ≤ e−γt

{

‖u(·, 0)‖L2(R2) −
1

γ
‖f‖L2(R2)

}

+
1

γ
‖f‖L2(R2).

A vorticidade ω (o rotacional da velocidade bidimensional incompressível)

ω = ∂1u2 − ∂2u1 = ∇⊥ · u (3.5)

obedece

∂tω + u · ∇ω − ν∆ω + γω = g, (3.6)

onde g ∈ L2(R2) é a fonte de vorticidade, g = ∇⊥ · f . A aplicação t 7→ ω(t)

é continua [0,∞) 7→ L2(R2). Se a vorticidade inicial está em Lp(R2), p ≥ 1,

e g ∈ (Lp(R2))2, então a p−enstrofia é uniformemente limitada no tempo,

com limitações independentes da viscosidade:
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‖ω(·, t)‖Lp(R2) ≤ e−γt

{

‖ω(·, 0)‖Lp(R2) −
1

γ
‖g‖Lp(R2)

}

+
1

γ
‖g‖Lp(R2)

para p ≥ 1. Além disso, a solução não viaja: Dado ǫ > 0, existe R > 0 tal

que,
∫

|x|≥R

|ω(x, t)|2 dx ≤ ǫ

vale para t ≥ 0.

A demonstração deste teorema usa métodos bem conhecidos, e não será

apresentada aqui. Apresentaremos apenas um esboço da última afirmação.

Tome uma φ suave, não-negativa e com suporte em
{

x ∈ R
2; |x| ≥ 1

2

}

e

identicamente igual a 1 para |x| ≥ 1, multiplique a equação de vorticidade

por φ( x
R
)ω(x, t) e integre no espaço. Denotando

YR(t) =

∫

φ(
x

R
) |ω(x, t)|2 dx

obtemos

d

2dt
YR(t) + γYR(t) ≤

C

{
√

YR(t)

∫

|x|≥R
2

|g(x)|2 dx +
ν

R2

∫

|ω(x, t)|2 dx +
1

R

∫

|u(x, t)| |ω(x, t)|2 dx.

}

Deduzimos que

d

2dt
YR(t) + γYR(t) ≤

C1

{

γ−1

∫

|x|≥R
2

|g(x)|2 dx +
νE

R2
+

U

R
‖ω(·, s)‖2

L4 .

}

onde U é uma limitação independente do tempo para ‖u‖L2(R2), dependendo

apenas de γ, ‖u0‖L2(R2) e de ‖f‖L2(R2), e E é uma limitação independente
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do tempo para a enstrofia, dependendo apenas de γ, ‖ω0‖L2(R2) e ‖g‖L2(R2).

Observamos que

ν

∫ ∞

0

eγ(t−s) ‖∇ω(·, s)‖2
L2(R2) ds

é limitada em termos de γ, enstrofia inicial e da norma de g em L2(R2), um

fato que segue diretamente do balanço de enstrofia. Da limitação uniforme

de enstrofia e de um Teorema de mergulho de Sobolev, deduzimos que
∫ ∞

0

eγ(t−s) ‖ω(·, s)‖2
L4(R2) ds ≤ F

onde F é limitada em termos de γ, viscosidade, enstrofia inicial e da norma

de g em L2(R2). Segue então que

YR(t) ≤ e−γtYR(0) + C2

(

γ−1

∫

|x|≥R
2

|g(x)|2 dx +
νE

γR2
+

UF

R

)

(3.7)

Escolhendo R suficientemente grande provamos o teorema. Note que R

pode ser escolhido uniformemente grande para todas as vorticidades iniciais

ω0 ∈ L2(R2) e satisfazendo uma propriedade de centramento uniforme (veja

abaixo).

Teorema 3.1.1 Seja ω0 ∈ X, onde X ⊂ L2(R2) é um conjunto limitado que

satisfaz a propriedade do centramento uniforme ∀ǫ, existe R > 0, ∀ω0 ∈ X
∫

|x|≥R

|ω0(x)|2 dx ≤ ǫ.

Então, para todo t0 > 0, o conjunto

O+(t0, X) = cl
{

SNS,γ(t)ω0; ω0 ∈ X, t ≥ t0
}

(onde cl(O) é o fecho de O em L2(R2)) é compacto em L2(R2).

A prova deste teorema segue de uma limitação uniforme em H1(R2) para

ω(t) para t ≥ t0 e da propriedade "não-viajante"uniforme do teorema ante-

rior.
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3.2 Soluções determinísticas estacionárias

Seja (u(ν), ω(ν)) uma sequência de soluções de






−ν∆u + γu + ∇p + u · ∇u = f,

∇ · u = 0
(3.8)

e considere a equação de vorticidade correspondente






γω + u · ∇ω − ν∆ω = g,

ω = ∇⊥ · u.
(3.9)

Faça ν → 0 mas mantenha f, g, γ fixos. As soluções u(ν) existem, são suaves

e decaem rapidamente no infinito. Além disso, o balanço de energia

γ‖u(ν)‖2
L2(R2) + ν‖∇u(ν)‖2 =

∫

R2

f · u(ν)dx

implica que a sequência u(ν) é limitada em L2(R2).

O balanço de enstrofia

γ‖ω‖2
L2(R2) + ν‖∇ω‖2

L2(R2) =

∫

R2

gωdx (3.10)

implica que a sequência ω(ν) é limitada em L2(R2). Passando a uma sub-

sequência, consideramos o limite fraco

ω(0) = w − lim
ν→0

ω(ν) (3.11)

em L2(R2). Pela imersão compacta H1(R2)2 ⊂ Lq(Ω)2, para qualquer aberto

relativamente compacto Ω ⊂ R
2 e qualquer 1 ≤ q < ∞, podemos assumir,

passando a uma subsequência, que u(ν) = K ⋆ ω(ν) (onde K = 1
2π

x⊥

|x|2
é o

núcleo de Biot-Savart) converge a u(0) fortemente em Lq(Ω)2.

Teorema 3.2.1 A função ω(0) é uma solução renormalizada ([16]) da equa-

ção invíscida






γω(0) + u(0) · ∇ω(0) = g,

ω(0) = ∇⊥ · u(0).
(3.12)
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Além disso, ω(0) ∈ L2(R2), u(0) ∈ H1(R2), a equação vale em W−1,q
loc (R2) para

qualquer 1 < q < 2, e temos:

γ‖ω(0)‖2
L2(R2) =

∫

R2

gω(0)dx. (3.13)

Demonstração.

Os fatos que ω(0) ∈ L2(R2), e u(0) ∈ L2(R2)2 seguem da construção e das

limitações uniformes nas soluções u(ν), ω(ν). Além disso, as soluções u(ν) são

limitadas em H1(R2)2 e convergem fortemente em L2
loc(R

2)2 para u(0). As

vorticidades são limitadas em L2(R2) e convergem fracamente. Se φ é uma

função teste então (u(ν) ·∇)φ converge fortemente a (u(0) ·∇)φ em L2(R2)2 e,

como o produto escalar de sequências fortemente e fracamente convergentes

é convergente, temos:

lim
ν→0

∫

R2

u(ν) · ∇φω(ν)dx =

∫

R2

u(0) · ∇φω(0)dx.

Isto implica que u(0), ω(0) é uma solução fraca da equação invíscida. Como

u(0) ∈ H1(R2)2, ω(0) ∈ L2(R2) e g ∈ L2(R2), estamos sob a condição de

consistência em ([16]), Thm II. 3, e a mesma prova aplicada ao nosso caso

mostra que u0, w0é uma solução renormalizada da equação invíscida, ou seja,

γω(0)β′(ω(0)) + u(0) · ∇β(ω(0)) = gβ′(ω(0)) (3.14)

vale no sentido das distribuições para qualquer β ∈ C1 limitada, com de-

rivada limitada e se anulando próximo da origem. Apresentamos aqui a

demonstração:

É fácil provar (veja II.1 em [16]) que se u0 ∈ (W 1,2
loc (R2))2, ω0 ∈ L2

loc(R
2),

e considerando um mollifier padrão jǫ (uma função j(z) suave, não-negativa,

de suporte compacto com integral igual a 1), temos

(

u0 · ∇ω0
)

⋆ jǫ − u0 · ∇
(

ω0 ⋆ jǫ

)

→ 0 in L1
loc(R

2) (3.15)
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quando ǫ vai a zero.

Então, considerando as funções mollificadas ω0
ǫ = ω ⋆ jǫ, u0

ǫ = u0 ⋆ jǫ e

gǫ = g ⋆ jǫ, segue imediatamente de (3.15) que

u0 · ∇ω0
ǫ + γω0

ǫ − gǫ = qǫ, (3.16)

vale no sentido das distribuições, onde qǫ converge a zero em L1
loc(R

2) quando

ǫ vai a zero.

Desta equação, obtemos que se β ∈ C1(R), e β é limitada com primeira

derivada limitada em R, então

u0 · ∇β(ω0
ǫ ) + γω0

ǫ β
′(ω0

ǫ ) − gǫβ
′(ω0

ǫ ) = qǫβ
′(ω0

ǫ ). (3.17)

também vale no sentido das distribuições. Fazendo ǫ ir a zero, provamos

(3.14).

Para provar (3.13), molificamos b = β(ω(0)), onde β é uma função C1 com

suporte compacto

bǫ = b ⋆ jǫ.

Usamos a identidade ([11])

(u ⊗ b)ǫ − uǫ ⊗ bǫ = ρǫ(u, b), (3.18)

com

ρǫ(u, b) = rǫ(u, b) − (u − uǫ) ⊗ (b − bǫ), (3.19)

e com

rǫ(u, b) =

∫

R2

j(z)(u(x − ǫz) − u(x)) ⊗ (b(x − ǫz) − b(x))dz.

Como
∫

R2

Tr ((uǫ ⊗ bǫ)∇bǫ) dx = 0,
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segue que

∫

R2

(bu)ǫ · ∇bǫdx =

∫

R2

rǫ(u, b) · ∇bǫ −
∫

R2

(u − uǫ)(b − bǫ)∇bǫdx. (3.20)

Agora b = β(ω) ∈ L1∩L∞ e podemos passar ao limite em (3.20) usando o fato

de que u− uǫ é O(ǫ) em L2 (pela limitação uniforme em H1), e trabalhando

em L4 com b : ∇bǫ é O(ǫ)−1 em L4, e b−bǫ converge a zero em L4. Deduzimos

que

γ

∫

R2

ω(0)β′(ω(0))β(ω(0))dx =

∫

R2

gβ′(ω(0))β(ω(0))dx

vale para qualquer β ∈ C1 com suporte compacto. Approximando β(ω) = ω,

com β′ sendo uniformemente limitado, deduzimos (3.13).

Teorema 3.2.2 Seja u(ν), ω(ν) uma sequência de soluções de (3.8, 3.9). En-

tão a taxa de dissipação de enstrofia se anula no limite ν → 0:

lim
ν→0

ν

∫

R2

|∇ω(ν)|2dx = 0.

Demonstração. Tomando o limite superior na equação de balanço de ens-

trofia (3.10), usando o lema de Fatou e o fato de que ω(ν) converge para ω(0)

fracamente em L2(R2), temos:

lim sup
ν→0

ν‖∇ω(ν)‖2
L2(R2) ≤ lim sup

ν→0

∫

R2

gω(ν)dx − lim inf
ν→0

γ‖ω(ν)‖2
L2(R2)

≤
∫

R2

gω(0)dx − γ‖ω(0)‖2
L2(R2) = 0.

(3.21)

3.3 Soluções estatísticas estacionárias

Nesta seção seguiremos os métodos de Foias, veja [20, 21, 26], e definimos

uma noção de solução estatística estacionária das equações de Navier-Stokes

incompressíveis com atrito. A solução é uma medida de probabilidade em

L2(R2). Note que L2(R2) é um espaço de Hilbert separável e portanto a
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σ−algebra associada a topologia forte (norma) é a mesma σ−algebra asso-

ciada a topologia fraca. (De fato, qualquer conjunto aberto é uma união

contável de bolas abertas, qualquer bola aberta é união contável de bolas

fechadas, e bolas fechadas são convexas, portanto fracamente fechadas, por-

tanto fracamente Borel)

Definição 3.3.1 Uma solução estatística estacionária das equações de Navier-

Stokes forçadas com atrito no espaço de vorticidade é uma medida de proba-

bilidade de Borel µν em L2(R2) tal que:

(1)

∫

L2(R2)

‖ω‖2
H1(R2) dµν(ω) < ∞;

(2)

∫

L2(R2)

〈u · ∇ω + γω − g, Ψ′(ω)〉 + ν〈∇xω,∇xΨ
′(ω)〉dµν(ω) = 0

para qualquer funcional teste Ψ ∈ T , e

(3)

∫

E1≤‖ω‖
L2≤E2

{

γ ‖ω‖2
L2(R2) + ν ‖ω‖2

H1(R2) − 〈g, ω〉
}

dµν(ω) ≤ 0, E1, E2 >

0.

A classe de funcionais teste cilíndricos T é dada por:

Definição 3.3.2 A classe de funcionais teste cilíndricos T é o conjunto de

funções Ψ : L2(R2) → R da forma

Ψ(ω) := ΨI(ω) = ψ (〈ω,w1〉, . . . , 〈ω,wm〉) , (3.22)

ou

Ψ(ω) := Ψǫ(ω) = ψ (〈αǫ(ω),w1〉, . . . , 〈αǫ(ω),wm〉) , (3.23)

onde ψ é uma função escalar de classe C1 definida em R
m, m ∈ N; w1, . . . ,wm

pertencem a C2
0(Ω); Ω ⊂ R

2 é um domínio limitado, e

αǫ(ω) = Jǫβ(Jǫω),
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onde β ∈ C3 é uma função de uma variável, de suporte compacto, e Jǫ é o

operador de convolução.

Jǫ(ω) = jǫ ⋆ ω.

As funções testes usadas nesta definição são localmente limitadas e fraca-

mente sequencialmente contínuas em L2(R2). Observamos aqui uma distin-

ção bastante trivial, mas muito importante entre funções fracamente contí-

nuas e funções fortemente contínuas em L2(R2): qualquer função fracamente

contínua é fortemente contínua, mas existem funções fortemente contínuas

que não são fracamente contínuas, por exemplo a norma. Como a SEENS é

uma probabilidade de Borel, funções contínuas limitadas são integráveis. Na

sequência, passaremos ao limite fraco de SEENS, µν → µE, e então a distin-

ção entre funções fracamente contínuas e fortemente contínuas é importante:

Embora para funções fortemente contínuas Ψ as integrais
∫

Ψdµν sejam de-

finidas e finitas, é apenas para funções fracamente contínuas Ψ que o limite

fraco limν→0

∫

Ψdµν =
∫

ΨdµE vale por definição. Obteremos informações

mais fortes, mas estas precisam ser demonstradas cuidadosamente.

Agora, discutiremos a definição de SEENS e comentar seu sabor matemá-

tico. Verificaremos também o fato de que para cada função teste, o integrando

(2) é uma função fracamente contínua em L2(R2). Começamos mostrando

que (1) faz sentido: O integrando pode ser visto como uma função de Borel

mensurável definido para todo ω ∈ L2(R2), igual a infinito para ω /∈ H1(R2).

O fato de que esta função é mensurável de Borel segue do fato de que ‖ω‖2
H1

é em todo o ponto o limite de uma sequência de funções contínuas (portanto

mensuráveis) dadas por ‖Jǫω‖2
H1 obtidas tomando uma sequencia ǫ → 0 e

tomando a convolução com uma mollificação. A hipótese (3) é um balanço

local de enstrofia; Isto implica, veja [26], que as SEENS possuem suporte

limitado. Definimos o conjunto
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B :=

{

ω ∈ L2(R2); ‖ω‖L2 ≤
‖g‖L2

γ

}

. (3.24)

Teorema 3.3.3 O suporte de uma solução estatística estacionária das equa-

ções de Navier-Stokes com atrito no espaço de vorticidade está contido no

conjunto limitado B ⊂ L2(R2):

supp µν ⊂ B. (3.25)

Demonstração Segue da definição 3.3.1 item (3), que se

E =
{

ω ∈ L2(R2); E2
1 ≤ ‖ω‖2

L2 ≤ E2
2

}

,

então

γ

∫

E

‖ω‖2
L2 dµν(ω) ≤ ‖g‖L2

∫

E

‖ω‖L2 dµν(ω) ≤ ‖g‖L2

(∫

E

‖ω‖2
L2 dµν(ω)

)1/2

.

Portanto,
∫

E

‖ω‖2
L2 dµν(ω) ≤ ‖g‖2

L2

γ2
.

Assim,
∫

E

(

‖ω‖2
L2 −

‖g‖2
L2

γ2

)

dµν(ω) ≤ 0. (3.26)

Se E2
1 = ‖g‖2

L2 /γ2 e E2
2 → ∞, então por (3.26), temos µ(E) = 0, e o

resultado segue imediatamente. 2

Calcularemos agora Ψ′ para as funções teste Ψ ∈ T . Claramente αǫ(ω) :

L2(R2) 7→ L2(R2) é continuamente diferenciável e uniformemente limitada

em conjuntos limitados de L2(R2); além disso

α′
ǫ(ω) · φ = ((β′(ωǫ))ǫφǫ)ǫ, ∀φ ∈ L1

loc(R
2).

Para Ψǫ ∈ T , temos
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∇ωΨǫ(ω) · φ =
m

∑

j=1

∂jψ(〈αǫ(ω),w1〉, . . . , 〈αǫ(ω),wm〉)〈(β′(ωǫ)φǫ)ǫ,wj〉,

(3.27)

E para ΨI ∈ T , temos

∇ωΨI(ω) · φ =
m

∑

j=1

∂jψ(〈ω,w1〉, . . . , 〈ω,wm)〉)〈φ,wj〉, (3.28)

onde ∂jψ denota a derivada de ψ com relação a j-esima variável.

Claramente em ambos os casos, φ 7→ ∇ωΨ(ω) ·φ é um funcional contínuo

e limitado em L2(R2) e portanto, pelo Teorema de Representação de Riesz,

existe um elemento Ψ′(ω) ∈ L2(R2) tal que

∇ωΨ(ω) · v = 〈Ψ′(ω), v〉; ∀v ∈ L2(R2). (3.29)

Esta é a identificação utilizada na Definição 4.1. Por exemplo

Ψ′
I(ω) =

m
∑

j=1

∂jψ(〈ω,w1〉, . . . , 〈ω,wm〉)wj.

e

∂(k)
x Ψ′

I(ω) =
m

∑

j=1

∂jψ(〈ω,w1〉, . . . , 〈ω,wm〉)∂(k)
x wj. (3.30)

para qualquer multi-índice k com |k| ≤ 2. Para Ψǫ, um cálculo semelhante

nos dá

∂(k)
x Ψ′

ǫ(ω) =
m

∑

j=1

∂jψ(〈αǫ(ω),w1〉, . . . , 〈αǫ(ω),wm〉)∂(k)
x (β′(ωǫ)wjǫ

). (3.31)

Teorema 3.3.4 Seja Ψ ∈ T e ω ∈ B ⊂ L2(R2) onde B é um conjunto limi-

tado em L2(R2). Então Ψ′(ω) ∈ C2
0(R2), e existe uma constante dependendo

apenas de Ψ e B tal que

‖Ψ′(ω)‖W 2,2(R2) + ‖Ψ′(ω)‖W 2,∞(R2) ≤ C (3.32)
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é valida para toda ω ∈ B.

Considere as seguintes funções

Fi : L2(R2) 7→ R

i = 1, 2, 3 dadas por

F1(ω) = 〈Ψ′(ω), γω − g〉, (3.33)

F2(ω) = 〈∇xΨ
′(ω),∇xω〉, (3.34)

e

F3(ω) = 〈Ψ′(ω), u · ∇ω〉, u =
1

2π

x⊥

|x|2
⋆ ω. (3.35)

Estas três aplicações são bem definidas para ω ∈ L2(R2), fracamente con-

tínuas e uniformemente limitadas em conjuntos limitados B ⊂ L2(R2).

Observação. Se B ∈ Ck+1
0 (R) e wj ∈ Ck

0 (R2) então Ψ′(ω) ∈ Ck
0 (R2). As

expressões 〈∇xΨ
′(ω),∇xω〉 = −〈∆xΨ

′(ω), ω〉 e 〈u·∇xΨ
′(ω), ω〉 fazem sentido

para k ≥ 2, u ∈ L2
loc(R

2), ω ∈ B.

Demonstração.

É fácil ver que ∂
(k)
x Ψ′

I(ω) e ∂
(k)
x Ψ′

ǫ(ω) são uniformemente limitadas em

L∞(R2) ∩ L2(R2) para todo ω ∈ B, |k| ≤ 2. Isto é verificado para ∂
(k)
x Ψ′

I(ω)

diretamente por inspeção em (3.30) e para ∂
(k)
x Ψ′

ǫ(ω) em (3.31). Verificaremos

as limitações para Ψǫ: Como αǫ é limitado em subconjuntos limitados de

L2(R2), e Ψ é de classe C1, temos que

|∂jψ(〈αǫ(ω),w1〉, . . . , 〈αǫ(ω),wm〉)| ≤ C, ∀ω ∈ B. (3.36)

O fato que β′(ωǫ) ∈ L∞(R2) é limitado uniformemente para ω ∈ B implica

que
∥

∥∂(k)
x (β′(ωǫ)wjǫ

)ǫ

∥

∥

Lp(R2)
≤ C

ǫ|k|
‖wj‖Lp(R2) (3.37)
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vale uniformemente, para todo p, 1 ≤ p ≤ ∞. Assim, por (3.30), (3.36) e

(3.37), temos que
∥

∥∂(k)
x Ψ′

ǫ(ω)
∥

∥

Lp(R2)
≤ Cp

ǫ|k|

vale para 1 ≤ p ≤ ∞ com Cp uniforme para todo ω ∈ B. Portanto, ∂
(k)
x Ψ′(ω)

são limitadas em 1 ≤ p ≤ ∞.

Sobre as afirmações em relação às aplicações Fi, começamos com

F1(ω) = 〈Ψ′(ω), γω − g〉 = ∇ωΨ′(ω)(γω − g); ω ∈ L2(R2).

Esta função é fracamente contínua. De fato, para ΨI temos por (3.30)

〈Ψ′
I(ω), γω − g〉

=
m

∑

j=1

∂jψ(〈ω,w1〉, . . . , 〈ω,wm〉)〈wj, γω − g〉

e é claro que esta função é fracamente contínua em ω ∈ L2(R2). Também é

bastante óbvio que ela é uniformemente limitada para ω ∈ B. No caso de

Ψǫ, por (3.28) temos

∇ωΨǫ(ω) · (γω − g)

=
m

∑

j=1

∂jψ(〈αǫ(ω),w1〉, . . . , 〈αǫ(ω),wm〉)〈(β′(ωǫ)(γω − g)ǫ)ǫ,wj〉

A continuidade fraca aqui segue do fato que se ωj converge fracamente para

ω então ωj
ǫ → ωǫ converge pontualmente, e é limitada. Consequentemente,

(β′(ωj
ǫ )(γωj − g)ǫ)ǫ converge pontualmente e é uniformemente limitada. Por-

tanto, podemos usar o Teorema da convergência dominada de Lebesgue na

integral contra um w fixado da lista finita w1, . . .wm aparecendo em Ψǫ. É

também claro que

‖α′
ǫ(ω) · (γω − g)‖L2(R2) ≤ (‖ω‖L2(R2) + ‖g‖L2(R2)), ∀ω ∈ B.
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Portanto, temos

F1(ω) ≤ c3(‖ω‖L2(R2) + ‖g‖L2(R2)) ≤ C, ∀ω ∈ B.

Assim, F1(ω) é fracamente contínua e uniformemente limitada para ω ∈ B.

O fato que F2 é bem definida segue do fato que ∆Ψ′(ω) ∈ L2(R2) e

F2(ω) = −〈∆Ψ′(ω), ω〉.

A continuidade fraca para F2 segue da mesma forma que para F1: o caso ΨI

é trivial, e o caso de Ψǫ é válida porque convergência fraca torna-se conver-

gência pontual, e podemos aplicar o Teorema da convergência dominada de

Lebesgue.

Para F3, notamos primeiro que, se u = 1
2π

x⊥

|x|
⋆ω, então, pela teoria clássica

de integrais singulares [40], u ∈ Lr
loc(R

2), r < ∞, e ∇·u = 0. Como ∇xΨ
′(ω)

é limitada e com suporte compacto, u · ∇xΨ
′(ω) ∈ L2(R2) e

F3(ω) = −〈u · ∇xΨ
′(ω), ω〉

é bem definida.

Se ωk converge fracamente em L2(R2) para ω, então as correspondentes

velocidades uk convergem fortemente para u ∈ L2 em conjuntos compactos

K, pela imersão compacta H1(K) ⊂ L2(K). O caso ΨI segue porque as

funções w1 . . .wm tem suportes compactos, e portanto as funções uk · ∇wj

convergem quando k → ∞ para u · ∇wj em L2(R2). Os produtos escalares

〈uk · ∇ωk,wj〉 = −〈ωk, uk · ∇wj〉

convergem quando k → ∞ para −〈ω, u ·∇wj〉, porque produtos escalares de

sequências fracamente convergentes com sequências fortemente convergen-

tes são convergentes. Portanto, F3 é contínua para esta classe de funções
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testes. É fácil ver que esta função é localmente uiformemente limitada em

L2(R2). No caso de Ψǫ, um argumento semelhante mostra que se ωk converge

fracamente em L2(R2) para ω, então

(uk · ∇ωk)ǫ(x) → (u · ∇ω)ǫ(x)

vale para todo x ∈ R
2, e estas funções são uniformemente limitadas quando

x ∈ R
2. Além disso, as funções (β′(ωk)ǫ)ǫ convergem pontualmente e são

limitadas. Isto implica que F3 é fracamente contínua; a limitação uniforme

é facilmente verificada. 2

Definimos a noção de solução estatística estacionária renormalizada das

equações de Euler.

Definição 3.3.5 Uma medida de probabilidade de Borel µ0 em L2(R2) é

uma solução estatística estacionária renormalizada das equações de Euler

com atrito se

∫

L2(R2)

〈u · ∇ω + γω − g, Ψ′(ω)〉dµ0(ω) = 0 (3.38)

(com u = K ⋆ ω) vale para todo funcional teste Ψ ∈ T .

Dizemos que uma solução estatística estacionária renormalizada das equações

de Euler com atrito, µ0, satisfaz o balanço de enstrofia se

∫

L2(R2)

{

γ ‖ω‖2
L2(R2) − 〈g, ω〉

}

dµ0(ω) = 0. (3.39)

Relembraremos aqui o Teorema de Prokhorov (veja por exemplo [39]).

Teorema 3.3.6 Seja X um espaço topologico metrizável, completo e separá-

vel. Para que cada sequência em M contenha uma subsequência fracamente

convergente é suficiente que para cada ǫ > 0, exista um subconjunto compacto

K de X tal que µ(X \ K) < ǫ para cada µ ∈ M.
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Lembramos que uma sequência de medidas de probabilidade de Borel πn

em um espaço topológico de Borel X converge converge fracamente a uma

medida de probabilidade de Borel π em X se para toda função contínua real

e limitada Ψ em X

lim
n→∞

∫

X

Ψ(s)dπn(s) =

∫

X

Ψ(s)dπ(s)

Teorema 3.3.7 Dada uma sequência de soluções estatísticas estacionárias

das ENS com atrito no espaço de vorticidade, {µν}, com ν → 0, existe uma

subsequência, denotada também por {µν}, e uma medida de probabilidade de

Borel µ0 em L2(R2), tal que

lim
ν→0

∫

L2(R2)

Φ(ω)dµν(ω) =

∫

L2(R2)

Φ(ω)dµ0(ω)

para todas as funções reais fracamente contínuas e localmente limitadas Φ.

Além disso, o limite fraco µ0 é uma solução estatística estacionária renorma-

lizada das equações de Euler com atrito.

Demonstração.

A bola B definida em (3.24) munida da topologia fraca é um espaço metri-

zável, compacto, separável e completo [18, 46]. Por (3.25), temos supp µν ⊂
B e, assim, µν satisfaz a condição suficiente do Teorema 3.3.6. Portanto,

existe uma subsequência µν que converge fracamente em B para uma me-

dida de probabilidade µ0 em B. Como B é fracamente compacto em L2(R2),

podemos estender a medida µ0 em L2(R2) fazendo µ0(X) = µ0(X ∩B) para

qualquer boreliano X. Afirmamos que µ0 é uma solução estatística estacioná-

ria renormalizada das equações de Euler com atrito. De fato, para qualquer

Ψ ∈ T , para cada i = 1, 2, 3,

lim
ν→0

∫

L2(R2)

Fi(ω)dµν(ω) =

∫

L2(R2)

Fi(ω)dµ0(ω)
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é válida por causa do Lema 3.3.4 porque cada Fi é limitada e fracamente

contínua. Em particular, a sequência
∫

F2(ω)dµν(ω) é limitada e portanto

lim
ν→0

ν

∫

L2(R2)

F2(ω)dµν(ω) = 0

O fato que µν são SEENS implica, pela Definição 3.3.1, (2), que

∫

L2(R2)

(F1(ω) + F3(ω))dµν(ω) = −ν

∫

L2(R2)

F2(ω)dµν(ω)

Passando ao limite ν → 0 deduzimos que

∫

L2(R2)

(F1(ω) + F3(ω))dµ0(ω) = 0

que é a condição (3.38). Portanto µ0 é uma solução estatística estacionária

renormalizada das equações de Euler com atrito. 2

Agora, considere o conjunto

B∞
p (r) := {ω ∈ B; ‖ω‖Lp ≤ r; ‖ω‖L∞ ≤ r} . (3.40)

definido para r > 0, 1 ≤ p < 2.

Teorema 3.3.8 Seja {µν} uma sequência de soluções estatísticas estacio-

nárias das ENS com atrito no espaço de fase da vorticidade, com ν → 0.

Assuma que existe 1 < p < 2 e r > 0 tal que

supp µν ⊂ B∞
p (r).

Então o limite µ0 de qualquer subsequência fracamente convergente é uma

solução estatística estacionária renormalizada das equações de Euler com

suporte em B∞
p (r), e satisfazendo o balanço de enstrofia (3.39).

Demonstração.
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O conjunto B∞
p (r) é fracamente fechado em B. De fato, se ωj ∈ B∞

p (r)

converge fracamente a ω e se φ ∈ C∞
0 (R2) então

|
∫

ωφdx| = lim
j→∞

|
∫

ωjφdx| ≤ r ‖φ‖L1(R2)

implica que ‖ω‖L∞(R2) ≤ r. Da mesma forma, obtemos |
∫

ωφdx| ≤ r ‖φ‖Lp′ (R2)

onde p′ > 2 é o expoente dual, e deduzimos que ‖ω‖Lp(R2) ≤ r. Pelo Teorema

3.3.7, o limite µ0 de uma subsequência fracamente convergente é uma me-

dida de probabilidade de Borel com suporte em B e uma solução estatística

renormalizada das equações de Euler. O conjunto U = L2(R2) \B∞
p (r) é um

aberto fraco e µ0(U) ≤ lim infν→0 µν(U) = 0 segue de propriedades gerais de

convergência fraca. Portanto, o suporte de µ0 está incluído em B∞
p (r). Para

mostrar o balanço de enstrofia, considere a seguinte função

ψ(m)(a1, . . . , am) =
1

2

m
∑

k=1

|ak|2 .

Seja {wj} uma base ortonormal completa em L2(R2), formada com funções

wj ∈ C2
0(R2)). Então, para cada m fixado,

Ψ(m,ǫ)(ω) = ψ(m)(〈(β(ωǫ))ǫ,w1〉, . . . , 〈(β(ωǫ))ǫ,wm〉)

é uma função em T , e

〈(Ψ(m,ǫ))′(ω), (γω−g)〉 =
m

∑

j=1

〈(β(ωǫ))ǫ,wj〉〈((β′(ωǫ))ǫ(γω−g)ǫ)ǫ,wj〉, (3.41)

Como {wj} é uma base ortonormal em L2(R2), segue pelo Teorema de

Parseval que

lim
m→∞

〈(Ψ(m,ǫ))′(ω), (γω − g)〉 = 〈(β(ωǫ))ǫ, (β
′(ωǫ)(γω − g)ǫ)ǫ〉.

é válido para todo ω ∈ B. Além disso, como as funções

(β(ωǫ))ǫ e (β′(ωǫ)(γω − g)ǫ)ǫ
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são limitadas em L2(R2), e como ω ∈ B, segue que a sequência

〈(Ψ(m,ǫ))′(ω), (γω− g)〉 é uniformemente limitada para ω ∈ B. Portanto, po-

demos aplicar o teorema da convergência dominada de Lebesgue para deduzir

que

lim
m→∞

∫

〈(Ψ(m,ǫ))′(ω), (γω−g)〉dµ0(ω) =

∫

〈(β(ωǫ))ǫ, (β
′(ωǫ)(γω−g)ǫ)ǫ〉dµ0(ω).

(3.42)

Como (u · ∇ω)ǫ = ∂k(ukω)ǫ temos

〈(Ψ(m,ǫ))′(ω), u · ∇ω〉

=
m

∑

j=1

〈(β(ωǫ))ǫ,wj〉〈(β′(ωǫ)∂k(ukω)ǫ)ǫ,wj〉

Para estabelecer o limite pontual

lim
m→∞

〈(Ψ(m,ǫ))′(ω), u · ∇ω〉 = 〈(β(ωǫ))ǫ, (β
′(ωǫ)∂k(ukω)ǫ)ǫ〉

e os limites uniformes em (β(ωǫ))ǫ e (β′(ωǫ)∇x(uω)ǫ)ǫ em L2(R2) para ω ∈ B,

precisamos decompor a expressão de Biot-Savart

u =
1

2π

x⊥

|x|2 ⋆ ω

em dois pedaços:
1

2π

x⊥

|x|2 = K1(x) + K2(x),

K1(x) =
1

2π

x⊥

|x|2χ|x|≤1,

K2(x) =
1

2π

x⊥

|x|2χ|x|>1.

Claramente, como cada componente de K1 ∈ L1(R2), segue que u1 = K1 ⋆

ω está em L2(R2) pela desigualdade de Haussdorf-Young, e sua norma em

L2(R2) é uniformemente limitada por uma constante para ω ∈ B. Por outro

lado, como cada componente de K2 ∈ Lp′(R2), com p′ > 2 o expoente dual de
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p < 2, temos que u2 = K ⋆ω ∈ L∞(R2) com norma limitada por r, enquanto

ω ∈ B∞
p (r). Portanto u ⊗ ω ∈ L1(R2) + L2(R2), com norma uniformemente

limitada para ω ∈ B∞
p (r). Consequentemente, (u⊗ω)ǫ ∈ L∞(R2) com norma

uniformemente limitada para ω ∈ B∞
p (r), e, porque β′(ωǫ) é uniformemente

limitada em L2(R2), podemos usar o Teorema da convergência dominada de

Lebesgue para deduzir que

lim
m→∞

∫

〈(Ψ(m,ǫ))′(ω), u · ∇ω〉dµ0(ω) =

∫

〈(β(ωǫ))ǫ, (β
′(ωǫ)∂k(ukω)ǫ)ǫ〉dµ0(ω).

(3.43)

Devido a (3.38), (3.42) e (3.43) temos
∫

L2(R2)

〈(β(ωǫ))ǫ, (β
′(ωǫ)(γω − g)ǫ)ǫ〉dµ0(ω)

+

∫

L2(R2)

〈(β(ωǫ))ǫ, (β
′(ωǫ)∂k(ukω)ǫ)ǫ〉dµ0(ω) = 0.

(3.44)

Agora vamos investigar o termo

Iβ,ǫ =

∫

R2

(β(ωǫ))ǫ [β′(ωǫ)∂k(ukω)ǫ]ǫ dx.

Integrando por partes temos

Iβ,ǫ = Jβ,ǫ + Kβ,ǫ,

com

Jβ,ǫ = −
∫

∂k(β(ωǫ))ǫ [β′(ωǫ)(ukω)ǫ]ǫ dx,

e

Kβ,ǫ = −
∫

(β(ωǫ))ǫ [β′′(ωǫ)(∂kωǫ)(ukω)ǫ]ǫ dx.

Decompondo Jβ,ǫ ainda mais, usando (3.18, 3.19):

Jβ,ǫ = Lβ,ǫ + Mβ,ǫ,

com

Lβ,ǫ = −
∫

∂k(β(ωǫ))ǫ [β′(ωǫ)(uk)ǫ(ω)ǫ]ǫ dx,
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e

Mβ,ǫ = −
∫

∂k(β(ωǫ))ǫ [β′(ωǫ)ρǫ(uk, ω)]ǫ dx.

Estimamos

|Mβ,ǫ| ≤ C sup |β| sup |β′|1
ǫ
‖ρǫ(u, ω)‖L1(R2).

Usamos o fato que

‖∂k(β)ǫ‖L∞(R2) ≤ C
1

ǫ
‖β‖L∞(R2).

Queremos agora afirmar que

|Mβ,ǫ| ≤ C sup |β| sup |β′|‖ω‖L2

∫

j(z)(1 + |z|)‖δǫzω‖L2dz,

onde (δhω)(x) = ω(x − h) − ω(x). De fato, isto segue de uma limitação em

ρǫ(u, ω) e da limitação uniforme ‖δǫzu‖L2(R2) ≤ ǫ|z| ‖ω‖L2(R2).

Fixamos ǫ > 0 e consideramos uma sequência de funções de suporte com-

pacto β(y) convergindo uniformemente no compacto R∞ = [−2‖g‖L∞

γ
, 2‖g‖L∞

γ
]

juntamente com duas derivadas para a função y , (i.e β → y, β′ → 1, β′′ → 0)

e tal que

|β(y)| + |β′(y)| + |β′′(y)|) ≤ C.

É fácil ver que para ǫ > 0

lim
β→y

∫

(Lβ,ǫ + Kβ,ǫ)dµ0 = 0.

De fato, Kβ,ǫ(ω) é uma função contínua de ω ∈ L2(R2), uniformemente limi-

tada em B∞
p e convergindo pontualmente para zero. Assim como para Lβ,ǫ,

que é também contínua, limitada e converge para 0 =
∫

R2 ∂k(ωǫ)ǫ(uk)ǫ(ωǫ)ǫdx.

Por outro lado, de

∫

L2(R2)

|Mβ,ǫ|dµ0(ω) ≤ C

∫

L2(R2)

∫

R2

j(z)(1 + |z|)‖δǫzω‖L2dzdµ0(ω),
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com C uniforme para todo β na sequência, segue da convergência dominada

de Lebesgue que

lim
ǫ→0

lim sup
β→y

∫

|Mβ,ǫ|dµ(0)(ω) = 0.

Por (3.44) e pelas estimativas acima segue que

lim
ǫ→0

lim sup
β→y

∫

L2(R2)

〈(β(ωǫ))ǫ, (β
′(ωǫ)(γω − g)ǫ)ǫ〉dµ0(ω) = 0.

Por outro lado, usando mais uma vez a convergência dominada de Lebesgue,

temos

lim
ǫ→0

lim sup
β→y

∫

L2(R2)

〈(β(ωǫ))ǫ, (β
′(ωǫ)(γω − g)ǫ)ǫ〉dµ0(ω)

=

∫

L2(R2)

{

γ ‖ω‖L2(R2) − 〈g, ω〉
}

dµ0(ω).

que completa o teorema.

3.4 Médias temporais infinitas e o limite invís-

cido

Nesta seção consideramos SEENS obtidas como limites generalizados de

Banach de soluções determinísticas das ENS com atrito. Estas SEENS pos-

suem propriedades suficientemente boas para provarmos que a média tem-

poral da taxa de dissipação de enstrofia se anula no limite invíscido. Aqui

usaremos limites generalizados de Banach assim como na seção 2.4.

Teorema 3.4.1 Seja u0 ∈ L2(R2) e ∇⊥u0 = ω0 ∈ L1(R2) ∩ L∞(R2). Seja

f ∈ W 1,1(R2)∩W 1,∞(R2). Seja t0 > 0. Seja LimT→∞ um limite de Banach.

Então

∫

L2(R2)

Φ(ω)dµν(ω) = Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Φ(SNS,γ(s + t0)(ω0))ds (3.45)
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é uma solução estatística estacionária das equações de Navier-Stokes com

atrito. Para qualquer p > 1 existe r dependendo apenas de γ, f, ω0 mas não

de ν e nem de t0 tal que

supp µν ⊂ B∞
p (r) := {ω ∈ B; ‖ω‖Lp ≤ r, ‖ω‖L∞ ≤ r} (3.46)

E a seguinte desigualdade também é válida

ν

∫

L2(R2)

‖∇ω‖2
L2(R2) dµν(ω) ≤

∫

L2(R2)

[

〈g, ω〉 − γ ‖ω‖2
L2(R2)

]

dµν(ω) (3.47)

Demonstração.

Pelo Teorema 3.1.1, o conjunto

O+(t0, {ω0}) = cl
{

SNS,γ(t + t0)ω0; t ≥ 0
}

é compacto em L2(R2). Pelo Teorema 3.1.1, Φ(SNS,γ(s + t0)(ω0)) é uma

função contínua e limitada em [0,∞), assim como sua média temporal em

[0, t). Portanto, o limite generalizado

Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Φ(SNS,γ(s + t0)(ω0))ds

existe. Além disso, ele é um funcional linear positivo em C(O+(t0, {ω0})).
Pelo Teorema de Representação de Riesz em espaços compactos, existe uma

medida de Borel µν no compacto O+(t0, {ω0}) que representa o limite. A

medida µν tem suporte em O+(t0, {ω0}), e µν(X) = µν(X ∩ O+(t0, {ω0}))
para qualquer boreliano X em L2(R2). Tomamos uma função teste Ψ ∈ T .

Então
∫

L2(R2)

〈u · ∇ω + γω − g, Ψ′(ω)〉 + ν〈∇xω,∇xΨ
′(ω)〉dµν(ω)

= Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

d

ds
Ψ(SNS,γ(s + t0)(ω0))ds = 0.
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Isto verifica a Definição 3.3.1 (2). Para verificar as condições (1) e (3),

tomamos a solução ω(t) = SNS,γ(t)(ω0), molificamos ela, ωǫ(t) = Jǫ(ω(t)) e

tomamos o balanço de enstrofia. Da equação de enstrofia, obtemos

d

dt

1

2
‖ωǫ(t)‖2

L2(R2) + ν ‖∇ωǫ(t)‖2
L2(R2) + γ ‖ωǫ(t)‖2

L2(R2) − 〈gǫ, ωǫ(t)〉

= 〈ρǫ(u(t), ω(t)),∇ωǫ(t)〉
(3.48)

Integrando no tempo, deduzimos

1

t

∫ t

0

[

γ ‖ωǫ(s + t0)‖2
L2(R2) − 〈gǫ, ωǫ(s + t0)〉

]

ds +
ν

t

∫ t

0

‖∇ωǫ(s + t0)‖2
L2(R2) ds

=
1

2t

[

‖ωǫ(t0)‖2
L2(R2) − ‖ωǫ(t + t0)‖2

L2(R2)

]

+
1

t

∫ t

0

〈ρǫ(u(s + t0), ω(s + t0)),∇ωǫ(s + t0)〉ds

(3.49)

Fixando ǫ > 0, podemos aplicar LimT→∞

Lim
T→∞

1

t

∫ t

0

[

γ ‖ωǫ(s + t0)‖2
L2(R2) − 〈gǫ, ωǫ(s + t0)〉

]

ds

=

∫

L2(R2)

[

γ ‖ωǫ‖2
L2(R2) − 〈gǫ, ωǫ〉

]

dµν(ω)

e

Lim
T→∞

1

t

∫ t

0

‖∇ωǫ(s + t0)‖2
L2(R2) ds =

∫

L2(R2)

‖∇ωǫ‖2
L2(R2) dµν(ω)

são válidas porque os funcionais são contínuos. De (3.4), temos
∫

L2(R2)

[

γ ‖ωǫ‖2
L2(R2) − 〈gǫ, ωǫ〉

]

dµν(ω) + ν

∫

L2(R2)

‖∇ωǫ‖2
L2(R2) dµν(ω)

= Lim
T→∞

1

t

∫ t

0

〈ρǫ(u(s + t0), ω(s + t0)),∇ωǫ(s + t0)〉ds

(3.50)

Estimamos o lado direito tomando ∇ωǫ em L∞(R2), o que nos custa ǫ−1Ω,

onde Ω é uma limitação independente do tempo sobre
∥

∥SNS,γ(s + t0)ω0

∥

∥

L∞(R2)
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(do Teorema 3.1.1). Assim, temos que
∣

∣

∣

∣

Lim
T→∞

1

t

∫ t

0

〈ρǫ(u(s + t0), ω(s + t0)),∇ωǫ(s + t0)〉ds

∣

∣

∣

∣

≤ Γ Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

∫

L2(R2)

j(z) ‖δǫzω(s + t0)‖L2(R2) dzds

onde Γ é uma limitação em sups≥0 ‖ω(s + t0)‖L∞(R2) ‖ω(s + t0)‖L2(R2). Usa-

mos crucialmente o fato que O+(t0, {ω0}) é compacto em L2(R2). Então para

todo h > 0 pequeno existe ǫ > 0 tal que

‖δǫzω(s + t0)‖L2(R2) ≤ h

vale para todo s ≥ 0, e todo z no suporte compacto de j. Portanto, temos

de (3.50)
∣

∣

∣

∣

∫

L2(R2)

[

γ ‖ωǫ‖2
L2(R2) − 〈gǫ, ωǫ〉

]

dµν(ω) + ν

∫

L2(R2)

‖∇ωǫ‖2
L2(R2) dµν(ω)

∣

∣

∣

∣

≤ h(ǫ)

(3.51)

com 0 ≤ h(ǫ) sendo uma função satisfazendo limǫ→0 h(ǫ) = 0. Removemos o

mollifier cuidadosamente. Primeiro, note que
∫

L2(R2)

[

γ ‖ω‖2
L2(R2) − 〈g, ω〉

]

dµν(ω)

= lim
ǫ→0

∫

L2(R2)

[

γ ‖ωǫ‖2
L2(R2) − 〈gǫ, ωǫ〉

]

dµν(ω).

é trivialmente verdade porque µν é uma medida de Borel. Isto, junto com

(3.51), implica

ν lim sup
ǫ→0

∫

L2(R2)

‖∇ωǫ‖2
L2(R2) ≤ −

∫

L2(R2)

[

γ ‖ω‖2
L2(R2) − 〈g, ω〉

]

dµν(ω)

o que implica, pelo lema de Fatou

ν

∫

L2(R2)

‖∇ω‖2
L2(R2) ≤ −

∫

L2(R2)

[

γ ‖ω‖2
L2(R2) − 〈g, ω〉

]

dµν(ω).

Como o lado direito é finito, isto prova Definição 3.3.1, (1), e (3.47). A prova

da Definição 3.3.1, (3) para arbitrários E1, E2 segue de um cálculo semelhante
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ao de cima. Tomamos χ′(y) como uma função de suporte compacto, suave,

não-negativa e definida para y ≥ 0. Então χ(y) =
∫ y

0
χ′(e)de é limitada em

R+ e
d

dt
χ(‖ωǫ(t)‖2

L2(R2) = χ′(‖ωǫ(t)‖2
L2(R2)

d

dt
‖ωǫ(t)‖L2(R2)2 .

Multiplicamos (3.48) por 2χ′(‖ωǫ(t)‖2
L2(R2) e procedendo como acima to-

mando médias temporais, limites no tempo e removendo o mollifier. Ob-

temos
∫

L2(R2

χ′(‖ω‖2
L2(R2)

{

ν ‖∇ω‖2
L2(R2) + γ ‖ω‖2

L2(R2) − 〈g, ω〉
}

dµν(ω) ≤ 0,

e fazendo χ′(y) → 1[E2

1
,E2

2
] pontualmente, com 0 ≤ χ′(y) ≤ 2, concluímos a

demonstração.

Teorema 3.4.2 Seja u0 ∈ L2(R2) e ∇⊥u0 = ω0 ∈ L1(R2) ∩ L∞(R2). Seja

f ∈ W 1,1(R2) ∩ W 1,∞(R2), e seja ων(t) = SNS,γ(t)(ω0) a vorticidade da

solução das ENS com atrito. Então

lim
ν→0

ν

(

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

‖∇ων(s + t0)‖ ds

)

= 0. (3.52)

para todo t0 > 0.

Demonstração. Argumentamos por contradição e assumimos que o enun-

ciado é falso. Então, existe uma sequência νk → 0 e δ > 0, tal que, para

cada νk existe uma sequência de tempos tj → ∞ (que pode depender de k)

tal que
νk

tj

∫ tj

0

‖∇ωνk(s + t0)‖2
L2(R2) ds ≥ δ,

vale para todo tj → ∞. Pelo balanço de enstrofia

δ ≤ νk

tj

∫ tj

0

‖∇ωνk(s + t0)‖2
L2(R2) ds

=
1

tj

∫ tj

0

[

−γ ‖ωνk(s + t0)‖2
L2(R2) + 〈g, ωνk(s + t0)〉

]

ds

+
1

2tj

[

‖ωνk(t0)‖2
L2(R2) − ‖ωνk(t0 + tj)‖2

L2(R2)

]

.
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Segue que

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

[

−γ ‖ωνk(s + t0)‖2
L2(R2) + 〈g, ωνk(s + t0)〉

]

ds ≥ δ. (3.53)

Como a função −γ ‖ω‖2
L2(R2) + 〈g, ω〉 é contínua em clO+(t0, {ω0}), podemos

escolher um limite generalizado tal que

Lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[

−γ ‖ωνk(s + t0)‖2
L2(R2) + 〈g, ωνk(s + t0)〉

]

ds

= lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

[

−γ ‖ωνk(s + t0)‖2
L2(R2) + 〈g, ωνk(s + t0)〉

]

ds.

(3.54)

Agora, pelo Teorema 3.4.2, isto implica que temos uma SEENS νk que satisfaz

(3.46) e que também satisfaz, por causa de (3.53) e (3.54),
∫

L2(R2)

[

−γ ‖ω‖2
L2(R2) + 〈g, ω〉

]

dµνk(ω) ≥ δ > 0. (3.55)

Passando a uma subsequência fracamente convergente, achamos com o Teo-

rema 3.4.1 uma solução estatística estacionária renormalizada das Equações

de Euler com atrito µ0 satisfazendo o balanço de enstrofia.

Como a função ω 7→ 〈g, ω〉 é fracamente contínua, temos

lim
k→∞

∫

L2(R2)

〈g, ω〉dµνk(ω) =

∫

L2(R2)

〈g, ω〉dµ0(ω). (3.56)

Por outro lado, pelo Lema de Fatou

γ

∫

L2(R2)

‖ω‖2
L2(R2) dµ0(ω) ≤ γ lim inf

k→∞

∫

L2(R2)

‖ων‖2
L2(R2) dµνk(ω). (3.57)

De (3.55) e (3.56) temos

γ lim inf
k→∞

∫

L2(R2)

‖ω‖2
L2(R2) dµνk(ω) ≤

∫

L2(R2)

〈g, ω〉dµ0(ω) − δ, (3.58)

e de (3.57) e (3.58), obtemos
∫

L2(R2)

[

γ ‖ω‖2
L2(R2) − 〈g, ω〉

]

dµ0(ω) ≤ −δ.

Isto é uma contradição porque o balanço de enstrofia é válido. Assim (3.52)

é válida.
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Teorema 3.4.3 Seja f ∈ W 1,1(R2) ∩ W 1,∞(R2). Seja u0 ∈ L2(R2) com di-

vergente nulo, e seja ∇⊥u0 = ω0 ∈ L1(R2)∩L∞(R2). Sejam µν SEENS rela-

cionadas com médias temporais, dadas por (3.45), que convergem fracamente

quando ν → 0 para uma solução estatística estacionária renormalizada, µ0,

das equações de Euler. Então

lim
ν→0

∫

L2(R2)

‖ω‖2
L2(R2) dµν(ω) =

∫

L2(R2)

‖ω‖2
L2(R2) dµ0(ω). (3.59)

Demonstração. De fato, pelo Teorema 3.3.8 sabemos que µ0 satisfaz o

balanço de enstrofia (3.39). De (3.47) e (3.56), temos

lim sup
ν→0

∫

L2(R2)

γ ‖ω‖2
L2(R2) dµν(ω) ≤

∫

L2(R2)

〈g, ω〉dµ0(ω).

Usando (3.39) obtemos

lim sup
ν→0

∫

L2(R2)

γ ‖ω‖2
L2(R2) dµν(ω) ≤

∫

L2(R2)

γ ‖ω‖2
L2(R2) dµ0(ω).

De (3.57) obtemos (3.59).
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