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Aos meus pais



We were confused and they were confused, but we
were more accustomed to being confused

Wade Marshall



Resumo

No primeiro capitulo, discutimos aspectos gerais da teoria estatistica de
turbuléncia de fluidos, e introduzimos o problema de dissipag¢ao anémala no
limite inviscido.

No Capitulo 2, apresentamos estimativas rigorosas para algumas quanti-
dades fisicas relevantes para escoamentos turbulentos e nao turbulentos em
canais induzidos por um gradiente de pressao. Tais resultados sao baseados
no conceito de solugao estatistica estacionaria, que esté relacionada com a no-
¢ao de média amostral para escoamentos em equilibrio estatistico. Obtemos
uma estimativa por baixo do coeficiente de atrito e melhoramos as estima-
tivas por cima da mesma quantidade; Ambas estimativas sao em termos do
numero de Reynolds.

Apresentamos também estimativas por baixo e por cima para a razao
de dissipagao de energia média, a velocidade longitudinal média (na diregao
do gradiente de pressdo), e para energia cinética média. Em particular,
obtemos uma limitagao superior para a razao de dissipacao de energia média.
Finalmente, investigamos a injecao de energia escala-por-escala devido ao
gradiente de pressao, provendo uma limitagao superior para o decaimento de
injecao de energia quando a escala de comprimento decresce.

No Capitulo 3, consideramos o limite inviscido para médias temporais
infinitas de solugoes das equagoes de Navier-Stokes forcadas com atrito em
2D. Provamos que a taxa de dissipac¢ao de enstrofia se anula neste limite. So-
lugOes estatisticas estacionérias das equagoes de Navier-Stokes for¢adas com
atrito em 2D convergem para solugoes estatisticas estacionarias renormali-
zadas das equagoes de Euler forcadas com atrito. Estas solucoes obedecem

ao balancgo de enstrofia.



Abstract

In the first chapter, we discuss general aspects of the statistical theory of
fluid turbulence, and we introduce the anomalous dissipation problem in the
inviscid limit.

In the second chapter, we present rigorous estimates for some physical
quantities related to turbulent and non-turbulent channel flows driven by a
uniform pressure gradient. Such results are based on the concept of statio-
nary statistical solution, which is related to the notion of ensemble average
for flows in statistical equilibrium. We provide a lower bound estimate for
the mean skin friction coefficient and improve on a previous upper bound
estimate for the same quantity; both estimates in terms of the Reynolds
number. We also present lower and upper bound estimates for the mean rate
of energy dissipation, the mean longitudinal velocity (in the direction of the
pressure gradient), and the mean kinetic energy. In particular, we obtain an
upper bound related to the energy dissipation law, namely that the mean rate
of energy dissipation is essentially bounded by a non-dimensional universal
constant times the cube of the mean longitudinal velocity over a characte-
ristic macro-scale length. Finally, we investigate the scale-by-scale energy
injection due to the pressure gradient, proving an upper bound estimate for
the decrease of this energy injection as the scale length decreases.

In the third chapter, we consider the zero viscosity limit of long time ave-
rages of solutions of damped and driven Navier-Stokes equations in R2 . We
prove that the rate of dissipation of enstrophy vanishes. Stationary statisti-
cal solutions of the damped and driven Navier-Stokes equations converge to
renormalized stationary statistical solutions of the damped and driven Euler

equations. These solutions obey the enstrophy balance.
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Capitulo 1

Introducao

doue la turbulenza dellacqua sigenera
doue la turbulenza dellacqa simantiene plugho

doue la turbulenza dellacqua siposa

onde a turbuléncia da dgua é gerada
onde a turbulencia da dgua se mantém por um longo tempo

onde a turbuléncia da dgua atinge o repouso

As linhas acima, escritas por Leonardo Da Vinci em torno de 1500, cons-
tituem uma das primeiras anotagoes cientificas conhecidas sobre o estudo de
escoamentos turbulentos, e aborda diretamente a questao da velocidade com
que um escoamento em regime turbulento dissipa energia.

A modelagem matemaética tradicional para escoamentos viscosos incom-
pressiveis nos leva as equacoes de Navier-Stokes. Em dominios limitados, o

modelo fisicamente mais realista assume aderéncia do fluido na parede de um



dominio fixo:

o) +u" - vu —vAu) +Vp =0 Q,
V-u =0 Q, (1.1)
u) =0 09

onde 1™ ¢é a velocidade, p é a pressao e v é a viscosidade cinematica.
Para solugoes suaves destas equagoes, uma estimativa de energia nos da

a seguinte relagao para a taxa de dissipagao de energia cinética no tempo,

Ed(t) = (1/2) [[u® ()| 2.:

dE,(t)
dt

= —v HVU(”)(t)Hi2 )

Assim, um estudo rigoroso sobre a taxa com que um escoamento dissipa
energia deve passar necessariamente pela investigacao da norma L? do gradi-
ente de velocidades. Diretamente relacionado a este estudo, esta a questao so-
bre a regularidade global das solugoes das ENS, um dos problemas do Milénio
propostos pela Fundagao Clay, que oferece um prémio de US$ 1.000.000,00
para quem o solucionar. Devido a grande dificuldade encontrada ao abordar
o assunto de maneira estritamente rigorosa, utilizando apenas as equagoes
de movimento, a grande maioria dos resultados sobre o tema é obtida de
maneira aproximada, utilizando geralmente hipoteses heuristicas.

Embora o estudo do comportamento assintético da dissipacao de ener-
gia em um escoamento turbulento seja de dificil investigagao, uma coisa é
bem sabida no caso de escoamentos nao forcados: "la turbulenza dellacqua
siposa'.

O exame da dissipacao de energia é bastante enriquecida quando consi-
deramos o caso de escoamentos forcados, ou seja, quando introduzimos uma

funcao f no lado direito de (1.1).



ou™ +u" . vu) —pAUY +Vp=f Q,
vV-u =0 Q, (1.2)
u”) =0 09Q.

Neste caso, o comportamento assintotico no tempo das solugoes pode ser
bastante complicado, e diversos resultados sao conhecidos. Foias e Prodi ja
discutiam a existéncia de um atrator global para estas solucoes em 1969, veja
[30]. Para um estudo detalhado sobre o comportamento assintético destas
solugbes, veja |13, 42, 43, 44].

Para cada escoamento, podemos definir uma velocidade caracteristica U,

e um comprimento caracteristico L. O ntumero de Reynolds, definido por

UL

14

Re

é um parametro de controle que desempenha um papel fundamental quando
queremos comparar diferentes escoamentos. Quando este niimero é muito
elevado, o escoamento normalmente se desenvolve em um regime turbulento,
quando todas as simetrias permitidas pelas equagoes (e pelas condigoes de
contorno) sao quebradas.

Do ponto de vista matemaético, gostariamos que o comportamento das
solucoes das ENS com viscosidade cinematica relativamente pequena seja

bem aproximado pelo das solu¢oes das Equagoes de Euler:

ou+u-Vu+Vp=f Q
(1.3)

V-u=0 €.
No entanto, o problema do limite inviscido das ENS com condigoes de
contorno de Dirichlet ¢ um dos problemas em aberto mais dificeis em me-

canica de fluidos. Isto se deve principalmente ao surgimento de camadas

limites, que esta relacionado ao fato de as equagoes de Euler nao poderem



Figura 1.1: Anotagoes de Leonardo Da Vinci sobre o decaimento de energia

em escoamentos Turbulentos

satisfazer a condi¢ao de Dirichlet na fronteira, veja [36]. Estas camadas limi-
tes satisfazem formalmente as equagoes de Prandtl, que sao mal-postas em
geral. Assim, é muito comum considerarmos uma formulagao das ENS em
dominios com condigao de fronteira periédicas, ou em dominios ilimitados.
Este problema do surgimento de camadas limites aparece de maneira
explicita no Capitulo 2, onde um escoamento induzido por um gradiente de
pressao é considerado em um canal retangular com condig¢oes de fronteira
de Dirichlet nos planos inferior e superior, e com condig¢oes periddicas no
plano z — y. No capitulo 3, quando tratamos das equacoes de Navier-Stokes
com damping em duas dimensoes, evitaremos o problema do surgimento de
camadas limites, e consideraremos o problema definido sobre todo o R2.
Para escoamentos com fronteira periddicas, ou em todo o espaco, definidos
sobre um intervalo de tempo finito, o problema do limite inviscido ja foi
bastante estudado, e diversas respostas parciais foram obtidas. Para solugoes

suaves em R3, o limite inviscido é dado pelas solucoes das equacoes de Euler,



para tempo pequeno, nos espacos cléassicos [41], e nos espagos de Sobolev H*
[34]; o limite vale enquanto a solugao das equagoes de Euler forem suaves
[8]. A convergéncia ocorre nos espagos de Sobolev enquanto as solugdes
das equagoes de Euler permanecerem no mesmo espago [36]. Além disso,
as taxas de convergéncia sdo Otimas no regime suave, O(v). Em alguns
regimes nao-suaves (smooth vortex patches), o limite inviscido existe, e taxas
de convergéncia 6timas podem ser obtidas |1, 36|, mas as taxas deterioram
quando a suavidade do dado inicial deteriora - nonsmooth vortex patches
[15].

Mesmo longe da parede, a investigacao de um escoamento no limite invis-
cido é complicada pela grande atividade vortical neste regime, que intensifica
os gradientes de velocidade, excitando as diversas escalas do movimento. Tal
atividade consiste em trés mecanismos: estiramento, dobramento e reconexao
de vortices. O estiramento e o dobramento sao mecanismos inviscidos, com-
pativeis com as equagoes de Euler. A reconexao é a mudanca de topologia
do campo de vorticidade, e nao é permitida em solucoes suaves das equagoes
de Euler. Esta singularidade topolégica representa um dos maiores desafios
ao entendimento do limite inviscido.

Entretanto, a investigacao do comportamento de escoamentos a altos nu-
meros de Reynolds ganha novos contornos quando feita a luz da teoria proba-
bilistica. Por exemplo, a figura acima mostra a comparagao do sinal obtido
por um anemoémetro de fio quente em um tinel de vento em uma dada posicao
xo em intervalos de tempo diferentes.

O sinal parece altamente desorganizado, apresentando estruturas em di-
versas escalas. Além disso, o comportamento do sinal nos dois intervalos de
tempo apresentados parecem ter caracteristicas completamente distintas. No

entanto, quando analisamos o histograma desses sinais, observamos que eles
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Figura 1.3: Histograma do sinal exibido na Figura 1.2

sao quase idénticos.

Isto indica que embora as propriedades detalhadas de um escoamento
em altos nimeros de Reynolds sejam dificeis de prever, suas caracteristicas
probabilisticas podem ser bem comportadas e de facil previsao. E de fato,
em escoamentos homogéneos em alto niimero de Reynolds, podemos esperar
que todas as simetrias a priori quebradas, sejam restauradas do ponto de
vista probabilistico; veja [32].

A evolugao de quantidades médias do escoamento a altos ntmeros de
Reynolds é objeto de estudo de uma escola muito tradicional em mecanica

de fluidos, que se iniciou com os trabalhos de O. Reynolds, e ganhou muita



notoriedade com os trabalhos do dinamicista de fluidos de Cambridge, Sir G.
. Taylor. Entretanto, pode-se dizer que foram nos anos 40 do século passado
que esta teoria ganhou suas mais relevantes contribuicoes, quando Kolmo-
gorov publicou uma série de trés artigos sobre turbuléncia homogénea. Ele
derivou importantes propriedades sobre algumas fungoes de correlagao para
escoamentos turbulentos homogéneos e para seu espectro de energia, usando
essencialmente analise dimensional, e uma importante lei experimental, con-
jecturada pelo proprio Kolmogorov e por Onsager independentemente. A lei
diz respeito ao comportamento da taxa de dissipacao média de energia no
limite inviscido.

Lei da taxa de dissipagao de energia finita: Se em um experimento
em escoamentos turbulentos em 3 dimensoes, todos os parametros de controle
sao mantidos, exceto pela viscosidade, que é diminuida tanto quanto for
possivel, a taxa de dissipacao de energia média por unidade de massa, ¢ =

2 . . . cp
v(||Vu||72), comporta-se de maneira consistente com um limite positivo.

Este é o problema da dissipagao anomala que surge no estudo de turbu-
léncia de fluidos. Este termo foi cunhado recentemente na érea de teoria de
campo, e aqui se refere a pergunta natural que surge quando estudamos a
aproximagao das solugoes das ENS com viscosidade cinemética muito baixa
pela solugao das Equacoes de Euler. O que acontece com as quantidades
idealmente conservadas ?

E um fato bem conhecido que solucoes suaves das equacoes de Euler ndo
dissipam energia. Assim, gostariamos de examinar o comportamento da taxa
de dissipacao média de energia, e), quando v vai a zero. A lei de Kolmogorov
afirma que esta taxa média nao se aproxima de zero, e além disso, a seguinte
estimativa vale:

lim ) = ’ljir% v{||Vul3.) = e = —.

v—0

10



Aqui, o sentido no qual tomamos estas médias precisa ser elucidado. Na
pratica laboratorial em mecéanica de fluidos, a média amostral é usualmente
obtida pelo célculo da média temporal de apenas uma realizacao do expe-
rimento, através de uma hipotese ergodica. A eficacia de tal procedimento
¢é bastante robusta, e, portanto, podemos reescrever a lei de Kolmogorov da
seguinte forma:

3

v (T 2 U
lim lim T/o |Vul|7.dt =€ = 7> 0. (1.4)

v—0T—o00

Até hoje, nao ha nenhuma demonstracao matematica para este fato. Note
que esta lei é consistente com o crescimento do gradiente de velocidades, que
esta associado ao estiramento de vortices.

A teoria convencional de turbuléncia de Kolmogorov pode ser formalizada
através da nocao de solucao estatistica estacionaria das equacoes de Navier-
Stokes, introduzida em 1972 por C. Foias; veja [26]. As médias amostrais
sao definidas como médias relacionadas a medidas de probabilidade definidas
em certos espacos funcionais, onde moram as solucoes fracas das ENS. Estas
medidas sao definidas de maneira a mimetizar a no¢ao de medidas invarian-
tes, ou seja, de maneira que as médias amostrais nao detectem variagoes no
tempo, como no histograma mostrado na Figura 1.3.

No caso de sistemas dinamicos em dimensao finita

du®
dt

= Nw"™), u¥(t) e RY,
medidas invariantes u satisfazem

/ Vo () N () (1) = 0,

para qualquer func¢ao teste ¥. Em dimensao infinita, precisamos nos restrin-

gir a uma classe de fungoes admissiveis, que serao especificadas nos capitulos

11



subsequentes. Como veremos a seguir, podemos associar a cada média tem-
poral uma solugao estatistica estacionaria. Isto nos permitira obter resulta-
dos a respeito de (1.4) a partir de resultados sobre solugoes estatisticas mais
gerais. A nocao de solucao estatistica estacionaria desempenha um papel
fundamental durante todo o trabalho, sendo o principal conceito matemético
desta tese.

Em [10], Constantin e Doering estudaram a taxa de dissipagao de energia
no caso de escoamentos em canais induzidos por um gradiente de pressao.
A principal dificuldade neste estudo é imposta pelo surgimento de camadas
limites devido a condi¢ao de nao-deslizamento nas paredes superior e infe-
rior. Eles demonstram que o limite inferior do lado esquerdo de (1.4) é de
fato maior que zero. Em [37]|, Ramos, Rosa e Temam melhoraram esta cota
inferior, e estenderam o resultado para todas as solugoes estacionarias es-
tatisticas da ENS. Além disso, demonstraram que a lei de Kolmogorov vale
como uma cota superior:

U3
< 0.054—.
€= L

Outros resultados em [37] tratam de estimativas para diversas quantidades
fisicamente relevantes do escoamento, como a energia cinética e o coeficiente
de atrito. Uma versao deste artigo sera apresentada no Capitulo 2.

A situacao para escoamentos em duas dimensoes é bem diferente. Por
conta de leis de conservacao adicionais, a magnitude da vorticidade nao au-
menta no tempo, e todas as solugoes sao suaves. Isto também pode ser visto

em termos da direcao do campo de velocidade:

_w(z,t)
= e

O resultado classico estabelecido por Constantin e Fefferman em [12] mos-

tra que se as linhas de vorticidade nao forem muito entortadas, de maneira

12



que o campo de vorticidade é Lipschitz em regides onde |w| é grande, entao
as solugoes sao suaves.

No caso bidimensional, temos £(z,t) = (0,0,1), e portanto as curvas
integrais associadas as linhas de vorticidade sao retas paralelas. Assim, a
suavidade das solugoes das ENS 2D segue diretamente de [12], ao contrario
do caso 3D, onde linhas de vorticidade podem ser curvadas. Com todos estes
resultados de suavidade, é facil ver que o limite estabelecido em (1.4) se
anula.

Entretanto, uma teoria bastante similar a de Kolmogorov foi desenvolvida
no final dos anos 60 por Batchelor e Kraichnan para escoamentos bidimensi-
onais. Neste caso, uma conjectura de dissipacao andémala é estabelecida em
termos da enstrofia do escoamento. Mais especificamente, para escoamentos

bidimensionais homogéneos é esperado o seguinte fato:

T
%Tlg%/o |V (0)]||;, dt = >0, (1.5)
onde w®) =V x v,

A questao do fenomeno da dissipacao andémala de enstrofia no limite in-
viscido das solucoes das equagoes de Navier-Stokes 2D, com condi¢oes iniciais
nao suaves, foi estudada para intervalos de tempos finitos em [35] e [19]. Foi
estabelecido que, em um intervalo de tempo finito, se a vorticidade inicial
pertencer a L*(R?), entao a taxa de dissipacao de enstrofia se anula com a
viscosidade. Os limites inviscidos sao solugoes fracas das equacoes de Euler.

Note que, no entanto, a questao para intervalos de tempo ilimitados nao
segue diretamente dos resultados obtidos em [19, 35|, uma vez que o limite
da média temporal e o limite inviscido nao comutam. Isto pode ser visto
facilmente no caso bidimensional nao forgado. Qualquer solucao suave das

Equagoes de Euler é um limite inviscido em intervalos de tempo finito. En-

tretanto, o limite inviscido da média temporal é Ginico, e vale zero.

13



A questao sobre a lei de Kraichnan-Batchelor continua em aberto, apesar
de toda a regularidade conhecida para as solugoes das ENS 2D. Isto acontece
porque a dependéncia em v das estimativas conhecidas sobre o comporta-
mento para tempo grande dessas solugoes nao sao suficientes para obtermos
a desigualdade (1.5).

Em [5], D. Bernard estudou o caso de escoamentos bidimensionais com

atrito.

ou+u-Vu—vAu+~yu+Vp=f, emR? (1.6)

V-u=0, emR2
Este modelo esta relacionado aos escoamentos em aguas rasas, onde o
atrito do fundo do recipiente é considerado, além de aparecer no modelo de
Stommel-Charney da corrente do Golfo. Bernard derivou algumas relagoes

para algumas fungoes de correlagao, e baseado em experimentos de Tabelling

e Parret, ele conjecturou que o limite no lado esquerdo de (1.5) se anula:

1 t
hH(l)V (hm sup Z/ |Vw"”(s + to)Hiz(Rz) ds) =0, (1.7)
0

v— t—00

Este fato foi demonstrado por Constantin e Ramos em [14], onde w”(t) =
SNSY(t)(wo), to > 0 e Viug = wy € LYR?) N L*(R?). O Capitulo 3 traz

uma versao deste artigo.
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Capitulo 2

Estimativas estatisticas para
escoamentos em canais induzidos

por um gradiente de pressao

Uma vez que a existéncia de solucoes exatas das equagoes de Navier-
Stokes nao estao disponiveis em geral, boa parte da pesquisa classica em
teoria de turbuléncia consiste em métodos de aproximacao baseados em pou-
cos resultados exatos, suplementados com hipoteses intuitivas a cerca da
natureza do fenémeno, como hipoteses de escala e modelos de truncamento
de momentos, veja por exemplo [3, 45].

Recentemente, parte da pesquisa teérica em turbuléncia tem se concen-
trado na obtencao de estimativas rigorosas para quantidades caracteristicas
de escoamentos turbulentos diretamente das equagoes de movimento. Es-
tes resultados sao importantes para validarmos aqueles obtidos via métodos
classicos de aproximagao.

Decompondo o escoamento turbulento em um escoamento estacionario

de fundo, e em uma componente flutuante, e usando métodos variacionais,
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Constantin e Doering derivaram resultados rigorosos para a média temporal
infinita da taxa de dissipacao de energia de escoamentos em algumas geo-
metrias, em particular para o caso de escoamentos em canais induzidos por
um gradiente de pressao. Tal estimativa também implica em uma estimativa
para o coeficiente de atrito; veja [10].

Enquanto isso, resultados rigorosos foram recentemente estabelecidos para
a Teoria de turbuléncia homogénea estatisticamente estacionéria em trés di-
mensoes em [26], usando os conceitos de solugoes estatisticas estacionarias
das equagoes de Navier-Stokes e de medidas obtidas através de médias tem-
porais generalizadas, além de estimativas de energia.

Este Capitulo apresenta uma combinagao desses resultados no caso espe-
cifico de escoamentos em canais induzidos por um gradiente de pressao. Mais
especificamente, estendemos a limitagao inferior da média temporal infinita
da taxa de dissipacao de energia, obtida em [10], para solugdes estatisticas
estacionarias gerais, simplicando levemente a prova deles e melhorando leve-
mente suas estimativas. Além disso, mostramos que para qualquer solugao
estatistica estacionaria o coeficiente de atrito C'y satisfaz

10.88<C <13.5
Re — /= Re’

para escoamentos a baixo numeros de Reynolds, e

10.88 1
<0 <0484+ 0 —
Re — 17— * (R)’

e
para escoamentos a alto nimeros de Reynolds, onde o nimero de Reynolds
¢ definido por Re = Uh/v, onde h ¢é a altura do canal e U, a velocidade
longitudinal média.

A limitacao inferior para C; ¢ proxima de 6tima, no sentido que a so-
lucao estatistica estacionaria é arbitraria e pode estar concentrada no es-

coamento de Poiseuille (que é instavel para escoamentos a alto ntumeros de
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Reynolds, mas que de qualquer modo existe matematicamente), para o qual
Cf = 12/Re. A limitac@o superior pode nao ser 6tima, uma vez que argu-
mentos heuristicos e resultados experimentais sugerem que Cy ~ (InRe)™2
para escoamentos turbulentos a alto nimeros de Reynolds. Entretanto, este
representa uma melhora de aproximadamente 19% sobre a estimativa obtida
em [10] para o coeficiente lider (de 0.597 para 0.484.)

Obtemos também cotas superiores e inferiores para algumas outras quan-
tidades fisicas, como a taxa de dissipagao média de energia, a energia cinética
média, e a velocidade longitudinal média. Em particular, provamos uma cota
superior relacionada a lei de dissipacao de energia, ou seja, para escoamentos
a elevados numeros de Reynolds, a taxa de dissipacao média de energia é
essencialmente limitada por uma constante vezes o cubo da velocidade lon-

gitudinal média U sobre a altura h do canal:

1 U?
< 10.054 — —_—.
< (oo (L))

Note que o coeficiente lider ¢ muito menor que a unidade, e como em [9],
isto mostra que este resultado é muito mais que uma analise dimensional
formalizada.

No fim do capitulo, estudamos o termo de inje¢ao de energia escala-por-
escala devido ao gradiente de pressao. Mostramos que a energia injetada
por unidade de tempo nos modos maiores ou iguais a k é limitado por um

/2 A motivacdo para o estudo do decrescimento

termo proporcional a kK~
de energia da taxa de injecao de energia vem da Teoria de turbuléncia de
Kolmogorov. Esta teoria afirma que para escoamentos turbulentos existe uma
certa faixa de escalas, muito menores que as escalas de injecao de energia,
e maiores que as escalas dissipativas de energia, para as quais a energia

cinética é transferida para as escalas menores a uma taxa proxima a taxa

de dissipacao de energia. Esta teoria foi proposta no caso idealizado de
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turbuléncia localmente homogénea, longe das paredes sob a hipotese de que
a injecao de energia esta concentrada nas grandes escalas. Entretanto, sabe-
se que para experimentos onde os efeitos de paredes sao relevantes, esta
hipotese precisa ser corrigida [10, 45]. Em particular, a inje¢ao de energia
ocorre em escalas arbitrariamente pequenas. As estimativas apresentadas
nos dao uma cota superior para a taxa de decrescimento da taxa de injecao
de energia conforme a escala de comprimento decresce.

Parte da motivacao deste trabalho foi também comparar o método vari-
acional (por exemplo |9, 10]) com o método de energia (por exemplo |24, 26,
27, 28]). Observamos que no caso particular dos escoamentos em canais in-
duzidos por um gradiente de pressao, o método variacional nos da a melhor
limitacao superior para o coeficiente de atrito, mas nao pode ser aplicado
para a obtencao de uma cota superior, enquanto que o método de energia
nos déd ambas as limitagoes, com a limitacao inferior sendo 6tima em um
sentido apropriado mas com a cota superior sendo nao realista.

O restante do capitulo é organizado da seguinte forma. Na proxima secao
introduziremos as definicoes matematicas convenientes usadas durante todo
o capitulo. Na Secao 3, definimos a no¢ao de solugao estatistica estacionéria
das equagoes de Navier-Stokes e apresentamos alguns resultados relaciona-
dos. Na secao 4, definimos rigorosamente as quantidades caracteristicas que
serao estimadas, como a taxa de dissipacao média de energia, energia cinética
média, velocidade longitudinal média, e coeficiente de atrito médio.

Na segao 5, estabelecemos uma relagao entre solugoes estatisticas estaci-
onarias e médias temporais. Nas se¢oes 6 e 7, derivamos explicitamente esti-
mativas rigorosas para as quantidades fisicas mencionadas, utilizando ambos
os métodos de [26, 27, 28] e de [9, 10]. Na se¢ao 8, listamos os valores expli-

citos das quantidades fisicas mencionadas no caso especifico do escoamento
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laminar de Poiseuille, verificando que alguns dos resultados obtidos nas se-
b
¢oes 6 e 7 sao 6timos em um certo sentido. Na secao 9, concluimos o capitulo

com uma discussao da injecao de energia escala-por-escala.

2.1 Estrutura matematica das Equacoes de Navier-

Stokes

Consideramos um escoamento newtoneano incompressivel confinado em
um canal retangular perioédico e induzido por um gradiente uniforme de pres-
sdo. Mais precisamente, o campo vetorial de velocidades u = (uq, ug, uz) do
fluido satisfaz as equacoes de Navier-Stokes incompressiveis

0 P
a—?—uAu—l—(u-V)u—l—Vp:L—el, V.-u=0, (2.1)

no dominio Q = (0, L,) x (0, L,) x (0, h). O escalar p é a pressao cinemética.
Denotamos por x = (z,y, z) a variavel espacial. As condigbes de fronteira
sao no-slip nos planos z = 0 e z = h e perioddicas nas diregoes = e y, com
periodos L, e L,, respectivamente, para ambos u e p. O pardametro P/L,
denota a magnitude do gradiente de pressao aplicado. O parametro v > 0
¢ a viscosidade cinemaética, e; ¢ o vetor unitario na direcao x, e L, Ly, h,
P > 0. Iremos nos referir frequentemente a dire¢ao x do gradiente de pressao
aplicado como a direcao longitudinal.

A formulacgao matematica das equagoes de Navier-Stokes nesta geometria
pode ser facilmente adaptada do caso no-slip ou completamente periédico
desenvolvida em [13, 26, 42, 44].

A formulagao nos da uma equacao funcional para o campo de velocidades

dependente do tempo u = u(t) da forma:

((izl_ltl =F(u) =fp — vAu — B(u,u), (2.2)
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onde

P
fp = L—xel. (23)

Dois espacos fundamentais sao definidos por
( )

€ (Lige(R* x (0,h)))*, V- w =0,

W(l’ + an Y, Z) = W<x>y7 2)7
H=<u=w|g; ;-

w(z,y+ Ly, 2) =w(x,y, 2), ae. (v,y,2) € R? x (0, h).

W3(5L’7y,0) = W3(I7y7 h) - 07 a.e. ($7y) € R2’

e
( 2 3 )
W € (Hioo(R?* x (0,1)))°, V- w =0,
w(z + Ly, y,2) = w(x,y, 2),
V=<qu=w|g;
w(z,y+ Ly, 2) = w(x,y,2), ae. (,y,2) € R* x (0,h).
_ _ 2
\ w(z,y,0) =w(z,y,h) =0, a.e. (z,y) € R )
Os produtos internos em H e V sao denotados respectivamente por
ou 0
(u,v) = /ﬂu(x) v(x)dx, ((u,v) / 21:3 8; 8;
e as normas associadas por [uf, = (u,u)"?, |lul| = (u, )2

Identificamos H com seu dual e considere o espaco dual V' de V, tal que
V C H C V' com as inje¢oes sendo coninuas, e com cada espago denso no
proximo. Também denotamos por Hy, o espaco H munido de sua topologia
fraca.

Denotamos por Py o projetor ortogonal de Leray-Helmhotz em L?(Q)3
sobre o subespago H. O operador A em (2.2) é o operador de Stokes dado
por Au = —P gAu. O termo B(u,v) = Prg((u- V)v) é um termo bilinear
associado com o termo inercial. Além disso, o operador Stokes é um operador

positivo auto-adjunto em H, e consideramos suas poténcias A°, s € R, com

dominio D(A®*). Temos V = D(AY?) e seu dual V' = D(A™1/2).

20



O operador de Stokes possui uma base ortonormal completa de autove-
tores em H, {w,;x};.k, da forma

. x .
WM@%wﬂmer+ﬁ W;k(2), (2.4)
L, L,

onde (j,l,k) € Z X Z x N, AW, = N1 xW,.k, € cada W, .(2) satisfaz
o problema unidimensional de autovetores, com 0 < A;;; — 00, quando

7,1,k — o0o. Escrevemos a expansao espectral de u nesta base como

u(z,y, z) = Zaj,l,kwj,l,k(xa Y, 2), Ui e = (W, W) (2.5)
Lk

Para cada autovalor \;;; associamos um nimero de onda kK = kj; 1 =

1/2 . . .
/\j/l .- Como u € V se anula nas paredes de cima e de baixo, a desigualdade
de Poincaré se aplica, nos dando |u|, em termos de ||ul|. De fato, temos

precisamente

[uly < A7 flul?, (2.6)

onde \; = 72/h? ¢ o menor autovalor positivo do operador de Stokes nesta
: , e 1/2
geometria. O menor nimero de onda positivo é k; = )\1/ = m/h.
Definimos a componente u,, do campo de vetores u, para um tnico nimero

de onda k, por

U, = E Uj 1 W3l ks

Kj1 k=K
e a componente u, . com uma faixa de nimeros de onda [k, k") por
unl7/{/l = E u,.
K <K<K
Escrevemos assim as Equacoes de Navier-Stokes projetadas sobre estas com-

ponentes na forma

d ! K
udt7 + VAllK/,m/ + B(uu u)n’,n” - (fp)m’,n” : <27)
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Tomando o produto interno em H do termo bilinear com uma terceira

variavel, obtemos um termo trilinear
b(u,v,w) = (B(u,v),w),

que ¢é definido para u,v,w € V. Uma importante relacao para o termo

trilinear é a propriedade de ortogonalidade
b(u,v,v) =0, (2.8)
para u,v € V. Segue desta relagao a propriedade de anti-simetria
b(u,v,w) = —b(u,w, v), (2.9)

parau,v,w € V.

2.2 Solucoes estatisticas e as equacoes de Rey-
nolds

Uma configuracao matematica para a teoria convencional de turbulén-
cia ¢ baseada no conceito de solugao estatistica estacionaria das equacgoes
de Navier-Stokes. Isto nos leva a considerar o espaco H como um espaco
de probabilidade com a o-algebra dos conjuntos de Borel H e munido com
uma medida de probabilidade. As médias amostrais sao entao vistas como
médias em relagao a esta medida de probabilidade de Borel. No nosso caso
tridimensional, trabalhamos em geral com a topologia fraca. Felizmente, a
o-algebra de Borel gerada pelos conjuntos fracamente abertos coincide com
a gerada pelos conjuntos abertos na topologia fraca. Como H é um espaco

de Hilbert separavel, toda medida de Borel é automaticamente regular. Uma
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importante consequéncia da regularidade da medida de probabilidade de Bo-
rel é a densidade das fungoes continuas (ou apenas fracamente continuas) no
espaco de fungoes quadrado-integraveis.

Dizemos que uma medida @ em H ¢é carregada por um conjunto mensu-
ravel F quando E tem medida total em H,i.e. u(H \ E) = 0. O suporte de
medida de probabilidade de Borel © é o menor conjunto fechado que carrega
(. As médias amostrais sao entao vistas como médias com relagao a medida
de probabilidade de Borel p em H. Se ¢ : H — R é uma func¢ao Boreli-
ana representando alguma informagao fisica ¢ (u) extraida de um campo de
velocidades u, como a energia cinética, velocidade, enstrofia, etc., entao seu

valor médio é
(o) = /H () dpu(u). (2.10)

O leitor pode encontrar mais detalhes em [26].
Agora, definimos uma classe de fungoes de Borel que sao particularmente
lteis para uma defini¢ao rigorosa de solucoes estatisticas estacionérias das

equagoes de Navier-Stokes.

Definicao 2.2.1 Definimos a classe T de fungoes testes como o conjunto de
de fungoes de valores reais W = W(u) em H que sao limitadas em conuntos

limitados de H e tais que as sequintes condigoes valem.:

1. Para qualquer u € V', a derivada de Fréchet ¥'(u) tomada em H ao
longo de 'V existe. Mais precisamente, para cada u € V| existe um

elemento em H denotado por W' (u) tal que

(V(u+v) = V() — (¥'(u),v)
vl

— 0 quando |v|, — 0,veV.

(2.11)

2. U'(u) € V para todou € V, e u — V' (u) é continua e limitada como

uma funcgao de V em V.
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Por exemplo, podemos tomar as fungoes testes cilindricas ¥ : H — R da

forma ¥(u) = ¢ ((u,g1),. .., (u,gn)), onde ¥ é uma fungao escalar C' em
R™ m € N, com suporte compacto, e g1, ..., pertence a V. Neste caso
temos

¥'(u) = Zﬁﬂﬁ((ua gj): - (u,85))8g),

onde 0;7 denota a derivada de 1) em relacao a j-esima variavel. Segue que
U’(u) € V uma vez que esta ¢ uma combinacao linear de g;.
Agora, definimos a noc¢ao de solucao estatistica estacionaria das equagoes

de Navier-Stokes.

Definicao 2.2.2 Uma solucao estatistica estaciondria das equacoes de Navier-

Stokes € uma medida de probabilidade de Borel pn sobre H tal que
[l duw) < oo
H

2. / (F(u), ¥ (u))du(u) = 0, para todo ¥ € T, onde F(u) é definida como em
H
(2.2);

3. / {V||u||2—(fp,u)}d,u(u) <0, para todo 0 < e; < ey <
e1<|ulf/2<ez

—+00.

A primeira condigao significa que uma solugao estatistica estacionaria das
ENS tem enstrofia finita. Isto é natural quando comparamos com solugoes
individuais, cujas médias temporais sao uniformemente limitadas em relagao
ao intervalo de tempo. Isto também ¢é necessario para que a segunda condicao
faca sentido.

A ultima condi¢do na definicao acima é uma espécie de desigualdade
de energia, e podemos deduzir dela que os suportes das solugoes estatisticas

estacionarias estao incluidos no atrator fraco A,,; veja [26, 31|, que ¢ limitado
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em H de acordo com

vG*  vh'?
1
i h1/2 B
G = aplA el

onde G* é um namero adimensional chamado ntimero de Grashof.

O conceito de solucao estatistica estacionaria é vista como uma generali-
zacao da nocao de medida invariante. Isto é relevante para o caso tridimen-
sional, quando um semigrupo nao é bem definido.

Devido as propriedades de regularidade obtidas para as solugoes estatisti-
cas estacionarias (enstrofia média finita, com suporte limitado em H), o valor
médio (p(u)) pode ser definido ndo apenas para fungdes fracamente conti-
nuas e limitadas em H mas para quaisquer fungoes reais ¢ que sao continuas

em V e satisfazem a estimativa
o)y < C(lul) (1 +v 222 [u)?),  VueV, (2.13)

onde C(Jul,) é limitada em conjuntos limitados de . Exemplos importantes
de tais ¢ sdo [u]3, [[ull, bW, ey Weoo)s € (W00, W0, Wy ).

Por um argumento de dualidade, podemos estender tais médias para fun-
¢oes tomando valores em algum espaco de fungoes. Mais precisamente, po-
demos definir o campo de velocidades médio (u) e o valor médio de (B(u,u))

do termo inercial por

((u),v) = /H (wv)du(u), Vv eV,

(Blaw)v) = [ (Bawvida), e D (A7),
H
O escoamento médio (u) é um campo vetorial sobre 2 com (u) € V', enquanto

(B(u,u)) € D(A%/%).

25



Como assumimos um equilibrio estatistico, a forma estacionaria das equa-

¢oes de Reynolds pode ser recuperada neste contexto; veja também [38]:

Proposicao 2.2.3 Dada uma solugao estatistica estaciondria no sentido da

Definicao 2.2.2 a sequinte forma funcional das equagoes de Reynolds valem

em V':

vA(u) + (B(u,u)) = fp. (2.14)

Demonstragao. Seja 1) uma funcao real de classe C'* com suporte compacto
em R. Para qualquer v € V' e qualquer nimero de onda &, a fun¢ao ®(u) =

¥((u, vy, x)) € uma fungao teste cilindrica. Portanto,

/H 77/)/((11, VHLH)) {(fpv Vm,f@) - V(Auv Vm,f@) - b(uv u, Vm,n)} d:u(u) =0.

Seja 1’ convergente pontualmente para 1 enquanto é uniformemente limitada,

de maneira que no limite temos

/H {(fp, Vi, ) —V(Au, v, ) — b(u,u, vy, )} dp(u) = 0.

Fixado v € V, podemos fazer « ir para o infinito e achar (uma vez que pu

tem enstrofia finita e tem suporte limitado em H)

/H {(Fp,v) — v(Au,v) — b(u,u, v)} dp(u) = 0,

o que nos da o resultado.

Terminamos esta secao com um resultado a respeito do ntimero de Grashof
G*, o que nos da uma limitacdo em H para o atrator A, em termos do

gradiente de pressao P/L, e outras quantidades fisicas:

Lema 2.2.1 Temos, mais explicitamente,

LY2pM2p2 p
G* = \/g—y—. (2.15)
6ml/2p2 L,
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Demonstracgao.

Como fp = (P/L,)e1, temos que

P
-1 o .
A fp = (2sz(h 2),0,0).
Portanto,
P P L,h3
ATV, ° = (Fp, A M) = [ — —2)dr=2p2 (21

Tomando a raiz quadrada da igualdade acima e substituindo na definicao de
numero de Grashof obtemos o resultado.
Observacao.

O campo vetoral A~ fp esta diretamente relacionado ao escoamento de
Poiseuille. De fato, o escoamento de Poiseuille é precisamente: u = A™'fp /v =

(Pz(h — z)/2vL,,0,0); veja Secao 7.

2.3 Dimensoes e numeros caracteristicos

O comprimento macroscopico caracteristico é considerado como h e o
namero de onda caracteristico é kg = 1/h. A massa total do fluido no canal
¢ poLyLyh, onde py denota a densidade de massa uniforme do fluido. Entao,
para uma solugao estatistica estacionaria p, a energia cinética média por
unidade de massa e a taxa de dissipacao média de energia por unidade de
tempo e por unidade de massa sao dadas respectivamente por

1 2 v 2
sz e = )

A velocidade longitudinal média é definida por
1 h Ly
U=— (/ / ul(x,y,z)dydz) dp(u); (2.17)
Lyh Ju \Jo Jo
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Note que esta definicao faz sentido e que esta expressao nao depende de x
devido a incompressibilidade e as condigoes de fronteira.
Com esta escala de velocidade podemos definir o seguinte ntimero de

Reynolds

h
Re =1 (2.18)

14

Uma razao adimensional do gradiente de pressao aplicado sobre o quadrado
da escala de velocidade do escoamento é dada pelo coeficiente de atrito su-

perficial definido por
h P
U2L,

Devido a condigao (3) da Definigao 2.2.2 e as condigdes de incompressibi-

Cr = (2.19)

lidade e de fronteira, a velocidade longitudinal média e a taxa de dissipacao
média de energia sao relacionadas por

P
e< U (2.20)

Agora, suponha que u(x, t) seja uma solugao fraca das equagoes de Navier-
Stokes (2.1) com condigao inicial ug(x). Definimos a média temporal finita

da velocidade longitudinal por

Ly
Ur = L hT (/ / (x,y,2,1t) dydz) dt. (2.21)

Esta expressao é também bem definida e independente de x devido as con-
dig¢oes de incompressibilidade e de fronteira.

Na sequéncia, também consideraremos a média temporal finita da taxa
de dissipacao de energia

14

e = —2— ) /T||u<t>||2dt
T — e )
L.L,h LI, T J,

e a média temporal finita da energia cinética dada por

L up) L1 ol a
2L Lyh T T 2L, LT J, 0
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Note que mesmo quando as médias temporais finitas sao limitadas, suas

médias temporais infinitas nao precisam existir.

2.4 Meédias temporais e solucoes estatisticas es-
tacionarias

Como os limites quando o tempo vai para o infinito das médias tempo-
rais finitas nao existem necessariamente, queremos obter limitacoes eventuais
para estas quantidades médias. Nesta secao, estabeleceremos, via limites ge-
neralizados, uma relagao rigorosa entre certos limites destas quantidades e
as solugoes estatisticas estacionarias, veja [26].

Por exemplo, suponha que estejamos interessados em estimar o limite
superior da média temporal finita da velocidade longitudinal de uma solucao

fraca u(x,t) de (2.1)

Ly
U= —hmsup—/ / / uy(z,y, z, t)dydz | dt. (2.22)
L h T—o00

Como um limite superior da velocidade longitudinal média U,, associado
a uma solugdo estatistica estacionéaria arbitraria u, é obtida em (2.5.1), da

forma
VI P
= 6 L

podemos estabelecer uma relagao entre uma média temporal da velocidade

Up <

longitudinal (2.22) e a média da velocidade longitudinal associada a uma

solucao estatistica estacionéria especifica py,

LZ/
lim sup — / (/ / ui(x,y, 2, t) dydz) dt
T—o0
Ly
:/ (/ / uy(z,y, z)dydz) dpug(u), (2.23)
a7 \Jo Jo
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de maneira que possamos dar uma limita¢do superior para (2.22) usando

(2.5.1), obtendo

Ly \/—h2
it [ ([ [ wtens i) o, < G55
(2.24)

Esta relacao entre médias temporais infinitas e solugoes estatisticas esta-
cionérias é realizada através da nocgao de limite generalizado, que é definido

da seguinte forma

Definicao 2.4.1 Um limite generalizado € qualquer funcional linear, deno-
tado LIMr_,«, definido no espago B([0,00)) de todas as fungoes reais limita-

das em [0,00) e satisfazendo

1. LMy g(T) > 0, Vg € B([0,00)) com g(s) >0, Vs > 0;

2. LiMr_ g(T) = limr_ g(T'), Vg € B(]0,00)) tal que o limite cldassico,

denotado limy_ ., existe.

Observagao. Pode ser mostrado que dado um gy € B([0,00)) particular e
uma sequéncia t; — oo para qual gy converge para um namero [, existe um

limite generalizado LiMp_, satisfazendo LMy go = [; veja [4, 26].

Proposicao 2.4.1 Seja ¢ € C(H,). Suponha que para toda solugao estatis-
tica estaciondria p a média associada de ¢ satisfaz (p) < Cy, para alguma
constante Cy. Entdo, dada uma solug¢ao fraca w(x,t) definida em [0, 00),
temos

lim sup — / ))dt < C. (2.25)

T—o00

Da mesma forma, se para alguma constante Cy temos (@) > Cy para toda

solucao estatistica estaciondria, entao
1 (7
lim inf f/ e(w(t))dt > Cs. (2.26)
0

T—o0
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Demonstragao. provaremos a desigualdade (2.25). A desigualdade (2.26)
segue de um argumento semelhante.

Seja wy = w(0). Considere o conjunto
K, = {v e H; [v|" < [wols + |fplg /v*AT} ,

munido com a topologia fraca de H. K, é compacto em H, e é tal que
w(t) € K, para todo ¢t > 0; veja [13, 42].
Seja ¢ € C(K,). Como K, é compacto, a fungao t — 1 (w(t)) é continua

e limitada. Portanto,

:%/Ot¢(ws

faz sentido, e é continua e limitada para ¢t > 0. Portanto, seu limite gene-
ralizado estd bem definido, e pela Observacao 2.4, se escolhermos uma sub-
sequéncia t; — oo para qual go(t;) converge para o limsup,_,. go(t), existe

um limite generalizado LiMy_. . satisfazendo

t
7L_I)l(\)/[of/ (w dt_hﬂsololp /0 (w(s
Agora, substituimos esta média temporal generalizada por solugoes esta-
tisticas estacionarias. Como a solugao fraca t — w(t) pertence ao conjunto
compacto K, em H,, veja [26], e como

wHLIM—/ (w

T—oo 1’

¢ um funcional linear positivo sobre C (K,,), podemos usar o Teorema de Re-
presentagao de Kakutani-Riesz (veja [46]) e concluir que existe uma medida

1o sobre H tal que

LIM—/ (w(x,t))dt = /zp Ydpo(u (2.27)

T—oo0 T
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para todo ¢ € C(K,). E demonstrado em [26] que 1 definida como acima
¢ uma solucao estatistica estacionaria.
Portanto, como ¢|k, € C(Ky), e u(H \ K,) = 0, para toda solugao

estatistica estacionaria, veja [26], e em particular para f, concluimos que

limsup% /0 ow (1))t /H () dpio ().

t—o0
Portanto, como (p) < C} para toda solugao estatistica estacionaria u, e em
particular p, temos
1 T
limsup—/ o(w(t))dt :/ e(u)dpo(u) < Cy.
T—o0 T 0 H

Agora, retornando ao exemplo da velocidade longitudinal média, como

Ly rh
u— / / uy(z,y, 2)dydz
o Jo

pertence a C(K,,), existe uma solugao estatistica estacionaria yg satisfazendo
(2.23), que junto com (2.5.1), nos da a limitagao superior (2.24).
Observacao. Proposicao 2.4.1 mostra que toda estimativa envolvendo a
média de uma quantidade continua sobre C'(K,) pode ser escrita como um
limite superior ou inferior de sua média temporal.

Isto é verdade para o termo de inje¢ao de energia, (fp, u), e também para a
velocidade longitudinal média U. Entretanto, estamos também interessados
em estimar quantidades envolvendo |u|, e |Jul|, que ndo s@o fracamente conti-
nas. Felizmente, podemos estimar estas quantidades através de aproximacoes

de Galerkin destas quantidades como mostrado na préxima proposicao.

Proposicao 2.4.2 Seja w(x,t) uma solug¢io fraca das ENS definidas em
[0,00), e suponha que para toda solugdo estatistica estaciondria pg, temos as
sequintes limitagoes

0 < / [l duo(u) < G,
H
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Cy < / lall? douw).
H

Entao, também temos
T

o]l 2
— >
hTHLlorgf T ), |w(t)|,dt > Ch, (2.28)
. Lt
lim sup — \w(t)|,dt < Cs, (2.29)
T—o0 T 0
e
lim fl/TH W2 dt > C (2.30)
im inf — w : :
T—oo T 0 =3
Demonstracao.

Como |P,ul,, || Psul| pertencem a C(kK,,) como fungoes de u, onde P, sdo
projegoes de Galerkyn associadas a nimeros de onda menores ou iguais que
K, também temos por (2.27) que dada uma solucao estatistica estacionaria

1o gerada por uma média temporal, as seguintes equagoes sao validas

1 T
LIM—/ |PHW(t)|§dt—/ P2 do(w), (2.31)
T—oo T Jo H
(S
1 r 2 2
Liv— [ [Pew(t)[7dt = | || Peull” dpso(w). (2.32)
—oe 0 H

Agora, como

[w(t)lo — [Pew(t)ly = 1Quw(t)|g < &2 [lw(t)]”,

1 /7
—/ Iwi#)|2dt < C < oo,
T Jo

onde C' é independente de T (veja [13, 42]) temos pelas propriedades usuais

de limites temporais que

1 T ) 1 T ) Y 1 T )
LM — |w(t)|” dt—Lim — |Pow(t)|"dt < k™= LIM — |w(t)||“dt

T—oo 1 0 T—o00

1 /T
< k™% limsup T/ |lw(t)||?dt < Ck™> — 0, k—o0. (2.33)
0
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Portanto considerando o limite generalizado, LiMy_..,, que estende o lado

esquerdo de (2.28), temos

1T e
nTnilcgf—/ (O dt = H»AOT/O W) dt = 1520%%?/0 \Pow(t)]? dt
SPLy LS /|u| dio(u) > Cy, (2.34)

onde a ultima igualdade da expressao acima segue do Teorema da Conver-
géncia Monotona. A limitagao (2.29) segue de uma maneira semelhante.
Agora, provaremos (2.30). Considere o limite generalizado, LIMy_, ., que

estende o lado esquerdo de (2.30), e note que
[w(@)|| = [[Pew(t)]]-

Portanto, temos

T T

T—o0 Kk—00 T—oo0 1

= lim [ 1Pl dpfa / lull? duo(u) > Cs, (2.35)

onde, novamente, a tltima desigualdade da expressao acima segue do Teo-
rema da Convergéncia Mondtona.

Observacao. Proposicoes 2.4.1 e 2.4.2 mostram que, a menos do Teorema
2.63 e Proposicao 2.64, todas as estimativas na sequéncia podem ser enunci-
ada como um limite superior ou inferior de suas médias temporais. A razao
pela qual estes resultados nao se aplicam ao Teorema 2.63 e Proposicao 2.64
é que eles envolvem uma limitagao superior para ||u||, que nao é considerada
pela proposicao acima. Entretanto, eles ainda podem ser escritos como suas

médias temporais como vistos na Observacao 2.6.
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2.5 Estimativas sobre a velocidade longitudinal

média e sobre o coeficiente de atrito super-

ficial

Comecamos derivando um limite superior para a velocidade longitudinal

média

Teorema 2.5.1 Para toda solugao estatistica estaciondria, a velocidade lon-

gitudinal média U satisfaz
V3h? P
6rv L,

U< (2.36)

Demonstracao. Segue diretamente da definicao de U e das desigualdades

de Cauchy-Schwarz e de Holder que

1 2\1
< - /2
U < o () (2.37)

Agora, por (2.12) e (2.15), podemos estimar o termo (Ju|?) da seguinte forma

l/2hG*2 Ly 9

2
< g p?
(ufo) < T 127202,

(2.38)

Substituindo (2.38) em (2.37), obtemos o resultado.
Um limite inferior para o coeficiente de atrito superficial, C, segue dire-

tamente do teorema acima:

Corolario 2.5.2 Para toda solugao estatistica estaciondria, o coeficiente de

atrito superficial satisfaz

21V/3
> . 2.
Crz Re (2:39)

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 2.5.1 que

Ph S Ph 6mvL, 5 \/§I/7

Cr= S Lo vaer - Vo
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e o resultado segue da defini¢do de nimero de Reynolds (2.18).
Agora, daremos uma estimativa inferior para a velocidade longitudinal
média U seguindo os calculos de [10], mas evitando usar uma equagao para

a flutuacao v.
Proposicao 2.5.3 Para toda solucao estatistica estaciondria, a velocidade
longitudinal média U satisfaz

P vL, [ 1P 2
> M Z Ve ()= = (h—22)) d=; U
U_sup{my L nP ) (Ul(z) l/Lz( z)) 2; EU},

onde

U={UecV; Ul,y,z) = (Ui(2),0,0), Uy € Hy(0,h), (Hy(v)) >0, VveV},

2
Hy(v) = I/@ +b(v,U,v).

Demonstragao. Seja U € V da forma U(x,y, z) = (Ui(2),0,0). Temos

(la=U[%) = {lul*) = 2{(u, 0)) + [U]*. (2.40)

Como U € V esta fixo, podemos mutiplica-lo nas equacoes de Reynolds e

obter
V<((11, U))) = (fP’ U) - <b(11, u, U)> (2'41)

Substituindo (2.41) em (2.40), obtemos

v([ull*) = v(la = UJ") +2((fp, U) = (b(u,u, U))) = v(|UJ*).  (2.42)

Como U(z,y,z) = (U1(2),0,0), pela propriedade de anti-simetria do

termo trilinear e por (2.20) temos
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vl,

LoLyhU = "2 (ulf’)
2L, , |lu—TU|? L, vL, 2
= b(u, U 2—(fp,U) — Uj”.

(2.43)
Devido a forma de U, temos b(U, U,u) = 0. A propriedade de ortogona-
lidade implica

b(u — U, U, U) =0.

Portanto,

b(u,Uju) =b(u—U,Uu-U), Vuel.

Como p é carregado por V', temos

(L.L,h)U

2L, JJu-T)? 2L, vLy o

= v +bu-U,Uu-U))+ =2(fp, U) - = |U]".
(2.44)

Portanto, considerando apenas os escoamentos de fundo U tais que (Hy(v)) >

0 para todo v € V', temos

2L v
Z(fp, U) —
P(P’)

L,
e 1U]?. (2.45)

(LyLyh)U >
Obtemos o resultado completando quadrados.
Observagao. Este teorema foi demonstrado em [10], no contexto de médias
temporais. Ele foi obtido através da derivagao de uma equacao de energia

para a variavel de flutuacao v =u — U:

1d

5 VR VIV 4 o(v, U) 4 (U, U, v) 4 (v, U,v) = (fp,v) - (2.46)

e considerando uma equagao de energia para u:

—~Juf} +vlu|* = (L,h)PU. (2.47)



Tomando a média temporal em ambos os lados de (2.47), considerando a
mesma hipo6tese para U, e substituindo em (2.46), eles obtiveram o resultado
correspondente para médias temporais infinitas.

Entretanto, como queremos considerar qualquer solucao estatistica esta-
cionaria e solugoes fracas gerais das equagoes de Navier-Stokes, tratamos
cuidadosamente de componente de flutuacao e evitamos a equacao de ener-
gia (2.46). A demonstra¢do modificada e mais simples desta demonstragao

apresentada neste Teorema 2.5.3 atinge este objetivo.

Teorema 2.5.4 Para toda solucao estatistica estaciondria, a velocidade lon-

gitudinal média e o coeficiente de atrito superficial satisfazem

2 K2 P P 27122
—_— se 0 < — < ——7—;
7> 27 v L, L, 4h3 (2.48)
N 25/47rh1/2 P\ Y2 Vorty P - 272722 '
33/2 L, 2 R’ L, 4h3
e
27 1 P 27V/27%?
—_— se 0 < — < ———;
2 Re L, 4h3
C; < 2 2.49
d 272 14 Vor? 1 P S 272122 ( )
82 2 Re ' L, am®

Demonstragao. Seguindo Constantin e Doering [10], consideramos escoa-

mentos médios da forma U(z,y, 2) = (U1(z2),0,0) com

§
%z, 0<z<9;

Ui(z) =1V, 0<z<h-—¢;
K%(h—z), h—6<z<h

Verificamos que para escolhas apropriadas de V' e § este escoamento sa-

tisfaz o vinculo espectral Hy(v) > 0, para todo v € V. Para este proposito,
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limitamos a integral U/ (z)vivs em termos de & e ||v||>. Primeiro, divida esta
integral em duas partes, uma de 0 a §, e outra de h — 9 a h.
Para limitar a primeira integral, considere os espacos H = L?(0,6), com
0 produto interno L2, e V = {u € H'(0,0);u(0) = 0}, com o produto interno
fo z)dz. Considere o operador A : V — H definido por

(Au,v) = (u,v)), Vo€ v,

e D(A) = {u eV; Au e ]:I} Pode-se mostrar que A é auto-adjunta e
invertivel, com inversa compacta, e que o menor autovalor associacao é

A\ = w2/462. Portanto,

e 5
)\1/ lu(2))* dz < /
0 0

Um argumento semelhante pode ser feito para a integral entre h — ¢ e h.

2

Qulz)|" .. (2.50)

z

Portanto, a integral de U’(z)v v3 pode ser estimado da seguinte forma

L. Ly
2)vyvsdrdydz
Le Ly Lo Ly
< —/ / /vlvsda:dydz—/ / / vivsdrdydz
0 h—6
V L, Ly
< = d dydz
<5l
Lo Ly |
——dxdydz
sl /h 6
2V 81)1 82)3
< 277 7 — |72
- 2 (a 0z |, 0z 0)
2 (S 81)1 2 1 8’03 2 81)1 2 61}2 2 8’01 2 81}2 2
< HSlal== =5 +l=2| H | | Tl
2 0z |, 2a\|0z|, oz |, 9y |, dy |, oz |,

O ultimo passo acima segue da seguinte desigualdade enunciada em [9]:
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|,

dy |,

oz |,

81)3

Ovs Ov
0z

ox

2 1 8032
< 2 1Z=
o 2 0z

0

2
, T
0

que é valida para campos de velocidades com divergente nulo.

Portanto, escolhendo oo = V2 /2, obtemos

U1 2)vivgdadydz <£V5|| ||

Logo, Hy(v) é limitada por baixo por

Ho(v) > (5 _ §v5> VP

Assim, Hy é nao-negativo se § < vr? / 2\/§V, com V suficientemente
grande para satisfazer as hipoteses de compatibilidade § < h/2. Agora,

substituindo U em (2.45), obtemos uma cota inferior para U:

(2.51)

vL,V?
> — 5V — ,
U>2L,L, (hV ) 5P )

Maximizamos a cota inferior acima, respeitando as hipoteses de compatibi-

lidade, com as seguintes escolhas de V' e §:

Thl/2 pl/2 312, L? P 27\/2n%?
VegmmpE CSmmmpr O e 0 09
e
h? P h 2722y
e s n < 2ver v 2.
9L, 3 i Lx = 4 (2:53)

O resultado segue imediatamente da substituigao de (2.52) e (2.53) em (2.51).
Observacao. Teorema 2.5.4 nos da uma estimativa superior uniforme para
o coeficiente de atrito superficial para altos ntimeros de Reynolds. Como
observado em [10], ainda que esta cota superior constante seja prevista pela

teoria de Kolmogorov de turbuléncia homogénea, sabe-se de experimentos
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que corregoes sao necessarias na presenca de paredes, veja também |9, 45]|.
De fato, teorias de aproximacao de fechamento estabelecem a seguinte lei
logaritmica de atrito que vem sendo confirmada por experimentos de escoa-

mentos a elevados nimeros de Reynolds:

Cp ~ ﬁ. (2.54)

Portanto, concluimos que enquanto argumentos empiricos e dados experi-

mentais prevéem uma lei de atrito logaritmica, nossas estimaivas rigorosas

afirmam apenas que

< (O <
Re — 1= gr2

21v/3 V2o ( ! ) . (2.55)

O limite inferior Cy ¢ da ordem do coeficiente de atrito do escoamento de
Poiseuille; veja Secao 2.7.
Observacao. Note também que para elevados ntimeros de Reynolds, a ve-

locidade caracteristica de fundo que leva a estimativa acima é da ordem de

P2
~h =
()

enquanto que a camada limite correspondente é da ordem de
5 v L\
“wre\P)
2.6 Outras estimativas

Comecamos derivando uma limitacao inferior para a taxa de dissipacao

de energia .
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Teorema 2.6.1 Para toda solugao estatistica estaciondria, a tara de dissi-

pacao de energia satisfaz

2 h? [ P\? P 27212
— =, se 0 < — < ————,
27 v \ L, L, 4h3
€2 95/4 32 fon? 2,2 (2.56)
LSV P _ Va2mv “ P - 27212y
33/2 L, 2 R’ L, a3

Demonstragao. O resultado segue se notarmos que a estimativa (2.43)
obtida na Proposicio 2.5.3 ¢ de fato uma limitacéo inferior para (|lul|®), e,
portanto, podemos seguir os calculos subsequentes da mesma maneira, com
este termo no lugar de U.

Agora, daremos uma limitacao inferior para a energia cinética média.

Teorema 2.6.2 Para toda solucao estatistica estaciondria, a energia ciné-
tica média, e, satisfaz

hP 42 B P\Y? 42

Demonstracao.
Tomando o produto interno com A~'fp nas equacoes de Reynolds, obte-

1mos

A28 |) = v((u, ) +b (w,u, A7 Ep) < w(uly) [£pl + (b (u, A Ep, u) ),

(2.58)
€ CcComo
o P
_1 o . _
(|6 (u, A fp,u)|>—</gu3 (822Lx2(h z)) uydx|)
P
< ot =22l )
2La "o (2.59)
< [l )
~ 4Lm o us Uy i
Ph .
<
< Tl
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obtemos de (2.58) que

A2 2 < wifp] ()2 + (| (0, A7 p,w) | )

PL,/*n'/? h
v Li/Q <|u|0> + 4Lx

(Jul3) (2.60)

Portanto, usando (2.16), obtemos

3
Lyh p< .
120, — L,

h
(ulf) ' + 7 {lul?), (261)

que é da forma ar? +br+¢ > 0 for r = (||u||*)/2, a = h/4L,, b=v/L,, ¢ =
(L,h3)/12L,. Isto nos da r2 > b2/2a2 — b (b + 4ac)'’? Ja+c¢/a, o que implica

em

2 27212 2715+ 1/2
<|u|2> > h LyP B 81/[/z v Lyh i Lyh
=3 h? P 12L,

Dividindo esta expressao por 2L, L,h, obtemos o resultado.

Proposicao 2.6.3 Para toda solugao estatistica estaciondria, a energia ci-

(PN’

Demonstragao. Isto segue diretamente da desigualdade (2.38).

nética média e satisfaz

Teorema 2.6.4 Para toda solucao estatistica estaciondria, a tara de dissi-

pacao de energia € satisfaz

e <
~ omv

3n% [ P\?
(! -
Demonstragao. Isto segue diretamente das desigualdades (2.20) e do Teo-
rema 2.5.1.

Agora, estabeleceremos uma confirmacao parcial rigorosa para a lei de

dissipagao de Kolmogorov em termos de U.
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Proposicao 2.6.5 Para toda solugao estatistica estaciondria, e gradiente de
pressao suficientemente grande P/L,, mais especificamente
P/L, > 27\/2r%2 /4h?, a taxa de dissipagio de energia associada satisfaz

(2.64)

3 27 1 2712 1 U3
=\ T TR T TERS) W

Demonstracao. Tomando os quadrados de ambos os lados da segunda

desigualdade (2.48), obtemos

p< 3L, U 27L,mv 272 L2

— 25/27T2h 4h2 + 27/2h3

(2.65)

Substituindo (2.65) em (2.20), obtemos o resultado.

Observacao. Note que nao podemos invocar a Proposicao 2.4.1 nem a
Proposicao 2.4.2 para estabelecer os resultados (2.64) e (2.63) em termos de
suas médias temporais. Entretanto, podemos melhorar estes resultados da
seguinte forma.

Seja u(x,t) uma solugao fraca das equagoes de Navier-Stokes. Segue da
desigualdade clasica de energia para solucoes fracas das ENS definidas em
[0,00) (veja [13, 42]) que
lim sup 1 /T vu(s)||* ds < lim inf 1 /T (fp,u(s)) ds. (2.66)

T Jo T—oo T J

T—o00

Portanto, uma desigualdade semelhante a (2.20) pode ser estabelecida

L h11;11_§£p<|]u( )Pz < ihﬂilﬂfUT (2.67)

Consequentemente, se considerarmos a desigualdade (2.5.1) para a solu-
¢ao estatistica estacionaria pg que estende o limite inferior da média temporal
da velocidade longitudinal média de u(x,t), obtemos

v P _ VsnP P
LwLyhhqgl_,S;iMHu( ) r <—hm1nfUT— Lm S 6 12
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Da mesma forma, considerando a desigualdade (2.48) para o mesmo py

acima, temos

3L, 9 27L,mv 2772 L, ?
P2 Sz Ui = gz Ui T a7y (2.68)
3L, ¢ 27L v, . ¢ 272 L2 '
= g7y (it Ur)*+ =g (limint Un) + =75

Substituindo (2.68) em (2.67), obtemos

| 2y o 3 277 1 27m? 1 liminfr . U3
L, L j, msup{fus) %) < { 55 55 + 1 je ¥ 972 72 h ’
(2.69)

2.7 O escoamento plano de Poiseuille

A fim de analisar a precisdo de nossas estimativas, calculamos as quan-
tidades caracteristicas para um escoamento especifico. Pode ser facilmente
demonstrado que existe uma solucao explicita para a versao estacionéria do
problema de um escoamento em um canal, conhecida com o escoamento de

Poiseuille:

P
2vL,

uPoiseuille(x7 Y, Z) = Z<h - Z)el- (270)

Um célculo trivial nos d4 as seguintes estimativas:

Proposicao 2.7.1 O escoamento plano de Poiseuille satisfaz

1 P, hto(P\’
oiseuille — h — 2d dydz = -_— ; 2.71
CPoiseuille = 5T Toh /Q prpz” (=2l dedydz = 50 (Lx) (2.71)
v pP? R [ P\?
oiseuille — h —2z)*dxdydz = —_— ; 2.72
€ Poiscuill LxLyh/QélVQLQ( 2) dudydz = o (Lm) (2.72)
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h* P

P 2.
UPozseuzlle 120 an ( 73)
h'UPoiseuille h3 P
Ri oiseuille — - - 2.74
°er . v 1202 L, ( )
e
12
CfPoisem'lle == (275>

RePoiseuille

Observacao. Note que as limitagoes superiores para a energia cinética mé-
dia, e taxa de dissipagao de energia média obtidas nas se¢oes anteriores sao
otimas no sentido de que elas sdo da mesma ordem (a menos de uma cons-
tante multiplicativa) daquelas apresentadas para o escomento de Poiseuille.
Elas sao independentes do valor da pressao aplicada. Até onde sabemos,
estas estimativas eram conhecidas como 6timas apenas quando a pressao
aplicada ¢ baixa, j4 que neste caso o escoamento de Poiseuille é globalmente

assintoticamente estéavel.

2.8 A taxa de decaimento da injecao de energia
com relacao as escalas do escoamento

Na teoria cléssica de turbuléncia homogénea é estabelecido que para es-
coamentos turbulentos, a inje¢ao de energia esta concentrada nas grandes
escalas de movimento, enquanto que a energia dissipada em calor devido a
viscosidade molecular ocorre em escalas que sao muito menores.

Em 1941, Kolmogorov [33| propos que dentro de uma certa faixa de es-
calas, muito menores que as escalas de injecao de energia e maiores que as
escalas dissipativas de energia, a energia é transferida para as menores es-
calas a uma taxa aproximadamente constante e igual a taxa de dissipacao

de energia. Este mecanismo é chamado de cascata de energia, e condigoes
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suficientes foram rigorosamente derivadas em [26, 27, 28] para a existéncia
deste fendmeno. Esta teoria foi proposta no caso idealizado de escoamen-
tos turbulentos localmente homogéneos, longe das paredes, com a injegao
de energia restrita as escalas grandes. Entretanto, ¢ bem sabido de experi-
mentos em turbuléncia na presenca de paredes que esta hipotese precisa ser
corrigida; veja [10, 45]. Em particular, a inje¢ao de energia ocorre em escalas
arbitrariamente pequenas. Nosso proximo resultado nos da uma limitagao
superior para a taxa de decréscimo médio de injecao de energia em escalas
progressivamente menores.

Tomando o produto escalar das equagoes de Navier-Stokes com a compo-
nente u, ,» do escoamento, achamos a equagao de energia para as escalas de

movimento na faixa [/, £”):

1d
3 el B g P b0, 0 0) = (), ), (276)

se K < 00, e

1d
§a|um’700|(2) + V”“HCOOHQ + b(uv u, ufi’,OO) < ((fP)HCoov un’,OO)a (2'77)
se K = oo.

A taxa de injecao de energia por unidade de tempo e por unidade de massa

em cada escala associada com um nimero de onda x devido ao gradiente de

pressao é dada por
1

" LoLy,h

§r(u) ((£P)r; Ux).

A taxa de injegao de energia na faixa de nimeros de onda [+/, k") é dada por

! k! = f K ks Wyt k! ).
() = L (Ee)ier )

Em particular, a inje¢ao de energia nos nimeros de onda maiores ou iguais

que um dado nimero de onda  é dada por §, o (1).

47



A taxa de inje¢ao média de energia é dada pelo valor médio dessas quan-
tidades com relagao a uma dada solugao estatistica estacionaria. A fim de
estimar a taxa de injecao média de energia em escalas de comprimento dife-

rentes, vamos provar o seguinte lema.

Lema 2.8.1 O termo de forcamento (fp)., para um dado nimero de onda

Kk, € dado por

2Ly°Ly* P 1 k
WL —W0,0,k; seﬁ:%,kEN,kpar
(£p), = o (2.78)

0 caso contrdario.

Demonstragao. Primeiro, note que podemos escrever

(Fp), = Y (Fp, Wik Wjpk: (2.79)
Hj,lykzli
Cada projecao satisfaz
P 1
(fp, Wjik) = L. 5 wj gk (X)dx, (2.80)

1 . . .
onde Wik denota a primeira componente do autovetor w;,; ;. Agora, inspe-
cionando a expressao (2.4) para w;; ;, notamos que a integral (2.80) se anula

para todo (j,1) # (0,0). Portanto, (2.79) se reduz a

(fp), = PLy, Y </ W0 k(2 )dz) W0.0.k- (2.81)

K0,0,k=kK

Além disso, podemos deduzir do problema de Stokes e da expansao (2.4)

que Wo(2) satisfaz a o seguinte problema unidimensional de autovalor:

(

sV

82@3%(2)




com a solucao renormalizada sendo

R 1 . km . km
W(]yng(O7 O, Z) = W (SIH(T/Z), SIH(TZ% 0) s

e Mook = (km/h)?. Portanto, podemos mais uma vez reduzir (2.79) a

h
k
PL, </ wé@,k(z)dz) W00k, S€K= %, para algum k£ € N,
(fp), = ’
km
0, se Kk # 7 para todo k € N.
(2.82)
Entao o resultado segue diretamente do seguinte calculo:
h h
1 km
~1 dy — in(2 g
/0 wO,O,k(Z> 2z —L;/2L31/2h1/2 /0 sin( . 2)dz
2h1/2 ) 1
——— | —, se k é impar, (2.83)
_ (mé%ﬂ z
0, se k é par.

Agora calcularemos a taxa de injecao de energia em um dado numero de

onda k.

Proposigao 2.8.1 A taxa de inje¢ao de energia em um dado nimero de

onda k € dada por

2 P1 km
———— ——Ugok, Sek=—, keN, kimpar
1/2 y1/2 3/2 Lm " h ’ ) )
Fe(u) = L L0 2l (2.84)
0, caso contrdrio.
Demonstragao. Temos, usando lema 2.8.1,
1 2 P1
Sre(u) = LxLyh((fP)mun) = WL—IE(WO,M, u,)
2 P1,
_UO,O,lm (285)

T LRI Lok

o que completa a demonstracao.
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Proposicao 2.8.1 A taxa de injecao média de energia nos modos na faiza

[k, k"), ko < K <K' < oo € dada por

2 P h
3&’,5”(11) = —a0707k. (286)
LY2LY?ps2 Ly M;;KH,, km
&k impar

Demonstragao. Temos

1 1 3 .
Sﬁ/ﬂi”(u> - LxLyh(fP, u’d,’{”) - LxLyh Z (fp)jvlvkuj’l’k

K <k <k

1 Z ( £ ) N 2 P h .
- P 0’0 kUO,O,k - 1/2 +1/2 - _UO,O,k'
L,L,h , ) LY Ly/ n3/2 L, Z kT
k' <ko,0,k<K K <km/h<k
k impar k impar
0 que prova a proposicao.
Finalmente, apresentamos uma estimativa mais explicita para a taxa de

injecao média de energia para modos maiores ou iguais do que um ntmero

de onda dado.

Proposicao 2.8.2 A taxa de injecao méda de energia nos modos maiores
ou tguars que um dado Kk > Ky e com relagao a uma solucao estatistica

estaciondria arbitrdaria satisfaz

2 P 1 .,

(Froo(n)) < SRR T (2.87)
Demonstracgao. Do resultado anterior temos
2 P h
Fowlu) = — 2P by
: /271/2 0,
k impar
1/2 1/2
2 P h* k2n?
< L | 2 o
= 11/2,1/2 4.4 2 0,0k
Ly Ly h3/2 Lz kw/hzf@k T kr/h>kK h
k impar k impar

2 P/[1 \"
<= - —d rooll-
T Ly h2 La (/ X! X) et
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Portanto,

2 P 1
31/2L910/2L;/2h3/2 L_z K3/2
< 2 P 1
- 31/2L;/2L;/2h3/2 L, Kk3/2

2 P 1

Z /2
< 312,12p1/2 T, 3/2°€

(Sroo(u)) < (k0D

{Ilueooll)2

0 que completa a prova.
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Capitulo 3

Limite inviscido para as equacoes
de Navier-Stokes forcadas com

atrito em R?

Neste capitulo estudaremos o limite inviscido de médias temporais infini-
tas das solucoes das equacoes de Navier-Stokes forcadas com atrito em R2.
Este modelo aparece no estudo de escoamentos bidimensionais que levam em
conta o atrito de Ekmann no fundo do recipiente onde esta contido. Um
importante exemplo é o modelo de Corrente do Golfo de Charney-Stommel.
Nosso principal resultado mostra que a taxa média de dissipacao de enstrofia
se anula neste limite, um resultado sugerido por D. Bernard em [5]. Além
disso, provamos que solugoes estatisticas estacionarias dessas equagoes con-
vergem para uma solucao estatistica estacionéria renormalizada das equagoes
de Euler. Essas solucgoes respeitam o balango de enstrofia, e sao inspiradas
no trabalho de DiPerna e Lions, veja [16].

Este capitulo é organizado da seguinte forma. Na primeira secao des-

crevemos as equagoes e algumas propriedades das solucgoes individuais das
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equagoes viscosas SV (¢)(wp). Um dos fatos que desempenham um papel

fundamental é que a semi-6rbita positiva
O+(t0,X) = {SNS’FY(t)WQ; wo € X,t > to}

é relativamente compacta em L?(IR?) e contida em um conjunto limitado em
L'(R?*) N L>*(R?) que independe da viscosidade. A limita¢ao uniforme usa
essencialmente que o coeficiente de atrito v é maior que zero independente-
mente da viscosidade. Para provar a compacidade, porque trabalhamos em
todo o espago, precisamos provar que a soluc¢ao nao viaja. Nossos resultados
também se aplicam ao caso peridédico. A auséncia de dissipacao anémala
segue diretamente das estimativas da Secao 1.

A Secao 2 é devotada ao estudo do limite inviscido de sequéncias de solu-
¢oes individuais estacionarias. As sequéncias possuem compacidade suficiente
para obtermos subsequéncias convergentes. A solucao limite correspondente
¢ uma solucao fraca das Equacoes de Euler forcadas com atrito. A existéncia
de solugoes fracas para estas equagdes foi primeiro obtida em [2]. Esta solu-
¢ao fraca é uma solugao renormalizada no sentido de [16], o que nos garante
que ela satisfaz o balango de enstrofia, e isto é usado para mostrarmos que
nao ha dissipacao anomala.

A Segao 3 introduz a nogao de solugao estatistica estacionaria das equa-
coes de Navier-Stokes forcadas com atrito em R? no mesmo espirito das
solucgoes estatisticas apresentadas no Capitulo 2. Para as solucoes estatisti-
cas apresentadas neste capitulo, definimos uma funcao teste especial ¥ (w)
que usa (((we))e, uma molificagdo de uma fungdo de uma molificagao de
w. FKsta funcao teste definida de maneira bastante técnica é chave para a
demonstracao do limite inviscido.

Mostramos que o limite fraco das solugoes estatisticas estacionarias das

equacgoes de Navier-Stokes forcadas com atrito sao solugoes estatisticas esta-
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cionarias das equagoes de Euler forcadas com atrito, um conceito que introdu-
zimos baseados em [16]. Mostramos também que se os suportes das solugoes
estatisticas estacionarias das equagoes de Navier-Stokes for¢cadas com atrito
estao contidos em conjuntos que sdo limitados em LP(R?) N L*°(R?) (com
p < 2 por razoes técnicas relacionadas com o decaimento lento no infinito da
velocidade na lei de Biot-Savart) entao os limites fracos sao solugoes estatis-
ticas estacionarias das equacoes de Euler forcadas com atrito que satisfazem
o balanco de enstrofia.

Na Secao 4 provamos nossos resultados principais. Construimos solu-
¢Oes estatisticas estacionérias pu” das equagoes de Navier-Stokes forcadas com
atrito pelo procedimento de Krylov-Bogoliubov tomando médias temporais
infinitas. Mostramos que essas solu¢oes possuem propriedades suficiente-
mente boas para que seus limites fracos sejam solugoes estatisticas estacio-
nérias das equagoes de Euler forcadas com atrito que satisfazem o balango
de enstrofia. Usamos este fato para mostrar que o limite inviscido da média

temporal infinita da taxa de dissipacao de enstrofia se anula:

1 4
hH(l)V (lim sup ;/ |Vw”(s + to)HiQ(Rz) ds) =0, (3.1)
0

V— t—00
para w”(t) = SV (t)(wp), to > 0 e V+iug = wy € LYR?) N L>®°(R?). Além
disso, provamos que a convergéncia nesta classe de solugoes estatisticas é tal

que

. 2 v 2
i [ el d @ = [ el dw). @2)
) L?(R?)

v—0 L2 (RQ
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3.1 Estrutura matematica

Consideramos as equacoes de Navier-Stokes forcadas com atrito em R?

ou+u-Vu—vAu+~yu+ Vp = f,
V- -u=0,

(3.3)

onde v > 0 é um coeficiente de atrito fixo, v > 0, f é independente do
tempo com média zero e f € WH°(R?) N H'(R?). A velocidade inicial tem
divergente nulo e pertence a (L?(R?))%. Comegamos estabelecendo algumas

propriedades das solugoes individuais.

Teorema 3.1.1 Seja ug € (H'(R?))? e com divergente nulo. Entdo a so-
lugao de (3.3) com dado inicial ugy existe para todo tempo, é unica, suave e

obedece a sequinte equagao de energia

i/ |u|2d:v—i—'y/ |U|2dZB+I// |Vu|2d1::/ f-udz. (3.4)
2dt Jpe R2 R2 R2

A energia cinética € limitada no tempo, com limitacoes independentes da

viscosidade:

_ 1 1
s Bl ey < e {||u<-,o>||L2<Rz> _ ;IIfHLz(Rz)} + S e

A worticidade w (o rotacional da velocidade bidimensional incompressivel)
W= 01Uy — Ou; = V+-u (3.5)
obedece
Ow+u-Vw—rvAw+yw =g, (3.6)

onde g € L*(R?) ¢ a fonte de vorticidade, g = V* - f. A aplicagio t — w(t)
¢ continua [0,00) — L*(R?). Se a vorticidade inicial estd em LF(R?), p > 1,
e g € (L*(R?))?, entdo a p—enstrofia € uniformemente limitada no tempo,

com limitagoes independentes da viscosidade:

35



_ 1 1
w8 o) < e {HW(vO)Hm(R?) - ;ngma} + ol

para p > 1. Além disso, a solugdo nao viaja: Dado € > 0, existe R > 0 tal

que,

/ w(z, 1)) de < e
lz|=R

vale para t > 0.

A demonstracao deste teorema usa métodos bem conhecidos, e nao sera
apresentada aqui. Apresentaremos apenas um esboco da tltima afirmacao.
Tome uma ¢ suave, nao-negativa e com suporte em {x e R?% |z| > %} e
identicamente igual a 1 para |z| > 1, multiplique a equacao de vorticidade

por ¢()w(x,t) e integre no espago. Denotando

- / S E) el 1) d

obtemos

d
— <
() + A Yi(t) <

c{\/yR(t)/Ix|>R| o) de+ 2 /|th| dx+—/|uxt||th)| dm}

2

Deduzimos que

d
— <
S Yi(t) + V() <

N b JVE UL
cl{v / Ll de 4 T et >||L4.}

onde U ¢ uma limitagao independente do tempo para ||u|| 22y, dependendo

apenas de 7, |uol[;2ge) € de || f][;2ge), € £ ¢ uma limitacao independente
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do tempo para a enstrofia, dependendo apenas de 7, [[wol| z2(gzy € 9]l L2 (g2)-

Observamos que
v [ T e
0

¢ limitada em termos de 7, enstrofia inicial e da norma de g em L?(R?), um
fato que segue diretamente do balango de enstrofia. Da limitacao uniforme

de enstrofia e de um Teorema de mergulho de Sobolev, deduzimos que

| ot o)y ds <
0

onde F é limitada em termos de +, viscosidade, enstrofia inicial e da norma

de g em L*(R?). Segue entao que

E UF
<et ! 2 o :
Yr(t) < e7"YR(0) + Cs (7 ng ()" de + 5 + 5 ) (3.7)

Escolhendo R suficientemente grande provamos o teorema. Note que R
pode ser escolhido uniformemente grande para todas as vorticidades iniciais
wo € L*(R?) e satisfazendo uma propriedade de centramento uniforme (veja

abaixo).

Teorema 3.1.1 Sejawy € X, onde X C L*(R?) é um conjunto limitado que

satisfaz a propriedade do centramento uniforme Ve, existe R > 0, Ywg € X

/ |wo(z)|” dx < e.
lz|=R

Entao, para todo ty > 0, o conjunto
O (to, X) = cl { SN (t)wo; wo € X, t > 1o}
(onde cl(O) € o fecho de O em L*(R?)) é compacto em L?(R?).

A prova deste teorema segue de uma limitacao uniforme em H'(R?) para
w(t) para t > ty e da propriedade "nao-viajante"uniforme do teorema ante-

rior.
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3.2 Solugoes deterministicas estacionarias

Seja (1), w®) uma sequéncia de solugdes de

—vAu+yu+ Vp+u-Vu=f,

(3.8)
V-u=0
e considere a equacgao de vorticidade correspondente
w+u-Vw—rvAw =g,
K g (3.9)

w=Vt-u
Faca v — 0 mas mantenha f, g,y fixos. As solucdes u*) existem, sdo suaves

e decaem rapidamente no infinito. Além disso, o balango de energia

M ey + IVaN = [ 7o
R

implica que a sequéncia v é limitada em L?(R?).

O balanco de enstrofia

el + I Vlaen = | gwda (3.10)

implica que a sequéncia w® ¢ limitada em L?(R?). Passando a uma sub-

sequéncia, consideramos o limite fraco

w® = w — lim w® (3.11)

v—0
em L?(R?). Pela imersdao compacta H'(R?)? C L(2)?, para qualquer aberto

relativamente compacto 0 C R? e qualquer 1 < ¢ < oo, podemos assumir,

1
ot .
s ¢ 0

passando a uma subsequéncia, que u®) = K x w® (onde K = %‘x

nicleo de Biot-Savart) converge a u(®) fortemente em L9(9)2.

Teorema 3.2.1 A funcio w'® é uma solugio renormalizada ([16]) da equa-
¢ao inviscida
ryw(o) _|_ u(o) . VQ}(O) = g7

(3.12)
w® — L. 0
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Além disso, w® € L*(R?), u® € HY(R?), a equacdo vale em W, (R?) para

qualquer 1 < g < 2, e temos:

WOz = [ O (3.13)

Demonstracao.

Os fatos que w® € L%(R?), e u® € L?(R?)? seguem da construgdo e das
limitacoes uniformes nas solucoes u®, w®. Além disso, as solucdes u) sao
limitadas em H'(R?)? e convergem fortemente em L2 _(R?)? para u®. As
vorticidades sao limitadas em L?*(R?) e convergem fracamente. Se ¢ ¢ uma
fungdo teste entdo (u)- V)¢ converge fortemente a (u(® - V)¢ em L?(R?)? e,

como o produto escalar de sequéncias fortemente e fracamente convergentes

¢ convergente, temos:

lim [ u® - VewWde = / L0 V00 da

v=0 Jpo R2

Isto implica que u(®, w©® ¢ uma solucdo fraca da equacdo inviscida. Como
u® ¢ H'(R?)?, w® ¢ L*(R?) e g € L*(R?), estamos sob a condicido de
consisténcia em ([16]), Thm II. 3, e a mesma prova aplicada ao nosso caso

mostra que u°, w°¢ uma solucao renormalizada da equacao inviscida, ou seja,

OB (W) +u® . V(W) = g8 (w?) (3.14)

vale no sentido das distribuicoes para qualquer 8 € C' limitada, com de-
rivada limitada e se anulando préoximo da origem. Apresentamos aqui a
demonstragao:

E facil provar (veja IL.1 em [16]) que se u® € (WL?(R?))?, w° € L3, (R?),

e considerando um mollifier padrao j. (uma fungao j(z) suave, nao-negativa,

de suporte compacto com integral igual a 1), temos
(v’ V) xje —u’ -V (W% j) = 0 in L, (R?) (3.15)
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quando € vai a zero.

0

Entao, considerando as fungoes mollificadas w? = w % j., u? = u® x j. e

ge = g * Je, segue imediatamente de (3.15) que
u’ - Vo + 9w — g = g, (3.16)

vale no sentido das distribuigoes, onde ¢, converge a zero em L}, .(R?) quando
€ val a zero.
Desta equagao, obtemos que se 3 € C'(R), e 3 é limitada com primeira

derivada limitada em R, entao

u’ - V(W) + w8 (we) — g6 (wl) = ' (we).- (3.17)
também vale no sentido das distribuigoes. Fazendo € ir a zero, provamos
(3.14).

Para provar (3.13), molificamos b = 3(w®), onde 8 ¢ uma funcao C' com

suporte compacto

be = bx Je.
Usamos a identidade ([11])
(u®0b)e — ue b = pe(u,b), (3.18)
pe(u, b) = r(u,b) — (u—u) @ (b —be), (3.19)
re(u,b) = /R? J(2)(u(x —€ez) —u(x)) @ (b(z — ez) — b(x))dz.
Como

/ Tr ((u, ® b,) Vo) dz = 0,
]R2
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segue que
/ (bu). - Vb.dz — / ro(u,b) - Vb, — / (= u)(b— b)Vbedz.  (3.20)
R? R? R?
Agora b = 3(w) € L'NL> e podemos passar ao limite em (3.20) usando o fato
de que u —u, é¢ O(e) em L? (pela limitagao uniforme em H'), e trabalhando
em L* com b: Vb, ¢ O(e)™t em L4, e b—b, converge a zero em L*. Deduzimos
que

Y / WO (W) B )dr = / 98 (@) B(w?)dx
R2 R2

vale para qualquer 3 € C' com suporte compacto. Approximando 3(w) = w,

com f#' sendo uniformemente limitado, deduzimos (3.13).

Teorema 3.2.2 Seja u™,w® uma sequéncia de solucées de (3.8,3.9). En-
tao a taxa de dissipagao de enstrofia se anula no limite v — 0:

limv [ |[Vw®|2dz = 0.
R2

v—0

Demonstragao. Tomando o limite superior na equagao de balanco de ens-
trofia (3.10), usando o lema de Fatou e o fato de que w®) converge para w(®
fracamente em L*(R?), temos:

lim sup V||Vw(”)||%z(R2) < lim sup/ gwdz — lim iglvaw(”)H%z(Rz)
R2 v

v—0 v—0

(3.21)
< [ 0w = 4l ey =0
R2

3.3 Solucgoes estatisticas estacionarias

Nesta segao seguiremos os métodos de Foias, veja [20, 21, 26|, e definimos
uma nogao de solugao estatistica estacionaria das equagoes de Navier-Stokes
incompressiveis com atrito. A solucao é uma medida de probabilidade em

L*(R?). Note que L*(R?) é um espago de Hilbert separével e portanto a
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o—algebra associada a topologia forte (norma) é a mesma o—algebra asso-
ciada a topologia fraca. (De fato, qualquer conjunto aberto é uma uniao
contével de bolas abertas, qualquer bola aberta é uniao contavel de bolas
fechadas, e bolas fechadas sao convexas, portanto fracamente fechadas, por-

tanto fracamente Borel)

Definicao 3.3.1 Uma solugao estatistica estaciondria das equagoes de Navier-
Stokes forcadas com atrito no espaco de vorticidade é uma medida de proba-

bilidade de Borel pi¥ em L*(R?) tal que:
W) [ ol d (@) < o
L2(R?)

2) [ (u Vet qw = g, W) + p(Vew, VoW (@) () = 0
L2(R2)
para qualquer funcional teste W € T e

(3) {191 2agey + 0 1900y — () } i (@) <O, By, By >

Ei1<||lw|l 2<E2

A classe de funcionais teste cilindricos 7 é dada por:

Definicao 3.3.2 A classe de funcionais teste cilindricos T € o conjunto de

fungdes ¥ : L*(R?) — R da forma

U(w) :=V(w) =9 ((w, W), ..., (W, W) , (3.22)

ou
\II(W) = \IIE(W) = ¢ (<Oée(w),W1>, R <OZE<CU),Wm>) ) (323)
onde ) € uma funcgao escalar de classe C* definida em R™, m € N; wy, ..., W,

pertencem a CZ(Q); Q C R? é um dominio limitado, e
ac(w) = JO(Jw),
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onde 3 € C? ¢ uma funcdao de uma varidvel, de suporte compacto, e J. € o
operador de convolucao.

Je(w) = je *w.

As funcgoes testes usadas nesta defini¢ao sao localmente limitadas e fraca-
mente sequencialmente continuas em L?*(R?). Observamos aqui uma distin-
¢ao bastante trivial, mas muito importante entre fungoes fracamente conti-
nuas e fungoes fortemente continuas em L?*(R?): qualquer funcao fracamente
continua é fortemente continua, mas existem funcgoes fortemente continuas
que nao sao fracamente continuas, por exemplo a norma. Como a SEENS é
uma probabilidade de Borel, fung¢oes continuas limitadas sao integraveis. Na
sequéncia, passaremos ao limite fraco de SEENS, ¥ — u, e entao a distin-
¢ao entre fungoes fracamente continuas e fortemente continuas é importante:
Embora para fungoes fortemente continuas ¥ as integrais [ Wdp” sejam de-
finidas e finitas, é apenas para funcoes fracamente continuas ¥ que o limite
fraco lim,_o [ Wdp” = [ Wdp® vale por definigao. Obteremos informagoes
mais fortes, mas estas precisam ser demonstradas cuidadosamente.

Agora, discutiremos a definicao de SEENS e comentar seu sabor matema-
tico. Verificaremos também o fato de que para cada funcao teste, o integrando
(2) ¢ uma fungao fracamente continua em L?(R?). Comegamos mostrando
que (1) faz sentido: O integrando pode ser visto como uma fun¢ao de Borel
mensuravel definido para todo w € L*(R?), igual a infinito para w ¢ H'(R?).
O fato de que esta fungio ¢ mensurével de Borel segue do fato de que ||w||7
¢ em todo o ponto o limite de uma sequéncia de fungoes continuas (portanto
mensuréaveis) dadas por ||Jw||3: obtidas tomando uma sequencia ¢ — 0 e
tomando a convolu¢ao com uma mollificagdo. A hipotese (3) é um balango
local de enstrofia; Isto implica, veja [26], que as SEENS possuem suporte

limitado. Definimos o conjunto
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B = {w € L*(R?); ||lwl| 2 < l9ll: } (3.24)
gl

Teorema 3.3.3 O suporte de uma solucao estatistica estaciondria das equa-
coes de Navier-Stokes com atrito no espago de vorticidade estd contido no

conjunto limitado B C L*(R?):
supp u” C B. (3.25)
Demonstragao Segue da defini¢ao 3.3.1 item (3), que se

E={we (R E} < |wll. < E3},

entao
1/2
2 v 14 2 14
y / ol di¥ (@) < llgl o / ol di¥ (@) < llgl o ( / ol di <w>) .
E FE E
Portanto, )
ol
[ ol drw) < 12,
E Y
Assim,

/ (uwuiz - ”i”f) du () < 0. (3.26)

Se E? = ||gll?./7* e E3 — oo, entdo por (3.26), temos u(E) = 0, e o

resultado segue imediatamente. O

Calcularemos agora W' para as fungoes teste W € 7. Claramente a.(w) :
L*(R?) — L?*(R?) ¢ continuamente diferenciavel e uniformemente limitada

em conjuntos limitados de L?(R?); além disso

(W) ¢ = ((B'(we))eBe)e, Yo € Lino(R?).

Para ¥, € 7T, temos
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¢ = Z aﬂ/}(<a6(w)’ W1>7 SRR <a€(w)> Wm))((ﬁ,<w€)¢6)€v Wj>v

(3.27)
E para ¥; € 7, temos

Vo, ¥r(w)-¢= Zajw (W, W), ooy {w, W) (6, W), (3.28)

onde 0;1 denota a derlvada de 1 com relacao a j-esima variavel.
Claramente em ambos os casos, ¢ — V,V(w)- ¢ ¢ um funcional continuo
e limitado em L?*(R?) e portanto, pelo Teorema de Representacao de Riesz,

existe um elemento ¥'(w) € L*(R?) tal que
Vol(w)-v = (V(w),v); Youe L*(R?). (3.29)
Esta é a identificacao utilizada na Definicao 4.1. Por exemplo

=3 0w o W

A Z 0 ((w, w1, .. ., (w, W) )OPw;. (3.30)

para qualquer multl—lndlce k com |k| < 2. Para V., um calculo semelhante

nos da

! (.d) - Z ajw<<ae(w)7 W1>7 te <Oé€(w)7 Wm>)8xk)(ﬂ/(w€)wjé)' (331)

Teorema 3.3.4 Seja ¥ €T ew € B C L*(R?) onde B é um conjunto limi-
tado em L*(R?). Entio V'(w) € CZ(R?), e existe uma constante dependendo

apenas de WV e B tal que
W (W) l22g@2) + 1 (@) @e) < C (3.32)
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€ valida para toda w € B.

Considere as sequintes fungoes
F,: I*(R*) — R

1=1,2,3 dadas por

Fi(w) = (V(w),yw — 9), (3.33)
Fy(w) = (V, V' (w), V,w), (3.34)
F3(w) = (V' (w),u-Vw), u= %(;T *W. (3.35)

Estas trés aplicagoes sao bem definidas para w € L*(R?), fracamente con-

tinuas e uniformemente limitadas em conguntos limitados B C L*(R?).

Observagdo. Se B € CF™(R) e w; € CF(R?) entdo V'(w) € CE(R?). As
expressoes (V, V' (w), V,w) = —(A, V' (w),w) e (u-V, ¥ (w),w) fazem sentido
para k > 2, u € L} (R?), w € B.
Demonstracao.

E facil ver que &(gk)lll’l(w) e 8g(ck)\11’6(w) sao uniformemente limitadas em
L (R?) N L2(R?) para todo w € B, |k| < 2. Isto é verificado para 0" W/ (w)
diretamente por inspecao em (3.30) e para 81(;k)\11’6(w) em (3.31). Verificaremos
as limitagoes para W.: Como a, é limitado em subconjuntos limitados de

L*(R?), e ¥ ¢ de classe C, temos que
10,9 ((ae(w), W), ..., (ae(w),wn))| < C, VYwe B. (3.36)

O fato que '(w.) € L>®(R?) é limitado uniformemente para w € B implica

que

, C
H@ik)(ﬁ (w6)wje)6HLp(R2) < ] ||Wj||Lp(R2) (3.37)
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vale uniformemente, para todo p, 1 < p < oo. Assim, por (3.30), (3.36) e

(3.37), temos que
Op

Hﬁag:k)\l[;(w)HLp(R% = eIkl

vale para 1 < p < oo com C), uniforme para todo w € B. Portanto, oy (w)
sao limitadas em 1 < p < oo.

Sobre as afirmacoes em relagao as aplicagoes Fj, come¢amos com
Fi(w) = (¥'(w),w = g) = Vo ¥'(w)(yw — g);  w € L*(R?).
Esta fungao é fracamente continua. De fato, para ¥; temos por (3.30)
<\Ijll(w)> Tw — g>
= Z ajw“wu Wl)? S <w7 Wm>)<wj7 T = g>
j=1
e ¢ claro que esta fungao é fracamente continua em w € L?(R?). Também ¢é

bastante 6bvio que ela é uniformemente limitada para w € B. No caso de

U, por (3.28) temos
Vole(w) - (Y —9)

= Z (9jw((a€(w), W1>7 SR <a€<w)7 Wm>)<(ﬁ/(w€)<7w - 9)6)6: Wj)

A continuidade fraca aqui segue do fato que se w’ converge fracamente para
w entdo w! — w, converge pontualmente, e ¢ limitada. Consequentemente,
(8 (w?)(yw? — g).). converge pontualmente e é uniformemente limitada. Por-
tanto, podemos usar o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue na
integral contra um w fixado da lista finita wy, ... w,, aparecendo em U¢. E

também claro que

e (w) - (yw — g)||L2(R2) < (HWHLQ(RQ) + ”gHL?(R?))v Vw € B.
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Portanto, temos
Fw) < C3(||W||L2(R2) + ||g||L2(R2)) <C, VweB.

Assim, Fj(w) é fracamente continua e uniformemente limitada para w € B.

O fato que F, é bem definida segue do fato que AW/ (w) € L*(R?) e
Fy(w) = ~(AV/(w), ).

A continuidade fraca para Fy segue da mesma forma que para Fi: o caso ¥,
é trivial, e o caso de U, é valida porque convergéncia fraca torna-se conver-
géncia pontual, e podemos aplicar o Teorema da convergéncia dominada de
Lebesgue.

1zt

Para F3, notamos primeiro que, se u = 5-T—*w, entao, pela teoria classica
) ) 27 |z ) )

de integrais singulares [40], u € L], (R?), r < 0o, e V-u = 0. Como V,¥'(w)

loc

¢ limitada e com suporte compacto, u - V,¥'(w) € L*(R?) e
F3(w) = —(u-V, ¥ (w),w)

é bem definida.

Se wy converge fracamente em L?*(R?) para w, entdo as correspondentes
velocidades u; convergem fortemente para u € L? em conjuntos compactos
K, pela imersao compacta H'(K) C L*(K). O caso ¥ segue porque as
funcoes wy ... w,, tem suportes compactos, e portanto as funcoes uy - Vw;

convergem quando k — oo para u - Vw; em L?(R?). Os produtos escalares
<Uk . Vwk,wj) = —<wk, Uk - VW]>

convergem quando k — oo para —(w,u - Vw;), porque produtos escalares de
sequéncias fracamente convergentes com sequéncias fortemente convergen-

tes sao convergentes. Portanto, F3 é continua para esta classe de funcoes
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testes. E facil ver que esta funcdo é localmente uiformemente limitada em
L?*(R?). No caso de ¥,, um argumento semelhante mostra que se wy converge

fracamente em L*(R?) para w, entao
(ug - Vwg)e(z) = (u- Vw)e(z)

vale para todo x € R2?, e estas funcoes sao uniformemente limitadas quando
r € R? Além disso, as fungoes (' (wi)c)e convergem pontualmente e sdo
limitadas. Isto implica que F3 é fracamente continua; a limitacao uniforme
é facilmente verificada. O

Definimos a nocao de solucao estatistica estacionéria renormalizada das

equagoes de Euler.

Defini¢ao 3.3.5 Uma medida de probabilidade de Borel pi° em L*(R?) €
uma solu¢ao estatistica estaciondria renormalizada das equacoes de Euler

com atrito se

[, Vet - g W) diw) =0 (3.39)
L2(R2)
(com u = K xw) vale para todo funcional teste ¥ € T .

Dizemos que uma solugao estatistica estacionaria renormalizada das equagoes

de Euler com atrito, u°, satisfaz o balanco de enstrofia se

[ {1l - @)} diw) <o (3.39)
L2(R2)
Relembraremos aqui o Teorema de Prokhorov (veja por exemplo [39]).

Teorema 3.3.6 Seja X um espaco topologico metrizdvel, completo e separd-
vel. Para que cada sequéncia em M contenha uma subsequéncia fracamente

convergente € suficiente que para cada € > 0, exista um subconjunto compacto

K de X tal que (X \ K) < € para cada p € M.
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Lembramos que uma sequéncia de medidas de probabilidade de Borel 7,
em um espago topoldgico de Borel X converge converge fracamente a uma
medida de probabilidade de Borel m em X se para toda funcao continua real
e limitada ¥ em X
lim [ W(s)dma(s) = / W(s)dn(s)
e X X
Teorema 3.3.7 Dada uma sequéncia de solucoes estatisticas estaciondrias
das ENS com atrito no espago de vorticidade, {u"}, com v — 0, existe uma
subsequéncia, denotada também por {u”}, e uma medida de probabilidade de
Borel u° em L*(R?), tal que
lim () dp () — / B(w)dp ()
v=0 2 (R2) L2(R2)
para todas as fungoes reais fracamente continuas e localmente limitadas ®.
Além disso, o limite fraco p° é uma solucao estatistica estacionéria renorma-
lizada das equagoes de Euler com atrito.
Demonstracgao.

A bola B definida em (3.24) munida da topologia fraca ¢ um espago metri-
zavel, compacto, separavel e completo [18, 46]. Por (3.25), temos supp p* C
B e, assim, p” satisfaz a condigao suficiente do Teorema 3.3.6. Portanto,
existe uma subsequéncia ¥ que converge fracamente em B para uma me-
dida de probabilidade x° em B. Como B ¢é fracamente compacto em L?(R?),
podemos estender a medida p® em L?(R?) fazendo p°(X) = p°(X N B) para
qualquer boreliano X. Afirmamos que x° é uma solucao estatistica estaciona-
ria renormalizada das equagoes de Euler com atrito. De fato, para qualquer
VU €7, paracadai=1,2,3,

i [ R@de) = [ Rwd)

0 L2 (r2) L2(R?)
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é valida por causa do Lema 3.3.4 porque cada F; é limitada e fracamente

continua. Em particular, a sequéncia [ Fp(w)dp”(w) é limitada e portanto

v—0

lim V/ Fy(w)dp”(w) =0
L2(R2)

O fato que ¥ sdo SEENS implica, pela Definigao 3.3.1, (2), que

/ (Fy () + Fy(w))dp* (@) = —v / Fy(w)dp ()
L2(R?)

L2(R2)

Passando ao limite v — 0 deduzimos que

/Lz(Rz)(Fl(w> + Fy(w))dp’(w) =0

que é a condigdo (3.38). Portanto u° é uma solugio estatistica estacionaria
renormalizada das equacoes de Euler com atrito. O

Agora, considere o conjunto

BE(r) = {w e B [lwllpp <75 flwll e <7} (3.40)

definido para r >0, 1 < p < 2.

Teorema 3.3.8 Seja {1’} uma sequéncia de solugdes estatisticas estacio-
ndrias das ENS com atrito no espaco de fase da vorticidade, com v — 0.

Assuma que existe 1 < p <2 er >0 tal que
supp pu” C B°(r).

Entao o limite 1 de qualquer subsequéncia fracamente convergente € uma
solugao estatistica estaciondria renormalizada das equacoes de Fuler com

suporte em B°(r), e satisfazendo o balango de enstrofia (3.39).

Demonstracao.
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O conjunto By°(r) é fracamente fechado em B. De fato, se w; € B°(r)

converge fracamente a w e se ¢ € C5°(R?) entdo

| [ wods| = tim | [ wjodel < rlol,sen

implica que ||| ;o g2y < 7. Da mesma forma, obtemos | Jwodz| <r 10l L 2
onde p’ > 2 é o expoente dual, e deduzimos que [|w|| g2y < 7. Pelo Teorema
3.3.7, o limite p° de uma subsequéncia fracamente convergente é uma me-
dida de probabilidade de Borel com suporte em B e uma solucao estatistica
renormalizada das equages de Euler. O conjunto U = L*(R?)\ By°(r) é um
aberto fraco e pu°(U) < liminf, o u”(U) = 0 segue de propriedades gerais de
convergéncia fraca. Portanto, o suporte de p° esta incluido em BxX(r). Para

mostrar o balanco de enstrofia, considere a seguinte fungao
(m) Lq~y 2
) (al,...,am):§;|ak| )

Seja {w;} uma base ortonormal completa em L?*(R?), formada com fungoes

w; € C2(R?)). Entao, para cada m fixado,

\If(m’e)(w) = w(m)(«ﬂ(u}e»e; W1>, MR <(6(W6))e> Wm>)

é uma funcao em 7, e

(L)) (), (yw—g)) Z we))e Wil (((B'(we))e(Yw—g)e)e, W5), (3.41)

Como {w;} é uma base ortonormal em L*(R?), segue pelo Teorema de

Parseval que

lim (WY (w), (yw = g)) = ((B(we))e, (8'(we) (o = 9)e)e)-

m—00

é valido para todo w € B. Além disso, como as fungoes

(Blwe))e e (ﬁ/(wﬁ)<7w_g)e)e
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sdo limitadas em L?*(R?), e como w € B, segue que a sequéncia
(W)Y (W), (yw — g)) é uniformemente limitada para w € B. Portanto, po-
demos aplicar o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue para deduzir

que

Tim (U9 (), (yw—g))dp’(w) = / ((B(wd)es (B'(we) (Yw=g)e)e)dp’ ().
(3.42)

Como (u - Vw). = O (ugw), temos
()Y (@), u- Vw)

=D ((B@))es W) (8 (we) Oh(wpw) ) es W)
j=1
Para estabelecer o limite pontual

lim ((U79) (W), u - Vo) = ((B(we))e, (B (we) O (urw)e)e)

m—0o0

e os limites uniformes em (3(w,)). e (' (we)Va(uw).). em L?(R?) paraw € B,

precisamos decompor a expressao de Biot-Savart

em dois pedacos:

Ky(z) = %WXM:DL

Claramente, como cada componente de K; € L'(IR?), segue que u; = K *
w estd em L?(R?) pela desigualdade de Haussdorf-Young, e sua norma em
L?(R?) é uniformemente limitada por uma constante para w € B. Por outro

lado, como cada componente de Ky € LP (R?), com p' > 2 0 expoente dual de
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p < 2, temos que uy = K xw € L°°(R?) com norma limitada por r, enquanto
w € BX(r). Portanto u ® w € L'(R?) + L*(R?), com norma uniformemente
limitada para w € By°(r). Consequentemente, (u®w). € L>*(R?) com norma
uniformemente limitada para w € By°(r), e, porque #'(w,) é uniformemente
limitada em L?(R?), podemos usar o Teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue para deduzir que

Tim [ ((09) (W), - Vw)dp(w) = /((5(%)%(5’(we)ak(UkW)e)e)duo(W)-
(3.43)
Devido a (3.38), (3.42) e (3.43) temos

L/‘ (Bw))es (8 () (1w — 9)) ) di(w)

me (3.44)

[ B (7 Dl D) = 0.
12(R2)

Agora vamos investigar o termo
e = [ (B0 w0dru)] de
Integrando por partes temos
Ige= Jge+ Kpe,

com

sz—/%WWM#%@@wHJ%

Ko == [[ (). 19w @us) )], dr

Decompondo Jz, ainda mais, usando (3.18, 3.19):
Jﬁ,e = Lﬂ,e + Mﬁ,sa

com

Lmz—/mwwmmMMWmeﬂa
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My, = - / O(B(we)). 1B (we)pelun, )], d.
Estimamos
a1
|Mp.| < Csup|B|sup |8 \EHPe(U,w)HLI(RQ)-

Usamos o fato que

1
10k (B) el oo 2y < OEWHL%(R?)-

Queremos agora afirmar que

|Ms.| < Csup 8] sup |||l / )1+ |26l o,

onde (0pw)(z) = w(x — h) —w(x). De fato, isto segue de uma limitacao em
pe(u,w) e da limitacao uniforme ||de.u| oz < €[2] |wl| 2 (re)-

Fixamos € > 0 e consideramos uma sequéncia de fungoes de suporte com-
pacto (y) convergindo uniformemente no compacto R, = [—2%, 2%]

juntamente com duas derivadas para a funcaoy , (ie f —y, 5 — 1, 5" — 0)

e tal que

1B+ 18" + 16" W)]) < C.

E facil ver que para € > 0

lim [ (Lge+ Kpe)dpu® = 0.

B—y

De fato, K3 (w) ¢ uma fungao continua de w € L*(R?), uniformemente limi-
tada em BJ° e convergindo pontualmente para zero. Assim como para Lg,,
que é também continua, limitada e converge para 0 =[5, Or(we)e(uk)e(we)cd.

Por outro lado, de

/ M dil(w) < C / / )+ |26l padedp®(w),
L2(R2) L2(R2) JR?2
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com C' uniforme para todo 3 na sequéncia, segue da convergéncia dominada

de Lebesgue que
lim lim Sup/ | M. |du® (w) = 0.

e—0 —y

Por (3.44) e pelas estimativas acima segue que

i limsup [ {(3()) (3w (0 - 9)))du() =0
¢ B—y JL2(R?)

Por outro lado, usando mais uma vez a convergéncia dominada de Lebesgue,

temos

lim lim sup /L?(RQ)«B(ME))Q (ﬁ/(we)(’yw - g)e)e>d:u0(w)

=0 B—y

— [ el — g9} i),
L2(R2)

que completa o teorema.

3.4 Meédias temporais infinitas e o limite invis-
cido

Nesta secao consideramos SEENS obtidas como limites generalizados de
Banach de solugoes deterministicas das ENS com atrito. Estas SEENS pos-
suem propriedades suficientemente boas para provarmos que a média tem-
poral da taxa de dissipacao de enstrofia se anula no limite inviscido. Aqui

usaremos limites generalizados de Banach assim como na se¢ao 2.4.

Teorema 3.4.1 Seja ug € L*(R?) e V+tug = wy € LY(R?) N L>®°(R?). Seja
f e WHRH) NWh(R?). Sejaty > 0. Seja LiMp_o, um limite de Banach.
Entao

v o 1 r NS,y
/LQ(RQ)(I)(w>dN (w) = LM T/o B(SVS (s + to) (o) )ds (3.45)

T—o0
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€ uma solucao estatistica estaciondria das equagoes de Navier-Stokes com
atrito. Para qualquer p > 1 existe r dependendo apenas de 7, f,wy mas nao

de v e nem de ty tal que
supp i C By*(r) == A{w € B; [lwll, <7, [wllpee <7} (3.46)
E a sequinte desigualdade também € valida

v [ Vel di @) < [ [t =y ol ] du'(w) (347
L2(R?) L2(R?)

Demonstracgao.

Pelo Teorema 3.1.1, o conjunto
O™ (to, {wo}) = el { SN (t + to)wo; t > 0}

& compacto em L2(R?). Pelo Teorema 3.1.1, ®(SN57(s + to)(wp)) ¢ uma
fungao continua e limitada em [0, 00), assim como sua média temporal em

[0,%). Portanto, o limite generalizado

T
Lim % / BV (s + 1) (wo)) s
0

T—oo

existe. Além disso, ele ¢ um funcional linear positivo em C(O* (to, {wo})).
Pelo Teorema de Representacao de Riesz em espacos compactos, existe uma
medida de Borel p” no compacto O (tg, {wp}) que representa o limite. A
medida p” tem suporte em O (tg, {wo}), e p’(X) = p’(X N O™ (to,{wo}))
para qualquer boreliano X em L?(R?). Tomamos uma fungao teste ¥ € 7.

Entao

[ Vwtqw = g W) + (T, T (@) )
L2(R?)
T

1 d
= %J_I}L/g 7/ %\IJ(SNSW(S + t9)(wo))ds = 0.
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Isto verifica a Definicao 3.3.1 (2). Para verificar as condigoes (1) e (3),
tomamos a solugio w(t) = SV57(t)(wp), molificamos ela, w.(t) = J(w(t)) e
tomamos o balango de enstrofia. Da equagao de enstrofia, obtemos

d1
dt2
= (pe(u(t), w(t)), V(1))

lwe)Iz2qgey + ¥ IVl zame) + 7 lwe)llz2ze) — (g6 we(®)) (3.48)

Integrando no tempo, deduzimos

1

t U o[t
;/ ['7 [we(s + tO)Hi?(R?) — (ge, we(s + t0)>] ds + n / [Vwe(s + tO)HQL?(R?) ds
0 0

1 ) ,
— % [”we(to)HLz(Rz) — ||we(t + tO)HLQ(R%}

+%AOMM&HMMS+%MV%@+“»“

(3.49)

Fixando € > 0, podemos aplicar LIMy_,

T—oo t

— [ el ~ (o] du (@)
L2(R?)

1 t
LiMm —/ |:’Y ||we<3 + tO)HiQ(H@) — <geuwe(8 + t0)> ds
0

1 t
L - / IVwe(s + to)|aqus ds = / IV sy i ()
0 L2(R2)

T—oo
sao validas porque os funcionais sdo continuos. De (3.4), temos

[ Pl - tgewd] dier) +v
L2(R?)

2 v
IVwel| 22 g2y dp” (w)
L2(R2)

T—o0

1 t
~ L -/ (Pelus + to), w(s + t0)), Vewels + fo))ds
0
(3.50)
Estimamos o lado direito tomando Vw, em L*(R?), o que nos custa ¢ ',

onde €2 é uma limitacao independente do tempo sobre ||SN S7(s 4+ tg)wo H Lo (B2)
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(do Teorema 3.1.1). Assim, temos que

LIMl/O (elu(s + o), (s + to)), Ve (s + to))ds

T—o0

1 T
<T LM —/ / ](Z) H5€Zw(s + tO)HLQ(RQ) dzds
T 0 LQ(RQ)

T—o0
onde I' ¢ uma limitacao em supsq [|w(s + t0)|| o (re) lw(s + o) || 12(ge)- Usa-
mos crucialmente o fato que O™ (t, {wo}) é compacto em L?(R?). Entao para

todo h > 0 pequeno existe € > 0 tal que
[0czw(s 4 to) | p2mey < b

vale para todo s > 0, e todo z no suporte compacto de j. Portanto, temos

de (3.50)

\ [ [l = Gewd] dir@)+v [ Vel di(@)| < 1o
L2(R2) L2(R2)

(3.51)
com 0 < h(e) sendo uma funcao satisfazendo lim._,o h(€) = 0. Removemos o

mollifier cuidadosamente. Primeiro, note que
2 v
[ [llages - (0:0)] de)
L2(R2)

= lim Y lwell 22y — <ge,we>] dp” (w).

e—0 L2(R2) [
é trivialmente verdade porque p¥ é uma medida de Borel. Isto, junto com

(3.51), implica

Vlimsup/ IVewel| 72 2y < —/ |7 1012y — (9,)] i ()
L2(R?) [2(R2)

e—0

o que implica, pelo lema de Fatou

2 2 v
v [ Vel < [ [l — 0.0)] di (o)
L2(R?) L2(R?)

Como o lado direito é finito, isto prova Definigao 3.3.1, (1), e (3.47). A prova

da Definigao 3.3.1, (3) para arbitrarios E, E, segue de um célculo semelhante
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ao de cima. Tomamos x’(y) como uma fun¢ao de suporte compacto, suave,
nao-negativa e definida para y > 0. Entao x(y) = foy X'(e)de é limitada em
R+ (§

d 2 o / 2 d
X Uwe®rage) = X (lwe®)lz2@e) 2 Iwe(®) | ragee
Multiplicamos (3.48) por 2x’(||w€(t)||ig(R2) e procedendo como acima to-

mando médias temporais, limites no tempo e removendo o mollifier. Ob-

temos

2 9 ) )
/LQ(]R2 X’(”wHLz(Rz) {l/ IVl zeme) + 7 lwllze ey — <g,w>} dp? (w) <0,
e fazendo x'(y) — 1p2 g2 pontualmente, com 0 < x/(y) < 2, concluimos a

demonstragao.

Teorema 3.4.2 Seja ug € L*(R?) e V4tug = wy € L'(R?) N L>®(R?). Seja
[ e WHY(R?Y) N Wh2(R?), e seja w”(t) = SV (t)(wy) a vorticidade da

solugao das ENS com atrito. Entao

1 t
lim v (lim sup — / |Vw”(s + to)]| ds) =0. (3.52)
0

v— t—o00 t

para todo ty > 0.

Demonstracao. Argumentamos por contradi¢ao e assumimos que o enun-
ciado é falso. Entao, existe uma sequéncia v, — 0 e 6 > 0, tal que, para
cada v, existe uma sequéncia de tempos t; — oo (que pode depender de k)

tal que

v [ " 2
o o VW™ (s +to) || 722y ds = 6,
vale para todo t; — 00. Pelo balango de enstrofia

v L
5 < t_k/ IV (5 + to) | Zagas, ds

7 J0

1 [%

B t_/ |:_7 le’k (S + tO)HiQ(RQ) + (g,w”’“(s + t0)>:| ds
J J0
1 Vi 2 Vi 2

o [ (t0) gy — (o + 1) g

J
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Segue que

: 1 [
lim sup ;/ [—7 llw”™ (s + to)”iz(Rz) + (g, W™ (s + to)ﬁ ds >0.  (3.53)
0

t—o00
Como a fungao —y HWHiQ(Rz) + (g,w) é continua em clO* (tg, {wo}), podemos

escolher um limite generalizado tal que

1 T
Lot 7 [ [ (s t0) e + {905 + 1) ds
0

T—o0

. (3.54)
= lim sup ;/ |:—"y Hw”k(s + to)HQLQ(Rz) + (g, w”’“(s + t0)>:| ds.
0

t—o0
Agora, pelo Teorema 3.4.2, isto implica que temos uma SEENS v/* que satisfaz

(3.46) e que também satisfaz, por causa de (3.53) e (3.54),

[ [l + gel] des@) 28>0 (@59
L2(R?)

Passando a uma subsequéncia fracamente convergente, achamos com o Teo-
rema 3.4.1 uma solucao estatistica estacionaria renormalizada das Equacgoes
de Euler com atrito u° satisfazendo o balanco de enstrofia.

Como a fungdo w +— (g,w) é fracamente continua, temos

i [ fgwdi @) = [ (gw)diw) (3.56)

koo J L (e2) L2(R?)

Por outro lado, pelo Lema de Fatou

—00

1 [ el d) < vlimint [ e it ). (357
L2(R2) g L2(R2)

De (3.55) e (3.56) temos

ytimint [ ol @) < [ lgwddit@) -5 (359
L2(R2) L2(R2)

k—oo

e de (3.57) e (3.58), obtemos

[ el - tg.0)] dto) < -

L2(R2)

Isto ¢ uma contradi¢ao porque o balango de enstrofia é valido. Assim (3.52)
é valida.
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Teorema 3.4.3 Seja f € WHH(R?) N WE2(R?). Seja ug € L*(R?) com di-
vergente nulo, e seja V+tug = wy € L'(R*) N L>(R?). Sejam pn” SEENS rela-
cionadas com médias temporais, dadas por (3.45), que convergem fracamente
quando v — 0 para wma solucdo estatistica estaciondria renormalizada, p°,
das equacoes de Fuler. Entao

i [ Vel @) = [ ol di'@). 59

v—0 LQ (RQ

Demonstracao. De fato, pelo Teorema 3.3.8 sabemos que u° satisfaz o

balango de enstrofia (3.39). De (3.47) e (3.56), temos

limsup/ vy ||w||iQ(R2) dp” (w) < / (g, w)dp’(w).
L2(R2?) L2(R2)

v—0

Usando (3.39) obtemos

limsup/ v ||W”i2(R2) dp” (w) S/ 7”‘””%?(1&2) dp’(w).
L2(R?) L2(R?)

v—0

De (3.57) obtemos (3.59).
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