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Resumo

Neste trabalho provamos que qualquer n-variedade fechada, n > 3, su-
porta um campo vetorial e um difeomorfismo Axioma A de classe C", r > 1,
sem pogos nem fontes (i.e., atratores ou repulsores triviais). Além disso,
provamos que na topologia C! existe um aberto de campos de vetores e
difeomorfismos Axioma A sem pocos nem fontes. Exibimos uma condigao
na esfera S® para que um campo vetorial Axioma A tenha pocos ou fontes.
Nossa restricao a esfera é justificado pelo seguinte resultado topolégico: Se
M é uma 3-variedade fechada na qual todo toro mergulhado é o bordo de um
toro sélido em pelo menos um lado, entao M é homeomorfo a esfera S3. Este
resultado constitui a reciproca do Teorema do Toro Sélido, que também serd
provado neste trabalho como um caso particular de um resultado mais geral.
Também provamos que se U é bacia de um atrator singular-hiperbdlico nao
trivial A, entdo H;(U) ¢ infinito e as 6rbitas periddicas de A representam um
elemento de ordem infinita em (U — K), onde K é a uniado das variedades

instaveis fortes associadas as singularidades de A.



Abstract

In this work we prove that every closed n-manifold, n > 3, supports an
Axiom A vector field and a diffeomorphism of C”- class, » > 1, without sinks
or sources (i.e., trivial attractors or repellers). We also prove that in the C'-
topology, there is an open set of Axiom A vector field and a diffeomorphism
without sinks and sources. We also get a condition for an Axiom A vector
field in S? to exhibit a sink or a source. The restriction to S is justified by
the following topological result: If M is a closed 3-manifold such that every
embedded torus bounds a solid torus, then M is homeomorphic to S®. This
result is the converse of the Solid Torus Theorem, which we will prove in
this work as a particular case of a more general result. Moreover we prove
that if U is a basin of a non trivial singular-hyperbolic attractor A, then
H,(U) is infinite and the periodic orbits of A represents a element of infinite
order in m; (U — K), where K is the union of strong stable manifolds of each

singularity of A.
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Capitulo 1

Introducao

Um atrator para um sistema dinamico é um conjunto compacto invariante
transitivo A, para o qual convergem todas as orbitas proximas a A. Um
repulsor é um atrator para o sistema dinamico inverso. Aqui usaremos o
termo sistema dinamico (ou simplesmente sistema) para referir-nos tanto a
campos de vetores como a difeomorfismos.

Para todo inteiro n > 1, a esfera S™ admite um sistema Axioma A, f
tal que o conjunto néo errante Q(f) é formado por exatamente dois pontos,
um pogo e uma fonte (i.e., atrator e repulsor trivial). No caso n = 2, Plykin
[35] provou que todo difeomorfismo Azioma A definido na 2-esfera S? possui
necessariamente um poco ou uma fonte. Além disso, se f tem um atrator
nao trivial A, com bacia de atracdao U, entao U é homeomorfo a um disco
com pelo menos quatro ‘buracos”. Por outro lado, em dimensao trés, em [12]
foi provado que uma condicao necesséria e suficiente para uma 3-variedade
fechada, orientavel M suporte um difeomorfismo f cujo conjunto nao errante
Q(f) esteja formado por dois solenoides de Smale é que M seja um espago
lenticular ¢ M # S? x S'. Finalmente, todo sistema Axioma A possui um
atrator e um repulsor (ndo necessariamente trivial).

Os resultados acima mencionados motivam as seguintes perguntas:



1) Dado um sistema Axioma A definido na esfera S™, n > 2, ele tem

necessariamente um poco ou uma fonte?

2) Quais sdo as propriedades topolégicas das bacias dos atratores nao

triviais?

Com respeito a primeira pergunta, damos uma resposta negativa. Pois,

provamos que

Teorema 1.1 Toda n-variedade fechada M, n > 3, tem um sistema Azioma

A de classe C", r > 1, sem pocos nem fontes.

Os conceitos de estabilidade estrutural assim como o de -estabilidade
proporcionam um conjunto aberto nao vazio no espaco dos campos e di-
feomorfismos. Sistemas que satisfazem tais propriedades impoem restrigoes
topoldgicas nas variedades. Por exemplo usando estes conceitos Grines e
Zhuzhoma [17] provaram que se uma n-variedade M admite um difeomor-
fismo estruturalmente estavel f, com um atrator expansor orientavel A de
codimensao 1, entao M é homotopicamente equivalente ao toro n-dimensional

T™ e ¢ homeomorfa a T™ para n # 4.

Os sistemas Axioma A encontrados no Teorema 1.1 sao Q-estaveis (que é
um conceito mais fraco que estabilidade estrutural). Assim usando os teore-
mas de (2-estabilidade para campos (Teorema 2.5) e difeomorfismos (Teorema

2.4) temos o seguinte corolario.

Corolario 1.1 Para toda n-variedade fechada M, n > 3, existe um conjunto
aberto de sistemas Azioma A na topologia C* formado por sistemas Azioma

A sem pocos nem fontes.



Observacao 1.1 E interessante notar que alguns dos campos encontrados
no Teorema 1.1 téem singularidades. Isto motiva a pergunta sobre se toda n-
variedade fechada M, n > 3, com caracteristica de Fuler x(M) = 0, suporta
um campo Azioma A NAO SINGULAR, sem pocos nem fontes. Isto € ver-
dade por exemplo se a variedade suporta fluros de Anosov, mas a existéncia

de tais fluzos impoe muitas restri¢oes topoldgicas a variedade. (Veja por

exemplo, [30],[34], [2],[3]).

Uma vez que nossos resultados anteriores permitem a existéncia de sis-
temas sem poc¢os nem fontes. E natural perguntar sobre que condigoes um
sistema Axioma A possui um poco ou uma fonte. Nessa direcao nosso resul-
tado seguinte fornece uma condicao suficiente para que um campo de vetores
na 3-esfera S3 tenha um poco ou uma fonte. Um nd trivial em S* é uma
curva fechada que é o bordo de um disco mergulhado em S®. Um toro em S

é dito toro sem naos se é o bordo de uma vizinhanca tubular de um né trivial.

Teorema 1.2 Seja X um campo vetorial Azioma A de classe C", r > 1, em
S3. Se todo toro transversal a X é um toro sem nds, entao X tem um poco

ou uma fonte.

A reciproca do Teorema 1.2 ndo é valida. Pois em S® podemos construir
um campo Axioma A, X, com uma orbita periddica v de tipo fonte e um
atrator (nao trivial), onde v é um né figura oito. Assim, tomando uma
vizinhanga tubular de v podemos encontrar um toro com nos transversal a
X. (veja [5]).

O Teorema 1.2 depende de conceitos topoldgicos em particular da teoria
de nés. De fato, na prova usa-se o fato de que todo toro mergulhado em S* é
o bordo de um toro solido. Este resultado foi provado em 1924 por Alexander

[1] e é conhecido atualmente como o Teorema do Toro Sdlido [22], [16], [37].
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E natural perguntar se o Teorema do Toro Sdélido é valido em outras 3-
variedades, assim poderiamos estender o Teorema 1.2 a outras 3-variedades.
Mas isto nao serd possivel, pois, neste trabalho provamos que a esfera S® é
a unica 3-variedade na qual se verifica esta propriedade. Assim, obtemos a
reciproca do Teorema do Toro Sélido. Provaremos este resultado como um
caso particular de um resultado geral para dimensoes maiores.

Uma versao em dimensao maior do Teorema do Toro Sélido diz o seguinte:
Se M é uma variedade difeomorfa a S™, n > 3, e p < ¢ sao inteiros positivos
tais que n = p+ g + 1, entao todo S? x S? mergulhado em M é o bordo de
uma variedade homeomorfa a DPF! x S? ([23], [24]).

Nossos resultados seguintes tratam os reciprocos destes resultados. Uma
n-variedade M é chamada prima se para toda subvariedade S em M homeo-
morfa a uma (n — 1)-esfera, que divide a M em duas componentes conexas,

é o0 bordo de uma subvariedade homeomorfa a uma n-bola em M.

Teorema 1.3 Seja M uma n-variedade fechada de dimensio n > 3 e p,q
inteiros positivos tais que n = p+q+1. Se toda variedade difeomorfa a SPx S4
mergulhada em M é o bordo de uma variedade difeomorfa a DP*1 x S?, entdo

M é homeomorfo a S™ (sep # q oup=q=1) ou € prima (em outro caso).

Tomando n = 3 temos imediatamente a reciproca do Teorema do Toro

Solido.

Corolario 1.2 Seja M uma 3-variedade fechada sobre o qual todo toro mer-
gulhado ¢ o bordo de um toro solido pelo menos em um lado. Entao, M ¢é

homeomorfo a S3.

Também provamos neste trabalho que as 3-variedades simplesmente co-

nexas (i.e., variedades com grupo fundamental trivial) sdo as tinicas sobre o



qual todo toro mergulhado é o bordo de uma variedade com grupo fundamen-
tal ciclico infinito. Isto representa a reciproca de uma conhecida generalizagao

do Teorema do Toro Sélido (Veja o livro de Rolfsen [37] p. 109).

Teorema 1.4 Se M é uma 3-variedade fechada sobre o qual todo toro mer-
gulhado € o bordo de uma 3-variedade com grupo ciclico infinito, entao M é

simplesmente conexa.

Agora consideramos a pergunta 2), i.e., quais sdo as propriedades to-
poldgicas das bacias dos atratores nao triviais? Em [6] H. Bothe considerou
o caso para atratores de difeomorfismos, e em [7] ele provou que, sob cer-
tas condicOes intrinsecas, um atrator hiperbdlico A de dimensao um numa
n-variedade M, onde n > 4, tem bacia de atracao U que é um handdlebody.

Aqui consideraremos campos de vetores em 3-variedades. Analisaremos
0 caso para atratores singulares-hiperbolicos , i.e., conjuntos parcialmente
hiperbélicos (com singularidades hiperbdlicas) os quais expandem volume na
diregdo central. Esses conjuntos foram introduzidos em [43] e [29] e repre-
sentam uma extensao dos conjuntos hiperbdlicos de tipo sela, i.e., conjuntos
hiperbolicos A tais que E} e E} sao nao nulos. O exemplo mais representa-
tivo de um conjunto singular-hiperbélico é o atrator de Lorenz [18]. Neste
caso o atrator tem uma unica uma singularidade e a sua bacia é homeomorfa
a um bitoro solido, logo a bacia tem caracteristica de Euler —1. Além disso
existem atratores singular-hiperbdlicos A com bacia de atragdo U homeo-
morfo a um handdlebody de género n com n — 1 singularidades [28]. Assim,

todas estas bacias de atragao satisfazem as seguintes propriedades :

a) As drbitas periddicas de A representam um elemento de ordem infi-
nita em m (U — K), onde K ¢ a uniado das variedades estaveis fortes

associadas a cada singularidade em A.



b) o ndmero de singularidades de A é —x(U),
¢) OU é uma superficie, compacta com caracteristica de Euler x(0U) < 0,
d) H,(U) é infinito. Portanto m;(U) é infinito.

De fato, provamos que as propriedades b),c) e d) sao validas para qualquer
atrator singular-hiperbdlico, enquanto que a propriedade a) é valida também
para qualquer sumidouro singular-hiperbélico. Lembre que um sumidouro
para um campo é um conjunto compacto invariante A, para o qual todas
as Orbitas proximas a A convergem a A. Logo, um atrator é um sumidouro
transitivo. O {tem a) é um resultado andlogo ao obtido no Teorema 6.1 em
[10] para folheacOes de classe C*° em 3-variedades simplesmente conexas.

Assim, provamos o seguinte,

Teorema 1.5 Seja M uma 3-variedade fechada. Se U C M ¢é uma bacia de
um sumidouro singular-hiperbolico A e K ¢ a uniao das variedades estdveis

fortes associadas as singularidades de A. Entao,

a) as orbitas periodicas de A representam um elemento de ordem infinito

em m (U — K).
Se além disso, A for atrator tem-se
b) o numero de singularidades de A é —x(U).

c) x(S) <0, para toda componente conexa de OU. Além disso, A contém
singularidades, se e somente se existe uma componente S' de OU com

x(S8") < 0.

d) Hi(U) é infinito. Portanto, m (U) € infinito.



Segue-se deste teorema que a bacia de atragao U de um atrator singular-
hiperbdlico A, nao pode ser uma 3-bola nem o toro sélido. Ficam também
excluidas as variedades homeomorfas ao produto de um plano projetivo real
e um intervalo RP? x I, como também S? x I. De forma geral as variedades
R x I sao excluidas, onde R é uma variedade fechada com x(R) > 0, e
no caso em que A tem singularidades, ficam excluidas também variedades
homeomorfas a T? x I e K2 x I, onde T? e K2 sao o toro bidimensional e a
garrafa de Klein respectivamente.

Para finalizar observamos que os itens b), ¢) e d) nao sao validos para
sumidouros singular-hiperbédlicos. Para ver isto, tome uma bola U, como
bacia do conjunto sumidouro singular-hiperbdlico A que contém o atrator
de Lorenz e duas singularidades tipo sela como na Figura 2.3. Do mesmo
exemplo segue-se que K do item a) nao pode ser removido. Isto motiva a

seguinte pergunta:

Pergunta: As oOrbitas peridédicas de um atrator singular-hiperbélico A
representam um elemento de ordem infinita no grupo fundamental da bacia

U de A?.

Este trabalho esta organizado como segue: No capitulo 2, damos uma
série de resultados conhecidos relacionados a Sistemas Dinamicos e Topolo-
gia. Em alguns casos faremos um breve esboco das provas de alguns teo-
remas, que serao usados como referéncia nas provas dos nossos resultados.
No capitulo 3, provamos o Teorema 1.1, primeiro para o caso de campos de
vetores em dimensao 3 e posteriormente para o caso geral. No capitulo 4
provamos o Teorema 1.2. No capitulo 5 provamos os Teoremas 1.3 e 1.4. Por

ultimo no capitulo 6 provamos o Teorema 1.5.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo introduziremos defini¢oes, notacoes e resultados necessarios

para estabelecer os enunciados do nosso trabalho.

2.1 Conjuntos Hiperbdlicos

Seja M uma n-variedade Riemaniana, n > 3. Denotaremos por X" (M)
o conjunto dos campos de vetores em M com a topologia C", r > 1 e X,
t € R, o fluxo de X € X"(M). Denotaremos também por Dif" (M) o conjunto
dos difeomorfismos f : M — M com a topologia C", r > 1.

A fronteira e o interior de F' serdo denotados por OF e Int(F') respecti-

vamente. O fecho de F' é denotado por CI(F).

Definigao 2.1 Seja A C M. A ¢ invariante para o campo vetorial X se
Xi(A) = A, VteR. Analogamente A € invariante para o difeomorfismo f
se f"(A)=A, VneZ.

Definicao 2.2 Dizemos que p € M ¢ nao errante para o campo vetorial X
se para qualquer T > 0 e qualquer vizinhang¢a U de p existe t > T tal que
X(U)NU # 0. Analogamente dizemos que p € M € ndo errante para o
difeomorfismo f se para qualquer N > 0 e qualquer vizinhanga V' de p, existe

n> N tal que f"(V)NV #£ 0



O conjunto dos pontos nao errantes do campo X sera denotado por (X))

e o conjunto dos pontos nao errantes do difeomorfismo f serd denotado por

Q(f).

Definicao 2.3 Um conjunto compacto invariante A de um campo X € hi-
perbdlico se existe uma decomposicao continua do fibrado tangente de M
restrito a A,

T\M = E; ® E% & EY,

tal que DXy(x)(E7) = ES,z) 0 = S;u,x. E existem constantes AK >0 tal

que:
a) B satisfaz |DXy(z)/ES|| < Ke ™, Vo € A, Vt >0 e
b) EY satisfaz |DX_4(x)/EY|| < Ke ™, Vo € A, Vt > 0.

E?* € o subespago de T, M gerado por X (x).

T

Analogamente para o caso de difeomorfismos temos a seguinte definicao.

Definicao 2.4 Um conjunto compacto invariante A de um difeomorfismo f
¢ hiperbdlico se existe uma decomposi¢do continua do fibrado tangente de M
restrito a A,

T\M = E3 @ EY,

tal que Df"(x)(E]) = Efu(,y, 0 = s,u. E existem constantes 0 < p < 1,
C > 0 tais que

a) E3 satisfaz |Df™(x)/Es|| < Cu", Vx € A, Vn >0 e

b) EY satisfaz |Df"(x)/EY|| < Cu™, Vo € A, Vn > 0.



Definicao 2.5 Os conjuntos

W (p, X)={qe M :d(X,(q), Xi(p)) — 0, quando t— oo}

W*(p,X)={qe M :d(X:(q),X:(p)) = 0, quando t— —oo}

sao chamados respectivamente variedade estavel e instavel forte do ponto p

para o campo X..

Definigao 2.6 Os conjuntos
We(p, f) ={q € M :d(f’(q), f(p)) — 0, quando j — oo}

W p, f)={qeM:d(f(q), f (p)) =0, quando j— —oo}

sao chamados respectivamente variedade estavel e instavel do ponto p para

o difeomorfismo f.

Teorema 2.1 (Teorema da Variedade Estadvel para Campos) Seja X €
X" (M). Seja A um congunto hiperbdlico invariante para X . Entao existe um
e > 0 tal que para cada p € A existem dois discos merqulhados W2*(p, X) e

W (p, X) os quais sao tangentes a E; e E, respectivamente.

Os conjuntos W*(p, X) e W**(p, X) sdo chamados respectivamente va-

riedade estavel local de p e variedade instdvel local de p para o campo X.

Assim as variedades estaveis e instaveis fortes de um ponto p para um

campo X podem ser obtidas como

W (p, X) = | XL (W (Xi(p), X))

t>0

Wen(p, X) = | Xe(W(X 4(p), X))

>0

10



Assim, definimos a variedade estdvel e instdvel da orbita do ponto p para

o campo X respectivamente como os conjuntos

We(p, X) = UXt(WéSS(%X)) e

teR

W(p, X) = | X(W (p, X)),

teR

Se A é um conjunto hiperbdlico para X, entao W?*(p, X) e W*(p, X) séo
variedades tangentes a E) & E) e E) © E] respectivamente, e dependem

continuamente com respeito a p.

Teorema 2.2 (Teorema da Variedade Estdvel para Difeomorfismos)
Seja f € Dif"(M). Seja A um conjunto hiperbélico invariante para f. Entdo
existe um € > 0 tal que para cada p € A existem dois discos mergulhados

Wep, f) e Wi(p, f) os quais sio tangentes a E; e Ej.

Os conjuntos W2 (p, f) e W*(p, f) sdo chamados respectivamente varie-

dade estdvel e instdvel local de p para o difeomorfismo f.

Assim as variedades estaveis e instaveis de um ponto p para o um difeo-

morfismo f podem ser obtidas como

Wip, )= J " Wep, ),

n>0

W(p, f) = J "W, ).

n>0

Usaremos W#(p) e W*(p), para denotar as variedades estéveis e instéveis
de um ponto p, tanto para campos como para difeomorfismos quando nao

houver confusao.

11



Definicao 2.7 A orbita de um ponto p € M pelo campo X €é o conjunto
{Xi(p) : t € R}. Analogamente a drbita de p pelo difeomorfismo f é o
conjunto {f™(p) : n € Z}.

Note que as orbitas fechadas para um campo vetorial podem ser singu-
laridades ou érbitas periédicas, i.e., homeomorfas a S'. Assim estas érbitas
em variedades de dimensao 3 podem ser nds ou podem formar enlacamentos
(veja [5]). Por exemplo, na Figura 2.1 temos um desenho parcial de um fluxo

na esfera com curvas periddicas v; e 7, as quais formam um enlacamento de

Hopf (ver Figura 2.1).

Y
ST
N\ L
.................... ’
FI N\ 17
,,,,, i
o> >

Figura 2.1: As 6rbitas peridédicas 7, e 7, formam um enlacamento de Hopf

Definicao 2.8 Um ponto periodico p para um difeomorfismo f € um ponto

para o qual a orbita {f"(p) : n € Z} € finita.

Uma 6rbita fechada do campo X (respectivamente para um difeomorfismo

f) é hiperbdlica se é hiperbdlica como conjunto compacto invariante.
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Definicao 2.9 Uma orbita fechada O para um campo X € um poco se o
subfibrado instavel associado E@ se anula. Uma fonte do campo vetorial X

€ um poc¢o para o campo vetorial inverso —X .

Definicao 2.10 Um ponto periddico p para um difeomorfismo f € um poco

se o subfibrado instdvel associado E se anula. Uma fonte para f € um pogo

para f1.

Denotaremos por CO(X) o conjunto de érbitas fechadas do campo veto-

rial X e por Per(f) o conjunto de érbitas periddicas de f.

Definicao 2.11 Um campo vetorial X € Axioma A se
a) QX) é hiperbdlico e
b) QX)=Cl(CO(X)).

Definicao 2.12 Um difeomorfismo f é Axioma A se
a) Qf) € hiperbdlico e
b) Q(f) = Cl(Per(f)).

Definicao 2.13 O conjunto w-limitede ¢ € M, w(q), € conjunto de pontos
e acumulacao da orbita positiva de q. Analogamente o conjunto a-limite de
q € M, a(q) € o conjunto de pontos de acumula¢ao da drbita negativa de q.
De forma andloga se definem para difeomorfismos os conjuntos a-limite ou

w-limite de um ponto q € M.

Definicao 2.14 Um conjunto compacto invariante A, para um campo X, é

transitivo se A = w(p), para algum p € A.
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Definicao 2.15 Um conjunto compacto invariante A para um difeomorfismo

f € transitivo se tem uma orbita densa para algum ponto p € A.

Definicao 2.16 Um conjunto compacto invariante A para um campo X €

chamado sumidouro se

A =(X(U)

>0

para alguma vizinhangca U de A chamada bacia de atracao de A que satisfaz

X(U) CcU, vt >0.
E para o caso de difeomorfismos temos a definicao correspondente

Definicao 2.17 Um conjunto compacto invariante A para um difeomorfismo

f € chamado sumidouro se

A=) f(U)

para alguma vizinhanca U de A chamada bacia de atracao de A, que satisfaz

f(U) c U, ¥n > 0.

As vezes para abreviar usaremos a palavra bacia ao invés de bacia de

atracao.

Teorema 2.3 (Teorema da Decomposicao Espectral ) Se f ¢ um di-
feomorfismo Azioma A definido em M, entdo o conjunto nao errante Q(f)

se decompoe como uma uniao disjunta
Qf)y =@ UQU...UQ,
de conjuntos fechados invariantes €; e flq, € transitivo e hiperbdlico.

O teorema acima também é valido trocando f por um campo Axioma A

X. Os conjuntos (2; sao chamados conjuntos bdsicos.
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Corolario 2.1 ([40]) Se f satisfaz as mesmas hipdteses do teorema ante-
rior, M pode se decompor como uma uniao disjunta de subconjuntos invari-

antes
n

M =W ()

onde

W () ={ye M: f/(y) =, quando j— oo}

Definicao 2.18 Um atrator de um campo vetorial X € um sumidouro tran-

sitivo de X e wm repulsor é um atrator para o campo reverso —X.

Definicao 2.19 Um atrator de um difeomorfismo f € um sumidouro tran-

sitivo de f e wm repulsor é um atrator para f=1.

Definicao 2.20 Um atrator ou repulsor A para um campo X ou um difeo-

morfismo f € dito hiperbdlico se for um conjunto hiperbolico para X ou para

f.

Proposigao 2.1 (Caracterizagao de Atratores, [38]) Um conjunto bdsico
A de um difeomorfismo Azioma A € um atrator se e somente a W*(p, f) C A

para algum p € A.

A proposigao anterior é valida também para campos [38]. Assim, podemos

provar que

Proposicao 2.2 Todo sistema Axioma A de classe C", r > 1, possui um

atrator e um repulsor.

Demonstracao. Faremos a prova para o caso de difeomorfismos, uma vez
que a prova no caso de campos é analoga. Seja f um difeomorfismo de

classe C", r > 1, definido numa variedade M. Suponhamos que f nao
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tem pogos nem fontes, assim, £* # 0 e E* # 0. Pelo Corolario 2.1 temos
que M = U, W*(A;). Como M é aberto, temos que para algum A = A,
i € {1,...,n}, verifica-se que Int(W*(A)) # (), logo existe um conjunto
aberto U C Int(W#(A)). Tome um disco ¥ C U, transversal a W#(p) para
algum p € A. Como as érbitas periédicas em A sao densas podemos supor
que p é um ponto periédico. Como A é hiperbdlico, ela tem estrutura produto
local, i.e., existe uma vizinhanga V' de p de tamanho € > 0 tal que W*(q;) é

transversal a W"(gq) para todo ¢1,q2 € V N A.

X b U
\
\ u

| | S W

-& _ .!3‘ p é‘ £
2 2
W@ P
\_/
Figura 2.2:

Provaremos que a variedade instavel local Wau/Q(p), estd contida em A .

Para isto tome um ponto q € E“/Q(p) (ver figura 2.2). Como A é uma classe

homoclinica temos que A = W#(r) h W¥(r), para alguma 6rbita periédica
rde A (N th N’ denota que N é transversal a N’). Como todas as érbitas

de uma classe homoclinica estao homoclinicamente relacionadas, podemos

supor que A = W#(p) h W(p). Pelo Lambda Lemma, temos que, W"(p) se

acumula em E“/Q(p), e como q € W;L/Z(p) , temos que
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q € W*(p). (2.1)

Por outro lado, para um N suficientemente grande, temos que f~(X) é
C"-préximo de W*(p). Logo, para todo ¢ € W(p), temos que W*(q') corta
(), assim, W*(¢') € W*(A). Em particular, W*(q) € W#(A). Logo
existe um ponto p’ € A, tal que W#(q) = W*(p'). Novamente podemos supor
sem perda de generalidade que p’ é um ponto periddico. Assim a variedade

estavel de p se acumula em W?*(p'). Portanto W#(p) também se acumula em

W (p') = W5(q), logo

q € W5(p). (2.2)

Portanto, de (2.1) e (2.2) temos que ¢ € W*(p) N W#(p). Como ¢ € V temos
que, ¢ € Wu(p) h W#(p) = A. Assim ;‘/Q(p) C A.

Usando a Proposicao 2.1, concluimos que A é um atrator. Para provar
que f tem um repulsor é suficiente considerar o difeomorfismo inverso f~1.

Isto prova a proposicao. m

Note que toda érbita periddica tem como bacia um toro sélido. O Lema

seguinte garante a reciproca.

Proposigao 2.3 (Ver [27]) Seja X um campo de classe C* numa vizinhanga
de um toro solido ST apontando para dentro e transversal ao bordo de ST.
Se A = (V50 Xi(ST) € atrator hiperbdlico, entdo A é uma drbita periddica

atratora.

A seguir esbogamos uma prova dada em [27].
Demonstracao. E suficiente provar que E} tem dimensao zero. Su-
ponhamos por contradicao que EY # 0 para todo z € A. Logo a dimensao

de E} é um, portanto, a dimensao de £} é um. Entao a variedade estavel
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{W?*(z) : x € A} induz uma folheacao de codimensao um %, em ST trans-
versal a 95T

Aplicamos os argumentos devidos a Brunella [9], em base na seguinte
definicao: Uma semicomponente de Reeb de .% é um subconjunto saturado
H C ST, cujo bordo é formado por uma folha em forma de anel A e um
outro anel K C 9(ST) com 0K = 0A, tal que a variedade dupla 2H é uma
componente de Reeb [13].

Uma vez que .% é induzido por variedades estaveis .# nao tem componen-
tes de Reeb. Agora suponha por contradi¢ao que existe uma semicomponente
de Reeb H de .#. Tome A, K os anéis da fronteira de H com K C 0(ST).
Tome x € Int(H). Note que a 6rbita positiva de = ndo intersecta A. Como
X aponta para dentro de ST temos que w(z) C Int(H). Logo A C Int(H).
Portanto podemos encontrar uma orbita periédica O em H contida numa
folha L de # e L # A. A 1ltima propriedade implica que L é um semiplano
conseqiientemente O é o bordo de um disco em L. Mas aplicando o Teorema
de Poincaré-Bendixson podemos encontrar uma singularidade em H, o qual
é absurdo. Para finalizar a prova tome a folheacao dupla 2.% definida sobre
a variedade dupla M = 25T. Como ST é um toro solido M é difeomorfo a
S? x S*. Conseqiientemente, mo(M) = 0. Por outro lado, uma vez que ST
nao tem componentes de Reeb nem semicomponentes de Reeb temos que M
nao tem componentes de Reeb. Entao o Teorema 1.10-(iii) pagina 92 em [13]
implica que 2.% é uma folheacao produto S? x * de M = S? x S!. Assim,
Z# é uma folheacao produto D X % por discos meridianos sobre ST, assim
as folhas de .# sao discos invariantes. Aplicando novamente O Teorema de
Poincaré-Bendixson podemos encontrar uma singularidade de X em ST, o

qual é absurdo. Esta contradicao prova o Lema. m

Definigao 2.21 Seja X um campo ou um difeomorfismo Axioma A. Dize-
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mos que existe um n-ciclo (n > 2) em Q) se existe uma sequéncia de conjuntos
basicos 1,8, ..., 8, (reindexando os conjuntos bdasicos se for necessdrio)

tal que 0 = Q,,, Q; # Q; para qualquer outro caso e
W2 (Q) N W™ (Qiyq) # 0 para 0<i<n-—1.

Definigao 2.22 Dizemos que um difeomorfismo f € Dif" (M) é Q-estével
se existe uma vizinhanga V(f) C Dif" (M) tal que, para qualquer g € V(f),

existe um homeomorfismo h : Q(f) — Q(g) tal que hf(x) = gh(z), para todo
x € Q(f).

Definicao 2.23 Dizemos que um campo X € X" (M) é Q-estavel se existe
uma vizinhan¢a U(X) C X" (M) tal que, para qualquer Y € U(X), existe um
homeomorfismo h : Q(X) — Q(Y) tal que se x € Q(X) e e >0, existe 6 >0
tal que, para 0 < t <€, hXy(z) = Yph(z), para algum 0 < t' < 0.

Usando os resultados sobre difeomorfismos de Smale [41] e Palis [31], os
quais sao vdlidos na classe C" e o posterior resultado de Palis [33] baseado
no trabalho de Mané [25], vélido para difeomorfismos de classe C'! temos o

seguinte resultado:

Teorema 2.4 (Teorema de Q-estabilidade para difeomorfismos) Um
difeomorfismo f de classe C* é Azioma A sem ciclos se somente se f é Q-

estdvel.

Analogamente, para o caso de campos de vetores devido aos resultados de
Pugh e Shub [36], Palis [32] os quais sao validos na classe C", e o resultado

de Hayashi [19] valido para campos de classe C!, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.5 (Teorema de (2-estabilidade para campos) Um campo X

de classe C' é Azioma A sem ciclos se somente se X é Q-estdvel.
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Outros sistemas importantes sao os de Morse-Smale e os Anosov.

Definicao 2.24 Um campo vetorial X ou um difeomorfismo f, de classe C",

r>1em M, é Morse-Smale se

a) O conjunto nao errante consiste de um nimero finito de drbitas periddicas

hiperbaolicas e

b) para cada oy e oy elementos do conjunto nao errante tem-se que W* (o)

¢ transversal a W*(os).

Definigao 2.25 Um campo vetorial X € X" (M), r > 1 ou um difeomorfismo

f € Dif"(M) é chamado Anosov se a variedade M é um conjunto hiperbdlico.

2.2 Conjuntos Singular-Hiperbdlicos

Estes conjuntos foram introduzidos por Morales, Pacifico e Pujals [29]
para campos de vetores em 3-variedades. Esta definicao inclui os conjun-
tos hiperbdlicos. O exemplo mais representativo de um conjunto singular-

hiperbdlico é o atrator geométrico de Lorenz [18].

Definicao 2.26 Um conjunto compacto invariante A C M de X € parcial-
mente hiperbodlico se existe uma decomposi¢ao invariante T\M = E3 @& EY e

constantes positivas K, \ tais que:

1) E3 satisfaz
IDX,

2) E3 domina EY, i.e., ES #0, e

IDXi|psll - IDX lpe || < Ke™, Veed, V>0

Xt (z)
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Definicao 2.27 Um conjunto parcialmente hiperbolico A € singular-hiperbdlico
se suas singularidades sao hiperbolicas e expande volume no subfibrado EY,
1.€.,

|det (DX, > K leM VYreA, V>0,

)

onde det(-) denota o determinante.

Definicao 2.28 Um atrator singular-hiperbdlico € um sumidouro singular-

hiperbdlico transitivo.

Definicao 2.29 Uma singularidade o de um campo X é do tipo Lorenz se
seus autovalores associados \1, \a, A3 sao reais e em alguma ordem satisfazem
a sequinte relacao:

A < A3 <0< —=A3 <.

Para um atrator singular-hiperbdlico A, a teoria da Variedade Estavel
garante a existéncia da variedade estavel W*(p) associada a cada ponto
p € A. Esta variedade é tangente ao subespago FE; de T,,M. Para todo p

definimos

W (p) = W (Xu(p)).

teR

Se p é regular (i.e., X (p) # 0) entdo W?*(p) é uma variedade bem definida
de dimensao dois de M. A aplicacao p — W?#(p) é continua (nas partes
compactas) nos pontos regulares p de A.

Uma singularidade do tipo Lorenz o é hiperbdlica, e assim, W?*(o) e
WH(o) existem. Além disso, o espago associado ao autovalor As (na definigao
de singularidades de tipo Lorenz) é tangente a uma variedade invariante
unidimensional W**(o). Esta variedade é chamada a variedade estdvel forte
de o .

Num atrator singular-hiperbdélico todas as singularidades sao do tipo Lo-

renz. Isto segue do seguinte resultado em [29].
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Teorema 2.6 (Teorema A, [29]) Seja A um conjunto singular-hiperbdlico
para o campo X e assuma que A nao € hiperbolico. Entao, A tem pelos menos
uma singularidade acumulada por orbitas requlares de X em A. Além disso,
se verifica o sequinte para X ou —X: cada singularidade acumulada o de A

€ do tipo Lorenz e satisfaz
ANW*(o) = {o}.

Como uma consequéncia do Teorema 2.6, temos que as variedades estaveis

fortes associadas a cada singularidade em A cortam o bordo de U.

Figura 2.3: Atrator de Lorenz geométrico A.

Além disso foi provado que os conjuntos compactos invariantes sem singu-
laridades contidos num conjunto singular-hiperboélico sao hiperbdlicos. Mais

precisamente temos o seguinte

Lema 2.1 (Lema 3, [29]) Seja A um conjunto singular-hiperbolico de X e
A C A um conjunto invariante para X tal que Sing(A\') € vazio. Entao A é

hiperbolico. Em particular qualquer orbita periodica de X em A € hiperbdlico.
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2.3 Folheacoes com Singularidades

A seguir apresentamos algumas definigoes introduzidas em [39]. Seja %
uma folheacao diferenciavel de codimensao um sobre uma variedade de di-
mensao m > 2. Denote por Sing(:#) o conjunto das singularidades de .%.
Diremos que as singularidades de .# sao do tipo Bott-Morse se Sing(.%)
é uma uniao disjunta de um numero finito de subvariedades conexas com-
pactas disjuntas, Sing(.%#) = U;Zle, de codimensao m > 2, e para cada
p € N; C SingF existe uma vizinhanca V' de p em M e um difeomor-
fismo ¢ : V. — P x D, onde P C R" e D C R™™ sao discos com cen-
tro na origem, tal que ¢ leva Z#|, na folheagdo produto P x ¥, onde
G = 9(N,) é a folheagdo sobre D dado por uma singularidade na origem
de uma funcao de Morse. Em outras palavras, Sing(F) NV = N; NV,
o(N;NV)=Px {0} C PxDCR"xR"™™ e podemos achar coordenadas
(T, y) = (1, T Y1y o Ymen) € V talque NNV ={y1 = = ypop =
0} e Z|v é dado pelos niveis de uma fungao Jy,(z,y) = >27"5" Ajy7, onde
A; € {£1}.

Os discos X, = o~ !(x(p) x D) sao transversais a .# fora de Sing(.F) e a
restri¢do .#|x, é uma singularidade ordindria de Morse, cujo indice de Morse
nao depende do ponto p na componente N;. Referir-nos-emos a ¢(N;) =
F|x, como o tipo de transversalidade de .# ao longo de N;. Esta é uma
folheacao de codimensao um no disco ¥, com uma singularidade de Morse

ordindria em {p} = N; N %,.

Definicao 2.30 Uma componente N C Sing(F) € do tipo centro se o tipo
de transversalidade ¢ = F|s, de F ao longo de N € um centro. Similar-
mente, N C Sing(.F) € do tipo sela se seu tipo de transversalidade é uma

sela.

23



a. Singularidade tipo sela b. Singularidade tipo centro

Figura 2.4:

A Figura 2.4 apresenta uma folheagao de dimensao dois numa variedade
de dimensao trés, com singularidades de dimensao um do tipo sela (a) e do
tipo centro (b).

Para um sumidouro singular-hiperbdlico A, de um campo X definido
numa 3-variedade, as variedades estaveis W*(p), p € A determinam uma
folheacao .# na bacia de atracao U de A. A folheacdao .# tem folhas de
dimensao dois com singularidades de dimensao um, onde as singularidades
de . correspondem as variedades estaveis fortes de cada singularidade em
A. Como cada singularidade ¢ em A tem um autovalor negativo, os outros
dois autovalores de ¢ podem ser reais positivos, complexos conjugados com
parte real positiva, ou o pode ter mais um autovalor real negativo e um
terceiro autovalor positivo, assim, temos que as folhas de .%, perto de cada

singularidade tem a forma das figuras 2.4.a, 2.5.a e 2.5.b.
Se A é um atrator, como uma consequéncia do Teorema 2.6 temos

Proposicao 2.4 Todas as singularidade de % sao do tipo sela.
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\N @

Figura 2.5:

Assim, a folheacao .# numa vizinhanca das singularidades de um atrator

A sdo como na Figura 2.4.a.

2.4 Preliminares de Topologia

Uma n-bola é uma variedade homeomorfa a bola unitdria de dimensao
n, {x € R" : ||z|| < 1}. Denotaremos por B" ou D™ uma n-bola, e por [
o conjunto [—1,1]. A esfera de dimensao n, {x € R"" : ||z|| = 1}, serd

denotada S™.

Proposigao 2.5 ([14]) A esfera S™, m > 1, é homeomorfa ao espag¢o ob-
tido colando ao produto DP x S, p>1 e p+q=m, o produto SP~! x DIt}

pela aplicagao identidade
i SPTx S1=9(DP x S7) — SP1 x §1=9(SP7! x DI,

Lema 2.2 (Lema de Alexander, [37] p.10) Se h : 9D* — 0D? € um
homeomorfismo entdo, existe um homeomorfismo h' : D?* — D?, tal que

W = hype.
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Teorema 2.7 (Teorema de Schonflies ) Dado um mergulho f : S* —
S% o fecho de cada uma das componentes de S* — f(S*) é homeomorfa ao

disco D?.

Em dimensoes maiores, o analogo de este teorema é falso em geral, devido
ao exemplo mostrado pela Horned Sphere (“Esfera chifrada”) de Alexander.
No entanto, assumindo um “bicolar” sobre o mergulho, podemos provar este

resultado para dimensao alta.

Teorema 2.8 (Teorema Generalizado de Schonflies [8]) Suponha que

f 8"t x I :— 8™ é um mergulho. Entdo o fecho de cada componente de

S™ — f(S™1 x {0}) é homeomorfo a D",
O seguinte teorema é uma consequéncia do Teorema de Schonflies.

Teorema 2.9 (Teorema 26F, [37]) Se M € uma n-variedade compacta e
M = Uy UUs,, onde Uy e Uy sao dois conjuntos abertos homeomorfos a R",

entao M é homeomorfo a S™.

Definigao 2.31 Um subconjunto K em S® (ouR?) é um né se K é homeo-

morfo a S*.

Definigao 2.32 Um subconjunto L em S é um enlagamento (“link”) se L

¢ homeomorfo a uma unido disjunta S{ U ...U S} de um ou mais circulos.

Na Figura 2.6, em a) K é o né chamado nd figura oito , em b) L é o

enlacamento chamado enlacamento de Hopf.

Definicao 2.33 Se um né K, é o bordo de um disco mergulhado em S entdo

K € chamado né trivial , caso contrario é chamado de nd nao trivial.
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@K @
a) N6 Figura oito b) Enlacamento de Hopf

Figura 2.6:

Definicao 2.34 Um toro sélido é uma 3-variedade com fronteira, homeo-
morfa ao produto S' x D* de um circulo por um disco. Um toro é uma

2-variedade sem fronteira homeomorfa a fronteira de um toro solido.

Definicao 2.35 Um centro de um toro solido ST ¢é uma curva fechada

h(S* x {a}) onde h é um homeomorfismo S* x D* em ST e a € Int(D?).

Se T é o bordo de um toro solido ST, dizemos que T ou ST é sem nos
ou com né dependendo se o centro de ST é um né trivial ou ndo. (Veja a
Figura 2.7)

Agora considere um toro sélido ST mergulhado na 3-esfera S®. Denote
por N o fecho de S® — ST, assim ON = ST é um toro. Mas N pode ser
diferente de um toro sélido. Isto motiva a seguinte definigao.

Chamamos cubo com um buraco em forma de nd (veja [4], [37]) a uma
variedade compacta N, de dimensao 3 com bordo construida da seguinte
forma: considere duas bolas B e H de dimensao trés, com H C B, tal que
BN H sao dois discos Dy, Dy, no bordo de B (ver Figura 2.8). Assim N é

definido como
N=CIl(B—-H)
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a) Toro com né b) Toro sem nés
Figura 2.7:

Onde C' denota o fecho. Observe que ON é um toro. Tome uma curva
simples fechada h(K) em S* onde h : B> — S® é um homeomorfismo e K é
uma curva fechada simples em 0N a qual é a uniao de um arco que va desde
D, até D, sobre O0H e um arco que va desde D; até D, sobre 0B. Se K é
um noé, entao um cubo com um buraco de este tipo é chamado cubo com um
buraco em forma de né K, e é denotado por C'(K).

A variedade N na Figura 2.8 é um cubo com buraco em forma de né
figura oito.

Podemos obter o grupo fundamental de um cubo com buraco em forma
de né N, calculando o grupo fundamental de S® —h(K) uma vez que 7 (N) =

m(S® — h(K)).

Teorema 2.10 (Rolfsen, [37]) Um nd K C S? € trivial se e somente se
71(53 - K) =7.

Teorema 2.11 (Teorema do Toro Sélido) Todo toro mergulhado em S*

€ o bordo de um toro solido.
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Figura 2.8: O cubo com buraco em forma de n6 N

Este resultado foi provado em 1924 por Alexander [1]. Veja também [22],
[16] e [37]. Assim, por exemplo o toro 7" na Figura 2.8 ¢ o bordo de um toro
sélido em S3. Portanto, o complementar CI(S® — N) do cubo com buraco
em forma de né N, é um toro sélido.

Uma versao para dimensoes maiores do teorema do Toro Soélido é o se-

guinte

Teorema 2.12 (Ver [23], [24]) Se M ¢é uma variedade difeomorfa a S™,
n > 3, ep < q sao inteiros positivos tais que n = p + q + 1, entdo toda
variedade difeomorfa a SP x S mergulhada em M € o bordo de uma variedade

homeomorfa a DPT! x S9.

Como consequéncia do Teorema do Toro Sélido e do Teorema 2.10 temos

a seguinte proposicao.

Proposicao 2.6 Seja T um toro em S®. Entdo, as componentes conexas de
CI(S? — T) sdo dois toros sélidos em S* se e somente se T é um toro sem

s

nos.
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Definicao 2.36 Uma n-variedade N ¢ irredutivel se toda subvariedade ho-
meomorfa a esfera S*' mergulhada em N é o bordo de uma subvariedade

homeomorfa a uma n-bola em N.

Definicao 2.37 Uma n-variedade M ¢é chamada prima se toda subvariedade
homeomorfa a uma (n — 1)-esfera S mergulhada em M que divide a M em

duas componentes conexas é o bordo de uma n-bola em M.

Pela teoria de homologia a cada n-variedade M podemos associar niimeros
inteiros by, by, ...,b,, com b; > 0. Cada b; é chamado o numero de Betti de

dimensao i. Assim define-se a caracteristica de Euler de M como

i=0
Denotamos por i(o) o indice de uma singularidade isolada de um campo

X. Ver [26].

Teorema 2.13 (Poincaré-Hopf) Seja X um campo vetorial diferencidvel
sobre M com singularidades isoladas. Se M tem fronteira, X aponta para
dentro em todos os pontos da fronteira. Entdo a soma dos indices nas sin-

gularidades de X € igual a —x (M) i.e.,
Z{z’(a) : 0é uma singularidade de X em M} = —x(M).

Uma singularidade p de um campo X é nao degenerada se a transformacao

linear DX (p) é injetiva . Segue-se que p é isolado.

Lema 2.3 O indice de X numa singularidade nao degenerada é +1 ou —1

dependendo se o determinate de DX (p), for positivo ou negativo.

O seguinte lema elementar é uma consequéncia direta do Teorema de

Poincaré-Hopf.

30



Lema 2.4 Seja A um sumidouro, para um campo X de classe C*, numa
n-variedade, n > 1. Seja U uma bacia de A tal que X aponta para dentro
de U. Se A tem todas as suas singularidades isoladas de indice 1, entao o

nimero de singularidades de A é —x(U).

Usaremos a notacao M para a variedade obtida de uma 3-variedade M
colando uma bola em cada esfera que forma parte das componentes conexas
de OM. Assim o fecho de cada componente de M — M é uma bola e M nao
contém nenhuma esfera.

Seja G' um grupo, a abelianizacdo de G é o subgrupo
G, G = {ghg™*h™" : g,h € G}

Para calcular o primeiro grupo de homologia de uma variedade M, conexa
por caminhos usaremos a identidade de Hurewicz. (Veja [8]).

m (M)
[ (M), mi(M)]

Hy (M) =
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Capitulo 3

Sistemas Axioma A sem Pocos
nem Fontes

Neste capitulo provamos o Teorema 1.1. Na primeira secao provamos o

caso para campos de vetores quando n = 3 e na segao seguinte o caso geral.

3.1 Campos sem pocos nem fontes: cason = 3

Nesta secao provamos que toda 3-variedade possui um campo vetorial
Axioma A sem pogos nem fontes. Para conseguir isto modificaremos lo-
calmente um campo vetorial inicial nas vizinhancas dos pogos e das fontes
usando os lemas 3.1 e 3.2. Nestes lemas usamos a existéncia de um atrator
hiperbdlico cuja bacia de atracao ¢ o complementar do né figura oito em S*

(ver [5]).

Lema 3.1 Na esfera S® existe um campo vetorial Azioma A, X, e uma bola

B C S? tais que
a) X € transversal a fronteira de B apontando para dentro,
b) UX)NInt(B) #0 e
c) QX|p) nao tem pogos nem fontes.
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Demonstragao. Segundo Birman e Williams [5], podemos construir um
atrator hiperbdlico A cuja bacia de atragao é homeomorfo ao complementar
do né figura oito na esfera S3. Assim em S® podemos construir um campo
vetorial Axioma A, X, tal que Q(X) esté formado pelo atrator nao trivial A
e uma 6rbita fechada repulsora R a qual é um né figura oito (veja também
[42],[15]).

Agora, considere ST; e STy dois toros sélidos, os quais sao bacias de R
com ST, C Int(STy). Podemos supor que X é transversal as fronteiras de
ST, e ST,.

Defina o campo vetorial X como X sobre C1(S®— ST3) e X |7, é 0 campo

vetorial Y como desenhado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Campo vetorial Y restrito a um Toro Sélido

O campo vetorial Y é a restricao ao toro sélido de um outro campo
definido sobre R3. Este campo é transversal & fronteira de ST apontando
para fora e tem duas singularidades o; e 05, onde o7 é uma fonte e oy €
uma sela, W*(oq) — {02} € W*(o1) N Int(STy) e W¥(oy) N ST} é um disco

meridiano de STj.

33



Em ST, — ST; considere um campo vetorial auxiliar tal que X é de classe
C". Isto é possivel uma vez que X é transversal & fronteira de STy e YV é
transversal a fronteira de ST;.

Considere uma bola By em Int(ST)) contendo a singularidade de tipo
fonte o1, com o campo X transversal ao bordo, apontando para o exterior de
B; (veja Figura 3.1). O complementar de By na esfera S*, B = CI(S®— By) é
outra bola. Assim, X é transversal a fronteira de B, apontando para dentro
de B, e X|p contém unicamente a sela oy e o atrator A. Portanto X|p nao

tem pocos nem fontes. m

Observacao 3.1 A bacia de atracio de A no Lema 3.1 ¢ um cubo com um
buraco em forma de né figura oito. O campo X|g do lema anterior esta

desenhada na Figura 3.2.

Figura 3.2: O campo vetorial X|g

Observacao 3.2 O procedimento anterior para obter o campo X por modi-
ficagoes locais serd usado novamente nas provas dos casos gerais. De forma

similar este procedimento serd feito para difeomorfismos ao longo deste texto.

Usaremos o seguinte lema para “destruir” érbitas peridédicas atratoras ou

repulsoras.
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Lema 3.2 Na esfera S® existe um campo vetorial Azioma A Z e um toro

solido ST tais que

a) Z € transversal a fronteira de ST, apontando para dentro,
b) UZ)N Int(ST) #0 e
c) Q(Z|sr) nao tem pogos nem fontes.

Demonstracao. Tome o campo vetorial Axioma A Z;, na esfera S3,
como o dado por [15] p. 171. Este campo ¢é tal que (Z;) é formado por
duas orbitas periédicas {71,72}, onde 7, é atratora e 7, repulsora. O campo
Z, é construido em S® colando pela fronteira dois toros sélidos ST e ST , 0S
quais sao bacias de 7; e 7, respectivamente. Veja a Figura 2.1.

Seja Z, o campo vetorial tal que Zy = Z; em ST e Zy = —Y em ST onde
—Y é o campo inverso do campo vetorial Y definido no Lema 3.1. Assim
Zy é transversal a fronteira de ST e as singularidades de —Y sao oy que é
atratora e g9 que € tipo sela.

Tome uma bola B C Int(ST) a qual é uma bacia de o;. Modificamos
localmente o campo vetorial Z, para obter Z (Cf. Observacao 3.2) tal que
Z|g = X|p, onde X é o campo vetorial obtido no Lema 3.1. Por construgao,
Z é transversal a fronteira de ST, apontando para dentro. Além disso, os
conjuntos basicos de Z em ST sao o atrator A, a sela em B, e a sela o,.

Portanto Q(Z|sr) é um conjunto nio vazio e nao tem pogos nem fontes. m

A restrigdo Z|sr do campo vetorial Z a ST é desenhado na Figura 3.3.

Prova do Teorema 1.1 para campos e n = 3:. Tome um campo
vetorial Morse-Smale (portanto Axioma A) ¢ sobre uma 3-variedade. Assim

o nao errante 2(P) tem pogos e fontes. Primeiro “removeremos” os pogos.
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Figura 3.3: O campo vetorial Z|sr

Seja o uma singularidade de ¢ a qual é um poco. Considere uma bola B que
seja uma bacia de atracao de o. Modificamos ® em B para obter o campo
® tal que ®|p = X|p, donde X é campo obtido no Lema 3.1.

Assim ci>| g nao tem pocgos nem fontes. Este procedimento pode ser feito
com cada singularidade atratora. Logo podemos supor que ¢ nao tem sin-
gularidades atratoras.

Se v é uma Orbita periddica atratora, considere um toro sélido ST o qual
¢ bacia de atracao de 7. Como foi feito anteriormente apés uma modificagao
local de ® em ST usando o campo vetorial Z do Lema 3.2, obtemos um
outro campo vetorial Axioma A tal que sua restricao a ST nao tem pocos
nem fontes.

Para fontes o procedimento é analogo, usando o campo —X ao invés de
X para singularidades ou —Z ao invés de Z para oérbitas peridédicas. Assim

obtemos um campo vetorial Axioma A, ®, em M sem pogos nem fontes. m
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3.2 Campos (caso n > 3) e difeomorfismos
sem pogos nem fontes

Aqui provamos o Teorema 1.1 para o caso de campos n > 3 e o caso para
difeomorfismos. No caso de difeomorfismos a prova é feita modificando um
difeomorfismo Axioma A em vizinhancas de pogos e fontes usando o Lema
3.3. Para isto usamos a existéncia de um atrator hiperbdlico em B"~ ! x S*
para n > 3. Isto é possivel apés uma extensao na construcao do atrator
solendide em B? x S! definido em [40].

A prova do Teorema 1.1 para campos, n > 3 ¢é similar a prova no caso
n = 3 usando a suspensao do difeomorfismo Axioma A obtido no Lema 3.3.

Faremos isto no Lema 3.4.

Observacao 3.3 A prova feita nesta se¢ao nao pode ser aplicada para cam-
pos de vetores no caso n = 3 uma vez que o Lema 3.3 abaizo nao se verifica

em dimensao dois devido ao resultado de Plykin [35].

Lema 3.3 Na esfera S™, n > 3, existe um difeomorfismo Azxioma A, F e

uma bola B, tais que:
a) F(B) C Int(B),
b) QF)NInt(B) # 0 e
c) Q(F|g) nao tem pogcos nem fontes.

Demonstracao. Consideraremos a esfera S™ como a uniao de R” e um

ponto p no infinito. Seja o campo vetorial X : R” — R™ dado por

X(@r, 2, ) = (—ai (2] + a3 — 1), —aa(2] + 25 — 1), =23, .., =)

37



Figura 3.4: O campo vetorial X em dimensao 3.

Note que as singularidades de X sdao O = (0,0,...,0) e os pontos do

circulo
C: {(ml,xg,...,a:n) cR" |23+ 25—-1=0, 2, =0, @':3,...,71}.
Além disso, O ¢é uma sela. Veja a figura 3.4.

Seja h: B! x St — B"1 x S! dado por

B(z,0) = (214 CoSCTO) 22 sIn(20) Zs s gy gy
10 2 10 2 10 10

onde z = (z1,29,...,2,_1) € B" e e S

A aplicacao h é uma extensao da definicao da aplicacao g : B?> x St —
B? x S' a qual define o Atrator solendide dado por [40]. A aplicagao h tem
as mesmas propriedades que g, i.e., h tem um atrator nao trivial hiperbolico
em B"! x St

Tome uma vizinhanca tubular ST de C difeomorfa a B"~ ! x St tal que
X seja transversal a 9ST. Tome X; a aplicacao de tempo 1 do fluxo Xj.

Modificamos localmente X; para obter a aplicacao F' (Cf. Observagao 2)

tal que Flsr = h.
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Agora, considere uma bola B" com centro na origem tal que ST U{O} C
Int(B™). Como em R"™ — ST o unico ponto fixo de X; ¢é a singularidade tipo
sela O e, para h o tnico conjunto bésico em S7T" é nao trivial, temos que a
restricao de F' a B™ nao tem pocos nem fontes.

Para completar consideramos p uma fonte no infinito. Assim podemos
estender F sobre S™ tal que sua extensao é um difeomorfismo Axioma A com

as propriedades desejadas. m

Prova do Teorema 1.1 para difeomorfismos:. Seja M uma varie-
dade fechada de dimensdo n > 3. Consideremos em M um difeomorfismo
Morse-Smale g, portanto g é Axioma A. Podemos, sem perda de generali-
dade, supor que Q(g) ¢é formada unicamente por pontos fixos (tomando um
iterado apropriado de g se for necessario). Modificamos localmente g em
bolas as quais sao bacias de atracao de pocos de g usando o difeomorfismo
F do Lema 3.3.

Analogamente para fontes usando F~! ao invés de F'. Assim a prova esta

concluida. m

A seguir temos uma versao do Lema 3.1 para dimensoes maiores.

Lema 3.4 Na esfera S™ existe um campo vetorial Axioma A X* e uma bola

B" tais que
a) X* € transversal a fronteira de B", apontando para dentro,
b) QX*) N Int(B™) £ e
c) Q(X*|gn) ndo tem pogos nem fontes.

Demonstracao. A prova é analoga a do Lema 3.3. Para isto considere
a esfera S™ como a uniao de R™ e um ponto p no infinito. Considere o campo

vetorial X : R®" — R" e ST como no Lema 3.3.
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Denote por Xz o campo vetorial em STy, gerado pelo fluxo suspenso do
difeomorfismo F restrito a bola B"~! do Lema 3.3, onde ST é difeomorfo
a B"! x S, Defina o campo vetorial X* obtido por uma modificacao local
de X tal que X* restrito a ST é Xp. Considere B™ uma bola com centro
na origem O tal que ST U{O} C Int(B"). Desde que em R™\ ST a tnica
singularidade de X* é O e em ST nao tem pocos nem fontes entao a restricao
de X* a B™ também nao tem pocos nem fontes.

Para completar considere p uma fonte. Assim podemos estender X* a S™,
tal que X* é um campo vetorial Axioma A definido em todo S™ satisfazendo

as conclusoes do lema. m

Prova do Teorema 1.1 para campos no caso n > 3:. Tome um
campo vetorial Morse-Smale (portanto Axioma A) ¢ em uma n-variedade
M. Assim o conjunto nao errante 2(®) tem pocos e fontes. De forma similar
o que foi feito no caso n = 3 modificamos o campo vetorial ¢, tomando o
campo X* do Lema 3.4 ao invés do X, para eliminar singularidades do tipo
poco ou fonte, e o campo Xg, o qual foi obtido na prova do Lema 3.4, ao
invés do campo Z, para eliminar o6rbitas periédicas do tipo poco ou fonte.
Assim, o campo vetorial resultante ® é um campo Axioma sem pogos nem

fontes. m

Provas do Corolarios 1.1. Como os conjuntos nao errantes para os
campos e difeomorfismos Axioma A obtidos no Teorema 1.1 foram obtidos
por modificacoes locais de sistemas Morse-Smale (portanto sem ciclos) e as
modificagoes nao produzem ciclos, temos que estes novos sistemas sao sis-
temas Axioma A sem ciclos. Assim, pelos teoremas 2.4 e 2.5 provamos o

Corolério 1.1 na topologia C'. m
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Capitulo 4

Condicoes Suficientes

Neste capitulo damos condicoes suficientes para que um campo vetorial
Axioma A na esfera S® tenha um poco ou uma fonte. Uma vez que este
teorema usa os resultados da teoria de nés em S®, nio podemos estender
este resultado a dimensoes maiores. Mesmo no caso de outras variedades
de dimensao 3 este resultado nao pode ser aplicado pois como veremos no
Capitulo 5 a unica variedade de dimensao 3 na qual se verifica que “todo toro
é 0 bordo de um toro sélido”é a esfera S3.

Neste capitulo X denotard um campo de classe C", r > 1.

Lema 4.1 Seja X um campo numa 3-variedade M. Seja A um sumidouro
hiperbolico sem singularidades e U uma bacia de atracao de A, com X trans-
versal a OU apontando para dentro de U. Entdo x(S) =0, para cada compo-
nente conexa S de OU. Portanto se M for orientdvel as componentes conexas

de OU sao uma unido disjunta de toros.

Demonstracao. Como A é hiperbdlico a estrutura hiperbdlica de A pode
ser estendida a U. Portanto a variedade estavel dos pontos de U determinam
uma folheacao .# sem singularidades, de dimensao dois, em U transversal
ao bordo de U. Assim a folheacao .# induz uma outra folheagao .#* sem

singularidades de dimensao um, no bordo de U. Logo, cada componente
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conexa de QU tem caracteristica de Euler zero, portanto é um toro ou uma
garrafa de Klein, pois estas sao as unicas superficies que suportam folheagao
sem singularidades. Assim, se M for orientdavel as componentes conexas de

OU sao uma uniao disjunta de toros. Isto conclui a prova. m

Lema 4.2 Seja X um campo vetorial Azioma A em S® tal que todo toro
transverso a X € sem nds. Seja U a bacia de um atrator hiperbolico A nao
trivial, com

ou=TU...UT,

como no Lema 4.1.
Seja ST um toro solido contendo A, com 0ST = T; para algumi=1...n.

Entao existe um toro solido em ST contendo um repulsor.

Demonstracao. Note que n > 2. De fato se n = 1, entao ST = U
e assim pela Proposicao 2.3, A seria uma orbita periddica atratora que é
impossivel por nossa suposicao.

Portanto
n
oU =T
i=1
com n > 2. Isto implica que os toros 17, ...,T, estao contidos em ST. Uma

vez que ST C S3, temos que o toro Ty é o bordo de um toro sélido ST, em

ST, uma vez que todo toro transverso é sem nés. Logo
ST, C ST.

Além disso ST; nao contém A, senao teriamos n = 1 e ja vimos que isto
nao é possivel, portanto X aponta para fora de ST5, porque X é transversal
a U e nao pode apontar para dentro. Assim, como consequéncia do Teorema

de Decomposicao Espectral temos que S7T5 contém um repulsor R. m
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Prova do Teorema 1.2:. Seja X um campo vetorial Axioma A em S,
tal que todo toro transversal a X é um toro sem nés. Pelo Teorema 2.3 para
campos, o conjunto nao errante (X) é uma unido disjunta de conjuntos
invariantes.

Note que ©Q(X) é um subconjunto préprio de S3, caso contrario X seria
de Anosov, o qual é impossivel devido a que toda variedade que suporta um
fluxo de Anosov de codimensao um tem grupo fundamental infinito (veja p.
289 em [30], ou [34]).

Vamos supor que X nao tem singularidades atratoras ou repulsoras. As-
sim, devemos provar que X tem Orbitas periddicas atratoras ou repulsoras.

Pela Proposicao 2.2 temos que pelo menos algum dos conjuntos bésicos
de Q(X) é um atrator. Seja A; um atrator de X. Pelo Lema 4.1 existe uma
bacia de atragao U; de A; tal que X é transversal a dU; a qual é formada

por toros disjuntos TlAl, e ,TT‘:‘AII. Assim
oUy =T{"U...UT .

Por hipétese esses toros sao sem nés, portanto pela Proposicao 2.6, sao o
bordo de dois toros sélidos em S*. Seja ST um toro sélido com bordo T/

para algum 7 = 1...ny, tal que
ST4 D A,.

Se A; nao é uma oOrbita periddica atratora, pelo Lema 4.2 temos que existe

um toro sélido ST contendo um repulsor R;, com
ST > ST,

Se R; ndo é uma 6rbita periddica repulsora, pelo Lema 4.1 em ST™

podemos encontrar uma bacia Us de Ry tal que
OUy = T{* U...UT;2
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onde TlAQ, e ,T,f‘j2 sao toros transversais a X, os quais sao sem nés por
hipdtese. Logo pela Proposicao 2.6, esses toros sao o bordo de dois toros
sélidos em S® e, portanto algum desses estd contido em ST,

Podemos supor que ST tem como bordo algum toro da fronteira de Us.
Novamente pelo Lema 4.2, existe um atrator As contido em um toro sélido

ST#2 o qual esta contido em ST . Assim temos que
ST4 5 STH 5 5742

e ST#2 contém o atrator Ay. Repetindo este procedimento encontramos uma

sequéncia de toros solidos
ST > ST 5 8T4 > 5T 5 ... 5 ST4 > ST 5 ...

tais que ST4 D A; e ST O R; onde A, sdo atratores e R; sao repulsores.
Como o nimero de conjuntos basicos do conjunto nao errante Q(X) é
finito a sequéncia acima é finita. Logo existe um toro sélido ST4 que é a
bacia de atracao de A; e dai segue que A; é 6rbita periddica atratora ou existe
um toro sélido ST® que ¢ a bacia de repulsdo de R;, o que implica que R; é

uma 6rbita periddica repulsora. Em qualquer caso a prova esta concluida. m
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Capitulo 5

A Reciproca do Teorema do
Toro Sélido

Neste capitulo provamos as reciprocas de algumas generalizacoes do Teo-

rema do Toro Sélido.

5.1 Prova do Teorema 1.3

Nesta secao provaremos o Teorema 1.3. Uma n-variedade N é irredutivel
se toda subvariedade homeomorfa & esfera S"~! mergulhada em N é o bordo
de uma subvariedade homeomorfa a uma n-bola em N. O seguinte fato
parece ser conhecido mas nao encontramos nenhuma referéncia. Por esta

razao incluiremos a sua prova.

Proposicao 5.1 A variedade DP*! x S9 € irredutivel para quaisquer inteiros

positivos p, q.

Demonstracao. Assumiremos sem perda de generalidade que D! x S4
é mergulhado em S™ onde n = p+q¢+1. Seja S uma subvariedade homeomorfa
a esfera ™! mergulhada em DP™! x S9. Podemos assumir também que

S C int(DP x S9).
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Denote por By e By as duas bolas com bordo comum S, em S™. Como
p > 1 temos que a fronteira de DPT! x S7 é conexa uma vez que esta é
homeomorfa a SP x S%. Portanto 9(DPT! x S%) estd contido no interior de
B; ou Bs.

Assim, temos que B; ou B; estd contido em DPT! x SP. Isto implica que

S é o bordo de uma bola em DPF!l x S9. m

Prova do Teorema 1.3. Tomamos uma variedade M de dimensao
n > 3 e p,q inteiros positivos tais que n = p + ¢ + 1. Assumiremos que
todo SP x S? mergulhado em M é o bordo de uma variedade difeomorfa
a DPT! x S% em pelo menos um lado. Para considerar os casos p # ¢ ou

p = q = 1 usaremos o seguinte lema.

Lema 5.1 Sejam n > 3 e p,q inteiros positivos tais que n = p+q+ 1. Se
p # qoup=q=1, entdo toda n-bola B contém um subconjunto E nao

homeomorfo a DP™1 x S com fronteira OF = SP x S9.

Demonstracao. Para p = ¢ = 1 temos que n = 3 e podemos escolher
um cubo com buraco em forma de né nao trivial B (veja [4]). Neste caso

m(E) # 7Z e assim E nao é homeomorfo a D? x S1.

Agora considere o caso p # ¢. De acordo com [14] p. 33, sabemos que S™
pode ser visto como a uniao de DP* x S? e SP x DIt com fronteira comum
SP x S ie.,

S™ = (DPT1 x S9) U (SP x DTT). (5.1)

Mas
S =DiuDi,
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onde Df e Di sdo ¢-bolas com uma esfera como fronteira comum . Substitu-

indo em (5.1) temos
S" = (D™ x DY) U (DP*! x D) U (SP x DT).

Note que DP*1 x D{ é uma n-bola e entao (DPT x DI) U (SP x DIt1)
também é outra bola uma vez que é o complementar de DP™! x DY em S™.

Entao podemos assumir que
B = (D" x D) U (S? x D)
e também podemos escolher
E = SP x DI,

Assim temos que OF = S? x S9 e E nao é homeomorfo a DP™! x S¢ uma vez

que p # q. Isto conclui a prova. m

Agora assumimos que p # ¢ ou p = ¢ = 1. Fixamos uma n-bola B
em M. Aplicando o Lema 5.1 a esta bola podemos achar £ C B tal que
OF = SP x S9 mas E nao ¢ homeomorfo a DP*! x §4.

Para simplificar denotemos
T =0F = 5S? x S%.

Por hipdtese T é o bordo de um conjunto homeomorfo a DP™! x S mergulhado
em M. Como E nao é homeomorfo a DP*! x S9 e é o fecho de uma das
componentes conexas de M — T' concluimos que a outra componente ST =
CIl(M — E) tem que ser difeomorfa a DP™! x S9.

Por outro lado

ST = (M — B)UCI(B — E).
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Escolha uma outra bola B tal que

B C Int(B)

Assim,

STUB=(M—-B)UCI(B—-E)UB

e como Cl(B — E) C B temos que
STUB = (M — B)UB.

Uma vez que B C B temos M — B D M — B. Portanto

STUBD (M —-B)UB=M
Assim,

M=STUB

com ST C B pois ST C B C int(B).

Isto implica que OB C Int(ST). Entdo dB ¢é o bordo de uma bola em
ST pois ST é irredutivel (pois é homeomorfo a DP™! x S9).
Entao M ¢é a uniao de duas bolas e portanto ela ¢ homeomorfa a S™. Isto

finaliza a prova no caso p # qoup=q = 1.

A seguir nos ocuparemos do caso p = ¢ # 1. Provaremos que M §é
variedade prima . Para isto devemos provar que qualquer subvariedade ho-
meomorfa a uma (n — 1)-esfera que divide M em duas componentes conexas

é o bordo de uma n-bola em M.

Seja S* uma subvariedade mergulhada em M homeomorfa a uma (n —1)-

esfera que divide M em duas componentes conexas. Denote por B} e Bj o
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fecho das duas componentes conexas de M — S*. Provaremos que uma dessas
componentes conexas € uma n-bola.

Tome a primeira componente conexa B e considere uma n-bola U C Bj
tal que D}' = U NOB* é uma (n — 1)-bola. Isto ndo é dificil de ver ji que
toda (n — 1)-esfera pode ser vista como a uniao de duas (n — 1)-bolas coladas
pelo bordo. Veja uma ilustragao na Figura 5.1

Agora procedemos como na prova do Lema 5.1. Primeiro note a seguinte
igualdade para p = q.

S™ = (DPT x SP)uU (DY x DP*Hy U (D) x DY),
A uniao
(DPTL % SPY U (DY x DPTY)
¢ uma bola pois é o complementar em S™ da bola D} U DP™!. Podemos
assumir que
U= (D! x SPYU (D} x DP*).
Definimos

B, = D} x D1,

Desta escolha segue que B; é uma n-bola contida em U satisfazendo

B, NoU = (DY) x DP*,
Podemos, adicionalmente, assumir que

ByNoU C Int(Dy™1).

Veja a figura 5.1. Defina

Dyt = Cl(oU — DY),

Claramente D3~! é uma (n — 1)-bola cujo interior esta contido em Int(B}).

Usaremos os seguintes fatos:
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S+ =0BF =0B3

Figura 5.1:

1) O conjunto E = Cl(B{—B;) é uma n-variedade compacta com fronteira

OE = SP x SP.
2) O conjunto Dy = Cl(OB; — Dy™') é uma (n — 1)-bola.

3) A unido S = Dy ' U Dyt é uma (n — 1)-esfera em E disjunta de

Int(U).

Agora aplicamos as hipdteses do teorema para garantir que a fronteira
OF é o bordo de uma variedade difeomorfa a DP*! x SP em M. Segue entao
que ou E ou CL(M — E) é difeomorfo a DP! x SP.

No primeiro caso temos que E ¢é irredutivel, portanto a esfera S em (3)
é 0 bordo de uma n-bola B em E. Esta bola nao pode ser C1(U — B;) uma
vez que esta ultima variedade tem como fronteira SP x SP.

Segue entdo que Bf = BUU e BNU = Dy~'. Assim, B! é uma n-bola
e a prova termina neste caso.

Para finalizar, consideremos o caso em que CL(M — E) é difeomorfo a

DP1 x SP. Neste caso temos novamente que CL(M — E) é irredutivel.
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Agora observe que

OE = 0(Cl(M — E)).

Dai
OB NOE C Cl(M — E).
Mas
0B —0E C M - E.
Assim,

0B; c CI(M — E)

e entdo 0B} ¢ o bordo de uma n-bola em CI(M — E).
Concluimos que a (n — 1)-esfera 9B] ¢é o bordo de uma n-bola em M.

Uma vez que S* =0B]. =m

Observacao 5.1 A prova do Lema 5.1 nao pode ser usada para provar que
M € homeomorfa a SPTITL, no caso p = ¢ > 2 wma vez que, neste caso, a
teoria de nds nao pode ser empregada e também devido ao fato que SP x DIT!
¢ homeomorfo a DP™' x S9. Esta é a razio pela qual obtemos que M € uma

variedade prima em vez de homeomorfa a SPTI+1,

5.2 Prova do Teorema 1.4

Demonstracao. Seja M uma 3-variedade fechada. Considere o conjunto

E descrito na Figura 5.2.

O conjunto E é construido da seguinte forma: tome uma bola B e con-
sidere uma vizinhanca tubular N do né figura oito tal que N C int(B).

Tomamos outra bola P tal que PN N e PN dB sao dois discos.
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E
@ —o"

Figura 5.2: B=NUPUFE

Definimos

E=CI(B—(NUP)).

Assim por construcao m (F) # Z.

Denote por T a fronteira de E, a qual por construcao é um toro. Podemos
tomar uma vizinhanga coordenada de M e supor que B esta contida dentro
dessa vizinhanca.

Por hipotese T' é o bordo de uma 3-variedade com grupo ciclico infinito.
Assim

m(Cl(M — E)) =Z. (5.2)
Mas CIl(M — E) pode ser expressado como
Cl(M—E)=BUN

onde B =CI(M —B)UP e N=NUP. Veja a Figura 5.2.
Assim, BN N = P, que tem grupo fundamental trivial. Portanto por

(5.2) e pelo Teorema de Van Kampem, temos que

~

Z = (CUM — E)) = 1 (B) % m(N).
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Como 7 (N) = m(N) = Z entao

m(B) = 0.

Como m1(B) = 1, (Cl(M — B)) entéo
m(CI(M — B)) =0,
Portanto
m (M) = m(CI(M — B)U B) = m (CI(M — B)) * m(B) = 0,

e isto termina a demonstragao. m
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Capitulo 6

Bacias de Atratores
Singular-Hiperbdlicos

Neste capitulo provamos o Teorema 1.5 que trata sobre as propriedades
das bacias de atracao de atratores singulares hiperbélicos. Além disso for-
necemos alguns exemplos de 3-variedades com bordo que podem ou nao, ser
bacias de de um atrator singular-hiperbdlico.

Neste capitulo A denotara um sumidouro e U denotard a bacia de A, a
qual sera uma 3-variedade compacta com bordo transversal a um campo X
de classe C", r > 1. A variedade estavel de cada ponto p € A tem dimensao
1, além disso ela induz uma folheagao de dimensao 2 em U. Denotaremos
por . esta folheacao. Se A contém singularidades, .% tem singularidades de
dimensao 1, formadas pela variedades estaveis fortes de cada singularidade.

Como os autovalores Ai, A2, A3 de uma singularidade o de tipo Lorenz, de
um campo X satisfazem Ay < A3 < 0 < —A3 < A\;. Entao o determinante da
aplicacdo DX (o), é igual a A\;A2A3 > 0. Logo pelo Lema 2.3 e Teorema 2.6,

temos

Proposicao 6.1 Cada singularidade de um atrator singular-hiperbdlico A,

tem de indice 1.

Como X é transversal ao bordo de U, a folheagao .# induz uma folheacao
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em OU, a qual denotaremos por #*. Se .# tem singularidades entao a
folheacao .#* também tem singularidades. As singularidades de .#* sao
induzidas pelas singularidades de .%. Além disso se A for atrator singular
hiperbdlico temos pela proposicao 2.4, que cada singularidade de .#* sao do

tipo sela, em outras palavras temos

Proposicao 6.2 Seja A um atrator singular-hiperbolico com bacia U. Entao

*

todas as singularidades na folheagdo induzida F* no bordo de U tém indice

—1.

Lembre que M 6 a variedade obtida de uma 3-variedade M , colando uma

bola em cada esfera que forma parte das componentes conexas de OM.

Lema 6.1 (Lema 6.7 [21]) Seja U uma 3-variedade compacta e suponha

que ou
i) U € orientdvel e OU # 0, ou

ii) U nao é orientdvel e oU néao contem planos projetivos (possivelmente

U =10).
Entao H,(U) € infinito.

Definicao 6.1 Seja .# uma folheacao de codimensao um, numa variedade
M. Uma folha F de F tem holonomia de um lado sé se eziste uma curva
c C F exg € c cuja aplicagao de holonomia f : Dom(f) C ¥ — 3 sobre um

segmento transversal X que intersecta ¢ satisfaz as sequintes propriedades:
1. f nao € a identidade Id em qualquer vizinhanca de xoy em X.

2. [ =1d em algumas das componentes de 3 — {xo}.

Lema 6.2 As folhas de F nao tem holonomia de um lado so.
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Demonstragao. As folhas de .# sao copias imersas de planos ou cilindros(ou
faixas de Mobius) os quais intersectam o bordo de U. Os cilindros ou faixas
de Mobius correspondem as variedades estaveis de érbitas periédicas. Assim
seja F uma folha de .. Se F' é um plano a prova esta concluida pois nesse
caso ela tem holonomia trivial. Portanto, consideraremos o caso em que F' é
um cilindro ou uma faixa de Mobius. Tome uma secao transversal X a F' em
um ponto de uma curva fechada v nao homotopicamente trivial em F'.
Usando o fluxo do campo X podemos encontrar uma homotopia entre ~y
e uma curva periddica § de X. Pois F' = W#(p) para algum ponto peridédico
p. Pelo Lema 2.1, 9 é uma orbita hiperbdlica. Isto implica que para toda
secao transversal a folha F' num ponto de ¢, a aplicacao de holonomia fs é
expansora, em particular f; nao tem holonomia de um lado s6. Logo f, nao
tem holonomia de um lado s6, para qualquer curva fechada v em F'. Isto

conclui a prova. m

6.1 Prova do Teorema 1.5

Demonstragao. Prova do item a). Suponhamos por contradigdo que
as Orbitas periédicas tém ordem finita em m (U — K). Seja 7 uma curva
periédica em A com ordem finita em (U — K). Sem perda de generalidade
podemos supor que ela é homotépica a um ponto em U — K.

Além disso, podemos encontrar uma curva v’ transversal a % e ho-
motopica a . Isto é possivel pois pelo Lema 2.1, v é um conjunto hiperbdlico.
Portanto existem a variedade estével e instdvel de v e W¥(y) C A. Assim
existem érbitas (nao fechadas) em W*(y) que se acumulam em 7. Port-
anto existem folhas de .# que se acumulam em . Dai procedemos como no
Lema 1.2 p.271 em [30], (veja também [11]) para encontrar um curva fechada

v C WH(~) transversal ao fluxo em W"(v), portanto transversal a .. E
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como ' C W*(y), temos que 7' é homotépica a 7.

Portanto, podemos ainda supor que 7’ é a imagem do bordo de um disco,
de uma aplicacdo f do disco D em U — K de classe C*, transversal a .#
exceto num numero finito de pontos. A folheacao .# induz uma folheacao .#p
em D, transversal ao bordo de D com singularidades. Estas singularidades
correspondem a tangencias de f(D) com as folhas de .#. A partir, dai
podemos continuar com os argumentos de forma analoga a prova do Teorema
de Haefliger como é feito no Cap. VII. de [20] Parte B, (onde a folheagao .#
pode ser de classe C?) e provar que existe uma folha de .#p com holonomia
de um lado s6. Portanto % tem folha com holonomia de um lado sé. Mas

isto é uma contradigao ao Lema 6.2. Esta contradigao prova o item a).

Prova do item b). Para o caso em que A nao tem singularidades, a prova
esta contida no Lema 4.1. Se A tem singularidades, temos pela Proposi¢ao
6.1 que todas as singularidades A tem indice 1, e pelo Lema 2.4 o nimero de

singularidades de A é —x(U). Isto prova o item b).

Prova do item c). Seja S uma componente conexa do bordo de U. Se
x(S) > 0, entao S é difeomorfa a uma esfera ou a um plano projetivo. Como
a esfera e o plano projetivo tem caracteristicas de Euler 2 e 1 respectivamente,
concluimos que S tem necessariamente uma singularidade de indice 1. Entao
a folheacao .#* induzida em S tem singularidades de indice 1. Mas isto
contradiz a Proposicao 6.2.

Agora, tomemos o caso em que A tem singularidades. Suponha por con-
tradicao que todas as componentes do bordo tem caracteristica de Euler zero.
Logo, todas as componentes conexas do bordo sao difeomorfas a toros ou gar-
rafas de Klein. Assim, tomemos uma componente conexa S’ do bordo de U.

Logo, existe uma singularidade em S” com indice —1. Mas como x(S’) = 0
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deve existir pelo menos uma singularidade em S’ com indice 1. Obtemos as-
sim uma contradicao a Proposicao 6.2. Reciprocamente, suponha que existe
uma componente S’ de U com x(S’) < 0. Suponha que A nao tem singula-
ridades. Logo a caracteristica de Fuler do bordo de U é zero. Assim existe
uma componente conexa S* de OU com x(S*) > 0, obtendo uma contradigdo

a primeira parte deste {tem. Esta contradigao termina a prova o item c).

Prova do item d). Pelo item c) temos que OU nao contem esferas. Port-
anto, U = UedU = oU # (). Novamente, pelo ftem ¢) U nao contem
planos projetivos. Logo, sendo U orientavel ou nao como consequéncia do
Lema 6.1 temos que H;(U) é infinito. Portanto, 7 (U) é infinito. Isto conclui

a prova do Teorema. m

6.2 Exemplos

Se U é bacia de atrator singular-hiperbélico A, o Teorema 1.5 implica

que:

e U nao é homeomorfo a uma 3-bola.

e U nao é homeomorfo ao produto RP? x I de um plano projetivo e um

intervalo.

e U nao é homeomorfo ao produto S? x I.

De forma geral, U nao é homeomorfo ao produto R x I, onde R é uma

superficie fechada com x(R) > 0.

U nao é homeomorfo a um toro sélido D? x S'. Pois, nesse caso teriamos

que x(U) = 0, portanto A nao teria singularidades, assim, pela Pro-

posicao 2.3 A seria uma Orbita periddica atratora, i.e., E{ = 0. Mas
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isto nao é possivel ja que por definicao de conjunto singular-hiperbdlico

EY #0.

Se A nao tem singularidades, U pode ser homeomorfo ao cubo com
buraco em forma de né figura oito (ver Figura 2.8), como foi considerado

na prova do Teorema 1.1 (ver [5]).

No entanto, se A tem singularidades, U nao pode ser homeomorfo a

um cubo com buraco em forma de no.

Se A tem singularidades entdo U nao é homeomorfa a T? x I nem a
K2 x I, onde T? e K? sdo o toro bidimensional e a garrafa de Klein

respectivamente.

De forma geral, se A tem singularidades entao U nao é homeomorfa a

R x I, onde R é uma superficie fechada com x(R) = 0.
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