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Resumo

Neste trabalho provamos que qualquer n-variedade fechada, n ≥ 3, su-

porta um campo vetorial e um difeomorfismo Axioma A de classe Cr, r ≥ 1,

sem poços nem fontes (i.e., atratores ou repulsores triviais). Além disso,

provamos que na topologia C1 existe um aberto de campos de vetores e

difeomorfismos Axioma A sem poços nem fontes. Exibimos uma condição

na esfera S3 para que um campo vetorial Axioma A tenha poços ou fontes.

Nossa restrição à esfera é justificado pelo seguinte resultado topológico: Se

M é uma 3-variedade fechada na qual todo toro mergulhado é o bordo de um

toro sólido em pelo menos um lado, então M é homeomorfo a esfera S3. Este

resultado constitui a rećıproca do Teorema do Toro Sólido, que também será

provado neste trabalho como um caso particular de um resultado mais geral.

Também provamos que se U é bacia de um atrator singular-hiperbólico não

trivial Λ, então H1(U) é infinito e as órbitas periódicas de Λ representam um

elemento de ordem infinita em π1(U −K), onde K é a união das variedades

instáveis fortes associadas às singularidades de Λ.



Abstract

In this work we prove that every closed n-manifold, n ≥ 3, supports an

Axiom A vector field and a diffeomorphism of Cr- class, r ≥ 1, without sinks

or sources (i.e., trivial attractors or repellers). We also prove that in the C1-

topology, there is an open set of Axiom A vector field and a diffeomorphism

without sinks and sources. We also get a condition for an Axiom A vector

field in S3 to exhibit a sink or a source. The restriction to S3 is justified by

the following topological result: If M is a closed 3-manifold such that every

embedded torus bounds a solid torus, then M is homeomorphic to S3. This

result is the converse of the Solid Torus Theorem, which we will prove in

this work as a particular case of a more general result. Moreover we prove

that if U is a basin of a non trivial singular-hyperbolic attractor Λ, then

H1(U) is infinite and the periodic orbits of Λ represents a element of infinite

order in π1(U −K), where K is the union of strong stable manifolds of each

singularity of Λ.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Um atrator para um sistema dinâmico é um conjunto compacto invariante

transitivo Λ, para o qual convergem todas as órbitas próximas a Λ. Um

repulsor é um atrator para o sistema dinâmico inverso. Aqui usaremos o

termo sistema dinâmico (ou simplesmente sistema) para referir-nos tanto a

campos de vetores como a difeomorfismos.

Para todo inteiro n ≥ 1, a esfera Sn admite um sistema Axioma A, f

tal que o conjunto não errante Ω(f) é formado por exatamente dois pontos,

um poço e uma fonte (i.e., atrator e repulsor trivial). No caso n = 2, Plykin

[35] provou que todo difeomorfismo Axioma A definido na 2-esfera S2 possui

necessariamente um poço ou uma fonte. Além disso, se f tem um atrator

não trivial Λ, com bacia de atração U , então U é homeomorfo a um disco

com pelo menos quatro ‘buracos”. Por outro lado, em dimensão três, em [12]

foi provado que uma condição necessária e suficiente para uma 3-variedade

fechada, orientável M suporte um difeomorfismo f cujo conjunto não errante

Ω(f) esteja formado por dois solenoides de Smale é que M seja um espaço

lenticular e M 6= S2 × S1. Finalmente, todo sistema Axioma A possui um

atrator e um repulsor (não necessariamente trivial).

Os resultados acima mencionados motivam as seguintes perguntas:
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1) Dado um sistema Axioma A definido na esfera Sn, n ≥ 2, ele tem

necessariamente um poço ou uma fonte?

2) Quais são as propriedades topológicas das bacias dos atratores não

triviais?

Com respeito à primeira pergunta, damos uma resposta negativa. Pois,

provamos que

Teorema 1.1 Toda n-variedade fechada M , n ≥ 3, tem um sistema Axioma

A de classe Cr, r ≥ 1, sem poços nem fontes.

Os conceitos de estabilidade estrutural assim como o de Ω-estabilidade

proporcionam um conjunto aberto não vazio no espaço dos campos e di-

feomorfismos. Sistemas que satisfazem tais propriedades impõem restrições

topológicas nas variedades. Por exemplo usando estes conceitos Grines e

Zhuzhoma [17] provaram que se uma n-variedade M admite um difeomor-

fismo estruturalmente estável f , com um atrator expansor orientável Λ de

codimensão 1, então M é homotopicamente equivalente ao toro n-dimensional

T n e é homeomorfa a T n para n 6= 4.

Os sistemas Axioma A encontrados no Teorema 1.1 são Ω-estáveis (que é

um conceito mais fraco que estabilidade estrutural). Assim usando os teore-

mas de Ω-estabilidade para campos (Teorema 2.5) e difeomorfismos (Teorema

2.4) temos o seguinte corolário.

Corolário 1.1 Para toda n-variedade fechada M , n ≥ 3, existe um conjunto

aberto de sistemas Axioma A na topologia C1 formado por sistemas Axioma

A sem poços nem fontes.
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Observação 1.1 É interessante notar que alguns dos campos encontrados

no Teorema 1.1 têm singularidades. Isto motiva a pergunta sobre se toda n-

variedade fechada M , n ≥ 3, com caracteŕıstica de Euler χ(M) = 0, suporta

um campo Axioma A NÃO SINGULAR, sem poços nem fontes. Isto é ver-

dade por exemplo se a variedade suporta fluxos de Anosov, mas a existência

de tais fluxos impõe muitas restrições topológicas à variedade. (Veja por

exemplo, [30],[34], [2],[3]).

Uma vez que nossos resultados anteriores permitem a existência de sis-

temas sem poços nem fontes. É natural perguntar sobre que condições um

sistema Axioma A possui um poço ou uma fonte. Nessa direção nosso resul-

tado seguinte fornece uma condição suficiente para que um campo de vetores

na 3-esfera S3 tenha um poço ou uma fonte. Um nó trivial em S3 é uma

curva fechada que é o bordo de um disco mergulhado em S3. Um toro em S3

é dito toro sem nós se é o bordo de uma vizinhança tubular de um nó trivial.

Teorema 1.2 Seja X um campo vetorial Axioma A de classe Cr, r ≥ 1, em

S3. Se todo toro transversal a X é um toro sem nós, então X tem um poço

ou uma fonte.

A rećıproca do Teorema 1.2 não é valida. Pois em S3 podemos construir

um campo Axioma A, X, com uma órbita periódica γ de tipo fonte e um

atrator (não trivial), onde γ é um nó figura oito. Assim, tomando uma

vizinhança tubular de γ podemos encontrar um toro com nós transversal a

X. (veja [5]).

O Teorema 1.2 depende de conceitos topológicos em particular da teoria

de nós. De fato, na prova usa-se o fato de que todo toro mergulhado em S3 é

o bordo de um toro sólido. Este resultado foi provado em 1924 por Alexander

[1] e é conhecido atualmente como o Teorema do Toro Sólido [22], [16], [37].
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É natural perguntar se o Teorema do Toro Sólido é valido em outras 3-

variedades, assim podeŕıamos estender o Teorema 1.2 a outras 3-variedades.

Mas isto não será posśıvel, pois, neste trabalho provamos que a esfera S3 é

a única 3-variedade na qual se verifica esta propriedade. Assim, obtemos a

rećıproca do Teorema do Toro Sólido. Provaremos este resultado como um

caso particular de um resultado geral para dimensões maiores.

Uma versão em dimensão maior do Teorema do Toro Sólido diz o seguinte:

Se M é uma variedade difeomorfa a Sn, n ≥ 3, e p ≤ q são inteiros positivos

tais que n = p + q + 1, então todo Sp × Sq mergulhado em M é o bordo de

uma variedade homeomorfa a Dp+1 × Sq ([23], [24]).

Nossos resultados seguintes tratam os rećıprocos destes resultados. Uma

n-variedade M é chamada prima se para toda subvariedade S em M homeo-

morfa a uma (n− 1)-esfera, que divide a M em duas componentes conexas,

é o bordo de uma subvariedade homeomorfa a uma n-bola em M .

Teorema 1.3 Seja M uma n-variedade fechada de dimensão n ≥ 3 e p, q

inteiros positivos tais que n = p+q+1. Se toda variedade difeomorfa a Sp×Sq

mergulhada em M é o bordo de uma variedade difeomorfa a Dp+1×Sq, então

M é homeomorfo a Sn (se p 6= q ou p = q = 1) ou é prima (em outro caso).

Tomando n = 3 temos imediatamente a rećıproca do Teorema do Toro

Sólido.

Corolário 1.2 Seja M uma 3-variedade fechada sobre o qual todo toro mer-

gulhado é o bordo de um toro sólido pelo menos em um lado. Então, M é

homeomorfo a S3.

Também provamos neste trabalho que as 3-variedades simplesmente co-

nexas (i.e., variedades com grupo fundamental trivial) são as únicas sobre o
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qual todo toro mergulhado é o bordo de uma variedade com grupo fundamen-

tal ćıclico infinito. Isto representa a rećıproca de uma conhecida generalização

do Teorema do Toro Sólido (Veja o livro de Rolfsen [37] p. 109).

Teorema 1.4 Se M é uma 3-variedade fechada sobre o qual todo toro mer-

gulhado é o bordo de uma 3-variedade com grupo ćıclico infinito, então M é

simplesmente conexa.

Agora consideramos a pergunta 2), i.e., quais são as propriedades to-

pológicas das bacias dos atratores não triviais? Em [6] H. Bothe considerou

o caso para atratores de difeomorfismos, e em [7] ele provou que, sob cer-

tas condições intŕınsecas, um atrator hiperbólico Λ de dimensão um numa

n-variedade M , onde n ≥ 4, tem bacia de atração U que é um handdlebody.

Aqui consideraremos campos de vetores em 3-variedades. Analisaremos

o caso para atratores singulares-hiperbólicos , i.e., conjuntos parcialmente

hiperbólicos (com singularidades hiperbólicas) os quais expandem volume na

direção central. Esses conjuntos foram introduzidos em [43] e [29] e repre-

sentam uma extensão dos conjuntos hiperbólicos de tipo sela, i.e., conjuntos

hiperbólicos Λ tais que Es
Λ e Eu

Λ são não nulos. O exemplo mais representa-

tivo de um conjunto singular-hiperbólico é o atrator de Lorenz [18]. Neste

caso o atrator tem uma única uma singularidade e a sua bacia é homeomorfa

a um bitoro sólido, logo a bacia tem caracteŕıstica de Euler −1. Além disso

existem atratores singular-hiperbólicos Λ com bacia de atração U homeo-

morfo a um handdlebody de gênero n com n− 1 singularidades [28]. Assim,

todas estas bacias de atração satisfazem as seguintes propriedades :

a) As órbitas periódicas de Λ representam um elemento de ordem infi-

nita em π1(U − K), onde K é a união das variedades estáveis fortes

associadas a cada singularidade em Λ.
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b) o número de singularidades de Λ é −χ(U),

c) ∂U é uma superf́ıcie, compacta com caracteŕıstica de Euler χ(∂U) < 0,

d) H1(U) é infinito. Portanto π1(U) é infinito.

De fato, provamos que as propriedades b),c) e d) são validas para qualquer

atrator singular-hiperbólico, enquanto que a propriedade a) é valida também

para qualquer sumidouro singular-hiperbólico. Lembre que um sumidouro

para um campo é um conjunto compacto invariante Λ, para o qual todas

as órbitas próximas a Λ convergem a Λ. Logo, um atrator é um sumidouro

transitivo. O ı́tem a) é um resultado análogo ao obtido no Teorema 6.1 em

[10] para folheações de classe C∞ em 3-variedades simplesmente conexas.

Assim, provamos o seguinte,

Teorema 1.5 Seja M uma 3-variedade fechada. Se U ⊂ M é uma bacia de

um sumidouro singular-hiperbólico Λ e K é a união das variedades estáveis

fortes associadas às singularidades de Λ. Então,

a) as órbitas periódicas de Λ representam um elemento de ordem infinito

em π1(U −K).

Se além disso, Λ for atrator tem-se

b) o número de singularidades de Λ é −χ(U).

c) χ(S) ≤ 0, para toda componente conexa de ∂U . Além disso, Λ contém

singularidades, se e somente se existe uma componente S ′ de ∂U com

χ(S ′) < 0.

d) H1(U) é infinito. Portanto, π1(U) é infinito.
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Segue-se deste teorema que a bacia de atração U de um atrator singular-

hiperbólico Λ, não pode ser uma 3-bola nem o toro sólido. Ficam também

exclúıdas as variedades homeomorfas ao produto de um plano projetivo real

e um intervalo RP2 × I, como também S2 × I. De forma geral as variedades

R × I são exclúıdas, onde R é uma variedade fechada com χ(R) > 0, e

no caso em que Λ tem singularidades, ficam exclúıdas também variedades

homeomorfas a T2 × I e K2 × I, onde T2 e K2 são o toro bidimensional e a

garrafa de Klein respectivamente.

Para finalizar observamos que os ı́tens b), c) e d) não são válidos para

sumidouros singular-hiperbólicos. Para ver isto, tome uma bola U , como

bacia do conjunto sumidouro singular-hiperbólico Λ que contém o atrator

de Lorenz e duas singularidades tipo sela como na Figura 2.3. Do mesmo

exemplo segue-se que K do ı́tem a) não pode ser removido. Isto motiva a

seguinte pergunta:

Pergunta: As órbitas periódicas de um atrator singular-hiperbólico Λ

representam um elemento de ordem infinita no grupo fundamental da bacia

U de Λ?.

Este trabalho esta organizado como segue: No caṕıtulo 2, damos uma

série de resultados conhecidos relacionados a Sistemas Dinâmicos e Topolo-

gia. Em alguns casos faremos um breve esboço das provas de alguns teo-

remas, que serão usados como referência nas provas dos nossos resultados.

No caṕıtulo 3, provamos o Teorema 1.1, primeiro para o caso de campos de

vetores em dimensão 3 e posteriormente para o caso geral. No caṕıtulo 4

provamos o Teorema 1.2. No caṕıtulo 5 provamos os Teoremas 1.3 e 1.4. Por

último no caṕıtulo 6 provamos o Teorema 1.5.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Neste caṕıtulo introduziremos definições, notações e resultados necessários

para estabelecer os enunciados do nosso trabalho.

2.1 Conjuntos Hiperbólicos

Seja M uma n-variedade Riemaniana, n ≥ 3. Denotaremos por Xr(M)

o conjunto dos campos de vetores em M com a topologia Cr, r ≥ 1 e Xt,

t ∈ R, o fluxo de X ∈ Xr(M). Denotaremos também por Difr(M) o conjunto

dos difeomorfismos f : M → M com a topologia Cr, r ≥ 1.

A fronteira e o interior de F serão denotados por ∂F e Int(F ) respecti-

vamente. O fecho de F é denotado por Cl(F ).

Definição 2.1 Seja Λ ⊂ M . Λ é invariante para o campo vetorial X se

Xt(Λ) = Λ, ∀t ∈ R. Analogamente Λ é invariante para o difeomorfismof

se fn(Λ) = Λ, ∀n ∈ Z.

Definição 2.2 Dizemos que p ∈ M é não errante para o campo vetorial X

se para qualquer T > 0 e qualquer vizinhança U de p existe t > T tal que

Xt(U) ∩ U 6= ∅. Analogamente dizemos que p ∈ M é não errante para o

difeomorfismo f se para qualquer N > 0 e qualquer vizinhança V de p, existe

n > N tal que fn(V ) ∩ V 6= ∅

8



O conjunto dos pontos não errantes do campo X será denotado por Ω(X)

e o conjunto dos pontos não errantes do difeomorfismo f será denotado por

Ω(f).

Definição 2.3 Um conjunto compacto invariante Λ de um campo X é hi-

perbólico se existe uma decomposição continua do fibrado tangente de M

restrito a Λ,

TΛM = Es
Λ ⊕ E∗

Λ ⊕ Eu
Λ,

tal que DXt(x)(Eσ
x ) = Eσ

Xt(x), σ = s, u, ∗. E existem constantes λ,K > 0 tal

que:

a) Es
Λ satisfaz ‖DXt(x)/Es

x‖ ≤ Ke−λt, ∀x ∈ Λ, ∀t ≥ 0 e

b) Eu
Λ satisfaz ‖DX−t(x)/Eu

x‖ ≤ Ke−λt, ∀x ∈ Λ, ∀t ≥ 0.

E∗
x é o subespaço de TxM gerado por X(x).

Analogamente para o caso de difeomorfismos temos a seguinte definição.

Definição 2.4 Um conjunto compacto invariante Λ de um difeomorfismo f

é hiperbólico se existe uma decomposição continua do fibrado tangente de M

restrito a Λ,

TΛM = Es
Λ ⊕ Eu

Λ,

tal que Dfn(x)(Eσ
x ) = Eσ

fn(x), σ = s, u. E existem constantes 0 < µ < 1,

C > 0 tais que

a) Es
Λ satisfaz ‖Dfn(x)/Es

x‖ ≤ Cµn, ∀x ∈ Λ, ∀n ≥ 0 e

b) Eu
Λ satisfaz ‖Df−n(x)/Eu

x‖ ≤ Cµn, ∀x ∈ Λ, ∀n ≥ 0.
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Definição 2.5 Os conjuntos

W ss(p, X) = {q ∈ M : d(Xt(q), Xt(p)) → 0, quando t →∞}

W uu(p,X) = {q ∈ M : d(Xt(q), Xt(p)) → 0, quando t → −∞}

são chamados respectivamente variedade estável e instável forte do ponto p

para o campo X..

Definição 2.6 Os conjuntos

W s(p, f) = {q ∈ M : d(f j(q), f j(p)) → 0, quando j →∞}

W u(p, f) = {q ∈ M : d(f j(q), f j(p)) → 0, quando j → −∞}

são chamados respectivamente variedade estável e instável do ponto p para

o difeomorfismo f .

Teorema 2.1 (Teorema da Variedade Estável para Campos) Seja X ∈
Xr(M). Seja Λ um conjunto hiperbólico invariante para X. Então existe um

ε > 0 tal que para cada p ∈ Λ existem dois discos mergulhados W ss
ε (p, X) e

W uu
ε (p,X) os quais são tangentes a Es

p e Eu
p , respectivamente.

Os conjuntos W ss
ε (p,X) e W uu

ε (p, X) são chamados respectivamente va-

riedade estável local de p e variedade instável local de p para o campo X.

Assim as variedades estáveis e instáveis fortes de um ponto p para um

campo X podem ser obtidas como

W ss(p,X) =
⋃
t≥0

X−t(W
ss
ε (Xt(p), X))

W uu(p,X) =
⋃
t≥0

Xt(W
uu
ε (X−t(p), X))

10



Assim, definimos a variedade estável e instável da órbita do ponto p para

o campo X respectivamente como os conjuntos

W s(p,X) =
⋃

t∈R
Xt(W

ss
ε (p,X)) e

W u(p,X) =
⋃

t∈R
Xt(W

uu
ε (p,X)).

Se Λ é um conjunto hiperbólico para X, então W s(p,X) e W u(p,X) são

variedades tangentes a Es
p ⊕ E∗

p e Eu
p ⊕ E∗

p respectivamente, e dependem

continuamente com respeito a p.

Teorema 2.2 (Teorema da Variedade Estável para Difeomorfismos)

Seja f ∈ Dif r(M). Seja Λ um conjunto hiperbólico invariante para f . Então

existe um ε > 0 tal que para cada p ∈ Λ existem dois discos mergulhados

W s
ε (p, f) e W u

ε (p, f) os quais são tangentes a Es
p e Eu

p .

Os conjuntos W s
ε (p, f) e W u

ε (p, f) são chamados respectivamente varie-

dade estável e instável local de p para o difeomorfismo f .

Assim as variedades estáveis e instáveis de um ponto p para o um difeo-

morfismo f podem ser obtidas como

W s(p, f) =
⋃
n≥0

f−n(W s
ε (p, f)),

W u(p, f) =
⋃
n≥0

fn(W u
ε (p, f)).

Usaremos W s(p) e W u(p), para denotar as variedades estáveis e instáveis

de um ponto p, tanto para campos como para difeomorfismos quando não

houver confusão.
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Definição 2.7 A órbita de um ponto p ∈ M pelo campo X é o conjunto

{Xt(p) : t ∈ R}. Analogamente a órbita de p pelo difeomorfismo f é o

conjunto {fn(p) : n ∈ Z}.

Note que as órbitas fechadas para um campo vetorial podem ser singu-

laridades ou órbitas periódicas, i.e., homeomorfas a S1. Assim estas órbitas

em variedades de dimensão 3 podem ser nós ou podem formar enlaçamentos

(veja [5]). Por exemplo, na Figura 2.1 temos um desenho parcial de um fluxo

na esfera com curvas periódicas γ1 e γ2 as quais formam um enlaçamento de

Hopf (ver Figura 2.1).

ST

~

1

2

ST

Figura 2.1: As órbitas periódicas γ1 e γ2 formam um enlaçamento de Hopf

Definição 2.8 Um ponto periódico p para um difeomorfismo f é um ponto

para o qual a órbita {fn(p) : n ∈ Z} é finita.

Uma órbita fechada do campo X (respectivamente para um difeomorfismo

f) é hiperbólica se é hiperbólica como conjunto compacto invariante.
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Definição 2.9 Uma órbita fechada O para um campo X é um poço se o

subfibrado instável associado Eu
O se anula. Uma fonte do campo vetorial X

é um poço para o campo vetorial inverso −X .

Definição 2.10 Um ponto periódico p para um difeomorfismo f é um poço

se o subfibrado instável associado Eu
p se anula. Uma fonte para f é um poço

para f−1.

Denotaremos por CO(X) o conjunto de órbitas fechadas do campo veto-

rial X e por Per(f) o conjunto de órbitas periódicas de f .

Definição 2.11 Um campo vetorial X é Axioma A se

a) Ω(X) é hiperbólico e

b) Ω(X) = Cl(CO(X)).

Definição 2.12 Um difeomorfismo f é Axioma A se

a) Ω(f) é hiperbólico e

b) Ω(f) = Cl(Per(f)).

Definição 2.13 O conjunto ω-limitede q ∈ M , ω(q), é conjunto de pontos

e acumulação da órbita positiva de q. Analogamente o conjunto α-limite de

q ∈ M , α(q) é o conjunto de pontos de acumulação da órbita negativa de q.

De forma análoga se definem para difeomorfismos os conjuntos α-limite ou

ω-limite de um ponto q ∈ M .

Definição 2.14 Um conjunto compacto invariante Λ, para um campo X, é

transitivo se Λ = ω(p), para algum p ∈ Λ.
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Definição 2.15 Um conjunto compacto invariante Λ para um difeomorfismo

f é transitivo se tem uma órbita densa para algum ponto p ∈ Λ.

Definição 2.16 Um conjunto compacto invariante Λ para um campo X é

chamado sumidouro se

Λ =
⋂
t≥0

Xt(U)

para alguma vizinhança U de Λ chamada bacia de atração de Λ que satisfaz

Xt(U) ⊂ U , ∀t ≥ 0.

E para o caso de difeomorfismos temos a definição correspondente

Definição 2.17 Um conjunto compacto invariante Λ para um difeomorfismo

f é chamado sumidouro se

Λ =
⋂
n≥0

fn(U)

para alguma vizinhança U de Λ chamada bacia de atração de Λ, que satisfaz

fn(U) ⊂ U , ∀n ≥ 0.

Às vezes para abreviar usaremos a palavra bacia ao invés de bacia de

atração.

Teorema 2.3 (Teorema da Decomposição Espectral ) Se f é um di-

feomorfismo Axioma A definido em M , então o conjunto não errante Ω(f)

se decompõe como uma união disjunta

Ω(f) = Ω1 ∪ Ω2 ∪ . . . ∪ Ωn

de conjuntos fechados invariantes Ωi e f |Ωi
é transitivo e hiperbólico.

O teorema acima também é valido trocando f por um campo Axioma A

X. Os conjuntos Ωi são chamados conjuntos básicos.
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Corolário 2.1 ([40]) Se f satisfaz as mesmas hipóteses do teorema ante-

rior, M pode se decompor como uma união disjunta de subconjuntos invari-

antes

M =
n⋃

i=1

W s(Ωi)

onde

W s(Ωi) = {y ∈ M : f j(y) → Ωi, quando j →∞}

Definição 2.18 Um atrator de um campo vetorial X é um sumidouro tran-

sitivo de X e um repulsor é um atrator para o campo reverso −X.

Definição 2.19 Um atrator de um difeomorfismo f é um sumidouro tran-

sitivo de f e um repulsor é um atrator para f−1.

Definição 2.20 Um atrator ou repulsor Λ para um campo X ou um difeo-

morfismo f é dito hiperbólico se for um conjunto hiperbólico para X ou para

f .

Proposição 2.1 (Caracterização de Atratores, [38]) Um conjunto básico

Λ de um difeomorfismo Axioma A é um atrator se e somente a W u
ε (p, f) ⊂ Λ

para algum p ∈ Λ.

A proposição anterior é valida também para campos [38]. Assim, podemos

provar que

Proposição 2.2 Todo sistema Axioma A de classe Cr, r ≥ 1, possui um

atrator e um repulsor.

Demonstração. Faremos a prova para o caso de difeomorfismos, uma vez

que a prova no caso de campos é análoga. Seja f um difeomorfismo de

classe Cr, r ≥ 1, definido numa variedade M . Suponhamos que f não
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tem poços nem fontes, assim, Es 6= 0 e Eu 6= 0. Pelo Corolário 2.1 temos

que M = ∪n
i=1W

s(Λi). Como M é aberto, temos que para algum Λ = Λi,

i ∈ {1, . . . , n}, verifica-se que Int(W s(Λ)) 6= ∅, logo existe um conjunto

aberto U ⊂ Int(W s(Λ)). Tome um disco Σ ⊂ U , transversal a W s(p) para

algum p ∈ Λ. Como as órbitas periódicas em Λ são densas podemos supor

que p é um ponto periódico. Como Λ é hiperbólico, ela tem estrutura produto

local, i.e., existe uma vizinhança V de p de tamanho ε > 0 tal que W s(q1) é

transversal a W u(q2) para todo q1, q2 ∈ V ∩ Λ.

− qp

W u
(p)

V

U

p’W s
(p)

x

__
2

__
2

−

Figura 2.2:

Provaremos que a variedade instável local W u
ε/2(p), está contida em Λ .

Para isto tome um ponto q ∈ W u
ε/2(p) (ver figura 2.2). Como Λ é uma classe

homocĺınica temos que Λ = W s(r) t W u(r), para alguma órbita periódica

r de Λ (N t N ′ denota que N é transversal a N ′). Como todas as órbitas

de uma classe homocĺınica estão homocĺınicamente relacionadas, podemos

supor que Λ = W s(p) t W u(p). Pelo Lambda Lemma, temos que, W u(p) se

acumula em W u
ε/2(p), e como q ∈ W u

ε/2(p) , temos que

16



q ∈ W u(p). (2.1)

Por outro lado, para um N suficientemente grande, temos que fN(Σ) é

Cr-próximo de W u(p). Logo, para todo q′ ∈ W u
ε (p), temos que W s(q′) corta

fN(Σ), assim, W s(q′) ⊂ W s(Λ). Em particular, W s(q) ⊂ W s(Λ). Logo

existe um ponto p′ ∈ Λ, tal que W s(q) = W s(p′). Novamente podemos supor

sem perda de generalidade que p′ é um ponto periódico. Assim a variedade

estável de p se acumula em W s(p′). Portanto W s(p) também se acumula em

W s(p′) = W s(q), logo

q ∈ W s(p). (2.2)

Portanto, de (2.1) e (2.2) temos que q ∈ W u(p) ∩W s(p). Como q ∈ V temos

que, q ∈ W u(p) t W s(p) = Λ. Assim W u
ε/2(p) ⊂ Λ.

Usando a Proposição 2.1, conclúımos que Λ é um atrator. Para provar

que f tem um repulsor é suficiente considerar o difeomorfismo inverso f−1.

Isto prova a proposição.

Note que toda órbita periódica tem como bacia um toro sólido. O Lema

seguinte garante a rećıproca.

Proposição 2.3 (Ver [27]) Seja X um campo de classe C1 numa vizinhança

de um toro sólido ST apontando para dentro e transversal ao bordo de ST .

Se Λ =
⋂

t≥0 Xt(ST ) é atrator hiperbólico, então Λ é uma órbita periódica

atratora.

A seguir esboçamos uma prova dada em [27].

Demonstração. É suficiente provar que Eu
Λ tem dimensão zero. Su-

ponhamos por contradição que Eu
x 6= 0 para todo x ∈ Λ. Logo a dimensão

de Eu
Λ é um, portanto, a dimensão de Es

Λ é um. Então a variedade estável
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{W s(x) : x ∈ Λ} induz uma folheação de codimensão um F , em ST trans-

versal a ∂ST .

Aplicamos os argumentos devidos a Brunella [9], em base na seguinte

definição: Uma semicomponente de Reeb de F é um subconjunto saturado

H ⊂ ST , cujo bordo é formado por uma folha em forma de anel A e um

outro anel K ⊂ ∂(ST ) com ∂K = ∂A, tal que a variedade dupla 2H é uma

componente de Reeb [13].

Uma vez que F é induzido por variedades estáveis F não tem componen-

tes de Reeb. Agora suponha por contradição que existe uma semicomponente

de Reeb H de F . Tome A,K os anéis da fronteira de H com K ⊂ ∂(ST ).

Tome x ∈ Int(H). Note que a órbita positiva de x não intersecta A. Como

X aponta para dentro de ST temos que ω(x) ⊂ Int(H). Logo Λ ⊂ Int(H).

Portanto podemos encontrar uma órbita periódica O em H contida numa

folha L de F e L 6= A. A última propriedade implica que L é um semiplano

conseqüentemente O é o bordo de um disco em L. Mas aplicando o Teorema

de Poincaré-Bendixson podemos encontrar uma singularidade em H, o qual

é absurdo. Para finalizar a prova tome a folheação dupla 2F definida sobre

a variedade dupla M = 2ST . Como ST é um toro sólido M é difeomorfo a

S2 × S1. Conseqüentemente, π2(M) = 0. Por outro lado, uma vez que ST

não tem componentes de Reeb nem semicomponentes de Reeb temos que M

não tem componentes de Reeb. Então o Teorema 1.10-(iii) página 92 em [13]

implica que 2F é uma folheação produto S2 × ∗ de M = S2 × S1. Assim,

F é uma folheação produto D × ∗ por discos meridianos sobre ST , assim

as folhas de F são discos invariantes. Aplicando novamente O Teorema de

Poincaré-Bendixson podemos encontrar uma singularidade de X em ST , o

qual é absurdo. Esta contradição prova o Lema.

Definição 2.21 Seja X um campo ou um difeomorfismo Axioma A. Dize-
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mos que existe um n-ciclo (n ≥ 2) em Ω se existe uma sequência de conjuntos

básicos Ω1, Ω2, . . . , Ωn (reindexando os conjuntos básicos se for necessário)

tal que Ω1 = Ωn, Ωi 6= Ωj para qualquer outro caso e

W s(Ωi) ∩W u(Ωi+1) 6= ∅ para 0 ≤ i ≤ n− 1.

Definição 2.22 Dizemos que um difeomorfismo f ∈ Difr(M) é Ω-estável

se existe uma vizinhança V (f) ⊂ Difr(M) tal que, para qualquer g ∈ V (f),

existe um homeomorfismo h : Ω(f) → Ω(g) tal que hf(x) = gh(x), para todo

x ∈ Ω(f).

Definição 2.23 Dizemos que um campo X ∈ Xr(M) é Ω-estável se existe

uma vizinhança U(X) ⊂ Xr(M) tal que, para qualquer Y ∈ U(X), existe um

homeomorfismo h : Ω(X) → Ω(Y ) tal que se x ∈ Ω(X) e ε > 0, existe δ > 0

tal que, para 0 < t < ε, hXt(x) = Yt′h(x), para algum 0 < t′ < δ.

Usando os resultados sobre difeomorfismos de Smale [41] e Palis [31], os

quais são válidos na classe Cr e o posterior resultado de Palis [33] baseado

no trabalho de Mañé [25], válido para difeomorfismos de classe C1 temos o

seguinte resultado:

Teorema 2.4 (Teorema de Ω-estabilidade para difeomorfismos) Um

difeomorfismo f de classe C1 é Axioma A sem ciclos se somente se f é Ω-

estável.

Analogamente, para o caso de campos de vetores devido aos resultados de

Pugh e Shub [36], Palis [32] os quais são válidos na classe Cr, e o resultado

de Hayashi [19] válido para campos de classe C1, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.5 (Teorema de Ω-estabilidade para campos) Um campo X

de classe C1 é Axioma A sem ciclos se somente se X é Ω-estável.
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Outros sistemas importantes são os de Morse-Smale e os Anosov.

Definição 2.24 Um campo vetorial X ou um difeomorfismo f , de classe Cr,

r ≥ 1 em M , é Morse-Smale se

a) O conjunto não errante consiste de um número finito de órbitas periódicas

hiperbólicas e

b) para cada σ1 e σ2 elementos do conjunto não errante tem-se que W u(σ1)

é transversal a W s(σ2).

Definição 2.25 Um campo vetorial X ∈ Xr(M), r ≥ 1 ou um difeomorfismo

f ∈ Difr(M) é chamado Anosov se a variedade M é um conjunto hiperbólico.

2.2 Conjuntos Singular-Hiperbólicos

Estes conjuntos foram introduzidos por Morales, Pacifico e Pujals [29]

para campos de vetores em 3-variedades. Esta definição inclui os conjun-

tos hiperbólicos. O exemplo mais representativo de um conjunto singular-

hiperbólico é o atrator geométrico de Lorenz [18].

Definição 2.26 Um conjunto compacto invariante Λ ⊂ M de X é parcial-

mente hiperbólico se existe uma decomposição invariante TΛM = Es
Λ⊕Ec

Λ e

constantes positivas K,λ tais que:

1) Es
Λ satisfaz

‖DXt|Es
x
‖ ≤ K, ∀x ∈ Λ, ∀t > 0

2) Es
Λ domina Ec

Λ, i.e., Es
x 6= 0, e

‖DXt|Es
x
‖ · ‖DX−t|Ec

Xt(x)
‖ ≤ Ke−λt, ∀x ∈ Λ, ∀t > 0
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Definição 2.27 Um conjunto parcialmente hiperbólico Λ é singular-hiperbólico

se suas singularidades são hiperbólicas e expande volume no subfibrado Ec
Λ,

i.e.,

|det(DXt|Ec
x
)| ≥ K−1eλt, ∀x ∈ Λ, ∀t > 0,

onde det(·) denota o determinante.

Definição 2.28 Um atrator singular-hiperbólico é um sumidouro singular-

hiperbólico transitivo.

Definição 2.29 Uma singularidade σ de um campo X é do tipo Lorenz se

seus autovalores associados λ1, λ2, λ3 são reais e em alguma ordem satisfazem

a seguinte relação:

λ2 < λ3 < 0 < −λ3 < λ1.

Para um atrator singular-hiperbólico Λ, a teoria da Variedade Estável

garante a existência da variedade estável W ss(p) associada a cada ponto

p ∈ Λ. Esta variedade é tangente ao subespaço Es
p de TpM . Para todo p

definimos

W s(p) =
⋃

t∈R
W ss(Xt(p)).

Se p é regular (i.e., X(p) 6= 0) então W s(p) é uma variedade bem definida

de dimensão dois de M . A aplicação p → W s(p) é continua (nas partes

compactas) nos pontos regulares p de Λ.

Uma singularidade do tipo Lorenz σ é hiperbólica, e assim, W s(σ) e

W u(σ) existem. Além disso, o espaço associado ao autovalor λ2 (na definição

de singularidades de tipo Lorenz) é tangente a uma variedade invariante

unidimensional W ss(σ). Esta variedade é chamada a variedade estável forte

de σ .

Num atrator singular-hiperbólico todas as singularidades são do tipo Lo-

renz. Isto segue do seguinte resultado em [29].
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Teorema 2.6 (Teorema A, [29]) Seja Λ um conjunto singular-hiperbólico

para o campo X e assuma que Λ não é hiperbólico. Então, Λ tem pelos menos

uma singularidade acumulada por órbitas regulares de X em Λ. Além disso,

se verifica o seguinte para X ou −X: cada singularidade acumulada σ de Λ

é do tipo Lorenz e satisfaz

Λ ∩W ss(σ) = {σ}.

Como uma consequência do Teorema 2.6, temos que as variedades estáveis

fortes associadas a cada singularidade em Λ cortam o bordo de U .

σλ2

λ3

λ1
y

x

z

Figura 2.3: Atrator de Lorenz geométrico Λ.

Além disso foi provado que os conjuntos compactos invariantes sem singu-

laridades contidos num conjunto singular-hiperbólico são hiperbólicos. Mais

precisamente temos o seguinte

Lema 2.1 (Lema 3, [29]) Seja Λ um conjunto singular-hiperbólico de X e

Λ′ ⊂ Λ um conjunto invariante para X tal que Sing(Λ′) é vazio. Então Λ é

hiperbólico. Em particular qualquer órbita periódica de X em Λ é hiperbólico.
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2.3 Folheações com Singularidades

A seguir apresentamos algumas definições introduzidas em [39]. Seja F

uma folheação diferenciável de codimensão um sobre uma variedade de di-

mensão m ≥ 2. Denote por Sing(F ) o conjunto das singularidades de F .

Diremos que as singularidades de F são do tipo Bott-Morse se Sing(F )

é uma união disjunta de um numero finito de subvariedades conexas com-

pactas disjuntas, Sing(F ) = ∪t
j=1Nj, de codimensão m ≥ 2, e para cada

p ∈ Nj ⊂ SingF existe uma vizinhança V de p em M e um difeomor-

fismo ϕ : V → P × D, onde P ⊂ Rn e D ⊂ Rm−n são discos com cen-

tro na origem, tal que ϕ leva F |V na folheação produto P × G , onde

G = G (Nj) é a folheação sobre D dado por uma singularidade na origem

de uma função de Morse. Em outras palavras, Sing(F ) ∩ V = Nj ∩ V,

ϕ(Nj ∩ V ) = P × {0} ⊂ P ×D ⊂ Rn ×Rm−n e podemos achar coordenadas

(x, y) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym−n) ∈ V tal que Nj ∩ V = {y1 = · · · = ym−n =

0} e F |V é dado pelos ńıveis de uma função JNj
(x, y) =

∑m−n
j=1 λjy

2
j , onde

λj ∈ {±1}.
Os discos Σp = ϕ−1(x(p)×D) são transversais a F fora de Sing(F ) e a

restrição F |Σp é uma singularidade ordinária de Morse, cujo ı́ndice de Morse

não depende do ponto p na componente Nj. Referir-nos-emos a G (Nj) =

F |Σp como o tipo de transversalidade de F ao longo de Nj. Esta é uma

folheação de codimensão um no disco Σp com uma singularidade de Morse

ordinária em {p} = Nj ∩ Σp.

Definição 2.30 Uma componente N ⊂ Sing(F ) é do tipo centro se o tipo

de transversalidade G = F |Σp de F ao longo de N é um centro. Similar-

mente, N ⊂ Sing(F ) é do tipo sela se seu tipo de transversalidade é uma

sela.
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N
N

a. Singularidade tipo sela b. Singularidade tipo centro

Figura 2.4:

A Figura 2.4 apresenta uma folheação de dimensão dois numa variedade

de dimensão três, com singularidades de dimensão um do tipo sela (a) e do

tipo centro (b).

Para um sumidouro singular-hiperbólico Λ, de um campo X definido

numa 3-variedade, as variedades estáveis W s(p), p ∈ Λ determinam uma

folheação F na bacia de atração U de Λ. A folheação F tem folhas de

dimensão dois com singularidades de dimensão um, onde as singularidades

de F correspondem às variedades estáveis fortes de cada singularidade em

Λ. Como cada singularidade σ em Λ tem um autovalor negativo, os outros

dois autovalores de σ podem ser reais positivos, complexos conjugados com

parte real positiva, ou σ pode ter mais um autovalor real negativo e um

terceiro autovalor positivo, assim, temos que as folhas de F , perto de cada

singularidade tem a forma das figuras 2.4.a, 2.5.a e 2.5.b.

Se Λ é um atrator, como uma consequência do Teorema 2.6 temos

Proposição 2.4 Todas as singularidade de F são do tipo sela.
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N N

a. b.

Figura 2.5:

Assim, a folheação F numa vizinhança das singularidades de um atrator

Λ são como na Figura 2.4.a.

2.4 Preliminares de Topologia

Uma n-bola é uma variedade homeomorfa à bola unitária de dimensão

n, {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1}. Denotaremos por Bn ou Dn uma n-bola, e por I

o conjunto [−1, 1]. A esfera de dimensão n, {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = 1}, será

denotada Sn.

Proposição 2.5 ([14]) A esfera Sm, m ≥ 1, é homeomorfa ao espaço ob-

tido colando ao produto Dp × Sq, p ≥ 1 e p + q = m, o produto Sp−1 ×Dq+1

pela aplicação identidade

i : Sp−1 × Sq = ∂(Dp × Sq) → Sp−1 × Sq = ∂(Sp−1 ×Dq+1).

Lema 2.2 (Lema de Alexander, [37] p.10) Se h : ∂D2 → ∂D2 é um

homeomorfismo então, existe um homeomorfismo h′ : D2 → D2, tal que

h′ = h|∂D2 .
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Teorema 2.7 (Teorema de Schönflies ) Dado um mergulho f : S1 →
S2, o fecho de cada uma das componentes de S2 − f(S1) é homeomorfa ao

disco D2.

Em dimensões maiores, o análogo de este teorema é falso em geral, devido

ao exemplo mostrado pela Horned Sphere (“Esfera chifrada”) de Alexander.

No entanto, assumindo um “bicolar” sobre o mergulho, podemos provar este

resultado para dimensão alta.

Teorema 2.8 (Teorema Generalizado de Schönflies [8]) Suponha que

f : Sn−1 × I :→ Sn é um mergulho. Então o fecho de cada componente de

Sn − f(Sn−1 × {0}) é homeomorfo a Dn.

O seguinte teorema é uma consequência do Teorema de Schönflies.

Teorema 2.9 (Teorema 26F, [37]) Se M é uma n-variedade compacta e

M = U1 ∪ U2, onde U1 e U2 são dois conjuntos abertos homeomorfos a Rn,

então M é homeomorfo a Sn.

Definição 2.31 Um subconjunto K em S3 (ou R3) é um nó se K é homeo-

morfo a S1.

Definição 2.32 Um subconjunto L em S3 é um enlaçamento (“link”) se L

é homeomorfo a uma união disjunta S1
1 ∪ . . . ∪ S1

r de um ou mais ćırculos.

Na Figura 2.6, em a) K é o nó chamado nó figura oito , em b) L é o

enlaçamento chamado enlaçamento de Hopf.

Definição 2.33 Se um nó K, é o bordo de um disco mergulhado em S3 então

K é chamado nó trivial , caso contrario é chamado de nó não trivial.
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K L

a) Nó Figura oito b) Enlaçamento de Hopf

Figura 2.6:

Definição 2.34 Um toro sólido é uma 3-variedade com fronteira, homeo-

morfa ao produto S1 × D2 de um ćırculo por um disco. Um toro é uma

2-variedade sem fronteira homeomorfa a fronteira de um toro sólido.

Definição 2.35 Um centro de um toro sólido ST é uma curva fechada

h(S1 × {a}) onde h é um homeomorfismo S1 ×D2 em ST e a ∈ Int(D2).

Se T é o bordo de um toro sólido ST , dizemos que T ou ST é sem nós

ou com nó dependendo se o centro de ST é um nó trivial ou não. (Veja a

Figura 2.7)

Agora considere um toro sólido ST mergulhado na 3-esfera S3. Denote

por N o fecho de S3 − ST , assim ∂N = ∂ST é um toro. Mas N pode ser

diferente de um toro sólido. Isto motiva a seguinte definição.

Chamamos cubo com um buraco em forma de nó (veja [4], [37]) a uma

variedade compacta N , de dimensão 3 com bordo constrúıda da seguinte

forma: considere duas bolas B e H de dimensão três, com H ⊂ B, tal que

B ∩H são dois discos D1, D2, no bordo de B (ver Figura 2.8). Assim N é

definido como

N = Cl(B −H)
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a) Toro com nó b) Toro sem nós

Figura 2.7:

Onde Cl denota o fecho. Observe que ∂N é um toro. Tome uma curva

simples fechada h(K) em S3, onde h : B3 → S3 é um homeomorfismo e K é

uma curva fechada simples em ∂N a qual é a união de um arco que vá desde

D1 até D2 sobre ∂H e um arco que vá desde D1 até D2 sobre ∂B. Se K é

um nó, então um cubo com um buraco de este tipo é chamado cubo com um

buraco em forma de nó K, e é denotado por C(K).

A variedade N na Figura 2.8 é um cubo com buraco em forma de nó

figura oito.

Podemos obter o grupo fundamental de um cubo com buraco em forma

de nó N , calculando o grupo fundamental de S3−h(K) uma vez que π1(N) =

π1(S
3 − h(K)).

Teorema 2.10 (Rolfsen, [37]) Um nó K ⊂ S3 é trivial se e somente se

π1(S
3 −K) = Z.

Teorema 2.11 (Teorema do Toro Sólido) Todo toro mergulhado em S3

é o bordo de um toro sólido.
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N

BT
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D2

Figura 2.8: O cubo com buraco em forma de nó N

Este resultado foi provado em 1924 por Alexander [1]. Veja também [22],

[16] e [37]. Assim, por exemplo o toro T na Figura 2.8 é o bordo de um toro

sólido em S3. Portanto, o complementar Cl(S3 − N) do cubo com buraco

em forma de nó N , é um toro sólido.

Uma versão para dimensões maiores do teorema do Toro Sólido é o se-

guinte

Teorema 2.12 (Ver [23], [24]) Se M é uma variedade difeomorfa a Sn,

n ≥ 3, e p ≤ q são inteiros positivos tais que n = p + q + 1, então toda

variedade difeomorfa a Sp×Sq mergulhada em M é o bordo de uma variedade

homeomorfa a Dp+1 × Sq.

Como consequência do Teorema do Toro Sólido e do Teorema 2.10 temos

a seguinte proposição.

Proposição 2.6 Seja T um toro em S3. Então, as componentes conexas de

Cl(S3 − T ) são dois toros sólidos em S3 se e somente se T é um toro sem

nós.
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Definição 2.36 Uma n-variedade N é irredut́ıvel se toda subvariedade ho-

meomorfa à esfera Sn−1 mergulhada em N é o bordo de uma subvariedade

homeomorfa a uma n-bola em N .

Definição 2.37 Uma n-variedade M é chamada prima se toda subvariedade

homeomorfa a uma (n − 1)-esfera S mergulhada em M que divide a M em

duas componentes conexas é o bordo de uma n-bola em M .

Pela teoria de homologia a cada n-variedade M podemos associar números

inteiros b0, b1, . . . , bn, com bi ≥ 0. Cada bi é chamado o número de Betti de

dimensão i. Assim define-se a caracteŕıstica de Euler de M como

χ(M) =
n∑

i=0

(−1)ibi.

Denotamos por i(σ) o ı́ndice de uma singularidade isolada de um campo

X. Ver [26].

Teorema 2.13 (Poincaré-Hopf) Seja X um campo vetorial diferenciável

sobre M com singularidades isoladas. Se M tem fronteira, X aponta para

dentro em todos os pontos da fronteira. Então a soma dos ı́ndices nas sin-

gularidades de X é igual a −χ(M) i.e.,

∑
{i(σ) : σé uma singularidade de X em M} = −χ(M).

Uma singularidade p de um campo X é não degenerada se a transformação

linear DX(p) é injetiva . Segue-se que p é isolado.

Lema 2.3 O ı́ndice de X numa singularidade não degenerada é +1 ou −1

dependendo se o determinate de DX(p), for positivo ou negativo.

O seguinte lema elementar é uma consequência direta do Teorema de

Poincaré-Hopf.
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Lema 2.4 Seja Λ um sumidouro, para um campo X de classe C1, numa

n-variedade, n ≥ 1. Seja U uma bacia de Λ tal que X aponta para dentro

de U . Se Λ tem todas as suas singularidades isoladas de ı́ndice 1, então o

número de singularidades de Λ é −χ(U).

Usaremos a notação M̂ para a variedade obtida de uma 3-variedade M

colando uma bola em cada esfera que forma parte das componentes conexas

de ∂M . Assim o fecho de cada componente de M̂ −M é uma bola e ∂M̂ não

contém nenhuma esfera.

Seja G um grupo, a abelianização de G é o subgrupo

[G,G] = {ghg−1h−1 : g, h ∈ G}

Para calcular o primeiro grupo de homologia de uma variedade M , conexa

por caminhos usaremos a identidade de Hurewicz. (Veja [8]).

H1(M) =
π1(M)

[π1(M), π1(M)]
.
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Caṕıtulo 3

Sistemas Axioma A sem Poços
nem Fontes

Neste caṕıtulo provamos o Teorema 1.1. Na primeira seção provamos o

caso para campos de vetores quando n = 3 e na seção seguinte o caso geral.

3.1 Campos sem poços nem fontes: caso n = 3

Nesta seção provamos que toda 3-variedade possui um campo vetorial

Axioma A sem poços nem fontes. Para conseguir isto modificaremos lo-

calmente um campo vetorial inicial nas vizinhanças dos poços e das fontes

usando os lemas 3.1 e 3.2. Nestes lemas usamos a existência de um atrator

hiperbólico cuja bacia de atração é o complementar do nó figura oito em S3

(ver [5]).

Lema 3.1 Na esfera S3 existe um campo vetorial Axioma A, X, e uma bola

B ⊂ S3 tais que

a) X é transversal à fronteira de B apontando para dentro,

b) Ω(X) ∩ Int(B) 6= ∅ e

c) Ω(X|B) não tem poços nem fontes.

32



Demonstração. Segundo Birman e Williams [5], podemos construir um

atrator hiperbólico A cuja bacia de atração é homeomorfo ao complementar

do nó figura oito na esfera S3. Assim em S3 podemos construir um campo

vetorial Axioma A, X̃, tal que Ω(X̃) está formado pelo atrator não trivial A

e uma órbita fechada repulsora R a qual é um nó figura oito (veja também

[42],[15]).

Agora, considere ST1 e ST2 dois toros sólidos, os quais são bacias de R

com ST1 ⊂ Int(ST2). Podemos supor que X̃ é transversal às fronteiras de

ST1 e ST2.

Defina o campo vetorial X como X̃ sobre Cl(S3−ST2) e X|ST1 é o campo

vetorial Y como desenhado na Figura 3.1.

σ1
σ2

B1

Figura 3.1: Campo vetorial Y restrito a um Toro Sólido

O campo vetorial Y é a restrição ao toro sólido de um outro campo

definido sobre R3. Este campo é transversal à fronteira de ST apontando

para fora e tem duas singularidades σ1 e σ2, onde σ1 é uma fonte e σ2 é

uma sela, W s(σ2) − {σ2} ⊂ W u(σ1) ∩ Int(ST1) e W u(σ2) ∩ ST1 é um disco

meridiano de ST1.
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Em ST2−ST1 considere um campo vetorial auxiliar tal que X é de classe

Cr. Isto é posśıvel uma vez que X̃ é transversal à fronteira de ST2 e Y é

transversal a fronteira de ST1.

Considere uma bola B1 em Int(ST1) contendo a singularidade de tipo

fonte σ1, com o campo X transversal ao bordo, apontando para o exterior de

B1 (veja Figura 3.1). O complementar de B1 na esfera S3, B = Cl(S3−B1) é

outra bola. Assim, X é transversal à fronteira de B, apontando para dentro

de B, e X|B contém unicamente a sela σ2 e o atrator A. Portanto X|B não

tem poços nem fontes.

Observação 3.1 A bacia de atração de A no Lema 3.1 é um cubo com um

buraco em forma de nó figura oito. O campo X|B do lema anterior esta

desenhada na Figura 3.2.

σ2

Β

Α

Figura 3.2: O campo vetorial X|B

Observação 3.2 O procedimento anterior para obter o campo X por modi-

ficações locais será usado novamente nas provas dos casos gerais. De forma

similar este procedimento será feito para difeomorfismos ao longo deste texto.

Usaremos o seguinte lema para “destruir” órbitas periódicas atratoras ou

repulsoras.
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Lema 3.2 Na esfera S3 existe um campo vetorial Axioma A Z e um toro

sólido ST tais que

a) Z é transversal à fronteira de ST , apontando para dentro,

b) Ω(Z) ∩ Int(ST ) 6= ∅ e

c) Ω(Z|ST ) não tem poços nem fontes.

Demonstração. Tome o campo vetorial Axioma A Z1, na esfera S3,

como o dado por [15] p. 171. Este campo é tal que Ω(Z1) é formado por

duas órbitas periódicas {γ1, γ2}, onde γ1 é atratora e γ2 repulsora. O campo

Z1 é constrúıdo em S3 colando pela fronteira dois toros sólidos ST e S̃T , os

quais são bacias de γ1 e γ2 respectivamente. Veja a Figura 2.1.

Seja Z2 o campo vetorial tal que Z2 = Z1 em S̃T e Z2 = −Y em ST onde

−Y é o campo inverso do campo vetorial Y definido no Lema 3.1. Assim

Z2 é transversal à fronteira de ST e as singularidades de −Y são σ1 que é

atratora e σ2 que é tipo sela.

Tome uma bola B ⊂ Int(ST ) a qual é uma bacia de σ1. Modificamos

localmente o campo vetorial Z2 para obter Z (Cf. Observação 3.2) tal que

Z|B = X|B, onde X é o campo vetorial obtido no Lema 3.1. Por construção,

Z é transversal à fronteira de ST , apontando para dentro. Além disso, os

conjuntos básicos de Z em ST são o atrator A, a sela em B, e a sela σ2.

Portanto Ω(Z|ST ) é um conjunto não vazio e não tem poços nem fontes.

A restrição Z|ST do campo vetorial Z a ST é desenhado na Figura 3.3.

Prova do Teorema 1.1 para campos e n = 3:. Tome um campo

vetorial Morse-Smale (portanto Axioma A) Φ sobre uma 3-variedade. Assim

o não errante Ω(Φ) tem poços e fontes. Primeiro “removeremos” os poços.
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Β

σ2

σ2

Α

Figura 3.3: O campo vetorial Z|ST

Seja σ uma singularidade de Φ a qual é um poço. Considere uma bola B que

seja uma bacia de atração de σ. Modificamos Φ em B para obter o campo

Φ̃ tal que Φ̃|B = X|B, donde X é campo obtido no Lema 3.1.

Assim Φ̃|B não tem poços nem fontes. Este procedimento pode ser feito

com cada singularidade atratora. Logo podemos supor que Φ não tem sin-

gularidades atratoras.

Se γ é uma órbita periódica atratora, considere um toro sólido ST o qual

é bacia de atração de γ. Como foi feito anteriormente após uma modificação

local de Φ em ST usando o campo vetorial Z do Lema 3.2, obtemos um

outro campo vetorial Axioma A tal que sua restrição a ST não tem poços

nem fontes.

Para fontes o procedimento é análogo, usando o campo −X ao invés de

X para singularidades ou −Z ao invés de Z para órbitas periódicas. Assim

obtemos um campo vetorial Axioma A, Φ̃, em M sem poços nem fontes.
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3.2 Campos (caso n > 3) e difeomorfismos

sem poços nem fontes

Aqui provamos o Teorema 1.1 para o caso de campos n > 3 e o caso para

difeomorfismos. No caso de difeomorfismos a prova é feita modificando um

difeomorfismo Axioma A em vizinhanças de poços e fontes usando o Lema

3.3. Para isto usamos a existência de um atrator hiperbólico em Bn−1 × S1

para n ≥ 3. Isto é posśıvel após uma extensão na construção do atrator

solenóide em B2 × S1 definido em [40].

A prova do Teorema 1.1 para campos, n > 3 é similar à prova no caso

n = 3 usando a suspensão do difeomorfismo Axioma A obtido no Lema 3.3.

Faremos isto no Lema 3.4.

Observação 3.3 A prova feita nesta seção não pode ser aplicada para cam-

pos de vetores no caso n = 3 uma vez que o Lema 3.3 abaixo não se verifica

em dimensão dois devido ao resultado de Plykin [35].

Lema 3.3 Na esfera Sn, n ≥ 3, existe um difeomorfismo Axioma A, F e

uma bola B, tais que:

a) F (B) ⊂ Int(B),

b) Ω(F ) ∩ Int(B) 6= ∅ e

c) Ω(F |B) não tem poços nem fontes.

Demonstração. Consideraremos a esfera Sn como a união de Rn e um

ponto p no infinito. Seja o campo vetorial X : Rn → Rn dado por

X(x1, x2, . . . , xn) = (−x1(x
2
1 + x2

2 − 1),−x2(x
2
1 + x2

2 − 1),−x3, . . . ,−xn).
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C
O

Figura 3.4: O campo vetorial X em dimensão 3.

Note que as singularidades de X são O = (0, 0, . . . , 0) e os pontos do

ćırculo

C :
{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | x2

1 + x2
2 − 1 = 0, xi = 0, i = 3, . . . , n

}
.

Além disso, O é uma sela. Veja a figura 3.4.

Seja h : Bn−1 × S1 → Bn−1 × S1 dado por

h(z, θ) =

(
z1

10
+

cos(2πθ)

2
,
z2

10
+

sin(2πθ)

2
,
z3

10
, . . . ,

zn−1

10
, 2θ mod 1

)

onde z = (z1, z2, . . . , zn−1) ∈ Bn−1 e θ ∈ S1.

A aplicação h é uma extensão da definição da aplicação g : B2 × S1 →
B2 × S1 a qual define o Atrator solenóide dado por [40]. A aplicação h tem

as mesmas propriedades que g, i.e., h tem um atrator não trivial hiperbólico

em Bn−1 × S1.

Tome uma vizinhança tubular ST de C difeomorfa a Bn−1 × S1 tal que

X seja transversal a ∂ST . Tome X1 a aplicação de tempo 1 do fluxo Xt.

Modificamos localmente X1 para obter a aplicação F (Cf. Observação 2)

tal que F |ST = h.
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Agora, considere uma bola Bn com centro na origem tal que ST ∪{O} ⊂
Int(Bn). Como em Rn − ST o único ponto fixo de X1 é a singularidade tipo

sela O e, para h o único conjunto básico em ST é não trivial, temos que a

restrição de F a Bn não tem poços nem fontes.

Para completar consideramos p uma fonte no infinito. Assim podemos

estender F sobre Sn tal que sua extensão é um difeomorfismo Axioma A com

as propriedades desejadas.

Prova do Teorema 1.1 para difeomorfismos:. Seja M uma varie-

dade fechada de dimensão n ≥ 3. Consideremos em M um difeomorfismo

Morse-Smale g, portanto g é Axioma A. Podemos, sem perda de generali-

dade, supor que Ω(g) é formada unicamente por pontos fixos (tomando um

iterado apropriado de g se for necessário). Modificamos localmente g em

bolas as quais são bacias de atração de poços de g usando o difeomorfismo

F do Lema 3.3.

Analogamente para fontes usando F−1 ao invés de F . Assim a prova esta

conclúıda.

A seguir temos uma versão do Lema 3.1 para dimensões maiores.

Lema 3.4 Na esfera Sn existe um campo vetorial Axioma A X∗ e uma bola

Bn tais que

a) X∗ é transversal à fronteira de Bn, apontando para dentro,

b) Ω(X∗) ∩ Int(Bn) 6= ∅ e

c) Ω(X∗|Bn) não tem poços nem fontes.

Demonstração. A prova é análoga à do Lema 3.3. Para isto considere

a esfera Sn como a união de Rn e um ponto p no infinito. Considere o campo

vetorial X : Rn → Rn e ST como no Lema 3.3.
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Denote por XF o campo vetorial em STF , gerado pelo fluxo suspenso do

difeomorfismo F restrito a bola Bn−1 do Lema 3.3, onde STF é difeomorfo

a Bn−1 × S1. Defina o campo vetorial X∗ obtido por uma modificação local

de X tal que X∗ restrito a ST é XF . Considere Bn uma bola com centro

na origem O tal que ST ∪ {O} ⊂ Int(Bn). Desde que em Rn \ ST a única

singularidade de X∗ é O e em ST não tem poços nem fontes então a restrição

de X∗ a Bn também não tem poços nem fontes.

Para completar considere p uma fonte. Assim podemos estender X∗ a Sn,

tal que X∗ é um campo vetorial Axioma A definido em todo Sn satisfazendo

as conclusões do lema.

Prova do Teorema 1.1 para campos no caso n > 3:. Tome um

campo vetorial Morse-Smale (portanto Axioma A) Φ em uma n-variedade

M . Assim o conjunto não errante Ω(Φ) tem poços e fontes. De forma similar

o que foi feito no caso n = 3 modificamos o campo vetorial Φ, tomando o

campo X∗ do Lema 3.4 ao invés do X, para eliminar singularidades do tipo

poço ou fonte, e o campo XF , o qual foi obtido na prova do Lema 3.4, ao

invés do campo Z, para eliminar órbitas periódicas do tipo poço ou fonte.

Assim, o campo vetorial resultante Φ̃ é um campo Axioma sem poços nem

fontes.

Provas do Corolários 1.1. Como os conjuntos não errantes para os

campos e difeomorfismos Axioma A obtidos no Teorema 1.1 foram obtidos

por modificações locais de sistemas Morse-Smale (portanto sem ciclos) e as

modificações não produzem ciclos, temos que estes novos sistemas são sis-

temas Axioma A sem ciclos. Assim, pelos teoremas 2.4 e 2.5 provamos o

Corolário 1.1 na topologia C1.
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Caṕıtulo 4

Condições Suficientes

Neste caṕıtulo damos condições suficientes para que um campo vetorial

Axioma A na esfera S3 tenha um poço ou uma fonte. Uma vez que este

teorema usa os resultados da teoria de nós em S3, não podemos estender

este resultado a dimensões maiores. Mesmo no caso de outras variedades

de dimensão 3 este resultado não pode ser aplicado pois como veremos no

Caṕıtulo 5 a única variedade de dimensão 3 na qual se verifica que “todo toro

é o bordo de um toro sólido”é a esfera S3.

Neste caṕıtulo X denotará um campo de classe Cr, r ≥ 1.

Lema 4.1 Seja X um campo numa 3-variedade M . Seja Λ um sumidouro

hiperbólico sem singularidades e U uma bacia de atração de Λ, com X trans-

versal a ∂U apontando para dentro de U . Então χ(S) = 0, para cada compo-

nente conexa S de ∂U . Portanto se M for orientável as componentes conexas

de ∂U são uma união disjunta de toros.

Demonstração. Como Λ é hiperbólico a estrutura hiperbólica de Λ pode

ser estendida a U . Portanto a variedade estável dos pontos de U determinam

uma folheação F sem singularidades, de dimensão dois, em U transversal

ao bordo de U . Assim a folheação F induz uma outra folheação F ∗ sem

singularidades de dimensão um, no bordo de U . Logo, cada componente
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conexa de ∂U tem caracteŕıstica de Euler zero, portanto é um toro ou uma

garrafa de Klein, pois estas são as únicas superf́ıcies que suportam folheação

sem singularidades. Assim, se M for orientável as componentes conexas de

∂U são uma união disjunta de toros. Isto conclui a prova.

Lema 4.2 Seja X um campo vetorial Axioma A em S3 tal que todo toro

transverso a X é sem nós. Seja U a bacia de um atrator hiperbólico A não

trivial, com

∂U = T1 ∪ . . . ∪ Tn

como no Lema 4.1.

Seja ST um toro sólido contendo A, com ∂ST = Ti para algum i = 1 . . . n.

Então existe um toro sólido em ST contendo um repulsor.

Demonstração. Note que n ≥ 2. De fato se n = 1, então ST = U

e assim pela Proposição 2.3, A seria uma órbita periódica atratora que é

imposśıvel por nossa suposição.

Portanto

∂U =
n⋃

i=1

Ti

com n ≥ 2. Isto implica que os toros T1, . . . , Tn estão contidos em ST . Uma

vez que ST ⊂ S3, temos que o toro T2 é o bordo de um toro sólido ST2 em

ST , uma vez que todo toro transverso é sem nós. Logo

ST2 ⊂ ST.

Além disso ST2 não contém A, senão teŕıamos n = 1 e já vimos que isto

não é posśıvel, portanto X aponta para fora de ST2, porque X é transversal

a U e não pode apontar para dentro. Assim, como consequência do Teorema

de Decomposição Espectral temos que ST2 contém um repulsor R.
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Prova do Teorema 1.2:. Seja X um campo vetorial Axioma A em S3,

tal que todo toro transversal a X é um toro sem nós. Pelo Teorema 2.3 para

campos, o conjunto não errante Ω(X) é uma união disjunta de conjuntos

invariantes.

Note que Ω(X) é um subconjunto próprio de S3, caso contrario X seria

de Anosov, o qual é imposśıvel devido a que toda variedade que suporta um

fluxo de Anosov de codimensão um tem grupo fundamental infinito (veja p.

289 em [30], ou [34]).

Vamos supor que X não tem singularidades atratoras ou repulsoras. As-

sim, devemos provar que X tem órbitas periódicas atratoras ou repulsoras.

Pela Proposição 2.2 temos que pelo menos algum dos conjuntos básicos

de Ω(X) é um atrator. Seja A1 um atrator de X. Pelo Lema 4.1 existe uma

bacia de atração U1 de A1 tal que X é transversal a ∂U1 a qual é formada

por toros disjuntos TA1
1 , . . . , TA1

nA1
. Assim

∂U1 = TA1
1 ∪ . . . ∪ TA1

nA1
.

Por hipótese esses toros são sem nós, portanto pela Proposição 2.6, são o

bordo de dois toros sólidos em S3. Seja STA1 um toro sólido com bordo TA1
i

para algum i = 1 . . . nA1 tal que

STA1 ⊃ A1.

Se A1 não é uma órbita periódica atratora, pelo Lema 4.2 temos que existe

um toro sólido STR1 contendo um repulsor R1, com

STA1 ⊃ STR1 .

Se R1 não é uma órbita periódica repulsora, pelo Lema 4.1 em STR1

podemos encontrar uma bacia U2 de R1 tal que

∂U2 = TA2
1 ∪ . . . ∪ TA2

nA2
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onde TA2
1 , . . . , TA2

nA2
são toros transversais a X, os quais são sem nós por

hipótese. Logo pela Proposição 2.6, esses toros são o bordo de dois toros

sólidos em S3 e, portanto algum desses está contido em STR1 .

Podemos supor que STR1 tem como bordo algum toro da fronteira de U2.

Novamente pelo Lema 4.2, existe um atrator A2 contido em um toro sólido

STA2 o qual esta contido em STR1 . Assim temos que

STA1 ⊃ STR1 ⊃ STA2

e STA2 contém o atrator A2. Repetindo este procedimento encontramos uma

sequência de toros sólidos

STA1 ⊃ STR1 ⊃ STA2 ⊃ STR2 ⊃ . . . ⊃ STAi ⊃ STRi ⊃ . . .

tais que STAi ⊃ Ai e STRi ⊃ Ri onde Ai são atratores e Ri são repulsores.

Como o número de conjuntos básicos do conjunto não errante Ω(X) é

finito a sequência acima é finita. Logo existe um toro sólido STAi que é a

bacia de atração de Ai e dáı segue que Ai é órbita periódica atratora ou existe

um toro sólido STRi que é a bacia de repulsão de Ri, o que implica que Ri é

uma órbita periódica repulsora. Em qualquer caso a prova esta conclúıda.
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Caṕıtulo 5

A Rećıproca do Teorema do
Toro Sólido

Neste caṕıtulo provamos as rećıprocas de algumas generalizações do Teo-

rema do Toro Sólido.

5.1 Prova do Teorema 1.3

Nesta seção provaremos o Teorema 1.3. Uma n-variedade N é irredut́ıvel

se toda subvariedade homeomorfa à esfera Sn−1 mergulhada em N é o bordo

de uma subvariedade homeomorfa a uma n-bola em N . O seguinte fato

parece ser conhecido mas não encontramos nenhuma referência. Por esta

razão incluiremos a sua prova.

Proposição 5.1 A variedade Dp+1×Sq é irredut́ıvel para quaisquer inteiros

positivos p, q.

Demonstração. Assumiremos sem perda de generalidade que Dp+1×Sq

é mergulhado em Sn onde n = p+q+1. Seja S uma subvariedade homeomorfa

à esfera Sn−1 mergulhada em Dp+1 × Sq. Podemos assumir também que

S ⊂ int(Dp+1 × Sq).
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Denote por B1 e B2 as duas bolas com bordo comum S, em Sn. Como

p ≥ 1 temos que a fronteira de Dp+1 × Sq é conexa uma vez que esta é

homeomorfa a Sp × Sq. Portanto ∂(Dp+1 × Sq) está contido no interior de

B1 ou B2.

Assim, temos que B1 ou B2 está contido em Dp+1 × Sp. Isto implica que

S é o bordo de uma bola em Dp+1 × Sq.

Prova do Teorema 1.3. Tomamos uma variedade M de dimensão

n ≥ 3 e p, q inteiros positivos tais que n = p + q + 1. Assumiremos que

todo Sp × Sq mergulhado em M é o bordo de uma variedade difeomorfa

a Dp+1 × Sq em pelo menos um lado. Para considerar os casos p 6= q ou

p = q = 1 usaremos o seguinte lema.

Lema 5.1 Sejam n ≥ 3 e p, q inteiros positivos tais que n = p + q + 1. Se

p 6= q ou p = q = 1, então toda n-bola B contém um subconjunto E não

homeomorfo a Dp+1 × Sq com fronteira ∂E = Sp × Sq.

Demonstração. Para p = q = 1 temos que n = 3 e podemos escolher

um cubo com buraco em forma de nó não trivial B (veja [4]). Neste caso

π1(E) 6= Z e assim E não é homeomorfo a D2 × S1.

Agora considere o caso p 6= q. De acordo com [14] p. 33, sabemos que Sn

pode ser visto como a união de Dp+1×Sq e Sp×Dq+1 com fronteira comum

Sp × Sq, i.e.,

Sn = (Dp+1 × Sq) ∪ (Sp ×Dq+1). (5.1)

Mas

Sq = Dq
1 ∪Dq

2,
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onde Dq
1 e Dq

2 são q-bolas com uma esfera como fronteira comum . Substitu-

indo em (5.1) temos

Sn = (Dp+1 ×Dq
1) ∪ (Dp+1 ×Dq

2) ∪ (Sp ×Dq+1).

Note que Dp+1 × Dq
1 é uma n-bola e então (Dp+1 × Dq

2) ∪ (Sp × Dq+1)

também é outra bola uma vez que é o complementar de Dp+1 ×Dq
1 em Sn.

Então podemos assumir que

B = (Dp+1 ×Dq
2) ∪ (Sp ×Dq+1)

e também podemos escolher

E = Sp ×Dq+1.

Assim temos que ∂E = Sp×Sq e E não é homeomorfo a Dp+1×Sq uma vez

que p 6= q. Isto conclui a prova.

Agora assumimos que p 6= q ou p = q = 1. Fixamos uma n-bola B

em M . Aplicando o Lema 5.1 a esta bola podemos achar E ⊂ B tal que

∂E = Sp × Sq mas E não é homeomorfo a Dp+1 × Sq.

Para simplificar denotemos

T = ∂E = Sp × Sq.

Por hipótese T é o bordo de um conjunto homeomorfo a Dp+1×Sq mergulhado

em M . Como E não é homeomorfo a Dp+1 × Sq e é o fecho de uma das

componentes conexas de M − T conclúımos que a outra componente ST =

Cl(M − E) tem que ser difeomorfa a Dp+1 × Sq.

Por outro lado

ST = (M −B) ∪ Cl(B − E).
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Escolha uma outra bola B̃ tal que

B ⊂ Int(B̃)

Assim,

ST ∪ B̃ = (M −B) ∪ Cl(B − E) ∪ B̃

e como Cl(B − E) ⊂ B̃ temos que

ST ∪ B̃ = (M −B) ∪ B̃.

Uma vez que B ⊂ B̃ temos M −B ⊃ M − B̃. Portanto

ST ∪ B̃ ⊃ (M − B̃) ∪ B̃ = M

Assim,

M = ST ∪ B̃

com ∂ST ⊂ B̃ pois ∂ST ⊂ B ⊂ int(B̃).

Isto implica que ∂B̃ ⊂ Int(ST ). Então ∂B̃ é o bordo de uma bola em

ST pois ST é irredut́ıvel (pois é homeomorfo a Dp+1 × Sq).

Então M é a união de duas bolas e portanto ela é homeomorfa a Sn. Isto

finaliza a prova no caso p 6= q ou p = q = 1.

A seguir nos ocuparemos do caso p = q 6= 1. Provaremos que M é

variedade prima . Para isto devemos provar que qualquer subvariedade ho-

meomorfa a uma (n− 1)-esfera que divide M em duas componentes conexas

é o bordo de uma n-bola em M .

Seja S∗ uma subvariedade mergulhada em M homeomorfa a uma (n−1)-

esfera que divide M em duas componentes conexas. Denote por B∗
1 e B∗

2 o
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fecho das duas componentes conexas de M−S∗. Provaremos que uma dessas

componentes conexas é uma n-bola.

Tome a primeira componente conexa B∗
1 e considere uma n-bola U ⊂ B∗

1

tal que Dn−1
1 = U ∩ ∂B∗

1 é uma (n− 1)-bola. Isto não é dif́ıcil de ver já que

toda (n−1)-esfera pode ser vista como a união de duas (n−1)-bolas coladas

pelo bordo. Veja uma ilustração na Figura 5.1

Agora procedemos como na prova do Lema 5.1. Primeiro note a seguinte

igualdade para p = q.

Sn = (Dp+1 × Sp) ∪ (Dp
1 ×Dp+1) ∪ (Dp

2 ×Dp+1).

A união

(Dp+1 × Sp) ∪ (Dp
1 ×Dp+1)

é uma bola pois é o complementar em Sn da bola Dp
2 ∪ Dp+1. Podemos

assumir que

U = (Dp+1 × Sp) ∪ (Dp
1 ×Dp+1).

Definimos

B1 = Dp
1 ×Dp+1.

Desta escolha segue que B1 é uma n-bola contida em U satisfazendo

B1 ∩ ∂U = ∂(Dp
1)×Dp+1.

Podemos, adicionalmente, assumir que

B1 ∩ ∂U ⊂ Int(Dn−1
1 ).

Veja a figura 5.1. Defina

Dn−1
2 = Cl(∂U −Dn−1

1 ).

Claramente Dn−1
2 é uma (n− 1)-bola cujo interior esta contido em Int(B∗

1).

Usaremos os seguintes fatos:
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Ε

D
2

n-1

D
3

n-1

D
1

n-1

×D(
1

p
Dp+1

U

B1

*B=*S

)

1 *B= 2

B*1

B*2

M

Figura 5.1:

1) O conjunto E = Cl(B∗
1−B1) é uma n-variedade compacta com fronteira

∂E = Sp × Sp.

2) O conjunto Dn−1
3 = Cl(∂B∗

1 −Dn−1
1 ) é uma (n− 1)-bola.

3) A união S = Dn−1
3 ∪ Dn−1

2 é uma (n − 1)-esfera em E disjunta de

Int(U).

Agora aplicamos as hipóteses do teorema para garantir que a fronteira

∂E é o bordo de uma variedade difeomorfa a Dp+1× Sp em M . Segue então

que ou E ou CL(M − E) é difeomorfo a Dp+1 × Sp.

No primeiro caso temos que E é irredut́ıvel, portanto a esfera S em (3)

é o bordo de uma n-bola B̃ em E. Esta bola não pode ser Cl(U − B1) uma

vez que esta última variedade tem como fronteira Sp × Sp.

Segue então que B∗
1 = B̃ ∪ U e B̃ ∩ U = Dn−1

2 . Assim, B∗
1 é uma n-bola

e a prova termina neste caso.

Para finalizar, consideremos o caso em que CL(M − E) é difeomorfo a

Dp+1 × Sp. Neste caso temos novamente que CL(M − E) é irredut́ıvel.
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Agora observe que

∂E = ∂(Cl(M − E)).

Dáı

∂B∗
1 ∩ ∂E ⊂ Cl(M − E).

Mas

∂B∗
1 − ∂E ⊂ M − E.

Assim,

∂B∗
1 ⊂ Cl(M − E)

e então ∂B∗
1 é o bordo de uma n-bola em Cl(M − E).

Conclúımos que a (n − 1)-esfera ∂B∗
1 é o bordo de uma n-bola em M .

Uma vez que S∗ = ∂B∗
1 .

Observação 5.1 A prova do Lema 5.1 não pode ser usada para provar que

M é homeomorfa a Sp+q+1, no caso p = q ≥ 2 uma vez que, neste caso, a

teoria de nós não pode ser empregada e também devido ao fato que Sp×Dq+1

é homeomorfo a Dp+1 × Sq. Esta é a razão pela qual obtemos que M é uma

variedade prima em vez de homeomorfa a Sp+q+1.

5.2 Prova do Teorema 1.4

Demonstração. Seja M uma 3-variedade fechada. Considere o conjunto

E descrito na Figura 5.2.

O conjunto E é constrúıdo da seguinte forma: tome uma bola B e con-

sidere uma vizinhança tubular N do nó figura oito tal que N ⊂ int(B).

Tomamos outra bola P tal que P ∩N e P ∩ ∂B são dois discos.
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P

N

E

Figura 5.2: B = N ∪ P ∪ E

Definimos

E = Cl(B − (N ∪ P )).

Assim por construção π1(E) 6= Z.

Denote por T a fronteira de E, a qual por construção é um toro. Podemos

tomar uma vizinhança coordenada de M e supor que B esta contida dentro

dessa vizinhança.

Por hipótese T é o bordo de uma 3-variedade com grupo ćıclico infinito.

Assim

π1(Cl(M − E)) = Z. (5.2)

Mas Cl(M − E) pode ser expressado como

Cl(M − E) = B̂ ∪ N̂

onde B̂ = Cl(M −B) ∪ P e N̂ = N ∪ P . Veja a Figura 5.2.

Assim, B̂ ∩ N̂ = P , que tem grupo fundamental trivial. Portanto por

(5.2) e pelo Teorema de Van Kampem, temos que

Z = π1(Cl(M − E)) = π1(B̂) ∗ π1(N̂).

52



Como π1(N̂) = π1(N) = Z então

π1(B̂) = 0.

Como π1(B̂) = π1(Cl(M −B)) então

π1(Cl(M −B)) = 0.

Portanto

π1(M) = π1(Cl(M −B) ∪B) = π1(Cl(M −B)) ∗ π1(B) = 0,

e isto termina a demonstração.
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Caṕıtulo 6

Bacias de Atratores
Singular-Hiperbólicos

Neste caṕıtulo provamos o Teorema 1.5 que trata sobre as propriedades

das bacias de atração de atratores singulares hiperbólicos. Além disso for-

necemos alguns exemplos de 3-variedades com bordo que podem ou não, ser

bacias de de um atrator singular-hiperbólico.

Neste caṕıtulo Λ denotará um sumidouro e U denotará a bacia de Λ, a

qual será uma 3-variedade compacta com bordo transversal a um campo X

de classe Cr, r ≥ 1. A variedade estável de cada ponto p ∈ Λ tem dimensão

1, além disso ela induz uma folheação de dimensão 2 em U . Denotaremos

por F esta folheação. Se Λ contém singularidades, F tem singularidades de

dimensão 1, formadas pela variedades estáveis fortes de cada singularidade.

Como os autovalores λ1, λ2, λ3 de uma singularidade σ de tipo Lorenz, de

um campo X satisfazem λ2 < λ3 < 0 < −λ3 < λ1. Então o determinante da

aplicação DX(σ), é igual a λ1λ2λ3 > 0. Logo pelo Lema 2.3 e Teorema 2.6,

temos

Proposição 6.1 Cada singularidade de um atrator singular-hiperbólico Λ,

tem de ı́ndice 1.

Como X é transversal ao bordo de U , a folheação F induz uma folheação
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em ∂U , a qual denotaremos por F ∗. Se F tem singularidades então a

folheação F ∗ também tem singularidades. As singularidades de F ∗ são

induzidas pelas singularidades de F . Além disso se Λ for atrator singular

hiperbólico temos pela proposição 2.4, que cada singularidade de F ∗ são do

tipo sela, em outras palavras temos

Proposição 6.2 Seja Λ um atrator singular-hiperbólico com bacia U . Então

todas as singularidades na folheação induzida F ∗ no bordo de U têm ı́ndice

−1.

Lembre que M̂ é a variedade obtida de uma 3-variedade M , colando uma

bola em cada esfera que forma parte das componentes conexas de ∂M .

Lema 6.1 (Lema 6.7 [21]) Seja U uma 3-variedade compacta e suponha

que ou

i) U é orientável e ∂Û 6= ∅, ou

ii) U não é orientável e ∂Û não contem planos projetivos (possivelmente

∂Û = ∅).

Então H1(U) é infinito.

Definição 6.1 Seja F uma folheação de codimensão um, numa variedade

M . Uma folha F de F tem holonomia de um lado só se existe uma curva

c ⊂ F e x0 ∈ c cuja aplicação de holonomia f : Dom(f) ⊂ Σ → Σ sobre um

segmento transversal Σ que intersecta c satisfaz as seguintes propriedades:

1. f não é a identidade Id em qualquer vizinhança de x0 em Σ.

2. f = Id em algumas das componentes de Σ− {x0}.

Lema 6.2 As folhas de F não tem holonomia de um lado só.
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Demonstração. As folhas de F são copias imersas de planos ou cilindros(ou

faixas de Möbius) os quais intersectam o bordo de U . Os cilindros ou faixas

de Möbius correspondem às variedades estáveis de órbitas periódicas. Assim

seja F uma folha de F . Se F é um plano a prova esta conclúıda pois nesse

caso ela tem holonomia trivial. Portanto, consideraremos o caso em que F é

um cilindro ou uma faixa de Möbius. Tome uma seção transversal Σ a F em

um ponto de uma curva fechada γ não homotopicamente trivial em F .

Usando o fluxo do campo X podemos encontrar uma homotopia entre γ

e uma curva periódica δ de X. Pois F = W s(p) para algum ponto periódico

p. Pelo Lema 2.1, δ é uma órbita hiperbólica. Isto implica que para toda

seção transversal à folha F num ponto de δ, a aplicação de holonomia fδ é

expansora, em particular fδ não tem holonomia de um lado só. Logo fγ não

tem holonomia de um lado só, para qualquer curva fechada γ em F . Isto

conclui a prova.

6.1 Prova do Teorema 1.5

Demonstração. Prova do ı́tem a). Suponhamos por contradição que

as órbitas periódicas têm ordem finita em π1(U − K). Seja γ uma curva

periódica em Λ com ordem finita em π1(U −K). Sem perda de generalidade

podemos supor que ela é homotópica a um ponto em U −K.

Além disso, podemos encontrar uma curva γ′ transversal a F e ho-

motópica a γ. Isto é posśıvel pois pelo Lema 2.1, γ é um conjunto hiperbólico.

Portanto existem a variedade estável e instável de γ e W u(γ) ⊂ Λ. Assim

existem órbitas (não fechadas) em W u(γ) que se acumulam em γ. Port-

anto existem folhas de F que se acumulam em γ. Dáı procedemos como no

Lema 1.2 p.271 em [30], (veja também [11]) para encontrar um curva fechada

γ′ ⊂ W u(γ) transversal ao fluxo em W u(γ), portanto transversal a F . E
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como γ′ ⊂ W u(γ), temos que γ′ é homotópica a γ.

Portanto, podemos ainda supor que γ′ é a imagem do bordo de um disco,

de uma aplicação f do disco D em U − K de classe C∞, transversal a F

exceto num número finito de pontos. A folheação F induz uma folheação FD

em D, transversal ao bordo de D com singularidades. Estas singularidades

correspondem a tangencias de f(D) com as folhas de F . A partir, dáı

podemos continuar com os argumentos de forma análoga à prova do Teorema

de Haefliger como é feito no Cap. VII. de [20] Parte B, (onde a folheação F

pode ser de classe C0) e provar que existe uma folha de FD com holonomia

de um lado só. Portanto F tem folha com holonomia de um lado só. Mas

isto é uma contradição ao Lema 6.2. Esta contradição prova o ı́tem a).

Prova do ı́tem b). Para o caso em que Λ não tem singularidades, a prova

esta contida no Lema 4.1. Se Λ tem singularidades, temos pela Proposição

6.1 que todas as singularidades Λ tem ı́ndice 1, e pelo Lema 2.4 o número de

singularidades de Λ é −χ(U). Isto prova o ı́tem b).

Prova do ı́tem c). Seja S uma componente conexa do bordo de U . Se

χ(S) > 0, então S é difeomorfa a uma esfera ou a um plano projetivo. Como

a esfera e o plano projetivo tem caracteŕısticas de Euler 2 e 1 respectivamente,

conclúımos que S tem necessariamente uma singularidade de ı́ndice 1. Então

a folheação F ∗ induzida em S tem singularidades de ı́ndice 1. Mas isto

contradiz a Proposição 6.2.

Agora, tomemos o caso em que Λ tem singularidades. Suponha por con-

tradição que todas as componentes do bordo tem caracteŕıstica de Euler zero.

Logo, todas as componentes conexas do bordo são difeomorfas a toros ou gar-

rafas de Klein. Assim, tomemos uma componente conexa S ′ do bordo de U .

Logo, existe uma singularidade em S ′ com ı́ndice −1. Mas como χ(S ′) = 0
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deve existir pelo menos uma singularidade em S ′ com ı́ndice 1. Obtemos as-

sim uma contradição à Proposição 6.2. Reciprocamente, suponha que existe

uma componente S ′ de ∂U com χ(S ′) < 0. Suponha que Λ não tem singula-

ridades. Logo a caracteŕıstica de Euler do bordo de U é zero. Assim existe

uma componente conexa S∗ de ∂U com χ(S∗) > 0, obtendo uma contradição

a primeira parte deste ı́tem. Esta contradição termina a prova o ı́tem c).

Prova do ı́tem d). Pelo ı́tem c) temos que ∂U não contem esferas. Port-

anto, U = Û e ∂U = ∂Û 6= ∅. Novamente, pelo ı́tem c) ∂U não contem

planos projetivos. Logo, sendo U orientável ou não como consequência do

Lema 6.1 temos que H1(U) é infinito. Portanto, π1(U) é infinito. Isto conclui

a prova do Teorema.

6.2 Exemplos

Se U é bacia de atrator singular-hiperbólico Λ, o Teorema 1.5 implica

que:

• U não é homeomorfo a uma 3-bola.

• U não é homeomorfo ao produto RP2 × I de um plano projetivo e um

intervalo.

• U não é homeomorfo ao produto S2 × I.

• De forma geral, U não é homeomorfo ao produto R× I, onde R é uma

superf́ıcie fechada com χ(R) > 0.

• U não é homeomorfo a um toro sólido D2×S1. Pois, nesse caso teŕıamos

que χ(U) = 0, portanto Λ não teria singularidades, assim, pela Pro-

posição 2.3 Λ seria uma órbita periódica atratora, i.e., Eu
Λ = 0. Mas
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isto não é posśıvel já que por definição de conjunto singular-hiperbólico

Eu
Λ 6= 0.

• Se Λ não tem singularidades, U pode ser homeomorfo ao cubo com

buraco em forma de nó figura oito (ver Figura 2.8), como foi considerado

na prova do Teorema 1.1 (ver [5]).

• No entanto, se Λ tem singularidades, U não pode ser homeomorfo a

um cubo com buraco em forma de nó.

• Se Λ tem singularidades então U não é homeomorfa a T2 × I nem a

K2 × I, onde T2 e K2 são o toro bidimensional e a garrafa de Klein

respectivamente.

• De forma geral, se Λ tem singularidades então U não é homeomorfa a

R× I, onde R é uma superf́ıcie fechada com χ(R) = 0.
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singular-hiperbólico, 7, 22
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com nó, 29

sólido, 28

sem nós, 5, 29

Variedade

estável, 12

estável forte, 23

instável, 12

irredut́ıvel, 31, 47

prima, 6, 31, 50
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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