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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento assintotico das solugoes de dois pro-
blemas hiperboélicos em dominios exteriores: as equagoes de Maxwell anisotropicas e o
sistema acoplado formado pelas equagoes de ondas elésticas e as equagoes de Maxwell,
ambas anisotropicas. Usando o método dos multiplicadores e propriedades associadas aos
modelos, provamos que a energia total decai para zero no tempo com taxas polinomiais.
Resultados como esses sao conhecidos somente para o caso isotropico. Consideramos
também o sistema com dissipagao semilinear. Com hipoteses adequadas sobre o termo
nao linear, mostramos que a solucao do sistema existe globalmente no tempo e as taxas
de decaimento encontradas para o problema linear, permanecem validas para o problema

semilinear.
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Abstract

In this work we study the asymptotic behavior of solutions two hyperbolic problems
in exterior domains: anisotropic Maxwell equations and the coupled system of equations:
elastic waves and Maxwell equations, both anisotropic. Using the method of multipliers
and properties associated to the models, we show that the total energy decays to zero
in time with polynomial rates. Previous results of this type were only given in the
isotropic case. We also consider the system with semilinear dissipation. With appropriate
assumptions on the non-linear term, we show that the solution exists globally in time and

the rates of decay found for the linear problem remain valid for the semilinear problem.
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Notacoes

x = (21,72, 73) ponto no espago R?;
|.| norma euclidiana em R3;

Se r = (xl,xQ,xg) e y = (y1,Y2,y3), entdo o produto interno de = e y é:

:Z TiYi s

=1

Se x = (x1,29,23) € y = (y1,Y2,¥3), entdo o produto vetorial de = e y é o vetor:

T Xy = (Tays — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2 Y1) ;

Q C R? representa um dominio qualquer, limitado ou nao;
O C R? representa um dominio limitado;

Q =R*O representa um dominio exterior;

L?(Q) & o espago das fungdes v : @ — R, mensurdveis em Q e tais que

/Q]u(x)|2 dx < +o00;
Se we L*(Q) entao |ul12(g) ( / lu(z)? dx) :
[L2(Q)) = L*(Q) x L*(Q) x L*(Q);

1/2
Se u = (uy, u, u3) € [L*(Q)]* entdo [|ulljz2(gys = (Z Hu"H%2(Q)> ;
i=1

H™(Q) espago de Sobolev das fungoes u : Q — R tal que D%u € L*(Q) no sentido das
3

distribuigoes para todo |a| < m, onde a = (a1,a2,a3), o; €N e |a| = Zai;

a|a‘u 9 1/2

[ullm (o) = 0 08202

la|<m ' L2(Q)

[H™(Q)]> = H™(Q) x H™(Q) x H™(Q); /
3 1/2
Se u = (Ul,UQ,U3> € [Hm(Q)]3 entao HUH[HT"(Q)P = (Z ||uz| %{"%Q)) )

=1

C([0,T]; X) espaco das fungdes continuas de [0,7] em X;

1X



C([O, 0); X) espago das fungoes continuas de [0,00) em X;

D(Q) = Ci°(Q) espago das fungoes infinitamente diferencidveis e com suporte compacto

em Q;
D'(Q) espago das distribuigoes sobre Q;

X — Y significa que X esta continuamente imerso em Y;

du
u; = — derivada de u em relagao a t;

ot
Se u = (u',u? u®) entdao u; = (u},u?, ud);
OJu Ou Ou . ~
Vu=gradu=|—-—,=——, = | representa o gradiente da fungao wu;
81'1 8$2 8233
°L Ouy
Se u = (uy,us,uz) entdo divu = 5 " representa o divergente da funcao u;
; €
3 82 ) =1 v
Au= 2 representa o laplaciano da funcao wu;
i

i=1
Se u = (uy, us, uz) entdo Au = (Auy, Aug, Aug);
Br(zg) = {z € R*: |z — 29| < R} representa a bola fechada de centro z; e raio R em
R3;
C representa uma constante positiva que podera assumir valores diferentes em lugares

diferentes:;

M, «, denota o conjunto das matrizes com entradas reais que possuem n linhas e m

colunas;
Seja N € M, «, entdao N~! denota a matriz inversa da matriz N’

Seja N € M,,x., entao N' denota a matriz transposta da matriz N;

&
Se £ € R? entao & = (&,&,&3) podera ser representado da forma € = | & |, neste
caso, & ¢ a matriz transposta, ou seja, &= (& & &); 3

L(X) denota a algebra dos operadores lineares limitados de X.



Introducao

Neste trabalho investigamos propriedades assintoticas de modelos hiperbdlicos em
dominios exteriores. Mais precisamente, estudamos dois modelos: equacoes de Maxwell
anisotropicas e o sistema acoplado formado pelas equacoes de ondas elasticas e as equagoes
de Maxwell anisotropicas.

A motivagao principal para estudarmos esses modelos sao as recentes aplicagoes da
industria nos chamados "materiais inteligentes" (ver referéncia [1|) e o interesse nas
pesquisas sobre ondas eletromagnéticas em otica de cristais (ver referéncias [19] e [20]).
Nos exemplos citados é muito importante conhecermos propriedades qualitativas e quan-
titativas dos modelos para a obtencao de novos materiais.

A seguir, vamos descrever brevemente os modelos estudados neste trabalho, os dois
modelos sao considerados em dominios exteriores. O primeiro é constituido pelas equagoes

de Maxwell anisotrépicas que modela a propagacao de ondas eletromagnéticas:

eEy —curl H+oE =0 (1)
wH; +curl E=0 (2)
div(pH) =0 (3)

onde £ = (E',E? E3), H = (H', H* H?®) denotam o campo elétrico e o campo mag-
nético respectivamente, ¢ é a condutividade elétrica do meio, o termo oF representa
uma dissipagao interna no modelo, € representa a permitividade elétrica, 1 a permeabi-
lidade magnética. Assumimos que € = €(x) e pu = p(r) sdo matrizes 3 x 3 simétricas e
uniformemente positivas definidas.

O segundo é um sistema acoplado que modela efeitos elasto-eletromagnéticos, ou seja,
a acao reciproca entre as deformagoes do corpo e a variagao no campo eletromagnético.

Tal sistema ¢ composto por um sistema de ondas elasticas anisotropicas acoplado com



as equacoes de Maxwell anisotropicas:

3

Upp — ”ZI (‘)ix, <Aij %) +u + keurl E = f(uy) (4)
€eE, —curl H+ oF — kcurlu, =0 (5)
uH; 4+ curl E =0 (6)
div(pH) =0 (7)

onde u = (uy,uz,u3) é o vetor de deformagoes, E denota o campo elétrico, H denota
o campo magnético, a constante positiva ¢ é a condutividade elétrica do meio, xk é a
constante de acoplamento, € = €(x) representa a permitividade elétrica e p = p(z) a
permeabilidade magnética, os termos u; e oF representam duas dissipagoes internas no
modelo, A;; sao matrizes 3 X 3 que contém, em suas entradas, as componentes cartesianas
do tensor elastico e f é uma fungao a valores vetoriais, nao linear, satisfazendo certas
hipoteses de crescimento.

Existe um grande ntimero de trabalhos na literatura sobre decaimento uniforme de
solucoes de problemas hiperboélicos em dominios exteriores. Um dos trabalhos pioneiros
é de C. S. Morawetz [23], [24] no qual é considerada a equacao de ondas em dominios
exteriores. Supondo que os dados iniciais tem suporte compacto, ela mostrou que a
energia local decai com taxas polinomiais. Usando o principio de Huygens ela obteve
o decaimento exponencial. Depois, G. Dassios [6] obteve resultados similares para o
sistema linear de ondas eléasticas. B. V. Kapitonov [17]| estuda o mesmo problema para
um sistema hiperbolico geral, que inclui as equagoes de Maxwell em dominios exteriores
com condigoes de fronteira de Silver-Muller.

Outros trabalhos nessa diregao, sdo os trabalhos de M. Nakao [25] e R. Tkehata [14],
[15] que obtiveram decaimento polinomial para a energia relacionada com a equagao
de ondas em dominios exteriores (ver também [5]). C. R. Luz e R. C. Charado [22]
obtiveram resultados semelhantes para a equacao de placas semilinear. R. C. Charao
e R. Ikehata [4] estudaram a equagao de ondas elasticas com dissipagao localizada em
dominios exteriores e provaram que a energia total decai com taxas polinomiais. Em [13],
M. V. Ferreira e G. P. Menzala consideraram o sistema acoplado composto pelas equagoes
de Maxwell isotropicas e pelas equacoes de ondas elasticas em dominios exteriores e
provaram que a energia de segunda ordem decai uniformemente para zero com taxas
polinomiais. Nesse trabalho nao foi obtido uma estimativa para o decaimento da norma

L? do campo magnético.



Quando se considera a equagao de ondas com dissipacao interna num dominio limi-
tado em regides que satisfagam as condigoes de Optica geométrica (ver a referéncia [2]),
¢ conhecido que a energia total e a norma L? da solucao decaem exponencialmente. Isto
¢é facilmente demonstrado usando o método da energia combinado com a desigualdade
de Poincaré. Porém, quando se considera a equacao de ondas em todo R™ ou mesmo em
dominios exteriores, os resultados obtidos mostram que a energia apenas decai polino-
mialmente (ver referéncias [14], [15], [25]). O mesmo ocorre com varias outras equagoes,
entre elas, as equacoes de ondas elasticas e as equagoes de Maxwell isotropicas.

Neste trabalho estudamos o comportamento assintotico dos sistemas (1)-(3) e (4)-
(7) anisotropicos em dominios exteriores. Considerando espagos funcionais apropriados,
provamos que a energia total desses sistemas decai para zero no tempo com taxas poli-
nomiais. Nao é requerido dados iniciais com suporte compacto.

Nos dois modelos estudados em dominios exteriores, 2 = R3\O, onde O é um conjunto
aberto e limitado do R®. Nao impomos que o obstaculo O seja conexo, assim pode ocorrer
0 caso em que o obstaculo é uma coroa circular. Neste caso, podemos considerar dois
problemas separados, um em dominio limitado e outro em dominio exterior. Em dominio
limitado o problema se torna mais simples, assim as taxas de decaimento obtidas sao
maiores. Contudo, as taxas que prevalecem nesse caso sao as taxas polinomiais obtidas
para o caso em que o dominio nao ¢ limitado.

Algumas das taxas de decaimento encontradas neste trabalho sao maiores que as
encontradas por M. V. Ferreira [12] (ver também [13]). Em [12], M. V. Ferreira prova um
resultado de comportamento assintético para o sistema acoplado formado pelas equagoes
de Maxwell isotropicas e pelas equagoes de ondas elasticas em dominios exteriores. Para o
caso linear M. V. Ferreira considera dados iniciais com hipoteses semelhantes as hipoteses
assumidas no Teorema 3.3 deste trabalho. As taxas de decaimento encontradas por M.

V. Ferreira sao as seguintes:

(@)1 + | Lut)]? + [|E@)? + lleurl H#)|* < CLA+1)7", Vit>0,
ou ou

[Jge (8)[]* + / Z i 2 (@ )| (1) do + || E(t)|” + | Ho(t)]
8 o0x;

+|lcurl E(t)]]? g CL(1+1t)72, Vi>0

8u0 8u0
onde Il — ||LU0||[L2(Q)]3 +/ Z |: i o } a ()3 + ||E0||H curl; Q) +

i,j=1
||H0||H(curl;Q)‘



Comparando com as taxas encontradas no Teorema 3.3 percebemos que algumas
taxas foram melhoradas. Quando comparamos os resultados para o caso semilinear as
diferencas entre as taxas encontradas sao maiores.

Uma das dificuldades para obter os resultados deste trabalho é a falta de compacidade
(em dominios exteriores). Nao se pode usar a desigualdade de Poincaré. Outra dificuldade
aparece pelo fato de considerarmos o caso anisotrépico. No caso isotropico, isto €, quando
a permitividade e a permeabilidade sao funcoes escalares as equacoes de Maxwell podem
ser reduzidas a uma equacao de ondas vetorial. Isso porém, nao é possivel em meios
anisotropicos, aumentando assim, a dificuldade matematica na analise de tais equacoes.

Existem poucos trabalhos relacionados com as equagoes de Maxwell anisotropicas.
Vamos citar alguns resultados recentes: Em regides limitadas O, M. M. Eller [10] esta-
beleceu uma desigualdade de observabilidade na fronteira e por argumentos conhecidos,
obteve a controlabilidade exata do campo eletromagnético em O para o fluxo de corrente
na fronteira. Também M. M. Eller 9], supondo que a permitividade e a permeabilidade
sao matrizes multiplas, provou a propriedade de continuacdo unica do sistema (através
de superficies que néo sao caracteristicas). V. Vogelsang [31] e T. Okaji [26] provaram
a propriedade de continuacgao unica forte sob hipoteses adequadas. M. M. Eller e M.
Yamamoto [11] estabeleceram uma estimativa de Carleman para o sistema de Maxwell
anisotrépico estacionario.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 1, definimos os espacgos
funcionais e citamos alguns resultados importantes. O Capitulo 2 é dedicado ao estudo
das equacoes de Maxwell anisotropicas. Esse capitulo esta dividido em trés secoes, na
primeira se¢do provamos via teoria de semigrupos que o sistema (1)-(3) é bem posto. Na
secao 2.2, usando o método dos multiplicadores, obtemos taxas polinomiais de decaimento
em dominios exteriores com fronteira limitada e Lipschitz. Na secao 2.3, provamos o
resultado de decaimento exponencial em um dominio limitado, simplesmente conexo e de
classe C?. No Capitulo 3 ¢ feito o estudo do sistema eletromagnético/elastico linear em
dominios exteriores. Nesse capitulo provamos a existéncia e unicidade de solugoes, bem
como, encontramos taxas polinomiais de decaimento. No Capitulo 4, consideramos o
sistema eletromagnético/elastico semilinear em dominios exteriores. Primeiro provamos
a existéncia de solucao local e em seguida usando os resultados obtidos no Capitulo 3,
provamos que a solucao existe globalmente no tempo para dados iniciais pequenos e
encontramos taxas de decaimento polinomiais. No final do texto, ha um apéndice com

alguns resultados usados neste trabalho.



Capitulo 1

Definicoes e Resultados Preliminares

Seja @ um aberto do R?. Consideramos o conjunto M das matrizes « tal que a =
a(z) = [ay(z)] 43 € simétrica e uniformemente positiva definida, ou seja, existe ap > 0
tal que

Ealr)é > ap €7 VEERS, . s.em Q, (1.1)
com «;; fungoes reais pertencentes a L>(Q). Claramente, diferentes matrizes o podem
ter diferentes constantes .

Se av € M, define-se:

L*(Q;a) = {v(z) = (vi(z),va(z),v3(z)); v; mensurdvel em Q para 1 <14 <3, tal que

> [ u@ ) o< o),

ij=1
com
3
ol = Y0 [ e ui(o)v(a) da.
ij=1 792
Tem-se que L*(Q;a) = [L*(Q)]® e as normas || . [|r2(0,a) € || - [l[2(0)® 880 equiva-

lentes no espago [L2(Q)]? (ver Apéndice 1). Além disso, L?(Q; ) é um espaco de Hilbert

com o seguinte produto interno:
e = Y [ au@u@)u) d

onde v(z) = (v1(z),v2(2), v3(x)) € u(z) = (ui(z), ua(x), us(x)).

E facil ver que
11 Q12 Q13 Uy
(UaU)LZ(Q;a):/(Ul () Us) Q12 Qg2 Q23 Ug dz.
Q

Q13 O3 (33 Uus

5



Neste trabalho denotamos por |[v| a norma em [L?(Q)]®> para um elemento v €
[L2(Q)]? e por ((u,v)) o produto escalar de dois elementos u, v desse espaco.

Para todo v = (v1,v9,v3) € [D'(Q)]® define-se o operador diferencial linear, curl,
chamado rotacional de v, por

curlv — 81;3 _ (%2 81}1 _ 81}3 81;2 _ (%1
n 8@ 8x3 ’ 8x3 8x1 ’ 85(31 8x2 '

O operador curl : [D'(Q)]* — [D'(Q)]® tem as seguintes propriedades elementares
(ver R. Dautray e J. L. Lions |7], Capitulo IX, pg 202):

curl grad v =0, Vv eD(Q),
div curl v =0, Vv e[D(Q),
(curlv, @) = (v, curl ¢) , Vovel[D(Q)P ¢e[DQ).
Seja
H(curl; Q) = {v € [L*(Q)%; curlv € [L*(Q)]*}

o espaco de Hilbert com o produto interno:

v(x) . u(z) da:—l—/ curlv(z) . curlu(x) dz

(V) g (eurt; 0) = (Vs w) + ((curl v, curlu)) = / o

Q

e Hy(curl; Q) o fecho de [D(Q)]? em H(curl; Q). Mostra-se que (ver G. Duvaut e J. L.
Lions [8], Capitulo 7, pg 338):

Ho(curl; Q) = {v € H(curl; Q); nxv=0 ondQ}.
Define-se também

H(div; Q) = {v € [LX(Q); divv e L*(Q)}

o espaco de Hilbert com o produto interno:
(VW) g aiv; o) = (v, 1)) + (divv, divu) 2 (g) = / v(x). u(x) de + / divv(z) divu(x) dz.
Q Q
Denota-se por Hy(div; Q) o fecho de [D(Q)]? no espago H(div; Q).

Usa-se a seguinte notagao:
[D(Q)F = {¢|y; @€ [DR)]}.

As principais propriedades dos tragos nos espagos H (div; Q) e H(curl; Q) sdo dadas
pelos seguintes resultados conhecidos na literatura (ver R. Dautray e J. L. Lions [7],
Capitulo IX, Teoremas 1 e 2, pg 204):



Teorema 1.1. Seja Q um conjunto aberto do R? com fronteira 0Q limitada e Lipschitz.
Entao:

i) [D(Q)]? € denso em H(div; Q);

it) A aplicagao trago, v3: v +— v, 77‘89 definida em [D(Q)]?, estende-se por continuidade
a uma aplicagao linear, continua e sobrejetiva, ainda denotada por 73, de H(div; Q)
sobre H=Y2(0Q). Aqui n(x) denota a normal exterior unitdria em x € 0Q;

i11) O nicleo Ker~s da aplicagao 3 € o espago Hy(div; Q).

Teorema 1.2. Seja Q um conjunto aberto do R3 com fronteira 0Q limitada e Lipschitz.
Entao:

i) [D(Q)]? € denso em H(curl; Q);

ii) A aplicagao trago, v, : v —> v X 77‘89 definida em [D(Q)]?, estende-se por con-
tinutdade a uma aplicagao linear, continua e sobrejetiva, ainda denotada por 7., de
H(curl; Q) sobre [HY/2(0Q))%. Aquin(z) denota a normal exterior unitdiria em v € 0Q;
iii) O nicleo Ker~y, da aplicagio v, € o espago Ho(curl; Q).

Proposig¢ao 1.1. Seja Q wum conjunto aberto do R® com fronteira 0Q limitada e
Lipschitz. Se v € H(curl; Q) e u € Ho(curl; Q) tem-se

/Q w(z) . curl v(x) dr = / o(@) . curlu(z) dz.

Q

Proposicao 1.2. Seja Q wum conjunto aberto do R® com fronteira 0Q limitada e
Lipschitz. Se u € H(curl; Q) tal que

/ u(z) . curl p(x) dor — / curlu(x) . ¢(x) de =0, Y ¢ € [D(Q)]?.
Q

Q

Entao u € Hy(curl; ).

A demonstracao da Proposicao 1.2 poderé ser encontrada em R. Dautray e J. L. Lions
[7], Capitulo IX. O resultado a seguir é importante no estudo das equagoes de Maxwell
num dominio limitado e simplesmente conexo (ver R. Temam [29|, Apéndice 1, Lema 1.6,
pg 465).



Teorema 1.3. Seja O C R? aberto, limitado, simplesmente conexo, cuja fronteira 00 é

de classe C*. Entao existe uma constante Cy = Co(O) > 0 tal que,
lull < Colleurlull

para todo u € [H'(O)]* N Hy(div 0; O), onde
Hy(div 0; O) = {v € [L*(O)]% divv=0 e v.n|,,=0}.

A seguir mencionamos uma importante conexao entre os espagos H (curl; Q), H(div; Q)
e o espaco de Sobolev [H*(Q)]3. No Teorema 1.4, n(z) denota o vetor normal exterior

unitario em x € 00Q.

Teorema 1.4. Seja Q um conjunto aberto do R3 cuja fronteira 0Q € limitada e de classe

C2. Entao os espacos de Sobolev
[Hip(QF = {v e [H(Q vxnl,,=0}
[Hyo(Q))P = {v e [H(Q; v.n|,,=0}

sao tais que
[H}5(Q)]? = Ho(curl; Q) N H(div; Q)

[Hy0(Q))° = H(curl; Q) N Hy(div; Q)

e nesses espagos, a norma ||v||mgys € equivalente a norma

loll = { [ [1eurtoge) 2+ o) P+ (o) ] }/

Além disso,

[Hy (Q))° = Ho(curl; Q) N Ho(div; Q).

A demonstragao do teorema acima podera ser encontrado em R. Dautray e J. L. Lions
[7], Capitulo IX.



Capitulo 2

Equacoes de Maxwell Anisotrépicas

2.1 Existéncia e unicidade

Seja Q = R3\O, onde O é um conjunto aberto e limitado do R?® com fronteira 9O de

classe Lipschitz. Consideramos o sistema de equacoes de Maxwell:

eEy —curl H4+o0E =0 em € x (0,00), (2.1)
pH; +curl E =0 em 2 x (0,00), (2.2)
div (pH) =0 em £ x (0,00), (2.3)
E(z,0) = Eyo(z), H(x,0) = Hy(x) em (), (2.4)
Exn=0 em 0N x (0,00) (2.5)

onde £ = (E',E? E3), H = (H', H* H?) denotam o campo elétrico e o campo mag-
nético respectivamente, o é a condutividade elétrica do meio, € = €(x) representa a
permitividade elétrica, u = u(x) a permeabilidade magnética, sendo € e p matrizes 3 x 3
pertencentes a M.

Nesta secao, usando a teoria de semigrupos, estudamos a existéncia e unicidade de
solugdes para o sistema (2.1)-(2.5).

Seja X = L*(2;¢€) x L*(Q; 1) o espago de Hilbert com o seguinte produto interno:

<1U,U>X = (wal)LQ(Q;e) + (w2>U2)L2(Q;M), Vw= <w17w2) e v= (0171)2) € X.
Consideremos o operador A : D(A) C X — X, com dominio
D(A) = Hy(curl; Q) x H(curl; Q)

definido por:

Aw = (et curl wo, —p~t curl wy), V w = (wy,wy) € D(A),

9



onde 7! e 7! denotam as inversas das matrizes € e u respectivamente.

Seja B : X — X o operador linear dado por:
Bw = (—oe twy, 0), Vw = (w,wy) € X.

Observagao 2.1. As matrizes € e pu sao inversiveis quase sempre em S, pois fixado
x € Q, pela condigao (1.1) seque que €(x) e p(x) sao matrizes positivas definidas, logo os
autovalores de €(x) e u(x) sao positivos (ver G. Strang [28], Capitulo 6, pg 288), assim,
como o determinante de uma matriz simétrica e positiva definida € o produto dos seus
autovalores (ver G. Strang [28], Capitulo 6, pg 243), concluimos que os determinantes
das matrizes €(x) e u(x) sio positivos, o que mostra que € e p sio inversiveis quase

1

sempre em Q. Além disso, os elementos das matrizes €' e u=! pertencem a L°°(S) (ver

Apeéndice 2), logo os operadores A e B estao bem definidos.

Assim, o problema (2.1)-(2.2) com condigdes iniciais (2.4) é equivalente ao problema:

dU
S = (A+ B U() 0
U(0) = U,

onde U(t) = (E(t),H(t)) e Uy = (Eo, Hy).
Como [D(Q)]? x [D(Q)]? € D(A) e [D(Q)]? x [D(Q)]? ¢ denso em X, segue que D(A)

é denso em X. Vamos provar que A* = —A, onde A* é o adjunto do operador A.

Lema 2.1. Tem-se que D(A) C D(A*) e
A*v = —Av, Vve D(A) C D(AY).
Demonstracgao:

Recordemos, inicialmente, que um elemento v € X estd em D(A*) se, e somente se,

existe g = (g1, g2) € X tal que
<AU},U>X:<UJ,Q>X, VU)ED(A),

e, neste caso, g = A*v.
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Seja v = (vy,v2) € D(A) entao V w = (wy,wy) € D(A) tem-se:
(Aw,v) = (e curl wy, —pt curlwy), (v1,v2))

et eurlwa, v1) 2,0 — (W curl wy, va) 120, )

—~

= (v1, €t eurlwa) 2, e) — (Vo, ™t curlwy) 2o,

I
S— 55—

viele curlwy] do — / vb [t curlw] do
Q

vl curl w, dx—/’ué curlw, dx
Q

:/vl.curlwg dx—/UQ.curlwl dzx.
Q Q

Como vy, w; € Ho(curl; Q) e vy, wy € H(curl; ) pela Proposigao 1.1:

/vl.curlwg dx:/wg.curlvl dx e
Q Q

/UQ.curl wy dx = / wy . curl vy dx.
Q Q

Substituindo as duas ultimas igualdades em (2.7) tem-se:

(Aw,v)X:/wg.curlvl dx—/wl.curlvg dx
Q Q

= / wh p[pt curl vy do — / wh e[e ! curlvy) dr
Q Q

= ((wy, wa), (—e t curl vy, p=* curlvy)) 5 -

Assim, dado v € D(A), existe g = (—e ' curlvy, u™* curlvy) € X tal que

(Aw,v)y = (w,9) 5, Vwe D(A).

Portanto, v € D(A*) e
A*v = —Av, Vove D(A) C D(A").

Lema 2.2. Tem-se que D(A*) = D(A) e

A*v = —Av, Vv = (v1,v9) € D(A*).

11
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Demonstracgao:
Pelo lema anterior, D(A) C D(A*) e A*v = —Av Vv € D(A). Resta mostrar a
outra inclusao, isto &, D(A*) C D(A).
Seja v = (v1,v) € D(A*). Entao existe g = (g1, 92) € X tal que
<Aw7U>X = <W,Q>X, Vuwe D<A) (28)
Em particular, se w = (0, wy) € D(A) com wy € [D(Q)]?, tem- se que
<A(07 w2)7 (Ulv U2)>X = <(07 w2)7 (gla 92)>X

((e7 curlws, 0), (v1,v2)) :/wéugz dx
Q

(vla e eurl w2>L2(Q; €) — wé M g2 dx

J
/vi ele curlw,] do = / wh gy drx
0 Q

/vl ccurlwy dx = / wy . [ngs] de.
Q Q

Assim,
(vi, curl w) = (g, wp)  em [D'(Q)]?

(curl vy, we) = (1192, wa) em [D'(Q)]3.

A igualdade acima é vélida para todo wy € [D(Q)J® entdo ugs = curlv; em [D'(Q)]3.
Sabemos que v € D(A*) C X e g € X, assim vy, gy € [L*(Q)]3, logo ugs = curlv; em
[L2(2)]3. Conseqiientemente, v, € H(curl; Q) e

go = pteurl vy em [L*(Q)]3.

Considerando agora w; € [D(Q)]?, tem-se que w = (wy,0) € D(A), donde por (2.8),

tem-se as igualdades:

<A(w17 0)7 (Ulv UQ))X = <(w17 0)7 (gla 92)>X

(0, =~ curlwy), (vi,v9)) y = / whegy dr
Q

(vo, —p~ L eurlwy) 2, = | wieg da

¢
wi€gy dx

J
J

/ v [—pt curlwy] doe =
Q

/ vy . [—curlwi| do = / wy . [eq1] de.
Q Q
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Assim,
(vg, —curlwy) = {(€gy, wr) em [D'(Q)3

(—curl vy, wi) = (egy, wy) em [D'(Q)).
Sendo w; € [D()]? arbitrario, segue que eg; = —curlvy em [D'(2)]3. Como v €
D(A*) C X e g € X, tem-se que g1,v2 € [L*(Q)]?, entdo egy = —curlvy em [L*(Q)J3.

Assim, vy € H(curl; 2) e

g1 = —¢ teurlvy em [L2(Q)]3.

Vimos, até agora, que D(A*) C H(curl; Q) x H(curl; 2) e que, dado v € D(A*), o

elemento g € X que satisfaz (2.8) é g = (—e ! curl vy, u=* curlvy), ou seja,
(et curl wa, —p=t curlwy), (v1,v2)) y = (w1, wa), (—e tcurl vy, u= ' curlvy))
YV w e D(A), isto é, para cada w € D(A) tem-se:
(v1, €t curl Wa) r2(0;6) — (Va2 wteurl W1) L2(0 )

=— / wh e [e7! curl vy do + / wh p [ curlvy] da.
Q Q

Logo,

/vl.curlwg dx—/vg.curlwl dz
Q Q

:—/wl.curlvg dx—l—/wZ.curlvl dx, Vwe D(A).
Q Q

Como w; € Hy(curl; Q), pela Proposic¢ao 1.1:
/vl ccurlwy dr = / wy . curl vy, dx, Y we € H(curl; ).
Q Q

Assim, pela Proposic¢ao 1.2, v; € Hy(curl; 2) e o lema esta provado.
]
Do lema anterior e do Teorema de Stone (ver A. Pazy [27], Teorema 1.10.8, pg 41),

segue o seguinte resultado:

Proposicao 2.1. A € o gerador infinitesimal de um grupo unitdrio de classe Cy, {T(t)}
em X.

teR’

Proposigao 2.2. A+ B com dominio D(A+ B) = D(A) € o gerador infinitesimal de

um semigrupo Cy de contragoes, {S(t)}t>0, em X.

13



Demonstracgao:
Vamos mostrar que B ¢ um operador dissipativo.
Seja w = (wy,wy) € D(B) = X,

(Buvw) = (o wi,0) (wr,uz)) = o |

[ w )t ew, do = —U/ |wy |? dx < 0.
0 Q

Além disso, se w = (wy,w2) € X com wy = (wy 1, w9, w; 3) tem-se:

1Bwl% = [(—oetwr, 0)|% = /[—aelwl]te[—ael w] dr = 02/w§ e w, d
(9] Q

3
Z/ w“wljd:v<CZ/]w“|\w1j]dx
J3: 3,7 =1

cX

| /\

/ Jwii |2+ w5 [7) de < Crllunl® < Collwn |7z, < Collw|%

onde foi usado que ¢; e L>(Q), Vi,j=1,23 (ver Apéndice 2).
Portanto,
IBulx < G wlx, VYweX

Usamos o seguinte resultado (A. Pazy [27], Corolario 3.3.3, pg 82):

Corolario 2.1. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes em X.

Seja B dissipativo, tal que D(B) D D(A) e
|Bz|lx <[ Az|x + Bllzllx, Ve D(A)

onde 0 <y <1 e 3>0. Entio A+ B € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de
contracoes em X.

Assim, usando o resultado acima com v = 0, a Proposicao 2.2 esta demonstrada.

u

Da proposigao anterior, segue que se Uy = (Ey, Hy) € D(A), o problema (2.6) possui
uma tnica solugao forte, dada por U(t) = S(t)Uy = (E(t), H(t)). Conseqiientemente,
(E(t), H(t)) é atnica solucao do problema (2.1)-(2.2) com condigdes iniciais (2.4). Segue
da teoria de semigrupos que E(t) € Hy(curl; Q) Vit >0, assim F xn =0 em 00 X
(0,00) o que prova a condi¢ao (2.5). Para concluirmos a prova de existéncia e unicidade
do sistema (2.1)-(2.5) resta mostrarmos a condigao (2.3), ou seja, div (uH(t)) = 0 em
Q2 x (0,00).

Pela equacgao (2.2) tem-se:

div (nHy(t)) + divecurl E(t) =0

no sentido distribucional.
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Como div curl E(t) = 0, integrando em [0, ¢] tem-se:
div (nH(t)) = div (uHo)
no sentido distribucional.
Assim, para que a condigao (2.3) seja satisfeita, basta escolher Hy tal que div(uHp) = 0.
Seja Y = {(w,v) € X tal que div (uv) = 0}.

Desta forma, nesta se¢ao demonstramos o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Seja Q = R3\O, onde O ¢é um conjunto aberto e limitado do R com fron-
teira 0O de classe Lipschitz. Suponha que € e p € M. Se (Ey, Hy) € D(A)NY o sistema
(2.1)-(2.5) tem uma tnica solugio forte (E,H) € C([0,00); D(A)NY)NC'([0,00);Y).
Além disso, se (Ey, Hy) € Y o sistema (2.1)-(2.5) tem uma unica solugdo fraca (E, H) €
C([0,00);:Y).

Observagao 2.2. A solucdao fraca citada no teorema anterior € a solugdo fraca dada
pela teoria de semigrupos, ja que o problema (2.1)-(2.2) com condigoes iniciais (2.4) é

equivalente ao problema (2.6).

Observacao 2.3. Para obtermos solugoes mais requlares basta considerarmos dados ini-
ciais mais requlares. Por exemplo, se (Ey, Hy) € D((A + B)Q)ﬂY, entao a solu¢ao do
sistema (2.1)-(2.5) pertence ao sequinte espago

C([0,00); D((A+ B)*)NY ) NC*([0,00); D(A+ B)NY)NC*([0,00);Y).

2.2 Comportamento assintético - Taxas uniformes de

decaimento

Nesta secdo 2 é um dominio exterior, ou seja, Q = R3*\O, sendo O um conjunto
aberto e limitado do R? com fronteira OO de classe Lipschitz.

Para o estudo do comportamento assintotico das solugoes do sistema (2.1)-(2.5) consi-
deramos trés casos:
1) Se (Ey, Hy) €Y e pHy = curlig, com ¢y € Hy(curl; Q);
2) Se (Ey, Hy) € D(A)NY sem nenhuma hipotese adicional;
3) Se (Ey, Hy) € D(A)NY e pHy = curl iy, com vy € Hy(curl; §2).

Observagao 2.4. A hipétese div (pu Hy) = 0 nao é usada nas demonstragoes dos Teore-
mas 2.2, 2.3 e 2.4. Contudo nos teoremas citados supomos que div (uHy) = 0 para que
(E, H) satisfaga a condi¢ao (2.3) e assim seja solugio do sistema (2.1)-(2.5).
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Observagao 2.5. Note que se Hy € H(curl; Q) € uma fun¢ao nao nula tal que div (uHy)
=curl Hy=0 em Q, entio (E(t), H(t)) = (0, Hy) € solugao do sistema (2.1)-(2.5) em

Q. Obuiamente, nesse caso, a energia total nao decai para zero quando t — +00.

Teorema 2.2. Considerando €2, € e pu com as mesmas hipoteses do Teorema 2.1. Se
(Eo, Hy) € Y tal que pHy = curlipg, com pg € Ho(curl; ). Entao a solucio fraca
(E, H) do sistema (2.1)-(2.5) satisfaz a sequinte estimativa:

IE@ON?+HOIIP < CL(1+t)™, V>0
onde C' > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais e
Io = | Eoll* + | Holl* + [lvolI*.
Para demonstrarmos o Teorema 2.2 precisamos de dois lemas.

Lema 2.3. Considerando €2, € e u com as mesmas hipdteses do Teorema 2.1. Seja (E, H)
a solugao do sistema (2.1)-(2.5) para os dados iniciais (Ey, Hy) € Y. Entdo sao vdlidas

as sequintes identidades:

t
IE O Z200 + H 11720 ) + 20/ IE(s)II* ds = [| Eollza 00 + [HolIZ2 0 0
0

&
t
A+ DB R ag + 1+ OIHO o +20 [ (14 ) EG)P ds
() (95 1) 0
t t
B2y + | Holager  + / VE(3) |22y ds + / V()20 .
Demonstragao:

Inicialmente vamos supor que (Ey, Hy) € D(A).
Tomando o produto interno de (2.1) com E(t) e de (2.2) com H (t), integrando em €2

e somando obtém-se:
/Q €E(1)]. E(t) do — /Q curl H(t). E(t) dz + o /Q B2 do
—l—/[th(t)] CH(t) dx + / curl E(t). H(t) dz = 0.

Usando a notagao de produto interno em L*(€); o) tem-se:
(Ex(t), E(t))r2se) + (Hi(t), H(1) 120 + ol E()]”
—l—/ curl E(t). H(t) do — / curl H(t). E(t) dz = 0.
Q Q
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Pela Proposigao 1.1:

/curlE(t).H(t) dm—/curlH(t).E(t} dx = 0.

Q
Assim, por (2.9):

d (1 1
B 1B O g + 5 IHO g | + oNEOIP =0

Definimos a energia total £(¢) do sistema (2.1)-(2.5) como:
£t) = 5 1B0) Bauo + 5 IH O30,
2 2
Logo,
%S(t) +o||E®)|* = 0. (2.10)

Integrando em [0, ¢],
t
£(t) —1—0/ IE(S)|2 ds = £(0).
0

Multiplicando (2.10) por (1 + ¢) e integrando por partes em [0, ¢] tem-se:

t

(1+t)€(t)—8(0)—/0 &(s) ds+0/0(1—|—s)||E(s)||2 ds =0

(1+t)5(t)+0/0 (1+8)||E(s)|? ds=€(0)+/0 E(s) ds.

A prova do Lema 2.3 segue da densidade de D(A) em X.

Lema 2.4. Com as mesmas hipdteses do Teorema 2.2 tem-se:

t
/wmmmmwgm
0

onde C' > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais.

Demonstracgao:
t
Considerando (Ey, Hy) € D(A) definimos W (t) :/ E(s)ds e F(t / H(s) ds,
0

entao
eWi(t) + oW (t) — curl F(t) = eE(t) + O’/t E(s) ds — /t curl H(s) ds
=eE(t) — /t €Ei(s) ds = eE(t) — eE(t) + eEy = €Ej.
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Também,

pE(t) + curl W(t) = pH(t) + /Ot curl E(s) ds = pH(t) — /Ot wHy(s) ds

= pH(t) — pH(t) + pHo = pH,.

Dessa forma {W, F'} é solugao do seguinte sistema:

Wy —curl F + oW = €Ej em € x (0,00), (2.11)
pF, + curl W = pnH, em 2 x (0,00), (2.12)
div (uF) =0 em € x (0,00), (2.13)
W(©0)=0, F(0)=0 em §), (2.14)
Wxn=0 em 0N x (0,00). (2.15)

Tomando o produto interno da derivada de (2.11) em relagao a t com W (t) e de (2.12)

com Fy(t), integrando em 2 e somando obtém-se:

/Q[eth(t)] W (t) doe — / curl Fy(t). W (t) do + U/QWt(t) W(t) dz

Q

+ [ nRe] £ o+ [

curl W (t) . Fi(t) dox — /[MHO] .Fy(t) de = 0.
Q 0

Usando a notagao de produto interno em L*(); o) tem-se:

(Wa(t), W(t)) 200 + (Fi(8), Fi(8)) L2 IIW( )|

2dt

(2.16)
+/ curl W (t ) dx — / curl Fy(t) . W(t) do — /[,uHO] CFi(t) de = 0.
Q Q Q

Pela Proposicao 1.1:

/ curl W(t) . Fy(t) de — / curl Fy(t) . W(t) dz = 0.

Assim, por (2.16):

d

dt(Wt( ), W ()12 — IWeB)llL20:0) + ()220 )

d

G =5 [t P

2dt
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Como Wy(t) = E(t) e F,(t) = H(t), integrando em [0, t] a igualdade anterior tem-se:
g 2 ' 2 ' 2
WO+ [ N ds = [ 1B ds
t
—(E(t%W(t))L?(Q;e)+/Q[MH0]-F(t) da S/O 12 ()26 s

+6WEmmmm+5mwm@@@+AmmmF@dx

onde ¢ ¢ uma constante positiva e 671 = 1/4.

Usando a equivaléncia das normas || . ||z2@.q) € || - || segue que
SO+ [ NH O ds <€ [ 1B i
5 B0 B + COWOI + [ (] Flt) e
Escolhendo § suficientemente pequeno e usando o Lema 2.3 tem-se:
ﬁwwﬁ+lmmwmmmwso&+4mmymwm. (2.17)

Como D(A) é denso em X, a estimativa acima ¢é valida se (Fy, Hy) € X.

Por hipotese, existe vy € Hy(curl; Q) tal que pHy = curlyy. Logo, pela Proposicao 1.1:

o t
Z||W(t)”2 -l—/o ||H(s)||%g(ﬂ;u) ds < Cly + /Qv,bo.curlF(t) dz.

Observe que a igualdade (2.11) ¢ valida em [L?*(Q2)]®. Logo, usando (2.11) na estima-

tiva anterior, é imediato que
o t
WO+ [ NH g ds < Clot [ o [Wige) da
+0/ Yo W(t) dx — / Vo . [eEy] dz < Cilo + (E(t), ¥o) 1206 + C1l|tol|”
Q Q
o 2 2 1 2 o 2
S IWOIF + CillEo|” < Colo + S IED) 20 + g WO

Pelo Lema 2.3, conclui-se que

t
[ IHO) g ds < o
0

19



Demonstracao do Teorema 2.2:

Pela segunda identidade do Lema 2.3 tem-se que

(1+ t)HE(t)H%Q(Q;e) +(1+ t)HH(t)H%?(Q;u) <1y
t t
T / V() B s+ / 1H(8) 220, ds.

A demonstragao do Teorema 2.2, segue da equivaléncia das normas || . |20y € || - |

da primeira estimativa do Lema 2.3 e do Lema 2.4.

Teorema 2.3. Considerando ), € e u com as mesmas hipéteses do Teorema 2.1. Seja
(E, H) a solugao forte do sistema (2.1)-(2.5) para os dados iniciais (Ey, Hy) € D(A)NY,

entao existe uma constante C' > 0, que nao depende dos dados iniciais, tal que

|E®)|)? + ||curl H(#)|)> < CL(1+t)7, Vit>0,
| E:(0)]1? + || He(8)]|> + [Jeurl E(t)]]? < CLi(1+ )72, Vi>0
onde It = | Eoll}ycurt; ) + 1ol Fr(curs; -

Usaremos na demonstracao do Teorema 2.3 o seguinte lema.

Lema 2.5. Considerando €0, € e p com as mesmas hipdteses do Teorema 2.1. Se
(Eo, Ho) € D((A+ B)?) entio a solugdo (E, H) do sistema (2.1)-(2.5) satisfaz a sequinte
identidade:

d

= {IB @O 20y + 1 He®)F2(0 | + 201 B = 0.
Demonstracao:

Derivando o sistema (2.1) — (2.5) em relacao a ¢, obtém-se o seguinte sistema:

¢By —curl Hy+o0E; =0 em Q x (0,00), (2.18)
wHy + curl By, =0 em € x (0,00), (2.19)
div (nHy) =0 em £ x (0,00), (2.20)
E,xn=0 em 99 x (0,00), (2.21)
Ei(0) = By, = ¢ teurl Hy — o ' Ey em (), (2.22)
H,(0) = H, = —p eurl Ey em (). (2.23)

Tomando o produto interno de (2.18) com F(t) e de (2.19) com H,(t), integrando em

) e somando obtém-se:

/ﬂ € En(t)]. Ey(t) do — /Q curl (1) . By(t) do + o /ﬂ B0 da
+/[MHtt(t)] CHy(t) dx + / curl Ey(t) . Hy(t) dz = 0.
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Usando a notagao de produto interno em L*(Q; ) tem-se:
(Eu(t), Eu(t))r2i e + (Hu(t), Hi(t)) 2o + ol (1))

—I—/ curl E(t) . Hy(t) dx — / curl Hy(t) . Ex(t) dz = 0.
Q Q
Assim, pela Proposicao 1.1:

d
= {IB @Iy + 1 He®) 220, | + 20| B = 0 (2:24)

0 que prova o Lema 2.5.

Demonstracao do Teorema 2.3:

Com as mesmas hipoteses do Lema 2.5, tem-se integrando (2.24) em [0, t] que

t
IO 0,0 + (O 1720 + 20/ 1E:()I* ds = | ExllZ2.0 + 1 Hill 20 -
0
(2.25)
Multiplicando (2.24) por (1 + ) e integrando por partes em [0, ¢] tem-se:

t
L+ OB 20y + (1 + OIH(O)IZ2 (0 ) + 20/0 (L+ ) E(s)]* ds
(2.26)

t t
VB 2oy + I oy + / VEu() 200y s + / V()20 5.

Tomando o produto interno de (2.18) com E(t) e de (2.2) com H,(t), integrando em

) e somando obtém-se:

/Q (e B(t)]. B(t) dz — /Q curl (). B(t) dz + o / E(t). B(t) dz

Q

—l—/Q[th(t)].Ht(t) dx + /chrlE(t).Ht(t) dr = 0.
Usando a notacao de produto interno em L*(Q; ) tem-se:
(Bu(®), B@)ss + (Hlt), By + 5l BN
—i—/gcurlE(t).Ht(t) dx — /chrl Hy(t). E(t) de = 0.

Assim, pela Proposicao 1.1:

B0, B0 2010 — 1B ooy + IO o0 + 2 LI EOIF =0 (227
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Integrando em [0, ¢] segue que
' 2 g 2_ 0 2 ' 2
; 1 ($)l[22(0, ds + 5 IE@O]" = 5 [ Eoll” + ) 1E ()| 2200 ds
—(Ey(t), E(t))12(05¢) + (B1, Eo) 12(0;0) < C||Eo||* + HEl”%Q(Q;e)
t
+C/O IE()I* ds + 0~ | Ee(t) 72016 + OB )72 (00 < ClIE|?

t
+HE1H%2(Q;5)+0/ 1E:()II* ds + 6 | E()][ 720, + CONE@)]?
0

onde foi usado a equivaléncia das normas || . ||z2a) € | - |-

Escolhendo § suficientemente pequeno e usando (2.25) tem-se:

t
/O |Ho(5)] 2o ds < C1. (2.28)

Considerando em (2.26) a igualdade (2.25) e a estimativa (2.28) conclui-se que

t
(L + DB 220y + (1 + DI 22 + 20 / (1+ 9)l|E(s)[]? ds < C1I,.

(2.29)
Multiplicando (2.24) por (1 + t)? e integrando por partes em [0, t] obtém-se:
¢
L+ O NE(D 20,0 T A+ O NH (D20, + 20/ (1+ )| E(s)II* ds
0
¢
= 1 Erll 720 + 11l 72y + 2/ (L + $)1 () 220 s (2.30)
0

t
2 / (1 + )| H:(5) 220 d

Multiplicando (2.27) por (1 + ) e integrando por partes em [0, ¢] obtém-se:
' 2 g 2_ 09 2 4 2
(L + ) Hi(s)l[220;) ds + 5L+ ONE@]" = Sl Eo]I” + ||E ) ds
0
t
+/ (L + ) Ee(s)l72(0e) ds — (1 + 1) (Ee(t), E(t))12(:6) + (B1, Eo)raeso
0

t

t o t

4 [ (B B ds < Ol § [ IEGIE ds+C [ (14 5) B ds
0 0 0
_ 1 [

5+ IE o+ 0+ DIEO0 + 5 | 1By ds

1 t t t
+§/ IE()12 (00 ds§01[1+01/ 1E(s)]? ds+C’1/ (1+s)||E(s)||* ds
0 0 0
+0 (L DI E )72, + C2o(1 + OB
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Escolhendo § suficientemente pequeno, usando (2.29) e o Lema 2.3 tem-se:
[0 NNy do+ S+ O1BOI < O 2.31)
Considerando (2.29) em (2.30) tem-se:
L+ BN 200 + 1+ N Hi (D)2, + 20 /Ot(l +5)* | Ex(s)]|* ds
<CrL+ 2/5(1 ) [ H(3) 2 .
Multiplicando (2.31) por 4 e somando com a igualdade acima, conclui-se que

<1+wwEx>mgQ@+<1+wwa>mﬂgu+2al<1+@ﬂwu@st -

+o(1+ )| E@®)]?* < CIL.

Pela densidade de D((A + B)?) em D(A) (ver Apéndice 3), a desigualdade acima ¢
valida se (Ey, Hy) € D(A). A demonstragdo do Teorema 2.3 segue da equivaléncia das

normas || . ||z2@;a) € || - || e das equagdes (2.1) e (2.2).

Teorema 2.4. Considerando ), € e p com as mesmas hipoteses do Teorema 2.1. Seja
(E, H) a solugao forte do sistema (2.1)-(2.5) para os dados iniciais (Ey, Hy) € D(A)NY.
Suponha que pHy = curlgy, com 1y € Ho(curl; ). Entao existe uma constante C' > 0

que nao depende dos dados iniciais, tal que

IHE) < CL1 4+, V0,
|E@)? + llewrt HO)|? < CL(1L+ 1), V0,
|EON2 + [ H(0)]]2 + lleurt E@)|? < CL(1+ 1), V>0,

onde In = || Eoll5(curs, 0y + 1Holl Fr(eurt; 0y + 11201

Demonstragao:
Supomos inicialmente que (Ey, Ho) € D((A+ B)?).
Multiplicando (2.24) por (1 +t)? e integrando por partes em [0, t] obtém-se:

t
(A OB By + (L + D8 22 +2q/a+@wa@m%m
0
t
\Wﬂpge+Wmmmu+?Aﬂ+$W&@M%Q@® (2.33)
t
+;Au+®NM@mammw.
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Considerando (2.32) em (2.33) tem-se:

t
L+ B2y + (1 + P HeB)l[ 720y, < CI+ 3/0 (1+ )1 He() 20y ds-

(2.34)
Multiplicando (2.27) por (1 + ¢)? e integrando por partes em [0, t] tem-se:

t o o t
[ P U B ds+ S+ B = I +o [ (14 9B ds

0 0

t
4 [0 DI B ds = (L4 OB, EO) e + (Br E)iang
0
t t
+2/ (14 5)(E(s), E(s)) 120, ds < CI + a/ (1+ s)HE(s)H2 ds
0 0

t
+C/0 (L+ s I E()I* ds + 0 (1 + O E(t) 200 + 0 (1 + O N EW) 1220

t

t
+ [ A DB g ds+ [ A+ B g ds < Cul
0 0

t

O [ BEI s+ [ 0+ IR ds+57 0+ FIED o
+C1o(1+t)2||E®)]>.
Escolhendo § suficientemente pequeno e considerando (2.32) verifica-se que
[P U s ds + 50+ 071B O < O+ C [ 14 9B ds
Multiplicando a desigualdade acima por 4 e somando com (2.34) tem-se:
A+ NE 20,0 + L+ O H 20, + /t(l + 8| He(s)l 22 ) d

Yo+ EW)|? < CL + c/otu + )| E(s)||? ds.

Como D((A+B)?) é denso em D(A), a desigualdade acima ¢ valida se (Ey, Hy) € D(A).
Assim, pelos Lemas 2.3 e 2.4:

t
L+ N E) | Z20;0 T (1 + O H ()20 +/ (1+ 8) 1 He() |20, ds

+o(1+t)?|E@®)|* < CL.

(2.35)

Pelas equagoes (2.1) e (2.2) verifica-se que
(1+t)?|lcurl H@)|)? + (1 4+ t)3|curl E(t)]]? < Cls.

A demonstra¢ao do Teorema 2.4 segue da estimativa (2.35), da equivaléncia das nor-

mas || . ||z2@;q) € || - ||, da estimativa acima e do Teorema 2.2.
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2.3 Equacoes de Maxwell em um dominio aberto, limi-

tado e simplesmente conexo

Seja ©@ C R? um conjunto aberto, limitado, simplesmente conexo e de classe C2.
Acrescentando ao sistema (2.1)-(2.5) a seguinte condigao de fronteira: H.n = 0 em

00 % (0,00) e supondo que u é a matriz identidade, tem-se o seguinte sistema de equagoes:

€eEy —curlH+oFE =0 em O x (0,00), (2.36)
Hy+curl E=0 em O x (0,00), (2.37)
divH =0 em O x (0,00), (2.38)
E(0)=Ey, H(0) = Hy em O, (2.39)
Exn=0 e H.n=0 em 00 x (0,00) (2.40)

as hipoteses sobre a matriz € sao as mesmas da se¢ao anterior, ou seja, € € M.

Observagao 2.6. As condigoes de fronteira (2.40) sao usadas quando O € um condutor

perfeito.

Existéncia e unicidade

Esta secao esté dividida em duas partes, na primeira, usando a teoria de semigrupos,
mostramos a existéncia e unicidade do sistema (2.36)-(2.40).

Seja X = L*(O;¢) x Hy(div 0; O) o espaco de Hilbert com o seguinte produto interno:
<w7U>_X = (wlu Ul)LQ(O;E) + ((U}Q/UQ)), Vw= (wla w2) € v= (Ula UQ) e kX.
Consideremos o operador A : D(A) C X — X, com dominio
D(A) = Ho(curl; O) x [H(curl; O) N Ho(div0; O)]
definido por:
Aw = (e 7! curl wy, —curl wy), YV w = (wy,wy) € D(A).
Seja B: X — X o operador linear dado por:
Bw = (—oe twy, 0), Vw=(w,w) € X.

Assim, o sistema (2.36)-(2.40) é equivalente ao problema:

dU
d—t(t) =(A+B)U(t)

U(0) = Uy
onde U(t) = (E(t), H(t)) e Uy = (Eo, Hy).
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Teorema 2.5. Seja O um conjunto aberto, limitado e de classe C?. Suponha que € € M.

Se (Ey, Hy) € D(A) entao existe uma unica solugao forte
(£, H) € C([0,00); D(A)) NC* ([0, 00); X)
do sistema (2.36)-(2.40). Além disso, se (Ey, Hy) € X entao existe uma tunica solugao

fraca (E, H) € C([0,00); X) do mesmo sistema.

Demonstragao:
De forma analoga a Proposicao 2.2, mostra-se que o operador B é dissipativo e
limitado em X. Entao pelo Corolario 2.1, para provarmos o Teorema 2.5 é suficiente

mostrarmos que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragdes em X .

i) A é dissipativo: se w = (wy,wy) € D(A) tem-se:

e teurl wy wy
(Aw,w) , = : = (e teurl wy, wr) 12(0; ¢)
—curl wy Wo X

~ (eurtwy,w) = [

curl wsy . wq dx—/ curlw; . we doz =0
o

o

pois we € H(curl; O) e wy € Hy(curl; O).

ii) I — A é sobrejetivo.
Seja (f,g) € X entao deve-se mostrar que existe w = (wy, wsy) € D(A) tal que

w—Aw:<f> — {wl—elcurlwng — {ewl—curlwzzef (2.41)
g

wy + curlwy; =g wy + curlwy = g.

Definimos a forma bilinear a : Hy(curl; O) x Hy(curl; O) — R dada por:

a(wy, ¢) = /O[ewl] ¢ dx —I—/Ocurl wy . curl ¢ dx.

Mostraremos que a( ., .) é continua e coerciva.
- Continuidade: Seja (wy, ¢) € Hy(curl; O) x Ho(curl; O) entao

la(wi, ¢)| = < CllunlHel

/[ewl].qb dx+/curlw1.curlgb dx
o

o

+ CHCUTZ wl” ||cu7‘l ¢|| S CleH%Io(curl;O) + CHCbH%‘Io(curl;O)'
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- Coercividade: Seja wy € Hy(curl; O) entdo
a(wy,wy) = / lewq] . wy dx +/ curl wy . curl wy dx
@ @

= lwillZ20, + lleurlwy|* = Cllwll, s o)

Seja F : Hy(curl; O) — R dada por:
(F, ) :/[ef].gb d:ic+/ g.curl ¢ dx,
@ @

com (f,g) € X dado acima. E imediato que F ¢ linear e continua.

Entao, pelo Teorema de Lax-Milgram existe um tnico w; € Hy(curl; O) tal que

/O[ewl].qﬁdx—l—/ocurlwl.curlgzﬁdx:/O[ef].q§d:l:—l—/og.curhbdx,

YV ¢ € Ho(curl; O).

Seja wy = g — curlw; entao curlw; = g — wy, assim,
/ lewy]. ¢ do — / wy . curl ¢ dr = / e f]. ¢ dz, YV ¢ € Hy(curl; O),
o o o
(ewr, ¢) — (curlwy, ¢) = (ef,¢)  em [D'(O)P,

ew; —curlwy =¢ef  em [D'(O)].
Como ewy, ef € [L*(O)]® tem-se que curlw, € [L*(O)]? e

ew; —curlwy =¢f  em [L*(O)]3.

Da defini¢ao de ws, segue que

wy + curlwy =g em [L*O)]>.

Assim, wy € H(curl; O) e ainda
div wg + div curlw,; = div g
= divwy, =divg =0
pois g € Hy(div0; O).
Também,
we.n+curlwy.n=g.7n
= we.n = —curlw;.n=20
na ultima igualdade foi usado o resultado do Apéndice 4.
Logo, wy.m = 0 em 00O, o que mostra que existe (wy,wy) € D(A) solugdo do
problema (2.41).
A densidade de D(A) em X segue diretamente do seguinte resultado (A. Pazy [27],
Teorema 4.6, pg 16).
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Teorema 2.6. Seja A um operador dissipativo com Im (I — A) = X. Se X € reflexivo

entao D(A) = X.

Assim, pelo Teorema de Lumer-Phillips, A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

Co de contragoes em X, o que prova o Teorema 2.5.

Estabilidade exponencial

No proximo teorema, usando resultados da secao 2.2, provamos que a energia do

sistema (2.36)-(2.40) é exponencialmente estéavel.

Observagao 2.7. Os resultados da secio 2.2 foram provados para Q@ = R*\O, sendo
O um conjunto aberto e limitado do R com fronteira Lipschitz. Esses resultados conti-
nuam sendo vdlidos se considerarmos as equacoes de Maxwell em um dominio limitado,

simplesmente conexo e de classe C*. Nesta secio usaremos alguns desses resultados.

Teorema 2.7. Considerando O e € com as mesmas hipoteses do Teorema 2.5 e supondo
que O é simplesmente conexo. Se (Ey, Hy) € X entao a solugdo fraca (E, H) do sistema
(2.836)-(2.40) satisfaz:

IEGI?+HO|? < Clye™™, V>0
onde 3 >0 e C >0 sao constantes que nao dependem dos dados iniciais e
Iy = || Eo||* + || Hol*.

Demonstragao:

Procedendo como no Lema 2.3 tem-se:
¢
L+ OIED) 20,0 + L+ OIHW* < CIy +/O 1H (s)||* ds. (2.42)
Também, como em (2.17) tem-se:
SO+ [ NHOI ds < O+ [ Hoo P () d < Ot [l 1FO)

Como O e F satisfazem as hipoteses do Teorema 1.3, pela desigualdade acima tem-se:

t
g
—w? +/ I1H(s)||* ds < Cls + C||Hol| [|curl F(t)]
4 0 (2.43)

< CI3 + Céllcurl F(t)||? + Co | Hol|*.
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Por (2.11) observa-se que
leurt F@)]| < C(IIW@)] + WO + | Eoll)-

Substituindo a desigualdade anterior em (2.43) tem-se:
SN+ [ NHOI ds < O+ C5 il + S
+C0|| Bo|* + Cal[W ().
Como Wy(t) = E(t), escolhendo § suficientemente pequeno, pelo Lema 2.3 tem-se:

t
/ 1H(s)|)? ds < Cl,.
0

Pela desigualdade acima e por (2.42) concluimos que

L+ DOIED 20,0 + L+ OIHD|? < CL;, YV E>0.

Pela equivaléncia das normas || . ||2(0;e) € || - || segue que
L+ DIEDON 0.0 + T +DIHO)? < ClEol|720. + ClIH? V> 0.
Entao para T suficientemente grande, existe 0 < v < 1 tal que
IE(T)[I72(0: ) + IHDIP < v*{11Eoll72(0:) + 1 Holl*}
para cada (Ey, Hy) € X.
Seja {S(t)} o semigrupo gerado por (A + B) e Uy = (Ey, Hyp), entdo
IS(T)Uollx < A[[Uollxs YV Uy € X, (2.44)

t>0

Seja t € RT entao existe n € N tal que nT <t < (n+1)T e k € R tal que
t = k 4+ nT. Sabemos pela teoria de semigrupos (ver A. Pazy [27|, Teorema 2.2, pg 4)
que [|S(k)| ey < C, V ke (0,T). Assim, por (2.44):

IS@Uollx = [|S(k +nT)Uollx = |S(R)S(nT)Usllx < CIS(nT)Us| 2

= CISDN"Uollz = CIS(T) [S(T)]" Vol < CAIIS(T)]" Vollx < CV”HUoH(« |
2.45

Como 0 < v < 1, existe Gy > 0 tal que
Iny=—-0 = Iny"=-nf = "=,
Pela escolha de n tem-se: (t —7T)/T < n entdao 4" = e "0 < P com 3 = [y /T.
Substituindo em (2.45) tem-se:
ISl < Ce™||Uollx

o que demonstra o Teorema 2.7.
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Capitulo 3

Equacoes Elasto-Eletromagnéticas

Anisotrépicas

3.1 Existéncia e unicidade

Seja Q um dominio exterior em R?, ou seja, 2 = R*\ O, sendo O um aberto e limitado
com fronteira O de classe C?. Nesta secao, usando a teoria de semigrupos, estudamos a

existéncia e unicidade de solugoes para o seguinte sistema acoplado de equagoes:

utt—i’jil 813;’1 (Aij 3—;) +u +rKcurl E=0 em € x (0,00), (3.1)
eBy —curl H4+ oE — keurluy =0 em 2 x (0,00), (3.2)
pHy + curl E =0 em € x (0,00), (3.3)
div(pH) =0 em € x (0,00), (3.4)
u(z,0) =up(x),  w(z,0)=u(x) em (3.5)
E(z,0) = Eyo(x), H(x,0)= Hy(x) em €, (3.6)
u =0, Exn=0 em 0N x (0,00) (3.7)

onde u = (u!,u?, u?) é o vetor de deformagoes, £ = (E', E?, E*) denota o campo elétrico,

H = (H', H? H?) denota o campo magnético, a constante positiva ¢ ¢ a condutividade
elétrica do meio, k é a constante de acoplamento, n = n(z) denota o vetor normal exterior
unitario no ponto x € 99, € = €(x) representa a permitividade elétrica e p = p(z) a

permeabilidade magnética.
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HIPOTESE 3.1: Supomos que € e 4 sdo matrizes 3 x 3, simétricas, com termos reais

e em L®(Q) e que satisfazem a seguinte condigao: Existem constantes positivas ey e pg

tais que

Ee(z) € > e | € VECR? g s em Q,

(3.8)
§ ()€ > po | €17, VEER?, g s em Q.

As matrizes 3 x 3, A;; = A;;(x) sdo dadas por A;;(z) = [C,ijl(x)} 43 Onde

CP(x) = (1= 611 05k) ainji(x) + 8in 051 ainju()

1 sel=k
com 0jp = { 0 oy e a;jki(x) sdo as componentes cartesianas do tensor elastico.
se

HIPOTESE 3.2: Para cada 1 < i,5,k,] < 3 tem-se que a;z € WH®(Q) e vale a

seguinte propriedade de simetria

aijkl(a:) :ajikl<x) :aklij(:p), vV x e .

Supomos ainda, que existe uma constante ag > 0 tal que
3
Z 2) & ] &2aoZ|£@I2 V& eR comi=1,23, YoeQ o (3.9)
=1 i=1

Observe que da simetria de a;x; segue que Aj; = A;; (ver Apéndice 5). No caso

mais simples, se considerarmos um meio isotrépico, a;;;; sao constantes dadas por
Qi1 = N0ij O + B(6ik 051 + 61 6)

onde A e (3 sdo as constantes de Lamé. Assim, no caso isotropico,

9 du

ij=1

e a condicdo (3.9) é satisfeita com ag = 3 > 0. De fato, neste caso, tem-se:

3 2 3 3
Z A&l &= +8) (Zg> +8> (E)r=8> 4P,
1 i=1

i,j =1

onde & = (&, &, &) eR?, 1=1,23.

7
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Seja X = [H(Q)]2x [L*()]3x L?(Q;€) x L?(Q; 1) o espago de Hilbert com o seguinte
produto interno (ver Apéndices 1 e 5):

3

<U,w>X:/Q { 3 {Aij(x)g—;(:ﬁ)] .gij(x)jtvl(x).wl(x)} dx+/ﬂvg(x).w2(x) dz

ij=1

+ ('U37w3)L2(Q;e) + ('U47w4)L2(Q;u)7 Vo= (Ul,’UQ,'Ug,”U;l) € w= (wlaw2yw37w4) € X7
lembrando que

3
(o = 3 [ (@) (@) ve) da
ij=1 Y&

Vo = (¢1,02,03) € ¥ = (Y1,109,13) € [LA(Q)]?, onde a = [a;;(2)]3x3 ¢ uma matriz
pertencente a M.

As equagbes (3.1)-(3.3) s@o equivalentes ao sistema:

y
Ut = v,

v=Lu—v—rkcurl E4+u—u,
E, = e leuwrl H —oe 'E + ke teurlv,
Hy= —pteurl E,
3
0 0
onde Lu= Z a— (Az] a—u)
€T; Z;

4, =1

Consideramos o operador linear nao-limitado A : D(A) C X — X, com dominio

D(A) = [H2(Q) N HY(Q)P x [HYQ)® x Ho(curl; Q) x H(curl; Q)

dado por:
Aw = (wq, Lw; — wy — Kk curl w, ke teurlwy + e teurlwy, —p teurl ws),
YV w = (wy, wy, w3, wy) € D(A).
Seja B : X — X o operador linear definido por:
Bw = (0, w; — wsy, —0 € ‘ws, 0), YV w = (wy, wy, ws, wy) € X.

Pelo Apéndice 2, € e u sao matrizes inversiveis e os elementos das matrizes e ! e !
pertencem a L*°(2). Assim, os operadores A e B estao bem definidos.

O problema (3.1)-(3.3) com condigoes iniciais (3.5)-(3.6) ¢ equivalente ao problema:

dU
— () = AU(1) 510,

U(0) = U

onde U(t) = (u(t),w(t), E(t),H(t)), A:= A+ B e Uy = (ug,u1, Eo, Hp).
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Seja Y = {(wi,ws, w3, ws) € X tal que div(pws) = 0} e D(A) = D(A). O

objetivo desta segao é provar o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Seja Q = R3*\O, onde O ¢ um conjunto aberto e limitado do R com
fronteira 0O de classe C?. Suponha que € e p satisfazem a Hipdtese 3.1 e as matrizes
Aij, 1 <i,j <3, satisfazem a Hipdtese 3.2. Se (ug,u1, Ey, Hy) € D(A)NY o sistema
(3.1)-(3.7) tem uma inica solugao forte

(u,u, B, H) € C([0,00); D(A) NY)NC* ([0, 00);Y).

Além disso, se (ug,uq, Eg, Hy) € Y o sistema (3.1)-(3.7) tem uma inica solugao fraca
(u,us, E,H) € C([O,oo);Y).

Antes de demonstrarmos o Teorema 3.1 provaremos trés lemas.

Lema 3.1. D(A) ¢ denso em X.

X
S
2
=

X

A demonstragao do Lema 3.1 segue diretamente da inclusao [D(Q)]?
D(Q))? x [D(Q)]* € D(A) C X, e da densidade de [D(Q)]* x [D(Q)]* x [D(2
em X.

Nos Lemas 3.2 e 3.3 provaremos que A* = —A, onde A* é o adjunto do operador A.

=
w
X
>,
—~
=
Tw

Lema 3.2. Tem-se que D(A) C D(A*) e
Afv = —Av, Vve D(A) C D(AY).
Demonstragao:

Recordemos, inicialmente, que um elemento v € X estd em D(A*) se, e somente se,
existe g = (g1, g2, g3, 94) € X tal que
<Aw7U>X: <W,Q>X, \V/UJGD(A),

e, neste caso, g = A*v.

Seja v = (v, va,v3,v4) € D(A) entdo ¥V w = (wy, we, w3, wy) € D(A):
<AU),U>X
= ((we, Lwy — wy — Kk curlws, ke teurl wy + € teurlwy, —p teurlws), (vi,va,v3,v4)) 5

3 3
- 8?1)2 (%1 0 aUJ1
_/Q { > {AU axj} .axi+w2.ul} d:c+/Q > o (A,] axj).vz da
3,j =1

1,5 =1

— / wy . vy dx — I{/ curlws . vy dx + K (e * curl Wa, V3) 12(02; )
Q Q

+ (et curlwy, vs) 20, 0) — (01 curlws, va) r2(o; -

(3.11)
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Usando o Teorema da Divergéncia e o fato de que vy € [H?(Q2) N HY{(Q)]? e wy €
[Hl(Q)P, tem-se que

3
U1 (9102 0 (91)1
/ |: g O :| 81-2 dx +/g; < axl ( ] 8.75]) Wo dx

2,J =1 A 1
3
0 81}1 0 81}1
= (A - AL
/Q Z Ox; ( Y O w2) dx Z /Q Z 3%( Y O wg) *
4,j=1 j=1 i=1
3 3 3 9
— dijd:p_Z/andF:Z/ Z(A” 1 wz)n,dF—O
j=1 /Q j=1 Y09 j=1 o2 — 9
3.12)
Jv Jv Jv (
onde Fj = (Alj a_mi wa, Ag; 3 i wa, Asj 3 i wz) e 1= (11,72,n)
Como Aj; = Aj; (ver Apéndice 5, Obs. 4.2) tem-se:
Wo 81)1 . 8"&)2 8’01
/ 121 [ i 895} Ox; da / Z 8% { gl 8:@] d
! (3.13)

3
B Z Ovy | Ows B Z v | Owy
_/Q = {Aﬂ aaji] dx; e / { K (%ZJ Ox; da.
J,i=1

7,7 =1

Substituindo (3.13) em (3.12) obtém-se:

ow ov .0 ov
2 1 1
/ Z { ij ox; ] ox; dx:—/g ijzzjla—%(flija—%).wz dx:—/QLvl.wQ dz.

i, =1
(3.14)

Da mesma forma que em (3.12),

3

. 8w1 (%2
/ Z 81: ( i 5y ).v2 dx——/Q Zl {A” (%zzj] e dx (3.15)

2,j =1 INES

ja que wy € [HA(Q) N Hg () e vo € [HYH(Q)]2.
Usando a Proposicao 1.1:

(w3, € teurlve) 2(0; ) —/wge[elcurl Vo] dx—/wg.curlvg do = / curl ws . vy dx.

Q Q Q
Logo,
—K / curlwy . vy dr = —k (w3, € 'curl va) r2(0, o)- (3.16)
Q
Analogamente,
k(e teurl w, v3)r2(. 0 = m/ wy . curl vy dx. (3.17)
Q
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Também,

(e teurl Wy, V3) [2(0; ) = / wy . curl vy do = / wh [ eurl vs] da
Q Q (3.18)

= (wa, p~eurl vg) 120, )

ws . curlvy de = — / wh e [e teurlvy) do

—(peurl ws, va) p2(0; ) = —/
Q (3.19)

Q

= —(ws, € eurlvg) p2(0;¢).

Substituindo (3.14)-(3.19) em (3.11) obtém-se:

3
<Aw,v>X:—/QLv1.w2 d:l:—l—/QwQ.vl dyc—/Q Z

ij=1

8w1 87)2
Ay =1,
|: " 8%} 8@ du

— / wy . v2 dx — K (w3, € "eurlve) 2o ) + K / wy . curl vz dx
Q 0
+ (g, pteurl vg) 2, ) — (W, € teurlvy) 200 = (W, 9) ¢
onde g = (—vy, —Lv; + v1 + K curlvs, —k e teurlvy — e teurl vy, ptcurl vs).
Assim, dado v € D(A), existe g € X tal que
(Aw,v)y = (w,9) 5, Vwe D(A).
Portanto, v € D(A*) e

Ay =g = —Av, Vve D(A) C D(AY).

Lema 3.3. Tem-se que D(A*) = D(A) e
A*v = —Av, YV v = (v1,v9,v3,04) € D(A").

Demonstracgao:

Pelo lema anterior, D(A) C D(A*) e A'v = —Av Vv € D(A). Resta mostrar a
outra inclusdo, isto é, D(A*) C D(A).

Seja v € D(A*). Entao existe ¢ = (g1, g2, g3, 94) € X tal que

(Aw,v)y = (w,g)y,  Ywe D(A). (3.20)
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Dado um elemento w, € [D(9)]?, tem-se que w = (0,0, 0,w,) € D(A), donde vale por
(3.20) que

<A(O7 07 07 w4)7 (Ub V2, U3, U4)>X = <<O’ 07 07 w4)a (gla 92, 93, g4)>X ’
<(07 0, e eurl Wy, 0)7 (Ul, V2, 'U37U4)>X = (w4>g4)L2(Q;u) )

(5_1 curlwy, U3)L2(Q;e) = <w4794)L2(Q;u) )

/[e_lcurl wy' evs dx = / wh gy do
Q )

/curl wy . v3 dr = / wy . [1g4] dx.
Q Q

(v3, curlwy) = ({194, wa) em [D'(Q)],

Assim,

(curl v, wy) = (ugs, wa) em [D'(Q2)]3.
A igualdade acima ¢ valida para todo wy € [D(Q)]? entao gy, = curlvs em [D'(Q)).
Sabemos que v € D(A*) C X e g € X, assim v3, g4 € [L*(Q)]3, logo pgs = curlvy em

[L?(2)]3. Conseqiientemente,
gs = p teurlvg  em [L?(Q)]? e vy € H(curl; Q). (3.21)

Considerando agora ws € [D(Q)]?, tem-se que w = (0,0, ws,0) € D(A), donde por
(3.20), tem-se as igualdades:

<A<07 O,U}g,()), (U17U27U3>U4)>X - <<0,0,’LU3,0), (glag27937g4)>)( )

((0, =k curlws, 0, —p curl ws), (v1, V2, V3, U4)>X = (w37g3>L2(Q;6) )

—K / curlwy . vy de — (p~curl ws, va) 2. ) = (W3, 93) L2001 ¢) »
Q

—Ii/CU,T’lw:g.UQ dI—/[,LLlCUleg]t,LLU4 dLU:/nggg dz,
Q Q

Q
—H/CUTZW3.U2 dx—/curlwg.v4 dx —/wg.[egg] dz.
Q Q Q
Assim,
(—K vy — vy, curl ws) = (€g3, w3) em [D'(Q)?,
(—k curl vy — curlvg, w3) = (€gs, w3) em [D'(Q))3.

Sendo w3 € [D(2)]? arbitrario, segue que

€g3 = —kcurlvy — curlvy,  em [D/(Q)]3. (3.22)
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Se wy € [D(N)]? entao w = (0,wy,0,0) € D(A) e por (3.20) tem-se que
<A<07 Wa, 07 0)7 (Uh Vg, U3, U4>>X - <(07 w2, 07 0)7 (glv 92, 93, g4>>X )

((w2707'f€710W‘lw2,0);(01702,03,04»)( :/w2-92 dz,
Q

3
ow ov
/Q { Z lAwa—Ij] '&Ti +U)2.’U1} dx+H(eflcurlw2,v3)p(g;€) :/ng.gg dx.

i, =1

(3.23)
Lembrando que

[

1, =1

owsy | Ovg B 5 Jvy | Owsy
{Aij a—l‘]} 81, dx —/Q ‘ZI [Aij 8_%} . or; dx,

segue de (3.23) que

3 _ -
/ Z Ajj % ) 0wy +wy. vy p dr + n/[e_lcurl wo' evy dr = / Wy . gg dx
Q ;o1 L dz; | Ox; Q Q
3 - -
/ Z Aij% .awz—i-wg.vl dx+/£/curlw2.v3dx—/wg.ggd:z;.
N P dz; | Ox; Q Q
Assim,

3
Ov; Ow
S0 (A Gt G ) (v + o curt ) = () em (PO,
ij=1 i O

(—Lvy, wy) + (v1,wa) + k (curl vs, wy) = (ga,wo)  em [D'()]3.

A igualdade acima é vélida para todo ws € [D(Q2)]? entdao —Lv; + vy + k curlvs = go

em [D'(2)]3. Sabemos que v € D(A*) C X e g € X, assim vy, g» € [L?(Q)]®. Por (3.21),
vy € H(curl; ), logo
—Lvy +v1 + keurlvy =go  em [L*(Q)]*. (3.24)

Por regularidade eliptica (ver Apéndice 7), vy € [H3(Q2) N HY ().
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Finalmente, se w; € [H*(Q) N H§()]* entéio w = (u1,0,0,0) € D(A) e por (3.20)
tem-se:
<A(w1’ O’ O’ 0)7 (Ul) U2, Us, U4)>X = <(w17 0, Oa 0)7 (glvg2ag3ag4)>X ’
3
ow;| 0

2,j =1

/Lwl.vg dx—/wl.vg dac:—/Lwl.gl dm+/w1.gl dx
Q Q Q Q

/(Lwl—wl).vg da::/(—Lwl—l—wl).gl dz
Q

Q

—l—wl.gl} dx ,

/Q<Lw1 —wy) . (ve+ ¢1) de = 0.

Por regularidade eliptica (ver Apéndice 7), V f € [L*(Q)]® existe um tnico w; €
[H?(Q2) N HJ(2)]? tal que
—Lwy +wy = f
donde segue que
/(g1 +vy). f dx =0, v f e [LXQ).
0
Portanto,
g1=—vy em [L?(Q)]? e vy € [H(Q)? (3.25)
ja que g; € [H3(Q)]3, pois g € X.
Por (3.22) segue que

g3 = —ke teurlvg — e teurlvy  em [L?(Q)]3 e vy € H(curl; Q). (3.26)

Resumindo o que foi obtido até agora, se v € D(A*) entdo por (3.21), (3.24), (3.25)
e (3.26):
v = (v1,v2,v3,v4) € [H*(Q) N Hy(Q)]* x [Hy(Q)]> x H(curl; Q) x H(curl; Q)

e o elemento g € X que satisfaz (3.20) é dado por
A*v = g = (—vg, —Lvy + v1 + Kk curlvg, —k e tcurlvy — e teurlvy, p~teurlvg) = —Av
ou seja, YV w € D(A), tem-se:

((we, Lwy —wy — Kcurlws, ke teurlwy + € teurl wy, —p teurlws), (v1,v2,vs,v4)) 5

Leurlvg)) y -

(3.27)

= ((wy, wa, w3, wy), (—v2, — Loy + vy + K curl vy, —ke Lcurlvy — e teurlvg, p~
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Para concluirmos a prova deste lema, resta mostrar que vz € Hy(curl; ).

Por (3.27) tem-se que

5 ow ov
/ Z {A 2}. 1+w2.v1 dx+/Lw1.v2 dw—/wl.vg dx

ii A
ij=1 oz
— /{/ curlws . vy dx + k (¢ ‘eurl W, V3) 12(0;¢) T (e teurl wy, V3)[2(0; ¢)
Q

3

Owy | Ov
_ (qulcurl ?,U3,U4)L2(Q;#) = —/g; { Z |:AZ] 0_1‘]1:| . 81‘? -+ wq .’Ug} dx

ij=1

—/wg.Lvl dzr + / Wy . vy dx + K,/ wsy . curl vy do — K (ws, e Leurl V2) 12(0; )
Q Q Q
Vwe D(A).

— (w3, e teurl vy) r2(0, ) + (wa, = teurlvs) 2o, ),

Usando (3.14) e (3.15) e a igualdade

(o teurlw, v) r2;0) = /
Q

curlw .v dx

valida V w,v € H(curl; Q) e a € M, na desigualdade anterior segue que

—m/curlwg.vg dm—l—ﬁ/curlwg.vg d$+/curlw4.v3 dx

Q Q Q

—/curlwg.v4 d.T:Ii/wg.CUTlvg dl’—li/w:g.CUT'lUg dx
Q Q Q

—/wg.curlv4 dx+/w4.curlv3 dx, Vw e D(A).
Q Q

Como vy, wy € [Hy ()] e ws € Hy(curl; Q), pela Proposigao 1.1:

/curl Wy . V3 dxr = / wy.curlvy de, Y wy € H(curl; Q).
Q Q

Dessa forma, pela Proposigao 1.2, vz € Hy(curl; Q) e o lema esta provado.
[

Demonstracao do Teorema 3.1:
Pelos Lemas 3.1 e 3.3 e o Teorema de Stone (ver A. Pazy [27], Teorema 1.10.8, pg
tery €M X.

41), A é o gerador infinitesimal de um grupo unitario de classe Co, {T(t)}
Vamos mostrar que B é um operador limitado em X . Entao pela teoria de semigrupos,

segue que A = A + B, com dominio D(A) = D(A), é o gerador infinitesimal de um

semigrupo de classe Cy em X.
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Seja w = (wy, w2, w3, wg) € X com wy = (w31, Ws2,Ws3), entao
| Bwl||% = [|(0, w1 — wy, —oetws, 0)||% = ||wi — wsl]* + /[—Ue‘lwg]te [—oe tws] da
Q

< Oljwy]|? + C|lws|?* + o2 / wh et wy dr = Oljwy]]? + C||lws|?
Q

3 3
—|—O'2 Z /QEi,jl w3, ; W3, dx S Clelu[QHé(Q)]B + Cle2H2 —|—Cl Z /Q”LU&Z" ’wg’j‘ dx

i,j=1 i,j =1
3
<Cillw|k+C ) /(|w3,z’|2 + |ws;|?) da < Collwl[% + Collws|* < Csllwll%,
ij=1 79

onde foi usado que e;jl € L>(Q), Vi,j=1,2,3 (ver Apéndice 2). Portanto,
|Bwlx < C3%|wlx, VYweX.

Assim, A = A+ B com dominio D(A) = D(A) é o gerador infinitesimal de um
semigrupo Cp, {S(t)}t>0, em X. Logo, se Uy = (ug,us, Eg, Hy) € D(A), o problema
(3.10) possui uma {inica solugao forte, dada por U(t) = S(t)Uy = (u(t), us(t), E(t), H(t)).
Conseqlientemente, (u(t), u(t), E(t), H(t)) ¢ atnica solugao do problema (3.1)-(3.3) com
condigoes iniciais (3.5)-(3.6). Segue da teoria de semigrupos que u(t) € [H*(Q)NH}(Q))?
e E(t) € Ho(curl; Q) VYVt >0,assimu=FE xn =0 em 00 x (0,00), 0 que prova a
condigao de fronteira (3.7). Para concluirmos a prova de existéncia e unicidade do sistema
(3.1)-(3.7) resta mostrarmos a condigao (3.4), ou seja, div (uH (t)) =0 em 2 x (0,00).

Pela equacao (3.3) tem-se:

div (uH(t)) + div curl E(t) = 0,
no sentido distribucional.

Como div curl E(t) = 0, integrando em [0, ¢] tem-se:

div (H (£)) = div (uHo),
no sentido distribucional.

Assim, para que a condigao (3.4) seja satisfeita, basta escolher Hy tal que div(uHp) = 0,

ou seja, basta escolher o dado inicial Uy = (ug, u1, Egy, Hy) € Y. Dessa forma, o Teorema

3.1 estd demonstrado.

3.2 Comportamento assintético - Taxas uniformes de

decaimento

Nesta se¢do, consideramos 2 = R*\ O, sendo O um conjunto aberto e limitado do R3

com fronteira 0O de classe C2.
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Para o estudo do comportamento assintotico das solugoes do sistema (3.1)-(3.7) con-

sideramos seis casos:

5) Se (ug,u1, Ey, Hy) € D(A)NY, pHy = curly, com vy € Hy(curl; ) e
(o +ur) € [LY3(Q)P%;

6) Se (ug,u1, Eo, Hy) € D(A*)NY, pHy = curly, com 1y € Ho(curl; Q) e
(uo + u1) € [LY(Q)].

Observagao 3.1. A hipdtese div (uHy) = 0 nao € usada nas demonstragoes dos resulta-
dos desta segao. Contudo, supomos que div (u Hy) = 0 para que (u,us, E, H) satisfaca a
condi¢ao (3.4) e assim seja solugdo do sistema (3.1)-(3.7).

Teorema 3.2. Considerando €, €, |1 e as matrizes A;j, 1 <14,7 <3, com as mesmas
hipdteses do Teorema 3.1. Se (ug,ui, Eo, Hy) € Y tal que uHy = curliy, com 1y €
Ho(curl; Q). Entao a solugdo correspondente (u,u, E, H) do sistema (3.1)-(3.7) satisfaz

a sequinte estimativa:

i+ [ 3

2,5 =1

{ i m)] (@) o+ [EQIF + [HOI? < Clo(1 1)

V't >0, onde C € uma constante positiva que nao depende dos dados iniciais e
Iy = l[uolfr e + llwall® + [ Eoll* + [[Holl* + [lvoll*.
Para demonstrarmos o Teorema 3.2 precisamos de dois lemas.

Lema 3.4. Considerando €, €, i e as matrizes A;;, 1 < 1,57 < 3, com as mesmas
hipdteses do Teorema 3.1. Seja (u,us, E, H) a solugao do sistema (3.1)-(3.7) para os

dados iniciais (ug,ur, Eo, Hy) € Y. Entao sao vdlidas as sequintes identidades:

n / ()2 ds + 0 / |E(s)|? ds = £(0)
(L+1)E() +/O (1+ 3)||ut(s)||2 ds + U/O (1+ s)||E(s)||2 ds = £(0) +/O E(s) ds,
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onde E(t) € a energia total do sistema (3.1)-(3.7) dada por:

e =MoL [

2,j =1

U ou 1 1
40 240)] - 240) e+ JIEO e + IO

X

Demonstragao:
Inicialmente vamos supor que (ug, u1, Eo, Hy) € D(A).
Tomando o produto interno de (3.1) com w(t), de (3.2) com E(t) e de (3.3) com H (t),

integrando em 2 e somando obtém-se:

/Qutt(t).ut(t) dx—/Q ji a% (Aijg—;@)) () dx+/ﬂ|ut(t) 2 dg

+/<a/chrlE(t).ut(t) dx+/ﬂ[eEt(t)].E(t) d:c—/

curl H(t). E(t) dx—i—cr/ |E(t)|? dx
Q Q

—x / curluy(t) . B(t) do + / WH()] . H(t) do + / curl E(t). H(t) dz = 0.

Considerando a Proposicao 1.1, a igualdade anterior pode ser escrita da forma:

/utt ut dl‘ +/ Z
Q

7,7 =1

l y au :| ggz (t) dx + (Ey(t), E(t))LQ(Q; e)

(), H(t)) 120 + eI + S| EQ)]J2 = 0.

Assim,

E{—nt ol [ 3 [

4,5 =1

u ou 1 ) 1 )

Hu@)? + ol E@)]* = 0.

Pela definicao da energia total,

L)+ llu®|2 + o| @ = 0. (3.29)

Integrando em [0, ¢],

n / lue(s)[? ds + o / |E(s)|? ds = £(0).

Multiplicando (3.28) por (1 + t) e integrando por partes em [0, ] tem-se:

(1+t)5(t)+/0 (14 5)||ug(s) ]2 ds—l—a/o (14 5)||E(s)]]? ds:5(0)+/0 E(s) ds

A prova do Lema 3.4 segue da densidade de D(A) em X.
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Lema 3.5. Com as mesmas hipoteses do Teorema 3.2 tem-se:

t t 3
[ WG as<chore [ [

ij=1

ou ou
{Aij a—x](s)} : axi(s) dx ds

onde C > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais.

Demonstragao:

t
Considerando (ug, u1, Fo, Hy) € D(A) definimos W (t) = / E(s)ds e F(t) =
0
t
/ H(s) ds, entao
0
t t
eWi(t) — curl F(t) + oW (t) — k curlu(t) = eE(t) — / curl H(s) ds + O'/ E(s) ds
0 0

—kecurlu(t) = eBE(t) — /Ot €Ei(s) ds+k [ curluy(s) ds — kcurlu(t) = eE(t) — eE(t)

s~

+eEy + keurlu(t) — k curlug — k curl u(t) = eEy — k curl uy.

Também,
t t
pF(t) + curl W(t) = pH(t) +/ curl E(s) ds = pH(t) — / wHy(s) ds
0 0
= pH(t) — pH(t) + pHo = pH,.

Dessa forma, tem-se o seguinte sistema:

Wy —curl F + oW — kcurlu = ey — k curlug em  x (0,00), (3.29)
pEy + curl W = pH, em € x (0,00), (3.30)
W(0)=0, F(0)=0 em Q, (3.31)
Wxn=0 em 02 x (0,00). (3.32)

Tomando o produto interno da derivada de (3.29) em relacao a t com W (t) e de (3.30)

com Fy(t), integrando em 2 e somando obtém-se:
/[eth(t)].W(t) dx — / curl Fy(t) . W (t) dx +U/ Wi(t) . W(t) dx
Q Q Q
—Ii/ curl ug(t) . W(t) dx —|—/[,uFt(t)] CFi(t) de + / curl W(t). Fy(t) dx
Q Q Q

_ /Q (WHo) . Fo(t) dz = 0.
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Usando a notagao de produto interno em L?*(€); «) e a Proposigao 1.1 tem-se:

(War(t), W) r2(e 0 + (F1(E), Fi(t)) 22050 + 5 dtHW( )|?

- /-s;/chrl w(t) . W(t) do — /Q[,uHo] CFy(t) de = 0.

Assim,

d
dt

—K /Q curlu(t) . W(t) de + K /ﬂcurlu(t) Wi(t) do — 7 /Q[,LLHO] .F(t) de = 0.

(Wi(t), W () 22000 = W) 12200 + IF O I ( 2dtHW( )I?

Como W;(t) = E(t) e Fi(t) = H(t), integrando em [0, ¢] a igualdade anterior tem-se

que

o t t
SIWOI+ [ N ds = [ IOl ds = (BE W )00
+/€/curlu(t) :L‘—K/ /curlu (s) dx ds+/[,uH0].F(t) dx
Q
t
< [ 1B e s+ 6 NBW g + IV O + w87 feurlu)

RS [WEP + / leurlu(s) |2 ds + & / |E(s)|? ds + / Hy) . F(t) d

onde § é uma constante positiva e ! = 1/4.

Usando a equivaléncia das normas || . |[r2(.a) € || - || segue que
g 2 ' 2 '
S Wl +/ 1 () 1I22(0; 0y ds < C/ IE()I* ds + 07 I E(@®) |20 + COIW (D]

+ 10 |eurl u(t)]|? + / |curl u(s)]|? ds—i—/[,uHo] F(t) dx.

(3.33)
Se v € [HY(Q)]?, pela condigao (3.9):
81}3 : ov 2
< =
/ | curl v(x)|? dx 2221 / 8% 2; /Q o ()| dx
! - (3.34)

<2 Z o) (o). 3 (v) de.
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Escolhendo ¢ suficientemente pequeno, usando o Lema 3.4 e a desigualdade (3.34) em

(3.33) tem-se:

2 u ou
WO+ [ NG ds < CloC [ Z (0] g0 o

+c// 121 [ ”a“ } g;i(s) dx ds+/ﬂ[uH0].F(t) dx
<0110+01// Z [ “au } SZ(S) dx ds—i—/g[,uHo].F(t) dz.

2,j =1

Como D(A) é denso em X, a estimativa acima ¢ valida se (ug, u1, Fo, Hy) € X.
Por hipotese, existe 1y € Hy(curl; ) tal que uHy = curliy. Assim, usando a

Proposicao 1.1 tem-se:

%W+ /nH Maaup ds<cfo+c// 3

7,5 =1
+/w0.curlF(t) dx
Q

Observe que a igualdade (3.29) ¢é vélida em [L?(Q)]*. Logo, usando (3.29) na estima-

u ou
[ ij 0 ] 8x~(s) dx ds

tiva anterior, é imediato que

2 u ou
O+ [ 1 s <0t ¢ [ 3[4, 240 24y e s

1,7 =1

+/¢0_[5Wt(t)] dm—l—a/wo.W(t) dx—/f/wg.curlu(t) da:—/ng.[eEo] dz

+/f/@/)0 CUT[U0d$<01]0+C1// Z[zgaxu ]gs()dxds
7 i

1,7 =1

o K
+(E():vo)r20:0 + WO + 5 llewrlu(®)|* < Coly

u ou 1 , o )
+6‘2/ / Z { 9 Ba, ] .axi(s) dx ds + 3 IEO) 72,0 + §“W(t)||

2,J =1

>

4,5 =1

{ ou }au@)dx

9 s ox;
J

onde foi usado a estimativa (3.34).

Pelo Lema 3.4, conclui-se que

K 9 K i 1 ou ou
/0 VH(8)[2aic0 ds < Clo + 0/0 /Q > 45 (o) () do s,

ij=1
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Demonstracao do Teorema 3.2:

Tomando o produto interno de (3.1) com u(t) e integrando em €2 tem-se:

/Qutt dx—/ Z aﬁ@( 5o ()).u(t) dx—i—/gut(t).u(t) iz
+x /Q curl B(t) . u(t) dz — 0.

Assim,

d 2y
L R PEROT S

u ou
ij=1 [ Y ax } 8xi<t> o

I Y. /chrlE(t) u(t) dz = 0.

Integrando em [0, ¢]

s+ [ 3[4 280)] 20 dods = L

3,0 =1 a

/||ut ||2ds—/ut() ()d:}c—l—/ul uodx—/i//curlE u(s) de ds.

Usando a Proposicao 1.1 e a desigualdade (3.34) tem-se que

()P + // 5

7,7 =1

+ Jue(0)|1* + Hu )|* — /4;/ / ceurlu(s) de ds < Cly +/ |ue(s)]|? ds

u ou !
< 2
{ i B } axi(s) dr ds < C1l, +/0 llue(s)||* ds

+Hut(t)|\2+1Hu(t)H2+/£(51/ 1E(s)]? ds+m5/ leurtu(s)|? ds
0 0

t 1 t
< il +/ lue(S)II ds + [lue(O)]* + 7 llu(®)]* + /@61/ 1E(s)]* ds
0

T // Z { ”a; ] gZ“) du ds.

2,J =1

Escolhendo § suficientemente pequeno e usando o Lema 3.4 tem-se:

_||u |2 + // Z [ ”a“ } g;i(s) dx ds < Cl,. (3.35)

1,7 =1

Observe que para obter a desigualdade acima, nao é necessario supor que existe

o € Hy(curl; Q) tal que pHy = curl .
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Pela segunda identidade do Lema 3.4 tem-se que

o+ 00 50 [ 250 240 e+ (1 1B O

X
2,5 =1
t t
+(1+t>||H(t)||2Lz(w+2/ (14 8)us(s)|]? ds+2a/ (1+ )| E(s)|? ds
0

9]
<C[o+/|\ut H2d5—i—// Z [ Ua;b } a;(s)dxds

4,5 =1

4 / VE(5) |20y ds + / V()2 s
0 0

Usando a equivaléncia das normas || . ||z2(q;a) € || - ||, @ primeira identidade do Lema

3.4 e o Lema 3.5 tem-se:

Dl 0y [ Y Ay e (0)] g0 o+ (1 + DB

1,7 =1

1+ ) HE +2 / 1+ ) ds+20 [ @4 B ds
<010+0// Z { ”a;, } gZ()da:ds.

2,5 =1

Pela estimativa (3.35) conclui-se que

u ou
L+ D@+ 1+ [ > Ay o= (t) de + (L+ )| E@®)]?
/ iq= 1[ Ou; ] oz, (3.36)

O HE >H2+2/0 1+ 8)llu(s)]P ds+2a/0 (1 + $)EG)P ds < Cly.

Teorema 3.3. Considerando €0, €, i1 e as matrizes A;j, 1 <14,5 <3, com as mesmas
hipoteses do Teorema 3.1. Seja (u,u, E, H) a solug¢do do sistema (3.1)-(3.7) para os

dados iniciais (ug, w1, Eo, Hy) € D(A)NY, entio existe uma constante C' > 0, que nao

depende dos dados iniciais, tal que

/ Z { 5””} aa;(”ﬁ’t) de + | E@)|)” + |eurl H(#)|?

3,7 =1

< CL(1+1)7Y, V>0,

I+ | ae)|? + fua(Ol? + | > (o) Gt Gt d

HIEDI? + [H @) + lewrl @) < CL(1+1)72, vi>0

2,5 =1
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onde Iy = [[uollfyz(ays + Il s + 10l curts ) + 1001 curt; 0 -
Usaremos na demonstracao do Teorema 3.3 o seguinte lema.

Lema 3.6. Considerando 2, €, 1 e as matrizes A;;, 1 < 1,5 < 3, com as mesmas
hipéteses do Teorema 3.1. Se (ug,uy, Eo, Hy) € D(A?) entao a solugio (u,us, E, H) do
sistema (8.1)-(3.7) satisfaz a sequinte identidade:

dt{uuﬁ W+ [ S

7,7 =1

ou ou
[ s L } axj( ) do + || Ey(t )HiQ(Q;E)Jr||Ht(t)|y§2(9;u)}

+2|lun(@)]® + 20]| E(8)]* = 0.

Demonstracgao:
Derivando o sistema (3.1) — (3.7) em relagao a t, obtém-se o seguinte sistema:

3

Uggs — ijzz:l % (A” gu ) +uy +rcurl By =0 em € x (0,00), (3.37)
eEy — 7cu7“l Hi+0FE, —kcurluy =0 em € x (0,00), (3.38)
pHy + curl By =0 em  x (0,00), (3.39)
div (uHy) =0 em Q x (0,00), (3.40)
U (0) = ug = Lug — uy — Kk curl Ey em §, (3.41)
E0)=FE, =¢ tcurl Hy— o¢ 'Ey + ke teurluy em (2, (3.42)
Hy(0) = Hy = —p teurl By em €, (3.43)
up =0, E, xn=0 em 00 x (0,00). (3.44)

Tomando o produto interno de (3.37) com wuy(t), de (3.38) com Ey(t) e de (3.39) com

H,(t), integrando em §2 e somando obtém-se:

3ut 8utt
/Quttt( U (t dx—i—/ Z [ ij 3x }.axi (t) dx—i—/ﬂ|utt(t)

7,7 =1

T / curl By(t) . un(t) dz + / (En(t)]. Eu(t) do — / curl (1) By(t) do

Q

to /Q B2 dx — & /Q curl up(t) . By(t) do + /Q WH (8] Ho(t) da

+/ curl Ey(t) . Hy(t) do = 0.
Q
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Usando a notagao de produto interno em L?*(€); «) e a Proposigao 1.1 tem-se:

1d 9 aut Ouy
- ot H+§E/"§j[ma 0] - S6) o+ (Bult), B0 o

+(Hu(t), Hi(1) 120 ) + lua (W + ol E(2)]* = 0.

Assim,
ou ou
dt%mﬁ||+/“§j[ 5 g ]a;(ﬁm+HE(Wé@@+HM@Wé@m}
7,7 =1 v
+2|lun(®)]* + 20| E()]* = 0
(3.45)
o que prova o Lema 3.6.
]

Demonstracao do Teorema 3.3:

Com as mesmas hipoteses do Lema 3.6, tem-se integrando (3.45) em [0, t] que

Ju du
a0+ [ 3[4 20] - 20) o+ 1Oy O

T
(51 8%1
d
{ Y 8$J ox; ‘

3,5 =1

+2/Hwt|ﬁw+2¢/n& I ds =l + [ 3

4,5 =1

+ HEl”L2 Q;€) + HH1HL2(Q w)”
(3.46)

Multiplicando (3.45) por (1 +t) e integrando por partes em [0,¢] tem-se:

(1 + )] + 1+t/ Z

2,5 =1

Ou ou
[ ' L } E)x:(i&) dz + (1 + )| B(t) 2200

t

t
+ (L + OIH O 220 + 2/ (1+ 8)[Juee(s)]|* ds + 20/ (1+ )| E(s)I* ds
0 0

> Oup | Ou !
1 1
~ el + [ EZ[Amga}-5—dx+HEﬂmmg+memguyy/HWA@st
2,5 =1

e

4,5 =1

au 816

(3.47)
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Tomando o produto interno de (3.1) com uy(t), de (3.38) com E(t) e de (3.3) com

H,(t), integrando em 2 e somando obtém-se:

) + | 3

7,7 =1

—i—/i/gcurlE(t) cug(t) do + /Q[eEtt(t)] .E(t) dz

8Utt 1d 9
Ay 0] G0 do 5 5 T

—/chrl H(t). E(t) do + 2 5 E | E(t)]|* — /@/chrlutt(t).E(t) dx

+ / H()] . HL(t) do + / curl B(t) . Hy(t) dz = 0.

Usando a notacao de produto interno em L?(€); «) e a Proposigao 1.1 tem-se:

(e (£)]1% + / Z [ wau ] gz:(t) dx
/ Zl 8ut ] duy

ij
S 0z; j Oz;

—(t) dx +

H(Bu(t), E(t) 1200 + 5 dt B + (o) Hi(t)) 12(0;0) = 0-

Logo,

+ 2 (B0, BO) 00~ 1B e

o d 2 2
+3 IE@" + [[He() |72 ) = 0

50
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Integrando em [0, ¢] segue que

t ¢ 1 o 1
[l s+ [ ds+ 3 ol + 1B = 5
Ju du
2 t t
AT RLICI Ty i o)l PR R m o

1]1

ou
[ g 890 } amfi (t) d

0
l uO} L CII+/ 1E:(3) 1720 ds
0

~ (B(0), B(O) 20+ (Br Bl — [ Z

/z

i1 Y 3x] 8@
ou ou
) > Ay Gt 6)| o) o s+ 67 B g + 0 1B Ol
2,j =1 v
+CZ / aut(t) d:v<01[1+01/tHEt(s)H2 ds
5 8x] Ox; - 0

i Z{ ot ngUd ds + 67 | Bl oo+ O 8 1B

R 8%

onde foi usado a equivaléncia das normas H Nezsa) € Il - I-

Escolhendo § suficientemente pequeno, usando (3.46) e a condi¢ao (3.9) tem-se:

ou ou
/HHt ||LQQM ds<(]fl+// Z[”at } L(s) dz ds

2,5 =1

8Ut
axl

3

)

+Cy —“(t
- T

ij=1 &v,
ou ou
+O/ Z { Y o, } dx+0/ Z { Uaxj } 8xt~<t) da
2,5 =1 2,5 =1 v

Usando (3.46) e o Lema 3.4 tem-se que

8ut 8ut
/ | He(s ||L29u ds < CI + // Z [ i D, } 8xi(s) dx ds. (3.49)

2,5 =1

Tomando o produto interno de (3 37) com u(t) e integrando em € obtém-se:

0 0 1d
/uttt cug(t dx—i—/ Z [ y 8Ut ] Ut(t) dr + = — [Ju(t )”2
Q

7,7 =1

+ Ii/ curl Ey(t) . u(t) doz = 0.
Q
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Usando a Proposicao 1.1 tem-se:

1d 2 0ut 8ut d
5 27 lu @] / Z { Y o, } axi(t) do = — - Qutt(t).ut(t) dx
(3.50)

2,7 =1

+ [Jua (t)]]* — /’v/QEt(t) ccurluy(t) du.

Integrando em [0, t]

s [ %

3,0 =1

t
+/u2.u1 dm+/ l(s)|[2 ds — ,@/ /Et(s).curlut(s) do ds < CTy + 5 Jun(t)|
Q 0 0 Q

t t t
+5Hut(t)\|2+/ ()2 ds+m5‘1/ 1E(5)]2 ds+f<;5/ eur uy(s)||? ds.
0 0 0

Pela condi¢ao (3.9)

||curl u,(t) ||2<C'/ Z

7,7 =1

9 9 |
[ y aUt } U (s) da ds = ]~ /utt(t).ut(t) iz
) Q

(3.51)

aut aut
l i 8 ] o (t) dz.

Assim, escolhendo ¢ suficientemente pequeno e usando (3.46) em (3.51) segue que

[]x

2,j =1

[ 8ut } 8ut< ) dx ds < CI,. (3.52)

g 8% ox;
Substituindo a estimativa anterior em (3.49) tem-se:

/ 1Ho(5)] 2o ds < C1. (3.53)

Considerando (3.46), (3.52) e (3.53) em (3.47) conclui-se que

1+ Ol + (15 0) [ 3

2,5 =1

+ (L + O HO)|7 20, ) / (1+ ) [[uw(s)]1* ds + 20’/0 (L+ )| E(s)[]* ds < CI.
(3.54)

Ou ou
{uaxt } ax:()d + L+ ) B 2200
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Multiplicando (3.45) por (1 + t)? e integrando por partes em [0, t| tem-se que

Rl + 2 [

4,5 =1

ou ou
|: 1j a t :| axt(t) dﬂf

+ 1+ ED 0,0 + (L DX H D720

t

+2/0 (14 8)2[luw(s)]] ds+20/0 (14 )2 Eu(s)|? ds

Sl [ 30 [, 2] 2

1,7 =1

aul
||L2 Q;e€)

t
TA / (14 5) [ (s)]2 ds
+2/t/(1+$) 23: A 2% 0] 2% ) d ds
0 Jo S Y Ox; Oz

t t
2 / (1 + ) E(3) 2oy ds +2 / (14 ) Ho(3) 2 .
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Multiplicando (3.48) por (1 +t) e integrando por partes em [0, {] tem-se:
t t
1
[ sl ds [ 0 D ds + 5 (14 Ollulo)]
0 0

o 1 o 1 [t o [
£ S WOIEOI = Sl + S 1B+ 5 [ o) ds+ & [ IEGI ds
0 0
3
ou ou t
// (14 ) Z [ ss ] U (s) do ds—i—/O(I—i—s)HEt(s)Hiz(Q;e) ds

U (9ut Oug | Ouy
1+t/2{”8%18% dm—l—/Z[ ] da

%
Jaxj ox;
4,5 =1 4,5 =1

/ / > { wa“ } S(s) do ds — (1+ (B0, B o0

2,7 =1

By, Bo)pas o + / (Bi(s), E(s))2(0ne) ds < CT, + » / o) ds

aut 8ut
/||E |I”? ds—i—// (1+s) P [ Uamj(s)].axi(s) dx ds

3ut

8Ut 1 5
+C Z 8x 8%(8) dr ds + 0 (L + D[ E(t) 720 o
J %

3,7 =1

F5( 4 DIED oo /nEt Moy ds + /HE 22050 d

<O / lue(s)]? ds + C, / |E@)|? ds
0 0

[ [ass Z [Aijg—g;@] o) e ds 1 [ 1+ 9B b

0
+01512/ o Cdr b Coo(1 4 Z/ aZt
J %
// dmds+C’ Z// auts dx ds
Ox] ! 8@

+0 L+ ) B0 + Cro 1+ [E@)]

onde foi usado a equivaléncia das normas || . ||r2@a) € | - |-
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Usando a condicao (3.9)

/<1+s>||Ht< ) s ds + 2<1+t>||E<>||2<011+ /||ut ()] ds

1 L

[ Ou du
) Oy ¢
—l—C’/ |E(s)| d5+C’// (1+s) P A;j —8%(5)]8%(5) dx ds

+c/ (1+ 8)||Eu(s)|? ds + C5~ /Z Aij%(t)].gg(t)dx
7 7

i,j=1 =
8“’15 8ut
(1
U ou ~
+C// Z [ z]a } 8332-(5) dr ds+ ¢ 1(1+t)||Et(t)||%2(Q;e)

2,5 =1

+C5(1+1)||E®)|*
Escolhendo § suficientemente pequeno, usando (3.35), (3.54) e o Lema 3.4 tem-se:

/0 (14 $) [ Hu(5) 2oy ds + & (1 + DB

g

1
<CIl+C/t/(1+s)i aut Y (s) dz ds
a 0 Jo 51 ”8 81‘1

+411(1+t)2/9 23: |:Aij 2—:(25)] -gzz(t) dz.

Usando a desigualdade acima e (3.54) em (3.55) segue que

(14 )2|Juge ()| + = (1 +1)? / Z

1,j =1

{ 8% ] Ouy L) do + (14 1)? HEt()H%Q(Q;E)

1
T 0x; j ox;

+(L+ )2 Hi (B[220 ) + 2/0 (1 + 5)[|uae(s)? d8+20’/0 (1+5)*[| E(s)II* ds

A+ DIEWIP < CIL + C/O /Q<1+s> 3

ij=1

+ {A-- %(s)] Uy da ds.

)
J 8:6]- 81’1

ro| 9

(3.56)
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Multiplicando (3.50) por (1 +t) e integrando por partes em [0,¢] tem-se:

1 2 3ut 8Ut
5(1+t ||l ue(t)]] / / (1+s) P {Aij 8_%(S>] .axi(s) dr ds

1
:—||u1||2 / || (s ||2 ds—(1+t)/utt(t) u(t) dx—i—/uQ uy dx
Q

//utt “un(s) da ds—l—/(l—l—s)”utt( 2 d

—/.;/0 /Q(1+3)Et(s).curlut(s) dz ds < C1T, +/0 ()2 ds

1(1 + ) |lus (D)])* + C/O (14 8)|luw(s)||? ds

+(1+ t)”“tt(t)HQ + 4

t

t
rd [ BEI ds+ x5 [ (14 9)curtuds)| ds.
0 0

Usando o Lema 3.4, a estimativa (3.54) e a condigao (3.9) tem-se:

3
6’ut 8ut
// (1+s) Z: [ ”8 } axi(s)dxdsngl

aut (9ut
+C(5/ / +$ P |:AZJ a—xj(S):| a;L',L<8) dx ds.

Escolhendo 0 suficientemente pequeno conclui-se que

8ut 8Ut
(1 Ay — . < CI.
// + s) pa 1[ ij 8%’(3)} 8a:i(s) dr ds < CI

Considerando a estimativa anterior em (3.56) tem-se que

(1 + 2 lua()]? + 5 (1 +1) /Z{ Ous ]aut

ij
5 Ox; j ox;

X+ 2Bt 720, 0 + L+ 2N He(®) 72, ) + 2/0 (1 + 8)2[|uw(s)|? ds (3.57)

(t) dz

t
20 [+ sPIBGI ds+ 50+ 0|EO| <
0

Na seqiiéncia da demonstracao do Teorema 3.3 vamos mostrar que

[y

2,5 =1

[Wau } gu(t)dazg(;’[l(l—i—t)l, V> 0.
X
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Tomando o produto interno de (3.1) com w(t) e integrando em 2 tem-se:

/Qutt gt d:v+/ Z { Y o, } gzz(t) dx—i—/g|ut(t)|2 dx

2,5 =1

—i—m/ curl E(t) . u(t) de = 0.
Q

Ou ainda,

1d , 1d ’ du ,
§EWMM|+§E/“§Z[U8 0] g0 da -+ )]

+l€/ curl E(t) . u(t) de = 0.
Q

(3.58)

Multiplicando a igualdade anterior por (1+t), integrando por partes em |0, t] e usando

o Lema 3.4 e a estimativa (3.35) obtém-se:

D@ S [ 3

2,5 =1

DO | —

u ou
[ Y &v } 8:1}(?5) da

+/O+MMUW%—4MW

U 8u0 2
/EZ[UMJ “art 3 [l o

1 [t ou ou
+§ /0 /Q Z lAij 87(3)} .axi(s) dx ds
i, =1 J

—m/t/(lJrs) curl B(s) . u,(s) d ds

<011—m/ / (1+s di curlE(s).u(s)] dr ds

+/1/0 /Q(1+s) curl Ey(s) . u(s) da ds

— CL = k(1 +1) / curl B(t) . u(t) dz + /Q curl By .y dz
+Ii//cu7’lE u(s) do ds

+n/0 /Q(Hs) curl Ey(s) . u(s) dz ds.
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Pela Proposic¢ao 1.1 e por (3.3) tem-se:

%th/z

2,5 =1

§011+n(1+t)/[th() ) dx + m// ccurlu(s) dx ds

{ ”au ] 3Z“>@*%471+smm@ﬂﬁds

—|—/<a/0 /Q(l + 8) Ey(s) . curlu(s) dx ds
< CL+ & (L+ 1) (H(t), u(t)) r2(0; 0
—I—g/o I1E(s)|? ds—l—/i/o |curl u(s)||* ds + E/ (14 8)2||Ei(s)]|? ds

K
< Ohi+ 5 (U O Hd O ) + Callu@)I + /IIE (s)II* ds

¢ ¢
—|—/<;/ chrlu(s)”2 ds + g/ (1+ s)2||Et(s)H2 ds
0 0

onde foi usado a equivaléncia das normas || . ||2@;q) € | - |-

Usando o Lema 3.4, a estimativa (3.57) e a condigao (3.9) tem-se:

1 u ou
5 1+t/ Z { i } o (1) d

2,5 =1
t
4 / (1+ ) lu(s)|P ds < CI + Cllu(®)|P

o3

2,j =1

u ou
{ i 1 (91:-<8) dx ds.

X

Por (3.35) conclui-se que

%1+t/z

4,5 =1

u ou t ,
< )
0] g0 dot [0+ 9ol ds <

Para concluirmos a demonstracao do Teorema 3.3 vamos mostrar que:

1+ 0 u(0)]]? < C1,.
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Multiplicando (3.50) por (1 + ¢)? e integrando por partes em [0,¢] tem-se:

1
- t
= (1 0

1 2
= 5l

0 0
(D17 + / / (14 5)? {Aij a—zt(s)] azt(s) dx ds
4,5 =1 J v

/0(1+8)||ut( 9II? ds—(1+t)2/utt(t).ut(t) du

Q

—|—/Qu2.u1 dI+2/0t/Q(1+s)utt(s).ut(s) dz ds
+ /Ot(l—i—s)QHutt(s)HQ ds - /{/Ot/ﬂ(l—1—3)2Et(s).curlut(s) dr ds

t
s0h+0/u+@mmm%w+u+WMAMF
0

L1
4

(L+ ) [lue(B)]]* + C/O (14 5)°[lure(s)I|* ds

t

t
+m51/ (1+ )% Ee(s)]? ds+m5/ (1+ ) [leurlu(s)|* ds.
0 0

Usando (3.57), (3.59) e a condigao (3.9) tem-se:

1 2 8Ut 8Ut
1 L+ ()] // (145) > I[Aija—%(s)}.axi(s) dz ds

<CI +C5 I +ca/t/<1+ )2 i A, 28 )| 2% ) da ds
= 1 1 o Jo S i &cj 8561 .

ij=1

Escolhendo 4 suficientemente pequeno segue que

1
~(1+1) 24
1 L a0 +

3
8ut 8ut
// + 5) Z [ 9 o, } axz( s) dz ds < CIL. (3.60)

Pela densidade de D(A?) em D(A) (ver Apéndice 3), a desigualdade acima e as

desigualdades (3.57) e

(3.59) sao validas se (ug, u1, Fo, Hy) € D(A). A demonstracao do

Teorema 3.3 segue da estimativa anterior, de (3.57), de (3.59), das equagoes (3.1)-(3.3) e

da condigao (3.9).
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Teorema 3.4. Considerando 2, €, i e as matrizes A;;, 1 <1i,5 <3, com as mesmas

K
hipdteses do Teorema 3.1. Seja (ug,ui, Fo, Hy) € D(A)NY tal que uHy = curl gy, com
Yo € Ho(curl; Q). Entdo a solugao correspondente (u,u, E, H) do sistema (3.1)-(3.7)

satisfaz as sequintes estimativas:

| H ()] + / ”ZI [ i (x t)} g (z,t) dz < Cly(1+ )~ Vit>0,
ue(6)[1? + || Lu(t)|)* < CL(1+1t)72, V>0,

IE@)2 + curl HO)|2 < CL(1+)"2,  Vi>0,

(ol + [ Z o) Got(o )] G ant) o+ LB+ IHOIP + el B

< CL(1+1)73, Vi>0

onde C' > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais e

Iy = HuOH[2H2(Q)]3 + Hul”[QHl(Q)]3 + HEOH%I(curl;Q) + HHOH%{(C’U/FZ;Q) + ”wOHQ
Demonstragao:
Inicialmente vamos supor que (ug, u1, Ey, Hy) € D(A?).

Multiplicando (3.45) por (1 + ¢)? e integrando por partes em [0, t] tem-se:

(1+ )3 lun (@) + (1 + )° / Z { ”g“t ].gzz(t) dz

1,7 =1

t
+ (4 OB 050 + (LD IHO 72 + 2/0 (L+5)*[luee(s)]|* ds

ou ou
+2o—/<1+s> |E(s)I? ds = Jus]l? + / S [ g 5;} o i
inj =1 ' (3.61)

t
B + 1l + 3 [ (L 5P uns) P ds
0

t 3
ou ou
2 el t
e[ faer Y [AU Ton(s)] Gt d s

t t
43 [ Wt PIE R ds+3 [ (4 5P IH() B ds.
0 0
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Multiplicando (3.48) por (1 + t)? e integrando por partes em [0, t] obtém-se:
t t 1 ) )
[t sPlua(o) P ds [ P ds + 5 L+ 07l
0 0

o 1 o t
+3 L+t |EWG))* =5 Hull\2 + 5 ||Eo||2 +/ (1+ s)[lue(s)]|* ds

ou oy
2 el
+0/(1+s WES) ds—l—// (1+s)° P {A” &v(s)] (9:70,( s) dx ds

+/(1+s> B0 ds = (1407 [ 3 {Awa ] S 1) da

3,5 =1
3
up | Ouy u Ouy
/ Z { ”ax] 7o, dm+2// (1+s) > { Wa% } 3xz()dxds
2, =1 1,5 =1
—(1+t)2 (Et<t),E(t))L2(de)+ (El,EO L2(Q;¢) +2/ 1+S E(S))LZ(Q;G) ds
0

<CIL + / (14 5)|Jug(s)||* ds + 0/0 (14 8)||E(s)||? ds

8ut aut ¢
/ [+ )3 1[&7'8—%(8)]- Gkt dods+ [ (1 PIBS) e 0

ou 3
cusi Y / S0 [S200)] ot 57 A4 PIED N
i,7 =1 ¢
8u 8Ut 5 9 9
+CZ (1+9) 8_1,’] $)| |75, ()] do ds+ 8L+ EPIBOllL; 0

4,5 =1

t
b U B g ds+ [0+ B ds < O
0 0

t

"‘/ (L4 8)[lue(s)])* ds + 01/ (1+8)||E(s)||? ds

0

Oy ouy ! 2 2
/ / + 5)? P [Aw o, (5)} .axi(s) dx ds + Cl/ (1+ s)7||Ei(s)]|* ds

0

0
+Cy 6™ 1+t2/ &Ct azt
J 7
C C (1 Ouy dd
+ 12 895]8 d:z:ds+ 12 + 5)? 81‘28) T ds

+0 (L4 B2 + Cro 1+ |E@?
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onde foi usado a equivaléncia das normas || . ||r2@a) € | - |-

Usando a condicao (3.9) tem-se que
t
o
[+ sPUE ) B ds+ 5 L+ OPIE@IP <
0

+ [l ds+c/< 9B ds

aut a'U/t
(1 Ay — .
+C/ / + 5)? P [ ij 83&-(8)] 8%(3) dx ds

+C’/(1+s) IE,(s)||2 ds + CO(1 +¢) / Z [ wg;f (t)]g;i(t) dz

2,7 =1

0 0
+C5(1+1) / Z [ uazt } a’l;f(t) dx
7 7

7,7 =1

U ou -
+O// > { Y o } o () da ds + 57 (L 0 B(0) g0,

4,5 =1

+Co(1+ )| E(t)].
Escolhendo § suficientemente pequeno, usando (3.35), (3.36) e (3.57) tem-se:

t
o
[0 PO a5+ (4 0P1EOI < O

t 3
Ou 8u
)2 Tt t
4,5 =1
1 8Ut 8ut
— A;
+4 Y / 11221{ Z]axj } axz(t>dx
Usando a estimativa (3.60) obtém-se:
t
o
[0 P b+ G0+ IBOI < O
(3.63)

1 8ut 3ut
5 (L4 1) / Z { Y o, } axi(t)dx.

2,7 =1
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Usando (3.57), (3.60), a estimativa anterior e a equivaléncia das normas || . ||z2(0;q)

e || .|| em (3.61) conclui-se que
ou ou
3 2 t t
1+l + 1 1+ 0° [ sz 1 4, 50) 500 s
30
+(1+ B0 + L+ NHD 20 + 5 CHDNED] (3.64)

t

t
+2/ (14 8)*||ug(s)||* ds + 20/ (14 8)*||Ei(s)||? ds < Cl,.
0 0

Pela densidade de D(A?%) em D(A) (ver Apéndice 3), a desigualdade acima ¢é valida se
(wo, u1, Eo, Hy) € D(A). A demonstragao do Teorema 3.4 segue da estimativa anterior,
dos Teoremas 3.2 ¢ 3.3, das equagoes (3.1)-(3.3) e da condigao (3.9).

Teorema 3.5. Considerando €2, €, j1 e as matrizes A;j, 1 < 4,5 < 3, com as mesmas
hipdteses do Teorema 3.1. Seja (ug,uy, Fo, Hy) € Y tal que pHy = curly, com g €
Ho(curl; Q), e |.] (uo + u1) € [L*(Q)]®. Entdo a solugdo correspondente (u,us, E, H)

do sistema (3.1)-(3.7) satisfaz as sequintes estimativas:

(I + |
2,5 =1

<ClL(l+t)7  Vt>0,

[ ) g .0)] - Giant) do + B + HOP

lu(t)]|* < CL3(1+ )71, Vt>0
onde C' > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais e
Iy = [uo|fr s + llual® + 11| | (w0 +wa) [ + | Eol|* + || Holl* + |||

Demonstragao:

Pelo Teorema 3.2 resta provar que
lu@®)|? < CL(I1+t)~Y,  Vit>0.

Inicialmente vamos supor que (ug, u1, Eq, Hy) € D(A).

Tomando o produto interno de (3.1) com u(t) e integrando em 2 tem-se:

/Qutt da:+/ Z [ S5 } S;i(t) d1:+/Qut(t).u(t) da

1,5 =1

+ Ii/ curl E(t) . u(t) de = 0.
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d u ou
& [ w000 de = o +/Z[ax 0] gt da
+%%||u(t)||2—|—fi/chrlE(t).u(t) dx = 0.

Multiplicando por (1 4 t) e integrando em [0, ¢] tem-se:

%(1+t‘|u P + // (1+5) 2 llAijg—;j(s)].g;(s)dxds

= gl 5 [l ds [+l ds = (140 [ o) u(o) do
/u1 uodx+//ut dxds—m//l—FSCUTZE $).u(s) do ds

<o+ C [l ds+ € [ ) ds-+ 0+ D))

+ i (14 t)||u(t)|]* — /{/0 /Q(l + s)curl E(s).u(s) dx ds.

Usando a estimativa (3.36), a Proposu;ao 1.1 e a condigao (3.9) tem-se:

1 2 ou ou
Z(1+t lu(®)]l // (1+s) ) [Aija—%(s)}.a%(s) dx ds

<CIO+C'/ |u(s)]? s—/@//ljts ). curlu(s) de ds < Cly

t
+C/ u(s)||* ds + k™ /( + 5)|| E(s)]]? ds+m5/(1+s)|]curlu(s)”2 ds
0 0

t
<O I+ O / lu(s)| ds + r 5~ / (1+ )| E(s)]? ds
0

ou ou
+Ci o // (1+s) P {Aija—%(s)].axi(s) dx ds.

Escolhendo § suficientemente pequeno e usando novamente (3.36) conclui-se que

ou

i(1+t)|\u(t)]|2+% /Ot/ﬂ<1+s) Zi:l [AU g—;(@] o, (8) d ds

¢
< CIO+C'/ |u(s)||* ds.
0

(3.65)



t
Definimos V' (t) :/ u(s) ds, entao
0

Vie(t) — Z @% (Aij S—V(t)) Vi) 4+ curl W (D)

0 oV
Vtt_z—<A~—>+Vt+mcuer:uo+u1 em £ x (0,00),

Tomand

/ Z axz( ug (8)) ds + U(t)+/<;/0tcu7’lE(s) ds

3,7 =1

{_ Z 31 <Aij %(5)) +/£CU7°ZE(S)} ds + u(t)

2,j =1

ui(t) - / (s / ) ds -+ ult

wg(t) — ue(t) + uy — u(t) + ug + u(t) = uy + uo,

w(t) +

S~

~+

)
1 8:151 (9.7:]-

0, Vi(0) = ug em (,

em 082 x (0,00

o o produto interno de (3.66) com V;(t) e integrando em € tem-se:

3

[ 3 [s o] o das i

4=

+/<:/ch7°l W(t).Vi(t) de = % (up +uy). V(t) de.

Integrando em [0, ¢]

8V
Lo 2 [ 3[4 o] 2y e [ @

2,7 =1

%HUOHZ—K/O /chrzvv(s).v;(s) dz ds+/ﬂ(uo+u1).V(t) dz.

65



Substituindo (3.30) na igualdade anterior obtém-se:
1 8V 8V
s+ 5 [ Z 0] S0 o [ IV ds = Jul?

+/<a//uFt Vils dxds—m//MHo V(s dxds+/(uo—|—u1) V() de
= Sl [ E D ds = [ [ G {lut] Vi) } o ds

1
[ o) Vo) do < 3 ol w7 [ IHO) o, 0

+C’5/0 |Vi(s)|? ds — /f/Q[MHo]-V(t) dm—i—/ﬂ(uoqLul).V(t) dx.

Escolhendo § suficientemente pequeno, usando o Lema 3.5, a estimativa (3.35) e a

hipotese de que existe ¢y € Hy(curl; ) tal que pHy = curliy, segue que
6‘/ oV 9
L3 [egr] G [
< Cly — Ii/ curly . V(t) doe + /(uo +up) . V(t) de.
Q Q

Usando a Proposicao 1.1 e a condigao (3.9) tem-se:

5>

1,5 =1

{av]av

Y Ox; Oz;

1 t
(t) dx + 5 / IVi(s)||* ds < Cly — li/ Yo .curl V(t) dx
0 Q

—I—/(uo +uy) . V(t) de < Cly + k6 Habo||* + K6 |leurl V(£)]|* + /(uo +up) . V(t) dx
Q Q

<Cyly+ro 1||wo\|2+015/ 3

3,5 =1

[ ng—l‘;(t)} .g;/;(t) d + /Q (o + ) . V(¢) da.

Escolhendo § suficientemente pequeno tem-se:

/Z 5] Shw e+ 3 [N ds <ot [+ vo de
(3.69)
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Na seqiiéncia usaremos o seguinte lema:

Lema 3.7. Sejan = 3. Sev € H}(Q) entdo existe uma constante C* > 0 tal que

i <ol

A desigualdade anterior ¢ uma desigualdade do tipo Hardy. A prova do Lema 3.7
poderéa ser encontrada em Ladyzhenskaya [21].

Assim, pelo Lema 3.7:

5>

4,5 =1

V ov
[”m ]a()m+ /Hwyﬁw<mb

/|x| U0—|—U1 |<|)d <C]0+(5 /|l’| |U0+U1| dx

Vit
Hiy(mgcmwvlwwwwHMW+CﬁHvV@W-

Pela condicdo (3.9) tem-se:

/Z{”&zj ]gv;()d:vﬂt /IIVt (s)|* ds < C1,

1,7 =1
)%
{”8:17 }ax()dlﬂ'
i i

S w05 [
Escolhendo § suficientemente pequeno e usando o fato de que V;(t) = u(t) conclui-se

2,5 =1

que

t
/ ||u(s)H2 ds < Cls.
0

Usando a desigualdade anterior em (3.65) obtém-se:

0 0
INES 1 J ¢

Pela densidade de D(A) em X, a desigualdade acima ¢ valida se (ug, u, Ey, Hy) € X.

Assim, o Teorema 3.5 estd demonstrado.
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Corolario 3.1. Considerando as mesmas hipdteses do Teorema 3.5 e supondo que

(uo, u1, Eo, Hy) € D(A) NY, tem-se as sequintes estimativas:

|u(t)|? < CL(1+1t)7 1, V>0,
IH@®)|? < CL(1+8)~, V>0,
/ Z [ i ( (x t)] 5 (z,t) dv < CIL(1+1)72, Vit>0,
4,5 =1 g
IE®|? + ||curl H(#)||> < CLy(1+1t)72, Vit>o0,
Jus(O)]? + | Lu(t)[|* < CL(1+1)7, Vt>0,
24 Ouy Ouy 2 2 2
[ ()] + Z ij >0x (z, )| - o, (@, 1) de + [[Ey(O)[]” + [[Hi(8) |7 + [leurl E(1)]]
i, =1
SCIQ(1+t) : Vi>0

onde C' > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais e

L = luollfg2 oy + lMuallf oy + - | (o + ) I + 1Bl curts o + 1Hollrcurss 0y + 100l

Demonstragao:

Pelos Teoremas 3.4 e 3.5 resta mostrar que

1+t/z

2,5 =1

{ g 0u } gu< t) do+ (1+)°[lus(t)||* < Cl, Vit > 0.

Consideramos inicialmente os dados iniciais (ug, u1, Eo, Ho) em D(A?).

Multiplicando (3.58) por (1 + ¢)? e integrando por partes em [0, ] tem-se:

3 D)+ 5 1+ 07 | > [ i ]-3;@)“

2,5 =1

b [ ds = Sl 5 [ ZZ 4y 2] 20 4,
e[ [ oy

i,j=1

—I{/Ot/g(l + 5)? curl E(s) . uy(s) dz ds.

ou ou
{Aij a—%(s)} ¥ (s) dz ds
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Usando (3.36), (3.70) e a equagao (3.3) tem-se:

%(1 +t)2/Q ZS: {Aij aa—;j(t)} ISJZ(t) dx+/0t(1+5)2||ut(5)”2 s

1,7 =1

¢
< Cly+ n/ (14 5)? (Hy(s),u(5)) 2y ds < Ciy
0

‘ t
107 [ Py ds+ o8 [ (14 5Pl ds

onde foi usado a equivaléncia das normas || . ||z2@;a) € || - ||-

Escolhendo ¢ suficientemente pequeno e usando as estimativas (3.63) e (3.64) conclui-

se que

%(1+t)2/ﬂ 3 {Aijg—;j(t)} 'SZ“) dx+%/0(1+s)2|]ut(s)||2 ds < CI,. (3.71)

ij=1

Multiplicando (3.50) por (1 + ¢)? e integrando por partes em [0, t] tem-se:

300w+ [ [ 1+ > Ay Gt (6) ] ) d s
- % |y |]? + g/o (14 5)*|Jue(s)|* ds — (1 + t)B/Qutt(t) cug(t) dx

t t
+/ Uy . Uy dx—l—?)/ /(1 + 8)% uy(s) . u(s) da ds +/ (14 5)?|lug(s)]|* ds
Q 0 Jo 0

¢ t
- /1/ /(1 + 8)?Ey(s) . curluy(s) dz ds < CI, + C’/ (14 8)2|lus(s)|* ds
0 Jo 0

+ (148 Jun ()] + i (L + )% [lun ()] + 0/0 (1+ ) [Juee(s)|* ds

t

t
+/<51/ (1 + )| E(s)]| ds + mi/ (1+ 5)*lcurluy(s)||* ds.
0 0

Usando (3.64), (3.71) e a condigao (3.9) tem-se:

i(1+t)3\|ut(t)\|3+/o /Q(HS)S 3

{A Ou (s)} . 8“? (s) dz ds

i,j=1 wa_x? O;
< CL+Co 1 +C(5/t/(1+3)3 i A 2% 0] 2% ) d ds
= ! 0 Ja ij=1 v O O .
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Escolhendo § suficientemente pequeno segue que
(L+ 8w (®)|* < CLL.

Pela densidade de D(A?%) em D(A) (ver Apéndice 3) a desigualdade acima e a de-
sigualdade (3.71) sao validas se (ug,uy, Eo, Hy) € D(A). Assim, o Corolario 3.1 esta

demonstrado.

Teorema 3.6. Considerando €, €, jn e as matrizes A;j, 1 < 4,5 < 3, com as mesmas
hipdteses do Teorema 3.1. Seja (ug,uy, o, Hy) € Y tal que pHy = curly, com g €
Hy(curl; Q), e (ug + u1) € [LS°(Q)]3. Entdo a solugio correspondente (u,u;, E, H) do

sistema (3.1)-(3.7) satz’sfaz as seguintes estimativas:

ol s [ 3

131

(o) (o) Gt da+ B + H O
< Cly(1+1t)7, Vt>0,
lu@®) > < CIs(1+t)7Y,  Vt>0

onde C' > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais e
Is = ||uo|lr (s + lluall® + lluo + wallfpessays + 1ol + 1 Holl* + ll2bolI*.

Na demonstragao do Teorema 3.6 usaremos a seguinte desigualdade fundamental de
Sobolev.

Lema 3.8. Sejan = 3. Sev € H}(Q) entdo existe uma constante C* > 0 tal que
[0l Zo) < C*II 7 0l
Demonstracao do Teorema 3.6:
Usando a mesma notac¢ao do Teorema 3.5, por (3.69) tem-se que

/Z[ GV}OV

1 t
i 5 5 (t) dox + 5 / ||V,5(s)||2 ds < Cly+ /(uo +uy). V() dx
i1 Z; 0 Q

< Cly+0~ ||U0 + ulH [L6/5())3 + 5||V( )”[L6

Pelo Lema 3.8 e pela condigao (3.9) tem-se:

aV oV 1 [t B
i Z [ Vo ] G drt 5 [V ds < Chot 7 o+l

FCSIG VIR < ot 8+ e+ €15 [ 3 [ () ds

2,j =1

8\/ oV
g 8x Oz,
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Escolhendo § suficientemente pequeno e usando o fato de que V(t) = u(t) obtém-se:
t
/ |u(s)||* ds < Cls.
0

Usando a desigualdade anterior em (3.65) conclui-se que

ou ou
1 2 4 Ay — : < (1,
(1 +6)[Ju(t)]| / / + ) P { i B, (s)] (%i(s) dx ds < ClIs (3.72)

o que demonstra o Teorema 3.6.

Corolario 3.2. Considerando as mesmas hipdteses do Teorema 3.6 e supondo que

(uo, u1, By, Hy) € D(A)NY, tem-se as sequintes estimativas:

|lu(t)]|* < CILs(1+ )71, V>0,
|H®)|? < CIy(1 +t)7Y, V>0,
ou 5

E: il xt) g (@) do < CLs(1+1)7%, Vit >0,

4,5 =1 t
IE®|? + ||curl H(#t)|> < CLy(1+1t)72, V>0,
llue ()| + ||Lu(zf)||2 < Clg(1 +1t)73, Vit>0,

2y a“t duy 2 2 2

[Jun (8] + Aij( (@,0)| - 5, (@8 de + |1 E@| + | H ) + lleurl E@)]

1]1

< CL(1+41)73, YVit>0,

8ut a'U/t
(1 Aji(z) — . < (I
/ / + 5)® P [ i () axj(x,s)] axl(m ,s8) dx ds < Clg, Vit>0

onde C' > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais e

Is = ||u0||[2H2 13 + ||“1H[H1 13 + [luo + ul” [L6/5(Q)]3 + HEOH?{(CW;Q) + ||H0H%I(curl;§2) + ||¢0||2'

A prova do Corolario 3.2 é andloga a prova do Corolario 3.1, usando (3.72) ao invés
de (3.70).
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No préximo teorema consideramos os dados iniciais (ug, u1, Foy, Hy) em D(A?).
Por defini¢io, D(A?*) = {w € D(A) tal que Aw € D(A)}. Entao é imediato que

D(A?) = {w = (wy, w, w3, wy) tal que wy,wy € [H2(Q) N H(Q)]%;
ws € Ho(curl; Q);  wy € H(curl; Q);  Lw, — kcurlws € [HH(Q)]?;
—oe twy + ke teurlwy + e teurlwy € Ho(curl; Q);  pteurlws € H(curl; Q)}
e a norma
||wH%)(A2) = ||w”2D(A) + ||-AUJH%)(A)
¢ equivalente a norma
Iw l? = llwilFz oy + lwellfazqys + 103l e ) + 10l e )

+|| Lwy — K curl w3H[H1(Q)}3 + || = oetws + ke teurl wy + e teurl w4]|%{(curl;9) (3.73)

+||M_1 curl w3l|%{(curl;9) )

Teorema 3.7. Considerando €, €, v e as matrizes A;j, 1 < 4,57 < 3, com as mesmas
hipéteses do Teorema 3.1. Seja (ug, w1, Ey, Hy) € D(A*)NY  tal que puHy = curl vy, com
o € Ho(curl; Q), e (ug+uy) € [LY2(Q)]2. Entdo a solugdo correspondente (u,u;, B, H)

do sistema (3.1)-(3.7) satisfaz as sequintes estimativas:

|lu(®)||* < CL;(1+ 1)1, V>0,
[H(®)|]> < Clo(1+1t)7, Vit>0,

ou
/ Z[” xt)} oz, —(x,t) do < CIg(1 +1)2 Vit>0,

2,5 =1

IE@)|? + |eurl HO)|2 < CL(+1)~2,  Yt>0,
[l ()]|* + [ Lu@®)[|* < CLs(1 +1)72, Vit>0,
|H:()]|? + ||curl E(t)]|? < CLy(1+ )73, Vi>0,

autt Oy 2 2
e (1) 2 + z 5(2) Gt t)| . G 1) do | B0+ [ Ha(0)]

2,5 =1
+||CU7’Z Et(t)”Q + ||utt(t)H2 + HLUt(t)HQ < 017(1 + t)_5, Vit> 0,
6u ou

@)1+ fewrt 1)1+ [ Z o) Gt ) d
SC[7(1+t)’ , Vit>0,

72



onde C' > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais e
I7 = ||(ug, u1, Eo, Ho)||3, (a2 T |up + ur|? (L6/5(Q)]3 + |90l

Pelo Coroléario 3.2 basta mostrar as duas tultimas estimativas. Na demonstragao do

Teorema 3.7 usaremos o seguinte lema.

Lema 3.9. Considerando 2, €, e as matrizes A;;, 1 < 1,5 < 3, com as mesmas
hipdteses do Teorema 3.7. Se Uy = (ug,us, Eo, Hy) € D(A%) entio a solugio U =
(u,us, B, H) do sistema (3.1)-(3.7) satisfaz a sequinte identidade:

0 0
dt{Hum Tk +/ Z { Utt } Ugt

g a ax (t) d.%' _|’ HEtt<t>H%2(Q,E) + HHtt(t)H%Q(QHM)}
2,5 =1 )

+ 2 |Juwe ()]|* + 20| Ew(t)||> = 0.

Demonstragao:

Derivando o sistema (3.37) — (3.44) em relacao a t, obtém-se o seguinte sistema:

Upper — ijizl a% (Al-j i%j) + Uyt + keurl By = 0 em € x(0,00), (3.74)
eE — 7cu7“l Hy+0Ey — keurluy =0 em € x (0,00), (3.75)
wHyy + curl By =0 em 2x(0,00), (3.76)
div (uHy) =0 em Qx(0,00), (3.77)
U (0) = (ug, us, Eo, Hy) = A* U em €, (3.78)
uy =0, Eyxn=0 em 00 x (0,00). (3.79)

Tomando o produto interno de (3.74) com uy(t), de (3.75) com Eyu(t) e de (3.76)

com Hy(t), integrando em 2 e somando obtém-se:

0 0
/ () e (t) d + / Z { L } it (1) d + / ()] da
Q Q

]
52 0x; Ox;

+ /ﬁ?/ curl Ett (t) . uttt(t) dx + /
Q

Q

[€Euw ()] . Ew(t) do — /chrl Hy(t) . Ey(t) dx

—I-O'/Q |Ey(t)|? dr — /{/chrl Ut (t) . By (t) dx + /Q[,thtt(t)] CHy(t) do

+/ curl Ey(t) . Hyu(t) dx = 0.
Q
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Usando a notagao de produto interno em L?*(€); «) e a Proposigao 1.1 tem-se:

1d ou ou
5 7 e (t )I? +2dt/ Z { Y or, at }.%ft(t) dz + (B (t), Eu(t)) 2 (0

F(Hua(t), Hie (1)) 22 (5 ) + lwae () 1?4 o | Ew(2)||* = 0.

Assim,
ou ou
T {Huttt )|I? +/ ”21 { 9 D, = ] 8;:( ) dx + | Ey(t)|72(0, ) + ||Htt(t)||%2(9;u)}
+ 2 [Jue(8)]]> + 20| Ex(D)|I> = 0
(3.80)
o que prova o Lema 3.9.
m

Demonstracao do Teorema 3.7:

Com as mesmas hipoteses do Lema 3.9, tem-se integrando (3.80) em [0, ] que

bl s [ 3

4,5 =1

+2/ TOATTE ds+za/ 1Eu(s)|2 ds = [[us]]? + / Z

3,7 =1

ou ou
iy G0 G0 o By + IO

’LLQ 8u2
[ 7 O } Ox; d

(3.81)

+ ||E2||%2(Q,e) + ||H2||%2(Qyﬂ)

Multiplicando (3.80) por (1 + t) e integrando por partes em [0, ] tem-se:

ou ou
(1 —|—t)||um || ‘l‘ 1 +t / Z |: ij a tt :| axtit (t) dx + (1 +t)||Ett(t)||%2(Q,e)

1,7 =1
t

t
U OO+ 2 [ (14 5l ds+20 [ (1491 Bals) P ds
0

~ i+ | 3

4,5 =1

ou Ju
//Z 4,52 0)] G ards+ [ 1B g ds+ [ 1 0

(3.82)

(5 6’&2
4,52]. 22 ot Bl + 1l + | )P 0

74



Tomando o produto interno de (3.37) com uy(t), de (3.75) com FEy(t) e de (3.39) com

Hy(t), integrando em 2 e somando obtém-se:

e + | 3

4,5 =1

e ()2

3ut aum 1d
t) d
{”a ] gy DAt s o

+/{/chrl Ei(t) . (t) dx + /Q[eEttt(t)].Et(t) dx

— /chrl Hyu(t) . Ey(t) v+ 2 5 It HEt( )1

- /{/ curl ug(t) . By(t) dx + /[,tht(t)] CHy(t) dx
Q Q

+ / curl Ey(t) . Hy(t) doz = 0.
Q

Usando a notacgao de produto interno em L*(£2; ) e a Proposicao 1.1 tem-se:
8Ut 8utt
i t)d
fu®? + & /Z[Ja ] Gin) da

8utt (9utt 1d 2
-/ > 4500 axi@d b3 o )]

1,7 =1

+(Ettt<t>7 Et(t))ﬂ(ﬂ €) HEt< >H2 + (Htt(t)v Htt(t))LQ(Q;u) = 0.

2dt

Logo,

ou ou
e (O)I° + — / Z { ij &ct ] axt;(t) dx
> ou ou 1d
tt tt 9
t i
/Q ”21 { T B, ] gz, D) 47+ 5 g e
d

+ — (Bu(t), E(t)) 200 — 1B (t) 172000

(3.83)

+5 2 B + [Hu ()l L2 = 0-
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Integrando em [0, t] segue que
' 2 ' 2 1 2, 0 o 1 2
||Uttt(8)|| ds + HHtt(S)HLz(w) ds + 5 lun(@I” + 5 2@ = 5 llu
8utt 8utt
_HE1”2 / | Ey(s HLQ(Qe ds + / / Z [ ij ax 1 (s) dz ds

ij=1 8JIZ

— (Bu(t), Ee(t))r2s0) + (Bay Br) 2o e / Z { aut ] Ouy (t) da

ij
ij=1 (9 (91:2
up | Ou
/ Z [ Ual} 82 /HEtt HL2Qe ds
4,5 =1
ou ou
[ / S [ Sk } 0t d s+ 57 | BB+ 8 1B B
7,5 =1 v
8u ou ¢
ou ou
// S [ 3 Got6)] G (s) o ds 07 B + Cr OO
7,7 =1 v
ouy autt
(t)| d
+C1Z/ ax] x+Clz/ 7, ¢
onde foi usado a equivaléncia das normas || . |[z2@.a) € || - |-

Escolhendo § suficientemente pequeno, usando (3.81) e a condi¢ao (3.9) tem-se:

t
[ as<cns [ [ 5 4y 50| G ) o s
0

833,'
1,7 =1

ou ou ou ou
+C/ Z [ ”axt ] ax: da:+0/ Z{ al ] L) da.

”8 05177,
3,j =1 2,5 =1

Usando (3.81) e o Corolario 3.2 tem-se que

ou ou
[ ds < [ [ 5 450 S dras s

=1 (91:1

Tomando o produto interno de (3.74) com uy(t) e integrando em € obtém-se:

autt Ouyy 1 d 2
/Qutttt( utt dx+/ Z |: ij a :| axl (t) d$+ 2 dt Hutt( )H

2,5 =1

+ m/ curl Ey(t) . uy(t) de = 0.
Q
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Usando a Proposicao 1.1 tem-se:

1d autt Ougy
ﬁ;mtn+/mzj{wa ]2 e)

2,7 =1
d
=T /Uttt(t) () do+ ||ue (1) | (3.85)
Q
Ey(t) . curl uy(t) dx.
Q
Integrando em [0, ¢]
ou ou
wmu2//gnwgt}£@@%
1
=5 ||U2|| - /Uttt(t) ug(t) do + / Uusz . Ug dz
(3.86)

/ Il () dS—I{/ /Ett ). curluy(s) dz ds

< Clr + 6 e (0)]1* 4 6 [Juee(£)]|* + / e (s)])* ds
+/{51/ ||Et,5(s)||2 ds—l—/ié/ ||cu7‘lut,5(s)||2 ds.
0 0

Pela condigao (3.9)
autt

8u

2,5 =1

Assim, escolhendo § suficientemente pequeno e usando (3.81) em (3.86) segue que

[]x

2,5 =1

0 0
l ij E)Ztt ] (f;;tlt(s) dz ds < Cly. (3.87)

Substituindo a estimativa anterior em (3.84) tem-se:

t
/ HHtt(S)H%2(Q;M) ds < C[7 (388)
0

7



Considerando (3.81), (3.87) e (3.88) em (3.82) conclui-se que

autt Oy
(14 ) || (t || +(1+1¢) / E {w ] (t) dx
=1 8 8@
+ (1 + DI B0 + 1+ O Hee (D220 (3.89)

t

t
+2/ (14 5)||we(s)||* ds + 20/ (14 8)||Ey(s)|]* ds < CI.
0 0

Multiplicando (3.80) por (1 + ¢)? e integrando por partes em [0, t| tem-se que

(14 0P e + (02 [ 5

4,5 =1

[ autt ] Oy

g (990 ox; (t) dx

+ L+ 2N Eu)2(,0 + 1+ Ha ()72,
t t
2 / (1+ )| (s)[2 ds + 20 / (1+ 5P Bu(s)|? ds
~ lalP+ | Z
t
o +2 / (1+ ) e (5)] ds
0
Ouy Ouy
2 1 A — . dx d
+ // +5) pa 1[ Jaxj(s)] axi(s) x ds

t
9 / (14 3| Eu()[2a g 5 +2 / (14 8) [ Hu(5) 220 5.

Ouy | Ou
2] G2 o 1Bl (3.90
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Multiplicando (3.83) por (1 +¢) e integrando por partes em [0,¢] tem-se:
¢ ¢
1
[ @ I ds+ [ (@4 (o) o ds+ 5 1+ Dllua®?
0 0

o 1 o 1 [t o [t
+ 5 L+ OB = 5 ull® + 5 1B+ / Jua()[|* ds + = / 1E:(s)* ds
2 2 2 2 Jo 2 Jo

[ a3 [ay 2] 20 do dss [0+ B B s
; 0 S ij axj S . al’z S xr as ; tt L2(Q;e)

1,7 =1
3
aut 8utt Uy au2
—(1+1) / ”21 [A”a } o d:c+/ JZI{ ”ax] o 4

e[ [ 2] 20y e s ()80, B

7,7 =1

t
(E27E1)L2(Q 6) / (Ett( ) Et( ))L2 Q 6 dS < C[7 + / HUtt H2 dS

3

Ju Ju

9 tt tt
/||Et )| d3+// (1+5) E {U o, } 8$i(s)dxds

autt

8Ut
+/(1+S)HE”( Nirizsg do+ OG-+ ZZJ 1/ oz, ’ o <t>' o
o Z 8Ut Ouye dr ds 1 51 (1 - DB ()12
! axj Ox; (s)| dw ds + (1 + 1) ]| B )HL2(Q;5)

4,5 =1

+0 (14 1)||E(t) LQQE /”Ett ||L2(Q6 ds+ = /HEt ||LQQ€

< Outt s [ a ds+ [ 1B ds
0
8utt 8utt ! 2
. 1 E
// (14 ) > [ y axj<3)] Gk(s) do ds+01/0( + 8)[|Euls)|? ds

3
9
FCO (1+1) Z/ Y da:+C’1 1+1) Z/
=1

+Clz// Ous dds+Clz//

+07 (L + D) B2 00 + Cro L+ ) [E(D)]

8Utt
83:1

8utt

(s)
ox;

da: ds

8

onde novamente foi usado a equivaléncia das normas || . |[r2.0) € | - |-
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Usando a condicao (3.9)

t
/<1+s>||Hu< ) s ds + 2(1+t>||Et<>||2<cf7+ /||utt V2 ds

ou ou
2 t tt
+C/ | E:(s)]| ds—l—C'// (1+5s) P [ ij 31‘]-(8)]‘8% (s) dz ds

+C/ 1+ )| Eu(s)|? ds + C(1 +t/ Z { ngut } ng(t)daz

xr
4,5 =1
8Utt Ouy
1+t/ Z { i } (t) do
=1 8 8x,
C 0t | 2% () d ds+ 6-1 (1 + )| Eu(0)||2
+ ”Z:l m& 8%(5) T ds+ (L + OB 7200 0

+Co (1 + )| E(0)])>.

Escolhendo ¢ suficientemente pequeno, usando (3.89), (3.64) e o Corolario 3.2 tem-se:

t
/ (14 5)|| Hu(s )HLz 9. ds < CI;
ou ou
+O/ / 1+S P |: i al’t;(s):| . a{L‘t:(S) dx ds.
Usando a desigualdade acima e (3.89) em (3.90) segue que

ou ou
o+ 07 3 [, 20) 2 a

2,7 =1

+ L+ )| En()l 720 + (1 + O [HHu(D)l|72(q; )

¢ ¢ (3.91)
+2/ (1+ )2 Juae(s)]] ds—l—QU/ (14 )2 Bu(s)|]? ds

ou ou
<017+0// (1+s) 2 1{ i axi-t(s)]axt;(s) dzx ds.
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Multiplicando (3.85) por (1 +t) e integrando por partes em [0,¢] tem-se:

1 8utt 8utt
5(1—!—75 g (2) || +/ / (1+s) 1 {Aij 6—%(5)} om, (s) dx ds

1=

1 1
= Sl 4 5 [ ds = (140 [ ) ) de+ [ s da
0 Q Q

+/0t/QUttt(5) cug(s) do ds + /Ot(l + ) lue(s)[|* ds

— /i/(; /Q(l + 8)Ey(s) . curl uy(s) de ds < ClI —i—/o || uee(s)
+ (14 Ol (0)]* + i (L +8)Jue(®)* + C/O (1 + 8)[[ueee(s)]|* ds

L t
+ mé_l/ (1+s)||Ew(s)||* ds + mi/ (1 + s)||curl uy(s)||* ds.
0 0

Usando as estimativas (3.64), (3.89) e a condicao (3.9) tem-se:

Oy Oy
(1 Ay — : dr ds < C1T
// +Sz]1|: ]3%‘(8)} axi(S) re s
Oy Oy
o Ay — . dx ds.
+C // + s) s 1{ ]axj(s)} 8xi(s) x ds
Escolhendo 0 suficientemente pequeno conclui-se que

t 3 au au
tt tt
| S d dS < Z .

Considerando a estimativa anterior em (3.91) tem-se que

(1 + 02 a2 + (1 + )2 / Z

2,5 =1

{ autt } Ouy (1) da

g 8ZE al‘l

t
HA+ O Ex(O)l72 00 + (1 + O 1 Hu()lI72q; ) + 2/ (1+ ) [[un(s)]” ds (3:92)
0

t
+20/ (1+ )2 Bu(s)||? ds < CI.
0

81



Multiplicando (3.80) por (1 +t)? e integrando por partes em [0,#] tem-se:

(1 + O fum (DI + (1 4+ 1)° /Z

4,5 =1

{ 8utt } Juy (1) da

i 8 ) 8%
+ L+ B2 0.0 + 1+ 02 [ Hu() 720

t

t
+2/ (1+ )2 uaae(5)||2 ds—i—Za/ (14 )| Bu(s)|]? ds
0 0
ou ou
= sl + [ Z R

t
ol + 3 / (1+ Pllu(s)]]? ds
0

t 3
8utt a'u,tt
1 2 A —— ‘
+3/0 /Q( ) 13221 [ Y Ox; (8)] or; (s) do ds

t t
3 / (14 92| Eu(3)|agen ds +3 / (1 + )2 Ha(8) 22y 5.
0 0

[ (3.93)
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Multiplicando (3.83) por (1 + t)? e integrando por partes em [0, t] obtém-se:
¢ ¢
1
[ Pl ds+ [ (04 9P Huls) g ds+ 5 (14 D uad)?
0 0

1

t
g g
+ S W PIBOI = 5 huall + SIEI + [ 1+ ) ds
0

3

+a/0t(1+s)|]Et(s)H2 ds + /Ot/Q(Hs)? 3 {Aijgi;;(sﬂ .‘Xw do ds

ij=1

[ B s [ 5 [a, 20)] 2 e

3,7 =1

wy | Oug oy Ougy
/ Z { ”895} B, dx+2// (1+s) pa 1[ Z]aggj(s)].(%Ei(s)alxds

1,5 =1

_(1 + t)Q (Ett<t)7 Et(t))L?'(Q;e) + (Eg, El)LQ(Q;e) + 2/0 (1 + 8) (Ett<8), Et(é’))Lz(Q; e) ds

<CI; + / (1 + 8)||uw(s)]|* ds + 0/0 (14 9)||E:(s)|* ds

autt autt ! 2 2
// (1+5)? > [Aija—%(s)} S(s) do ds+/0(1+s) 1Eu($) 2200y ds

Z du ou B
G+t / 8xt ‘ axﬁt(t)‘ da o 07 (L4 1B (B) 220
7,7 =1 J %
C (1 8Ut Oy dr d 512 2 E ()12
" Z +9) gz )| |7, )| do ds+ 0+ O IEDI s
3,7 =1

t
/ (1 + 9| Ea() 2y ds + / (14 ) E(S) 2aggu ds < Cr Iy
0

0
t

+/ (14 5) g (s)[2 ds + 01/ (1 + )| E(s)| ds

0

t
/ / (1+5) [A@-j%@)].a““(s) dz ds + C / (14 )| Eu(s)|? ds
i1 89@- 8% 0

3
Ouy autt
— 1
+C(141)? E: / axj(t) dx+01 +1)? E / oot
aut autt 2
+C; E 1+s —(s) dxds—i—C’l g 1+s (s)| dx ds
0z Ox;

+07 (L + 02 [ Eu()ll72 00 + Cro L+ [ EL()]
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onde foi usado a equivaléncia das normas || . ||r2@a) € | - |-
Usando a condicao (3.9) tem-se que

t

t o
[0+ P gy ds+ § A+ OPIEWDI < Cht [ 1+ Sl ds
0

3
+O/(1+3)HEt ||2ds+0// (1+5)* > { ,]g““ ] %th(s)dxds

4,5 =1

3
+c/ (14 )2 Eu(s)| ds + C (1 + 1) / 3 [Awg“t ] gz%(wdm

4,5 =1
1+t/z

|:A 3utt :| autt<t) do

ij—1 g 5’% 8@
+C /t/ (1+s) Z A--%(s) aut(s) dz ds+ 6~ (1+6)2||Eyw(t)?
0o Jo = Y Oz, Oy ()220 )

+C5 (14 t)2|| E(2)]2

Escolhendo ¢ suficientemente pequeno, usando (3.64), o Corolario 3.2 e (3.92) tem-se:

t t 3
%) 0
/(1+3)2||Htt(s)||%2(9;u) ds§CJ7+(J/ /(1+s)2 > {Aij#(s)] . autt(s)dxds.
0 0o JO ij=1 Z; XL
(3.94)

Multiplicando (3.85) por (1+t)? e integrando por partes em [0,¢] tem-se:

1 Ouy Ouyy
5 (]_ +t |utt H +/ / 1 +S P |:AU 8—£](S):| . axz (S) dl‘ dS

Uit (t) - Ut (t) dx + / Uz . Uz dx
Q

= g lual+ [+t ds— @+ 07 [

+2/Ot/9(1+s) e (s) - e (s) d ds+/0t(1+8)2]|uttt(s)H2 ds

t t
— li/ /(1 +8)2Ey(s) . curl uy(s) dv ds < Cl; + C/ (14 5)|lug(s)|)* ds
0o Ja 0

+ (14 6)*luw (1) |I” + L (14 6)?]Juee () |I” + C/O (1 + )2 lu(s)|1* ds

4

‘ t
+ /@6_1/ (14 5)?||EBu(s)||” ds + /@‘5/ (14 5)?[lcurl ug(s)||* ds.
0 0
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Usando as estimativas (3.64), (3.92) e a condicao (3.9) tem-se:
ou t ou t
/ / (1+s)? P {Aij 8_;](8)] : 8;2» (s) dx ds < Cly

ou ou
+C’5/ / (1+s)° P {Aij %t;(s)} . 8;;(8) dx ds.

Escolhendo 0 suficientemente pequeno conclui-se que

Ouy Oy
ot ' < '
/ / (1+5s) P {A” oz, (s)} oz, (s) dx ds < Cly

Considerando a estimativa anterior, (3.94) e (3.92) em (3.93) tem-se que

ou ou
g+ 0ot 3[4, 2] 2 a

1,5 =1

T+ P NEuO 200 T Q@+ [ Hu()I72(0 0

t

t
+2/ (1+ )| uaae(5)||2 ds+20/ (1+ )| Eu(s)|2 ds < CIy.
0 0

Multiplicando (3.80) por (1 + ¢)* e integrando por partes em [0,¢] tem-se:

ou ou
(1 + ) a2 + (1 + ) / Z [ ”att } axt;(t) .

1,7 =1

+ L+ OBt 72,0 + L+ O Hu(t) 720,

t

+2/ (1+ )| ueae(5)||2 d5—|—20/ (1+ )| Eu(s)|2 ds

uy | Ou
“lu s [ 50 [ay 2] 2 .

2,j =1

+ 1l + 4 / (14 5 () ds

Ouy Ouy
+4/ / (1+s)? P {Aij a—x](s)] o, (s) dz ds

t
4 / (14 8| Eu(5) 2o ds + 4 / (14 ) | Hue() 2oy .
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Multiplicando (3.83) por (1 +t)? e integrando por partes em [0, t] obtém-se:
t t
1
[ @ PP ds+ [ 1+ PN B ds+ 5 (14 0P
0 0

o 1 o 3 [
+o 1+ | E ()] = = HU2H2 + 5 HE1H2 + = / (1+ 8)?[lun(s)]1? ds
0

ou ou
00 9 - Ougy tt
-I— (1+s) | E:(s)| ds+// (1+s)? P {A”_O%- (s)}.axi (s) dx ds
0 Ju
/(1+s) 1 Eu(5) 220y ds — (141 / Z [ . aut ] U 1)
7,7 =1 ¢

{A-- %(s)] Ut ds

" 8(L'j (‘)xz

5 ou ou
1 2
i = . dz (1
+/Qz‘,jz1 [Ajaxj] Ox; _'_3// +S

t
—(1+1)* (Bu(t), By(t)) 12(00) + (B2, B1)12(0:) + 3/ (1+5)* (Eu(s), By(s))12(0:¢) ds
0

4,5 =1

3
<Ch+ /<1+s> o ds + 22 [ (oI E)I? ds

ou ou t
/ JCERS > 1{,4“87?@)]6;(3) o ds+ [ (14 9 IBa(s) e 0

8ut 8utt _
cary z]zl / oz ' O; (t)’ do+ 07 (14 O Bu® iz
8ut 8utt 3 9
+CUZI// (1) |5 )‘ St(o)| do ds+ (1L + OB e

3 3 [
b3 [t PIB s ds+ 3 [ 0+ B o ds < 1T
0 0

t

5 [Pl ds+ 0 [ @ sFIBGIP ds

t
/ / (1+5)? [Aij%@)]a““(s) dr ds + C / (14 8[| Eu(s)|? ds
i1 8@- 8@ 0

L O (14 t)? Z/ autt dr + Oy (14 1) Z/ 387“;“
+C Z//H 2 | Ot o ds +C Z//H— a““s)2dxds
! Ox; (s)] du ds ! ox;

+0H L+ P [Eu(®)llL2i00 + Cro (L + 8 [EL(D)]
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onde foi usado a equivaléncia das normas || . ||r2@a) € | - |-

Usando a condicao (3.9) tem-se que

t

¢ o 3
[t P U ds + 5 U+ OPIBQI < Clt 5 [ (@t 9P ds
0 0

3

+C/0t(1+3)2|\Et(s)H2 ds+ C /Ot/g<1+s)3 > [Aijgixj(s)] .27;?(3) dx ds

ij=1

|: 8ut (9ut (t) du

+0/(1+s) IBa(s)P ds+ € (1+)° | > wa—%“ﬂ'axi

7,7 =1
1+t/z

2,5 =1

+c// (14 5)? {A..%@].aut(s) dz ds + 671 (1+ 0| Eu(®)| 220,
4,5 =1

" 8l’j 8951

{ Ouy } Ouy (1) da

g 3x] ' 81‘,

+C0 (14| E(0)].

Escolhendo ¢ suficientemente pequeno, usando (3.64), o Corolario 3.2 e (3.95) tem-se:

t t 3
ou ou
1+s)3H, 2, <CI 1+s) Api—2(s)| . =2 (s) dx ds.
[0+ Py ds < O [ [ (149) Z{ )] Gt o
(3.97)

Multiplicando (3.85) por (1 + ¢)? e integrando por partes em [0, t] tem-se:

1 2 Ougy Oy
5(1+t g ()| / / + 5)° P {Aij a—%(s)] o, (s) dx ds

3
2

1 2
= 5 el +

uttt(t) . Utt<t) dx + / us . Uz dx

Q Q

[t as— -+ [

—l—S/O /Q(l + 8)?ugse(8) - ug(s) dw ds +/O (14 8)*|lugee()|)* ds

—Ii/ /(1 + 8)?Ey(s) . curluy(s) dov ds < CI; + C’/ (14 8)?|luw(s)||* ds
0 Jo 0

+ (L4 8w ()|* + %(1 + 1) e (t)1* + C/O (1+ ) [lue(s)]|* ds

¢ t
+m51/ (1+ 8)%|| Ex(s)|]* ds + “5/ (1+ )*(|lcurluy(s)|)? ds.
0 0
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Usando as estimativas (3.64), (3.95) e a condicao (3.9) tem-se:

Oug Ougy
(1 A — . dr ds < CT
// +5)3 P 1[ Jaxj(s)] axi(s) x ds < Cly
Oy Oy
Cé Ay — ) dx ds.
+ // + 5)° pa 1{ j 8xj<s>] (%i(s) x ds
Escolhendo 0 suficientemente pequeno conclui-se que

ou ou

Considerando a estimativa anterior, (3.97) e (3.95) em (3.96) tem-se que

0 0
1+ 0 a0+ (140 [ 3 [ e ] U (1) o

1,7 =1

+ L+ DBt z2,0 + L+ O H(O)1 2205,

t t
+2/ (1+ ) |ueae(5)||2 ds—i—QU/ (1+ )| Eu(s)|2 ds < CI.
0 0

Multiplicando (3.80) por (1 + ¢)® e integrando por partes em [0, t] tem-se:

(t) dx

(14 8)%Juge () ])? + (1 +1)° /Z

i, =1

autt Ougy
i 8 8@

+ (L + 2 Eu(D) 72050 + 1+ O 1Hu () 720,

t

t
+2/ (14 5)°|Juge (5] ds—|—2a/ (14 5)°||Eu(s)|* ds
0
2 U9 aUQ
Sl 30 [ 2] e

2,7 =1

t
+ 1 Hal + 5 / (14 5) (o) ds

Oy Oy
(1 A — .
+5/ / + 5)* P [ T B, (s)] oz, (s) dx ds

t
5 / (1 + 8) [ Bun()| By ds + 5 / (1 + 8) [ Ha(5) 2o .
0 0

||L2 Q;¢€)
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Multiplicando (3.83) por (1 + t)* e integrando por partes em [0, t] obtém-se:

t t
1
[+ 9 I ds+ [ 0+ U6 ds+ 5 0+ 0 a0

o 1 o t
FZAEDUBOI = 5wl + 1B +2 [ (19 u()]?

3

+20/0t(1+s)3||Et(s)||2 ds + /Ot/ﬂ(1+s)4 > {AUZL;;(S)] .git;(s) dx ds

ij=1

ou ou
/(1+s) 1 Eu(5) 2200y dls — (1 +1)° / Z [ S } 1) e

i, =1

5 ou ou
1 2
Pty dr + 4 (1
+/Q z‘,jZ1 [Ajaxj] Oz; " // oy

t
— (14 B (Bult), B()) paase) + (Fay By paase) + 4 / (1+ 9)* (Bu(s), Bi(s)) 20 ds
0

8ut 8utt
{Aij a—%(s)} -5 (s) dz ds

4,5 =1

t t
< CI; + 2/ (1+ s)3||utt(s)H2 ds + 20/ (1+ s)3||E,5(s)||2 ds
0

ou ou t
/ |+ 2 1{,4“87?@)]6;(3) da ds+ [ (14 9 1Bl 0

ou ou _
Ci+o Z/ 240)] |G| ot 57 0+ 0 1B
i,j=1 J ¢
8ut 8utt 4 9
+C Z 1+5 (97 s) ax(s) dr ds+ 0 (1+ )| Ey(t)l[72(0: 0
7 7

i,j =1

t
#2 [ 0 Ny ds 42 [ (4 P IB s ds < Ou
0 0

t

+2/ (14 5)3[[ua(s)|2 ds + 01/ (14 Y[ Eu(s)|]? ds

3
ou ou t
4 tt tt 4 2
// 1+ Y [ 5 o } St(s) do ds -+ 01/<1+s) | Euls)|2 ds

4,5 =1 0
’ ou ou
3 t (1 tt
+C 6 (1 +1) ;/ _axj(t) da:+Cl + 1)’ Z/ a:cl
+C Z// (14 s)® %(s dx ds + C Z// (1+s autt (s) dxds
! Ox; ! Or;

+07 (L4 DM B2 0,0 + Cro (L DM IE(D)]
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onde foi usado a equivaléncia das normas || . ||r2@a) € | - |-

Usando a condicao (3.9) tem-se que

t o t
/ (L4 ) Hu() 22000 ds + 5 (LD B < CIr + 2/ (1 + 5)[|use(s)* ds
0 0

3

+C’/t(1+s)3||E(s)||2 ds+ C /t/ (1+s)* Z _A'-%(s) 8““(s) dz ds
0 ! 0 O ) L " 3:173 ' 0331

(t) dz

+C/t(1+s)4||E (8)||2 ds + C5 (1 + 1) / Z 4, ] O
0 " ~ |7 Ox; 7] O

+C6(141) / Z

7,7 =1

[ 8Utt } O

1 @I] 8@ (t) dr

3ut 8ut _
+C / / +S = lAl] a—%(S)l axz (S) dz ds + ) ! (1 +t)4HEtt<t>H%2(Q7g)

+Co (1 + 1) E(t)]>.
Escolhendo ¢ suficientemente pequeno, usando (3.64), o Corolario 3.2 e (3.98) tem-se:

t
o
/0 (L4 9) [ Hu(8) 220, ds + 7 A+ DB < CLp

t 3
ou ou
4 el £t
—i—C/O /Q(l +s) Z_ {Al] o, (3)] o, (s) dx ds (3.100)
6’Utt 8Utt

Multiplicando (3.85) por (1 + t) e integrando por partes em [0, t] tem-se:

%(1+t )4 | (8] + // (1+s) {A.-%(s)}.autt(s) dr ds
2,5 =1

" 81Ej 8%
1
=5 Jus|” + 2/ (14 5)3||ug(s)||* ds — (1 + t)4/
0 Q

gy (t) . uy(t) do + / U3 . Us dx
Q

t t
—{—4/ /(1 + s)guttt(s) cug(s) dx ds —I—/ (1+ s)4||uttt(s)|]2 ds

0o Ja 0

t t
— /41/ /(1 + 5)4Ett(s) ccurluy(s) de ds < Cl; + C/ (14 5)?||ug(s)]]* ds

0o Ja 0

+ (146 lue ()] +

1 t
4 (1) et (B + C/ (1+ 8) lu(s)|* ds
0

‘ t
+f<;5_1/ (L4 s)*|| Ew(s)|]” ds + f<a5/ (14 s)Y|curl ug(s)||* ds.
0 0
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Usando as estimativas (3.64), (3.98) e a condicao (3.9) tem-se:

Ouyy Ouyy
e . <
/ / (1+s)! P {Aw o, (3)] . (s) dx ds < Cly

Oy Oy
+C(5/ / 1 +S = |:A,Lj 8_(1}]<S):| . axz (S) dx ds.

Escolhendo 4 suficientemente pequeno conclui-se que

t 5 3u 3u
tt tt
+ 8 s) dx ds < [7.

Considerando a estimativa anterior, (3.100) e (3.98) em (3.99) tem-se que

(14 0P ) + 3 (14 1)° /Z

2,5 =1

{ Gutt } Oy (1) da

i 8 81‘1
t
+(1+ t)5\|Ett(t)||%2(Q;E) + (14 t)° || Hu(t )||L2 1) / (14 8)°|Juge(s)|* ds (3.101)

t
50
+20/ (L4 8P Bu(s)” ds+ —= (L+ | E()]* < CTr.
0

Na seqiiéncia da demonstragao vamos mostrar que

[y [a

3,7 =1

(t)de < CL(1+t)*  Vit>0.

8ut (9ut
i (91: 81’1

Tomando o produto interno de (3.37) com wu(t) e integrando em € tem-se:

ou ou
/Quttt( Cug(t d$+/ Z[uat } att dx+/|utt )| da

2,5 =1
+ /{/ curl By(t) . uu(t) doe = 0.
Q

Ou ainda,

1d

5 = Il +

3
ou ou
P X ] G e ol
1 J i

+ /i/ curl Ey(t) . uyu(t) de = 0.
0

N | —
Q.l&
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Multiplicando a igualdade anterior por (1 + t)?, integrando por partes em [0,] e

usando as estimativas (3.64) e o Corolario 3.2 obtém-se:

s+ a0t [ 3 [, 200] 2 e [0 9 ol o

2,5 =1

1 2 / 5 |: U1:| 8U1 /t 3 2
= — ||u E i dr + 2 14 s)°||uw(s)]| ds
|| 2” = J B axz 0 ( ) || tt( )H

3 (3ut 8ut ! 4
+2 1 + s) Z ij 8 = (s)dxds — K (1+ s) curl Ey(s) . uy(s) drds
i 0o Jo

<Cl -k /0 /Q (1—|—s)4%[curl Et(s).ut(s)} dz ds + & /0 t /Q (1+ 8)icurl Eu(s)ug(s) dz ds
=Cl; — k(1 +t)4/

curl Ey(t) . u(t) dx + n/ curl By .uy dx
Q Q

t t
+4/<;/ /(1 + 5)3curl Ey(s) . uy(s) d ds + /—c/ /(1 + 5)* curl Ey(s) . uy(s) dx ds.
0o Jo 0o Ja

Pela Proposicao 1.1 e por (3.39) tem-se:

1 (9ut 8ut t 4 2
S(1+1) / Z { 5 5, } () dx+/0(1+s) lua()I? ds < CI

2,j =1

+ k(14 t)4/Q[tht(t)] cug(t) do + 4/1/;/9(1 + 5)°Ey(s) . curl uy(s) dx ds

t
+I<L/ /(1 + 8)* Eu(s) . curlug(s) dv ds < Cy Ir + 5 (1 + 6)* (Hy (1), we(t)) £2 (0 )
0 Ja
t t t
—I—C'l/ (14 5)%|| E,(s)]? ds—l—C’l/ (14 5)3||curl uy(s)||* ds + g/ (14 5)°||Ew(s)|? ds
0 0 0
¢
K
< Colr+ 5 (14 07 Hu(0) 720, +02(1+t>3||ut<t)||2+02/ (1+ 5’| Ex(s)]|* ds
0

t t
G [t sPleurtu)F ds+ 5 [ (14 7Bl ds
0 0

onde foi usado a equivaléncia das normas || . ||r2@.0) € | - |-

Usando as estimativas (3.64), (3.101) e a condigao (3.9) tem-se:

%1“‘/2

4,5 =1

0 0 t
et S do [ o)) o

3

t 3ut 8ut
< 3 2 .
< CL+C 1+ u)| +c/0 /Q(l—l—s §: [ 95 } S(s) da ds
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Pelo Corolario 3.2 conclui-se que

%1+t/2

2,5 =1

9 9 t
{ i azt } azt (*) dx*/ (1+ )" uu(s)|? ds < Clr. (3.102)
i 0

Para concluirmos a demonstracao do Teorema 3.7 vamos mostrar que:

(14 )% ||ug (t)||* < CIL.

Multiplicando (3.85) por (1+t)° e integrando por partes em [0,¢] tem-se:

1 2 OQugy Oy
5(14—75 llwwe ()| // (1+s)° P {Awﬁ_g(;]<8)] o, (s) dz ds

:%||u2|]2 2 / (14 5)*Jug(s)||* ds — (1+t)5/uttt(t).utt(t) dx

0 Q

¢ ¢
—I—/ Uz . Uy dr + 5/ /(1 + 3)4 Uit (8) - uge(8) da ds +/ (1+ s)5||uttt(s)||2 ds
Q 0o Jo 0

¢ ¢
— li/ /(1 + 3)5Ett(s) ccurluy(s) de ds < Cl; + C’/ (1+ 3)4||u,5,5(s)||2 ds
0 Jo 0

O e @IP + ~ (4 0P Jun @) + C / (1+ 5)°luwe(s)|* ds

4

t

t
no™t [ PIBI ds w5 [ (s leurtuals)| ds.
0 0

Usando (3.101), (3.102) e a condi¢ao (3.9) tem-se:

1 2, : (9Utt Ouy
Z(1+t l|ue ()] + 1+ s) Z Y or, 5 (s) da ds

j=1

3
< CI; + 6~ 117+05// (1+s)° Z{ Ouu } ity d ds.

1
g 8% 0x;

Escolhendo 4 suficientemente pequeno segue que
(1 + 1) lua(®)[* < CL.

Pela densidade de D(A%) em D(A?) (ver Apéndice 3) a desigualdade acima e as
desigualdades (3.101) e (3.102) sao validas se (ug,u1, Eo, Hy) € D(A?). A demonstragao
do Teorema 3.7 segue da estimativa anterior, de (3.102), (3.101), do Corolario 3.2, das
equagoes (3.37)-(3.39) e da condigao (3.9).
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Corolario 3.3. Considerando as mesmas hipoteses do Teorema 3.7, a solugao (u,uy, E, H)

do sistema (3.1) — (3.7) satisfaz as sequintes estimativas:
|| Lu(t) — k curl E(t )H[Hl s < CL;(1+1)73, Vit>0,
| —oe ' E(t) + reteurluy(t) + e eurl H(t) |} ey < CIz(1+1)72, V>0,

|l teurl E(t)]]3, < CIL;(1+1t)72, Vit>0

(curl; )
onde C' > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais.

Demonstragao:
Temos que Uy € D(A?) e U(t) = AU(t) entao Uy(t) = AU(t) e AUy (t) = A2U(1).
Assim, Uy (t) = A*U(t), ou seja,

u(t) = Lu(t) — ug(t) — K curl E(t), (3.103)
Ut (t) = Lug(t) — Lu(t) + ue(t) + kcurl E(t

e (t) (1) (t) + ue(t) (t) (3.104)
—reurl (—oe 'E(t) + ke teurl uy(t) + e teurl H(t)),
Ey(t) = c?e e E(t) —oke te eurlu(t) — oe te teurl H(t) (3.105)
+ ke teurl (Lu(t) — w(t) — keurl E(t))—e teurl (p~teurl E(t)), '
Hy(t) = —pteurl (—oe ' E(t) + ke teurluy(t) + e teurl H(1)). (3.106)

Por (3.103) tem-se:
[ Lu(t) — K eurl BT qye = llue(t) + we)llfaoye < 2llua@Nfm @ + 20w 1 gy
Pelo Teorema 3.7 segue que
| Lu(t) — k curl E(t)||[2H1(Q)]3 <CL(1+t)?

Por (3.104) tem-se:
1
curl (—oe ™ E(t) + ke teurluy(t) + e Feurl H(t))= —— uu(t)
K

1 1 1
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Assim, usando a condigao (3.9)
| — e E(t) + ke teurlug(t) + e eurl H(t)||§{(curl;9)
= || —oe *E(t) + ke tcurl uy(t) + e teurl H(t)|?
+leurl (—oe E(t) + ke teurl uy(t) + e teurl H(t)) ||
= | — oe L E(t) + e teurluy(t) + e Leurl H(t)|?
—1—% | — e (t) + Lug(t) — Lu(t) + u(t) + x curl B(t)]|?

< C|E( ||2+0/ Z

2,j=1

+ Cllue (O] + Cll Lus ()] + Cl Lu()|]* + Cllue(®)|* + Clleurl E()]1*.

8Ut 8ut 2
{ 5 Ga } S (1) d -+ Cleurl H(1)|

Pelo Teorema 3.7 segue que

| —oe 'E(t) + ke teurlug(t) + e eurl H(t)H%{(Cm;Q) <C(1+t)2

Por (3.105) e (3.103) tem-se:

curl (p eurl E(t))= —eEy(t)+0°e " E(t)—oke 'curl u(t)—oe  curl H(t)+r curl uy(t).

Assim,

I~ eurl E() 2 sy = Il curl BQI + lleurl (1 eurl E®))|? = [|a~curl E(1)]?

(curl; )

+|| — eEu(t) + o2 E(t) — ore teurl uy(t) — oe teurl H(t) + k curl uy(t)||?

{ %(t)] 20y

g aﬁj ém

< Clleurl E@®)|? + C||Ex(t)||2 + C|| E(t) ||2+C/ Z

i,7=1

8u 8u

2,7=1

Pelo Teorema 3.7 segue que
||/L_ICUTZ E@)H%J(curl,ﬂ) < 017(1 + t)_2

Assim, o Corolério 3.3 estd demonstrado.

95



Capitulo 4

Equacoes Elasto-Eletromagnéticas

Anisotropicas Semilineares

Neste capitulo, mostramos a existéncia de solugoes globais e taxas de decaimento da

energia associada ao seguinte problema semilinear de valor inicial:

M—g;é%@ﬁ%Q+W+MWMEfW) em Qx(0,00), (4.1)
€Ey —curl H+ oF — kcurlu, =0 em Qx(0,00), (4.2)
pHy + curl E =0 em € x (0,00), (4.3)
div(pH) =0 em 2 x(0,00), (4.4)
u(z,0) = ug(x), u(z,0) = up(x) em £, (4.5)
E(z,0) = Ey(x), H(x,0)= Hy(x) em €, (4.6)
u =0, Exn=0 em 02 x (0,00) (4.7)

onde ¢ um dominio exterior em R?, ou seja, 2 = R*\O sendo O um aberto e limitado
com fronteira 0O de classe C2. A fungdo f, que aparece em (4.1), satisfaz a seguinte

hipotese:

HIPOTESE 4.1: Seja f = (f1, f2, f3) com f; : R® — R tal que f; € C3(R?). Suponha

que exista constantes positivas ki, ko, k3 tal que:

FO] < Rl &P, VEeR?

[V AOI<k|EPT,  VEER, =123 (4.8)
‘v?f(&)‘g BIEP2  VEER), ij—1,23
J

para algum p > 5/3.
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Um exemplo classico de funcao f satisfazendo as condigoes acima é dado por
fiR =R, f&) = g*¢.

O sistema (4.1)-(4.3) com condigoes iniciais (4.5)-(4.6) é equivalente ao problema:

AU
—r () = AU(t) + F(U(1)) (4.9)
U(0) = Uy

onde U(t) = (u(t),w(t), E(t), H(t)), Uy = (uo, w1, Eo, Ho), F(U(t)) = (0, f(u(t)),0,0)
e A=A+DB sendo A: D(A) C X — X e B: X — X os operadores lineares definidos
no Capitulo 3.

4.1 Existéncia de solucgao local

Nesta secao, usando resultados da teoria de semigrupos, vamos provar a existéncia de

solucdo local para o sistema (4.1)-(4.7).

Teorema 4.1. Seja Q = R3*\O, onde O ¢ um conjunto aberto e limitado do R com
fronteira OO de classe C*. Suponha que € e u satisfazem a Hipotese 3.1, as matrizes
Aij, 1 < 4,5 <3, satisfazem a Hipdtese 3.2 e [ satisfaz a Hipotese 4.1. Além disso,
assumimos que €, f1i; € Wh2(Q), 1 <4,5 < 3. Se (ug, w1, Eo, Hy) € D(A*)NY emiste
T, > 0 tal que o problema (4.1)-(4.7) tem wma unica solugao

(w,ue, B, H) € C([0,T,,); D(A*)NY) N C'([0,T,,); D(A)NY)
satisfazendo uma das duas possibilidades: T,, = +00 ou T, < 400 e nesse caso

lim ||(u, w, B, H +00
t—Tm

)HD(AQ):
onde ||.||p2y € anorma dada por (3.73).

A demonstragao do Teorema 4.1 depende do seguinte lema:

Lema 4.1. F : D(A?) — D(A?) € Lipschitz continua em conjuntos limitados, isto €,

para toda constante M, existe Ly tal que
[1F(v) = F(u)lpaz) < Lullv = ul paz)
Vu,v € D(A%) tal que ||ul|pazy <M e |vl|puz < M.
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Demonstracgao:

Sejau,v € D(A?), comu = (uy, ug, uz, ug) ¢ v = (v1, V2,03, 04) tal que ||ul|pazy < M
€ ||U||D(A2) S M.

Se |lul|p(azy < M usando a imersao H?(Q2) — L>(£), tem-se que

Primeira estimativa:  ||F(v) — F(u)||x < Li(M)||v — ul|peaz)
Usando o Teorema do Valor Médio, tem-se:

1F(v) = F(u)ll% = [1(0, f(v2) = f(u2),0,0)[% = [[f(v2) — f(u2)||?

3

3
Zﬂmm — filu) 720 =§:/jﬂ@ — filus())|? da

| /\

/m (@) dr < Ly (M) [ — ully e

Segunda estimativa: | A(F(v) — F(u))|x < Lo(M)|lv — ul| peaz)

Pela definigio do operador A, temos que
IA(F(v) = F(w) % = A0, f(v2) — f(u2),0,0)[%
= [[(f(v2) = f(ua), —f(v2) + f(u2), se~ curl f(va) — re eurl f(uz),0)[1%
< C||f(v2) = f(u2)|fr e = C i 1fi(v2) = filua)ll o

Pela primeira estimativa:

Z 1fi(v2) = filu2) ) < Li(M) [Jv = ul| D).

Resta mostrar que:

2
< COM) |lv—ulbhaey,  para i, j=1,2,3.
L2(Q)

Ha%j(fi(vg) — fi(u2))
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_ 0z 0zy 0Oz _
Se z = (21, 29, 23) usaremos a seguinte nota¢do D%z = ( , entao

811]" &)sj’ &vj

Hé}uxw> fi(12)) /Ivﬁv2 Déivs() = 7 filua(a)) . Dus(a)| da

<2/ |7 fi(va()) . D03 (e )—Vfi(vg(x)).DerQ(x)f dx
+2/\vﬁv2 ). Dtus ) — 7 filuala)) . Dus(a)| d

< Cy(M) [ D0y = D us|* + CL(M)|| 7 filvz) = 7 fiua)[[Fpoe a| D7 12 *
< Co(M) [[vs = w3 s gy + Co )| ¥ Fi(02) = ¥ i) ey

< C3(M) flva = w2lfis gy + Ca(M)|vs = 2| (s

< C(M) HUQ - UzH[QHz(Q)]s < C(M) ||U - U’HQD(A2)7

onde foi usado o Teorema do Valor Médio.

Terceira estimativa: || A*(F(v) — F(u))|x < Ls(M)||v — ul| pca2)

Pela definicio do operador A, temos que
JA2(F () — F()[[% = [|42(0, f(v2) — £(u2).0,0) [k
= [(—F(2) + f(uz), L(F(v2) — Fluz)) + F(v2) — Fluz) — K2eurl(e eurl(f(va) — f(us))),
o e e eurl (f(vg) — f(u)) — m e eurl (£(vg) — f(un)).
e curl (¢ eurl (f(v2) — f ()%
samwwwwm&mw—CE;mwﬂ—me;@

Pela segunda estimativa:

3
Z 1fi(va) = fi(u) 3y < La(M) [[v — ull 42)-

Resta mostrar que:

2

82

0. 0% < C(M)|lv —ullhazy,  para i,j,k=1,2,3.

L2(Q)

(fz(v2> fi(us))
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Seja vy = (Va1, Va2, Va3) € Uy = (Ug1, Uz, Usg3), ENLAO

02 2 ) , 2
‘axk (fz(UQ) fi(uQ)) ) ‘ax (sz(vz) ]Uz—Vfi(Uz).D]W) .
= [|(D%* 7 fi(v3)) . D90y + 7 fi(va) . D Dvy = (D% 7 fi(up)) . D% us

3
e e afz e 81} ,
“vste) Dl 2 [7(g09) 2] 5
i afl ek 8U2 l 5k+5j _ . ek-l,-ej ?
(o)) D] G b ) D = tae) D |

i { 82f1 ) 8U2,m avz,l 82fi ) auQ,m 3“2,1}

oyt 0%y, 01y Oy, Ox; _8xm8xl 2 Oxy, Oz,
2
+ 7 fi(v2) . D*F vy — 57 fi(ug) . D H ey
L2(9)
3
82fz‘ Oy Ovg 32fi Oy OUa
<C ’ S ’ ’
- mzz;1 o, 0x; (va) Ory, Ox;  Oxp, Oxy ) Oxy,  Ox; 12(9)
anz anm vy 32fz‘ O m Oug
C ) v ) )
+ Z ‘(hm 8xl Ox,, Ox; Oz, Oxy ) Oy, Oz, £2(9)
+C || fi(va) . D505 — <7 fi(ug) . DeHeWzHiz(m
+C || fi(uz) . D505 — 7 fi(ug) . De’“’LerzHiZ(Q)
3 2 2 ¢ 2 2 2
<C Z 0°fi 2) o 0° fi (u2) aUQ,m 302,1
o, 0x; 0, 0x; Lo (Q) oxy, LA(Q) 0z L4()
azfz ? OVa 1, Ovay O m Ougy
+C : s ’ ’
m; H 0%y, 8xl ) Lo (Q) Oz, Ox; Oz, Ox; L2()

+ C HVfZ(U2> - Vf’L(uQ)HfLoo(Q)]?) “D6k+ejv2}}2

o+ C [ (u2) [ s | D002 = Do
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Como H'(Q) — L*(Q) e ||UH2D(A2) < M, usando o Teorema do Valor Médio, tem-se:

2 2 2

(92 3 81}2 m 8’02 l
(fi(va) = fi(ug)) < Ci(M) [vg = ua e s || 5 ’
‘ axk 891,’]- L2() m%l [Loo ()] aiUk H1(Q) 8.I'j HY(Q)
3 2
vy, OV Oug .y OV Oug ., OV Ous ., OU
+ Oy (M) Z 2, & 20 a2, 2,1 82, 20 Oy, a 2,1
Syt Oz, Ox; xp Oz, x, Oz Oy, Oz, £2(9)
+ CLM) [[v2 = 2| s V2 Iz s + C1(M) vz — ua|[Fz oo
3 2 2
OVym  OUagm v
< D o= ulfe + Ca0n) 3 | G2 - ’
e mgl Ove Ok |lpayll 975 [lpae)
3 2
Ol m Ovyy  Ougy 2
+ Co(M) ’ s — = < C3(M) [|[v — ul| D42
mgl Ok Npaoyll 05 025 |l1a(q) e
3
87]2 m 8%2 m a'UQ l
+ C5(M) — — : :
m;l Oz Oz |mgll 975 llm)
3 2 2
Ous Ovyy  Ougy 2
+C5(M) : o < CWM) lv = ullpaz-
m;l Oz Nm@ll 975 0% limq) o
A prova do Lema 4.1 segue das trés estimativas acima.
]

Na demonstracao do Teorema 4.1 usaremos o seguinte resultado:

Teorema 4.2. Seja A, o gerador infinitesimal de um semigrupo Co em X; e
Fy : D(A;) — D(Ay) Lipschitz continua em conjuntos limitados. Se Uy € D(A1) entao

o problema

dau
dt
U(0) = Uy

tem uma tnica solu¢ao U definida no intervalo de tempo mazimal [0,T,,) tal que

(t) = AU(t) + FL(U(2))

U e C([0,T,); D(Ay)) N C([0,T,); X1)
satisfazendo uma das duas possibilidades: T, = +oo ou T}, < +00 e nesse caso

lim (¢

T >HD(.Al): +o0.

A demonstracao do Teorema 4.2 é bastante conhecida e podera ser encontrada em H.

Brezis e T. Cazenave [3].
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Demonstracao do Teorema 4.1:
Seja X1 = D(A). Entao A; definido por:

D(A)) = {m € X, Axe Xl}
Az = Az, V x e D(A)

é o gerador de um semigrupo Cp em X;. Além disso, se {S (t)} ter+ € O semigrupo em X

gerado por A e {Sl (t)} é o semigrupo em X; gerado por A, entao

teR+t

Si(t)x = S(t) z, VeeX, e t>0.

As afirmagoes acima estao provadas no Apéndice 6. Observe que D(A;) = D(A?),
entdo pelo Lema 4.1, F' : D(A;) — D(A;) é Lipschitz continua em conjuntos limitados.

Assim, pelo Teorema 4.2, se Uy € D(A?) o problema (4.9) tem uma tnica solugao
forte

U e C([0,T,n); D(A*)) N C([0,T,n); D(A))

satisfazendo uma das duas possibilidades: T}, = 400 ou 7,, < +00 e nesse caso
lim HU(t)HD(AQ): +o0.

t—Tm

Analogamente ao que foi feito no Teorema 3.1, mostra-se que se div uHy = 0 entao

divpH(t) =0 Vt>0. Dessa forma, o Teorema 4.1 estd demonstrado.

4.2 Existéncia de solugcao global e comportamento

assintotico

Nesta se¢ao, mostramos a existéncia de solucao global e encontramos taxas de decai-
mento para a energia associada ao sistema (4.1)-(4.7).
Os dois proximos lemas sao usados na demonstracao do Teorema 4.3. A prova do

Lema 4.2 pode ser encontrada em ITkehata [14].

Lema 4.2. Seja 3 > 1 um nimero real. Entao, existe uma constante Cg > 0 dependendo

somente de (3 tal que

t
/ (T4t —s)"2(14s) P ds < Cy(1 +1t)" /2
0

t
/ (1+t—s5)" 1+s)Pds<Cs(l141t)"
0
para todo t > 0.
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Lema 4.3. Se 1 <m < (3 entao existe uma constante C(3, m) tal que

/t(1+t—s)m(1—|—s)5 ds < C(B,m)(1+1t)~™, Vit>0.
0

Demonstracgao:

Observe que
t
/ (It —s5) ™1 +5)P ds < L(£) + Lo(t)
0

onde

(1+t)/
(1) = / (1+t— 51+ 5) ds,
0

t+1/2
IQ(t):/ (I4+t—s5)™(1+5)" ds.
(1+0)/2

Como (3 >1 tem-se

(1+t)/2 (1+¢)/2 (1+1) -m
Lt) = / (L+t—8) (14 8)° ds < / (1 . > (14 )7 ds
0 0

2
1\ ™ a2 5 . ol (1 s)7AH
_(T) /O (148) 7 ds = 27 (1+1) {W

(1+t)/2 }

0

:ﬁzjl(ut) {1— <1+¥>_6+1]§ 2" (B-1) A+t

Por outro lado,

t+1/2 141t B pt+1/2
I>(t) :/ (1+t—5)™1+s)Pds< (T) / (14+t—s)""ds
1 (

(1+¢)/2 1+t)/2

4~

1+
2

(1—|—t ) —m+1
—-m+1

t+1/2 :|

(1+¢)/2

(2T
() e ()
R

146\ "
g( ;r > (m—1)"t2m =t <o (g — 1) ML+ )™

+

_|_

Assim, concluimos que

/t(l—i-t—s)_m(l—ks)_ﬁ ds < C(B,m) (1 +t)™™, Vit>0.
0
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O resultado para o problema semilinear é o seguinte:

Teorema 4.3. Considerando €, €, p, as matrizes A;j, 1 <1i,57 <3 e f com as mesmas
hipdteses do Teorema 4.1. Seja (ug,uy, Eo, Hy) € D(A*) NY tal que pHy = curl vy,
com vy € Ho(curl; ), e (ug +up) € [L¥2(Q)]?. Entdo existe um nimero real § > 0 tal
que se I; < 9, o sistema (4.1)-(4.7) tem uma unica solugao global forte

(u,ue, B, H) € C([0,00); D(A*)NY) N C([0,00); D(A) NY)

tal que
lu@I? + [HB)|? < CL(1+ )7 vi>0,
I|EO|* + ||curl H(t)|> + / Z [ i (x t)} g (z,t)dx < CI;(1+t)2 Vt >0,
ij=1
llus (O + || Lu(t)||? + ||curl E()|]? < CI;(1 + )73, Vit>0,
/ Z { i 81“ ,t)] g;t(x t) de < CI(1 + )™ V>0,
ij=1
| Lus (1) ||* < CI; (1 4 t) 75, Vit>0,

onde C' > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais e

Ir = |[(uo, ur, Eo, Ho) [ a2y + [0 + wnllfpe/s gy + Iltoll*.

Demonstragao:
Definimos
[[[w1, w2, ws, wa]llg = [[wil] + [[wall
awl E)w 1/2
= [ — d
s s, s, wille = sl + eurtad + Z Aute) G )] G o) o)
+ || — ot ws + ke Leurlwy + e teurl w4||H(Curl;Q) + || reurl ws || gecurt; )
[[[wr, w2, ws, walllc = [|wall + || Lw: || + eurl ws|| + |[Lwr — & curlws ||y ,

awg ng 1/2
|: 1] ):| . axz (:L‘) dl’) )

||[w1,/l,UQ,U}3,w4 ||H — (/ Z

4,5 =1

||[wn, wa, w3, wal||; = || Lws|| .
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Usando as estimativas de decaimento obtida para a energia do sistema linear (3.1)-
(3.7), vamos obter taxas de decaimento para a energia do sistema semilinear (4.1)-(4.7).
Por propriedades conhecidas da teoria de semigrupos, a solu¢ao do sistema semilinear

(4.1)-(4.7) pode ser escrita da forma:

U(t) = S(t)U + /0 S(t— $)F(U(s)) ds (4.10)

onde U(t) = (u(t),w(t), E(t), H(t)), Uy = (uo,u1, Eo, Hy) e F(U(s)) = (0, f(u(s)),0,0).
Pelo Teorema 4.1, para mostrarmos a existéncia de solucao global, é suficiente obter-
mos estimativas a priori da solugao na norma D(.A?) no intervalo de existéncia maximal
[0,7,,,). Mostraremos ainda, que as estimativas encontradas para o problema linear, sdo
mantidas para o problema semilinear.
Como conseqiiéncia imediata do Teorema 3.7 e do Corolario 3.3:

Lema 4.4. Assumindo as hipoteses do Teorema 4.3, tem-se

1/2

1S(t) [uo, ur, Eo, Ho ||z < CLY*(1 + ¢

( (1+1)
1S(t) [uo, wr, Eo, Hol || < CI;*(1+ )71
15( (141)73/2

( (1+1¢)"

(

)
)
1/2
t) [uo, w1, Eo, Hol |l < CI7/7(1
||S t) [u()vulaEOvHO] ||H S CI;/Q 1 —|—t 2
)

1S(t) [uo, ur, Eo, Hol || < CIY?(1 4 £)=5/2
onde C' > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais.
Seja

I5(5) = (1 (e goqangs + 1 F el Bossgoyr ¥ 5 € [0.4] com £ € [0,7).

105



Se u;(s) = (uj(s),ui(s),ui(s)), pela Hipotese 4.1 tem-se:

3 3

Z 1fi Cae (D) 2y + 1 e () o/ qpps < Cr Y <||f¢(ut(8))\|i2(n)

i—1 i=1

+IA fz-(ut(S))H%a(Q)) + Cillua($)Il oo oy < C2 e ()l Fn s

§jvﬁm ). D +§3[ (52w »)lﬁm@ﬂ%ﬁ@Q

7,k=1

+Callue(5)l Foss qyp < Calln(s)llfzz oy + € Z / |V filw(z, 5))]* | D*wu(x, 5)* da

( (e s>))

3
+C4Z / ue(, )PP [D*uy(x, 5)|* do+ Cy Y / lug(, $))2P~2 | D9y (z, s)|* da
=1 JQ =1 /9

+Cz

L2(Q)

2

e D) o < Co )

i,5,k=1

S C4 ||ut( )H H2(Q))3 + C4HUt H[ ]3 Z / ]DQeJu ZC S |2 dx

+ Ol §j/uﬁuxsﬁx<@mxww

acima usamos as imersoes de Sobolev H?(Q) < L>(Q) e H'(Q) — L*(Q).
Logo,
1 (5) < C () (a.1)

Pelo Lema 4.4 tem-se

IS(t — ) F(U(s)) |le < CL*(s)(1 + — 5)71/2
IS(t = 5) F(U(s)) |r < CL*(s)(1 +t — 5)7!
IS(t = 5) F(U(s)) e < CL*(s)(1 +t — 5)7%/? (4.12)
IS(t = $) F(U(s)) |l < CL%(s)(1+t = 5)72
IS(t = 5) F(U(s)) [ls < CL*(s)(1 + 1 — )/

para s € [0,t] et € [0,T,).
Seja K uma constante tal que K > C onde C' é a constante que aparece no Lema 4.4
e em (4.12).
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Suponha por contradi¢ao que as seguintes estimativas nao sejam verdadeiras:

1+ 0O)V2|U@)|p < KL/,
L+ )|U@)|r < KIV?,

(1+1)
(1+1)
(L+*2|U)le < K12,
(L+ 12U < K17,
(1+1)

L+ 12U, < KL,

Vitel0,T,)
Vitel0,T,)
Vtel0,T,,)
Vitel0,T,)
Vitel0,T,)

Entao por continuidade, existe Ty € (0,7,,) tal que

1+ 0)V2|U)|e < KLY,
1/2
U@ < KL,

)
1+17)
tP2|U ) le < K12,
)
)

(1+
(14t
(1+
L+ UM0)a < K177,
(L+ )T < KL,
e ocorre pelo menos uma das seguintes igualdades
(1+To) 2| U(To)lls = KT
L+ To)|U(T) || = K1
1+ T)*2|U(Ty) ¢ = KI/?
)
0)

(1
(
1+ )| U(Ty) || = K1,
(

1+ To)32||U(To) ||, = KT

Usando o Lema 4.4 ¢ (4.12) em (4.10) pode-se estimar U(t) por:

vV tel0,Ty
vV telo,Ty

)
)
Vtel0,Tp)
Vtel0,Ty)

)

vV tel0,To

(4.13)

(4.14)

t
IU®)||s < CLY?(1 4 t)~Y/2 +C/ (1+t—s)"Y20%(s)ds, Vtel0,Ty).
0

Considerando (4.11) obtém-se que

t
U@ < 0171/2(1+t)1/2+0/ L+t =) 2wl ds. V€0, T).
0

Usando (4.14) na estimativa acima tem-se que

t
U@ < CEP(1+ 1)1 + c/ (1+t—s) PRPIEP(1 4 6)72 ds, YV te0,Ty.
0
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Aplicando o Lema 4.2:

UM ||p < CHP(1+6)"Y2 4+ CCaRPIEP(1+ )72, Yie|0,Ty.

K_C N\
0 <
- ( CCsKP )

onde U3 ¢ a constante que aparece no Lema 4.2. Entao se I; < d tem-se que

Seja 0 > 0 tal que

UM e < KR +6)7Y2 Vielo,T. (4.15)
Analogamente, mostra-se que se I; < J tem-se

UM ||r < K1 +6)7Y,  Vitel0,T

(t)

1/2 —3/2
U@ ||e < KE(1+6)732,  Vtel0,T w1
U@y < KIY*(1+ )72, vt e 0,7y

(t)

U@, < KEP(1 41752, Vtel0,Ty.

Observe que as estimativas (4.15) e (4.16) contradizem (4.14). Dessa forma, as esti-
mativas em (4.13) sdo verdadeiras. Assim, concluimos que existe uma constante § > 0
tal que se os dados iniciais satisfazem I; < §, a solu¢do U(t) do problema semilinear
satisfaz ||U(t)||paz) < C, Vte€[0,T,,), com C alguma constante positiva. Logo, pelo
Teorema 4.1, T,, = +00. Portanto, a solugao do problema (4.1)-(4.7) existe globalmente
no tempo e as estimativas em (4.13) sao validas para todo ¢ > 0. O Teorema 4.3 estéa

provado.

108



Apéndices

Apéndice 1 - Espagos L*(Q; a)

Seja Q@ um aberto qualquer do R? e o« € M. Define-se:

L2 Q; ) = {v(z) = (vi(x), v2(x), v3(x)); v; mensurével para 1 <i < 3, tal que
Z /a” vi(x) vj(z) dor < —i—oo}
i, =1
com |UHL2 (Qia) = Z /a” vi(x) v;(z) d.
2,J =1

E facil ver que

Q11 Qi 013 U1
HU”L2Qa) :/Q(Ul U2 U3) Q12 Q9 Qo3 Vo dx
Q13 Q23 Q33 Vs

_i: /a” oil2) vy(x) de.

Mostraremos que L*(Q; «) = [L*(Q)]® e que as normas || . |[12(0.a) € || - || s80 equi-
valentes.

i) L*(Qa) C[LX(Q)F.

Se v € L?(Q; ), com v = (v1, vy, v3), entao vy, vy, v3 sdo mensuraveis e por (1.1)
1
/ o)t dr < [ ) de < - f b o) v ds
Z /a” vi(x) vj(x) de < +oo

1]1

assim, v; € L*(Q) para i = 1,2,3, o que mostra i).
Além disso,

aollv]? < vl 0. o)’ Ve L*Q;a).
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i) [L*(Q) € L*(Q; ).

Se v € [L2(Q)]3, com v = (v1,ve,v3), entdo v; € L*(Q) para i =1,2,3 e

Z /a” vi(x) vj(x dx<CZ /|vZ z)vj(x)| dx

4,5 =1 i,j=1
<C Z [vill 2@ lvill 2 @) < € Z (lvillZ2 (o) + llvillZ2() )
2, =1 4, =1

3
<C1 Y willia) = Cillv))? < +oo.
=1

Logo v € L*(Q; ) e ainda
V122 (gsa) < Chllvll?, Vv e [L2(Q)F.

O que mostra que L*(Q; ) = [L*(Q)]* e as normas || . |[z2(g.a) € | . || séo equiva-
lentes.
3
Agora vamos mostrar que (v,u)r2(g;q) Z / a; j(x)vi(z)uj(x) dr é um pro-
7,7 =1

duto interno em L*(Q; ).

iii) (U,U)LZ(Q;O[) > 0, Yoe L2(Q;Oé).

Seja v € L*(Q; ), com v = (v1, v, v3), pela hipotese (1.1) tem-se:

0< aO/Q lv(z)]? do < Z / a;j(x) vi(z) vi(x) do = (v,v)12(0;a)- (4.17)

iv) (v,0)12(g;0) =0 <= v =0.
Se (v,v)r2(g;) = 0, por (4.17) tem-se:
0= (v,0)2(0a) = olv]? = []*=0 = v=0.

Por outro lado, se v = 0 ¢ imediato que (v, U)Lz(g; a) = 0.

V) (0,u)2(0;,0) = (U, V) 12(0; a)5 Vo,ue L*Q;a).

Seja v,u € L?(Q; a) com v = (vy,vs,03) € U = (u17u2,U/3) entao:

(v,4) 12(0; ) Z / a; j(z) vi(x) uj(x) doe = Z / a; j(z) u;(z) vi(x) do
2,5 =1
= Z / aji(z) uj(x) vi(r) dov = (u,v)r2(0; o)

onde foi usado a simetria da matriz «.
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Vl) (VU + ﬁuvw)L2(Q;a) = 7(U7w)L2(Q;a) + ﬁ(uaw)LQ(Q;a)a V’Y,ﬁ €ER e v, u, W €
L*(Q;a).
Seja v,u,w € L*(Q; o) com v = (vy,v9,v3), u = (uy, us, uz) e w = (wy, wq, ws). Se

v, 0 € R tem-se:
3

(v + Bu, w)r2(0,0) = Z / a;j(z) [yvi(x) + Bui(z)] wiz) da

ij=1 Y2

3
= Z /aw ) vi(x )w] dfl?—i—ﬁz /Oéz,] u;(x w](x) dx

4,j=1

=7 (U, W)r2(Q;a) T B (U W)r2(0; 0)-
Por iii), iv), v) e vi) concluimos que (., .)72(g;q) ¢ um produto interno em L*(Q; cv).
Observagao 4.1. Se substituirmos a hipdtese (1.1) por
alz)€ >0, VEER?, €40 ¢ s em Q,

ou seja, se supormos que « € positiva definida quase sempre em Q, tem-se o sequinte

resultado

[L2(QF Cc L) e ol < Cloll Vv e [LX(Q).

Apéndice 2 - Limitagao dos elementos da matriz o !(x)

Assumiremos que o € M. Pela condigao (1.1) tem-se que o é uma matriz positiva
definida quase sempre em Q. Assim, fixado z € Q, tem-se que os autovalores de «(z)
sao todos positivos (ver G. Strang [28|, Capitulo 6, pg 288). Como o determinante de
uma matriz simétrica e positiva definida é o produto de seus autovalores (ver G. Strang
[28], Capitulo 6, pg 243), concluimos que o determinante de a(x) é positivo, sendo assim
« é uma matriz inversivel quase sempre em Q.

Mostraremos que a~! é uma matriz cujos elementos pertencem a L>(Q).

Usaremos o seguinte resultado (ver G. Strang [28], Capitulo 9, pg 385):

Proposicao 4.1. Se N € uma matriz n X n simétrica e positiva definida entao

HNHMan = Mnaz

onde Aoz € 0 maior autovalor da matriz N.
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Como para z € Q fixo, a(r) é uma matriz simétrica, tem-se que o~ *(z) ¢ simétrica
(ver G. Strang [28], Capitulo 2, pg 91).

Vamos mostrar também que a~! satisfaz a condigao (1.1), ou seja,
at(z)€ > Cl)?, VECR? s em Q (4.18)

onde Cj é uma constante positiva.
Fixado 7 € Q e £ € R?, seja o € R3 tal que a(z)o = £&. Como os elementos da

matriz o pertencem a L>(Q), existe C' > 0 tal que

o' [a(2)] 0 < Clof*.

Entao
t o1 t o1 ¢ 2 aC 2
fa ! (z)€ = [a(z) o] @ @Hﬂﬂdzga@mzaMMZD?rM
(6T 2 Qg ;4 (7)) t Qg 2
> =0 |a(x = —=poo(r)axr)o=—= |ax alx = =
__CQ[(HQ 5 ¢ () a(x) 0 C[()d[(M] CE
o que prova (4.18).
Assim, a~!(x) é simétrica e positiva definida quase sempre em Q.
Logo, pela Proposicao 4.1
la ™ (@) ||atss = Ymaz(T), quase sempre em Q, (4.19)

onde Ypmaz(7) € 0 maior autovalor da matriz a~!(z) para quase todo = € Q.
Fixado x € Q, seja y(x) um autovalor da matriz a~!(z), isto é, existe £ € R3, £ # 0

tal que
a~Hz)E=(2) &

Multiplicando por a(z) tem-se:

§=7(x) ()€

1
Assim, A(z) = ﬁ ¢ um autovalor de a(x). Também,
' _ L e
ale)§ = s €f
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Usando a condicao (1.1) tem-se:

€ a0 <€ afa)€ = ——|¢P

V()
1
= MNz)=—F= >
()
. 1
ou ainda, y(x) < —.

Qg
Por (4.19):
1
la™ (@) ||as,s < —, quase sempre em Q.
Qo

Pela equivaléncia da norma (4.19) e da norma do maximo, tem-se:

\ai_jl(x)\ < —, quase sempre em Q,
9 ao
para 1 <7,57 <3.
Dessa forma, ozi_’jl € L>®(Q) para todo 1 <14,j < 3.

Apéndice 3 - D(A?) é denso em D(A) com a norma do
grafico

Seja {S (t)} o um semigrupo de classe Cp e A seu gerador infinitesimal. Seja = €
D(A), definimos para cada h > 0

1t
xh:—/ S(t)z dt.
h Jo

Pela teoria de semigrupos sabemos que z;, € D(A) (para todo x € X) e

1t
Azxy, = —/ S(t)Az dt.
h Jo

Logo, xj, € D(A?%). Também pela teoria de semigrupos
lim z, =2 em X,
h—0

lim Az, = Ax  em X.
h—0

Assim, z € D(A?), o que mostra que D(A?) ¢ denso em D(A) com a norma do gréfico.
Os resultados da teoria de semigrupos usados neste apéndice poderao ser encontrados em
A. Pazy [27], Teorema 2.4, pg 4 e 5.
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Apéndice 4 - curlw.n=0 em 00, Y w € Hy(curl; O)

Seja O C R?® um conjunto aberto, limitado e de classe C%. Dado ¢ € D(90O) tem-se
que ¢ € H™/2(90) ¥ m € N. Pelo Teorema do Traco em H™(0), 3 g € H™(O)
tal que 7(g9) = ¢. Pelo Teorema de imersao de Sobolev, se m > 7/2 tem-se que
H™(0O) < C*(0). Assim, dado ¢ € D(90) existe g € C*(O) tal que v(g) = .

Se w € Hy(curl; O) pelo Teorema da Divergéncia tem-se:
/ div [g(z) curlw(z)] dx :/ o(z) [curlw(z) .n(x)] dT. (4.20)
o 80

Por outro lado,

/ div [g(z) curl w(z) dx—/ v 9(x) . curlw(z )da:—l—/ g(z) div [curlw(z)] dx

o

/ v g(z) . curlw(z) dx.
Usando a Proposicao 1.1 na igualdade acima obtém-se que

/O div [g(z) curl w(z)] dz = /Ocurl [V g(z)] . w(z) dz = 0. (4.21)
Por (4.20) e (4.21) conclui-se que

/8@ o(z) [curlw(z) .n(z)] dT' =0, YV ¢ € D(00).

Portanto, pelo Lema de Du Bois-Reymond

curlw.n =0, q. s. em 00.

Apéndice 5 - Norma equivalente a norma de [H'(Q)]?

Seja @ um aberto qualquer do R* e A;;(z) matrizes 3 x 3 dadas por A;(z) =
[C(2) ] 43 Onde
C(x) = (1= 6;10;k) aikji(x) + ik 051 azijn(x)
1 sel=k
com 0 =
0 se [ #k.
Supomos que a;jr; € WH(Q) para todo 1 <14,7,k,l <3 e que satisfaz a seguinte

propriedade de simetria

aijri(x) = ajipi(x) = agii(x), g s. em Q.
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Supomos ainda que existe uma constante ag > 0 tal que
3

3
Z [Aij() €] & > ao Z G2, V&EeER comi=1,23, VzeQ. (4.22)

i,j=1

Para todo u € [H'(Q)]? definimos:

||u||2—/|u |2dx+/ 3

4,5 =1

{U mﬂﬁ;gmm

Vamos mostrar que as normas || . ||z e || . |[ja1(g)? s@o equivalentes no espago
(HY(Q).
i) lullz < Cillulliep, YV uelHY(QP.

Seja u = (uy,ug,u3) € [H'(Q)]* entao:

/Q {Aij(ﬂf) %(x)] g;‘l (2) da

i ouq i ouq
Ci@) Che) Ch@) ) [ aa,™ o, )
- [ ]] Gt ciw g || R ||| SR | @
_ Cii(r) Cix) Cihx) g_;f@) | g’;j@)
CH@ G o) + CHn) G ) + Ch(a) 52 (e) e
- [ ] ceGie s caw e s cimGRe || GRe | b
WP + 32w + 3w |\ )

:/Q {Cﬁ(”%(x)%@*Cfﬂé@)g—?ﬁ(w)gﬁ( )+ C(x )g“3< )272( )

R F@ G2 ) + O G G2 0) + Chn) G0 52 e)

8 8’&3 i 8u2 8u3 i 8u3 8’&3
i 1] v 2
R G (0 F2(0) + CH G2 520 + Ch G2 5o da
3 3
(‘9ul 6uk 8ul auk
:Ej C(x m<M§j < Mo ||u||Z ons
i / l (%J 8% Py ax] 120 or; £2(Q) Q)]

0 que mostra i).
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i) Nullgop < Collullz,  Vue [H(QF.

Seja u € [H'(Q)]? entao pela condicao (4.22):

3 2 3
ou 1 ou ou
dr < — Aji(r) =— : dr.
; /Q Ox; (@) de < ao/Q ”ZZI { i) Oz (x)} ox; () do
Logo,
lulliroye < Collullz, ¥ ue [HY(Q),
0 que mostra que as normas || . ||z e || . [|ja1 (o) sdo equivalentes no espago [H'(Q)J°.

Agora vamos mostrar que

(u,w)Z:/Q dx+/ Z [ i a;, )].2;(;15) dz

2,J =1

¢ um produto interno em [H'(Q)J?.

i) (u,u)z >0, Vue [HY(Q)P.

Seja u € [H'(Q)]?, pela condigao (4.22) tem-se:

O§/|u( dx~|—a02/

[y

2,5 =1

()
ox;

2
dx S/ |u(x)|? da
Q

[ a;i )] ’ 3;2 (z) dz = (u,u)z.

(4.23)

iv) (u,u)z=0 <= wu=0.

Se (u,u)z =0, por (4.23) tem-se:
/\u = |u|=0 = wu=0.

Por outro lado, se u = 0 é imediato que (u,u)z = 0.

116



v) (u,w)z = (w,u)z, Vou,we [HY(Q)3.

Seja u,w € [H(Q)]?® com u = (uy,ug,uz) e w = (wy, ws, ws3) entao

(u,w)Z:/Q dx+/ Z [ S a;‘ )1.22(:5) dz

zgl

_ /Q ) do+ Z / a“; (x)%ﬁ (x) du
:/Q ) d + Z / ?973( )g—Z(x) de
:/Q dx+ZIlel 8—“)5( )g—zj(aﬁ)dm

= [oera@ s [ 3 [0 2] 20 i =

7,1=1

onde foi usado que C}J(x) = CJ(z). De fato, como por hipotese ayu(z) = ap(z) q. s.
em Q tem-se:

Ciy(x) = (1= 81 058) asnju(x) + Gk 651 aigyi()
= (1= 8k 0i1) Qiji(x) + 050 0ik airjr(T)
= (1 — (5]'/@ (521) ajh-k(x) + 5jl5ik ajkil(x) = Cljli(x)

Observagio 4.2. De C})(x) = CJ(z) seque que A, = Aji. De fato,

ij ij ij ij ij ij i ji ji
Cn O O Cn G Cg Cii Chy O
to— ij ij ij - ij ij ij - J i Jit = A..
Aij - Cy1 Oy O - Crp Oy Cp - Cy Oy O = Aji.
ij ij ij ij ij ij i i ji
Cy Cg Oy Cz Cy Cg (5 O3 Oy
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Vl) (fy'u’ + ﬁw7U>Z = 7(“’71])2 + ﬁ(w7v)Z7 v 77ﬁ €ER e u, w,v € [Hl(Q)]S
Seja u,w,v € [HY(Q)]® e 7,3 € R entao

(v + Buw, v) 5 = /Q yu(z) + ()] v(z) de

Q
- i Ayl (o) ) do 5 i: A4(o) G @) ) o
) v{/gu@-“(m) dH/Q 23:: :Aim)g—;(m): .aa;(a:) da:}
+ﬁ{/gw(x)'”(x) dw+/g ii_:l :Aij(a:)g—;i(x): .g;i(x) dm}

Por iii), iv), v) e vi) concluimos que (., .)z é um produto interno em [H'(Q)]3.

Apéndice 6 - Resultados de semigrupos

Em todo Apéndice 6, consideramos A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de

contragoes em um espaco de Banach X.
Lema 4.5. Seja X1 = D(A) entiao Ay definido por

Az = Az, VY axe D(A)

€ o gerador de um semigrupo Cy de contragoes em X;.
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Demonstracgao:
1?9) D(A;) é um subespago vetorial de Xj.

Seja x1,19 € D(A1)) e € R = x1, x5 € Xy, logo 1 + axy € X, pois X; é um
espaco vetorial.

Também, Az, Azy € Xy, logo A(zy + axy) = Azy + aAzy € X;.

Dessa forma, x1 + axg € D(A;) e D(A;) é um subespago vetorial de X;.

29) D(A;) é denso em Xj.

Essa densidade esta provada no Apéndice 3.

3%) A; é um operador linear.
Se x1,29 € D(A;) e a € R entdo z1 + axy € D(A;), pois D(A;) é um subespago

vetorial de X;. Assim,
Al([El + (IIL‘Q) = A(l’l + 04172) = AZL‘l + OZAZL’Q = All'l + OéAllL‘Q,

o que mostra que A; é um operador linear.

4°)  Vamos mostrar que A; é dissipativo.

Usando que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C, de contragoes em
X, segue pelo Teorema de Lumer-Phillips (ver Pazy [27], pg 14) que A é dissipativo
e ImAl—-—A)=X, V>0

Precisamos do seguinte resultado (Teorema 4.2, Pazy 27|, pg 14):

Teorema 4.4. Um operador linear B € dissipativo se, e somente se,
M —=B)z|| > Az|| VaxeDB) e A>0.

Seja © € D(A;) e A > 0, entdo Az — Ajx = \x — Az € X;. Para algum f € X,
tem-se:
Ar — Az = f.

Em particular

At — Ax = f. (4.24)

Como os termos acima pertencem a X; = D(A) tem-se:

Mz — A% = Af. (4.25)
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Sendo A um operador dissipativo segue de (4.24) e (4.25) que:

Ml < 171x
MAzllx < |Aflx-
Assim,
1, = Az = Avzllx, > Alfly, -

Logo, pelo Teorema 4.4, A; é dissipativo.

59) Existe A\g > 0 tal que Im(Al — A1) = X;.
Dado A\g >0 e f € X; C X tem-se que existe z € X; = D(A) tal que
Ar —Ax = f
pois A é m-dissipativo.
Da igualdade acima, segue que Az € X; = D(A). Entao z € D(A4;) e
)\0£E—A1[L’:f em Xl.

LOgO, [m()\()[ — Al) = X1~
Pelo Teorema de Lumer-Phillips, A; é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de

contragoes em Xj.

Lema 4.6. Seja {T(t)}te]R+ LR+
o semigrupo de contragoes em X1 gerado por Ay, onde Ay é o operador definido no Lema
4.5, entao Ty(t)x=T(t)z, VreX; e t>0.

o semigrupo de contracoes em X gerado por A e {T1 (t)}

Demonstragao:

A idéia é provar que T(t)‘ ¢ um semigrupo de classe Cy de contragoes em X; e seu

X3
gerador infinitesimal é Aj.

Sabemos que se x € X1 = D(A), entao T'(t)x € X; = D(A), Vit>0.
19) T(t) ’Xl ¢ um semigrupo de classe Cy em Xj.
i) T(0)|X1: I, onde I:X; — X; éo operador identidade.

Se z € X, tem-se T(0)|, # =T(0)z =z, o que prova i).

X1

i) T(t+s)|,=TM],T(s)y, YtseR
Se r € X; tem-se:
T(t—l—s)‘Xlx =T{t+s)a=T{t)T(s)x :T(t)T(s)|

0 que prova ii).
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i) lim [|T(t)] 2 —2|,=0, VazeX.

t—0t

Se r € X, tem-se:

lim || T(t)] @ = ally, = lim ([T()] 2 2l o+ [AT@)] 2 - Azl )

t—=0+ t—0+
= lim (|77 — o]+ ATz - Aa|| )= lim | T() Az — Az|| = 0.

Assim, concluimos que T(t)‘ ¢ um semigrupo de classe Cy em X;.

X1
29) T(t) ‘Xl ¢ um semigrupo de contragoes em Xj.

Seja z € X7 entao:

|7 IT@)z] x + AT @)l x = [Tl x + |T() Azl x

)\Xlexlz

< lzllx + Azl x = llzllx, -

Logo, T(t)|, €L(X1) e ||T(t)‘X1H£(X1)§ L.

X1

3%) A; com dominio D(A;) é o gerador infinitesimal do semigrupo 7'(t)] .
Se z € D(A;) = D(A?)

Seja Ay o gerador infinitesimal do semigrupo T(t)‘ X,

tem-se:
T(h T —x _
lim ( )’X1 — Az|| = lim Th)z —x — Azl =0.
h—0Tt h X h—0t h x
Além disso, Az € D(A) entao
h T —x
lim ||A ( )|X1 — A%zl = lim ||A Th)z —x — A%x
hs0+ h h—0+ h x
AT(h)z — A T(h)Az — A
= lim (h) T A% = lim (h)Az - A(Az)|| =0.
h—0Tt h X h—0+ h X
Assim,
T(h T —x T(h T —x
lim ( )‘Xl — Az = lim ( )’X1 — Az
h—s 0 h h—0+ h
X, X
T(h r—x
+ lim ||A (L — A(Az)|| =o.
h—0+ h %

Logo, © € D(Ag) e Agx = Az, ¥V x € D(A;) = D(A?).
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Por outro lado, pela teoria de semigrupos, existe A > 0 tal que
(M —A)D(A) =Xy, e (M —Ay)D(Ay) = X;.

Pela afirmacao acima
(M —Ay))D(A)=X; e (M —Ay)D(Ay) =X,
= D(A;) = (M — Ag) ' X; = D(Ap).

Portanto, D(A;) = D(Ag) e A; = Ag e o Lema 4.6 esta provado.

Apéndice 7 - Regularidade eliptica de —Lu + u

Neste apéndice vamos provar um resultado de regularidade eliptica para o operador
—L + I, onde L é o operador definido no Capitulo 3 e [ é o operador identidade. No
Lema 7.24 e nos Teoremas 8.8 e 8.12 da referéncia [30|, os autores consideram 2 um
dominio limitado e as fungoes envolvidas sao fungoes escalares. Baseados nos resultados
citados acima, provamos um resultado de regularidade eliptica para fungoes vetorias e
para €2 com as mesmas hipoteses do Capitulo 3. Os dois préximos lemas sao usados na

demonstracao do resultado principal.

Lema 4.7. Seja u € L*(Q). Definimos Q4 ={x € Q tal que dist(x,0Q) > d} para
d > 0 fizo. Suponha que eziste K > 0 tal que || A" ul|20) < K, V 0<h<d, onde

he;) — ‘ o 0
Ay = APy = ulz + eh) u(:v) Entao a derivada distribucional 8u € L*(Qq) e
T
‘ ou <K
il 120y
Demonstragao:

Como L?(€)y) é um espago reflexivo, toda seqiiéncia limitada tem uma subseqiiéncia
que converge fraco em L?(€4). Assim, existe uma seqiiéncia {h,,} tendendo a zero e uma
fun¢ao v € L?(Qq) com [|v]|r2(q,) < K tal que {A""u} converge fraco para v em L?(Qq).

Se ¢ € C§(£24) entao

/ () Amu(z) de — o(r)v(z) d.
Qq Qq

Seja ¢ a extensao por zero de ¢ ao conjunto 2. Para h,, < dist(supp p,0f2) tem-se

/Q () A u(z) de = i ; o(x)u(z + hpe;) doe — i ) o(z)u(x) dx
- % /Q oz — hme)u(z) do — % ) P(z)u(z) do = — : A (2)u(z) de.
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Entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue:

/ o(x)Amu(z) de = — | AT"g(x)u(x) doe — — 0 (x)u(z) dx.
Qq Qq Qq Ox;
Pela unicidade do limite
/ o(z)v(r) doe = —/ u(x) 0 (x) dx
Q4 Q4 @.TZ
logo v = (Qq) e ‘ Ou <K.
il 2

Lema 4.8. Seja u € HY(). Entio Ahu = Ahu € L*(Qq) para todo h tal que |h| < d e

ou
8[171'

(4.26)

|| AhU||L2(Qd) < '

L2@)
Demonstracgao:

Inicialmente supomos que u € C*(2) N H'(Q2). Entao

h _ulz+he) —u(z) 1 " ou
Atulz) = h “h)y, om

(5617 oy Tim1, Ti + 57 Lit1y ey xn) df

Pela desigualdade de Holder’s:

e ([

( ( ‘— xl,...,xi,l,azi—I—f,xiﬂ,...,xn)

:E/o

Integrando em €); tem-se:

ou
8Ii

(ZL‘h ey i1, X5 + 5,1‘1‘_1_1, ,[En)

dg)
df)

2

d¢.

(xl,.. Ti1, T + & Tty ey Tyy)

8:151-

2

‘ A (z)? do < / / O (T4, oy Ti1, Ty + &, T, -, )| d dE
h 2
< 1 / ou it — ’ ou '
h 0 0x; L2(Q) Ox; L2(9)

Assim, por densidade concluimos que A"u € L?(Q4) e a desigualdade (4.26) é ver-

dadeira.
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3
Definicao 4.1. Seja L o operador definido no Capitulo 3, isto €, Lu = Z 9 (A-» 8u) ;

ii=1 8.731‘ *J 837]-
a forma bilinear B[ ., .] associada ao operador —L+1, onde I € o operador identidade, é
Blu, w] / Z gu :c) .8w(x)dx+/u(x).w(x)dx
Ox; Q

2,j=1

para todo u,w € [H} ()3

E imediato que a forma bilinear B[., .] ¢ limitada e coerciva, pois BJ., .] define um
produto interno no espago [HJ(2)]* x [Hg(Q)]? (ver Apéndice 5). Assim, pelo Teorema
de Lax-Milgram, se f € [L*(Q2)]® existe um tnico u € [HJ(Q2)]? tal que

Blu,w] = (f,w),  Vwe[Hy(QP,

u é dito solucao fraca do problema —Lu +u = f em €.

Além disso, existe uma constante ( tal que

ull iz ns < BIFII- (4.27)
Teorema 4.5. Seja u € [HY(Q)]® a solugio fraca da equa¢io —Lu +u = f em Q com
f € [L*(Q)]3. Entio para todo dominio Qq, tem-se que u € [H?*(24)]3

[ullzz@as < ClfI]

onde Q4 foi definido no Lema 4.7.

Demonstragao:

Sabemos que

/Z{” a;:] )]SZ()“*/( dﬂf—/f dr  (4.28)

2,5 =1

YV w e [Hy(Q)]2.
Se v = (v1,v2,v3) € [C3(Q)]3, definimos
dist(suppv, 00) = min {dist(suppvi,0Q); dist(suppvs,dQ); dist(suppvs,9Q)}.
Para |2h| < dist(suppv,d9) temos que A" = A v € [CHQ)]?, para qualquer

k= 1,2,3, onde A~y = (A‘hvl,A_hUQ,A_hvg). Entao podemos substituir w por
A~ na igualdade (4.28):

/| > [ )] o (B7P0(a) do+ [ ). 57 o(e) do = [ o). 57" ola) da

4,5 =1
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/Q i {Azg(x)g—;](x)} .A_hg;)i(x) d:t+/gu(ac).A_hv(x) do = /Qf(x) A—h

(4.29)

Observe que se g € L*(Q), ¢ € CH(Q) e |2h| < dist(supp @, ) tem-se que

_ 1 1
@) 87 @) do == [ at@rpta —hew) dat 5 [ gla)oto) da

— —% /Qg(x + heg)p(x) dx +% /Qg(x)w(x) dx

_ _/ﬂ (g(x + he;) - 9(56)) o(z) dz = — /ﬂ Ag(x) () da

Assim, se G = (91,92, 93) € [L2(Q), ® = (01,02, 03) € [(D] e
|2h| < dist(supp ®,02) tem-se:

/Q Gz). A B(z) do = / (@) A oy (2) do + / () A oo(x) da

+/ 5(z) A" g3 /Agl z)pr(x dx—/Agz T)pa(x
/Agg @3 /Ah d

Logo, pela igualdade (4.29)

—Z/N[ i a;‘( )}.aa;(a:) d:c—l—/gu(:z:).Ahv(:c) dx:/Qf(x).Ahv(:c) da.

i,7=1
(4.30)

Se g e v sao duas fungoes reais definidas em () tem-se que

Ah(g(l.)(p(x)) _ g(x + hek)hw(x + hey,) B g(x + h;k)w(x)

+ gle + h;k) ) g(x);f(x) = g(x + hey,) A" p(a) + A" g(w)p(x).

Segue diretamente da igualdade acima que podemos escrever a igualdade (4.30) da

forma:

_2/[ (@ + he) Ahii( }8@ dx—Z/{AhAw a;L( )}.g;(x)dx

4,j=1 4,j=1

—|—/Qu(x) A" (z) doe = /Qf(x) A" (z) da
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Aij(x + hey) — Ajj(x)

onde AhAl‘j (l‘) =

h
Assim,
0 811 ou ov
ii( + hey) Au(z) AP A () ( ) (z) dx
”21/ [ k 8g;j( )} (‘91'@ ”21/ [ } O,
s [ ute). a7 otw) o [ flo). 570w deC;(IIUII[m(Q)}B > +||f||\§” )
3
<y
- (4.31)

onde foi usado a estimativa (4.27) e o Lema 4.8.
Sabemos que u = (uy,us,uz) € [H(Q)]®. Seja 1u; a extensao por zero de u; a todo
R3. Entdo @ = (11, iy, u3) € [H'(R®)]?. Logo, A = (AP, AMiy, AMis) € [HY(R?))?.
Seja ¢ € CH(R?) talque 0 < o<1 e

<P
B se x €y
se dist(x,00) < dy

com dy < d.

Entio ¢* A" 4 € [HY(R®)]? e @* AMa| = ¢* AMu € [HE(Q4,)]3, desde que

Qqy

0 < h < ds < ds, onde ¢ denota a restricao de ¢ a €.

Como v = ¢? AMu € [H}(Q4,)]? existe uma seqiiéncia {¢,} C [Cd(Q4,)]? tal que
pn—v  em [Hy(Q,)]

Considerando as extensoes por zero a ) das fungoes ¢,, e v, as quais ainda denotamos

por ¢, e v, tem-se que
pn— v em [Hy(Q).

Seja h fixo com 0 < h < d3. A desigualdade (4.31) é valida para toda fungao
©n. Assim, por passagem ao limite, concluimos que a desigualdade (4.31) é valida para

v = ©? A" u. Derivando a funcdo v tem-se

Z / { ij(x + hey) 88 (A"u(z ))]g;i(x) dz

Zl / l (@ + hey) aa (Aru( ))] <g02(;1:) aii (A%(x))) dz
+121 / [ i (x + hey) 38 (Atu(a ))]- <2<p(:c) gi(a:) Ah u(az)> dz.
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ij=1

1,j=1
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Por (4.31) tem-se que

3 2 3
2 9 h i h BN
CLOZZ_; /ng(:c) a%(A u(z)) dq;SC’iJZ_:l goaxj(A u) 3sz H
3
O (an [N
+O3 I (’%xi(ﬂ o+ |52 4" )
2 D 2
h -1 hoy,
<C’”Zl( A u) +e 8x,A )
_ 0
+c; (112 4o 5270 )+OZ (1] 22 o)

Escolhendo ¢ suficientemente pequeno obtém-se:

3 2 3 2
a 0 0
30 > @T(Ahu) <CfIP+Cd Ha—? Al < Gy |1 +01/ | AP u(z)]? da.
— T i1 L Qa,
Como p=1em Qe ¢ >0 em 2
3 ou 2
Z N < C|If|I” <Gl fI?
i=1 [L2(Qq)1?
onde foi usado o Lema 4.8.
9%u 0%u |7
Pelo L 4.7 L3 Q)P < Clf|I?
clo Lema axkaxl € [ ( d)] € axkaxl [LQ(Qd)]S_ Hf” )

Vki=1,..,n
[ ]

Teorema 4.6. Seja u a solucao fraca do problema —Lu 4+ u = f em Q. Assumindo
as mesmas hipoteses do Teorema 4.5 e supondo que O € de classe C* tem-se que
ue [H*(Q) e

lullzz@ys < ClA-

Demonstracgao:

Usando a hipotese de que 9 € C?, para cada zo € 95) existe uma bola de centro zg
e raio R, denotada por B = Bpg(xg), e uma aplicacao ¢ € C*(B) de B sobre D C R3
tal que Y(BNQ) C R = {y = (y1,y2,y3) € R* / y3 > 0}, (B NIQ) C RS e
¢ =:9~' € C*(D). Se Ry < R seja BT = Bg,(29)NQ, D' =(Bg,(x0)) e DT =(B").
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Usando a aplicagao v podemos transformar a equagao
—Lu+u=f em BT

em uma equacao semelhante em D,

De fato, se z € B entdo y = ¢(z) = (¢1(x),v2(x),¢3(x))€ DT, seja a(y) = u(x).

Definimos: ,
=3 (Mg 0)

Ayy) = Y An(0) SO0 5200) e 2= 00) = (61(0). 020). 65(0).

Vamos mostrar que as matrizes /Lj, 1 <1i,7 <3 satisfazem a condigao (4.22). Para
isso, usamos que as matrizes A;;, 1 < 4,7 < 3 satisfazem a mesma condicao. Seja

y€ DT e & €R3 para i =1,2,3 entao

> [sg]-6= 3 | 32 Aot g ) s |
-y [Ars<¢<y>> (X F2ens ) | (X F2ems) (132)
= (AW ] > a0 > [nl?

onde 7, = Z i (p(y)) & com r=1,2,3. Como

O O O3 0y Oy O3

Oy o O3 Oy Oty O3 B

) D2 %) | | P 22w Do =0 1o
ojol} 0o, 093 Oy Oy O3 0 0 1
s (y) o (y) 0 (y) 81:3( z) 83;3( ) 83:3( z)

0 . .
tem-se que &, = E 8¢ (¢(x))m; com r=1,23. Assim, existe uma constante C' € R
- Yr
=1
tal que |¢| < C|n|. Logo, por (4.32) conclui-se que

3

3
Z [Alj(y)éj}flzal Z ’£i|27 vaERB com 7::172737 vyEDJr
=1

ij=1
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Para w € [H)(D)]? seja B[ ., .] a forma bilinear associada ao operador —L + I, ou

seja,

A g ) dy+ [t d

- [, BB roten) (S o) (S o)

> [ Y (X Ao e e wm ) gre| G

8%‘

POPIREL ) G (a) G2 0) ) )

=1 ram1 dy;
- z ( Z (o) G ) 540 ) ) )
Z () G2 0) Gk o) = Aute).
Assim
Bla, @] :/B+ l; {A,k aa;k )] gZ( )dx+/B+u(:B).w(:B) dx = Blu,w).

Temos que u € [H}(Q)]? entao @ = uoyp™ € [HY(DM)]® e pu € [H}(DT)]? para todo
p € [C(DN).
Seguindo os mesmos passos da demonstragao do Teorema 4.5, podemos concluir que

2~
ajauy,e [L2()(Bg,(19) N Q))]? paratodo Ry < Ry <R e i+ j <6.
i0Yj

Retornando ao dominio original € através da aplicacao »~! € C?, concluimos que

2
o € [L*(Bpy (o) N Q)J* para Ry < B < R e i+j <6.
al’iaxj
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Como 0€) é um conjunto compacto, podemos escolher um namero finito de pontos
m

{xo, 21, ..., 2} tal que U Br(z;,) cobrem toda fronteira.

k=0
2
Se i+ j < 6 segue do Teorema anterior e do fato de que aaau € [L*(Bgr(x) NQ)J
X l’j
Vk=0,..,m que e € [LQ(Q)}3
e Bz 91, ‘

2

0
Falta mostrar que a—z € [L*(2)]*. Como u ¢ solugdo fraca do problema —Lu+u = f
T

3
em {2, tem-se que

—Lu+u=f em [D(Q).

Logo

i+3j<6
0%u ) Ou] OAss Ou -
_A33a—x§—f—u+ i;1 a_@{AlJaxj]+ 63:3 8x3 em [D(Q)] .
z+7j<6

Como todos os termos do lado direito pertencem a [L?(2)]® tem-se que

0%u 9 3
Asz 8_133 c [L*(Q)]°.

A matriz As3 € M, logo pelo Apéndice 2, A3z é uma matriz inversivel e os elementos
2

da sua inversa pertencem a L>(Q). Assim, concluimos que gz € [L*(Q)].
T3

Portanto, u € [H?*(Q2)]® e como conseqiiéncia direta do Teorema 4.5 tem-se:

ull 2@ < Ol f]]-
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

