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RESUMO

GOIS, W. (2009). Elementos finitos hibridos e hibrido-mistos de tensdo com enriquecimento
nodal. Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo,

Sao Carlos.

Neste trabalho, a técnica de enriquecimento da particdo da unidade é estendida e
adaptada para duas formulacdes ndo-convencionais para a elasticidade plana: a formulacéo
hibrida de tensdo (FHT) e a formulagéo hibrido-mista de tensdo (FHMT). Estas formulacGes
sdo ditas ndo-convencionais, pois ndo recorrem a principios variacionais classicos. Elementos
finitos triangulares e quadrilaterais com enriquecimento nodal sdo desenvolvidos para
avaliacdo da forma discreta das duas formulagdes estudadas. Na FHMT, trés campos sdo
aproximados de forma independente: tensdes e deslocamentos no dominio e deslocamentos no
contorno. O conceito de particdo da unidade € entdo utilizado para garantir continuidade de
cada um dos campos envolvidos na FHMT e realizar o procedimento de enriquecimento
nodal. Funcdes polinomiais sdo utilizadas para enriquecer cada uma das aproximacdes dos
campos da FHMT. A sensibilidade das respostas em relagdo a redes distorcidas é avaliada.
Além disso, abordam-se aspectos relativos a convergéncia e estabilidade da solugdo numérica.
Especificamente para a FHT, dois campos séo independentemente aproximados: tensées no
dominio e deslocamentos na fronteira estatica. As aproximacdes das tensdes, que por
definicdo ndo estdo atreladas a nds, devem primeiramente satisfazer a condi¢do de equilibrio
no dominio. O conceito de particdo da unidade é empregado, neste caso, para dar
continuidade aos deslocamentos entre as fronteiras dos elementos. O enriquecimento
polinomial da particdo de unidade é entdo aplicado as aproximacdes dos deslocamentos no
contorno. Para o campo de tensdes no dominio, desenvolve-se uma técnica especifica de
enriquecimento nodal. Mais uma vez, aspectos relativos a sensibilidade a distor¢éo de redes e
convergéncia sdo estudados e avaliados. Finalmente, alguns exemplos numeéricos sdo
apresentados para ilustrar o desempenho de ambas as abordagens, especialmente quando a

técnica de enriquecimento é aplicada.

Palavras-chave: Meétodo dos Elementos Finitos; Metodo dos Elementos Finitos
Generalizados; Formulacdo Hibrida e Hibrido-Mista de Tensao; Estabilidade do Método dos

Elementos Finitos.






ABSTRACT

GOIS, W. (2009). Stress hybrid and hybrid-mixed finite elements with nodal enrichment. PhD

Thesis — Séo Carlos School of Engineering, University of Sdo Paulo, S&o Carlos.

In the present work, the partition of unity enrichment concept is basically applied to
non-conventional stress hybrid-mixed and hybrid formulations in plane elasticity. These
formulations are referred to as non-conventional because no Variational Principles are
explored. From these, triangular and quadrilateral finite elements with selective nodal
enrichment are then derived. In the stress hybrid-mixed approach, three independent fields are
approximated: stress and displacement fields in the domain and displacement fields on the
static boundary. The partition of unity concept is then used to provide continuity to all the
fields involved. Afterwards, the nodal enrichment feature is explored. Polynomial functions
are employed to enrich each one of the approximation fields. Besides, some aspects
concerning convergence and stability of the numerical solutions obtained are addressed. On
the other hand, in the hybrid approach, two independent fields are approximated: stress fields
in the domain and displacement fields on the static boundary. However, the approximation of
the stress field must first satisfy the equilibrium condition in the domain without involving
nodal values in its definition. Hence, the partition of unity concept is used to provide
continuity of displacements between the boundaries of the elements. The partition of unity
based nodal enrichment is then applied to the boundary displacement fields. Nevertheless,
enrichment of the stress field can also be carried out with exploring a specific and original
technique that permits applied the partition of unity concept but in such way as to preserve
satisfaction of the equilibrium condition in the domain. Again, convergence and stability
aspects of the hybrid approach are briefly addressed. Finally, some numerical examples are
presented to illustrate the performance of both approaches derived, especially when combined

possibilities of enrichment are explored.

Keywords: Finite Element Method; Generalized Finite Element Method; Stress Hybrid and
Hybrid-Mixed Formulations; Stability of Finite Element Method.
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Lista de Simbolos

No Cap.1- item 1.1, deslocamento de um corpo elastico
No Cap.1- item 1.1, tensbes num corpo elastico

No Cap.1- item 1.1, deformacgdes num corpo elastico
Dominio de um corpo elastico

Contorno regular que limita o dominio de um corpo elastico
Operador diferencial divergente
Vetor de for¢as volumicas

No Cap.2- item 2.2, vetor coluna formado com as componentes do
tensor de tensdes

Componentes planas das tensoes

No Cap.2- item 2.2, vetor coluna formado com as componentes do
tensor de deformacdes

Componentes planas das deformacg6es

No Cap.2- item 2.2, vetor coluna formado com as componentes planas
dos deslocamentos: u, € u,

Matriz de flexibilidade para materiais elasticos, lineares e is6tropos
Coeficiente de Poisson

Vetor de deslocamentos impostos

Vetor de forcas de superficie

Matriz construida com as componentes do vetor normal ao contorno
Parte do contorno regular onde sdo impostas as forcas de superficie
Parte do contorno regular onde sao impostos os deslocamentos
Funcéo de ponderacéo da lei constitutiva

Funcéo de ponderacdo da equacdo de equilibrio

Funcéo de ponderacdo da equacdo de equilibrio no contorno
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9o -

Q.Q'

Qr'

t

Aproximacao genérica
Aproximacédo genérica
Aproximacédo genérica

Vetor da variavel generalizada m associada a funcdo de aproximacao
M!)

Vetor da variavel generalizada p associada a funcdo de aproximacao
PQ

Vetor da varidvel generalizada r associada a funcdo de aproximacéo
R

T,

t

Vetor deslocamento na parte do contorno regular onde sdo impostas as
forcas de superficie

Matriz que guarda as funcdes de aproximacdo dos campos de tensdo no
dominio @

Matriz que guarda as fungdes de aproximacdo do campo de
deslocamento no dominio Q

Matriz que coleta as funcdes de aproximacdo do campo de
deslocamento no contorno I,

Vetor das tensdes generalizadas associadas as funcdes de aproximacao
dos campos de tensdo em §,,

Vetor dos deslocamentos generalizados associadas as fungdes de
aproximacéo dos campos de deslocamento em U,

Vetor que contem o0s pesos que podem ser interpretados como
deslocamentos generalizados no contorno I

Vetor cujos termos s&o integragbes no contorno I, sobre as

aproximacdes do campo de tensdes no dominio e do vetor de
deslocamentos impostos

Vetor cujos termos sdo integracbes no dominio £ sobre as
aproximacdes do campo de deslocamentos no dominio e do vetor de
forgas volimicas

Vetor cujos termos sdo integragdes no contorno [I'. sobre as

t
aproximagdes do campo de deslocamento no contorno e do vetor de
forcas de superficie
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Matriz quadrada cujos termos sdo integracfes no dominio € sobre as
aproximacdes do campo de tensGes no dominio e dos termos da matriz
de flexibilidade

Matriz cujos termos sdo integragdes no dominio £ sobre as
aproximagdes do campo de tensdes e deslocamentos no dominio

Matriz cujos termos sdo integracbes no contorno I’ sobre as

t
aproximagOes do campo de tensdes no dominio e deslocamento no
contorno

Contorno entre as partes discretas do dominio @

Vetor deslocamento na parte do contorno regular onde sdo impostas as
forgas de superficie

Vetor de forgas na parte do contorno regular onde sédo impostas 0s
deslocamentos

Matriz que coleta as fungdes de aproximacdo das forcas no contorno
I

u

Vetor que contem 0s pesos que podem ser interpretados como forcas
generalizadas no contorno I,

Vetor deslocamento no contorno entre as partes discretas do dominio
Q (fronteira entre elementos)

Matriz que coleta as fungdes de aproximagdo do campo de
deslocamento no contorno I

Vetor que contem 0s pesos que podem ser interpretados como
deslocamentos generalizados no contorno I

Vetor de for¢as no contorno entre as partes discretas do dominio Q
(fronteira entre elementos)

Matriz que coleta as fungdes de aproximacdo das forcas no contorno
I

1

Vetor que contem 0s pesos que podem ser interpretados como forcas
generalizadas no contorno I

Vetor cujos termos sdo integragdes no contorno I, sobre as
aproximagdes do campo de deslocamento no contorno I; e do vetor de
forcas de superficie 7,
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Matriz cujos termos sdo integragdes no contorno I, sobre as

aproximacdes do campo de tensdes no dominio e deslocamento no
contorno I

Matriz cujos termos sdo integragdes no contorno I, sobre as
aproximacoes das forcas e deslocamento no contorno I

Forgas virtuais no contorno I

Vetor que contem 0s pesos que podem ser interpretados como forgas
virtuais generalizadas no contorno I

No Cap.3- item 3.1, um ponto qualquer
Conjunto de funcGes de forma definidas no ponto x
Regido de influéncia ou nuvem

Conjunto de funcgdes cujas derivadas até a ordem infinita apresentam
suporte compacto

No qualquer do dominio 2

Funcéo aproximada

NO de indice j

Conjunto de dados definido em cada ponto x;, j=1,.., N

Funcéo aproximadora global

Dominio global plano

Funcdo paramétrica

No Cap.3- item 3.1, fun¢do num dominio global
No Cap.3- item 3.1, refinamento adaptativo
Dominio de um determinado elemento finito
Funcéo de suporte compacto

Funcéo enriquecedora

N6 qualquer do contorno I; ou I,
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Regido de influéncia ou nuvem no contorno I, ou I,

A familia de fungBes para o campo de deslocamentos no contorno I
ou I,

E o0 ntimero total de nds no contorno I'(I;,+ I, +T,)

No Cap.3- item 3.2, € o grau méximo da aproximagdo Lagrangiana
resultante

E a funcdo de forma (PU) para o campo de deslocamento referente aos
nés do contorno I (I, +1,+1,) (j=1,...N,)

Séo as n, funcbes que multiplicam (enriquecem) a funcéo de forma
de contorno definidas em cada nd de indice j

E o contador para o nimero de fungdes adicionadas a cada n6 de indice
J

A familia de funcdes para o campo de tensdes no dominio @

E a funcdo aproximativa para o campo de tensdo, referentes aos
elementos e =1,...,n, do dominio 2

Séo funcdes com suporte compacto sobre nuvens definidas em cada no
de indice j com auxilio da rede de elementos finitos de cobertura

No Cap.3- item 3.2, é 0 nUmero total de nds no dominio Q
Sao fungdes que multiplicam ou enriquecem as fungdes g,

Familia de funcdes para o campo de tensdes no dominio 2

E a funcdo de forma (PU) para os campos de tensdo referentes aos nos
j=1,..., N dodominio Q

A familia de funcdes para o campo de deslocamentos no dominio £

E a funcéo de forma (PU) para os campos de deslocamentos referentes
aos nos j=1,..., N do dominio Q

A familia de fungdes para o campo de deslocamentos no contorno I
our,
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E a funcdo de forma (Particio da Unidade) para o campo de
deslocamento referente dos no6s do contorno F(Fl.+1“t+1"u)

(j=1,...N,)

S8o as n, funcdes que multiplicam ou enriquecem a funcéo de forma
de dominio definida em cada n6 de indice j

Séo as n, funcbes que multiplicam (enriquecem) a funcéo de forma
de contorno definida em cada no de indice j

Rede de elementos finitos ditos de dominio

Elementos no contorno de Neumann I
(’["
Elementos do contorno entre os elementos de dominio I
°r

Vetor que guarda os parametros generalizados correspondentes as
aproximagcdes locais para as tensdes no dominio

Vetor que guarda os parametros generalizados correspondentes as
aproximacdes locais para os deslocamentos no dominio

Vetor que guarda os parametros generalizados correspondentes as
aproximacoes locais para os deslocamentos no contorno de Neumann

Iy
Vetor que guarda os parametros generalizados correspondentes as

aproximagdes locais para 0s deslocamentos no contorno entre 0s
elementos de dominio 7
°r;

Elemento no dominio

Elemento no contorno de Neumann I
er,
Elemento no contorno entre os elementos de dominio I
°ry

Matrizes Booleanas que extraem os graus de liberdade do elemento
finito de dominio £,

S&o as matrizes Booleanas que extraem, respectivamente, 0s graus de
liberdade dos elementos no contorno I, e I,

t

Aproximacdes locais dos campos de tensdes no dominio £2,



i
er;
T

"ner"

Qge -

er,

én -

?; -

en-

Aproximagdes locais dos campos de deslocamento no dominio £2,

Aproximacdes locais dos campos de deslocamento no contorno de
Neumann T,
Iy

Aproximacdes locais dos campos de deslocamento no contorno entre
os elementos de dominio 7
°r

Elementos com deslocamentos prescritos

Matriz quadrada cujos termos sdo integrages no dominio £, sobre as

aproximacdes do campo de tensées no dominio e dos termos da matriz
de flexibilidade

Matriz cujos termos sdo integracbes no dominio £, sobre as
aproximacdes do campo de tensdes e deslocamentos no dominio

Matriz cujos termos sdo integracdes no contorno I’ sobre as
o,

t

aproximagOes do campo de tensdes no dominio e deslocamento no

contorno

Matriz cujos termos sdo integracbes no contorno I,  sobre as
°ri

aproximacdes do campo de tensdes no dominio e deslocamento no

contorno

Vetor cujos termos sdo integragbes no contorno I,  sobre as
ner,

aproximacdes do campo de tensdes no dominio e do vetor de

deslocamentos impostos

Vetor cujos termos sdo integracbes no dominio £, sobre as

aproximagdes do campo de deslocamentos no dominio e do vetor de
forcas volumicas

Vetor cujos termos sdo integracbes no contorno I,  sobre as

I
aproximagdes do campo de deslocamento no contorno e do vetor de
forcas de superficie
Coordenadas normalizadas ortogonais

Coordenadas cartesianas

Funcdes bilineares Lagrangianas para elementos finitos quadrilaterais,
j=1,2,3,4

Coordenadas adimensionais variando entre =1 e 1
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Matriz composta pelas funcdes de interpolagdo ¢,

Vetor ¢ que guarda as coordenadas nodais do elemento finito
quadrilateral

Coordenadas nodais do elemento finito quadrilateral, i = 1,4
Matriz Jacobiana

Funcdes lineares Lagrangianas classicas, i =1,2
Matriz composta pelas fungdes de interpolagéo y,

Coordenadas nodais do elemento finito linear, i=1,2

Vetor que guarda as coordenadas nodais no dominio fisico do elemento
finito no contorno

Diferencial de comprimento no dominio global xy
Diferencial de comprimento no dominio paramétrico

Séo as n, fungdes polinomiais que multiplicam ou enriquecem as
tensdes e deslocamentos de dominio definida em cada no de indice j

Aproximacdes das tensées no dominio

Os graus de liberdade de tensbes associadas as funcbes de forma
originais

Os novos parametros nodais correspondentes a cada uma das parcelas
de enriquecimento das tenses no dominio

Aproximacdo dos deslocamentos no dominio

Os graus de liberdade em deslocamento associados as funcdes de
forma originais

Os novos parametros nodais correspondentes a cada uma das parcelas
de enriquecimento dos deslocamentos no dominio

Aproximacéo dos deslocamentos no contorno

Os graus de liberdade em deslocamento associados as funcdes de
forma originais

Os novos parametros nodais correspondentes a cada uma das parcelas
de enriquecimento dos deslocamentos no contorno



W, ew, -

s(&.m) -
q(&m) -

r (gcnnstante ’ ”)
ou -

r (é:’ N constante )
P -

Séo as n, fungbes polinomiais que multiplicam ou enriquecem os
r
deslocamentos no contorno definida em cada n6 de indice j

Matriz de enriquecimento polinomial no dominio do elemento
quadrilateral

Matriz de enriquecimento polinomial no contorno do elemento
Matrizes identidades de terceira e segunda ordem respectivamente
Funcéo escrita num dominio paramétrico &

Determinante da matriz jacobiana

No Cap.4- item 4.3.1.4, s&o os numeros de pontos de Gauss utilizados
em cada direcdo & e g

No Cap.4- item 4.3.1.4, s&o 0s pesos associados aos pontos de Gauss i
eJj

Fungdo escrita num dominio paramétrico &
Funcdo escrita num dominio paramétrico &y

Funcéo escrita num contorno paramétrico ¢

constante Ou ”CI)HS tante

Ponto interno ao elemento de dominio triangular £,

Area do elemento triangular

Area do triangulo P12

Area do tridngulo P23

Area do triangulo P31

Coordenadas triangulares normalizadas, i =1, 3

Coordenadas nodais do elemento finito triangular, i=1,3

Matriz composta pelas coordenadas triangulares normalizadas

Vetor que guarda as coordenadas nodais do elemento finito triangular

Matriz composta pelas fungdes de interpolagéo y,
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A(x, ) -

a,b,c,d e e -

Vetor ¢, que guarda as coordenadas nodais no dominio fisico do
elemento finito no contorno

Matriz de enriquecimento polinomial no dominio do elemento
triangular

Funcdo escrita num dominio paramétrico ¢& ¢,
Funcdo escrita num dominio paramétrico ¢ ¢,
Funcéo escrita num dominio paramétrico ¢¢,

No Cap.4- item 4.3.2.4, é 0 peso associado a cada ponto de Hammer i

Funcéo escrita num contorno paramétrico ¢

No Cap.4- item 4.3.2.4, matriz de composicao

No Cap.4- item 4.3.2.4, vetor de composi¢édo

No Cap.4- item 4.3.2.4, matriz diagonal

No Cap.4- item 4.3.2.4, um niUmero muito pequeno

No Cap.4- item 4.3.2.4, é 0 erro na iteracdo j
No Cap.4- item 4.3.2.4, é o residuo na iteracdo j

No Cap.5- item 5.3.1.2, funcdo de Airy

No Cap.5- item 5.3.1.2, sdo parametros generalizados das tensdes no
dominio

Novos parametros das tensdes correspondentes ao enriquecimento
No Cap.5- item 5.3.1.3, funcéo de Airy
Matriz de interpolagéo das tensdes enriquecidas

Matriz de enriquecimento das tensGes no dominio que reune as
interpolacbes de suporte compacto com x,y centrados nos nés j da

rede de elementos finitos

Sdo graus de liberdade em deslocamento no contorno associados as
funcGes de forma originais

S80 0s novos parametros nodais correspondentes a cada uma das
parcelas de enriquecimento dos deslocamentos no contorno
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g, - Coordenada adimensional para o elemento da rede de cobertura de
contorno
Lk - No Cap.5- item 5.3.1.3, s8o os nés enriquecidos do elemento

quadrilateral

n - No Cap.5- item 5.3.1.3, é 0 nimero de no6s enriquecidos no mesmo
elemento

J,;!, J;), J, Elementos da inversa da matriz Jacobiana

e J,; -
n, No Cap.6- item 6.2.2, nimero de componentes de um vetor x qualquer
n, No Cap.6- item 6.2.2, nimero de componentes de um vetor y qualquer
A - No Cap.6- item 6.2.2, matriz com dimenséo (n, xn, )
B- No Cap.6- item 6.2.2, matriz com dimenséo (n, xn,)
x - No Cap.6- item 6.2.2, vetor com dimenséo (n, )
V- No Cap.6- item 6.2.2, vetor com dimensdo (ny)
fief,- No Cap.6- item 6.2.2, sdo termos independentes do sistema de
equac0es lineares da eq.(6.1)
C - No Cap.6- item 6.2.2, matriz com dimens&o (ny xnx)
D - No Cap.6- item 6.2.2, matriz com dimenséo (ny xny)
» No Cap.6- item 6.3.2, funcdo admissivel ou solucdo
v No Cap.6- item 6.3.2, funcdo peso ou teste

B(g,y) -  Formabilinear

W - Espaco de Hilbert
I’ ( Q) - Espaco das fungdes quadrado integraveis no dominio £
F(.,,) - Funcional linear continuo

w, Subespaco de dimensdo finita

0 (Q(m)) _Aproximagéao polinomial de grau “n’no elemento m
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1

sup -

®" () -

SeT-

newvy-

No Cap.6- item 6.3.2, solugdo aproximada por elementos finitos

No Cap.6- item 6.3.2, funcdo peso ou teste no subespaco de dimenséo
finita

Norma no espaco das funcbes admissiveis
Norma no espaco das fungdes testes
Valor infimo

No Cap.6- item 6.3.2, qualquer aproximacdo do espaco discretizado
w

n

No Cap.6- item 6.3.2, constante da condi¢do de continuidade da forma
bilinear

No Cap.6- item 6.3.2, constante de estabilidade

No Cap.6- item 6.3.2, constante de estabilidade determinado
numericamente

Valor supremo
Aproximabilidade
No Cap.6- item 6.3.3, matriz simétrica com dimenséo nxn

No Cap.6- item 6.3.3, sdo matrizes simeétricas positivo-definidas
. 2 2
obtidas das normas ||| e |||,

No Cap.6- item 6.3.3, séo vetores que retinem os valores nodais de #,
e y, , respectivamente

No Cap.6- item 6.3.3, forma bilinear
No Cap.6- item 6.3.3, vetor de composic¢éo
No Cap.6- item 6.3.3, autovetores da eq.(6.34)

No Cap.6- item 6.3.3, autovalores da eq.(6.34)
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1. Introducéo

1.1 Considerac0es Iniciais

Entender o comportamento das estruturas e dos materiais que as constituem é problema
intrinseco a qualquer ramo da engenharia. No desenvolvimento de produtos (edificios, carros,
pontes, avibes, navios, proteses que substituem parte da estrutura Ossea humana, etc.),
exige-se, especificamente da engenharia de estruturas, a formulacdo de modelos
mecanicos-estruturais que simulem o mais préximo quanto possivel, a realidade dos
fendmenos envolvidos.

Basicamente, segundo a abordagem pela mecénica do continuo, a descrigdo matematica

dos fendbmenos de interesse envolve a interacdo de trés grandezas-chave: os deslocamentos
(u), as tensdes (o) e as deformacdes (¢). Assim, representar e quantificar realisticamente

cada uma dessas grandezas é fundamental para sucesso de qualquer projeto na engenharia de
estruturas.

Dessa forma, um modelo matemético consistente envolve restricdes sobre o0s
deslocamentos, as tensBes e as deformacgdes no tocante ao equilibrio, compatibilidade, leis
constitutivas e condi¢cdes de contorno especificas de cada fendmeno estudado. Classicamente,
na mecanica das estruturas e dos materiais, 0 modelo matematico expresso pelo conjunto de
relacfes associadas as restri¢des, e que permite a determinacdo das grandezas-chave, constitui
0 denominado Problema de Valor no Contorno (PVC). Os operadores matematicos
envolvidos nos modelos caracterizam diferentes classes de problemas.

Solucdes analiticas de uma classe de PVC, na maioria das vezes obtidas com hipdteses
simplificadoras, restringem-se a um pequeno nimero de problemas. O emprego de métodos
numeéricos permite ampliar as possibilidades de analise e solucdo de toda uma classe de PVC.
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Os métodos numéricos substituem a resolugédo analitica de um PVC pela introducdo de
formas aproximadas, ou discretizadas, do modelo matematico, gerando os correspondentes

modelos discretos. Em tais modelos, se objetiva determinar os deslocamentos (u), as tensBes
(6) eas deformagdes (¢) em um naimero finito de pontos.

Dentre os métodos numéricos, a forma convencional “em deslocamentos” do Método
dos Elementos Finitos (MEF) é uma das ferramentas mais difundidas e aplicadas na resolucao
aproximada de um PVC. Essa consolidacdo deve-se, em parte, a sua simplicidade conceitual,
mas também a facilidade de implementacdo computacional.

Entretanto, quando func¢des polinomiais de baixo grau, aproximativas dos campos de
deslocamentos, sdo utilizadas no MEF classico, pode-se obter resultados insatisfatorios em
termos da representacdo de grandezas que dependam de ordens superiores de derivadas desses
campos. E o caso, principalmente, de problemas que envolvam regifes com singularidade
(que se caracterizam por elevados gradientes de tensdo), Szabd e Babuska (1991). Esse fato
ocorre porque as derivactes implicam em reducéo da ordem da aproximacao.

Mas ha outras situacdes em que o MEF classico também sofre limitagdes. Por
exemplo, na analise de problemas no ambito da elasticidade quase incompressivel, mesmo
com uma discretizagdo razodvel, utilizando elementos finitos cléssicos, pode-se obter
solucdes grosseiras, Bathe (1996). Além disso, a solucdo obtida via MEF classico também
fica comprometida, quando se empregam redes de elementos finitos excessivamente
distorcidos.

Por outro lado, na utilizagdo do MEF convencional em problemas que envolvam
grandes deformacdes ou propagacao de trincas pode ser necessaria a mudanga continua da
rede de elementos finitos. Ocorre que a mudanca da discretizacdo do problema é normalmente
bastante onerosa computacionalmente.

Por isso, durante as Ultimas décadas, muitos esforcos tém sido direcionados na
tentativa de desenvolvimento de metodologias numéricas nao-convencionais que combinem
boa capacidade de aproximagdo com baixo custo computacional.

Boa parte das metodologias propostas fundamenta-se em principios variacionais
mistos. Uma boa revisdo sobre os principios variacionais classicos encontra-se em Desai e
Abel (1972), Gois (2004) e Zienkiewicz (2000).

Formas variacionais conhecidas na literatura por funcionais de Hellinger-Reissner e
Hu-Washizu, conduziram ao desenvolvimento da Formulacdo Mista (e suas variacdes) do
MEF, Géis (2004) e Zienkiewicz (2000). As formas mistas do MEF séo assim denominadas,
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por envolverem funcionais dependentes de mais de um campo definido no dominio estudado
(£2), como: tenséo (&) e deslocamento () no funcional de Hellinger-Reissner e tenséo (s),
deslocamento («) e deformacéo (&) no funcional de Hu-Washizu.

As formulacdes mistas sdo comumente utilizadas para andlise de cascas, placas e de
problemas no ambito da elasticidade quase incompressivel, pois contornam 0s entraves
apresentados nos estudos desses casos com 0 MEF classico, Bathe (1996).

Para alem das formulacdes mistas, o trabalho pioneiro de Pian (1964) apresentou um

funcional que envolvia tensdo (¢) no dominio () e deslocamento () nas interfaces de

subdominios de (). Definiu-se este funcional como funcional hibrido e dele surgiu a

Formulacdo Hibrida de Tensdo do MEF. Pian (1964) comenta que nesta formulacdo é
possivel obter boas solucdes dos campos de tensdo (s) e deslocamento () e ainda explorar a
vantagem de “relaxar” o requerimento de continuidade dos campos aproximados.

Vale salientar, entretanto, que a dependéncia em relagdo a um principio variacional
associado ndo é condicdo necessaria para o desenvolvimento de uma formulacdo do MEF.
Nesse contexto, destacam-se as formas ndo-convencionais do MEF apresentadas em Freitas,
Almeida e Pereira (1996), que dispensam o emprego de principios variacionais e se
constituem essencialmente em formulagGes em residuos ponderados.

No ambito dessas formulagdes, em Freitas, Almeida e Pereira (1996), o problema
classico da elasticidade linear € estudado por meio de formas nao-convencionais onde campos
de tensdo (¢) e de deslocamento (x) podem ser simultaneamente aproximados. Sdo seis as
formas ndo-convencionais apresentadas: As FormulagGes Hibrido-Mistas de Tensdo e de
Deslocamento, as formulacdes Hibridas de Tensdo e de Deslocamento e as formulacdes
Hibrido-Trefftz de Tensdo e de Deslocamento. Na obtencdo de cada uma delas, ndo se
utilizam principios variacionais, mas ponderacdes de Galerkin das equacdes de equilibrio,
compatibilidade e constitutiva envolvidas no problema da elasticidade linear.

As formas hibrido-mistas sdo primeiramente ditas mistas porque se fundamentam na
aproximacdo direta de dois campos incompativeis no dominio: tensdo () e deslocamento
(u). Como os campos de deslocamento ou de forcas podem independentemente ser
aproximados no contorno (r),a formulacdo é também caracterizada como Hibrida.

Ocorre que ao se adotar uma abordagem hibrido-mista ou hibrida, os campos de
contorno precisam ser compatibilizados, nos sentidos: cinematico e estatico, com 0s campos

de dominio. Como proposta geral, um ou outra dessas compatibilizacfes é imposta em forma
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forte, enquanto a restante é inserida em forma fraca. Por exemplo, 0 modelo resultante diz-se
hibrido-misto de tensdo quando o equilibrio de forgas no contorno entre elementos é imposto
de forma ponderada. Ja o modelo é denominado hibrido-misto de deslocamento quando a
compatibilidade de deslocamentos é imposta de forma ponderada nas fronteiras comuns a
elementos.

As abordagens hibridas podem ser obtidas das formas Hibrido-Mistas pela simples
escolha de fungbes interpoladoras dos campos de tensdo ou deformacdo satisfazendo
previamente as condic¢6es de equilibrio ou compatibilidade no volume, respectivamente.

Ja nas Formulagdes Hibrido-Trefftz, no modelo de tensdo as aproximacdes das tensdes
no dominio sdo derivadas de potenciais de tensdo ditos: ‘bi-harmdnicos’, pois satisfazem a
equacdo de Beltrami. Na variante de deslocamento, as aproximacdes de deslocamento no
dominio sdo obtidas de potenciais de deslocamentos harménicos que satisfazem a equacao de
Navier.

A implementacdo numérica das formulacBes ndo-convencionais proposta neste
trabalho tem por base uma combinacéo de recursos dos métodos sem malha e do MEF.

Os métodos sem malha, Duarte (1995), sdo definidos como métodos numéricos para
solucdo de um PVC, onde as equagdes que governam o modelo discreto independem
totalmente ou em parte, de uma rede de elementos finitos.

Dentre os métodos sem malha, destaca-se o Método das Nuvens “hp” (“hp” Clouds),
apresentado nos trabalhos de Duarte e Oden (1995,1996), onde o modelo discreto é construido
a partir de pontos nodais dispersos no dominio, sem nenhuma conectividade. Igualmente a
maioria dos métodos sem malha, as func¢des aproximativas do Método das Nuvens “hp” sao
determinadas pelo Método dos Minimos Quadrados Moveis (MMQM), Lancaster e
Salkauskas (1981,1990). Tais funcdes de forma constituem uma Particdo da Unidade (PU)
(essencialmente um conjunto de fungdes cuja soma, num ponto, é igual a unidade).

Mas a principal caracteristica desse método empregada neste trabalho é a possibilidade
de enriquecimento nodal das funcBes de aproximacdo que constituem uma particdo da
unidade. O enriquecimento nodal pode ser definido como a ampliagdo das bases
aproximativas envolvidas, sem a necessidade de introduzir novos pontos nodais ao dominio.

A combinacéo de caracteristicas favoraveis dos métodos sem malha e do MEF adotada
neste trabalho é o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), Babuska, Caloz e
Osborn (1994), Babuska e Melenk (1997), Duarte (1996), Duarte e Oden (1995, 1996),
Melenk e Babuska (1996) e Oden, Duarte e Zienkiewicz (1998). Essencialmente, uma rede de

cobertura é empregada para definir nuvens suporte dentro das quais as funcbes de forma do
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MEF cléssico sdo usadas como PU. Estas funcBes de forma podem entdo ser enriquecidas
dentro de cada nuvem, mediante a multiplicacdo da PU por funcBes de interesse; o
enriguecimento resultante tem carater nodal.

Nos trabalhos de Pimenta, Proenca e Freitas (2002) e Gois (2004), os elementos
Hibrido-Mistos de Tens&o foram pioneiramente utilizados no MEFG como rede de cobertura
(definicdo de nuvens associadas aos pontos nodais). J& as fungdes aproximativas dos campos
de tensdo e deslocamento no dominio e deslocamento no contorno foram tomadas como PU.
Além disso, a técnica de enriquecimento nodal foi aplicada aos campos envolvidos na
Formulacdo Hibrido-Mista de Tensdo, possibilitando assim, uma nova apresentacdo ao
MEFG.

Mas um questionamento pode ser levantado no tocante a aplicacdo dessas formas nao-
convencionais do MEF: Elas sempre possibilitardo solugdes convergentes?

A formalizacdo matematica das condigdes necessarias e suficientes para convergéncia
de solugdes aproximadas obtidas com formas nao-convencionais do MEF, como por exemplo,
as adotadas neste trabalho e apresentadas originalmente em Freitas, Almeida e Pereira (1996),
guase inexistem.

Para a formulacdo mista classica do MEF, o estudo das condi¢cBes necessarias e
suficientes para convergéncia estd bem consolidado, como mostram os trabalhos de Babuska
(1996), Bathe (1996, 2001), Brezzi e Bathe (1990), Chapelle e Bathe (1993), losilevich, Bathe
e Brezzi (1997), Zienkiewicz et al. (1986) e Zienkiewicz e Lefebvre (1987).

A convergéncia de solucGes aproximativas obtidas com o MEF para qualquer
formulacdo variacional fica garantida se basicamente duas condi¢bes sdo atendidas:
consisténcia e estabilidade.

A consisténcia é composta pelos aspectos de representatividade e compatibilidade (ou
conformidade) das aproximac@es, essencialmente ratificadas pelo emprego da PU. Ja a
estabilidade depende de boas propriedades, como a densidade, da forma bilinear atrelada a
formulacdo adotada. As condicGes ditas de elipsidade (ligada a solvibilidade) e (inf-sup) de
Babuska-Brezzi (ligada a densidade do operador), proposta de modo independente por
Babuska (1971, 1973) e Brezzi (1974), determinam as boas propriedades da forma bilinear e,
de resto, do PVC.

No ambito dos estudos envolvendo as formulagdes classicas do MEF, em Chapelle e
Bathe (1993), Bathe, losilevich e Chapelle (2000) e Bathe (2001), é ressaltado que para certa
discretizacdo as condi¢cdes de consisténcia e elipsidade sdo relativamente faceis de serem

verificadas. Ainda nestes trabalhos, os autores comentam da dificuldade de verificar
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analiticamente se a condicdo Babuska-Brezzi (inf-sup) é satisfeita para uma discretizacdo em
elementos finitos.

Em Chapelle e Bathe (1993) foi apresentada uma alternativa numeérica, portanto
envolvendo o operador discretizado, denominada de “teste inf-sup”, para analise da condicao
de Babuska-Brezzi (inf-sup). Em Bathe (1996, 2001), Bathe, losileviche e Chapelle (2000),
Chapelle e Bathe (1993) e losilevich, Bathe e Brezzi (1997), o “teste inf-sup” foi utilizado em
diversos problemas (cascas, placas, incompressibilidade) analisados com elementos finitos
mistos, para averiguar se as solugdes geradas atendiam & condicdo de Babuska-Brezzi (inf-
sup). Como ja mencionado, na literatura técnica poucos sdo os trabalhos que utilizam da
condicdo de Babuska-Brezzi (inf-sup) para consolidar aspectos de convergéncia de
formulacBes Hibrido-Mistas e Hibridas.

No ambito das formulagdes ndo-convencionais, em Gois (2004), analisou-se a
condicdo de elipsidade da Formulacdo Hibrido-Mista de Tensdo com enriquecimento nodal
por meio de testes numéricos simples baseados nos trabalhos de Zienkiewicz et al. (1986) e
Zienkiewicz e Lefebvre (1987). De forma incipiente, em Gois (2004), a condicdo de Babuska-
Brezzi (inf-sup) foi aplicada a Formulacdo Hibrido-Mista de Tensdo, estendendo a
metodologia proposta em Chapelle e Bathe (1993).

Gois e Proenca (2005, 2006a, 2007b, 2007c) avancaram no tema da aplicacdo da
condicdo de Babuska-Brezzi (inf-sup) na Formulacdo Hibrido-Mista de Tensdo com
enriquecimento nodal.

Em Gais e Proenca (2006b, 2007a, 2007c) a Formulacdo Hibrida de Tensdo com
enriquecimento nodal foi apresentada, focando-se principalmente aspectos relacionados as
condicdes necessarias e suficientes para convergéncia de solucBes obtidas com esta
formulacéo.

Os estudos realizados por um lado confirmaram alguns entraves dessas formulacdes,
principalmente no tocante a geracdo de modos espurios cinematicos, que podem ocorrer
qguando da adocdo de um enriquecimento livre dos campos de deslocamentos, sem que se
tome cuidado de compensa-lo pelo enriquecimento do campo de tensdes. Por outro lado, uma
vez que se aplique o recurso do enriquecimento com um critério adequado, ressaltaram-se as
potencialidades apresentadas pelas formulagdes ndo-convencionais combinadas com a técnica

de enriquecimento nodal, justificando a continuidade de pesquisas nesse tema.
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1.2 Objetivos

O trabalho tem por objetivo principal oferecer uma contribuicdo ao estudo de
formulacBes ndo-convencionais do PVC, tendo-se como base a Formulacdo Hibrida de
Tensdo (FHT) e a Formulacdo Hibrido-Mista de Tensdo (FHMT), combinada com uma
técnica de enriquecimento nodal de aproximacgdes definidas por uma rede de elementos
finitos.

O método dos elementos finitos generalizados é essencialmente aplicado na FHMT. A
extensdo do método para a FHT ndo é, entretanto, imediata. Uma contribuigdo inovadora,
nesse sentido, é o desenvolvimento de uma metodologia que possibilita o enriquecimento
nodal das aproximacdes dos campos de tensdo (&) que originalmente ndo estdo atreladas a
nos, no caso da FHT.

Um estudo numérico sobre as condi¢bes necessarias e suficientes para convergéncia
das solucdes obtidas com as FHT e FHMT com enriquecimento nodal, também é outro ponto
de abordagem original do trabalho.

Como primeira etapa da pesquisa, tem-se a implementacdo computacional da proposta
inicial da aplicagdo do MEFG na FHT e na FHMT. Nesta fase, sdo desenvolvidos elementos
triangulares e quadrilaterais enriquecidos nodalmente por fungdes polinomiais. Procura-se,
por meio de exemplos classicos da elasticidade linear, verificar também a sensibilidade das
aproximacdes resultantes geradas a partir de redes distorcidas. Ainda, resultados obtidos da
FHT/FHMT com enriquecimento nodal sdo confrontados com resultados obtidos de um
‘software’ comercial fundamentado na formulacéo classica do MEF.

Na segunda parte do trabalho, analisam-se 0s aspectos matematicos necessarios e
suficientes para convergéncia das solucbes obtidas da FHT e FHMT com enrigquecimento
nodal pela verificagdo numérica da condicdo de BabuSka-Brezzi, Babuska (1971, 1973) e
Brezzi (1974).
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1.3 Estrutura da Tese

O conteudo do trabalho est& organizado como se segue:

- No capitulo 1, inicialmente, apresentam-se as considerac@es iniciais do trabalho, a
revisao bibliografica que fundamenta a pesquisa, os trabalhos ja desenvolvidos e
publicados pelo autor no tema desta tese. Posteriormente, destacam-se 0s objetivos do
trabalho e a estruturacdo desta tese.

- No capitulo 2, ap6s uma breve revisdo dos conceitos basicos da teoria da elasticidade
utilizados no trabalho, formulam-se matematicamente a FHT e a FHMT com base em
residuos ponderados.

- No capitulo 3, foca-se o conceito da particdo da unidade (PU) e o enriquecimento
desta parti¢do na formulacdo em deslocamentos do MEF, ou seja, como o Método dos
Elementos Finitos Generalizados (MEFG) foi apresentado originalmente. O capitulo é
finalizado com a aplicacdo do MEFG aos campos de aproximacado envolvidos na FHT
e FHMT.

- O capitulo 4 trata da construgdo dos elementos finitos isoparamétricos triangular e
quadrilateral da FHMT com enriquecimento nodal.

- O capitulo 5 apresenta os elementos finitos triangular e quadrilateral da FHT com
enriquecimento nodal. Aqui, destaca-se a metodologia inovadora que possibilitou a
aplicacdo do MEFG a FHT.

- No capitulo 6, estudam-se as condi¢cOes necessarias e suficientes para estabilidade das
solucdes numéricas obtidas com a FHT/FHMT enriquecidas. Nesta parte, salientam-se
0s testes numéricos desenvolvidos para verificar as condi¢fes gerais de garantia de
estabilidade: o “Teste por Inspecdo’ e o teste “inf-sup”.

- No capitulo 7 sdo apresentados os exemplos numéricos e os resultados séo discutidos.

- No capitulo 8 sdo apresentadas as considerac@es finais e conclusdes.
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2. Formulacdo Hibrida e Hibrido-Mista de Tensdo para
Elasticidade

2.1 Introducéo

Neste item apresentam-se as formulacdes hibrido-mistas para a consideracdo de
problemas lineares em Mecanica dos Solidos e Estruturas. A forma apresentada € dita ndo-
convencional, uma vez que ndo se baseia em nenhum principio variacional como usualmente
apresentado nos textos sobre o tema, mas sim no método dos residuos ponderados. A

formalizacdo aqui descrita segue o trabalho de Proenca (2008).

2.2 Formulacdes Hibrido-Mistas para a Elasticidade Plana

As relacGes do problema elastico de valor de contorno sdo aqui resumidas, para que as
formulacBes Hibrida e Hibrido-Mista de Tensdo sejam posteriormente mais facilmente
entendidas. N&o existe, portanto, o objetivo de entrar em detalhes da teoria da elasticidade, os
quais podem ser encontrados em obras como Xu (1992), Timoshenko e Goodier (1980) e
Valliappan (1981).

No caso geral, o PVC em elasticidade linear, para o estado plano de tensdo (EPT), é

regido em forma forte pelo seguinte conjunto de relagdes:

e Equac0es de Equilibrio:

Lo+b=0, em Q (2.1)

onde:
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=™ ) ay
0 - =
oy Ox

é o operador diferencial divergente, ¢ é representado pelo vetor coluna formado com as
componentes do tensor de tensdo em um sistema cartesiano de coordenadas x ey e b € o vetor

de forcas volumicas.

e Equacéo de Compatibilidade:

e—L'u=0,em Q, (2.2)

onde:

é o vetor de deslocamentos e & € representado pelo vetor coluna formado com as

componentes dos tensores de deformagao em um sistema cartesiano de coordenadas x e y.

e Lei Constitutiva:

&= fo (2.3)
onde:

O.x %f}x 1 b 4 0
6=40, (&= %sy ,f=E —v 1 0 ,

T, %yxy 0 0 2(1+v)

onde E é o mddulo de elasticidade e v é o coeficiente de Poisson. Nessa notagdo, f € a

matriz flexibilidade para materiais elasticos lineares isotropos.

e As condicdes de contorno da elasticidade plana séo:

u=u,emIrI, (2.4)
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t =No,em I, (2.5)

onde:

é a matriz construida com as componentes do vetor n normal ao contorno, u é o vetor dos

X

deslocamentos impostosem I, e ¢ = { } € o vetor das forcas superficiais aplicadas em I .

y
Ainda nas eg.(2.1) a eq.(2.5) £ é um dominio limitado por um contorno regular

I=r,ur,,verfigura 2.1.

Figura 2.1 — Corpo elastico submetido a forcas de volume e de superficie e a representacdo das partes
complementares do contorno.

Vale salientar que as equa¢Oes aqui apresentadas referem-se a problemas regidos pela
Teoria da Elasticidade Linear, considerando-se apenas a isotropia e dentro dos limites das
deformagcdes infinitesimais e pequenos deslocamentos.

Agora, admitindo-se neste desenvolvimento que as condi¢des no contorno (de
Dirichlet) sejam atendidas em forma forte, todas as outras condi¢bes podem ser impostas em

forma fraca mediante ponderagdes, como indicam as relagdes abaixo:

IQMg(LTu—fa)dQ=0 (2.6)
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[ Ps(Lo+b)d2=0 2.7)
[ R (t-No)ar=o0 (2.8)

Os operadores de ponderacdo que aparecem nas relacGes anteriores resultaram das

seguintes defini¢cdes adotadas para as func¢des ponderadoras:

om=M ,0m (2.9)
Q Q

op=P,op, (2.10)

or=R, or, (2.11)

O sistema formado pelas eq.(2.6) a (2.8) é primeiramente alterado pela integracdo por
partes da eq.(2.6), obtendo-se:

JJ(LM,) wag+ | Mifsa@~| (NM,) udl~[ (NM,) wdl=0  (212)

Na relacdo anterior colocam-se em destaque os campos considerados independentes e que
justificam a denominacao formulacdo hibrido-mista: deslocamentos e tensdes no dominio 2

e deslocamentos na parte I, do contorno. Admite-se, portanto, que:

e As aproximacdes para deslocamentos no dominio e no contorno sao diferentes. Ambos

0s campos sao compatibilizados em forma fraca mediante a relagao anterior.
e Astensdes e deslocamentos no dominio sdo incompativeis.

Em termos mais gerais, nos contornos as grandezas desconhecidas podem ser
aproximadas de forma independente das aproximacgdes adotadas no dominio.

Como nos contornos I, e I', do dominio £ sdo conhecidos u e ¢, respectivamente,

neles sdo aproximadas, também respectivamente, as grandezas ¢ e u.
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As aproximacdes para 0s campos incognitos escrevem-se:

oc=S8,5, em Q (2.13)
u=U,q, em Q (2.14)
u.=U.q, em I, (2.15)

onde vetor s, pode ser interpretado como o0 vetor das tensdes generalizadas associadas as
funcdes de aproximacdo dos campos de tenséo em §,,.

Ja U, € amatriz que guarda as fungdes de aproximagao do campo de deslocamento no
dominio 2 e ¢, € o vetor que agrupa os graus de liberdade generalizados associados.
Finalmente, U é a matriz que coleta as fungdes de aproximacao do campo de deslocamento
no contorno I; e g, € o vetor que contem os pesos que podem ser interpretados como
deslocamentos generalizados no contorno I .

Substituindo-se essas aproximacgdes no conjunto de relacGes ponderadas (eq.(2.12),
eq.(2.7) e eq.(2.8)), obtém-se o seguinte sistema:

[ [ Mifs,ae [ (LM,) Ude —IE(NMQ)TUFIdF_ o1 [
jgp; (LM ,)de 0 0 g4, t=1-0,+ (2.16)
_—IERQ(NMQ)dr 0 0 _ ) (79
onde:
e, =| (NM,) udr (2.17)

0, = Pibd0 (2.18)
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0, = -[F, R}tdr (2.19)

Como se pode observar, o sistema anterior (eq.(2.16)) ndo apresenta simetria. Tal
condigdo pode ser recuperada impondo-se as seguintes restricdes (‘Galerkin’) sobre o

conjunto de fungdes de aproximacao:

M,=S, (2.20)
P,=U, (2.21)
R, =U, (2.22)

FooA, -4 ](s, e,
A; 0 0 do (=17CQ, (2.23)
-7 0 0 |4, [-€
onde:
F= jg ST £ .dQ (2.24)
A, = (LS,) U,d2 (2.25)
Ar, = [ (NS,) Uydr (2.26)
e, = (NS,) wdr (2.27)

0, = Ubae (2.28)
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0, = J.F, UL tdr (2.29)

Ao se introduzir a discretizagdo do volume £ em elementos, dentro de cada um deles
definem-se aproximacOes para 0s campos independentes de tensdo e deslocamento.
Entretanto, aparece uma nova parte do contorno que nao foi caracterizada na formalizacao
anterior: trata-se do contorno I, (entre elementos), e seus campos de deslocamentos e forgas
precisam ser ‘compatibilizados’ com os campos internos dos elementos adjacentes. Assim
sendo, individualizam-se novas incognitas que podem ser aproximadas como campos

independentes em ;.
Em geral, as variaveis ‘discretizaveis’ para o elemento de volume & e contornos I,

I, e I,,indicado na figura 2.2, séo:

S=S,s, em Q (2.30)
u=U,q, em Q (2.31)
u.=U.q, em I, (2.32)
t, =W.o. em I, (2.33)
ur,=Urqy, em I (2.34)
tr=Wro. em I, (2.35)

onde I e a fronteira entre elementos.
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Figura 2.2 — Elemento de volume £ e contornos I,, I, e I;.

l

Em razdo da existéncia de I, no elemento, as condigcOes de compatibilidade e
equilibrio sdo entdo estendidas de modo a incluir os novos campos e condi¢fes sobre esse
contorno. Resumidamente, a relagdo (2.12) passa a incluir uma nova parcela integral no
contorno I, e uma nova equagéo é introduzida, exprimindo a forma fraca do equilibrio entre

forcas nesse contorno e tensbes no dominio do elemento (adiante, retomam-se essas

consideracGes mais detalhadamente). O sistema resolvente para um elemento fica, entdo, dado

por:
F A, -A, —A.](s,] [er ]
AL 0 0 0 |lq -
QT Q —J Qg | (2.36)
o 0 |4, -0
o 0 |lar) |-0Or

4, =[ (NS,) U, dr (2.37)
Q; =[, Urt;ar (2.38)

Nota-se na equacdo de equilibrio em [I; que ¢, também ¢é desconhecida.

Naturalmente o sistema descrito pode se apresentar com caracteristicas particulares. Por

exemplo, a parte de contorno I, simplesmente ndo existe numa discretizagdo com um unico
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elemento. Por outro lado, em se tratando de elemento interior, as partes I, e I, ndo existem.

Nesses casos, 0s sistemas dos elementos correspondentes apresentam matrizes com diferentes
ordens e diferente nimero de variaveis.

Ao considerar um mosaico de elementos, a sua unido deve contemplar as condicGes de
continuidade de deslocamentos e de equilibrio de forcas nos contornos internos entre
elementos. Entretanto, com o objetivo de reduzir o nimero de incdgnitas associado ao
mosaico de elementos, é usual a imposicdo em forma forte de uma dessas condices,
impondo-se a outra em forma fraca.

A condicdo sobre os deslocamentos € dita de continuidade, sendo expressa em forma
forte em I, comum por: u,. =u, . A condi¢do sobre as forcas e dita de reciprocidade, sendo

+

expressa no contorno comum por: ¢, =—¢,. De acordo com a hipdtese que venha a ser

admitida em I, a outra devera ser imposta em forma fraca, passando esta fronteira a ser

entendida como um contorno de Neumann ou de Dirichlet, isto €, estatico ou cinematico,
respectivamente.

Para entender melhor as hipoteses de compatibilizacdo a serem adotadas entre
elementos, é importante analisar, inicialmente, a composi¢éo e o significado de cada uma das
equacdes do sistema apresentado para um unico elemento, ver eq.(2.36).

Em primeiro lugar, vale lembrar que as rela¢Ges indicadas decorrem de ponderagdes

sobre as equagdes de compatibilidade e equilibrio no dominio, e equilibrio nas partes I, e I,
do contorno. A condigdo de contorno em deslocamentos dos pontos pertencentes a I, é

admitida como satisfeita em forma forte e, portanto, ndo ha ponderacao a ela associada.
A primeira equacéo representada na eq.(2.36) tem origem na integracao por partes da
condicdo de compatibilidade entre deslocamentos e deformacgfes do elemento, o que acaba

por inserir também a compatibilizacéo com os campos de deslocamentos nas partes I, e I

t
do contorno. Levando-se em conta, por um lado, que os campos de deslocamentos no dominio
e no contorno sdo representados por aproximagdes independentes e, por outro, que o contorno

se divide em regides distintas, tal integracéo fornece:

[ Sifod@=—[ (LS,) ud@+[(NS,) u,dr + [(N,S,) u,dr+ [ (NS,) @l (2:39)
I I I,

t u
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Dessa condicdo, introduzindo-se as aproximacdes para as tensdes (eq.(2.30)) e

deslocamentos (eq.(2.30)) no dominio e deslocamentos nos contornos I, (eq.(2.32)) e I,

(eq.(2.34)), resulta a primeira equacéo do sistema da eq.(2.36):

Fsg+Agqo—Arqr, —Arq, =e;, (2.40)

com as defini¢BGes pontuadas nas eq.(2.24) a eq.(2.27) e eq.(2.37).
Outra relacdo que aparece na eq.(2.36) € a que exprime o equilibrio entre forcas na

fronteira I, e tensbes no dominio do elemento:

[.(u; )T(N+6—t2)df=0 (2.41)

Substituindo-se nessa condi¢do a aproximacgdo para o campo de tensdes no dominio

(eg.(2.30)), resulta a quarta equagéo do sistema do elemento representada na eq.(2.36):
A£ sq—0r. =0 (2.42)

As outras equacBes (segunda e terceira da eq.(2.36)) referem-se ao equilibrio no
volume e a condi¢éo de Neumann no contorno I, sendo de interpretagdo mais simples.

E importante observar, neste ponto, que o sistema da eq.(2.36) indicado para um
elemento apresenta 4 equacdes e 5 incognitas (a 5 incognita é a ;. ).

Considere-se, agora, 0 exemplo de dois elementos, indicado na figura 2.3. Se nenhuma
hipdtese de equilibrio (‘reciprocidade’) ou de continuidade na fronteira comum € adotada ‘a

priori’, as seguintes aproximagdes séo validas no contorno I, de cada elemento: ”;,- = U;,-q;,» :
t;, =Wyor, u, =U.q, et =W o..Assimsendo, nesta situagdo geral, ¢, , ¢,., o € o,

sdo incAgnitas adicionais a determinar. Dada a independéncia adotada para 0s campos
envolvidos resulta, ao considerar o sistema de equacdes dos dois elementos, um total de 8
equacOes e 10 incdgnitas envolvidas. As duas equacBes adicionais para tornar o sistema

determinado sdo, justamente, de continuidade e reciprocidade na fronteira comum.
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Figura 2.3 — Dois elementos de volume £ e contornos I, I, e I;

it

A imposicdo em forma forte de uma das condi¢des, de continuidade ou de equilibrio,
permite substituir na fronteira I, as duas incognitas, em deslocamentos ou forgas,
respectivamente, por uma incognita comum. O sistema resolvente passa a apresentar, entdo, 9
incognitas e 9 equacdes, sendo montado primeiramente com as condi¢bes sobre cada

elemento referentes a compatibilidade e equilibrio no volume e equilibrio em I, e I; ,
dispostas em sequéncia, sem sobreposicdo. Ha, ainda, uma equacédo adicional relativa a forma
fraca da outra condicdo, de reciprocidade ou de continuidade, envolvendo as incdgnitas em

forcas ou deslocamentos, respectivamente, no contorno comum 1.

Seja, entdo, uma primeira hipotese que consiste em impor que na fronteira comum I
haja ‘a priori’ reciprocidade de forcas incégnitas entre elementos, isto é:
t, =—t, =t=W_o, . Segue que a outra condicdo, de continuidade nos deslocamentos, passa
a ser imposta em forma ponderada. Nesta situacdo I, pode ser interpretado como um
contorno cinematico ou de Dirichlet. O nimero de incognitas em I, se reduz, portanto, a:
qr.. 4, € 0.

No que segue apresenta-se a configuracdo do sistema de acordo com as condigdes
implicitas na hipotese adotada. Inicialmente, a condicdo de reciprocidade das forcas na

fronteira I', introduz alguma modificacdo nas relacdes referentes ao equilibrio na fronteira

1

comum, abaixo reproduzidas:

Alsy =0, (2.43)

i
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Ar'sg =05 (2.44)

Pela reciprocidade admitida, cada termo correspondente & forma linear, isto é: Q;. e

0, , passa a ser escrito como:

Q' = Ir Uy tar (2.45)

I"i
0; = —L_ U; tdr (2.46)

Levando-se em conta a aproximacdo adotada para a forca ¢, essas formas lineares

passam a ter novas redagdes. Portanto, no caso do elemento 1 (figura 2.3), obtém-se:

;=] - U; tdl = jr Ui W, o, dl (2.47)

0; = [ jr U,fiTWridF}ori =C; o, (2.48)

T
’
T,

No caso do elemento 2 (figura 2.3), analogamente, resulta:

0; = _IF;' Uy tdllh = - L U; Wo.dI (2.49)
0; = “p_ Uy Wridf} 0. =Cj o, (2.50)
o

Assim sendo, as relagdes de equilibrio na fronteira comum I, passam a ser escritas

para o elemento 1 como:

A}'sh =05 > Al sh=C; o, (2.51)
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ou

A sh—Cro, =0 (2.52)
E para o elemento 2:
A sy +Cro, =0 (2.53)

Em relagdo a representacédo da continuidade dos deslocamentos em I, em forma

fraca, tal condicdo pode ser imposta tomando-se forcas virtuais como ponderadoras, sendo,
entdo, expressa como:

L,. 5’T("2 —u;,.)dF =0 (2.54)

Considerando-se que as forgas virtuais possam ser escritas como: ot =W, do,., a

condicdo anterior passa a:

ooy, [ W (uf, —uy )ar =0 (2.55)
frier"ZdF —f,,_ W updl =0 (2.56)
[ wiar | -| [ wiviar | =0 (2.57)
Crar,—Cra;, =0 (2.58)

Portanto, de acordo com essa hip6tese de compatibilizacdo (em deslocamentos), o
sistema resolvente para dois elementos fica composto pelas contribuicdes das relacGes de

compatibilidade e equilibrio no volume e equilibrios nos contornos I, e I, para cada

t

elemento, mais a relagéo de continuidade dos deslocamentos na fronteira comum I .

Tal sistema apresenta-se na forma:



Capitulo 2: Formulacéo Hibrida e Hibrido-Mista de Tensdo para a Elasticidade 22

F'oa, A, -4 0 0 0 0 0]
T S.Q ejl“
A" 0 0 0 0 0 0 0 0 || ¢
. 9o -0,
~Ar 0 0 0 0o 0 0 0 0 ||g _o!
' r,
-4 0 0 0 0 o o0 0 c|lg 0
0 0 0 0 F* A, —-A, -A. 0 |{spp=4 el » (259)
T 2 ’
0 0 0 0 4 0 0 0 0| |-0
T 2
0o 0 0o o -47 0 o o o |/ |7
T _ ql} 0
0o 0 0 0 -4 0 0 0 C;
t i 0F. 0 )
0o o0 0o C 0 0 0 C. 0| "

onde e;. e e’ existem somente se os respectivos elementos possuirem partes de seus

contornos contidas no contorno global de Dirichlet e com restricdes ndo-nulas nos
deslocamentos.

A segunda hipotese consiste em impor “a priori’ a continuidade de deslocamentos na

fronteira comum, valendo: ”;i =u, =u, =U_q, . A reciprocidade de forcas passa a ser

imposta em forma ponderada. Portanto, nessa hipotese I, pode ser entendida como uma

fronteira de Neumann.
Em razdo da continuidade de deslocamentos, a primeira equagdo de cada elemento

(figura 2.3) tem seu termo associado a fronteira I, sofrendo uma pequena modifica¢do, uma

1
vez que as variaveis da aproximagdo para o campo de deslocamentos na fronteira comum
entre elementos ndo mais se distinguem.

Assim sendo, resulta:

J.r,.’f(NJfS!I?)T ”lt.'dF:|:J-ri+(N+Sslz)T Ul}dr]qn :A;’.qri (2.60)

4

J (V52) war == [, (N.52) Uyar o, =~za, (2.61)

A,
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A equacéo adicional, de reciprocidade de forgas na fronteira I, é imposta em forma

ponderada. Tal condigéo escreve-se:

J, oup (1, +1;,)dr =0 (2.62)
Substituindo-se du;. = dqr.U;. resultam, sucessivamente:

oq; [ U] (t; +1; )dF =0 (2.63)
[ Ultrdr+| Ult.ar=0 (2.64)

Uma vantagem desta alternativa é a utilizacdo da condi¢do de equilibrio no contorno,
considerando-se o regime de tensdes no interior de cada elemento, como forma de reducgéo do

ndmero de incognitas. Assim, introduzindo-se a condi¢do de equilibrio no contorno I,

comum a cada um dos elementos, segue que:

[ ULN.opar+[ ULN adl =0 (2.65)

[ [ ul N+S!’,dl“} sh+ [L Ul N_Sfldl*} s2=0 (2.66)
a3 43

A sh+ AL 55 =0 (2.67)

Portanto, de acordo com essa hipotese, o sistema resolvente fica composto pelas
contribuicdes das relacGes de compatibilidade e equilibrio no volume e equilibrio no contorno

I, , de cada elemento, mais as relagOes de reciprocidade de forgas na fronteira comum 7. Tal

sistema apresenta-se na forma:
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[ F' 4, -4 0 0 0 -4 . ,

17 ’ l S‘Q er“

AQT 0 0 0 0 0 0 q. 0!

_A;, 0 0 0 0 0 0 ||q- —0!
0 0 0 F’ A —Aﬁ' —A; |3 sh b =1 el ¢ (2.68)

o7 2 "2

0 0 0 A, 0 0 0 ||9e -0,

T ql 2

0 0 0 —A,ft 0 0 0 L —<r,

47 0 0 -4 0 o o | LY

Nota-se, mais uma vez, que de acordo com a hipotese adotada, a fronteira I; em cada
elemento passa a ser entendida como um contorno de Dirichlet (cinematico) ou de Neumann
(estatico). Na primeira hipétese considerada, ao se admitir ‘a priori’ a reciprocidade de forcas

entre elementos, I, passou a ser interpretado como um contorno cinematico. Porque a

1]

equacdo adicional foi de continuidade em deslocamento, a formulacdo resultante € dita
Hibrido-Mista de Deslocamento.

Continuidade em forma fraca

Reciprocidade em forma fraca

t u;:u;:u

I

t

Figura 2.4 — Dois elementos de volume £ e contornos [I,, I, e I;- continuidade e
reciprocidade em forma fraca.
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Na segunda hipotese, onde se admitiu a continuidade de deslocamentos entre

elementos, a interpretacdo para I, passou a ser de um contorno estatico. Porque a equacéo

adicional foi de reciprocidade de forcas, a formulacdo resultante € dita Hibrido-Mista de

Tensdo (FHMT), uma das formulacdes estudas neste trabalho.

2.3 Formulagdes Hibridas para a Elasticidade Plana

Nas formulages hibridas as aproximacdes para os campos de tensdo sdo auto-
equilibradas no dominio ou volume 2, de modo que a equacdo de equilibrio correspondente

é identicamente satisfeita na hipotese de forcas volumicas nulas:

LS,=0 (2.69)

Nessa condicdo, a matriz A4, para todos os elementos se anula e os sistemas

exemplificados para as formulacBes hibrido-mistas de deslocamento (eq.(2.59)) e hibrido-
mistas de tensdo (eq.(2.68)) se simplificam apresentando respectivamente as seguintes

formas:

(F' -4l -4 0 0 0 0 ],y A
t i Asv!2 er
IT u
g0 00000 g
-4 0 0 0 0o 0o < |la 0
0 0 0 F? —Ait A, 0 [{spe=< el ¢ (2.70)
T 2 ’
0o 0o o0 -4 0o 0 o |[|9n] |-2;
0o 0 0 -4 o o - ||™] |7
o o o o o -c; o [\ L0

F' -4, 0 0 -4 $) ( el )

~A4; 00 0 0 |lg| |-0!

0 0 F -4 A isit=1 e (2.71)
0o 0 -4 o o ||%]| |-0

47 0 -4 0 o | 0 )



Capitulo 2: Formulacéo Hibrida e Hibrido-Mista de Tensdo para a Elasticidade 26

Definem-se, assim, formulacfes ditas: hibrida de deslocamento e hibrida de tenséo
(FHT). Como se observa em particular na forma hibrida de tensdo (FHT- adotada neste

trabalho) restam como incognitas: tensdes no volume e deslocamentos no contorno 1.
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3. FHT e FHMT com Enriquecimento Nodal — Método dos
Elementos Finitos Generalizados (MEFG)

3.1 O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG)

N&o € objetivo deste trabalho apresentar por completo a fundamentacdo tedrica dos
métodos sem malha e do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG). Foca-se
essencialmente a aplicacdo da técnica de enriquecimento nodal, originaria do Método das
Nuvens “hp” (Duarte (1996), Duarte e Oden (1995, 1996)), na FHT e FHMT. Dessa forma,
recomenda-se a leitura de trabalhos como: Duarte, BabuSka e Oden (2000), Barros (2002),
Torres (2003) e Gois (2004) para um melhor entendimento sobre essas formas néo-
convencionais de aproximacao numérica do PVC.

O MEFG pode ser entendido como uma combinacdo da forma classica do Método dos
Elementos Finitos (MEF) com técnicas dos métodos sem malha, especificamente a estratégia
de enriquecimento da aproximacdo adotada no Método das Nuvens “hp”. O MEFG surgiu na
tentativa de superar alguns entraves dos métodos sem malha, tais como: dificuldades na
imposicdo das condicdes de contorno na forma fraca do problema e no controle do erro da
integracdo numérica.

Segundo o trabalho de Duarte, Babuska e Oden (2000), o MEFG foi proposto
independentemente por:

e Babuska, Caloz e Osborn (1994) sob a denominacdo de Método dos
Elementos Finitos Especiais;

e Melenk e BabuSka (1996) e BabuSka e Melenk (1997) como Método dos
Elementos Finitos Particdo Unidade (MEFPU);
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Duarte (1996), Duarte e Oden (1995, 1996) com os trabalhos correspondentes
a formulacdo do Método das Nuvens;

Oden, Duarte e Zienkiewicz (1998) como uma formulagdo hibrida entre o
Método das Nuvens “hp” e a forma classica do MEF.

A fundamentacdo do MEFG vem com os seguintes trabalhos:

Oden, Duarte e Zienkiewicz (1998): onde foi apresentada a possibilidade de
empregar a rede de elementos finitos para a defini¢do dos nos e das nuvens, e
realizar o enriquecimento, a maneira do Método das Nuvens “hp”, sobre as
funcbes de forma Lagrangianas usadas no MEF classico (que constituem uma
particdo da unidade (PU), se relaxadas algumas das condicGes que definem
uma PU).

Strouboulis, Babuska e Cops (2000): que apresentam o MEFG como
combinacdo do MEF classico com o Método dos Elementos Finitos Particéo
da Unidade, Melenk e Babuska (1996) e Melenk (1992, 1995). A principal
caracteristica desse trabalho é a adicdo de fungbes solucdo do problema de
valor de contorno estudado ao espaco de funcbes de enriquecimento da
formulacdo cléssica do MEF.

A partir desses trabalhos, as caracteristicas principais do MEFG ficaram bem

definidas, ou seja: utilizacdo da malha de cobertura como dominio de integragdo, uso das

funcbes de forma Lagrangianas do MEF convencional como PU e seu enriquecimento

(utilizando as estratégias do Método das Nuvens “hp”) com func¢des polinomiais ou néo.

Em relacdo a particdo da unidade, classicamente, num ponto x o conjunto de funcdes

de forma (oj(x), definidas em subdominios @; que contém o ponto, constitui uma PU caso

satisfacam as seguintes condicdes:

a) goj(x)eC;"(wj); (3.1)

As fungdes de forma pertencem ao conjunto de fungdes para os quais @; é um suporte

compacto (incluindo-se suas derivadas até a ordem infinita). Isto significa que ¢, (x) e suas

derivadas passam a ter valores ndo-nulos apenas no interior da regiao @, .
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b) 2 0, (x)=1; (3.2)

Esta condicdo € essencial para assegurar que as funcBes de forma sejam capazes de
reproduzir de modo exato uma funcdo constante e assim garantir a convergéncia da
aproximacdo a medida que novos pontos nodais sejam acrescentados ao dominio. Assim,

admita-se que a funcdo aproximada seja u(x)=k, de modo que todos os valores nodais

sejam #u; = k,Vj = 1,2,..., N . Dessa forma a condicdo abordada neste item é necessaria, pois:

u(x)zﬁ(x)=2¢jk=k2q)j,Como Zq)]: (3.3)

entdo :

~

u(x) = u(x) =k (3.4)

c) ¢;(x)>0em Q; (3.5)

d) Todo sub-conjunto compacto de 2 intercepta apenas um namero finito de suportes
0;(x).

As quatro condi¢des acima sdo bastante restritivas e para fins praticos elas podem ser
“relaxadas”. Dessa forma, a primeira condicdo que exige suporte compacto até a ordem
infinita nas derivadas, pode ser relaxada de tal forma que as func¢des de suporte compacto até
uma ordem finita de derivada sdo ainda consideradas uma PU. Por isso, as funcOes
Lagrangianas amplamente empregadas como funcdes de forma do MEF classico podem ser
consideradas uma PU.

A figura 3.1 apresenta um esquema de enriquecimento de uma PU bilinear

Lagrangiana, atrelada a um n6 x;. A regido de influéncia do n6 x;, denominada nuvem ou
suporte @, € definida pelo conjunto dos 4 elementos finitos quadrilaterais que tém por
vértice comum ondé x; em questdo.

Assim, a Func¢do Produto ou enriquecida da figura 3.1 é obtida da multiplicacdo da PU

por uma aproximacdo local (funcéo enriquecedora polinomial ou ndo). Nota-se que a funcéo
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enriquecida preserva o suporte compacto da PU, juntamente com caracteristicas herdadas da

funcdo enriquecedora.

Funcio Produto

Aproximagio Local

Particio da Unidade

Figura 3.1 — Enriquecimento da Parti¢do da Unidade num dominio global xy .

No MEFG o enriquecimento da PU deve ser feito no dominio global, como mostra a
figura 3.1. Portanto, ao se empregar dominios parametrizados, como no caso dos elementos
isoparamétricos, pode-se recorrer a uma transformacdo de coordenadas para realizar o
enriquecimento, que sera apresentada com detalhes no proximo capitulo.

Por fim, como principais vantagens do MEFG, tém-se: aproveitamento da estrutura do
MEF; facilidade na implementacdo de refinamentos p; diminuicdo do efeito negativo da
distorcdo dos elementos; possibilidade de utilizar funcBes especiais como funcdes
enriquecedoras e inexisténcia de dificuldades quanto a imposicdo das condi¢Ges de contorno
do problema.

O MEFG pode ter sua estrutura estendida diretamente para a formulagédo hibrido-mista
de tensdo, no entanto para a formulacéo hibrida de tensdo a extensdo em principio se limita ao
campo de deslocamentos de contorno. Neste trabalho, aplica-se 0 MEFG para a FHMT e
prople-se uma alternativa que permite o enriquecimento nodal também para os campos de
tenséo da FHT.
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3.2 FHMT e FHT com Enriquecimento Nodal
3.2.1 FHMT com Enriquecimento Nodal

Todas as aproximagdes envolvidas na FHMT sdo atreladas a nds e, dessa forma, a
metodologia classica de enriquecimento do Método das Nuvens “hp” pode ser aplicada as
tensdes e deslocamentos no dominio e deslocamentos no contorno discretizados via rede de
cobertura.

Assim, na FHMT com enriquecimento, aproveita-se, como no MEFG classico, a rede

de cobertura para definicdo das nuvens de dominio @;e de contorno o, atreladas,
r
respectivamente, a um determinado né x; e x; . Para as redes de dominio e contorno a
r

nuvem em torno de um no é formada pelo conjunto de elementos que tém aquele né6 como

veértice, como indica a figura 3.2.

~

Ve — .

Figura 3.2 — FHMT e FHT - nuvens de influéncia para as redes de cobertura: dominio (bidimensional)
e contorno (unidimensional).

Em cada nuvem, a aproximacéo nodal fica determinada aproveitando-se as funcdes de
forma das redes de elementos finitos que compde a nuvem e associadas ao né base. Dessa
forma, a continuidade entre elementos sera da mesma ordem das fungbes adotadas para
aproximacgdo. Empregando-se 0 mesmo procedimento proposto no Método das Nuvens “hp”,

0 enriquecimento sobre as func¢des de forma nodais (para cada um dos campos aproximados



Capitulo 3: FHT e FHMT com Enriquecimento Nodal — Método dos Elementos Finitos 32
Generalizados (MEFG)

na FHMT), em cada nuvem, é realizado pela sua multiplicacdo, por polindbmios ou outras
funcOes especiais. Assim, pode-se representar:

e A familia de fungdes para o campo de tensées no dominio €:

j=1

37 ={{s9j}.N u{sgiLjne}N :j=1.,N;n, =1,...,I(j)} (3.6)

e A familia de funcdes para o campo de deslocamentos no dominio Q:

o’ = {{Ugj}l.vl U{U_Qijne}N cj=lu,Nin, = 1,...,I(j)} (3.7)

Jj= Jj=1

e A familia de fungdes para o campo de deslocamentos nos contornos I, ou I :

Ny Ny
= ={{U,j} A0, =L N, =I,...,I(j)} (3.8)

Jj=1

onde, para as representacdes anteriores, ttm-se que:

- N é o numero total de nés no dominio Q;
- N, € 0 nlimero total de nds no contorno I" (I, + I, +1T,);
- p €0 grau maximo da aproximacdo Lagrangiana resultante;
- ng e Ugj séo as funcdes de forma (PU) para os campos de tensdo e deslocamento
respectivamente, referentes aos nés j =1,..., N do dominio Q;

-U r,.é a funcdo de forma (Particdo da Unidade) para o campo de deslocamento

referente aos nds do contorno I'(I;+ I, +1I,) (j =L, N,);

-L,, M, sdoas n, fungdes que multiplicam ou enriquecem a fungéo de forma de

Jn,? Jn,

dominio definida em cada nd de indice j;
- 0, sdo as n, funcBes que multiplicam (enriquecem) a funcao de forma de

contorno definida em cada né de indice j;

- I(j) é o contador para o numero de fungdes adicionadas a cada no de indice j .
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3.2.2 FHT com Enriguecimento Nodal

Na FHT héa aproximacdes das tensdes e deslocamentos no dominio e contorno do
elemento, respectivamente. Tendo-se em vista, inicialmente, a extensdo do MEFG, define-se
suportes ou nuvens associadas tanto ao dominio quanto ao contorno do elemento para fins de
enriquecimento dos campos de aproximacao.

Considere-se uma rede de elementos finitos hibridos de tensdo, como apresenta a
figura 3.2.

A nuvem de contorno e, esta em destague naquela figura. No elemento de contorno

r
em I, ou I,, tem-se que a aproximagéao dos deslocamentos, que constitui uma PU, pode ser
obtida da interpolacdo nodal de fun¢des Lagrangianas classicas. Assim, uma destas funcdes

conectada ao no x; pode ser enriquecida por polindmios ou outras fungdes especiais.
r

Como o enriquecimento sobre as funcdes aproximativas dos deslocamentos no

contorno do elemento, em cada nuvem de contorno e, , € realizado empregando-se 0 mesmo
“r

procedimento proposto no Método das Nuvens “hp”, podendo-se representar a seguinte
familia de funcoes:

e A familia de funges para o campo de deslocamentos no contorno I, ou I :

Np Np
RE = {{Up} u{UF ojner} 2= Ly Npsn, =1, I( j)} (3.9)

J j=1
onde:

- N, é 0 ntimero total de nés no contorno I"'(I;+ 1, +T,);

- p €0 grau maximo da aproximacao Lagrangiana resultante;

-U I é a funcdo de forma (PU) para o campo de deslocamento referente aos nds do
contorno I' (I, + I, +T,) (j=1,..,N.);

- O_I.ner sdo as n, funcdes que multiplicam (enriquecem) a funcéo de forma de

contorno definidas em cada n6 de indice j;

- I(j) é o contador para o nimero de fungdes adicionadas a cada né de indice j .

N&o se pode escrever a familia de funcdes para o campo de tensdes no dominio 2 a

maneira apresentada pelo Método das Nuvens “hp”, pois as funcbes aproximativas das



Capitulo 3: FHT e FHMT com Enriquecimento Nodal — Método dos Elementos Finitos 34
Generalizados (MEFG)

tensdes utilizadas na FHT ndo sdo uma PU. Mesmo assim, propfe-se uma alternativa que
permite o enriquecimento nodal.

Na rede representada na figura 3.2, as funcdes aproximativas do campo de tensbes no
dominio de um determinado elemento €2, sdo enriquecidas da seguinte forma: ao n6 x;, em
destaque na rede, atrela-se uma funcéo de suporte compacto g que sera enriquecida por uma

funcdo &. A nuvem ; (em amarelo), associada ao x,, mostra os elementos de dominio £,

onde as aproximacdes das tensfes sdo enriquecidas. Pode-se, entdo, construir a seguinte
representacgéo:

e A familia de funcdes para o campo de tensées no dominio £

Sf={{SQe}n9 U{gij}].v :e=1,...,ng;j=1,...,N} (3.10)

Jj=1

onde:
- N é o numero total de nds no dominio 2

- p €0 grau maximo da aproximacéo resultante;
- S, é funcdo aproximativa para o campo de tensdo, referentes aos elementos
e=1,..,n, dodominio 2;
- g, sdo fungbes com suporte compacto sobre nuvens definidas em cada n6 de indice

Jj com auxilio da rede de elementos finitos de cobertura;

- L; sdo funcdes que multiplicam ou enriquecem as funcdes g;.
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4. Modelo Discreto da FHMT com Enriquecimento Nodal

4.1 Introducéo

Nesta parte do trabalho destaca-se a formalizacdo da FHMT com enriquecimento
nodal polinomial para redes de cobertura compostas por elementos finitos quadrangulares
convencionais de quatro nds, triangulares de trés nds e elementos lineares de contorno.
Também serdo abordadas questdes relacionadas a transformacdo de coordenadas de cada um

dos elementos planos tratados, de interesse para a sua formulacao.

4.2 Modelo Discreto da FHMT com Enriquecimento Nodal

No capitulo 2, para um maior entendimento das variaveis envolvidas nas formulagdes
hibridas estudadas nesta pesquisa, abordam-se a FHT e a FHMT com uma discretizacéo
contendo um e dois elementos, mas sem consideracfes relativas a vinculagcdo das
aproximacdes da FHT/FHMT atreladas, ou ndo, a nds dispersos no dominio 2 e contorno
r(r,r,er,).

Para generalizacdo dos modelos e focando inicialmente o modelo hibrido-misto de

tensdo, considere-se um dominio £ coberto por uma rede de n, elementos finitos ditos de
dominio. Esta rede € aqui denominada rede de cobertura. Sejam ainda 2, e=1,2...n,, 0S

dominios de cada um dos elementos finitos. Definem-se também n,. elementos no contorno

de Neumann I, , e, =1,..n., € n, elementos do contorno entre os elementos de
er, t t i

t

domlnlol“ier_ vep =1Ln,.

Agora, sejam s, , q,, ¢ e ¢, 0s vetores que guardam 0S parametros
Q Q T, T,
e e er, er;

generalizados correspondentes as aproximagdes locais para as tensfes e deslocamentos dos
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elementos de dominio e e deslocamentos dos elementos dos contornos e, € e, nas

fronteiras de Neumann e internas, respectivamente. Sejam também s,, ¢,, ¢, € g, 0S

parametros globais para as tensdes e deslocamentos no dominio, deslocamentos nas fronteiras
de Neumann e internas, respectivamente.

O parametro generalizado s,, pode ser colocado em correspondéncia com o parametro
generalizado global s, , da mesma forma que o ¢, pode ser colocado em correspondéncia

com o parametro generalizado global ¢,. Igualmente, os parametros de deslocamentos ¢,
ery

do elemento no contorno e, e ¢,. do elemento no contorno e, podem ser colocados em

“r;

correspondéncia com os parametros ou graus de liberdade globais ¢,. e ¢q,. , respectivamente.

Nesse sentido, valem as seguintes relagdes:

o, =Fsg,e=1,..n, 4.2)
4o = Ag,e=1,..n, 4.2)
qr, = r, q;.ep =1,..n, 4.3)
9, =Ar d;er, =1,.n, (4.4)

i

onde F, e A, sdo matrizes Booleanas que extraem os parametros generalizados do elemento

finito no dominio 2, e A- e A- sdo as matrizes Booleanas que extraem,
e, er.

Ty T

respectivamente, os graus de liberdade dos elementos no contorno I, e I, .
o, er,

3

Sejam as aproximacdes locais dos campos de tensdes, eq.(2.30), dos deslocamentos no
dominio, eq.(2.31), dos deslocamentos no contorno de Neumann, eq.(2.32), e dos
deslocamentos no contorno entre elementos, eq.(2.34), respectivamente, dadas por

interpolacdo dos graus de liberdade nas formas:

6,=S8, 5, (4.5)

e

u,=U,q, (4.6)
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up =U, qr, (4.7)

fer, T

(4.8)

u =
r =Y, Ar,

onde S,, U,, U, e U, sdo as matrizes que coletam as fungOes de interpolagéo dos
e e Ierr i

“ri
campos de tensBes no dominio, deslocamentos no dominio, deslocamentos no contorno de
Neumann e deslocamentos no contorno interno, respectivamente. Considere também que nos

contornos de Dirichlet I,  existem ne, , ne. =1,..n, , elementos com deslocamentos
er, u u u

prescritos.
A partir da contribuicdo de cada um dos elementos no dominio e contorno as matrizes

das €q.(2.24) a eq.(2.29) e eq.(2.37) podem ser calculadas por meio de

F=§€’F£ (4.9)
A, = gF:AgeAe (4.10)
Ay =2F9’Aﬂm A, (4.11)
A = e:ZZ:IF’TAF"m A (4.12)
e, = ,,:;:,F’re% (4.13)
0,-3 A0, (4.14)
0, = z A’t-r, Q,m (4.15)

e,—r=l

onde:

F=[ S fS,dQ (4.16)
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4, = (LS,) U, a2 (4.17)
A, =] (NS,) U, ar (4.18)
4, = jE(NsQe)T \, (4.19)
e, = | r"(Ns%)T adl (4.20)
0, =[ U'bd@ (4.21)
0, =, vi (0)ar (4.22)

As matrizes que guardam as aproximacOes (enriquecidas ou ndo) dos campos de
tensbes e deslocamentos no dominio e deslocamentos no contorno, apresentadas nas eq.(4.5) a
eq.(4.8), sdo constituidas por sub-matrizes cujas dimensdes estdo associadas ao nimero de nds
dos elementos, ao nimero de graus de liberdade definido em cada nd, ao nimero de ndés

enriquecidos e aos graus de enriquecimento nodal adotados.

4.3 Elementos Finitos Hibrido-Mistos de Tensdo com Enriquecimento
Nodal Polinomial

4.3.1 Elemento Quadrilateral de Quatro Nos

4.3.1.1 Caracteristicas Geométricas e Transformacado de Coordenadas

Adotam-se, inicialmente, os elementos finitos quadrilaterais de quatro nos, como
elementos da rede de cobertura.

A figura 4.1 apresenta a numeracdo dos nos do elemento (sempre no sentido anti-
horario), utilizada no programa computacional desenvolvido. Além disso, a mesma figura

destaca os elementos lineares no contorno (I, ,I, ou I, ) e indica 0 mapeamento do
er, er, er;

t

elemento do dominio regular mestre, de coordenadas normalizadas &y ortogonais, para um

elemento quadrilateral no dominio fisico, de coordenadas cartesianas xy .



Capitulo 4: Modelo Discreto da FHMT com Enriquecimento Nodal 39

Elemento de dominio £,

\

Elemento de contorno FI ,F oul

X

Figura 4.1 — Elemento quadrilateral de quatro nés.

Para a transformacdo de coordenadas do dominio paramétrico para o dominio fisico,
utilizam-se as funcBGes Lagrangianas bilineares classicas, ver figura 4.1, tendo a seguinte

apresentacdo em relacdo a um sistema de referéncia cartesiano localizado no centro do

elemento:
o =§(4‘—1)(n—1) (4.23)

9, =—§(é‘+1)('i—1) (4.24)
=§(f+1)(n+1) (4.25)

0, = _5(5_1)(“1) (4.26)

onde ¢ e » sdo coordenadas adimensionais variando entre -1 e 1.
Define-se ainda a matriz M composta pelas fungdes de interpolacdo das eq.(4.23) a

eq.(4.26). Assim:

0 0 0 0
M= |:¢1 9, ?; Py :| (4.27)
0 o, 0 o0, 0 o, 0 o,

Seja também o vetor ¢ que guarda as coordenadas nodais do elemento finito, dado

por:

cT:[xI Vi X V2 Xp Vs Xy )’4:| (4.28)
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Entdo as coordenadas x,y globais de um ponto do elemento finito podem ser

mapeadas a partir do elemento parametrizado por meio da seguinte transformacao:

{x} = Mc" (4.29)
y

Com a transformacdo de coordenadas, podem-se escrever os operadores diferenciais

no referencial paramétrico &y em funcdo dos definidos no referencial global xy, da seguinte

forma:
0 o
o¢ ox
B =J B (4.30)
on oy
sendo
o o
Jo|% % (4.31)
ox oy
on on

a matriz jacobiana.
Considere-se agora um elemento no contorno I" (I, ,I, ou I, ) coincidente com
er, ' Lo, -
um dos lados no elemento quadrilateral £,, ver figura 4.2. Ainda na figura o elemento linear

¢ apresentado nos contornos paramétrico (¢ € a coordenada local adimensional com origem

no centro do elemento) e fisico, de coordenadas xy.
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—

F

s u

Elementode contorno I’ ., ou I
er, Igf’; ) er,

Figura 4.2 — Elemento finito linear com sistema local de referéncia com origem no seu centro.

No mapeamento de coordenadas do elemento linear no contorno paramétrico para o
contorno fisico, utilizam-se as funcdes lineares Lagrangianas classicas. Para o elemento em

n=—1, tais funcdes tém a seguinte apresentacéo:

v, = —%(5 -1) (4.32)

v, =5 E+) (433

onde ¢ € a coordenada adimensional com origem no centro do elemento e variando entre -1 e
1.

As equagdes aqui propostas para o elemento no contorno em destaque na figura 4.2
também sdo validas para elementos que compdem os outros lados do elemento no dominio,
desde que se facam as seguintes mudancas na defini¢do da coordenada adimensional:

e Se o elemento no contorno é o vertical esquerdo, a coordenada adimensional passa ser

n (variando entre-1e1l)com {=—-1 .

e Se 0 elemento no contorno é o vertical direito, a coordenada adimensional passa ser »

(variando entre -1 e 1) com &=1.

e Se 0 elemento no contorno é o horizontal superior, a coordenada adimensional passa
ser & (variandoentre-1e 1) com g=1.

Agora, define-se ainda a matriz M, composta pelas fun¢des de interpolacédo das

eq.(4.32) e eq.(4.33). Dessa forma:
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0 0
M, = {"”’ v } (4.34)
0 vy, 0 vy,

Seja também o vetor ¢, que guarda as coordenadas nodais no dominio fisico do

elemento finito no contorno, dado por:
cr=[x, vy x, ] (4.35)

Entdo as coordenadas xy globais de um ponto da rede dos elementos finitos lineares

podem ser mapeadas a partir do elemento parametrizado por meio da seguinte transformacao:

{x} - M, (4.36)
y

Em geral, os elementos no contorno representam, no espaco parametrizado, uma reta

& constante ou n constante. Dessa forma, se um dos lados do elemento quadrilateral
corresponde, por exemplo, a =1 ou y=-1 (n constante), o diferencial de comprimento no

dominio global xy em relacdo ao diferencial de comprimento no dominio paramétrico é

calculado da seguinte forma:

_ a_x 2 a_y 2
o (2] (2]« s

Para ¢ constante, de forma analoga ao caso anterior, tem-se:

ds = \/[2—:] + [2—':;} dn (4.38)

4.3.1.2 Funcgdes Aproximativas do Elemento Quadrilateral de Quatro Nés da FHMT

Para aproximacdo das variaveis de tensdo e deslocamento no dominio serdo adotadas
as mesmas funcdes utilizadas para aproximacdo da geometria do elemento quadrilateral de

quatro nds. Assim, as matrizes S, (eq.(4.5)) e U, (eq.(4.6)) sem enriquecimento sdo

apresentadas da seguinte forma:
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o, 0 0 o, 0 0 o, 0 0 o, 0 0
So=|0 o, 0 0 9, 0 0 o, 0 0 ¢, 0 (4.39)
0 0 o, 0 0 o, 0 0 o 0 0 o,

0 0 0 0
U, = {"” P Tl T } (4.40)
0 90, 0 90, 0 9, 0 o,
Com s, (eq.(4.5)) e g, (eq.(4.6)) definidos por:
2=
S =|0, ©, T, O6 o6, T, ©6 6, T, O O rxy4:| (4.41)
T
o, = [”x, u, wu, wu, u_ u_ u uy4] (4.42)

t

As funces aproximativas para os deslocamentos no contorno I" (I, ,I, ou I, )
er, er, er;

também sdo as mesmas definidas para aproximacgdo da geometria do elemento linear de dois

nos. Entdo as matrizes U . (eq.(4.7))e U, (eq.(4.8)) sem enriquecimento s&o escritas:

{w, 0 v, 0} (4.43)
0 vy, 0 vy,

Os vetores ¢, (eq.(4.7)) e qr (eq.(4.8)) dados por:

q ou qzi =[”x, u, u, "y;] (4.44)

Vale lembrar que todas as fun¢des aproximativas de dominio e contorno envolvidas
na FHMT sdo atreladas a nos.

4.3.1.3 Enriquecimento das Func¢fes Aproximativas do Elemento Quadrilateral de Quatro Ndés
da FHMT
Utilizando-se a metodologia de enriquecimento nodal apresentada no capitulo 3,
ampliam-se as bases de aproximacdo da FHMT (eq.(4.39), eq.(4.40) e eq.(4.43)), por

exemplo, com fungdes polinomiais. Dessa forma as eq.(3.6), eq.(3.7) e eq.(3.8) podem ser re-
escritas da seguinte forma:
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e A familia de funcdes para o campo de tenses no dominio Q:

J

32 N N . 7 . .
Sy ={{Sgi} IU{SQ‘hjn”} .J=1,...,N,ne=1,...,I(1)} (445)
utilizada para construir a seguinte aproximacao:

N n,
6=, { o+ Zhﬂ.bﬂ} (4.46)
j=1 i=1

onde s, sdo os graus de liberdade de tensdes associadas as funcdes de forma originais e b
J

s80 0s novos parametros nodais correspondentes a cada uma das parcelas de enriquecimento.

e A familia de fungdes para o campo de deslocamentos no dominio 2

N N
o ={{Ugi}_ Ao, ij=leNin, = 1,...,I(j)} (4.47)

Jj= j=I

utilizada para construir a seguinte aproximacao:

i= ZN:U.Qj {u.rzj + ihjicji} (4.48)

onde u, séo graus de liberdade em deslocamento associados as fungdes de forma originais e
J

c; 30 0s novos parametros nodais correspondentes a cada uma das parcelas de
enriquecimento.

e A familia de funcdes para o campo de deslocamentos no contornoF(Ft,Fi e

Ny Ny
= ={{Urj} U{Urjhjner} N NI B j)} (4.49)

j=1

utilizada para construir a seguinte aproximacao:
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Ny n,.
i, = z; U, {urj + Z; hﬁdﬁ} (4.50)
j= i=

onde u, sdo graus de liberdade em deslocamento associados as fungdes de forma originais e
J

d; sdo os novos parametros nodais correspondentes a cada uma das parcelas de

enriquecimento.

Nas eq.(4.45) a eq.(4.48) as h,, sdo as n, funcbes polinomiais que multiplicam ou
enriquecem as tensdes e deslocamentos de dominio definida em cada né de indice j. Ja nas

eq.(4.49) e eq.(4.50) as h,, sdo as m, funcdes polinomiais que multiplicam ou enrigquecem

0s deslocamentos no contorno definida em cada no de indice j.

Foi salientado no capitulo 3 que o enriquecimento das bases aproximativas do MEFG
deve ser realizado no dominio global.

Por meio de um desenvolvimento simples, apresentar-se-4 a alternativa de
enriquecimento das aproximacdes da FHMT desenvolvida neste trabalho.

Entdo, por exemplo, considere-se que a transformacéo de um elemento mestre para um

elemento do dominio global seja dada pelas seguintes relacoes:

1 3

_+_(:
{x}= 2 2 (4.51)
y i +l§

PR

Considere também a funcdo de forma bilinear (eq.(4.23)) atrelada ao né 1 do elemento

mestre, representado na figura 4.1, escrita da seguinte forma:

0, =5 (1-¢=n+én) (4.52)

O que se deseja é enriquecé-la no dominio global pela fun¢do x e determinar o valor

da funcdo enriquecida no seguinte ponto do dominio global:

x l
{ } 2 (453)
Y1 lo
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Da transformacéo inversa da eq.(4.51), tem-se que o ponto definido na eq.(4.53) tem a

seguinte correspondéncia no dominio parameétrico:

4

Para que o enriquecimento seja conduzido de forma correta, faz-se necessario escrever
a funcdo xem coordenadas naturais. Assim, com auxilio da transformacdo dada pela

eq.(4.51), tem-se:
1 3
1.7 4.55
x=o+7¢ (4.55)

Segue que o enriquecimento é dado pela multiplicacéo de x(¢&) por ¢, (&,n):

1 3 2 2
x(¢)-9,(&om) = (1-¢-n+ éﬂ)+5(§—§ —én+&n) (4.56)

Substituindo-se & =n =0 naeq.(4.56), resulta:

(4.57)

o |~

x(¢) ¢, (¢m)=

Observa-se que, operando simplesmente o enriquecimento da funcdo de forma

0, (f,q) pela variavel ¢ do dominio paramétrico e substituindo-se as coordenadas da origem

do sistema natural, eq.(4.54), ndo se obtém o mesmo resultado. De fato:

=0 (4.58)

=0

S0 (6|, = (6= e+ )

O procedimento descrito pode ser aplicado para a determinacdo do valor da funcédo de
forma enriquecida no dominio global para qualquer outro ponto do dominio. Nota-se que a
transformacéo inversa desempenha um papel fundamental para relacionar o ponto desejado no
dominio global com sua posi¢do no dominio natural. Resta finalmente observar que sdo
normalmente os pontos de integracdo numeérica aqueles de interesse para a determinacao de

valores da funcdo enriquecida.
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Outra recomendacdo para as fungdes #,, e h, escolhidas para o enriquecimento, é
e er

que sejam tais que:

h,, (‘—'rj’”j) =0 (4.59)

S

hy, (&)= (4.60)

onde ¢;,n, sdo as coordenadas adimensionais dos nos j dos elementos de dominio e

contorno. Como se observa nas eq.(4.59) e eq.(4.60) essas fungdes sdo nulas no nd
enriquecido (‘funcbGes bolhas’). A vantagem deste procedimento é que se preserva 0

significado fisico de graus de liberdade nodais originais s,, ,u, € u,. .
J J J

Finalmente, as bases de aproximacdo da FHMT originais (eq.(4.39), €q.(4.40) e
eq.(4.43)), podem ser escritas da seguinte forma:

So =[04, 9,4, 0,4, ¢,4,] (4.61)
Uy, =[0,4, 0,4, 9,4, 0,4,] (4.62)
U, ouU, =lw, 4, v.4,] (4.63)

onde 4,j=1,..4 € 4,.,j=1,2 sdo, respectivamente, as matrizes de enriquecimento

polinomial dond j de dominio ou contorno.

Considere-se agora que as matrizes de enriquecimento polinomial sejam dadas por:

A,=[1, m,d, oW . k] (4.64)
quando do enriquecimento do campo de tensdes no dominio;
A =1, hd, . od, k] (4.65)

quando do enriquecimento do campo de deslocamentos no dominio; e

Ay =[1 md, D, oy, 1] (4.66)

J

guando do enriquecimento do campo de deslocamentos no contorno.
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Nas eq.(4.64) a eq.(4.66) I, e I, sdo as matrizes identidades de terceira e segunda

ordem respectivamente, uma vez que em cada n6 sdo definidos trés graus de liberdade de

tensdo no dominio e dois de deslocamentos no dominio e contorno.

Claramente, se as funcdes h,, e h, sdo nulas, preserva-se, com as matrizes I, e
e er
I,, aestrutura convencional do MEF.
Formas habituais para as funcdes bolhas h, e h, (expressas em coordenadas
4% er

naturais) sao:

. x

h,, (&m)=(0,%,+9,%, + 9., +9,x,) - X (4.67)
.y

h, (&m)=(09,+ 0.3+ 0.9+ 0,3,)- ¥, (4.68)
.

hjng (é’”) = (¢1x1 T, X, T QX+ (04x4)_ xj:”:((ozyl 0,0, 055+ (04374)_ .Vj] (4.69)

2

e X

h,, ('f’”) = |:(¢1x1 TP,X, + ;X5 + (04x4)_ xj:|2 (4.70)
[ ] y2

h;, (é’”) = [((01_)71 M2 PR 20 Py (04.)’4)_ .V_;:IZ (4.71)
e X

by, (&m)=(w,x, +w,x,)-x; (4.72)
.y

hy,, (&m)=(w.y,+v.0,) -, (4.73)

Assim para qualquer nd j,(j=1,...,4) do elemento finito retangular e, escolhido

para ser enriquecido, pode-se escrever:
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onde:

(4.79)

onde:

e Para a matriz representada pela eq.(4.16) e com a eq.(4.61), tem-se:

So fSo = 00,4014, |,a=p=1,..4 (4.74)
F,=|F,|a=p=1,.4 (4.75)
E, =( jge 0.0,A4" fAﬁdQ), a,f=1,.4, (4.76)
Nota-se que:

[ f o hf o hf ]
A, fAy = hj«;f hja’;Jﬁf hjah.naﬂf (4.77)

hnaf hnaf hnahnﬂf
Da mesma forma:

e Para a matriz representada pela eq.(4.17) e com as eq.(4.61) e eq.(4.62),

escreve-se.
LS9e=L|:(01AI 9,4, ¢4, ¢4A4:|= (4.78)
=[(L¢,)A,+¢,(LA,) (L¢4)A4+¢4(LA4)] .

| 47(Le) +ou(L4)
(Ls,) = :

Aj(L¢4)T+¢4(LA4)T

(£80) Us, =(47(L0.) +0.(L4,))(044,) 2= B = 1,004 (4.80)
A, = [Agaﬂ } ja=p=1,..4 (4.81)

Aoy =(jge( A7 (Lp,)" +¢a(ua))(¢ﬁAﬂ)¢Q), a,f=1,..4, (4.82)
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e Para a matriz representada pela eq.(4.21) e com a eq.(4.62), escreve-se:

0,47
Ul = (4.83)
(044'5
0, =[0, |.a=1.4 (4.84)
onde:
0, |, 0 a1bd2 | a=1.4 (4.85)

Para qualquer né j (j=1,2), de cada lado do elemento finito quadrilateral que

pertence ao contorno F(I“,,F,. e Fu) , que é escolhido para ser enriquecido, pode-se escrever:

e Para as matrizes representadas pelas eq.(4.18) e eq.(4.19) e com as eq.(4.61)
eq.(4.63), tem-se:

NS, =[(N¢I)AI (N¢2)A2 (N(03)A3 (N(04)A4] (4.86)

[ 4T(Ne,)
(ns,,) = : (4.87)

4, (Np,)'
(ns, ) {UF’E oul, }= (42(¥0,)")(w,4, )= 1ty = 1,2 (4.88)
AFie ou AF. =[Ari ou AF. },a =1,.4,y=12 (4.89)

onde:

Al;a . ou Ar'a =(-‘.r ou F(AZ(N(Da)T)(l//yAFy)dF), a= I’."4’y = 1’2 ! (490)

e :|:er,, i|,a:1...4 (4.91)
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onde:
‘., =jn(A§(N¢)T)mu~,a::1”"4 (4.92)
e Para a matriz representada pela eq.(4.22) e com eq.(4.63), escreve-se:
UT = {W’A Z } (4.93)
C oy Ay
0, -0, | =12 (4.94)
onde:
0, = [ f,wan fdl“} y=1,2. (4.95)

4.3.1.4 Integrais Intervenientes

Neste item, ilustram-se as integrais intervenientes das eq.(4.75), eq.(4.81), eq.(4.84),
eq.(4.89), eq.(4.91) e eq.(4.94) e o procedimento numérico para resolucao destas integrais nos
dominios paramétricos dos elementos quadrilateral (ver figura 4.1) e linear (ver figura 4.2).

Considere inicialmente a integral envolvida na eq.(4.75). Observa-se que cada

integrando  ¢,¢,4 :fAﬂ, a,p=1,..4 € constituido basicamente de func¢des do tipo:

p(&m) (4.96)

assim cada integrando da eq.(4.75) pode ser expressa por:
J, p(cm)ae (4.97)

Além disso, tem-se:

dQ = dxdy = |J|dédy (4.98)

onde |J| é o0 determinante da matriz jacobiana ou jacobiano. Para se obter o jacobiano sempre
positivo, a conectividade dos nds do elemento finito é feita sempre no sentido de giro de &

para 7.
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Com todas as varidveis no dominio paramétrico do elemento finito quadrilateral, a

eq.(4.97) é escrita da seguinte forma:
[, p(&n)ae= [ [ p(&m)| i (4.99)

O determinante da matriz jacobiana é dado por:

1
|J| = E(_x3y2 TX Y, XY, X Y, XY+ Xy, X, Yt

XY XY X VM X Y XY X Y~ X Yl =X Y E (4.100)
XY= X Y = XY E X Y+ XY+ X, Y,6— X, Y6+ X, 056 - x3y2§)

Utilizando-se o método de integracdo numerica de Gauss-Legendre, pode-se calcular a
eq.(4.99) da seguinte forma:

[ p(emasay=[" [ p(e.m)\s|dzan="33 ww,p(&m)ls (4.101)

i=1 j=1

onde n e m s&o 0s numeros de pontos de Gauss utilizados em cada dire¢éo & e y e w, e
w, s30 0s pesos associados aos pontos de Gauss i e j, respectivamente. Agora na
eq.(4.101), tem-se que a funcdo p(¢&,q) € O |J| sdo calculadas para as coordenadas

adimensionais ¢; e »; associadas também aos pontos de Gauss i e j .

Para a eq.(4.81) o integrando (Az(Lgoa)T +goa(LAa))(¢ﬂAﬂ), a,p =1,..4 envolve

fungdes do tipo:

ap(f’”)-s(f,q) e ap(é",li).s(f,”) (4.102)

o 9
ox| ,.,|0¢
= (4.103)
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» o
com J"=i on o = J = Ji I e || = Ox Oy 0y ox
| _ox _ox I Ty o¢ oy ¢ on

o o0&

J7 =|:_2(_y1§+ VitV E+Y, =y E—y;+y,6— y4):|/(x2y3é‘—x1y3 C—Xx,y,6

=X, Y, € XY, + X, Y, 6= X P, 6+ X, P, 6+
(4.104)

— X, My; + X, ; =X, + X,ny,;
X, GV, XY, XY XY, X Y, XY,

=X Y, XYy =X Yy = XY, + XY, + x4y1)

T =[=2(-ym+y,+y -y, - -y, + v+, )/ (x,9,6 = x, 9, E = x,p,&

=X, P, 6 = XY, + X, Y, € =X, P, + X, p,6+
(4.105)

=X MY; +X,y; —X,ny, + XNy,
X, Gy, Xy, X, Y, Xy, XY, X, Y,

=X MY, F X NY; X, Y; X)), X0, + x4y1)

JZ_II =|:—2(—x1¢_,"—x1—xzc_,"—xz+x3g"+x3—x4§+x4):|/(x2y3§—x1y3é‘—x4y1§---

X, Y, €= XMy, +X,Y,6— X, 0,8+ X, 9,8+
(4.106)

XY+ X,V XNy, + XNy, —
X, Y, XY, X, Y —X, Y, XY, XY, —

=X Y, XY — X, Y; X)), X0, + x4y1)

J;; =|:2(—x111—x1+x211+x2+x3;1+x3—x411—x4):|/(x2y3§"—x1y3f—x4y1§---

=X, Y, € XY, + X, Y, 6 =X, P68+ X, P, 6+
(4.107)

— X, M); + X, ; =X, + X,ny,;
X, GV, XY, XY XY, X Y, X, Y,

=X Y, XY X Y= XY, XY, + x4y1)

Assim, expressa-se todo o integrando (A "(Lo,) +o, (LAa))((oﬂAﬂ) ca,f=1,..4,
numa Unica funcdo ¢(¢&,y) nas variaveis do dominio paramétrico (¢&,y). Dessa forma:
(&,m)|Tlacdn (4.108)

[, a(enyan=]['q
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Aplicando-se 0 método de integracdo numérica de Gauss-Legendre, calcula-se a

eq.(4.108) da seguinte forma:

i=1 j=1

I (m)asdy=[" [ q(&m)|s|dcan=3"3 wwq(cm)|J] (4.109)

onde n e m s&o0 0S numeros de pontos de Gauss utilizados em cada dire¢éo & e y e w, e
w, S30 0s pesos associados aos pontos de Gauss i e j, respectivamente. Agora na
eq.(4.109), tem-se que a fungdo ¢(¢&,y), J;/, J;;, J5, J3; e o |J| sdo calculadas para as
coordenadas adimensionais ¢, e n, associadas também aos pontos de Gauss i e j .

Na eq. (4.84) o integrando possui funcBes que se assemelham as da eq.(4.97) e por

isso a eq.(4.101) pode ser aplicada para a solucdo numérica de cada integrando da eq.(4.84).
J& para cada integrando da eq.(4.89), ( " (No, ) )(y/yA,y ) a=1,..4,y=1,2, duas

das funcbes ¢,,a=1,...4, sdo nulas e as outras tem & ou x constante, pois a integral e
desenvolvida no contorno F(F,,I’,. e I’u). Dessa forma, compactam-se os integrandos da

eq.(4.89) na seguinte funcao:
r(é:canstante’”) ou r(é’”canstante) (4'110)

Para as integrais de contorno, definem-se:

dr = Jdé¢ (4.111)
ou

drI = Jdy (4.112)
dependendo se o contorno do elemento quadrilateral paramétrico coincide com as retas #

constante ou ¢ constante, respectivamente. O fator Jacobiano da transformacdo J €

calculado com auxilio da eq.(4.37):

[\/(xz _x1)2 +(, _-VI)Z}

2

J =

(4.113)
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Entéo, para o elemento finito da figura 4.2, considerando-se » constante, por exemplo,

a integral da eq.(4.89) pode ser expressa resumidamente da seguinte forma:

.‘.1"1 ou I, r(é’”flmsmnw) dar = .[_11 F (6’ ”canstante)‘]dé (4114)

Utilizando-se o método de integracdo numérica de Gauss-Legendre, pode-se calcular

eg.(4.114) da seguinte forma:

".Fr ou Fr(x’y)dr - J.—Ilr(é:’”w"”a"te)]dé = ; wir(é’”constante)‘] (4115)

onde n sdo os numeros de pontos de Gauss utilizados na direcdo & e w, sdo 0s pesos

associados aos pontos de Gauss i. Na eq.(4.115), tem-se que a fungéo r(f,q e J

constante )

sdo calculadas para os &,, também associados a cada ponto de Gauss i .

Finalmente, a eq.(4.115) também pode ser utilizada na solu¢cdo numérica das integrais
das €q.(4.91) e eq.(4.94).

Para tornar o calculo da integracdo numérica eficiente, foi utilizado o menor nimero
de pontos de Gauss que integre sem erros as equacOes do tipo eq.(4.101), eq.(4.109) e
eq.(4.115). Este numero de pontos foi validado por meio de testes numericos.

4.3.2 Elemento Triangular de Trés Nés

4.3.2.1 Caracteristicas Geométricas e Transformacéo de Coordenadas

Para os elementos triangulares é comum a utilizacdo das coordenadas triangulares
normalizadas, Savassi (1996), Assan (2003) e Soriano (2003). Para defini-las, considere-se

inicialmente o tridngulo de area A,, ver figura 4.3. Seja ainda nesta figura um ponto P
interno ao elemento de dominio triangular £,, com coordenadas x e y num dominio global
xy . Definem-se também as areas dos triangulos P12, P23 e P31, respectivamente, A4,, A,

e A,, ver figura 4.3.
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3( Xy ) )

Elemento de dominio £2
L Elemento de contorno 1_; i 1—; o1 Fu
€Ty ery “ry

A, A, /

1(x;,¥,) *

X

Figura 4.3 — Elemento triangular de trés nos.

Assim, as coordenadas triangulares normalizadas podem ser interpretadas como

relagOes entre as areas dos triangulos A4,, 4, e A4, e a area total, conforme as equagdes

abaixo:
& = % (4.116)
&, = j_j (4.117)
& = % (4.118)

E evidente que o ponto P fica definido por &,, &, e &,.Como 4,+A,+A,=A, e

considerando-se as coordenadas dos nos do elemento triangular definido na figura 4.3, tém-se
as seguintes relacoes:

x=¢x,+¢E,x,+E,x, (4.119)
y=E5y,+&,y,+6,y; (4.120)
§ +6,+¢6,=1 (4.121)

Da eq. (4.121), pode-se concluir que as coordenadas triangulares normalizadas nédo séo

independentes, pois &, pode ser obtida por meio das outras duas coordenadas.
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As e(q.(4.119) e eq.(4.120) sdo as relagdes entre as coordenadas cartesianas xy
(dominio global) e as coordenadas triangulares normalizadas (dominio paramétrico). Assim,

defini-se a matriz M, composta pelas coordenadas triangulares normalizadas:

M,:F’ 0 ¢ 0 0} (4.122)
0 & 0 & 0 ¢

Propde-se também o vetor ¢, que guarda as coordenadas nodais do elemento finito

triangular, dado por:
c;=|:x1 Y, X, ¥, X y3:| (4.123)

Entdo as coordenadas xy globais de um ponto P do elemento finito triangular podem

ser mapeadas a partir do elemento parametrizado (via coordenadas normalizadas do elemento

triangular) por meio da seguinte transformagéo:

{x} - M,c! (4.124)
y

Para melhor compreender a utilizacdo das coordenadas triangulares normalizadas
como forma de parametrizacdo do elemento finito triangular, mapeia-se o elemento da figura

4.3 no espaco ¢&,¢,, ver figura 4.4.

Figura 4.4 — Elemento triangular de trés nos no espaco ¢,¢, .
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Na figura 4.4, a equacdo da reta paralela ao lado e &, +¢&,=1-¢, (eq.(4.121)). O
dominio triangular na figura 4.4 pode ser idealizado parametrizado em termos do sistema de
coordenadas (é,n), com ¢, =¢,&,=n,&=1-&—n,origemnond 3, {variandodeOal
e n variando de 0 a (1—5). Destaca-se ainda na figura 4.4 a numeracdo de nos (sempre no

sentido anti-horario) do elemento utilizada na ferramenta computacional desenvolvida neste
trabalho.

Com auxilio das eq.(4.116) a eq.(4.118) e lembrando que as areas A4,,4,,4, e A,

podem ser obtidas de:

1 x
1 1 yl
A= 3 1 x, vy, (4.125)
_1 X; y;
v .
] y
A, =5 1 x, y, (4.126)
[ L X5 Vs
v .
] 1 Vi
A, = 5 1 x y (4.127)
[ £ X5 Vs
v .
] 1 Vi
A, = 5 1 x, y, (4.128)
|1 x y|

é possivel estabelecer relagdes entre as coordenadas triangulares parametrizadas e as

coordenadas cartesianas xy. Logo, tem-se:

1

< =H|:x2y3_x3yz+x(.)’2_y3)+.)’(x3_x2):| (4.129)
1

¢, =H|:x3y1_x1y3+x(y3_y1)+y(x1_x3):| (4.130)
1

53=ﬁ[x1y2_xzy1+x()’1_y2)+y(x2_x1)] (4.131)
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Para o elemento triangular de trés nés sdo validas também as eq.(4.30) e eq.(4.31) que

versam sobre a apresentacdo de operadores diferenciais no referencial paramétrico &y em

funcdo dos definidos no referencial global xy .

t

Para o elemento no contorno I" (I, ,I, ou I, ) pertencente a um dos lados do
L en I

elemento triangular £, definidos nas coordenadas xy globais mapeado para um dominio

paramétrico, ver figura 4.5. Neste dominio paramétrico, define-se & como coordenada

adimensional com sistema de referéncia sempre no né 1 do elemento linear.

Elemento de dominio

QP

Elemento de contorno Fx,n ’Fiq_ ou f“”_
; Y

B
“
e
(363

Figura 4.5 — Elemento finito linear com sistema de referéncia ¢&.
Na transformacdo de coordenadas do elemento linear no contorno fisico para o
contorno paramétrico, utilizam-se as seguintes funcdes:
w,=1-¢ (4.132)
w,=¢ (4.133)

Sejaamatriz M, composta pelas funcdes de interpolagao das eq.(4.132) e eq.(4.133),

dada por:

0 0
M, = ["” V2 } (4.134)
! 0 vy, 0 wy,

Considere-se também o vetor ¢, que guarda as coordenadas nodais no dominio fisico

do elemento finito no contorno, dado por:

cr. =[x, ¥ x, »,] (4.135)
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Entdo as coordenadas xy globais de um ponto da rede dos elementos finitos lineares

podem ser mapeadas a partir do elemento parametrizado por meio da seguinte transformacao:

{x} -M, (4.136)

Por fim, o diferencial de comprimento no dominio global xy em relagéo ao diferencial

de comprimento no dominio paramétrico é calculado igualmente a forma apresentada nas
eq.(4.37).

4.3.2.2 Fungdes Aproximativas do Elemento Triangular de Trés N6s da FHMT

Igualmente ao elemento quadrilateral, para as fungbes aproximativas das tensdes e
deslocamentos no dominio, serdo adotadas as mesmas funcdes utilizadas na aproximacéo da

geometria do elemento triangular de trés nos. Dessa forma, as matrizes S, (eq.(4.5)) e U,

(eq.(4.6)) sem enriquecimento sao escritas da seguinte forma:

E 0 0 & 0 0 & 0 0
S.=|0 & 0 0 & 0 0 & 0 (4.137)
0 0 & 0 0 & 0 0 ¢

0 0 0
U, = g <2 < (4.138)
‘ | 0 é:I 0 éz 0 63
Com s, (eq.(4.5)) e g, (eq.(4.6)) definidos por:
T
So, =[0'x, o, T, ©0. 0, T, 6, 0, rxy3:| (4.139)
q:T)e =|:ux1 w, wu, u, u uy3:| (4.140)

t

Ja as fungdes de forma dos deslocamentos no contorno I" (I, ,I, ou I, )também
er, ery er;

sdo as mesmas definidas para aproximacdo da geometria do elemento linear de dois nds.

Entdo as matrizes U,. (eq.(4.7)) e U, (eq.(4.8)) sem enriquecimento s&o escritas:
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{"”’ 0 v 0} (4.141)
0 v, 0 wy,

Os vetores ¢,. (eq.(4.7)) e qr_ (eq.(4.8)) dados por:

r”I't

q, ouq =[”x, w, u, uyJ (4.142)

4.3.2.3 Enriquecimento das Func¢bes Aproximativas do Elemento Triangular de Trés Nés da
FHMT
As familias de funcbes das tensdes e deslocamentos no dominio e deslocamentos no
contorno e suas aproximacgOes, construidas para o elemento quadrilateral (eq.(4.45) a
eq.(4.50)) também podem ser aplicadas ao elemento triangular, observando-se, é claro, as
mudancas no tocante as bases de aproximagdo tensdes (eq.(4.137)) e deslocamentos
(€9.(4.138)) no dominio, deslocamentos no contorno (eq.(4.141)) e das funcdes polinomiais

enriquecedoras das variaveis de dominio e contorno h,, e h,, , respectivamente.
e er

Todas as recomendac0es relacionadas ao enriquecimento das bases de aproximacéo do
elemento quadrilateral da FHMT s&o validas para o elemento triangular da FHMT, ou seja, 0
enriquecimento deve ser desenvolvido sempre no dominio global.

Assim, as bases de aproximacdo da FHMT originais (eq.(4.137), eq.(4.138) e
eq.(4.141)), séo expressas da seguinte forma:

Sy =[&4, &4, &4,] (4.143)
U, =[¢&4, &4, &4,] (4.144)
U, ouU, =|yd, 4] (4.145)

ert er,.
onde 4,j=1,..,3 e 4,.,j=1,2 sdo, respectivamente, as matrizes de enriquecimento
J

polinomial dond j de dominio ou contorno.

As matrizes de enriquecimento polinomial sdo dadas por:

=1 bl ., . k] (4.146)

quando do enriquecimento do campo de tensdes no dominio;
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Jjk

a4,=[1, m,d, . g, . oh,T] (4.147)

quando do enriquecimento do campo de deslocamentos no dominio; e

4y =1, md, o od, ok, 1] (4.148)

quando do enriquecimento do campo de deslocamentos no contorno.

1, e I, pontuadas nas eq.(4.146) a eq.(4.148) sdo as matrizes identidades de terceira
e segunda ordem respectivamente, uma vez que em cada nd sdo definidos trés graus de
liberdade de tens@o no dominio e dois de deslocamentos no dominio e contorno.

Como ja salientado, se as funcdes de enriquecimento h,, e h, sdo nulas, preserva-
e er

se, com as matrizes I, e I,, a estrutura convencional do MEF.

Formas habituais para as funcdes bolhas enriquecedoras h,, e h,

. (Expressas em
er

coordenadas naturais) sdo:

. x

h, (&,6,)=(&x,+&x,+&x,) - x; (4.149)
oy

h, (&,6,)=(&y+&E,,+Ey5) -y, (4.150)
. Xy

by, (&56)=[(&x + &%, +&x)—x, |[(6n+ &y, +E3) -3, ] (4.151)
° x2

by, (&56,)=[ (&%, + &%, + &,x,) - x,.]2 (4.152)
° yz

by, (6,6,)=](&p,+Ep,+Ep;)- y,T (4.153)
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h,, ('/’1"/’2)=(‘/’1x1 +'/’zxz)—x,- (4.154)
¢y
by, (&)= v,y +v.9.)-, (4.155)

Dessa forma para qualquer né j,(j=1,...,3) do elemento finito triangular e,

escolhido para ser enriquecido, pode-se escrever:

e Para a matriz representada pela eq.(4.16) e com a eq.(4.143), tem-se:

So o, = 0.0,4L 14, |.a=p=1,..3 (4.156)
F,=[F,|a=p=1,..3 (4.157)
onde:
F, =( jge 0.0,A" fA,,dQ), a,f=1,..3, (4.158)
Nota-se que:
[ f o hyf o bS]
A,f4,= h.i;f hjal;.iﬂf h.iah'neﬂf (4.159)

hneaf o hneaf o hneahneﬂf

Da mesma forma:

e Para a matriz representada pela eq.(4.17) e com as eq.(4.143) e eq.(4.144),

escreve-se:
LS, =L|:§IAI .4, é:3413:|=
” 4.160
=[ (L&) 4, +¢,(L4) ... (L&) 4,+¢&,(L4,)] (4190
o 47(Lg) +& (L4)
(Lsge) - : (4.161)

AT(L&) +¢&,(L4,)
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onde:

onde:

(LSQE )T Uge = (A z (Lé:a )T + ‘-'ra (LAa ))(é:ﬂAﬁ ) sa=p=1,..,3 (4.162)
A, = [AQM } ja=p=1,.3 (4.163)
Ay =(L,e(4 +(Lo.) +¢a(LAa))(¢,;Aﬂ)dQ), a,p=1,.3, (4.164)
e Para a matriz representada pela eq.(4.21) e com a eq.(4.144), escreve-se:
¢4]
U, =| (4.165)
&4;
0, =0, |a=1.3 (4.166)
an = |:J‘g ¢ A :l;d.Qj| a=1.3 (4.167)

Para qualquer né j (j=1,2), de cada lado do elemento finito quadrilateral que

pertence ao contorno F(Ft,l“. e Fu), que ¢ escolhido para ser enriquecido, pode-se escrever:

1

e Para as matrizes representadas pelas eq.(4.18) e eq.(4.19) e com as eq.(4.143)
eq.(4.145), tem-se:

NS, =[(N&)4, (N&,)4, (N&)4,] (4.168)
4Ty

(ns,) = : (4.169)
4T(Ne)

(nge)T{U,rer oul, }=(A£(N¢fa)T)(t//yAry),a —1L.n3,y=1,2 (4.170)

Affe, ou AEer =|:Afier, ou A,
igy

te rray

},a=1,...3,y=1,2 (4.171)
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onde:
A, oud, =(L F(A:(Néa)T)(wyA,; )dr) a=1,.3y=12, (4.172)
e Para a matriz representada pela eq.(4.20) e com as eq.(4.169), tem-se:
e, = |:er" ’ },a =1.3 (4.173)
onde:
e, =[ (AZ(N.fa)T)ﬁdF, a=1,.3 (4.174)
e Para a matriz representada pela eq.(4.22) e com eq.(4.145), escreve-se:
y, A
ur=|"" 0 (4.175)
’ '/’242
Qrer =|:Qr“_ :|;3’=1;2 (4176)
onde:
0, - [ [ wa; ?dl’} =12 (4.177)

4.3.2.4 Integrais Intervenientes

Agora, ilustram-se as integrais intervenientes das eq.(4.157), eq.(4.163), eq.(4.166),
eq.(4.171), eq.(4.173) e eq.(4.176) e o procedimento numérico para resolucdo destas integrais
nos dominios paramétricos dos elementos triangular (ver figura 4.4) e linear (ver figura 4.5).

Considere inicialmente a integral envolvida na eq.(4.157). Observa-se que cada

integrando  ¢,&,4 ZfAﬁ, a,p=1,..3 € constituido basicamente de func¢des do tipo:

p(&,¢) (4.178)

assim a eq.(4.178) pode ser expressa por:
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jge p(&,,¢,)de (4.179)

Além disso, tem-se:

dQ = dxdy =|J|d& d¢, (4.180)

onde |J| é o determinante da matriz jacobiana.

Com todas as varidaveis no dominio paramétrico do elemento finito triangular, a

eq.(4.179) é escrita da seguinte forma:
1p1-¢,
J.er(él’éz)dg =J.0 I0 p(§I’62)|J|dé:1d§2 (4181)
O determinante da matriz jacobiana para o elemento triangular é dado por:

|J|=x,(yz—y3)+x2(y3—y1)+x3(y1—y2) (4.182)

Utilizando-se pontos e pesos de Hammer, pode-se calcular a eq.(4.181) da seguinte

forma:

[ pem)axay = [\ p(&,¢,)7\de e, = 3 wp(6,,6,)|0 (4.183)

onde n € o nimero de pontos de Hammer utilizado e w;, € o peso associado a cada ponto de
Hammer i. Agora na eq.(4.183), tem-se que a funcdo p(¢&,,&,) € calculada para as

coordenadas adimensionais &, e &, associadas também aos pontos de Hammer i .

Para a eq.(4.163) o integrando (AZ(Lfa)T +& (LAa))(fﬂAﬂ), a,p =1,..3envolve

funcdes do tipo:

(&0, (06,
(ax).s(gl,gz) e (ay).s(fl,gz) (4.184)

dessa forma, com auxilio da eq.(4.180) e da transformacéo
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o 9
ox| )08
(7 J B (4.185)
oy on
com
JI_II I:( y2+y3):|/( XY, T X Y XY, XY, — y,x3—x2y3) (4.186)
J’_ZI |:( y3+y’):|/( nyZ+xly3+x3y2+x2y1_y1x3_x2y3) (4187)
I =[(=xs+x,) ]/ (=30, + X0, + %, + 6,0, - y,x, - X, ;) (4.188)
T =[(=x,+ )]/ (=x,3,+ X, 0, + X,p, + %,0, - y,X, - X,¥;) (4.189)

expressa-se todo o integrando (AZ(Lfa)T+§a(LAa))(§/,Aﬂ) , a,f=1,..3, numa Unica

funcao ¢(¢,,¢&,) nas variaveis do dominio paramétrico (¢&,,¢&,). Assim:

[, a(&.¢)d0= [ q(,06,) g e, (4.190)

Aplicando-se pontos e pesos de Hammer, calcula-se a eq.(4.190) da seguinte forma:

Ja(c&)axay=[, q(¢.,)a= 177 q(08,) e e, = qu(fl,gz)\.]\ (4.191)

Qc
onde n € o nimero de pontos de Hammer utilizado e w, € o peso associado a cada ponto de
Hammer i. Agora na eq.(4.191), tem-se que a fungdo ¢(¢,¢,) € calculada para as
coordenadas adimensionais &, e &, associadas também aos pontos de Hammer i .

Na eg. (4.166) o integrando possui funcdes que se assemelham as da eq.(4.179) e por

iSO a eq.(4.183) pode ser aplicada para solugdo numeérica de cada integrando da eq.(4.166).
J4 no integrando da eq.(4.171), (A d (Néa)T)(y/yAry ) a=1,..3,y=1,2, uma das

fungdes &, ,a = 1,...3 ndo pertence ao contorno paratrizado onde é desenvolvida a integragao

numérica e por isso é nula. Dessa forma, podem-se compactar os integrandos da eq.(4.171) na

seguinte funcéo:
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r(¢) (4.192)

Para as integrais de contorno, definem-se:

dr = Jd¢ (4.193)

O fator Jacobiano da transformagdo J é calculado com auxilio da eq.(4.37):

J=|:\/(x2—x1)2+(y2—y1)2:| (4.194)

Entdo, para o elemento finito da figura 4.5, cada integral da eq.(4.171) pode ser

expressas resumidamente da seguinte forma:

I, ,,,,r,’(f)drﬁ,;r(f)t’di (4.195)

t

Utilizando-se 0 método de integragdo numérica de Gauss-Legendre, pode-se calcular

eq.(4.195) da seguinte forma:

J.F, 0unr(x,y)dF=I:r(é’)Jd§=Zn:wir(é‘)J (4.196)

onde n sdo os nimeros de pontos de Gauss utilizados na direcdo & e w, sdo 0s pesos
associados aos pontos de Gauss i. Na eq.(4.195), tem-se que a funcéo r(é’) e J sdo

calculadas para os &;, também associados a cada ponto de Gauss i .

Enfim, a eq.(4.196) também pode ser utilizada na solucdo numérica das integrais das
eq.(4.173) e eq.(4.176).

Para maior eficiéncia do calculo da integracdo numérica, foi utilizado o menor nimero
de pontos de Hammer que integre sem erros nas equacdes do tipo eq.(4.183) e eq.(4.191) e
pontos de Gauss na eg.(4.196). Alguns testes numéricos foram aplicados para determinacéo
do numero 6timo de pontos de integragao.

Vale lembrar que no apéndice A sdo tabulados alguns valores de pontos e pesos de

Hammer utilizado no trabalho.
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4.3.2.5 Solucéo do Sistema de Equagbes da FHMT com Enriquecimento Nodal — Método de
Babuska

Ressalta-se que 0 enriquecimento das bases aproximativas dos elementos
quadrilaterais, triangulares e lineares empregando-se bases também polinomiais pode gerar
familias de funcGes linearmente dependentes. Neste trabalho, adaptou-se o procedimento
numérico de Babuska, sugerido por Strouboulis, Babuska e Copps (2000), para contornar esse
problema.

Para sua apresentacdo, considere-se a e(.(2.68) aplicada a um dominio  coberto por

uma rede de n,, elementos finitos ditos de dominio com f,, e=1,2...n,, 0s dominios de

cada um destes elementos finitos. Definem-se também n elementos no contorno de

Neumann I, , e, =1,..n., € n, elementos do contorno entre os elementos de
er, t i

t
t

i

dominio I, , e, =1,..n . Assim, aeq.(2.68) ¢ escrita da seguinte forma:

Ax=b (4.197)
onde
F A, -4, -4, So er
T q —
a AL 0 0 0 | (1%l gy 0,
o A 0 qr, -0,
-4, 00 0 qr 0

com os elementos da matriz 4 e do vetor b dados pelas eq.(4.9) a eq.(4.12) e eq.(4.13) a
eq.(4.15), respectivamente. Ja os elementos do vetor x guardam os parametros generalizados
correspondentes as aproximacdes locais para as tensdes e deslocamentos dos elementos de

dominio e e deslocamentos dos elementos dos contornos e, e e,. nas fronteiras de Neumann

e internas, respectivamente.

Com a ajuda da matriz diagonal dada por:

B= [diag(F)]‘§ (4.198)

o0 sistema representado pela eq.(4.197) pode ser balanceado conforme:
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AX=b (4.199)
onde
BFB BA, -BA, -BA, So er,
T q _ —
Pa ALB 0 0 A P 0,
~A/B 0 0 0 qr, -0,
-4[B 0 0 0 qr, 0
Nota-se que:
diag(BFB) =1 (4.200)
€
s, = Bs, (4.201)

A €q.(4.201) deve ser utilizada apds se obter a solucdo da eq.(4.199). Seja entdo a

seguinte aproximacdo de A :

A=A+el (4.202)

onde & é uma ndmero positivo pequeno. A eq.(4.202) garante que A seja positiva definida.

O método de Babuska pode ser resumido no seguinte algoritmo a seguir:

j=0; X,=0; T,=D;
resolva Aa; =7;;

J
jor =X
Fa=r,—Aa (4.203)

=rj

a > D e
=|

r.r.
—. > tol volte para o passo 2.

x].ij

onde a; €0 erro naiteragdo j e r; € o residuo no iteracao j.
No passo 2 do algoritmo anterior o sistema deve ser resolvido por um método

numérico que leve em conta a estrutura e a esparsidade da matriz A4 . Neste trabalho foram
experimentados tanto os métodos diretos, como o de Choleski com armazenamento esparso,

como iterativos como, o método dos Gradientes Conjugados pré-condicionado pela

decomposicgéo incompleta de Choleski de A.
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5. Modelo Discreto da FHT com Enriquecimento Nodal

5.1 Introducéo

Agora serdo abordadas as caracteristicas gerais da FHT com enriquecimento
polinomial discretizada com rede de cobertura. Ap6s uma apresentacdo geral, particularizar-
se-a a discretizacdo para redes de elementos finitos quadrilaterais de quatro nos e triangulares
de trés nos. Vale ressaltar que alguns aspectos da rede de cobertura utilizada na anélise da
FHMT com enriquecimento nodal serdo aplicados a rede de cobertura da FHT enriquecida

nodalmente.

5.2 Modelo Discreto da FHT com Enriquecimento

Toda estrutura desenvolvida no item 4.2 para a rede de cobertura da FHMT ¢é

utilizada aqui com a seguinte consideragéo:
LS, =0=> A, =0 (5.1)

Entdo sdo validas para este capitulo as eq.(4.1), eq.(4.3) a eq.(4.5), eq.(4.7) a €q.(4.9),
eq.(4.11) aeq.(4.13), eq.(4.15), eq.(4.16), €9.(4.18) a eq.(4.20) e eq.(4.22).
Vale lembrar que na FHT com enriquecimento nodal as aproximacgfes adotadas para

S, (eq.(4.5)) ndo estdo atreladas a nds.

Em relacdo a dimens&o das matrizes envolvidas na FHT com enriquecimento nodal, a
matriz F, é quadrada, com dimensé&o determinada em fungdo do nimero total de parametros
generalizados de tensdo do elemento e do numero de nds enriquecidos. A matriz F também
é quadrada e esparsa por blocos, sendo montada segundo a sua diagonal principal pela

justaposicdo das matrizes (sem sobreposi¢cdo) correspondentes a cada elemento. Ainda, as
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matrizes F, A, e A, dependem da geometria do elemento finito adotado na rede de

cobertura.

A matriz @, tem dimensdo determinada em fungdo do ndmero de parametros

adotados nas aproximacdes dos campos de deslocamento dos elementos de contorno, do

numero dos nos enriquecidos e do grau de enriquecimento adotado.

5.3 Elementos Finitos Hibrido de Tensdo com Enriquecimento Nodal
Polinomial

5.3.1 Elemento Quadrilateral de Quatro Nos

5.3.1.1 Caracteristicas Geométricas e Transformacéo de Coordenadas

As caracteristicas geométricas e de transformacdo de coordenadas do elemento

quadrilateral da FHT séo iguais a apresentada para o elemento quadrilateral da FHMT.

5.3.1.2 Funcgbes Aproximativas do Elemento Quadrilateral de Quatro N6s da FHT

As aproximacgdes do campo de tensdes, para a FHT, devem ser auto-equilibradas, ou
seja, satisfazem localmente a equacdo de equilibrio, eg.(2.1), a menos de forcas volimicas. A

eq.(2.69) apresenta a condigdo para que a matriz S, , que guarda as funcdes de aproximagéo
dos campos de tensao, satisfaca essa restricao.
Especificamente no dominio £, do elemento quadrilateral hibrido de tenséo, a matriz

S, (ed.(4.5)) também deve satisfazer a eq.(5.1).

FuncGes polinomiais algébricas sdo utilizadas para aproximacdes do campo de tensbes
no dominio do elemento quadrilateral apresentado. Para garantir que o conjunto de funcGes
polinomiais empregadas respeite a eq.(5.1), pode-se adotar a metodologia seguinte:

Considere-se a funcdo de Airy:

A(x, y) (5.2)
logo
o, = O Akey) 5:3)
oy’
_ 0% A(x,y) (5.4)

y axZ
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2
=2 Axy) Alx.) (5.5)
Ox0Oy
Com A(x, y) dado por:
1 1
A(x,y) =—bx’ —cxy+—ay’ (5.6)
2 2
entéo
1 0 0]|a
o=[0 1 0Kb (5.7)
0 0 1||c
com A(x, y) dado por:
1 1 1 1
A(x,y)=—dx’ ——cx’y—=bxy’ +—ay’ 5.8
(x,y)=2d’ -~ ex’y——bxy’ +—ay (5.8)
entéo
a
y —x 0 0
b
o=|0 0 -y x| ¢ (5.9)
c
0 vy x 0
\d)
Com A(x,y) dado por:
1 4 1 3 1 2_2 1 3 1 4
Alx,y)=—ex" ——dx’y+—cx ——bxy’ +—a 5.10
(v,9)=ex’ = Sde’y+ ey = by’ +ay (5.10)
entéo
ras
y: =2xy X’ 0 0 ||b
o=|0 0 yi =2xy x’[Rey (5.11)
0 y: =2xy X’ 0 |\d
e

Nas equacdes anteriores a,b,c,d e e sdo parametros generalizados das tensdes. Pode-

se agora definir §,, para os seguintes casos de aproximacdo do campo de tensoes:
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e Aproximagdo constante no elemento
1 0 0

So=[0 1 0 (5.12)
0 0 1

e Aproximagdo linear no elemento
1 00 :y -x 0 0

S,={0 1 0:0 0 -y x (5.13)
0 01 :0 y x 0

e Aproximacao quadratica no elemento
1 0 0:y -x 0 0:y =2xp X 0 0

So=|0 1 0:0 0 -y x: 0 0 y.  2xy X’ (5.14)
0 0 1

2 2

0y x 0: 0 vy -2xy X 0

Nota-se que para as aproximacgOes constante, linear e quadratica, o numero de

parametros generalizados de tensGes no dominio s, (eq.(4.5)) do elemento vale: trés (3), sete

(7) e doze (12), respectivamente. No capitulo que abordard as condi¢des necessarias e

suficientes para convergéncia da solucdo obtida com a FHT/FHMT, sera visto que a escolha

do nimero de parametros generalizados de tensGes no dominio esta intimamente ligada ao

grau de aproximagdo do campo de deslocamentos no contorno do elemento.

t

Para a interpolagdo do campo de deslocamentos no contorno I, ou I, do
er eri

t

elemento de dominio £, , fungdes lineares Lagrangianas classicas sédo aplicadas. Essas

funcbes também foram aplicadas ao elemento de contorno da FHMT. Assim, para o elemento

de contorno da FHT derivado do elemento quadrilateral valem as eq.(4.43) e eq.(4.44).
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5.3.1.3 Enriquecimento das Fung¢des Aproximativas do Elemento Quadrilateral de Quatro Nos
daFHT

Na FHT sdo aproximados dois campos independentes e, como ja salientado, o
enriquecimento também pode ser realizado de forma independente para os dois campos. Aqui,
a estratégia de enriquecimento é desenvolvida com ajuda de fun¢des polinomiais.

Supondo que num dominio plano tenha sido adotada uma rede de cobertura com
elementos quadrilaterais de quatro nds. Admitindo-se que se deseja enriquecer a aproximacao
correspondente as tensdes nos dominios dos elementos finitos com ajuda de fungdes de

suporte compacto g e polinomiais 4, a eq.(3.10) pode ser reescrita da seguinte forma:

e A familia de func@es para o campo de tensdes no dominio 2:

~p ng N .
N3, = {{Sge }e=1 |\ {gjhj}j=1 e = 1,...,]19;] = 1’_._’ N} (515)
utilizada para construir a seguinte aproximagao:

g

&=z{sggsgﬂ}+§:{ ghb,) (5.16)

e=1 j=1

onde s, sdo parametros das tensdes associadas aos elementos de dominio £, e b, sdo os

novos parametros das tensdes correspondentes ao enriquecimento.

Como a nova composicdo das aproximacdes para o campo das tensées no dominio
dado pela eq.(5.15) deve garantir o equilibrio local, eq.(5.1), desenvolveu-se a seguinte
metodologia para o enriquecimento desse campo:

Seja entdo a fungédo de Airy dada por:

A=g’h (5.17)

onde g(x, y) tem suporte compacto dado pela rede de elementos finitos da rede de cobertura

e h(x,y) épolinomial com x, y centrados nos nds. Assim:

2 2 2 2
ot sl 8] 2] a3

G oy oy’ yoy ° o
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9’4 og) og ,020h ,0°h
= =3gh|2| = | +g— |+6g =—+g — 5.19
P [ [6xj e 8 oxox ® ax (.19)
. =_6A=_3g,,[2[agag]+gM}_%z[agahﬁgahj_ ; O (5.20)
v Oxoy Ox 0Oy Oxoy Ox 0y Oy ox Oxoy
logo
. aax+6rxy o
* 0. 0 oxoy’  oxoy’ 0
Lo L=| & P | &Y Y (5.21)
g or,, 0o, ’A4 0’4 0
T, + - 3 + 3
ox Oy Ox°0y Ox°oy

Assim as aproximacdes do campo de tensoes S, dadas pelas eq.(5.12), eq.(5.13) e

eg.(5.14), podem ser ampliadas da seguinte forma:

So =8, Z Z, z, z] (5.22)

onde S; éamatriz de interpolacéo das tensdes enriquecidas e

Og. Oh, o’h.
3gjh 2 98; ;. 3 J

2
12 + 9. +6g. + o,
/ [ay] e 5 oy Y

[ (s} &g, o6g. 0h, . &°h.
2| 2L | +g,—L|+6g” L —TLrg’ (5.23)
[ J 8 x? 8 o ox % o

—38;h;| 2 %, %, +g.62gj -3g’? %%4_%% _g/? o’h

DI 3g;h

J
(j=1,.,4)

retne as interpolacdes de suporte compacto com x,y centrados nos nés j da rede de
elementos finitos. Nota-se que §;, também satisfaz a eq.(5.1).
Podem-se adotar como funcbes de suporte compacto, g;,j=1,..,4, as funcdes

Lagrangianas bilineares, utilizadas para aproximacao da geometria do elemento quadrilateral
hibrido de tensdo. Assim:
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gj=§§jqj(§+§j)(q+qj),j=1,...,4 (5.24)

onde ¢ e » sdo coordenadas normalizadas ortogonais no dominio paramétrico e &, sdo

coordenadas adimensionais dos nos.
Uma opgéo conveniente para as fungdes h; € que sejam do tipo bolha, isto €:

m(&m;)=0 (5.25)

Observa-se que formas habituais para as funcfes bolha podem ser iguais as dadas nas
eq.(4.67) aeq.(4.71).
Com a transformacdo apresentada na eq.(4.103), podem-se expressar as derivadas

dg, Oh, 0g, oh, 0’g, O°h, 0’g; 0’h, 0’g, O’h,

J

i) ) ) ) ) ) i) ) e
Ox Ox Oy Oy ox° ox’ oy’ oy’ oxdy Oxoy

com g; e h; escritas em funcéo

das coordenadas &y .
Nota-se que, para esse tipo de enriquecimento, somente uma funcao de enriquecimento

h; € acrescidaaumné j da rede de cobertura de dominio.

Para a rede de contorno sdo empregados elementos retos de dois ndés com funcGes de
forma Lagrangianas lineares. Supondo que se deseja enriquecer a aproximacgéo

correspondente a um n6 j da rede de cobertura de contorno com ajuda de funcGes

n, € o numero de funcBes de enriquecimento adotadas, a

i)
er er

polinomiais hjner ’j”e, =1,.,n

eq.(3.9) pode ser re-escrita da seguinte forma:

e A familia de fun¢des para o campo de deslocamentos no contorno I :
Ny Ny
RE = {{U,i ,.} u{U,i hjncr} 2j=LuyNpin, =1,.,1( j)} (5.26)

utilizada para construir a seguinte aproximacao:

Nr er

up = Z Urj {qrj + Zhjldjl} (5.27)

=1 =1
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onde ¢, séo graus de liberdade em deslocamento associados as fungdes de forma originais e
j

d, sdo o0s novos parametros nodais correspondentes a cada uma das parcelas de
enriquecimento.

Uma opgdo conveniente para as fungdes k,, escolhidas para o enriquecimento, € que
ey

sejam tais que:

hy, (&)=0 (5.28)

onde &, € a coordenada adimensional para o elemento da rede de cobertura de contorno.

Nesse caso, essas fungdes sao nulas no né enriquecido (‘funcdes bolhas’) e a vantagem desse
procedimento, como ja comentado, é que se preserva o significado fisico de graus de

liberdade nodais ¢,..
Formas habituais para as funcOes bolhas h;, sado apresentadas nas eq.(4.72) e
eq.(4.73).

Assim sendo, a matriz de interpolacdo do campo de deslocamento no contorno,

eq.(4.43), pode ser escrita igualmente a forma apresentada na eq.(4.63).

Dessa forma para qualquer no j,(j=1,...,4) do elemento finito retangular £,

escolhido para ser enriquecido, pode-se escrever:

e Para a matriz representada pela eq.(4.16) e com a eq.(5.22), tem-se

() s )aee| [(z)s(s.)a - [(=) s(zan ], (5) s(z)ae| €2

onde I,k séo os nés enriquecidos do elemento quadrilateral e n € o numero de nds
enriquecidos no mesmo elemento. Observa-se que sdo acrescentadas » linhas e colunas a

estrutura inicial da eq.(4.16).

Para qualquer né j (j=1,2), de cada lado do elemento finito quadrilateral que é

escolhido para ser enriquecido, pode-se escrever:
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e Para a matriz representada pelas €q.(4.18) e eq.(4.19), juntamente com as

eq.(5.22) e eq.(4.63), escreve-se:

j'r, ou ri(NSQe)T (ql-iArf)dF

Ir, o E(NSL” )T U, dr= L’ . E(NZ,)T ('I’jArj)dF (5.30)

-[r, ou F.-(NZ" )T(qlfAff )dF i

onde I é o nd enriquecido do elemento quadrilateral de dominio e » € 0 nimero de nds

enriquecidos no mesmo elemento. Observa-se que sdo acrescentadas » linhas a estrutura
inicial da eq.(4.18) e eq.(4.19). O numero de colunas adicionais a eq.(4.18) e eq.(4.19)

depende das n, funcbes de enriquecimento adotadas para o campo de deslocamento no

contorno.

e Para a matriz representada pela eq.(4.22), juntamente com a eq.(4.63), tem-se:

y, A
T vy,
0, =[0;]r=12 (532
onde:
o, =[jn %Aﬁy?dr} ¥y =12 (5.33)

5.3.1.4 Integrais Intervenientes

Agora, ilustram-se as integrais intervenientes das eg.(5.29), eq.(5.30) e eq.(5.32) e 0
procedimento numérico para resolucdo destas integrais nos dominios paramétricos dos
elementos quadrilateral (ver figura 4.1) e linear (ver figura 4.2).

Para as integrais envolvidas na eq.(5.29), observa-se que cada integrando € constituido
basicamente de fungdes do tipo:

og dg Oh, o’ O°h O’g Oh g O'h
ox 0y oy ox? ox’ oy’ oy’ oxdy oxoy

g.h, xey (5.34)
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Os mondmios das fungdes aproximativas das tensdes no dominio (x,y,xz,yz,xy)

escritas no dominio global xy podem ser escritos no dominio paramétrico &y via
transformacéo dada pela eq.(4.29).

Os operadores diferenciais a—ga—ga—h podem ser referenciadas no dominio

Ox Oy oy

paramétrico &y com auxilio da transformacao dada na eq.(4.103).

2 2 2 2 2 2
Ja os operadores diferenciais 0 ‘f,a I; 16 ‘f,a I; , s e Oh também podem ser
Ox° Ox° oy Oy’ OxO0y OxOy

expressados no dominio paramétrico &y com auxilio da transformacdo apresentada na

eq.(4.103), mas para uma melhor compreenséao, seguem-se alguns desenvolvimentos.

Da transformacdo pontuada na eq.(4.103), pode-se escrever:

0
Ox

0

4 0 _
= Julg-i- JIZI% (535)

O _5plinl (5.36)
oy o¢ on

2
O operador 66_2 é entdo calculado da seguinte forma:
X

o’ 4 0( ;0 4 0 4 0(.,,0 4 0
o 2_‘]11164:[‘]111 oc lela_”J‘l'lela_”[JUI%"'JulaJ (5.37)
aZ
O operador Pl tem a seguinte apresentagao:
o’ o ,, 0 4 0 o ,; 0 4 0
WZJH aé:[‘]zll o0& Jzzla_”) Jzz 611£J211 o0& Jzzla_”J (5.38)
2
Ja o operador € expresso por:
62 O(,40  ,,0 o(,40 ,,0
=J, J +J,— |+J, J +J, — 5.39
axy 21 aé( 11 é: 12 aﬂJ 22 a”( 11 6@‘ 12 6” ( )

Das eq.(5.37) a eq.(5.39), verifica-se a necessidade de calcular:
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g g g g O 81, o1y ok, o1y oly Ty, 0T
on on o¢ o¢ on on

11 <12 <21 22 65 ! aé: (540)

O célculo de J;7, J I, J;!

o J5), J,, J;] para um elemento paramétrico quadrilateral (ver

figura 4.1) foi apresentado nas eq.(4.104) a eq.(4.107), respectivamente.
Agora, expande-se o célculo dos outros operadores citados na eg.(5.40):

oJ;!
0¢

= Z(xl ”y32 VX3V, T VX Vs — VX Y T VX Y, — x3’1yj =Xyt xz”yi +---

o X YT = X MY; VX Y, XY, Y X, P
= XY, = X YT = X, Y] = X,V = Vi Xy Y, =
S = VX Yy PV VXY~ YK Yy = YK Y,
AP XY= VXV VXY, — XV = XY, + X,y
e X Py XYL X Y VXY= 2P, XY, (5.41)
= XY, 2V, XY~ P X A5 VXY,
= 29,05+ VX MY, — VXY, — VXY,
o PyX Y, 2P, X Y~ VXY, VXY,
e VXM, = VXY~ Y XY+ DX, VXY~ VX Y,) ] P
oJ;!
on

=[‘4—%f+yf+h§+yf-né—yy+n§—yJ* (5.42)

*(_x1y3 TX, Y, XY, =X, XY, XY, XY — X, ), ):I /D

oJ;,

o¢ =|:2(_y1'7+y1+y2'7_y2_y3'7_y3+y4'l+.)’4)* (5.43)

*(xsyz TX Yy =XV XYy — Xy Y, XY X Y= XY, ):I/¢
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oJ;,
on

ok X, X8+ X Y6 X,y
= X L+ XV — VXV, VXY VXY

ek X VT = DX Yy VXY X Vs R XY X,y
= VX VIS 2YX, Y, S+ Y X Y6+ Yy X Pl =

= PX Y S VX Y,6 =2V X, Y, 6+ Y Xy, 6t
t PX, Y6 — VXY= VX VS VX Y€~

e VX VS VXY P X6V, — VX =
= 29,%,9,6 — VX, 0,6+ Y%, 0,6+ 2y, x,8p, +

A PV VXY, VX Y Yy
e DX Y — XY =X,V = X, Y1 =X,y |/ P
oJ,]

o¢

= XHY, = XHY, — X, X, P, — X, X, Yy — XY,

o XXV, XNy X XY+ XY~ XX,

R XY, =X, XY, XX, Y, XX, Y XX, Y, =
=X, X, Y, XX, Y, A XY, Xy, Xy, Xy, =

XX, = XLV X0V, = X XY X XY
XX, = X, XY~ 2X, X,y 0+ 2X, X,y

= XX, Y X, X MY, = 2X, XY,
200,05V ]+ XX, Yl = X, X Vol XX Yy =

= XX Y, = XX MY+ XX, Y0 XX,y =
=X, XY, — X, X, Y0+ x4x311y1:|/¢

-1
%= [2(—x1§+ x,+x,¢+x,—x,6—x, +x4§—x4)*

*(—x,y3 TX, Y, XY, XY, XY, XY, XY — XY, ):I /P

2 2
= —2(,}71 XX, = VX X, = X Y, + X, X, Y, + X, X0, + X 0Y; — XX, V; —+

= _Z(yI XV = ViXy Vs = Vi X1V, T VX, V35— x4y12€+ VX1V = V2 X003 — x4§y§ o

(5.44)

(5.45)

(5.46)
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oJ;,
o¢

= [—2(—x,17+x1 +x,m—x,—x;1—x;+ x4+ x4)*
*(x3y2 TX Y, XY, XY X Y, H Xy, X Y- XY, ):I/dj

oJ;;

(5.47)

2 2 2
= Z(xl XY, XX, 9, =X, P, €+ X 0,6+ XX, Y, — X3 P,6+X,X,V; — X, X, +

on

---+x1x3y4—xj§y3 +x12y4§—x2x4y2—x3x2y,+---
XX, XX Y, X, XY, XX, Y, — XX Yy~

XY Gy, E =X YE — XY E XX,y
XY XY, XY XY, =Xy, Xy,

= XY, = X0y, =X, X, Y,E = 2%, %, ,E + X, X, p,E
c+2Xx,%,p,8+ XX, 0,8 — X, X, p,6+X,X; 9,6~

= X,X, Y6 — X,x 6, + X,x, 5y, — X, x,Ep,
XX,y 6+ 2x,x,Y,8 - 2x,x,y,6 — X, x,8p, + -

R x3x1y4§+x4x2y4§—x4x2y3§+x4x1y3§—x4x1y4§:|/¢
= VXY, X,V = XY =X, Y~ X, ) |/ D

com

D ==X HY;+ XY, + X80, + X HY, = X;ly, +--

o XG0, = XY+ XY, — XY~ X,€Y; — XCY,

XY XY, XY, X Y, XY, XY X,y

2
X Y X Y, XY, XY, XY x1§y4)

(5.48)

(5.49)

Das eq.(5.41) a eq.(5.49), tem-se que todos os possiveis parametros dos integrandos da

eq.(5.29) podem ser expressos no dominio paramétrico &n. Entdo, cada elemento da matriz

da eq.(5.29) é escrito da seguinte forma:

[, f(&m)aQ

(5.50)

A solucdo numérica da integral representada na eq.(5.50) pode ser obtida da eq.(4.101)

com auxilio das eq.(4.98) e eq.(4.100).
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Para o integrando da eq.(5.30), além dos parametros da eq.(5.34), existem funcdes do

tipo ('I’jAp)  J (j = 1,2) . Assim, todo este integrando pode ser desenvolvido em termos de

¢ ou n constante, pois a integral & calculada no contorno I‘(I’,,Fl. e Fu). Com o auxilio

das eq.(4.110) a eq.(4.114), pode-se aplicar a eq.(4.115) para a integracdo numérica das
integrais presentes na eq.(5.30).

Por fim, a eq.(4.115) também pode ser aplicada na solu¢do numérica da integral da
eq.(5.32).

5.3.2 Elemento Triangular de Trés Nos

5.3.2.1 Caracteristicas Geométricas e Transformacao de Coordenadas

As caracteristicas geométricas e de transformacdo de coordenadas do elemento
triangular da FHT sdo iguais a apresentada para o elemento triangular da FHMT.

5.3.2.2 Fungbes Aproximativas do Elemento Triangular de Trés N6s da FHT

As aproximagdes base das tensdes no dominio do elemento triangular de trés nos da
FHT sdo iguais as do elemento quadrilateral da FHT. Portanto as eq.(5.12) a eq.(5.14) séo

também utilizadas no elemento triangular de trés nos da FHT.

t
t i

Para a interpolacédo do campo de deslocamentos no contorno I, ou I; do elemento
o er,

de dominio £,, funcBes lineares Lagrangianas classicas séo aplicadas. Essas fun¢des também
foram empregadas no elemento de contorno do elemento triangular da FHMT. Assim, para o
elemento de contorno da FHT derivado do elemento triangular valem as eq.(4.141) e
eq.(4.142).
5.3.2.3 Enriquecimento das Fun¢des Aproximativas do Elemento Triangular de Trés Nos da
FHT

As familias de fungbes das tensGes e deslocamentos no contorno e suas respectivas
aproximacdes, construidas para o elemento quadrilateral da FHT (eq.(5.15), eq.(5.16),
eq.(5.26) e eq.(5.27)) podem ser aproveitadas para a definicdo das familias de funcdes e
aproximagdes do elemento triangular, verificando-se as mudancas em relagdo as funcdes de

suporte compacto g,, de enriquecimento polinomial h, e das fungGes polinomiais

enriquecedoras das variaveis de contorno #,, .
ey
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Entdo, para este elemento finito, adotam-se como funcdes de suporte compacto,

g;»j=1,..,3, as funcBes utilizadas para aproximacéo da geometria do elemento triangular

hibrido misto de tenséo, ver eq.(4.116) a eq.(4.118).

Para as h;, (tipo bolha) sdo selecionadas funcdes iguais as apresentadas nas eq.(4.149)

a eq.(4.153).

A matriz de interpolacéo das tensdes enriquecidas S;, agora é dada por:

Sy =[S, = z, ] (5.51)

valendo-se ainda as €q.(5.23) , com j=1,...,,3 .
Como funcgbes bolhas h_,.ner podem ser utilizadas as ilustradas nas eq.(4.154) e
eq.(4.155).
Com a transformacdo apresentada na eq.(4.103), podem-se expressar as derivadas
dg, Oh, 0g; oh, o’g, o’h;, O’g, 0’h, O’g, O’h,

J

i) ) ) ) ) ) i) ) e
ox ox oy Oy ox° ox° oy oy’ oxoy oOxOy

com g; e h; escritas em funcéo

das coordenadas &,¢, .

Como ja comentado, observa-se que, para esse tipo de enriquecimento, somente uma

funcdo de enriquecimento A, € acrescidaa umno j da rede de cobertura de dominio.

Assim para qualquer no j,(j=1,...,3) do elemento finito triangular £,, escolhido

para ser enriquecido, pode-se escrever:

e Para a matriz representada pela eq.(4.16) e com a eq.(5.51), tem-se

(5.52)

onde I,k sdo os nés enriquecidos do elemento quadrilateral e n € o nimero de nds
enriquecidos no mesmo elemento. Observa-se que sdo acrescentadas » linhas e colunas a

estrutura inicial da eq.(4.16).
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Para qualquer no j (j=1,2), de cada lado do elemento finito triangular que é

escolhido para ser enriquecido, pode-se escrever:

e Para a matriz representada pelas eq.(4.18) e eq.(4.19), juntamente com as
eq.(5.51) e eq.(4.145), escreve-se:

.[r, ou r,.(NSQe)T(WjArf)dF

o (vs2, ) U, ar= J o (z) (w4, )ar (5.53)

Ir, ou r.-(NZ" )T(T-"Aff )dF i

onde / é o nd enriquecido do elemento quadrilateral de dominio e » é 0 nimero de nos

enriquecidos no mesmo elemento. Observa-se que sdo acrescentadas » linhas a estrutura
inicial da eq.(4.18) e €q.(4.19). O numero de colunas adicionais a eq.(4.18) e eq.(4.19)

depende das n, funcGes de enriquecimento adotadas para o campo de deslocamento no

contorno.

e Para a matriz representada pela eq.(4.22), juntamente com a eq.(4.145), tem-se:

w, A7
gr |V (5.54)
. y,4 I,
Qrﬂr =|:qu|37=1)2 (555)

onde:
0, - Uf v, A g?dr} 7 =12 (5.56)



Capitulo 5: Modelo Discreto da FHT com Enriguecimento Nodal 87

5.3.2.4 Integrais Intervenientes

Nesta etapa, ilustra-se a resolugdo numérica das integrais representadas nas eq.(5.52),
eq.(5.53) e eq.(5.55) para os dominios paramétricos dos elementos triangular (ver figura 4.3) e
linear (ver figura 4.5).

Nas integrais da eq.(5.52), valem as eq.(5.34) a eq.(5.40) além da transformacédo dada
pela eq.(4.124).

Especificamente, o desenvolvimento de J;/, J;;, J,/, J, para um elemento

paramétrico triangular (ver figura 4.3) foi apresentado nas eq.(4.186) a eq.(4.189),
respectivamente.

Para os outros operadores destacados na eq.(5.40), tem-se:

oJ;! oJ; oJ,; oJ, @oJ, aJ; oJ;,

o¢ on on o¢ on o on

Dessa forma, tem-se que todos os possiveis parametros dos integrandos da eq.(5.52)

podem ser expressos no dominio paramétrico ¢,&,. Entdo, cada elemento da matriz da

eq.(5.52) é escrito da seguinte forma:
jgef(f’”)dg (5.58)

A solucdo numeérica da integral representada na eq.(5.58) pode ser obtida da eq.(4.183)
com auxilio das eq.(4.180) e eq.(4.182).
No integrando da eq.(5.53), além dos parametros da eq.(5.34), existem funcGes do tipo

(Y’jArj), J (j= 1,2). Entdo, todo este integrando pode ser desenvolvido em termos de &,

ou &, constante, pois a integral é calculada no contorno I‘(I’t,lj. e Fu). Com o auxilio das

eq.(4.192) a eq.(4.195), pode-se aplicar a eq.(4.196) para a integracdo numeérica das integrais
presentes na eq.(5.53).

Finalmente, a eq.(4.196) também pode ser aplicada na solu¢do numérica da integral da
eq.(5.55).

Vale lembrar que o desenvolvimento apresentado nas eq.(4.197) a eq.(4.203) também

é aplicado ao sistema de equacdes da FHT com enriquecimento nodal.
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6. Estudo das Condicoes de Convergéncia da FHT e FHMT com
Enriquecimento Nodal

6.1 Introduciao

O objetivo do capitulo é contribuir com o estudo sobre questdes relativas as condi¢es
necessarias e suficientes para convergéncia das soluces obtidas da FHT e FHMT com
enriquecimento nodal, Gois (2004) e Gois e Proenca (2005, 2006a, 2006b, 2007a, 2007b,
2007c).

De forma geral, para que se garanta com o refinamento da rede, a convergéncia da
solugdo aproximativa de um problema linear obtida por qualquer formulacdo do MEF
(envolvendo um campo ou mdaltiplos campos), o espaco de aproximacdo escolhido deve
satisfazer basicamente duas condi¢6es: consisténcia e estabilidade.

Uma das garantias oferecidas pela condi¢do de consisténcia é que com o tamanho dos
elementos finitos tendendo a zero, a aproximagao adotada passa a representar exatamente, no
limite, a solugéo da equacdo diferencial e as condi¢des de contorno do problema. Um aspecto,
em particular inserido na condicdo de consisténcia, é a compatibilidade. A compatibilidade
exige que as funcbes de forma utilizadas na aproximacdo dos campos devam ser tais que
garantam a sua continuidade entre elementos. No MEF e no MEFG a consisténcia é garantida
pelo conceito da Parti¢do da Unidade (PU).

Ja se a condicdo de estabilidade é satisfeita, a solucdo do sistema de equacdes discretas
existe e converge, com o refinamento, para uma solu¢do Unica. Tendo-se em vista um
elemento ou uma rede de elementos finitos, a condicdo de estabilidade pressupbe o
atendimento a duas outras condicdes: a primeira é representada pela elipsidade e a segunda
pela condicdo de Babuska-Brezzi (inf-sup), proposta independentemente por Babuska (1971,
1973) e Brezzi (1974).
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Bathe (1996) afirma que as condi¢des de consisténcia e elipsidade sdo relativamente
faceis de atender, ao contrario da condicdo de Babuska-Brezzi (inf-sup). O mesmo autor
ainda pontua que a prova analitica dessa ultima condicdo é frequentemente de dificil obtencéo
e, por isso, procedimentos numéricos foram desenvolvidos para sua analise, Chapelle e Bathe
(1993), Bathe (1996) e Bathe et al. (2000).

Neste trabalho s@o propostos dois testes numeéricos para verificar condigdes necessarias
e suficientes de convergéncia da solucdo da FHT e FHMT com enriquecimento nodal. O
primeiro (denominado ‘Teste por Inspecdo’), decorre da andlise das condicGes para
solvabilidade do sistema e estd baseado em Zienkiewicz et al. (1986). O segundo
(denominado teste inf-sup) é fundamentado nos trabalhos de BabuSka (1996), Chapelle e
Bathe (1993), caracterizando-se como um critério de estabilidade. Esse teste foi usado para
verificar se a FHT e a FHMT com enriquecimento nodal pode proporcionar solucbes que

convergem para a solugédo exata.

6.2 O ‘Teste por Inspecao’

6.2.1 Consideracoes Iniciais

Neste item a énfase € dada a solvabilidade do sistema de equacGes lineares que
governam a FHT e FHMT com enriquecimento nodal, como primeiro passo no estudo da
estabilidade de solucdes obtidas destas duas formulagcfes. Essencialmente, adapta-se a técnica
definida no trabalho de Zienkiewicz et al. (1986) que se constitui condi¢do algébrica simples
para garantir a estabilidade de formulacdes mistas.

Verifica-se que esta condicdo estd ligada a solvibilidade do sistema de equacdes
lineares discretas da formulacdo Mista, e constitui-se numa condicao algébrica necessaria para

a ndo singularidade desse sistema linear.

6.2.2 O ‘Teste por Inspecao’

No ‘Teste por Inspecdo’ para Formulacdes Mistas, apresentado no trabalho de
Zienkiewicz et al. (1986), analisa-se um sistema tipico resultante da aproximagdo mista para

dois campos, dado por:

[; ﬂ{:}:{;} (6.1)
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onde 4 eB sdo matrizese x e y sdo vetores com dimensdes (nxxnx), (nxxny), (n,)e

(n,) respectivamente. (n,) e (m,) sdo os nimeros de componentes dos vetores x € y,

respectivamente.
Em particular os vetores x e y podem representar 0os campos de tensdo e
deslocamento (0' e u) e a eq. (6.1) pode resultar da aproximagéo do funcional classico de

Reissner-Helinger.
A condigdo algébrica necessaria para que o sistema de equacgdes dado pela eq.(6.1)

seja ndo-singular é:
n_zn (6.2)

ou seja, a dimensdo do vetor x deve ser maior ou igual a dimenséo do vetor y.

A condic&o representada pela eq.(6.2) fica evidente com o seguinte desenvolvimento:
Assume-se que na eq.(6.1) a matriz 4 seja ndo-singular. Assim, pode-se eliminar o

vetor x da primeira linha e substitui-lo na segunda para obter:

(B"4'B)y=—f, +B" 4§, (6.3)

Para a determinacdo do vetor y € necessario garantir que o produto matricial

(BTA"B) seja inversivel. Entdo:

B(Tn . )A(‘"’ 1) B (6.4)
y 2y X7 x>y
(1 (1)

Da primeira multiplicacdo matricial da eq.(6.4), representada por (I) resultard a

seguinte matriz:

Clor) (6.5)

Agora, multiplicando-se a eq.(6.5) por (II), tem-se:

-D (6.6)

B =
(nyxnx) (nxxny) (nyxny)
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Da Algebra Matricial, tem-se a seguinte condi¢do: dadas uma matriz C de

dimenséo(nyxnx) e uma matriz B de dimensédo (nxxny), a matriz D resultante da

multiplicagdo de CB so sera inversivel se n, > n .

A condicdo dada pela eq.(6.2), ao evitar multiplas solucdes para a eq.(6.1), garante
ainda que o vetor nulo ndo seja uma solucdo para o vetor x. Vale salientar que a eq.(6.2) é
uma condi¢do necessaria, mas ndo suficiente para garantir a ndo singularidade da matriz D.

Para que exista solucdo unica da eq.(6.1), deve-se ainda ter:

By0 VY y=#0 (6.7)

Os autores ainda afirmam que todas as condig¢Oes apresentadas anteriormente, de certa
forma, estdo presentes na condicdo de Babuska-Brezzi.

Em termos praticos, o ‘Teste por Inspecdo’ para Formulagbes Mistas consiste
basicamente em verificar se o vetor incognito do sistema de equacGes lineares, obtido da
discretizacdo utilizada na analise, satisfaz a condicdo dada pela eq.(6.2). Para aplicar os
conceitos fundamentais do trabalho de Zienkiewicz et al. (1986) a FHT e FHMT sem
enriquecimento nodal, considere-se o sistema de equacGes dado pela eq.(2.36). Assim,

definem-se as seguintes condicdes algébricas necessarias para existéncia de uma solucéo

numérica;
So 24qg (6.8)
So 24, OU S, 24, (6.9)

As €0.(6.8) e eq.(6.9) sdo aplicadas a FHMT e para a FHT sé a eq.(6.9) faz sentido
quando se aplica a eq.(2.69) a eq.(2.36).

Quando se considera o enriquecimento dos campos de tensdo e deslocamento no
dominio e contorno do elemento, respectivamente, o ‘Teste por Inspecdo’ € ampliado pela

inclusdo dos novos parametros de tensGes no dominio b, (eq.(4.46) - FHMT) e b, (eq.(5.16)
- FHT), deslocamentos no dominio ¢ (eq.(4.48) - FHMT) e deslocamento no contorno d
(eq.(4.50) - FHMT) e d, (eq.(5.27) - FHT).

Assim, as eq.(6.8) e eq.(6.9) passam a ser escritas da seguinte forma:

So+tb;2q,+c; paraa FHMT (6.10)



Capitulo 6: Estudo das Condic6es de Convergéncia da FHT e FHMT com Enriquecimento 93

Nodal
So+b;2q, +d; ou s,+b;2q, +d; paraa FHMT (6.11)
So+b;2q, +d, ou s,+b, 2¢q, +d; paraaFHT (6.12)

Deste modo, 0 ‘Teste por Inspecdo’ para FHT e FHMT com enriquecimento nodal
pode ser aplicado da mesma forma que o ‘Teste por Inspecdo’ para Formulacdes Mistas.
Escolhidas as discretizagfes do problema, investigam-se as condic¢des eq.(6.10) a eq.(6.12)
para essas redes de elementos finitos. Vale ressaltar, novamente, que esse teste & uma
condicdo necessaria, mas ndo suficiente para garantia da solvibilidade da eq.(2.36),
incluindo-se ou ndo a restricdo dada pela eq.(2.69). A condicdo suficiente para solvibilidade
do sistema discreto da FHT e FHMT com enriquecimento é observada pela analise do
significado fisico dos autovalores da matriz dos coeficientes da eq.(2.36) (especificamente

para a FHT é mandatorio ainda considerar a eq.(2.69) aplicada a eq.(2.36)).

6.3 [Estudo da Condicdo de Babuska-Brezzi (inf-sup) Aplicada a FHT e
FHMT

6.3.1 Introducao

No item anterior, tratou-se do ‘Teste por Inspecdo’ para a FHT e FHMT, que constitui
condigdo necessaria para que uma seqiiéncia de solugbes aproximadas possa convergir para a
solucdo de certo problema. Neste item, aborda-se a condicdo de Babuska-Brezzi (ou condigédo
inf-sup), Babuska (1971, 1973) e Brezzi (1974), que apresenta um carater mais amplo: trata-se
de condicdo suficiente para a convergéncia de aproximagdes numéricas, obtida com o MEF,
de toda uma classe de problemas caracterizada por certo operador linear.

Inicialmente faz-se uma apresentacdo da condicdo, em sua forma originalmente
proposta, considerando um operador, ou forma bilinear, representativo de uma classe genérica
de problemas de valor de contorno, destacando-se a associacdo direta da condicdo de
Babuska-Brezzi com aspectos de estabilidade do operador e, portanto, de convergéncia.

Por outro lado, a extensdo dessa condicdo para as formas ndo-convencionais FHT e
FHMT ndo tem proposicdo formal na literatura. Por essa razdo, propde-se uma alternativa
numérica, baseada em Babudka (1996) e no trabalho de Chapelle e Bathe (1993). Tal
alternativa € entdo empregada para verificar se aproximacdes geradas por elementos
quadrilaterais de quatro nds e triangulares de trés nés da FHT e FHMT com enriquecimento

nodal satisfazem ou ndo essa condigao.
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6.3.2 A Condicao de Babuska-Brezzi (inf-sup)

Seja um problema variacional geral caracterizado por uma forma bilinear B((o,y/)

definida em W xW , onde W ¢ um espaco de Hilbert (um espago vetorial, munido de um
produto interno, e completo em relacdo a norma definida com esse produto interno, Bathe
(1996), Schwab (1998) e Brezzi e Fortin (1991)).

O primeiro argumento da forma bilinear B(-,-) é denominado funcéo admissivel ou

solucéo e o segundo fungéo peso ou teste.
Além disso, admita-se que para a classe de problemas a ser considerada, defina-se o

espaco de Hilbert como:

w ={u|ue LZ(Q);:—ue LZ(Q),j= 1,2,3;u=0 em Fu} (6.13)

X;

onde LZ(Q) é 0 espaco das funcbes quadrado integraveis no dominio 2 do corpo
considerado e se admite que a condi¢éo de contorno de Dirichlet € zero em I',. Formalmente,

representa-se o espago L’ (£2) como:

LZ(Q) ={w|w é definido em Q e Iwde =||w ;(g) < +oo} (6.14)
Q

Isto posto, dado um funcional linear continuo F(y/) :W — R, um problema de valor

de contorno pode ser representado na seguinte forma:

Determinar ¢ € W tal que

B((o,l//)=F(l//) Y weW (6.15)

Admitindo-se que a abordagem adotada para gerar uma aproximacdo para a forma
bilinear seja tipo Galerkin, entdo o espaco das funcGes admissiveis € igual ao espaco das
funcBes peso. Além disso, o emprego do método dos elementos finitos para a geracdo das
aproximacdes acaba por atribuir uma dimensao finita ao espaco solugéo.

Assim sendo, pode-se introduzir o subespaco de W , de dimenséo finita, como:

w, ={un u el (Q);Zu"e r (.Q),j= 1,2,3;u, e QH(Q('”));un =0 em Fu} (6.16)
Xj
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onde Qn(Q(”’)) indica o carater polinomial de grau “n” da aproximacdo global «, quando

restrita ao elemento m do dominio discretizado. Nessas condicdes, tem-se que a solucéo por
Elementos Finitos da eq.(6.15) € obtida resolvendo-se o seguinte problema:

Encontrar ¢, e W, tal que

B(9,w,)=F(w,) ¥V v, eW, (6.17)

Para medir a qualidade da aproximag&o por Elementos Finitos, no sentido de erro em

relagdo & solugdo exata, é necessario introduzir normas, representadas por: |||, e ||, nos

espacos das funcbes admissiveis e teste, respectivamente. Assim, no espaco das funcdes

admissiveis, podem ser definidas:

(lo-9.,) (6.18)

;;l;l{/;(”(ﬂ—l]n s) ,comuny, eW, (6.19)

A norma representada pela eq.(6.18) mede o erro entre a solucdo exata ¢ e uma

solucdo aproximada ¢,. Tal norma pode ser empregada como uma medida de convergéncia

de uma sequéncia de solucdes se: [p—g,

=0 p/ n— 0. Um aspecto importante que se

pode demonstrar é que a solucdo por elementos finitos € aquela que apresenta 0 menor erro de
aproximacdo. Assim sendo, uma vez adotado o MEF, a convergéncia passa a depender da

ordem do espaco de aproximacao adotado e da prépria solucao exata, isto é:

inf ||(0— n, ||s =" ((0) — 0 para n— © (6.20)

mew,

Jad a norma da eq.(6.19) mede o menor erro possivel entre todas as possiveis

aproximagoes #, do espaco discretizado W, ; este resultado pode ser tomado como uma

medida da ‘aproximabilidade’ obtida com uma seqiiéncia de solucdes.

Ao se aplicar uma alternativa numérica como o método dos elementos finitos a
expectativa é que a metodologia de geracdo de aproximacgdes produza solucdes convergentes
ndo somente em relacdo a certa solucdo exata, mas para todo conjunto de solucdes exatas de

uma classe de problemas. Assim sendo, a analise de convergéncia deve assumir um sentido
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mais amplo, passando a depender da capacidade de aproximacdo do espaco de funcdes
escolhido e, também, da estabilidade forma bilinear que rege a classe de problemas. Nesse
sentido, Bathe (1996), Brezzi e Bathe (1990) e Brezzi e Fortin (1991), demonstram a seguinte
expressdo que relaciona as medidas de convergéncia e ‘aproximabilidade’ mencionadas,

envolvendo uma constante relacionada a classe de problemas:

(6.21)

k
le—w,|, <| 1+ | inf |p—n,
}. n,<W,

S
onde k, vem da condicdo de continuidade da forma bilinear, que pode ser expressa por:

B(uny) <k, [l lwl, v nwew (6.22)

Alids, um requisito minimo sobre B(n,c//) e F(y), para que a eq.(6.17) tenha

sentido, é a sua continuidade.

Ainda na eq.(6.21), a constante 4 € obtida da condi¢cdo de Babuska-Brezzi (inf-sup), e
se apresentar um valor positivo aponta para a estabilidade da forma bilinear. Para espagos de
dimenséo finita a condicdo inf-sup passa a ser definida por:

B(n,,w,)

=1>0 (6.23)
AN A

inf sup

W, W, eW,

Claramente o valor de 4 estd associado a forma bilinear que rege a classe de
problemas.

Pode-se mostrar, ainda, que as eq.(6.22) (continuidade) e eq.(6.23) (condi¢do inf-sup)
implicam na eq.(6.21). Assim, se a eq.(6.23) é atendida, conclui-se pela eq.(6.21) que as
solugdes por elementos finitos apresentam-se convergentes para toda solucdo exata da classe

de problemas governada pela forma bilinear.
Ao contrario, se 2— 0" a analise da eq.(6.21) mostra que havera convergéncia

somente para solugdes em relacdo as quais @" (go) tenda a zero mais rapidamente do que o

. k o . .
multiplicador [1+7’”j tender ao infinito. Isto ndo é sempre garantido, podendo haver ao

menos uma solucdo ¢ da classe de problemas para a qual essa situacdo se inverta e a solucéo

por elementos finitos ndo apresente convergéncia.
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Em termos do emprego préatico das condi¢Bes anteriores, numa primeira situacdo se a
condicdo de Babuska-Brezzi indicar (41> 0) para certa solucdo aproximada de um dado
problema entdo a eq.(6.21) fornece uma medida do erro de aproximacgdo. Numa segunda etapa
a constatacdo de A — 0 para sucessivas aproximagdes mais refinadas indica que pode haver
problemas de convergéncia em relagdo a solugédo exata daquele problema.

Numa situagdo mais geral, pode-se, em Gltima andlise, comprovar, ou ndo, a robustez
de determinado elemento finito, avaliando pela eq.(6.23) a evolucdo das constantes de
estabilidade para as sequiéncias de solucdes, de todos os problemas de uma classe, obtidas por
discretizacdes realizadas com aquele elemento. Esta situacéo €, porém, impraticavel, podendo
ser conduzida parcialmente em termos operacionais, mas ainda assim em grau suficiente para

oferecer um indicativo de robustez, conforme se mostra no capitulo de aplicacdes.

6.3.3 Determina¢ao Numérica de 4

Como salientado anteriormente, a condi¢do dada pela eq.(6.21) pode servir ao controle
das solucGes obtidas com o MEF e por esta razdo é de interesse estimar o valor de 4. O valor
analitico de 4, dependendo da formulacdo do MEF estudada, ndo é facilmente determinado,
seguindo dai a necessidade de sua avaliagdo numérica. O desenvolvimento a seguir reproduz,
em parte, o contetdo apresentado em BabuSka (1996), o qual sera estendido nos proximos
itens para a FHMT e FHT.

Assim, considere-se a eq.(6.17) escrita na forma matricial:

Determinar x e R" tal que:

Bx=f (6.24)

onde B é uma matriz simétrica com dimensdo nxne fe R" . Agora a eq.(6.23), para uma
determinada rede de cobertura, que define certo grau n de aproximacao, pode ser apresentada

da seguinte forma:

inf sup \KTBI] —=2,24>0 (6.25)
TV (n'sm)? (w'Ty)?

onde S e T sdo matrizes simétricas positivo-definidas obtidas das normas ||;1n||; = (nTSn) e

respectivamente e B(#,,y, ) foi escrito na forma y "By .

Y

2 T . x , .
T=(\|; T\|1), m e y sdo vetores que reGnem os valores nodais de n, e w,,
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Introduzindo:

T
B
R(n,y)=sup—L0, (6.26)

" (v
a condicao dada pela eq.(6.23), pode ser escrita como:

infm =1 >0 (6.27)

n (nTSn)E

Por um lado, como T € simétrica e positivo-definida existe uma matriz simétrica

1 1 1

positivo-definida T? tal que T? T2=T, Babuska (1996). Entdo, independente do resultado

que implica na igualdade para a eq.(6.26), pode-se escrever que:

T
B
R(ny)>——1— (6.28)
11 )2
(\VTTZTZ\VJ

Por outro lado, a (6.26) deve valer para qualquer v , assim sendo, seja, em particular:

y=T"Bny (6.29)

Assim sendo, a eq.(6.28) passa a ser dada por:

f_(;;f_sj%
-1 -1
TB'T2T:2B
R(ny)>—" v (6.30)

)2
n'B'T? T2By

i Ve
c’ c

Cc'D
Da desigualdade de Schwartz [u < |D|] pode-se concluir que:

D]
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-1

n"'B"T 2T By

1

~<(n"B"T”Bn)? (6.31)
-1 -1 5
LnTBTTzTZBnJZ
Assim;
1
R(n,y)=(n"B"T"Bn)? (6.32)

Das eq.(6.27) e eq.(6.32), tem-se:

7 =inf n'B"T'By

(6.33)
n nTSn

Na expressao a direita da eq.(6.33) reconhece-se 0 quociente de Rayleigh
generalizado, Bathe (1996). Uma propriedade deste quociente € que valores estacionarios para

ele sdo obtidos por um problema de autovalor, no caso, dado por:

B'T'Bn=pSn (6.34)

onde n e pn sdo respectivamente os auto-vetores e 0s autovalores da eq.(6.34). Dessa forma,
para certa formulacdo, constantes fisicas e espacos dimensionais finitos, a eq.(6.33) fica

satisfeita por um 22 que corresponde ao menor autovalor do problema descrito pela eq.(6.34);

naturalmente, o valor de 4, é igual \/p,,,, -

6.3.4 O Teste Numérico da Condicio de Babuska-Brezzi (inf-sup) aplicado a FHMT com
Enriquecimento Nodal.

Sejam as equagdes que governam a FHMT escritas da seguinte forma:

j o6 fodQ +J' (Loc)d@- j (Noo)dr —j (N,é¢)dr = j u" (Noc)dr (6.35)
[ ou" (Lo)d@=—[ ou"bdQ (6.36)
J, oui,(No)dr = | ouj war (6.37)

J, oui,(N.o)dr + [ ouj (N.o)dr =0 (6.38)



Capitulo 6: Estudo das Condic6es de Convergéncia da FHT e FHMT com Enriquecimento100
Nodal

Baseado em Schwab (1998), para a formulacdo hibrido-mista de tensdo, pode-se
definir para as eq.(6.35) a eq.(6.38) uma forma bilinear B(.,.) e um funcional linear F(.),

Como segue abaixo:
B(n,w)=[, 00" fod@+ [ u' (Loc)d@~[ uj (No)dr +-
o+ [ ou’ (Lo)a@+ [ ouj (No)dr [ uj (N,c)dI +- (6.39)
o+ [ oup (N.o)dr +[ ouj (N_o)dr
F(y)=[, a" (NooWI [ oubd@+| oujwar (6.40)
onde = (a,u,ur,,uri) ey= ((Sa,éu,éun ,§u,'_) séo definidosem § x T com:

S ={(a,u,urt,uri):o-,u € Lz(g);”r,’”q € LZ(I’)} (6.41)

T= {(50:5”’5”17 ,ou, ) :oc,0ucl’ (.Q);éurr ,0u, € r (F)} (6.42)

Pode-se, ainda, definir as seguintes normas:

”’7”; = H(a,u,ur’ Uy ) Z = LZ o’dQ +‘L2 wdQ+ J.r, uirdl“ + -[F,» uiidl“ (6.43)

Il =|(30, 0, u, 0u,,)

2
_ 2 2 2 2
] —Lzéo' dg+jg(su d.Q+J.E5uFrdF+j'ri5undF (6.44)

Agora, para a aplicacdo do “teste inf-sup” a certa rede de cobertura com elementos
finitos quadrilaterais de quatro nos e triangular de trés nés da FHMT com enriquecimento, é
preciso determinar todas as matrizes envolvidas na eq.(6.34). Para isso, consideram-se as
mesmas bases aproximativas para 0s campos de tensdo e deslocamento no dominio e
deslocamento no contorno, apresentadas no capitulo 4.

Entdo, para o célculo das matrizes S e T considere as eq.(6.43) e eq.(6.44). Como as

aproximacdes para 0s campos virtuais de tensdo e deslocamento de contorno no espago T
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(eq.(6.42)) sdo representadas pelo mesmo conjunto de funcéo interpoladoras apresentadas
para o espaco S (eq.(6.41)), tem-se que: S=T.
Da €q.(6.43) e as aproximacdes definidas nas eq.(2.30) a eq.(2.32) e eq.(2.34), para

certa rede de cobertura, escreve-se:

2
My =55 [, S5SadQs, + qgjlrt UaU,dQq, +q;, | JULUdlg, +q; | ULUdlq,  (6.45)
Como j4 definido, a norma ||11h||§ da eq.(6.45) pode ser escrita da seguinte forma:
2
][5 = (n"sm) (6.46)
onde
SQ
9o
=1, (6.47)
1r,
e
[ S58,d0 0 0 o |
0 [ UsU a0 0 0
S= ] (6.48)
0 0 [ ULUar 0
0 0 0 J ULUar
Na eq.(6.48) O representa a submatriz nula.
A forma bilinear definida na eq.(6.34) ¢é apresentada da seguinte forma:
B ('7;.,'//;,) = \IITBﬂ (6.49)
onde
y' ={5SS o4y o4, 5612} (6.50)
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T, _Ari

F 4, -4,
A 0 0 0

Q

B= —AL 0 0 0 (6:51)
—A£ 0 0 0
onde foram introduzidas as seguintes matrizes:

F= jg ST fS,dQ (6.52)
T

A, =] (LS,) Uyd (6.53)
T

A, = (NS,) U,dr (6.54)
T

A, = (NS,) U ar (6.55)

Assim, estdo definidos todos os parametros da eq.(6.34) necessarios para o célculo de

4,. Agora, para a determinagdo de S=T e B dentro das varias condi¢des de enriquecimento

é s6 ampliar da forma desejada as bases aproximativas iniciais dos campos de tensdo e
deslocamento no dominio e deslocamento no contorno.

Como a aplicacdo da condicdo inf-sup para avaliar a robustez dos elementos é
impraticivel, opta-se por verificar a estabilidade das solu¢Bes obtidas em cada um dos
diferentes problemas, de uma mesma classe, abordados no capitulo de exemplos; nesse
sentido, realiza-se uma especie de “teste inf-sup”. Para tanto, a metodologia adotada € similar
a sugerida no trabalho de Chapelle e Bathe (1993), isto é: em problema da FHMT com
enriquecimento nodal sera considerada uma sequéncia de redes com elementos quadrilaterais
e triangulares. Para cada rede o valor de 4, = M sera calculado. Se os /m,, nao
tenderem a zero, o elemento quadrilateral e triangular da FHMT com enriquecimento nodal
sera considerado estavel.

A estabilidade em todos os problemas testados, se constatada, pode ser interpretada

como um bom indicativo da robustez dos elementos.
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6.3.5 O Teste Numérico da Condicio de Babuska-Brezzi (inf-sup) aplicado a FHT com
Enriquecimento Nodal.

Com a consideracdo da condi¢do imposta pela eq.(2.69) e a hipdtese de forcas

volimicas nulas, as eq.(6.35) a eq.(6.38) sdo escritas agora da seguinte forma:

90" fod@~ [ uj (No)dr ~[ uj (N,oc)dl = [ u’ (Noo)dr (6.56)
jﬂ oul. (No)dr = -[E oul. 1dl (6.57)
J, oui,(N.o)dr + [ ouj (N.o)dr=0 (6.58)

Ainda baseado em Schwab (1998), para a formulacdo hibrida de tensdo, pode-se

definir para as eq.(6.56) a €q.(6.58) uma forma bilinear B(.,.) e um funcional linear F(.),

como segue abaixo:
B(n,y/)=‘[g§arfad9—jrt ul. (Noo)dl+--
<o+ [ ouj (NoYdr' [ _uj (N,dc)dI "+ (6.59)
<+ [ oup (N,o)dl + [ ouj (N_o)dr
F(y)=][ a"(Noo)r + | oujwar (6.60)
onde = (a,u,} ’”n) ey= ((Sa,éu,t ,(Su,i) séo definidosem § x T com:

S={(a,un,un):aeLz(Q);urt,u,i ELZ(F)} (6.61)

T={(60,0u,,,0u,) : 0 & I’ (@) ;0u,,,0u,, & L' (I')} (6.62)
Da eq.(6.59), definem-se as seguintes normas:

i=fg"2"9 +f uidl+ [ uidr (6.63)

2
T
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2
— 2 2 2
=] 00%a@+| ouidr+| ouidr (6.64)

lwl; =|(67,6u, 0u,,)

Igualmente a FHMT, para a aplicacdo do “teste inf-sup” a certa rede de cobertura com
elementos finitos quadrilaterais de quatro nds e triangular de trés noés da FHT com
enriquecimento, € preciso determinar todas as matrizes envolvidas na eq.(6.34). Assim,
consideram-se as mesmas bases aproximativas para os campos de tensdo e deslocamento no
contorno, apresentadas no capitulo 5.

Dessa forma, para o desenvolvimento das matrizes S e T considere as eq.(6.63) e
eq.(6.64). Como as aproximagOes para 0s campos virtuais de tensdo e deslocamento de
contorno no espaco T (eq.(6.62)) sdo representadas pelo mesmo conjunto de funcdo
interpoladoras apresentadas para o espago S (eq.(6.61)), tem-seque S=T.

Da eq.(6.43) e as aproximacOes definidas nas eq.(2.30), eqg.(2.32) e eq.(2.34), para

certa rede de cobertura, escreve-se:

”’h”; = s;jg S’S,d0s,, +q£ J.r, U;Urldl“q,, +q£ Iri UgUriquri (6.65)

Como j4 definido, a norma ||:7h||; da eq.(6.65) pode ser escrita da seguinte forma:

1 [}; = (n"sm) (6.66)
onde
So
=14, (6.67)
I,
e
_jg S’S,dQ 0 o |
s=| o [ Ulu.ar 0 (6.68)
0 0 [ vlv.ar

Na eq.(6.68) O é a sub-matriz nula.
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A forma bilinear definida na eq.(6.34) é apresentada da seguinte forma:

B(n,,v,)=v"Bn (6.69)
onde
y'={os; oq oq]} (6.70)
e
F -4, -4,
B=|-47 0 0 (6.71)

—AL 0 0

onde foram introduzidas as seguintes matrizes:

F={ S515,d0 (6.72)
T

A, = (NS,) U,ar (6.73)

4, =[ (NS,) U, dr (6.74)

Assim, estdo determinados todos os parametros da eq.(6.34) necessarios para o calculo

de 4,. Para aplicar o “teste inf-sup” a FHT segue a mesma metodologia descrita

anteriormente para a FHMT.
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7. Analise Numérica da FHT e FHMT com Enriquecimento
Nodal

7.1 Introducéo

Neste capitulo o desempenho dos elementos triangulares e quadrilaterais da FHT e
FHMT com enriquecimento nodal é avaliado pela representacdo dos campos de tensdo e
deslocamento e também pela convergéncia dos resultados em relacdo a energia de
deformacéo.

As solucbes obtidas da FHT e FHMT com enriquecimento nodal, em todos os
exemplos, sdo confrontadas com resultados exatos (quando possivel) ou com os de uma
analise pelo MEF convencional, gerados com o software ANSYS®, a partir de uma
discretizacdo bastante refinada. Por simplificacdo ndo foram adotadas unidades para
comprimento e forga nos exemplos analisados.

O conjunto de exemplos testados inclui casos de distor¢cdo da rede e duas situacfes
limite em termos de regularidade esperada para as respostas: chapa tracionada simetricamente
e chapa tracionada com fenda central.

Particularmente, em relagdo a sensibilidade a distorcdo da rede trés exemplos sdo
explorados: viga engastada submetida a momento concentrado, viga engastada submetida a
carga de cisalhamento e o problema classico - Painel de Cook. Os dois primeiros também
foram pontuados em Punch & Atluri (1984) e por isso os resultados dessa referéncia serdo
confrontados com os obtidos dos elementos finitos da FHT e FHMT com enriquecimento
nodal tratados nesta pesquisa.

Todos os resultados servem também para subsidiar a analise das condicdes de
convergéncia da FHT e FHMT com enriquecimento nodal que serd desenvolvida mais

adiante, a partir do item 7.3.
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7.2 Distorcao da Rede

7.2.1 Exemplo 1 - Viga Engastada — Momento Concentrado

Na figura 7.1 apresenta-se uma chapa retangular de espessura unitaria, (10x2)

unidades de comprimento, com borda vertical esquerda fixa (ux =0;u,= 0) e submetida a

um momento concentrado no lado vertical direito de M = 100 unidades de momento.

Este exemplo tem resultados exatos (teoria classica de vigas) para as tenses,
deslocamentos e energia de deformagéo.

Assim, adotando-se para o material da chapa um modulo de Young E=1 e um

coeficiente de Poisson v = 0,25 , ttm-se 0s seguintes valores:

a) Tenséo: o, =150 (lado horizontal superior), ¢ =-150 (lado horizontal

inferior);
b) Deslocamento: u, =—7.500 no lado vertical direito;
C) Energia de Deformacdo: U =75.000.

exemplo 1

e
M=100
b
o~
_r
1.

Figura 7.1 — Chapa com 100 unidades de momento concentrado.

Com objetivo de verificar a sensibilidade a distorcdo da rede dos elementos
quadrilateral e triangular da FHT e FHMT com enriquecimento nodal, este exemplo seré
analisado por um conjunto de cinco (5) redes distorcidas, como ilustra a figura 7.2.

Cada situacdo de distorcao € definida por um fator denominado parametro de distorcao

u . Este pardmetro é calculado pela razéo entre a diferenca das coordenadas “ x” dos dois nos
centrais, pertencentes a cada lado horizontal das chapas, e o comprimento da viga (10),

conforme a figura 7.2. Assim, para as redes a), b), c), d) e e), respectivamente, computam-se:
u=0,u=0,2, u=0,4, u=0,6 ¢ u=20,8.
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Redes Quadrilaterais

b) | d) ~ /

b) ~ d)

-] }-. 8 -

Figura 7.2 — Conjunto de Redes Quadrilaterais e Triangulares: Exemplo 1.
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Em Punch and Atluri (1984), este Exemplo foi utilizado para avaliar a sensibilidade a
distor¢do da rede dos seguintes elementos quadrilaterais de quatro nos:
e APR: Elemento Quadrilateral Hibrido de Tenséo de 4 nds — Equilibrio a priori
— Funcional Hibrido de Tenséo;
e APO: Elemento Quadrilateral Hibrido de Tensdo de 4 ndés — Equilibrio a
posteriori — Funcional de Hellinger-Reissner;
e APC: Elemento Quadrilateral Hibrido de Tensdo de 4 nds — Equilibrio a
posteriori — Funcional de Hellinger-Reissner;
e APS: Elemento Quadrilateral Hibrido de Tensdo de 4 nos — Equilibrio a
posteriori — Funcional de Hellinger-Reissner;
Confrontam-se as respostas apresentadas por estes elementos com os resultados dos
elementos quadrilaterais da FHT e FHMT com enriquecimento nodal. O n6 do canto superior
direito das redes da figura 7.2 serd utilizado como n6 de referéncia para o deslocamento.

Para a situacdo u = 0, obtiveram-se os valores postados nas tabelas 7.1 a 7.3.

Tabela 7.1 — Exemplo 1 — FHMT sem enriquecimento nodal- # = 0 - resultados para deslocamento e
energia de deformacdo.

FHMT sem Enriquecimento FHMT sem Enriquecimento
Elemento Triangular Elemento Quadrilateral
Deslocamento no Energia de Deslocamento no Energia de
Contorno Deformacéo Contorno Deformacéo
-1.915,90 68.578,56 -7.500 75.000

Tabela 7.2 — Exemplo 1 — FHT sem enriquecimento nodal - # = 0 - resultados para deslocamento e
energia de deformacéo.

FHT sem Enriquecimento FHT sem Enriquecimento
Elemento Triangular Elemento Quadrilateral
Base de . .
. B Deslocamento no Energia de Deslocamento no Energia de
Aproximacao . .
. Contorno Deformacéo Contorno Deformacéo
das Tensdes
Quadrética -702,53 7.227,05 -2.363,30 23.632,58
Linear -702,53 7.227,05 -2.363,30 23.632,58

Constante -702,53 7.227,05 - -
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Tabela 7.3 — Exemplo 1 — MEF Classico - u =0 - resultados para deslocamento e energia de

deformacao.
MEF Classico MEF Classico
Elemento Triangular Elemento Quadrilateral
Deslocamento no Energia de Deslocamento no Energia de
Contorno Deformacéo Contorno Deformacéo
-702,53 7.227,05 -7.500 75.000

Dos resultados apresentados nas tabelas 7.1 a 7.3, observa-se que tanto o elemento
quadrilateral sem enriquecimento nodal da FHMT como o do MEF Classico recuperaram a
resposta da teoria classica de vigas. Ainda deste conjunto de resultados, pode-se concluir que

0 elemento triangular sem enriquecimento nodal da FHT converge, no minimo, para a
resposta obtida com o elemento triangular do MEF Classico.

A figura 7.3 mostra as distribuicbes de tensdo na direcdo x para os elementos
quadrilateral e triangular sem enriquecimento da FHMT - u=0.

160.00
140,00 140.00
12000 12000
100.00 100,00
30.00

&0 .00
60.00 G0.00
40.00

40.00
20,00 20.00
o.on

o.on
-20.00
-20 00

-40.00
o oo -60.00
-60 .00 8000
-80.00 -100.00
-100 00

-120.00
-120 00 -140.00
-140 00 -160.00

¢ Elemento Quadrilateral ¢ Elemento Triangular

Figura 7.3 — Tensdo plana — & — elemento quadrilateral e triangular sem enriquecimento — (%ﬂ = 0)
— FHMT.
Ainda da figura 7.3, verifica-se que o elemento triangular ndo consegue reproduzir a

distribuicdo de tensdo (ax) exata da formulacgéo cléssica de viga.

As tensdes na direcdo x para os elementos triangular (considerando-se: valores e
distribuicdo) e quadrilateral (considerando-se: valores) sem enriquecimento da FHT (base
quadrética da aproximacdo do campo de tensGes no dominio) ndo sdo representativas, quando
comparadas com a distribuicdo e valores de tenséo (ax) exata obtida com a formulacéo

classica de vigas, ver figura 7.4.
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1200
40.00
35.00
0.00
2500
20.00
1500
10.00
5.00
0.00 o.on
500 -2.00
-10.00 -<00
L1500 -6.00
-20.00 -8.00
s -10.00
-30.00 Sz
-14. 00
-36.00 {800
-40.00

¢ Elemento Quadvilateral ¢ Elemento Triangular

Figura 7.4 — Tensdo plana — & - elemento quadrilateral e triangular sem enriquecimento — (%,u = 0)

— Aproximacao Quadratica das Tensdes — FHT.

Agora, passa-se a analise das alteragcdes de valores para o deslocamento, energia de

deformacéo e na representacdo do campo de tensdo na dire¢cdo x gerados quando se aumenta

gradativamente o parametro de distorcdo u .

Assim, considera-se 0 conjunto de redes da figura 7.2, aplicando-se, ainda, 0s

enriquecimentos (com funcgdes polinomiais) dos campos envolvidos na FHT e FHMT

propostos neste trabalho. Foram definidas especificamente as seguintes possibilidades:

a)

b)

d)

Elementos quadrilateral e triangular da FHT, com aproximac@es constante, linear
ou quadratica para tensdes no dominio e linear para deslocamentos no contorno,
sem enriquecimento;

Elementos quadrilateral e triangular da FHT, com aproximagdes constante, linear
ou quadratica para tenses no dominio, enriquecimento nodal das tensdes (todos o0s
nos) e sem enrigquecimento sobre a aproximacdo linear para deslocamentos no
contorno;

Elementos quadrilateral e triangular da FHT, com aproximacOes constante, linear
ou quadratica para tenses no dominio, enriquecimento nodal das tensdes (todos o0s
nos) e enriquecimento linear para deslocamentos no contorno (excluindo-se 0s nés
com deslocamentos prescritos);
Elementos quadrilateral e triangular da FHT, com aproximacdo quadratica para
tensbes no dominio e somente com enriquecimento linear para deslocamentos no
contorno (excluindo-se os nds com deslocamentos prescritos);
Elementos quadrilateral e triangular da FHMT, sem enriquecimento sobre qualquer
dos campos de aproximacao;
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f) Elementos quadrilateral e triangular da FHMT, com enriquecimento sobre os
campos de tensdes no dominio (todos 0s nos) e sem enriquecimento dos
deslocamentos no dominio e deslocamentos no contorno;

g) Elementos quadrilateral e triangular da FHMT, com enriquecimento sobre os
campos de tensdes e deslocamentos no dominio (todos os n6s) e deslocamentos no

contorno (excluindo-se os nds com deslocamentos prescritos).

Destacam-se na figura 7.5 0s n6s enriquecidos para as combinag6es de enriquecimento
das grandezas de dominio e contorno envolvidas na FHMT/FHT apresentadas anteriormente.
Embora a figura 7.5 apresente somente o elemento quadrilateral, esta metodologia de

enriguecimento também ¢ aplicada ao elemento triangular.

Elementos de Dominio
Nos enriquecidos: 1,2,3,4,5¢e6

4 \ 5
S

[e2}

1 / 2 3

v Elementos de Contorno
1_ - Nos enriquecidos: 2,3,5e 6

Figura 7.5 — N@s enriquecidos no Exemplo 1- FHT e FHMT.

Nas figuras a seguir, encontram-se 0s resultados obtidos nos varios testes de

sensibilidade a distorcdo de redes propostos. Cada curva foi construida com o parametro de

distor¢édo u (03;430,8) definido nas abscissas e o valor normalizado da energia de

deformacéo, ou de deslocamentos, nas ordenadas. Cada valor normalizado foi calculado
dividindo-se a grandeza analisada (num certo nivel de distorcdo u) pelo valor exato dessa
grandeza na teoria classica de vigas.

A figura 7.6 mostra que o elemento quadrilateral da FHMT/FHT sem enriquecimento,
igualmente ao elemento quadrilateral do MEF cléssico, ndo consegue manter o nivel de

deslocamento exato com o aumento do parametro u .
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—©— FHMT -Sem Enriquecimento
—EB— FHT-Aproximac3o Linear das Tensdes no Dominio - Sem Enriquecimento

—>— FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio - Sem Enriquecimento

Figura 7.6 — Sensibilidade do deslocamento a distor¢do da rede — Elemento Quadrilateral — FHT,
FHMT e MEF Cléssico.
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MEF Classico
—&— FHMT -Sem Enriquecimento
—¥— FHT-Aproximagdo Constante das Tensdes no Dominio - Sem Enriquecimento
—— FHT-Aproximagdo Linear das Tensdes no Dominio - Sem Enriquecimento
—E— FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio - Sem Enriquecimento

Figura 7.7 — Sensibilidade do deslocamento & distorcdo da rede — Elemento Triangular — FHT, FHMT
e MEF Classico.
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O elemento triangular da FHT sem enriquecimento recuperou a mesma resposta do

MEF Classico, para todos os niveis de distorcdo das redes analisadas. Com o elemento

triangular da FHMT sem enriquecimento, mesmo para a condicdo nula de distorcao (;4 = 0),

n&o se obteve o valor exato do deslocamento, ver figura 7.7.
O enriquecimento simultaneo das tensdes no dominio e deslocamentos no contorno,
bem como o enriquecimento exclusivo dos deslocamentos no contorno, mantém a resposta do

elemento quadrilateral da FHT — Aproximacdo Quadratica das Tensdes — bem préximo ao

valor exato do deslocamento, mesmo numa condigédo extrema de distorgéo ( = 0,8), como
apresenta a figura 7.8.

120
100 &,
80

60

% uy(p)/uy Exato

40
" m\g_\

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
You

—O— MEF Classico

—B— FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio - Sem Enriquecimento

—>— FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio-Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?)
FHT - Aproximac3o Quadrética das Tensdes no Dominio-Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)
FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio-Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (y)

FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio-Enriquecimento dos Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.8 — Sensibilidade do deslocamento a distor¢do da rede — Elemento Quadrilateral — FHT e
MEF Cléssico.

A figura 7.9 destaca que o elemento triangular da FHT enriquecido com algumas
combinacg0es sobre as tensées no dominio e deslocamentos no contorno é sensivel a distorcédo

da rede, mas apresenta respostas melhores que as obtidas com o MEF cléssico.
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1
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%o u
—O— MEF Classico
FHT-Aproximagdo Constante das Tensdes no Dominio-Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)
FHT-Aproximagdo Linear das Tensdes no Dominio-Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)
FHT - Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio-Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y2) e Deslocamentos no Contorno (x)
—>¢— FHT-Aproximagdo Linear das TensGes no Dominio-Enriquecimento dos Deslocamentos no Contorno (x)

FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio-Enriquecimento dos Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.9 — Sensibilidade do deslocamento a distor¢do da rede — Elemento Triangular — FHT e MEF
classico.

Os elementos quadrilaterais do trabalho de Punch and Atluri (1984) sdo mais sensiveis

a distorcdo da rede, quando comparados ao elemento quadrilateral da FHT com

enriquecimento exclusivo dos deslocamentos no contorno (x) ou simultaneo das tensfes no

dominio (yz) e deslocamentos no contorno (x) — Aproximacdo Quadratica das Tensdes no

Dominio, figura 7.10.
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—E— APO-Punch e Atluri
APR-Punch e Atluri
APS-Punch e Atluri
APC-Punch e Atluri
—O— FHT-Aproximagdo Linear das Tensdes no Dominio - Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?)
—B— FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio - Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?)
—#— FHT- Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio - Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)

== FHT-Aproximagdo Quadrética das Tensdes - Enriquecimento dos Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.10 — Sensibilidade do deslocamento a distorcdo da rede — Elemento Quadrilateral — FHT e
Punch e Atluri (1984).
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120
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X
X

% uy(u)/uy Exato

40

20

—
0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

% u
MEF Classico

—&—FHMT-Sem Enriquecimento
—E—FHMT - Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y) e do Deslocamentos no Contorno (x)

=3 FHMT - Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.11 — Sensibilidade do deslocamento a distorcdo da rede — Elemento Quadrilateral - FHMT e
MEF classico.

O elemento quadrilateral enriquecido - FHMT - tensdes e deslocamentos no dominio

( yz) e deslocamentos no contorno (x) - mostrou-se extremamente robusto, pois, para todos

0s niveis de distorgdo ( ,u) estudados, o deslocamento de referéncia obtido foi sempre igual ao

exato, ver figura 7.11. Este elemento, nas condi¢des de enriquecimento anteriores, quando
confrontado com os elementos quadrilaterais do trabalho de Punch and Atluri (1984) é o
menos sensivel a distor¢cdo da rede, como destaca a figura 7.13.

Mesmo nédo tendo a mesma robustez do elemento quadrilateral enriquecido (figura

7.11), o elemento Triangular da FHMT enriquecido — tensbes e deslocamentos no dominio
(yz) e deslocamentos no contorno (x) - figura 7.12, apresentou uma baixa sensibilidade a

distorcao da rede.
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MEF Classico

—6&—FHMT-Sem Enriquecimento
—E—FHMT - Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y) e do Deslocamentos no Contorno (x)

——FHMT - Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.12 — Sensibilidade do deslocamento a distorcdo da rede — Elemento Triangular — FHMT e
MEF cléssico.
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APO-Punch e Atluri %
APR-Punch e Atluri
APS-Punch e Atluri
APC-Punch e Atluri
—¥—FHMT - Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y) e Deslocamentos no Contorno (x)
FHMT-Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.13 — Sensibilidade do deslocamento a distor¢do da rede — Elemento Quadrilateral - FHMT e
Punch and Atluri (1984).
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120

A representacdo da tensdo plana (ax) do Exemplo 1, discretizado com elementos

quadrilaterais e triangulares da FHT/FHMT - (,u=0,8), perde precisdo em relacdo a

distribuicdo de tensdo (o, ) exata, ver figuras 7.14 e 7.15.
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0.00
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-160.00

¢ . Elemento Quadrilateral (%Ju = 30)

o, Elemento Triangular (%= 80)

12000
160.00
140,00
12000
10000
20.00
60.00
40.00
20.00
o.on
=20 .00
-40.00
-60.00
-80.00
-100 00
=120 00
-140 00
-160.00
-180.00

Figura 7.14 — Tensdo plana — o - elemento quadrilateral e triangular sem enriquecimento —

(%p =80) — FHMT.
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¢ Elemento Triangular (% = 80)
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2.00
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-100

=300

-400
500
500

Figura 7.15 — Tensdo plana - o - elemento quadrilateral e triangular sem enriquecimento —
(%,u = 80) — Aproximagao Quadratica das Tensdes — FHT.

Na figura 7.16, destaca-se a distribuicdo de tensdo (ax) para 0 Exemplo 1 analisado

com o elemento quadrilateral da FHT com ux=0,8. Ressalta-se que 0 enriquecimento

exclusivo sobre os deslocamentos no contorno possibilitou a representagéo fiel da distribuicdo

exata de tenséo na dire¢cdo x do Exemplo 1, mesmo nesse nivel de distor¢éo.
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140.00
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100.00
80.00
60.00
40.00
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0.00
-20.00
-40.00
-60.00
-50.00
-100.00
-120.00
-140.00

¢, Elemento Quadrilateral (%= 80) = Com Enriquecimento S1eo o
Figura 7.16 — Tensdo plana - o, - elemento quadrilateral com enriquecimento seletivo dos
Deslocamentos no Contorno(x) - (%p=80)- Aproximagdo Quadrética das
TensOes — FHT.
A figura 7.17 confirma a forte sensibilidade do elemento triangular da FHT a distor¢éo

da rede, pois observa-se que mesmo com enriquecimento seletivo dos deslocamentos no

contorno ndo foi possivel melhorar a estimativa e a representacéo do (o-x) :

60.00
50.00
40.00

20,00

2000
10.00

0.00

-10.00
-20.00
-30.00
-40.00

-50.00

6. Elemento Triangular (‘,’a,u = 80) = Com Enriquecim ento

Figura 7.17 - Tensdo plana - o - elemento triangular com enriquecimento seletivo dos

Deslocamentos no Contorno(x) — (% = 80) — Aproximago Quadratica das

Tensdes — FHT.
A representacdo da tensao plana(o-x) obtida das andlises do Exemplo 1 com o0s
elementos da FHMT (quadrilateral e triangular) enriquecidos — tensbes e deslocamentos no
dominio (yz) e deslocamentos no contorno (x) concordam com o valor exato da teoria

classica de vigas e ndo sofrem qualquer influéncia com o aumento do parametro (y) ver

figuras 7.18 e 7.19.
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¢, Elemento Quadrilateral (%op= 80) = Com Enriguecimento

Figura 7.18 — Tensdo plana - o - elemento quadrilateral com enriquecimento das Tensdes e

Deslocamentos no Dominio ( y’ ) e Deslocamentos no Contorno(x) — (%u = 80)
—FHMT.
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6 Elemento Triangular (%,u = 80) = Com Enriguecimento

Figura 7.19 - Tensdo plana - o - elemento triangular com enriquecimento das TensGes e

Deslocamentos no Dominio ( y’ ) e Deslocamentos no Contorno(x) - (%u = 80)
—FHMT.

O valor da energia de deformacdo do Exemplo 1, igualmente ao deslocamento,

também destoa do valor exato a medida que se aumenta o parametro de distorcao ( ,u) da rede

de elementos quadrilaterais e triangulares da FHT/FHMT sem enriguecimento, como
mostram, respectivamente, as figuras 7.20 e 7.21.
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Figura 7.20 — Sensibilidade da energia de deformacéo a distorcdo da rede — Elemento Quadrilateral —
FHT, FHMT e MEF cléssico.
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Figura 7.21 — Sensibilidade da energia de deformacdo a distorcdo da rede — Elemento Triangular —
FHT, FHMT e MEF cléssico.
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Tomando-se como grandeza de referéncia a energia de deformacdo, o elemento
quadrilateral da FHT (aproximacao quadratica das tensdes no dominio) sem enriquecimento €
mais sensivel a distor¢do da rede do que o elemento quadrilateral do MEF Classico, como

apresenta a figura 7.22. Vale salientar que essa situagdo € invertida quando, por exemplo,

combinam-se enriquecimentos das tensdes no dominio (yz)e deslocamentos no contorno

(x).
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—B— FHT-Aproximagdo Quadréatica das Tensdes no Dominio - Sem Enriquecimento

—>— FHT-Aproximagdo Quadréatica das Tensdes no Dominio-Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?)
FHT - Aproximagdo Quadrética das Tensdes no Dominio-Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y2) e Deslocamentos no Contorno (x)
FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio-Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (y)

FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio-Enriquecimento dos Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.22 — Sensibilidade da energia de deformacdo a distorcdo da rede — Elemento Quadrilateral —
FHT e MEF cléssico.

A figura 7.23 destaca a forte sensibilidade do elemento triangular da FHT a distorcéo

da rede, mas com respostas no minimo iguais ao elemento triangular do MEF classico.
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Figura 7.23 — Sensibilidade da energia de deformacdo a distor¢do da rede — Elemento Triangular—
FHT e MEF classico.
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Figura 7.24 — Sensibilidade da energia de deformacéo a distor¢do da rede — Elemento Quadrilateral —
FHMT e MEF classico.
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Os resultados obtidos das analises do Exemplo 1 (energia de deformacdo) com 0s

elementos da FHMT (quadrilateral e triangular) enriquecidos — tensdes e deslocamentos no

dominio ( y’ ) e deslocamentos no contorno (x) concordam com o valor exato da teoria

classica de vigas e ndo sofrem qualquer influéncia com o aumento do parametro (y) Este

fato pode ser observado dos resultados ilustrados nas figuras 7.24 e 7.25.
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—E—FHMT - Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y) e do Deslocamentos no Contorno (x)

——FHMT - Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.25 — Sensibilidade da energia de deformacdo a distor¢do da rede — Elemento Triangular—
FHMT e MEF classico.

7.2.2 Exemplo 2 - Viga Engastada — Cisalhamento

A figura 7.26 ilustra uma chapa retangular de espessura unitéria, (10x2) unidades de

comprimento, com borda vertical esquerda fixa (ux =0;u, = 0) e submetida a uma forca de

cisalhamento no lado vertical direito de ¢ =100 unidades de forca por unidades de

comprimento.
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- -

q=100

Figura 7.26 — Exemplo 2 - Chapa com 100 unidades de forca por unidade de comprimento.

Para definir os resultados de referéncia, o Exemplo 2 foi analisado via ANSYS® com
uma sequiéncia de redes regulares até 10.000 elementos quadrilaterais PLANE 42. Assim,
admitindo-se que o0 modulo de Young é E =1 e o coeficiente de Poisson v = 0,25, obteve-se
para este problema os seguintes valores:

a) Energia de Deformacao de referéncia: Ummplo ,= 1,03-107;

b) Deslocamento de referéncia: u, = —1,03-10° no lado vertical esquerdo (ver figura

7.27);

L — —_—
-102782 -79941 -57101 -34261 -11420
-91362 -68521 -45681 -22840

Figura 7.27 — Exemplo 2 — Deslocamento u, para a discretizagdo adotada.

C) Distribuicdo de tensdes planas como mostra a figura 7.28.
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6, (Sigma x )

— .
-3628 -2127 -425.383 1276 2976
-2078 -1276 425.383 2127 3828

6, (Sigmay )

-902.773 -501.541 =100.308 300.924 702.157
-702.157 -300.924 100.308 501.541 902.773

B e

-374.704 -286.534 -198.364 -110.194 -22.023
= -242.449 -154.279 -66.108 2z.062

Figura 7.28 — Exemplo 2 — Tensdes Planas para a discretizacdo adotada.

As redes quadrilaterais e triangulares utilizadas no Exemplo 1 (em todos os niveis do
parametro de distor¢do u - vide figura 7.2) também serdo aplicadas ao Exemplo 2 para
avaliar a sensibilidade a distorcdo da rede dos elementos quadrilateral e triangular da FHT e
FHMT com enriquecimento nodal.

O Exemplo 2 também foi abordado no trabalho de Punch and Atluri (1984) e os seus
resultados serdo confrontados com os resultados dos elementos quadrilaterais da FHT e
FHMT com enriquecimento nodal. Analogamente ao Exemplo 1, o né do canto superior
direito das redes da figura 7.2 sera utilizado como n6 de referéncia para comparar a grandeza
deslocamento.

Os resultados para deslocamento e energia de deformacdo do Exemplo 2, discretizado

com elementos sem distor¢éo (,u = 0) da FHMT/FHT e MEF, sdo ilustrados nas tabelas 7.4,

7.5e7.6.
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Tabela 7.4 — Exemplo 2 — FHMT sem enriquecimento - # = 0 - resultados para deslocamento e
energia de deformacéo.

FHMT sem Enriguecimento FHMT sem Enriquecimento
Elemento Triangular Elemento Quadrilateral
Deslocamento no Energia de Deslocamento no Energia de
Contorno Deformacéo Contorno Deformacéo
3,33.10" 5,71.10° -8,54. 10" 8,53. 10°

Tabela 7.5 — Exemplo 2 — FHT sem enriquecimento- u = 0 - resultados para deslocamento e energia
de deformacao.

FHT sem Enriquecimento FHT sem Enriquecimento
Elemento Triangular Elemento Quadrilateral
Base de ) )
) B Deslocamento no Energia de Deslocamento no Energia de
Aproximagao . .
. Contorno Deformacéo Contorno Deformacéo
das Tensdes
Quadratica -1,14. 10° 1,14. 10° -3,20. 10° 3,20. 10°
Linear -1,14. 10° 1,14.10° -3,20. 10° 3,20. 10°
Constante -1,14. 10 1,14.10° - -

Tabela 7.6 — Exemplo 1 — MEF Classico - u =0 - resultados para deslocamento e energia de

deformacao.
MEF Classico MEF Cléssico
Elemento Triangular Elemento Quadrilateral
Deslocamento no Energia de Deslocamento no Energia de
Contorno Deformacéo Contorno Deformacéo
-1,14. 10 1,14.10° -9,63. 10 9,63. 10°

Os resultados apresentados nas tabelas 7.4 a 7.6 mostram que ambos 0s elementos da
FHT/FHMT sem enriquecimento nodal e os elementos do MEF Classico ndo conseguiram
reproduzir os resultados tomados como referéncia para o deslocamento e energia de
deformacéo. Isto se deve ao fato do Exemplo 2 ndo ser trivial e a rede adotada ser muito
grosseira. E importante ressaltar que as discretizacdes utilizadas nesta parte do trabalho s&o
para analisar a sensibilidade dos elementos da FHT/FHMT a distorcéo da rede.

Vale salientar que o elemento triangular da FHMT apresentou convergéncia muito
baixa na energia de deformacdo e consequentemente obteve-se um resultado ndo

representativo para o deslocamento do né de referéncia, ver tabela 7.4.
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Ainda destes resultados, garante-se que o elemento triangular sem enriquecimento

nodal da FHT converge, no minimo, para a resposta obtida com o elemento triangular do
MEF Cléssico.

A figura 7.29 apresenta a distribuicdo de tensdes planas para o elemento quadrilateral

sem enriquecimento da FHMT - u = 0. Como ja era de se esperar, com uma discretizagdo tdo

simples, ndo foi possivel recuperar a representacdo de referéncia das tensdes planas do
Exemplo 2.
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-150.00
-300.00

-360.00

Figura 7.29 — Tens6es planas — elemento quadrilateral sem enriquecimento — (%;4 = 0) — FHMT.

As tensdes planas para o elemento triangular e quadrilateral sem enriquecimento da
FHT (base quadratica das tensdes no dominio) também ndo € representativa, quando

comparada com a distribuicao de tensdes de referéncia, ver figuras 7.30, 7.31 e 7.28.
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Figura 7.30 — Tensbes planas — elemento quadrilateral sem enriquecimento — (%y=0) -
Aproximacdo Quadratica das Tensdes — FHT.
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Figura 7.31 — TensOes planas — elemento triangular sem enriquecimento — (%,u=0) -
Aproximacdo Quadratica das Tensbes — FHT.
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Figura 7.32 — TensBes planas — elemento quadrilateral — (%u = 0) - MEF.

Focando os estudos relacionados a distor¢do da rede, o Exemplo 2 sera discretizado
com todas as redes apresentadas na figura 7.2 e, ainda, consideradas as combinacfes de
enriquecimento nodal (ver figura 7.5) que foram aplicadas ao Exemplo 1. Assim, poder&o ser
avaliadas as alteracOes de valores para a energia de deformacéo e deslocamento, bem como na
representacdo dos campos de tensbes planas gerados com os elementos triangulares e
quadrilaterais da FHT/FHMT com enriquecimento nodal, quando se aumenta gradativamente

0 parametro de distorgdo u .
No caso especifico das tensbes planas sera utilizada a componente de tensdo na

direcéo (x) como parametro de comparacdo, pois para elemento quadrilateral do MEF
classico u =0 (ver figura 7.32) somente a representacéo do o, € similar ao resultado de

referéncia (figura 7.28), ou seja, para o nivel de discretizacdo adotado s6 o &  tem

representatividade.
A seguir, sdo ilustrados os resultados obtidos nos varios testes propostos de

sensibilidade a distorcdo das redes. Cada curva foi construida com o parametro de distorgédo

u (0 <u< 0,8) definida nas abscissas e o0 valor normalizado da energia de deformacao, ou
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dos deslocamentos, como ordenadas. Cada valor normalizado foi calculado dividindo-se a

grandeza analisada (num certo nivel de distor¢do u ) pelo valor de referéncia dessa grandeza.
A figura 7.33 destaca que os elementos quadrilaterais da FHT/FHMT sem

enriquecimento e o do MEF cléssico perdem precisdo na representacdo dos deslocamentos do

no de referéncia quando se aumenta o parametro g .
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% p
MEF Classico

—©— FHMT - Sem Enriquecimento
= FHT-Aproximacdo Linear das TensGes no Dominio-Sem Enriquecimento

—E— FHT-Aproximagdo Quadrética das Tensdes no Dominio - Sem Enriquecimento

Figura 7.33 — Sensibilidade do deslocamento a distor¢do da rede — Elemento Quadrilateral — FHT,
FHMT e MEF Cléssico.

Como apresenta a figura 7.34, o elemento triangular da FHT sem enriquecimento
recuperou a mesma resposta do MEF Classico, para todos os niveis de distorcdo das redes

analisadas. Ainda nesta figura, observa-se que o elemento triangular da FHMT sem

enriquecimento, mesmo na condicao nula de distorgéo (ﬂ = 0) , 0 deslocamento do n6 padréo

se distanciou bastante do deslocamento de referéncia, ver figura 7.34.

O enriquecimento simultaneo das tensdes no dominio e deslocamentos no contorno,
bem como o enriquecimento exclusivo dos deslocamentos no contorno, faz com que a
resposta do elemento quadrilateral da FHT — Aproximacdo Quadratica das Tensdes — supere

os resultados obtidos com o elemento quadrilateral do MEF classico para todos os niveis de

distorcdo (), como mostra a figura 7.35.



Capitulo 7: Analise Numérica da FHT e FHMT com Enriguecimento Nodal 134

100

90

80

70

60

50

40

30

% uy(un)/uy Referéncia

20

10

% 1

—©— MEF Classico

~¥—FHMT - Sem Enriquecimento

—>—FHT-Aproximagdo Constante das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento
FHT-Aproximagdo Linear das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento
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Figura 7.34 — Sensibilidade do deslocamento & distor¢cdo da rede — Elemento Triangular — FHT,
FHMT e MEF Cléssico.
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Figura 7.35 — Sensibilidade do deslocamento a distorcéo da rede — Elemento Quadrilateral — FHT e
MEF Classico.
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Figura 7.36 — Sensibilidade do deslocamento a distor¢éo da rede — Elemento Triangular — FHT e MEF

classico.

O enriquecimento dos campos envolvidos na FHT ndo atenuou a influéncia da

distorcdo da rede dos elementos triangulares nas respostas apresentadas na figura 7.36. Em

todas as possibilidades de enriquecimento ndo se conseguiu manter o deslocamento do né de

referéncia no nivel do deslocamento apresentado na figura 7.27.
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Figura 7.37 — Sensibilidade do deslocamento a distorcdo da rede — Elemento Quadrilateral — FHT e

Punch and Atluri (1984).

O elemento quadrilateral da FHT com enriquecimento exclusivo dos deslocamentos no

contorno (x) ou simultaneo das tensGes no dominio (yz) e deslocamentos no contorno (x)

— Aproximacao Quadratica das Tensdes no Dominio — possibilitou melhores resultados que 0s

apresentados no trabalho de Punch and Atluri (1984) - ver figura 7.37.
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O elemento quadrilateral enriquecido da FHMT - tensGes no dominio (yz) e
deslocamentos no contorno (x) - € pouco sensivel a distor¢do da rede, pois, em todos os

niveis de distor¢do (,u) analisados, o deslocamento do né do canto superior direito da chapa

obtido foi sempre igual ao de referéncia, como destaca a figura 7.38. Este elemento, com as
condigdes de enrigquecimento aplicadas anteriormente, quando comparado com os elementos

quadrilaterais do trabalho de Punch and Atluri (1984) é o menos sensivel a distorcdo de rede,

ver figura 7.40.
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Figura 7.38 — Sensibilidade do deslocamento a distorcao da rede — Elemento Quadrilateral - FHMT e
MEF classico.

Para o deslocamento do no de referéncia se manter né nivel do deslocamento da figura

7.27, precisou-se enriquecer o elemento triangular da FHMT simultaneamente nas tensdes no
dominio (yz +y) ou (y2 + X +x+y+ xy) e deslocamentos no contorno (x), ver figura

7.39.
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Figura 7.39 — Sensibilidade do deslocamento a distor¢édo da rede — Elemento Triangular — FHMT e
MEF classico.
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Figura 7.40 — Sensibilidade do deslocamento & distorcdo da rede — Elemento Quadrilateral - FHMT e
Punch and Atluri (1984).
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Na figura 7.41, destaca-se a distribuicdo de tenséo (ax) para 0 Exemplo 2 analisado
com o elemento quadrilateral da FHT com u=0 e u=0,8. Observa-se que 0
enriquecimento exclusivo sobre os deslocamentos no contorno possibilitou uma melhor

representacdo da distribuicdo da tensdo na diregéo (x) para u=0. Quando este

enriquecimento é aplicado para #=0,8, a distorcdo do elemento exerce ainda certa

influéncia na distribuicdo do (&, ).
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¢, Elemento Quadrilateral (% =380) = Com Enriquecimento
Figura 7.41 — Tensdo plana - o, - elemento quadrilateral com enriquecimento seletivo dos

Deslocamentos no Contorno(x) - (%u=0) e (%u=80) - Aproximagio
Quadratica das Tensdes — FHT.

A representacdo do (ax), para o elemento triangular da FHT, mesmo com a condicao

de enriquecimento exclusivo dos deslocamentos no contorno (x) ndo é satisfatoria (ver

figura 7.42).
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Figura 7.42 — Tenséo plana - ¢_ - elemento triangular com enriquecimento seletivo dos

Deslocamentos no Contorno(x) — (% = 80) — Aproximagéo Quadratica das
Tensdes — FHT.

Com o elemento quadrilateral da FHMT enriquecido - tensdes e deslocamentos no

dominio ( y’ ) e deslocamentos no contorno (x) - foi possivel melhorar a representacdo da

tensdo plana (ax) mesmo numa condi¢do extrema de distor¢céo (,u=0,8), como ilustra a

figura 7.43.
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Figura 7.43 - Tensdo plana - ¢_- elemento quadrilateral com enriquecimento das Tensdes e
Deslocamentos no Dominio ( y’ ) e Deslocamentos no Contorno(x) -
(%p = 80) — FHMT.
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Ja no elemento triangular da FHMT foi necessario aumentar o nivel de enriquecimento

das grandezas de dominio — tensbes e deslocamentos no dominio ( y+ y2) e deslocamentos

no contorno (x) — para melhorar a representacdo da tensao plana (ax) na condicdo extrema

de distorcdo (u=0,8), ver figura 7.44.
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Figura 7.44 — Tensdo plana - & - elemento triangular com enriguecimento das Tensoes e

Deslocamentos no Dominio (y+ yz) e Deslocamentos no Contorno(x) -
(%p = 80) - FHMT.

As figuras 7.45 e 7.46 mostram que os elementos quadrilaterais e triangulares da

FHT/FHMT séo sensiveis a distor¢do da rede, pois a medida que se aumenta o parametro de
distorcao (y) o valor da energia de deformacdo do Exemplo 2, igualmente ao deslocamento,

também se distancia do valor de referéncia. Ainda na figura 7.46, observa-se o0 baixo nivel de

energia de deformacéo apresentado pelo elemento triangular da FHMT para u=0.
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Figura 7.45 — Sensibilidade da energia de deformacéo a distor¢do da rede — Elemento Quadrilateral —
FHT, FHMT e MEF cléassico.
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Figura 7.46 — Sensibilidade da energia de deformacdo a distorcdo da rede — Elemento Triangular —
FHT, FHMT e MEF cléssico.
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Para a energia de deformacéo, o elemento quadrilateral da FHT sem enriquecimento é
mais sensivel a distor¢do da rede quando comparado com o elemento quadrilateral do MEF

Classico, como ilustra a figura 7.47. Porém, com o enriquecimento simultaneo das tensdes no

dominio ( y’ )e deslocamentos no contorno (x) ou exclusivamente os deslocamentos no

contorno (x) essa situagao se inverte.
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Figura 7.47 — Sensibilidade da energia de deformacdo a distorcdo da rede — Elemento Quadrilateral —
FHT e MEF classico.
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—>— FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio - Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?)
FHT -Aproximagdo Linear das Tensdes no Dominio - Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)
FHT -Aproximacdo Quadrética das Tensdes no Dominio - Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)
FHT-Aproximagdo Linear das Tensdes no Dominio - Enriquecimento dos Deslocamentos no Contorno (x)
FHT-Aproximagdo Quadratica das TensGes no Dominio - Enriquecimento dos Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.48 — Sensibilidade da energia de deformacdo a distor¢do da rede — Elemento Triangular—
FHT e MEF cléssico.

A figura 7.48 confirma a forte sensibilidade do elemento triangular da FHT a distorcao

da rede, mas com respostas no minimo iguais ao elemento triangular do MEF classico.
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—>— FHMT -Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y2) e Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.49 — Sensibilidade da energia de deformacdo a distorcdo da rede — Elemento Quadrilateral —

FHMT e MEF classico.

Os resultados obtidos das andlises do Exemplo 2 (energia de deformagdo) com o

elemento quadrilateral da FHMT enriquecido - tensdes e deslocamentos no dominio (yz) e
deslocamentos no contorno (x) - concordam com o valor de referéncia e ndo sofrem

qualquer influéncia com o aumento do parametro (), ver figura 7.49.
Para o elemento triangular da FHMT foi necessario aumentar o nivel de

enriquecimento das grandezas de dominio — tensdes e deslocamentos no dominio (y+y2) e
deslocamentos no contorno (x) — para que o valor da energia de deformagdo ndo sofra

qualquer influéncia com o aumento do parametro (y) ver figura 7.50.
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= FHMT -Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y2+x2+xy+x+y) e Deslocamentos no Contorno (x)
—¥—FHMT -Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y2+y) e Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.50 — Sensibilidade da energia de deformacdo a distorcdo da rede — Elemento Triangular —
FHMT e MEF classico.

7.2.3 Exemplo 3 — Painel de Cook
Este exemplo, apresentado originalmente por Cook (1987), consiste em chapa de
espessura unitaria, fixa numa extremidade (ux=0;uy=0) e sujeita a uma carga

uniformemente distribuida na outra (¢=0,00625 unidades de forca por unidades de

comprimento). As dimensdes da chapa sdo apresentadas na figura 7.51.
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Figura 7.51 — Exemplo 3 — Painel de Cook.

Para estabelecer os resultados de referéncia, o Exemplo 3 foi analisado via ANSYS®
com uma sequiéncia de redes regulares chegando a 10.000 elementos quadrilaterais PLANE

42 e totalizando 20.402,00 graus de liberdade. Assim, admitindo que o0 médulo de Young €
- . 1 .
E =10 e o coeficiente de Poisson v =3 tem-se para este problema os seguintes valores de

referéncia;

a) Energia de Deformacdo de referéncia: Uexemplo ;= 1,20-107;

b) Deslocamento no ponto médio do lado vertical esquerdo (ponto A da figura 7.51):
u,=-0,239.

O objetivo deste problema é verificar a convergéncia na energia de deformacdo,
considerando-se discretizacbes com elementos quadrilaterais e triangulares distorcidos da
FHT e FHMT com enriguecimento nodal. Assim, propde-se um conjunto de quatro (4) redes

distorcidas, como ilustra a figura 7.52.
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Figura 7.52 — Conjunto de redes distorcidas: Exemplo 3.

A figura 7.53 apresenta a convergéncia da energia de deformagdo para o elemento
quadrilateral da FHT/FHMT sem enriquecimento e para o elemento quadrilateral do MEF

classico. Observa-se claramente que o elemento quadrilateral da FHT fornece respostas com
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tendéncia de convergéncia assintdtica para o valor da energia de deformacédo de referéncia.
Esta tendéncia, mesmo menos acentuada, existe ainda para a resposta obtida com o elemento

quadrilateral da FHMT e ndo existe para o elemento do MEF classico.
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N
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o
-
-0,1
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0,25
0 0,5 1 15 2 2,5 3 3,5 4

MEF Classico Log(Graus de Liberdade)

—&— FHMT-Sem Enriquecimento

FHT-Aproximagdo Constante das TensGes no Dominio-Sem Enriquecimento
= FHT-Aproximagdo Linear de Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento
—HB— FHT-Aproximag&o Quadrética das Tensdes no Dominio - Sem Enriquecimento

Figura 7.53 — Convergéncia da energia de deformagdo U - Elemento Quadrilateral —

exemplo 3
FHT/FHMT e MEF cléssico.

Nas tabelas 7.7, 7.8, 7.9 e 7.10, destacam-se o erro relativo entre o valor de referéncia do
deslocamento no ponto A e os valores para cada uma das redes e condigdes de enriquecimento
utilizadas na analise do Exemplo 3.

Os elementos quadrilaterais e triangulares da FHMT sem enriquecimento apresentam

valores elevados para o erro relativo do deslocamento no ponto A, ver tabela 7.7.
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Tabela 7.7- Exemplo 3 — FHMT sem enriquecimento - resultados para o deslocamento no ponto A.

Elemento Triangular Elemento Quadrilateral
Rede Deslocamento no Erro Rede Deslocamento no Erro
ponto A Relativo (%) ponto A Relativo (%0)
2x2 -0,238 0,42 2X2 -0, 240 0,42
4x4 -0,100 58,16 4x4 2,450 -1125,10
8x8 -0,090 62,34 8x8 0,470 -296,65
16x16 -0,122 48,95 16x16 0,152 -163,60

O elemento triangular da FHT sem enriquecimento, em todos 0s niveis de
aproximacdo das tensGes no dominio, recuperou a mesma resposta fornecida pelo elemento
triangular do MEF cléassico, como mostra a figura 7.54. O elemento triangular, em todas as
formulagdes, apresenta tendéncia de convergéncia assintdtica para o valor de referéncia da
energia de deformacdo do Exemplo 3.
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Log (U/Ugxemplo 3)
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-0,35
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5
Log(Graus de Liberdade)
MEF Cléssico
—©— FHMT - Sem Enriquecimento
FHT-Aproximagdo Constante das TensGes no Dominio-Sem Enriquecimento
—— FHT-Aproximag3o Linear das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento
—HB— FHT-Aproximagdo Quadriética das Tensdes no Dominio - Sem Enriquecimento

Figura 7.54 — Convergéncia da energia de deformacdo U - Elemento Triangular — FHT/FHMT

exemplo 3

e MEF cléssico.

A tabela 7.8 indica que o erro relativo do deslocamento do ponto A diminui a medida

gue se aumenta o grau de refinamento dos elementos da FHT sem enriquecimento.
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Tabela 7.8 — Exemplo 3 — FHT sem enriquecimento- resultados para o deslocamento no ponto A.

Elemento Triangular Elemento Quadrilateral
Bas_e de ~ Deslocamento Erro Deslocamento no Erro
Aproximacao Rede . Rede .
das Tensdes no ponto A Relativo ponto A Relativo
(%) (%)
2x2 -0,120 49,79 2x2 -0,148 38,08
Quadrética 4x4 -0,183 23,43 4x4 -0,206 13,81
8x8 -0,220 7,95 8x8 -0,229 4,18
16x16 -0,234 2,09 16x16 -0,237 0,84
2x2 -0,120 49,79 2x2 -0,150 37,24
Linear 4x4 -0,183 23,43 4x4 -0,206 13,81
8x8 -0,220 7,95 8x8 -0,229 4,18
16x16 -0,234 2,09 16x16 -0,237 0,84
2x2 -0,120 49,79 2x2 -0,303 -26,78
Constante 4x4 -0,183 23,43 4x4 -0,248 -3,77
8x8 -0,220 7,95 8x8 -0,242 -1,26
16x16 -0,234 2,09 16x16 -0,240 -0,42

O enriquecimento do elemento quadrilateral e triangular da FHMT - tensGes no dominio
( yz) e deslocamentos no contorno (x) - possibilitou recuperar respostas muito proximas ao

valor da energia de deformacdo e do deslocamento do ponto A de referéncia do problema,
para todas as redes adotadas (ver figuras 7.55, 7.56 e tabela 7.9).
0,7
06
05

0,4

~
(v
o
£
.% 0,3
o]
3 02
s
o
3 o1 N
U= Uexemplo 3 N . \-El
0 - = H__—vv\‘_
-0,1
-0,2
-0,3
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

Log(Graus de Liberdade)

MEF Classico
—E— FHMT - Sem Enriquecimento
—¥— FHMT-Enriquecimento das Tensdes (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)
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Figura 7.55 — Convergéncia da energia de deformacao U, - Elemento Quadrilateral - FHMT e

mplo
MEF cléssico.
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Tabela 7.9- Exemplo 3 — FHMT com enriquecimento das tensfes no dominio (yz) e

deslocamentos no contorno (x) - resultados para o deslocamento no ponto A.

Elemento Triangular Elemento Quadrilateral
Rede Deslocamento no Erro Rede Deslocamento no Erro
ponto A Relativo (%) ponto A Relativo (%0)
2x2 -0,210 12,13 2x2 -0,250 -4,60
4x4 -0,231 3,35 4x4 -0,236 1,26
8x8 -0,238 0,42 8x8 -0,232 2,93
16x16 -0,239 0,01 16x16 -0,239 0,01

Vale ressaltar que o enriquecimento das grandezas de dominio em ambas as
formulacdes é realizada na totalidade dos noés das redes da figura 7.52. J& o enriquecimento
dos deslocamentos no contorno foi realizado em todos os nés, excluindo-se aqueles com

condicdes de contorno essenciais aplicadas.
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—B- FHMT - Sem Enriquecimento

=3~ FHMT-Enriquecimento das Tensdes (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)

—¥— FHMT-Enriquecimento das Tensdes e Deslcomentos no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)
FHMT-Enriquecimento das Tensdes e Deslcomentos no Dominio (y2+x2+xy+x+y) e Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.56 — Convergéncia da energia de deformacao U_

mplo 3 Elemento Triangular — FHMT e

MEF cléssico.
A figura 7.56 mostra que o enriquecimento simultdneo das grandezas de dominio
(yz + X+ p+x+ xy) e do deslocamento no contorno (x) do elemento triangular da FHMT

permite, mesmo com o menor grau de refinamento utilizado para analise do Exemplo 3, obter

a energia de referéncia do problema.
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Figura 7.57 — Convergéncia da energia de deformacao U_

mplo 3 Elemento Quadrilateral — FHT e

MEF cléssico.

Tabela 7.10 — Exemplo 3 — FHT com enriquecimento dos deslocamentos no contorno (x) -
resultados para o deslocamento no ponto A.

Elemento Triangular Elemento Quadrilateral
Bas_e de ~ Deslocamento Erro Deslocamento no Erro
Aproximacao Rede ) Rede )
das Tensdes no ponto A Relativo ponto A Relativo
(%) (%)
2x2 -0,173 27,61 2x2 -0,239 0,00
Quadrética 4x4 -0,218 8,79 4x4 -0,238 0,42
8x8 -0,233 2,51 8x8 -0,240 -0,42
16x16 -0,238 0,42 16x16 -0,240 -0,42
2x2 -0,179 25,10 2x2 -0,270 -12,97
Linear 4x4 -0,220 7,95 4x4 -0,232 2,93
8x8 -0,234 2,09 8x8 -0,240 -0,42
16x16 -0,238 0,42 16x16 -0,240 -0,42

Com o enriquecimento dos deslocamentos no contorno (x) para o elemento

quadrilateral e triangular da FHT (aproximacdo quadratica e linear das tensbes) € possivel
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recuperar o valor do deslocamento de referéncia do ponto A, com o refinamento da rede, ver

tabela 7.10. Entretanto, s6 o elemento quadrilateral juntamente com o enriquecimento dos
deslocamentos no contorno (x) foi possivel obter o valor de referéncia da energia de

deformacdo com a rede menos refinada usada na anélise do Exemplo 3, como ilustram as
figuras 7.57 e 7.58.
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Figura 7.58 — Convergéncia da energia de deformacao Um .- Elemento Triangular — FHT e MEF

mplo
classico.

Das figuras 7.54 e 7.58, evidencia-se fortemente que o elemento triangular da FHT esteja
sujeito ao principio da limitacdo. Este principio indica que os resultados obtidos para certa
formulacdo nao-convencional é idéntica a obtida com a formulacdo classica do MEF,
Zienkiewicz (2000).
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7.3 O ‘Teste por Inspecdo’ Aplicado a FHT/FHMT com Enriquecimento
Nodal

7.3.1 Consideragdes Iniciais

Sabe-se que o ‘Teste por Inspecdo’ esta ligado a estabilidade da FHT/FHMT com
enriquecimento nodal e, como ja citado, é somente condicdo necessaria para garantia de
solvabilidade do problema.

Basicamente o teste consiste em verificar se o vetor incognita do sistema de equacgdes
lineares, resultante das discretizacbes dos problemas propostos, satisfaz as eq.(6.10) a
eq.(6.12). Nos trabalhos de Gois e Proenga (2005, 2006a, 2006b, 2007a, 2007b e 2007c) esse
tema foi amplamente abordado.

E importante observar que o “Teste por Inspecdo’ foi aplicado em todos os exemplos
anteriores associados a distor¢ao da rede para selecionar as condi¢des de enriquecimento que
ndo violassem o mesmo. Agora, estende-se a aplicacdo do teste para dois problemas planos
que essencialmente diferem entre si pela regularidade esperada da solucdo, conforme se
explica mais adiante.

O primeiro é uma chapa quadrada com a borda vertical esquerda engastada

(ux =0,u, = 0) e bordas horizontais com deslocamentos verticais nulos (uy = 0) , ver figura

7.59.

3,00

Figura 7.59 — Chapa tracionada.

O segundo problema é uma chapa retangular com fenda central, como mostra a figura
7.60. Devido a dupla simetria do problema, para efeitos do estudo do ‘Teste por Inspecéo’,

sera analisado apenas ( %,) desta chapa (figura 7.61).
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Figura 7.60 — Chapa tracionada com fenda central.
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Figura 7.61 — Simetria da chapa tracionada com fenda central.

Nos dois exemplos propostos, adota-se E = 1000 para o modulo de Young, v =0,3
para o coeficiente de Poisson e ainda regime de comportamento elastico-linear. Ambas as

chapas sdo tracionadas por p = 10 unidades de forca distribuida por unidade de comprimento.

As chapas planas das figuras 7.59 e 7.61 foram escolhidas para a aplicacdo do ‘Teste
por Inspecdo’, por apresentarem, dentro da classe de problemas elastico-lineares planos,
caracteristicas bem distintas: a primeira com distribuicdo de tensdes bastante regular,
esperando-se, apenas, uma maior concentracdo de tensdes proximo da aplicacdo do
carregamento (simulacdo numeérica simplificada); j& a chapa da figura 7.61, além da
concentracdo de tensGes proxima a forca aplicada, apresenta também um ponto de
singularidade forte na extremidade da fenda (simulagdo numérica complexa).

Avalia-se 0 ‘Teste por Inspecdo’ analisando-se a representacdo dos campos de tensdes

e deslocamentos dos problemas propostos, além da convergéncia da energia de deformacéo.
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7.3.2 Chapa Tracionada

Para a avaliacdo do ‘Teste por Inspecdo’ aplicado ao exemplo da figura 7.59, utilizou-

se 0 conjunto de redes regulares apresentado nas figuras 7.62 e 7.63.

1x1 2%2

ax4

8x8 16x16

Figura 7.62 — Redes quadrilaterais regulares - chapa tracionada.
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1x1 2X2

NN

8x8 16x16

Figura 7.63 — Redes triangulares regulares - chapa tracionada.

Nas tabelas a seguir estdo indicados os nimeros de graus de liberdade considerando-se
cada uma das redes adotadas e as possibilidades de enriquecimento polinomial sobre os
campos envolvidos na FHT/FHMT. No caso especifico de enriquecimento dos campos da
FHMT e do campo de deslocamento no contorno da FHT foi utilizado o primeiro nivel de
enriguecimento polinomial para construcédo das tabelas.

Para leitura dos resultados tabulados, considera-se a seguinte legenda:

o : aproximacdo do campo de tensdo no dominio do elemento da FHT ou FHMT;

- u,, : aproximacgdo do campo de deslocamento no dominio do elemento da FHMT;

- u,. : aproximagdo do campo de deslocamento no contorno do elemento da FHT ou
FHMT,;

- §, . vetor que guarda os parametros de tensdo no dominio do elemento com ou sem
enriquecimento — FHT ou FHMT,;

- ¢, : vetor que guarda os graus de liberdade de deslocamento no dominio do
elemento e ainda o0s possiveis parametros nodais enriquecidos - FHMT;

- ¢, : vetor que guarda os graus de liberdade de deslocamento no contorno do
elemento e ainda 0s possiveis parametros nodais enriquecidos — FHT ou FHMT;
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Tabela 7.11 — Graus de liberdade para a chapa tracionada — elemento quadrilateral - FHMT.

Condics Redes
e (1x1) (2x2) (4x4) (8x8) (16x16)

Enriquecimento
d So do+dr So dotdr So dotdr So dotdr  So  do+dr

Sem

enriquecimento 12 10 27 26 75 82 243 290 867 1.090

Todos 0s nds

enriquecidos & 24 10 54 26 150 82 486 290 1.734 1.090

Todos 0s nés

enriquecidos 5y 16 54 44 150 132 486 452 1734 1668
ce u,

Todos os n6s

enriquecidos 5y 12 54 34 150 114 486 418 1734  1.602
ce u,

Todos os n6s

enriquecidos 7 20 27 52 75 164 243 580 867  2.180
U, e u,

Todos os n6s

enriquecidos 7, 12 27 34 75 114 243 418 867  1.602

Ur

Todos 0s nds

enriquecidos @, 54 20 54 52 150 164 486 580 1734  2.180
u, e u,

Tabela 7.12 — Graus de liberdade para a chapa tracionada — elemento triangular - FHMT.

— Redes
Congégoes (le) (2><2) (4><4) (8><8) (16x16)
Enriquecimento So 4otqr So Gotdqdr So Yotqr So qotqr S, qot4qr
Sem 12 10 27 26 75 82 243 290 867  1.090

enriguecimento

Todos os n6s

enriquecidos & 24 10 54 26 150 82 486 290 1.734 1.090

Todos 0s nés

enriquecidos 5y 16 54 44 150 132 486 452  1.734  1.668
oe u,

Todos 0s nds

enriquecidos 5y 12 54 34 150 114 486 418 1734 1602
oe u,

Todos 0s nés

enriquecidos 7, 20 27 52 75 164 243 580 867 2180
u,eu,

Todos 0s nés

enriquecidos 7, 12 27 34 75 114 243 418 867  1.602
uF

Todos os n6s

enriquecidos @, 54 20 54 52 150 164 486 580 1.734  2.180
U, e u,
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As tabelas 7.11 e 7.12 indicam que somente com 0 enriquecimento das tensées no
dominio é possivel atender a condicéo s, > ¢, +¢,- para todas as redes utilizadas na analise
desse exemplo. As células em destaque nas tabelas 7.11 a 7.18 mostram sobre quais redes e
combinagdes de enriquecimento as condigdes s, > ¢, +¢, (FHMT) ou s, >¢, (FHT) nédo

sdo satisfeitas.

Da tabela 7.13, mantida a aproximacéo constante para 0 campo de tenséo no elemento
quadrilateral da FHT, observa-se que o enriquecimento exclusivo do campo de deslocamento

no contorno em todos os nos das redes ndo atende a condi¢do s, >g¢, . Ja utilizando a

aproximacdo linear ou quadratica para o campo de tenséo (ver tabelas 7.15 e 7.17), garante-se

a desigualdade s, > ¢,., mesmo com enriquecimento exclusivo do campo de deslocamento.

Tabela 7. 13— Graus de liberdade para a chapa tracionada — elemento quadrilateral com aproximacao
constante para 0 campo de tensdo - FHT.

Redes

CondicGes

de (1x1) (2x2) (4x4) (8x8) (16x16)
Enriquecimento

q Sq qr So qr Sq qr So qr So qr
Sem
enriquecimento 3 2 12 8 48 32 192 128 768 512
Todos 0s nos
enriquecidos & 7 2 28 8 112 32 448 128 1792 512
Todos 0s nos

enriguecidos 3 4 12 16 48 64 192 256 768  1.024
uF

Todos 0s nos

enriquecidos 7 4 28 16 112 64 448 256 1.792 1.024

ceu,

Tabela 7.14 — Graus de liberdade para a chapa tracionada — elemento triangular com aproximacao
constante para o campo de tensdo - FHT.

Redes

Condicoes

do (1x1) (2x2) (4x4) (8x8)  (16x16)
Enriquecimento S, q, So q, S q, So q, S, q,

Sem
enriquecimento 6 2 24 8 96 32 384 128 1.536 512
Todos 0s nos
enriquecidos & 12 2 48 8 192 32 768 128 3.072 512
Todos 0s nos
enriguecidos 6 4 24 16 96 64 384 256 1.536 1.024

ur

Todos 0s nés

enriquecidos 12 4 48 16 192 64 768 256 3.072 1.024
ceu,
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O elemento triangular da FHT, mesmo com aproximacgédo constante para 0 campo de

tensdo no dominio, atende a condicéo s, > ¢, nas combinag@es de enriquecimento indicadas

nas tabelas 7.14, 7.16 e 7.18.

Tabela 7.15 — Graus de liberdade para a chapa tracionada — elemento quadrilateral com aproximacao
linear para 0 campo de tensdo - FHT.

Redes
CondicGes
de (1x1) (2x2) (4x4) (8x8) (16x16)
Enriquecimento
Iquect So qr So qr So qr So qr So qr
Sem
enriquecimento 7 2 28 8 112 32 448 128 1.792 512
Todos 0s nés
enriquecidos & 11 2 44 8 176 32 704 128 2.816 512
Todos 0s nos
enriquecidos 7 4 28 16 112 64 448 256 1.792 1.024
uF
Todos 0s nés
enriquecidos 11 4 44 16 176 64 704 256 2.816 1.024
oeu,

Tabela 7.16 — Graus de liberdade para a chapa tracionada — elemento triangular com aproximacao
linear para 0 campo de tensdo - FHT.

Redes
CondicGes
de (1x1) (2x2) (4x4) (8x8) (16x16)
Enriguecimento Sg q, So q, S, q, So qr S, qr
Sem
enriquecimento 14 2 56 8 224 32 896 128 3.584 512
Todos 0s nés
enriquecidos & 20 2 80 8 320 32 1.280 128 5.120 512
Todos 0s nos
enriguecidos 14 4 56 16 224 64 896 256 3.584 1.024
uF
Todos 0s nés
enriguecidos 20 4 80 16 320 64 1.280 256 5.120 1.024

ceu,
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Tabela 7.17 — Graus de liberdade para a chapa tracionada — elemento quadrilateral com aproximacéo
quadratica para 0 campo de tensdo - FHT.

Redes
Condigdes
de (1x1) (2x2) (4x4) (8x8) (16x16)
Enriquecimento So q, So q, S, qr So q, So qr
Sem
enriquecimento 12 2 48 8 192 32 768 128 3.072 512
Todos 0s nos
enriquecidos & 16 2 64 8 256 32 1.024 128 4.09 512
Todos 0s nés
enriquecidos 12 4 48 16 192 64 768 256 3.072 1.024
”F
Todos 0s nos
enriguecidos 16 4 64 16 256 64 1.024 256 4.096 1.024

ceu,

Tabela 7.18 — Graus de liberdade para a chapa tracionada — elemento triangular com aproximacao
quadratica para o campo de tensdo - FHT.

Redes
CondicGes
de (Ix1) (2x2) (4x4) (8x8) (16x16)
Enriquecimento So q, So q, S, q, So qr So qr
Sem
enriquecimento 24 2 96 8 384 32 1536 128 6144 512
Todos 0s nos
enriquecidos & 30 2 120 8 480 32 1920 128 7.680 512
Todos 0s nos
enriquecidos 24 4 96 16 384 64 1536 256 6.144 1.024
uF
Todos 0s nos
enriquecidos 30 4 120 16 480 64 1920 256 7.680 1.024

ceu,

Com objetivo de complementar a analise do ‘Teste por Inspecdo’, foram determinados
0s autovalores da matriz de coeficientes (eg. (2.36), incluindo-se ou néo a restricdo dada pela
eq.(2.69)), apos aplicacdo das condigdes de contorno do problema proposto, para cada um dos
casos apresentados nas tabelas 7.11 a 7.18.

Na FHT/FHMT com enriquecimento nodal existem autovalores positivos, negativos e,
dependendo dos campos enriquecidos ou das fungbes utilizadas para o enriquecimento,
podem aparecer autovalores nulos (modos espurios).

Os autovalores positivos correspondem as tensfes. Dessa forma, para que se garanta a
inversibilidade da matriz F da FHT/FHMT (condigdo bé&sica para o desenvolvimento do
‘Teste por Inspecdo’) € necessario que tanto as aproximacgdes, como as funcdes

enriquecedoras das tensbes no dominio e a quantidade de nos enriquecidos, ndo gerem
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dependéncias lineares e, consequentemente, autovalores nulos. Como as aproximacoes,
funcdes enriquecedoras dos campos de tensdes no dominio do elemento e numeros de nés
enriquecidos adotados ndo resultam modos espurios estaticos, o total de autovalores positivos
é sempre igual a dimensdo do vetor s,, .

Os autovalores negativos correspondem aos deslocamentos no contorno do elemento
no caso da FHT, e aos deslocamentos de dominio somados aos de contorno para a FHMT. O
total de autovalores negativos e, quando existirem, 0s modos espurios cinematicos

(autovalores nulos) séo iguais a dimensdo do vetor ¢,. e ¢, +¢,., respectivamente para a FHT

e FHMT.

Tabela 7.19 — Autovalores para a chapa tracionada — elemento quadrilateral — sem enriquecimento -

FHMT.
Redes
Autovalores (1x1) (2x2) (4x4) (8x8) (16x16)
Positivos 12 27 75 243 867
Negativos 7 21 61 189 637
Nulos 3 5 21 101 453

No caso especifico da chapa tracionada analisada com os elementos planos da FHMT
sem enrigquecimento, a avaliacdo dos autovalores da matriz de coeficientes revelou a
existéncia de modos espurios cinematicos (autovalores nulos), mesmo com s, > ¢, +¢, para
algumas redes, tabelas 7.19 e 7.20. Com essa condicdo, ndo existe garantia de solvabilidade
do problema, a menos que se usem estratégias de resolucdo do sistema de equacdes lineares
(eg. (2.36), incluindo-se ou ndo a restricdo dada pela eq.(2.69)) como as utilizadas neste

trabalho. Porém, caso ¢, +¢q, seja significativamente maior que s,, ndo é possivel obter

convergéncia na estratégia de resolugdo do sistema de equacdes lineares.

Tabela 7.20 — Autovalores para a chapa tracionada — elemento triangular — sem enriquecimento -

FHMT.
Redes
Autovalores (1x1) (2x2) (4x4) (8x8) (16x16)
Positivos 12 27 75 243 867
Negativos 6 19 59 188 636

Nulos 4 7 23 102 454
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O ‘Teste por Inspecdo’ para o problema da chapa tracionada, discretizada com
elementos quadrilaterais e triangulares sem enriquecimentos sobre os campos envolvidos na
FHT, tem a condicdo s, >g¢, atendida para o conjunto de redes utilizadas e ainda a

inexisténcia de autovalores nulos, como mostra a tabela 7.21 Neste caso, ha garantia de

solvabilidade do problema.

Tabela 7.21 — Autovalores para a chapa tracionada — sem enriquecimento - FHT.

Elemento Triangular Elemento Quadrilateral
Base de Autovalores Autovalores
Aproximacdo Rede . . Rede . .

das Tensdes Positivo  Negativo  Nulo Positivo Negativo Nulo

1x1 24 2 0 1x1 12 2 0

2X2 96 8 0 2X2 48 8 0

Quadratica 4x4 384 32 0 4x4 192 32 0

8x8 1.536 128 0 8x8 768 128 0

16x16 6.144 512 0 16x16 3.072 512 0

1x1 14 2 0 1x1 7 2 0

2x2 56 8 0 2X2 28 8 0

Linear 4x4 224 32 0 4x4 112 32 0

8x8 896 128 0 8x8 448 128 0

16x16 3.584 512 0 16x16 1.792 512 0

1x1 6 2 0 1x1 3 2 0

2x2 204 8 0 2x2 102 8 0

Constante 4x4 96 32 0 4x4 48 32 0

8x8 384 128 0 8x8 192 128 0

16x16 1.536 512 0 16x16 768 512 0

Na aplicacdo da FHT para analise da chapa tracionada, a existéncia de modos espurios
cinematicos (autovalores nulos) foi detectada quando se utilizou aproximacdo constante ou
linear para o campo de tensfes no dominio juntamente com o enriquecimento exclusivo sobre
os deslocamentos no contorno do elemento. Assim, os resultados das tabelas 7.13 a 7.18

mostram que mesmo com a desigualdade s, > ¢, satisfeita, para a condigdo exclusiva de

enriquecimento sobre o campo de deslocamento no contorno do elemento, os modos espurios
cinematicos apareceram.

A existéncia desses modos caracteriza, claramente, o ‘Teste por Inspecdo’ como
condicdo necessaria, mas ndo suficiente para a solvabilidade e estabilidade.

Passando & representacdo dos resultados, o valor de referéncia da energia de

deformacgéo do problema representado na figura 7.59 (U =0,124) foi obtido por

chapa tracionada

meio de uma analise (elstico-linear) com o ANSYS® utilizando uma rede regular de 80x 80
elementos PLANE 42,
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As figuras 7.64 a 7.69 apresentam convergéncia da energia de deformacéo
U

chapa tracionada

em relacdo a energia de deformacéo de referéncia, para as discretizacdes das

figuras 7.62 e 7.63 e algumas condicdes de enriquecimento. Vale salientar que todas as
condicBes de enriquecimento aplicadas ao conjunto de discretizagBes utilizadas na analise
deste exemplo tendem a recuperar o valor de referéncia da energia de deformacdo
U

chapa tracionada

como ilustram as figuras 7.64 a 7.69.

0,300

0,200

0,100
U=U chapa tracionada

0,000

-0,100

-0,200

Log(U/U chapa tracionada)

-0,300

-0,400

-0,500

-0,600
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50

Log(Graus de Liberdade)
= MEF Classico
FHMT-Sem Enriquecimento
—&— FHT-Aproximagdo Constante das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento
—B—FHT-Aproximagdo Linear das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento
FHT-Aproximagdo Quadrética das TensGes no Dominio-Sem Enriquecimento

Figura 7.64 — Convergéncia da energia de deformacdo U

chapa racionada - £1€MENt0 Quadrilateral — FHT,
FHMT e MEF classico.

Destaca-se que para a construcao das figuras 7.64 a 7.69 foram adotadas as seguintes
condi¢cdes de enriquecimento: as grandezas de dominio da FHT/FHMT enriquecidos na
totalidade dos nds. Ja enriquecimento dos deslocamentos de contorno foi aplicado em todos
0s nds, excluindo-se aqueles onde existem condic¢des de contorno essenciais.

Os elementos quadrilaterais regulares da FHT/FHMT sem enriquecimento, igualmente
ao elemento quadrilateral do MEF Classico, apresentam baixas estimativas para o valor da

energia de deformagéo para redes menos refinadas, ver figura 7.64.
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0,300
0,200

0,100

U=U chapa tracionada

N4 2\ A/
0,000 M AN VAN

-0,100
-0,200

-0,300

Log(U/U chapa tracionada)

-0,400

-0,500

-0,600
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50

Log(Graus de Liberdade)
—E&— MEF Classico

—©—FHMT-Sem Enriquecimento
FHMT - Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?) e dos Deslocamentos no Contorno (x)
—¥—FHMT - Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.65 — Convergéncia da energia de deformagdo U

chapa wacionada ~ £1€MENt0 Quadrilateral -
FHMT e MEF classico.

Na figura 7.65, percebe-se que o enriquecimento simultineo das tensdes e
deslocamentos no dominio (yz) e dos deslocamentos no contorno (x) do elemento

quadrilateral da FHMT trouxe melhorias nas estimativas da energia de deformacdo para redes
regulares menos refinadas (Ix1,2x2 e 4x4).

Com aproximacdo quadratica para o campo de tensdo no dominio do elemento, tem-se
qgue o enriquecimento polinomial exclusivo sobre os deslocamentos resultou em melhor
estimativa da energia de deformacdo, quando comparada com a situagdo sem enriquecimento

ou com o resultado do MEF Classico, ver figura 7.66.
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—O— FHT-Aproximagdo Constante das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento
—B— FHT-Aproximagdo Linear das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento
—#— FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento

FHT-Aproximacdo Constante das Tensdes no Dominio-Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?)
—O— FHT-Aproximagdo Linear das Tensdes no Dominio-Enriquecimento dos Deslocamentos no Contorno (x)
—¥— FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio-Enriquecimento dos Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.66 — Convergéncia da energia de deformacéo U

chapa tracionada

- Elemento Quadrilateral - FHT e
MEF classico.
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—¥—FHMT-Sem Enriquecimento

—O— FHT-Aproximagdo Constante das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento

—B—FHT-Aproximagdo Linear das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento
FHT-Anroximacio OQuadratica das Tensdes no Dominio-Sem Fnriauecimento

Figura 7.67 — Convergéncia da energia de deformagdo U,

chapa tracionada” Elemento Triangular — FHT,
FHMT e MEF classico.

Ja na figura 7.67, observa-se que o elemento triangular da FHT, para todas as bases
aproximativas do campo de tensdo no dominio, recupera a mesma estimativa da energia de

deformacéo obtida com o elemento triangular do MEF Classico.
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=3 FHMT - Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y2) e Deslocamentos no Contorno (x)
=¥ FHMT - Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y*+y) e Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.68 — Convergéncia da energia de deformacédo U

chapa tracionada

- Elemento Triangular - FHMT e
MEF classico.
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—E—FHT-Aproximagdo Linear das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento
—#—FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento
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—O—FHT-Aproximacdo Linear das Tensdes no Dominio-Enriquecimento dos Deslocamentos no Contorno (x)
FHT-Aproximacdo Quadratica das Tensdes no Dominio-Enriquecimento dos Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.69 — Convergéncia da energia de deformacdo U

chapa tracionada

- Elemento Triangular — FHT e
MEF cléssico.

A figura 7.68 mostra que para recuperar o0 mesmo nivel do valor de referéncia da
energia de deformacdo com redes menos refinadas (2x2 e 4x4), o elemento triangular da
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FHMT precisou ser enrigquecido com um grau superior (y2+y) para as grandezas de

dominio.

Nas figuras 7.66 e 7.69 ndo se apresentam resultados para o enriquecimento exclusivo
sobre 0 campo de deslocamento no contorno dos elementos, pois para essa condicdo de
enriquecimento ou ndo se atende o ‘Teste por Inspecdo’ ou apresenta modos espurios
cinematicos (autovalores nulos); consequentemente, ndo se obteve convergéncia no
procedimento iterativo de BabuSka, utilizado para resolver o sistema de equacdes lineares.

O dltimo comentario aponta, novamente, para o fato que as condi¢des s, >gq, e
>q,+¢q, ndo sdo suficientes para garantia de solvabilidade, estabilidade e convergéncia

do problema.
Como complemento, reproduz-se a seguir a visualizagdo dos resultados de tensdes e

deslocamentos obtidos em algumas das analises realizadas.

10.00
9.00
8.00
7.00
6.00
5.00
Lo
3.00
2.00
100
0.00

s N
(Sigma x o, (Sigmay )

050
-100
-150
20

T, (Tau xy )

Figura 7.70 — Tensdes planas para rede regular 16 x 16 — aproximacdo quadratica das tensdes —
Elemento Quadrilateral — FHT — sem enriquecimento.
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Representacdo do campo de tensdo para discretizacdo com rede quadrilateral regular
16x 16 - aproximagdo quadratica das tensdes da FHT sem enriquecimento - é destacada na
figura 7.70. O campo de tensdes obtido via FHT sem enriquecimento apresenta
descontinuidade (como as tensGes ilustradas na figura 7.70), pois a FHT garante somente
continuidade nos deslocamentos de contorno, enquanto o equilibrio entre elementos é
garantido de forma ponderada.

o, (Sigma x ) o, (Sigmay )

050
-100
-150
200

t, (Tau xy )
Figura 7.71 — Tensdes planas para rede regular 16 x 16 — aproximacdo quadratica das tensdes —

Elemento Quadrilateral — FHT - enriquecimento dos Deslocamentos no
Contorno( x).

A figura 7.71 mostra as tensdes planas para a rede regular 716 x 16 - aproximacéo
quadrética das tensbes da FHT com enriquecimento dos deslocamentos no contorno (x)

Nesta figura, observa-se que o enriquecimento proposto melhorou a representacdo das tensdes

planas, pois o efeito de descontinuidade do campo de tensdes presentes na figura 7.70
desapareceu.
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Figura 7.72 — TensOes planas para rede regular 16 x 16 com- Elemento Triangular — FHMT — sem
enriquecimento.

As tensdes planas obtidas com elementos triangulares da FHMT sem enriquecimento -

rede regular 16x16 - sdo apresentadas na figura 7.72. O enriquecimento das tensdes e
deslocamentos no dominio ( Y+ y) e deslocamentos no contorno (x) proporcionou melhora

na defini¢do das tensdes na regido da aplicacdo do carregamento, figura 7.73.

Os resultados gerados para a chapa tracionada discretizada com elementos triangulares
foram obtidos com 12 pontos de Gauss distribuidos no dominio e 12 pontos de Gauss no
contorno, quando ndo existiu enriquecimento sobre os campos da FHT/FHMT. Se os campos
da FHT/FHMT sdo enriquecidos, utilizam-se 16 pontos de Gauss no elemento de dominio e

16 pontos de Gauss no elemento de contorno.
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Figura 7.73 — Tensdes planas para rede regular 16 x 16 com — Elemento Triangular - FHMT —
enriquecimento das Tensbes e Deslocamentos no Dominio ( Y+ y) dos

Deslocamentos no Contorno ( x) .

Quando os elementos quadrilaterais foram aplicados & analise da chapa tracionada,
utilizaram-se 16 pontos de Gauss em cada dire¢do do elemento quadrilateral de dominio e
16 pontos de Gauss no elemento de contorno, quando ndo existiu enriquecimento sobre 0s
campos da FHT/FHMT. Se o campo de tensdo e/ou deslocamentos no dominio ou o
deslocamento no contorno do elemento quadrilateral for enriquecido, utilizam-se 24 pontos
de Gauss em cada direcdo do elemento de dominio e 24 pontos de Gauss no elemento de
contorno.

Os deslocamentos planos, para a discretizacdo da chapa tracionada com elementos

quadrilaterais da FHT- aproximacdo quadratica das tensGes - com enriquecimento dos

deslocamentos no contorno (x) em todos os nos, estdo representados na figura 7.74.
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Figura 7.74 — Aproximagdo tipica dos deslocamentos nas diregdes x (ux) ey (uy) para rede regular

16 x 16 — aproximacdo quadratica das tensdes — Elemento Quadrilateral — FHT —
enriguecimento dos Deslocamentos no Contorno(x) :

Os deslocamentos e tensées planos de referéncia obtidos com o ANSYS® utilizando

uma rede regular de 80x 80 elementos PLANE 42, estdo mostrados nas figuras 7.75 e 7.76.

5] . . 18951
002369 .007107 011645 .016583 02132

Figura 7.75 — Deslocamentos planos para uma rede regular 80 x 80 elementos PLANE 42 do
ANSYS®
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— e — e et o s e
-.119616 2.156 4.431 6.706 B.982 -.633112 1.5682 3.804 6.026 8.247
3.293 5,569 7.844 10.119
o (Si ma )
.
o. (Sigma x) y \Digma.y

-.3208312 .88733¢8 2.305
-.987936 329312 1.847 2.984

-2.964 -1.647
-2.308

T, (Tau xy)

Figura 7.76 — Representacdo do campo de tensdes para uma rede regular 80x 80 elementos PLANE
42 do ANSYS®.

7.3.3 Chapa Tracionada com Fenda Central

O ‘Teste por Inspecdo’ sera aplicado ao problema da figura 7.61 com o auxilio das

redes regulares apresentada nas figuras 7.77 e 7.78.
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3x3 6x6

12x12 24x24

Figura 7.77 — Redes quadrilaterais regulares - chapa tracionada com fenda central.

——

3x3 6x6
/ e = = =
/
12x12 24x24

Figura 7.78 — Redes triangulares regulares - chapa tracionada com fenda central.

Nas tabelas 7.22 a 7.29 apresentam-se os valores dos graus de liberdade envolvidos
nas diferentes redes e condi¢cdes de enriquecimento. Fungdes polinomiais foram utilizadas
para enriquecer os campos dos elementos quadrilaterais e triangulares da FHT/FHMT; para o
enriquecimento dos campos de dominio da FHMT e do campo de deslocamento no contorno
da FHT foi utilizado o primeiro nivel de enriquecimento polinomial.



Capitulo 7: Analise Numérica da FHT e FHMT com Enriguecimento Nodal 176

Para leitura dos resultados tabulados, considera-se a seguinte legenda:
- ¢ : aproximacao do campo de tensdo no dominio do elemento da FHT ou FHMT;

- u,, : aproximacgdo do campo de deslocamento no dominio do elemento da FHMT;
- u,. :aproximacdo do campo de deslocamento no contorno do elemento da FHT ou

FHMT;

- s, . vetor que guarda os parametros de tensdo no dominio do elemento com ou sem

enriquecimento — FHT ou FHMT ;

- ¢, - vetor que guarda os graus de liberdade de deslocamento no dominio do

elemento e ainda os possiveis parametros nodais enriquecidos - FHMT;

- ¢, . vetor que guarda os graus de liberdade de deslocamento no contorno do

elemento e ainda 0s possiveis parametros nodais enriquecidos — FHT ou FHMT;

Como mostram as tabelas 7.22 e 7.23, para este problema somente as condicdes de
enriquecimento exclusivo sobre os campos de tensGes ou enriquecimento simultaneo das
tensdes e deslocamentos no dominio, ou enriquecimento das tensdes de dominio juntamente

com os deslocamentos no contorno, atenderam a condigdo s, > ¢, +¢,-.

Tabela 7.22 — Graus de liberdade para a chapa com fenda central — elemento quadrilateral - FHMT.

Condics Redes
e (3x3) (6x6) (12x12) (24x24)

Enriquecimento

S0 Gotqr So Y4ot4qr So Yotdr So 4ot qr

48 57 147 184 507 654 1.875  2.458

Sem
enriquecimento
Todos 0s nés
enriquecidos &
Todos os nés

enriquecidos  gg 89 294 282 1014 992 3750 3.708
oe u,

96 57 294 184 1.014 654 3.750 2.458

Todos 0s nés

enriquecidos g4 75 294 258 1014 948 3750  3.624
ce u,

Todos 0s nés

enriquecidos 4 107 147 356 507 1286 1.875 4.874
u, e u,

Todos 0s nos

enriquecidos 4 75 147 258 507 948  1.875  3.624
ur

Todos 0s nos

enriquecidos 6, g4 107 294 356 1014 1286 3.750 4.874
u, e u,
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As linhas em destaque nas tabelas 7.22 e 7.23 correspondem as redes e combinacdes

de enriquecimento onde a condicéo s, > ¢q, +¢, (FHMT) ndo é satisfeita.

Tabela 7.23 — Graus de liberdade para a chapa com fenda central — elemento triangular - FHMT.

Condics Redes
e (3x3) (6x6) (12x12) (24x24)

Enriguecimento
g So dotdr So dotdr So  dotdr So  dotdr

48 57 147 184 507 654 1.875 2.458

Sem
enriquecimento
Todos 0s nos
enriquecidos &
Todos 0s n6s

enriquecidos g4 89 294 282 1014 992 3750  3.708
ce u,

96 57 294 184 1.014 654 3.750  2.458

Todos 0s nos

enriquecidos g4 82 294 270 1014 970  3.750  3.666
ce u,

Todos 0s nés
enriquecidos 48 114 147 368 507 1.308 1.875 4916
u,eu,
Todos 0s nés

enriquecidos  4g 82 147 270 507 970  1.875  3.666
u

r
Todos 0s nés

enriquecidos &, g4 114 294 368 1014 1308 3.750  4.916
u,eu,

Tabela 7.24 — Graus de liberdade para a chapa tracionada com fenda central — elemento quadrilateral
com aproximacao constante para o campo de tensdo - FHT.

Condics Redes
O e (3x3) (6x6) (12x12) (24%24)
Enriguecimento Sg qr So q, So qr So qr

Sem
enriquecimento
Todos 0s nés
enriquecidos o
Todos 0s nos
enriquecidos 27 50 108 172 432 632 1.728 2.416

uF
Todos 0s nos

enriquecidos 63 50 252 172 1008 632 4.032 2.416
oe llr

27 25 108 86 432 316 1.728 1.208

63 25 252 86 1.008 316 4.032 1.208

As tabelas 7.24 a 7.29 evidenciam que na chapa com fenda central, analogamente ao
caso da chapa tracionada, somente a condicdo de enriquecimento exclusivo do campo de

deslocamento no contorno do elemento quadrilateral (todos os nos das redes) sobre
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aproximagcéo constante das tensdes, ndo satisfaz a condicdo s, > ¢,.. A linha em destaque na
tabela 7.24 apresenta justamente a situagdo que viola aquela condigé&o.

Com a aproximacao linear ou quadrética, para 0s campos de tensdes no dominio dos
elementos triangulares e quadrilaterais (ver tabelas 7.26 a 7.29), todas as condicGes de

enriquecimento verificam a desigualdade s, > ¢,. .

Tabela 7.25 — Graus de liberdade para a chapa tracionada com fenda central — elemento triangular com
aproximacao constante para 0 campo de tensdo - FHT.

condics Redes
M (3x3) (6x6) (12x12)  (24x24)
Enriquecimento S, q, So qr So q, So qr

Sem
enriquecimento
Todos 0s nés
enriquecidos &
Todos 0s nos

enriquecidos 54 50 216 172 864 632 3.456 2.416
u

54 25 216 86 864 316  3.456 1.208

108 25 432 86 1.728 316 6.912 1.208

r
Todos 0s nés

enriquecidos 108 50 432 172 1728 632 6912 2.416
ceu,

Tabela 7.26 — Graus de liberdade para a chapa tracionada com fenda central — elemento quadrilateral
com aproximacao linear para o campo de tensdo - FHT.

ondics Redes
ondigoes (3x3) (6x6) (12x12) (24x24)
Enriquecimento So q, So qr So q, So qr

Sem
enriquecimento
Todos 0s nos
enriquecidos &
Todos 0s nés

enriquecidos 63 50 252 172 1008 632 4.032 2.416
1/)

63 25 252 86 1.008 316 4.032 1.208

99 25 396 86 1.584 316  6.336 1.208

r
Todos 0s nés

enriquecidos 99 50 396 172 1.584 632 6336 2.416
oeu,
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Tabela 7.27 — Graus de liberdade para a chapa tracionada com fenda central — elemento triangular com
aproximacao linear para o campo de tensdo - FHT.

ondics Redes
ondigoes (3x3) (6x6) (12x12) (24x24)
Enriquecimento So q, So qr So q, So qr

Sem
enriquecimento
Todos 0s nos
enriquecidos &
Todos 0s nés
enriquecidos 126 50 504 172 2.016 632 8.064 2.416

u

126 25 504 86 2.016 316 8.064 1.208

180 25 720 86 2.880 316 11.520 1.208

r
Todos 0s nés

enriquecidos 180 50 720 172 2.880 632 11.520 2416
oeu,

Tabela 7.28 — Graus de liberdade para a chapa tracionada com fenda central — elemento quadrilateral
com aproximacdo quadratica para 0 campo de tensdo - FHT.

condics Redes
M (3x3) (6x6) (12x12) (24x24)
Enriquecimento S, q, So qr So q, S, qr

Sem
enriquecimento
Todos 0s nés
enriquecidos &
Todos 0s nos

enriquecidos  y98 59 432 172 1708 632 6912 2.416
u

108 25 432 86 1.728 316  6.912 1.208

144 25 576 86 2304 316 9.216 1.208

r
Todos 0s nés

enriquecidos 144 50 576 172 2.304 632 9.216 2.416
oeu,

Tabela 7.29 — Graus de liberdade para a chapa tracionada com fenda central — elemento triangular com
aproximacao quadratica para o campo de tensdo - FHT.

Condics Redes
ondigdes (3x3) (6x6) (12x12)  (24x24)
Enriquecimento 5o q, 5 a 5 a 5 .

Sem
enriguecimento
Todos 0s nos
enriquecidos o
Todos 0s n6s

enriquecidos 216 50 864 172 3.456 632 13.824 2.416
ur

216 25 864 86 3456 316 13.824 1.208

270 25 1.080 86 4.320 316 17.280 1.208

Todos 0s nos

enriquecidos 270 50 1080 172 4320 632 17.280 2.416
ceu,
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Neste problema, no tocante a analise de autovalores das matrizes de coeficientes dos
sistemas obtidos para a FHMT sem enriquecimento (elementos quadrilateral e triangular), e
apos aplicacdo das condicGes de contorno, verifica-se a presenca de modos espurios
cinematicos (ver tabelas 7.30 e 7.31), como ja era de se esperar observando-se os resultados
das tabelas 7.22 e 7.23.

Tabela 7.30 — Autovalores para a chapa com fenda central — elemento quadrilateral — sem
enriguecimento - FHMT.

Redes
Autovalores (3x3) (6x6) (12x12)  (24x24)
Positivos 48 147 507 1.875
Negativos 45 131 409 1.397
Nulos 12 53 245 1.061

Tabela 7.31 — Autovalores para a chapa com fenda central — elemento triangular — sem enriquecimento

- FHMT.
Redes
Autovalores (3x3) (6x6) (12x12)  (24x24)
Positivos 48 147 507 1.875
Negativos 44 130 408 1.396
Nulos 13 54 246 1.062

Como comentado anteriormente, ndo existe garantia de solvabilidade deste problema
com a presenca de autovalores nulos, a menos que se aplique uma estratégia de
reconhecimento e eliminacdo de modos espurios para solucdo do sistema de equacdes lineares
da FHMT, Freitas, Almeida e Pereira (1996).

A analise de autovalores da matriz de coeficientes da FHT (elemento quadrilateral),
com aproximagéo constante para o campo de tensdo, sem qualquer enriquecimento, apontou,
apos aplicacdo das condicBes de contorno, modos espurios cinematicos (autovalores nulos),
conforme destacado na tabela 7.32. Assim, neste problema, mesmo com a condi¢cdo de

enriquecimento anterior verificando s, > ¢,., detectou-se modos espurios cinematicos.

Ja com o elemento triangular da FHT sem enriquecimento, a analise de autovalores

ndo apresentou modos espurios cinematicos para a matriz de coeficientes, tabela 7.32.
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Tabela 7.32 — Autovalores para a chapa tracionada com fenda central — sem enriquecimento - FHT.

Elemento Triangular Elemento Quadrilateral
Base de Autovalores Autovalores
Aproximacdo Rede . ) Rede . )

das Tensdes Positivo  Negativo  Nulo Positivo Negativo Nulo

3x3 216 25 0 3x3 108 25 0

Quadrética 6X6 864 86 0 6Xx6 432 86 0

12x12 3.456 316 0 12x12 1.728 316 0

24x24 13.824 1.208 0 24x24 6.912 1.208 0

3x3 126 25 0 3x3 63 25 0

Linear 6X6 504 86 0 6Xx6 252 86 0

12x12 2.016 316 0 12x12 1.008 316 0

24x24 8.064 1.208 0 24x24 4.032 1.208 0

3x3 54 25 0 3x3 27 24 1

Constante 6X6 216 86 0 6Xx6 108 85 1

12x12 864 316 0 12x12 432 315 1

24x24 3.456 1.208 0 24x24 1.728 1.207 1

Os modos espurios cinematicos também aparecem quando do enriquecimento

exclusivo do campo de deslocamentos no contorno dos elementos triangular e quadrilateral da

FHT com aproximacdes constante (s, <g,.) e linear (s, >g¢,.) das tensGes no dominio.

Portanto, mesmo com as desigualdades s, >g¢q, (FHT) e s,>¢,+¢q,, (FHMT)

satisfeitas para algumas condi¢fes de enriquecimento, ndo se garante solvabilidade do

problema (a condicdo € necessaria). Por outro lado, em todos os casos onde s, <gq, €
S, <{q,+¢q, (mesmo para as condi¢bes seletivas de enriquecimento), foi confirmada a

presenca de modos espurios cinematicos (autovalores nulos) que comprometem a
solvabilidade dos problemas.

Para a representacdo dos campos de tensGes/deslocamentos planos e também das
curvas de convergéncia da energia de deformacdo da chapa tracionada com fenda central,
serdo exploradas algumas condicdes de enriquecimento seletivo, isto é, restrito aos nds
proximos a ponta da fenda. A figura 7.79 ilustra os nos que serdo enriquecidos na FHT e
FHMT para a rede quadrilateral 6x6. Para as outras redes das figuras 7.77 e 7.78 sé&o
selecionados para o enriquecimento os seis nés que circundam a ponta da fenda. Vale ressaltar
que, se em algum dos nos selecionados existir uma condicao de contorno essencial aplicada, o

campo de deslocamento de contorno da FHT/FHMT vinculado a este n6 néo sera enriquecido.
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/- Pontada Fenda

I’ / \
1
'; 15 16 ! Nos Enriquecidos

6Xx6

Figura 7.79 — Enriguecimento seletivo - chapa tracionado com fenda — rede quadrilateral regular 6x6.

O valor de referéncia da energia de deformacdo do problema representado na figura
761 (U

chapa com fenda

=0,165) foi obtido por meio de uma anélise com o ANSYS® utilizando

uma rede regular de 240x 240 elementos PLANE 42.
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0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50
Log(Graus de Liberdade)

Log(U/U chapa tracionada com fenda)

-0,100

= MEF Classico

== FHMT-Sem Enriquecimento

—©— FHT-Aproximagdo Constante das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento

—B— FHT-Aproximagdo Linear das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento
FHT-Aproximagdo Quadratica das Tens6es no Dominio-Sem Enriquecimento

Figura 7.80 — Convergéncia da energia de deformagéo U

chapa tracionada com fenda - Elemento Quadrilateral
— FHT, FHMT e MEF classico.

A figura 7.80 indica que tanto o elemento quadrilateral sem enriquecimento da FHT
como o da FHMT tendem a obter assintoticamente o valor da energia de deformacdo de

referéncia. Pode-se observar ainda desta figura que o elemento quadrilateral sem



Capitulo 7: Analise Numérica da FHT e FHMT com Enriquecimento Nodal 183

enriquecimento da FHT com aproximacdo quadratica e linear recupera a mesma resposta

obtida com o elemento quadrilateral do MEF Classico.
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—B— MEF Classico
—©— FHMT-Sem Enriquecimento
——FHMT - Enriquecimento das Tensbes e Deslocamentos no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)
FHMT - Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y?+x*+xy+x+y) e dos Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.81 — Convergéncia da energia de deformacdo U

chapa tracionada com fenda - Elemento Quadrllateral
— FHMT e MEF cléssico.

O enriquecimento seletivo de alguns nés em torno da fenda proporcionaram uma
melhor estimativa da energia de deformacéo para a rede quadrilateral (6 x6) da FHMT, ver
figura 7.81. As condigdes de enriquecimento ilustradas na figura 7.81 indicam que o elemento
quadrilateral enriquecido da FHMT tambem tende a recuperar o valor da energia de
deformacéo de referéncia.

O elemento triangular da FHT, para todos os niveis de aproximacdo do campo de
tensdes no dominio, forneceu a mesma resposta obtida com o elemento triangular do MEF

Cléssico, figura 7.82.

A figura 7.83 mostra que o enriquecimento das tensées no dominio (yz)e
deslocamentos no contorno (x) ou enriquecimento simultaneo das tensGes e deslocamentos

no dominio (yz +x7+x+ y+xy) e deslocamentos no contorno(x) do elemento triangular

da FHMT conduziu a melhores estimativas da energia de deformacdo para redes menos
refinadas (6x6 e 6x6).
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Figura 7.82 — Convergéncia da energia de deformacdo U - Elemento Triangular —

chapa tracionada com fenda
FHT, FHMT e MEF cléssico.
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~¥—FHMT - Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y2+x2+xy+x+y) e dos Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.83 — Convergéncia da energia de deformacdo U - Elemento Triangular —

chapa tracionada com fenda
FHMT e MEF cléssico.

As condicdes de enriquecimento seletivo aplicadas aos elementos quadrilaterais e
triangulares da FHT apresentaram praticamente as mesmas respostas obtidas com estes

elementos sem enriquecimento algum sobre os campos da FHT, ver figuras 7.84 e 7.85.
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Figura 7.84 — Convergéncia da energia de deformacéo U,
— FHT e MEF cléssico.
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Figura 7.85 — Convergéncia da energia de deformacdo U

chapa tracionada com fenda ~ Elemento Trlangl'”ar -
FHT e MEF classico.

Vale lembrar que para todos os resultados deste problema, utilizaram-se 0s mesmos

numeros de pontos de Gauss/Hammer que foram aplicados ao problema da chapa tracionada.
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Representam-se, nas figuras a seguir, as tensdes planas da chapa tracionada com fenda
para a rede regular 24 x 24 (elementos quadrilaterais e triangulares) e algumas condicdes de

enriquecimento seletivo dos campos da FHT/FHMT.
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Figura 7.86 — TensBes planas para rede regular 24 x 24 - Elemento Quadrilateral — FHMT — sem
enriguecimento.

Sabe-se, da teoria classica da Mecénica da Fratura Elastica Linear, que a distribuigdo
das tensdes elasticas nas proximidades da extremidade de uma fenda é regida por funcGes
singulares e tendem ao infinito. A figura 7.86 ilustra as tensdes planas para o problema da
chapa tracionada com fenda discretizadas com elementos quadrilaterais da FHMT. Esta figura
apresenta uma regido de concentracdo proxima a ponta da fenda, apesar da estimativa baixa
dos valores das tensdes planas nessa regiéo.

O enriguecimento seletivo do elemento quadrilateral da FHMT (n6s préximos a ponta

da fenda) - tensbes e deslocamento no dominio ( y+xl+x+y+ xy) e deslocamentos no

contorno(x) - melhorou a estimativa das tensdes planas e definiu melhor o efeito da

concentracdo na ponta da trinca, ver figura 7.87.
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Figura 7.87 — Tens@es planas para rede regular 24 x 24 - Elemento Quadrilateral — FHMT — com
enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio ( YV +xl+x+y+ xy) e

dos Deslocamentos no Contorno( x).

O elemento triangular sem enriquecimento da FHMT apresentou basicamente a
mesma representacdo das tensdes planas obtidas com o elemento quadrilateral da FHMT sem

enriquecimento, ver figura 7.88. O elemento triangular da FHMT enriquecido seletivamente

nas tensbes e deslocamentos no dominio (y2+x2+x+y+xy) e deslocamentos no

contorno(x) também melhorou a definicdo do efeito de concentragdo na ponta da fenda

como mostra a figura 7.89.
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Figura 7.88 — Tensdes planas para rede regular 24x 24 - Elemento Triangular — FHMT — sem

enriquecimento.
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Figura 7.89 — Tensdes planas para rede regular 24x 24 - Elemento Triangular — FHMT — com
enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio ( Y +x+x+y+ xy) e

dos Deslocamentos no Contorno( x).
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Com o elemento quadrilateral da FHT sem enriquecimento — aproximacdo constante
das tensdes — ndo foi possivel definir precisamente o efeito da concentracdo de tensdo na
ponta da fenda, figura 7.90. Ja se os campos do elemento quadrilateral da FHT — aproximacao

constante das tensdes — forem enriquecidos seletivamente em nds proximos a ponta da trinca

(tensBes no dominio (yz) e deslocamento no contorno (x)), consegue-se uma melhor

definicdo da concentracédo na ponta da fenda para 0 o (Sigma x), como apresenta a figura

Ton
.00

fon
8.00

a00
7.00 400
6.00

200
a0 o0
4.00

1.00
o0 ooo
.00

-1.00
100 ey

g, (Sigma X ) a, (Stgma y

7, (Tau xy ) o

Figura 7.90 - TensGes planas para rede regular 24 x 24 — aproximacdo constante das tensbes —
Elemento Quadrilateral — FHT — sem enriquecimento.

A figura 7.91 mostra os deslocamentos planos para o elemento quadrilateral da FHT
sem enriquecimento — aproximacéo constante das tensoes.
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Figura 7.91- Aproximacao tipica dos deslocamentos nas dire¢des x (ux) ey (uy) para rede regular

24 x 24 - aproximacdo constante das tensGes — Elemento Quadrilateral — FHT —
sem enriguecimento.
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Figura 7.92 - TensGes planas para rede regular 24 x 24 - aproximacdo constante das tensbes —

Elemento Quadrilateral — FHT — enriquecimento das Tensfes no Dominio (yz) e dos

Deslocamentos no Contorno(x) .

O efeito de concentracdo de tensdo proximo a ponta da fenda pode ser mais bem
representado quando uma rede é gerada de tal forma que os seus elementos decrescam numa

progressdo geométrica para a ponta da regio singular, (SZABO; BABUSKA, 1991).
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Os elementos da rede irregular representada na figura 7.93 sdo dimensionados de tal
forma que seus lados decrescem para a ponta da fenda e para a regido da descontinuidade do

carregamento, numa progressdo geométrica de razéo 0,15 .

Figura 7.93 — Rede irregular com 28 elementos quadrilaterais.

Figura 7.94 — Discretiza¢do proxima a ponta da fissura.

A figura 7.94 mostra uma ampliacdo da discretizacdo préxima a ponta da fenda.
As tensbes e deslocamentos planos (com aproximacédo quadratica das tensdes) para a

rede da figura 7.93 sdo representados, respectivamente, nas figuras 7.95 e 7.96. Da figura
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7.95, observa-se claramente a melhoria na estimativa das tensées em relacdo aos resultados

anteriores.
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Figura 7.95 — Tensdes planas para rede irregular — aproximacao quadratica das tensdes — Elemento

Quadrilateral — FHT — sem enriquecimento.
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Figura 7.96 — Aproximacdo tipica dos deslocamentos nas diregﬁesx(ux) ey (uy) para rede

irregular — aproximacédo quadréatica das tensdes — Elemento Quadrilateral - FHT — sem

enriquecimento.

Como complementagdo, representa-se as tensdes e deslocamentos de referéncia
obtidos com o ANSYS® (utilizando uma rede regular de 240x 240 elementos PLANE 42),

ver figuras 7.97 e 7.98.
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Figura 7.97 — Representacdo do campo de tensdes para uma rede regular 240x 240 elementos
PLANE 42 do ANSYS®.
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Figura 7.98 — Deslocamentos planos para uma rede regular 240x 240 elementos PLANE 42 do
ANSYS®.
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7.4 O Teste “inf-sup” Aplicado &8 FHT/FHMT com Enriquecimento Nodal:
Resultados Numéricos

7.4.1 Introducao

O teste “inf-sup” é de dificil aplicagdo pela exigéncia de inUmeras variacdes sobre as
condigdes de contorno e seqiiéncias de redes utilizadas nas discretiza¢bes de toda uma classe
de problemas. No entanto, entende-se que sua aplicacdo considerando-se um nimero limitado
de testes possa, ainda assim, fornecer indicativos de desempenho dos elementos da
FHT/FHMT avaliados nesta pesquisa.

Entretanto, € importante ressaltar que se os elementos finitos quadrilaterais e
triangulares da FHT/FHMT com enriquecimento nodal satisfazem o teste “inf-sup” para certo
conjunto de problemas, ndo é possivel garantir que esses mesmos elementos satisfacam aquela
condig&o para qualquer outro problema da classe.

Para a andlise ‘indicativa’ da estabilidade dos elementos quadrilateral e triangular da
FHT/FHMT, selecionaram-se dentro da classe dos problemas lineares planos trés casos com
comportamento mecanico e condi¢cdes de contorno bem distintos: o painel de Cook (figura
7.51), a chapa tracionada (figura 7.59) e a chapa tracionada com fenda (figura 7.61).

Chapelle e Bathe (1993) sugerem gque um elemento seja avaliado com o teste “inf-sup”
utilizando-se redes com refinamentos que contemplam os nds da discretizacdo anterior. Ao

menos trés refinamentos sdo recomendados para prever se 4, sera limitado inferiormente por

uma constante positiva, 0 que indica a verificacdo do teste. Seguindo as recomendacdes
daquele trabalho, para aplicacdo do teste “inf-sup” na FHT/FHMT com enriquecimento nodal
consideram-se seqiéncias de redes de elementos quadrilaterais e triangulares em cada um dos
problemas.

As seqliéncias de redes quadrilaterais e triangulares (2x2, 4x4, 8x8 e 16x16),
ilustradas na figura 7.52, sdo utilizadas na avaliacdo do painel de Cook. As redes apresentadas
nas figuras 7.63 e 7.64 (Ix1, 2x2, 4x4, 8x8 e 16x16) compdem as discretizacdes para
a chapa tracionada. Ja para o problema da chapa com fenda adotam-se as redes das figuras
7.77e7.78(3%x3,6x6,12x12 e 24x24).

Para cada uma das redes regulares apresentadas as matrizes S=Te B foram

montadas e o valor de 4, (inf-sup) calculado. Os resultados obtidos estdo aqui representados
na forma de gréaficos log(]/N)x log(,ln) (IV é a soma do numero total de parametros de

tensdo e de graus de liberdade em deslocamentos). Se a curva log(I/N ) x log(in) converge
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assimptoticamente para um determinado valor A4, >0, conclui-se que os elementos
quadrilaterais e triangulares da FHT/FHMT satisfazem o teste “inf-sup”, indicando
convergéncia da solugéo.

Primeiramente, os trés problemas sdo analisados na situacdo sem enriguecimento.

Posteriormente, as condi¢fes de enriquecimento sobre os campos envolvidos na FHT/FHMT
com funcdes polinomiais sdo avaliadas.

7.4.2 Painel de Cook

Para as sequéncias de redes irregulares adotadas, os resultados do teste “inf-sup” para

0 elemento quadrilateral da FHT/FHMT na situacdo sem enriquecimento sdo ilustrados na
figura 7.99.

log(1/N)
3,8 3,4 -3 2,6 2,2 1,8 1,4 1 -0,6
2
B o
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. = 3 2
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5,5
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== FHMT - Sem Enriquecimento

—B—FHT-Aproximagdo Constante das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento

—©—FHT-Aproximagio Linear das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento
FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio-Sem Enriquecimento

Figura 7.99 - Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Quadrilateral - FHT/FHMT sem
enriquecimento.

A figura 7.99 indica que o elemento quadrilateral da FHT/FHMT sem enriquecimento

ndo satisfaz o teste “inf-sup”, pois as curvas apontam para 4, — 0.

A seguir apresentam-se 0s resultados do teste para algumas combinagdes de
enriquecimento dos campos envolvidos na FHT/FHMT. Vale lembrar que para o painel de
Cook os enriquecimentos, quando aplicados, foram realizados na totalidade dos nds de

dominio, bem como em todos os nos do contorno que ndo possuem condi¢do de contorno
essencial prescrita.
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Figura 7.100 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Quadrilateral - FHMT com enriguecimento.

Especificamente para o elemento quadrilateral da FHMT enriquecido nas tensdes no
dominio (yz) e deslocamentos no contorno (x) conseguiu-se obter 4, >0, ver figura

7.100.
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—©— FHT-Aproximagdo Quadratica das Tensdes no Dominio-Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.101 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Quadrilateral - FHT com enriquecimento.
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Todas as combinacdes de enriquecimentos sobre o elemento quadrilateral da FHT,

postados na figura 7.101, apontam para a existéncia de 4, > 0.

Entretanto, com o enriquecimento exclusivo dos deslocamentos no contorno (x) para

o elemento quadrilateral da FHT (considerando-se todas as bases aproximativas dos campos

de tensdo no dominio) ndo se obteve convergéncia para 4, > 0, ver figura 7.102.
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Figura 7.102 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Quadrilateral - FHT com enriquecimento.
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Figura 7.103 - Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Triangular - FHT/FHMT sem
enriguecimento.
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O elemento triangular da FHT/FHMT sem enriquecimento apresentou basicamente a
mesma resposta do elemento quadrilateral sem enriquecimento, ou seja, nao foi possivel obter

4, >0, como mostra a figura 7.103.

log(1/N)
-3,8 -3,4 -3 -2,6 -2,2 -1,8 -1,4 -1

2,5

-3,5

log(inf-sup)

-4,5

-5,5

FHMT - Sem Enriquecimento
=B~ FHMT - Enriquecimento das Tensdes no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)
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Figura 7.104 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Triangular - FHMT com enriguecimento.

Os resultados da figura 7.104 mostram que com o enriquecimento do elemento
triangular da FHMT nas tens6es no dominio (yz) e deslocamento no contorno (x)
conseguiu-se obter 4, > 0.
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Figura 7.105 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Triangular - FHT com enriquecimento.
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Na FHT ¢ importante o enriquecimento simultaneo das tensdes e deslocamentos. De

fato, quando se enriquece somente tensdes no dominio (yz) , figura 7.105, ou deslocamentos

no contorno (x) , figura 7.106, nédo se consegue obter 4, > 0 para o elemento triangular.
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Figura 7.106 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Triangular - FHT com enriquecimento.

7.4.3 Chapa Tracionada

Os resultados do teste “inf-sup” para o conjunto de redes regulares quadrilaterais da
FHT/FHMT sem enriquecimento, utilizadas na discretizacdo deste problema, séo
apresentados nas figuras 7.107 e 7.108.

Na figura 7.107, verifica-se que o elemento quadratico da FHT sem enriquecimento

satisfaz o teste “inf-sup”, com indicativo de 4, >0 em todos o0s niveis da aproximagéo das

tensdes no dominio. Com o elemento quadrilateral da FHMT, a condicdo de estabilidade

(4,>0) éclara, ver figura 7.108.
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Figura 7.107 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Quadrilateral - FHT sem enriquecimento.
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Figura 7.108 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Quadrilateral - FHMT sem enriguecimento.

O elemento quadrilateral da FHT enriquecido, nos trés niveis de aproximagdo do
campo de tensado, satisfez o teste “inf-sup” para o problema da chapa tracionada, pois todas as

curvas apresentam tendéncia de convergéncia para um 4, >0, ver figura 7.109. Ressalta-se

que os enriquecimentos foram impostos na totalidade dos n6s de dominio e em todos 0s n6s

de contorno que ndo possuem condicéo de contorno essencial prescrita.
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Figura 7.109 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Quadrilateral - FHT com enriquecimento.
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Figura 7.110 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Quadrilateral - FHMT com enriquecimento.

Com a selecdo de algumas combinacdes de enriquecimento aplicada ao elemento

quadrilateral da FHMT, manteve-se a tendéncia de 4, >0 apresentada por este mesmo

elemento sem enriquecimento, como mostra a figura 7.110.
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Figura 7.111 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Triangular - FHT sem enriquecimento.

A figura 7.111 mostra que, mesmo sem enriquecimento algum sobre as bases
aproximativas do elemento triangular da FHT, é possivel convergir para uma constante 2,
positiva.
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FHMT-Sem Enriquecimento

Figura 7.112 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Triangular - FHMT sem enriguecimento.

Com o elemento triangular da FHMT sem enriquecimento também foi possivel obter
4, >0, como destaca a figura 7.112.

O enriquecimento polinomial exclusivo sobre os deslocamentos no contorno ou

simultdneo sobre as tensdes no dominio e deslocamentos no contorno do elemento
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quadrilateral da FHT conduziu a resultados satisfatorios, 4, >0, nos casos da aproximacéao

constante, linear e quadratica do campo de tensdo, ver figura 7.113.
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Figura 7.113 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Triangular - FHT com enriquecimento.
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Figura 7.114 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Triangular - FHMT com enriguecimento.
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A figura 7.114 destaca que as condi¢cdes de enriquecimento testadas para ampliar o0s
campos de tensdo e deslocamento no dominio e deslocamento no contorno do elemento

triangular da FHMT foram suficientes para alcangar 4, > 0.

7.4.4 Chapa Tracionada com Fenda Central

Neste exemplo sdo aplicados enriquecimentos seletivos sobre os campos envolvidos

na FHT/FHMT. Os ndés escolhidos para o enriquecimento seletivo foram postados na figura
7.79.

A aproximacao constante das tensdes no dominio sem enriquecimento gerou resposta

4, — 0. Nos demais niveis de aproximacdo do campo de tensdo no dominio observaram-se

convergéncia assintotica do 4, para um valor positivo, ver figura 7.115.
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Figura 7.115 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Quadrilateral - FHT sem enriquecimento.
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Figura 7.116 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Quadrilateral - FHMT sem enriquecimento.

A figura 7.116 indica que o elemento quadrilateral da FHMT sem enriquecimento

satisfaz o teste “inf-sup”, pois 4, tende para um valor positivo.
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Figura 7.117 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Triangular - FHT sem enriquecimento.

O elemento triangular da FHT (todas as bases aproximativas das tensdes no dominio)
sem enriquecimento satisfaz o teste “inf-sup” com 4  tendendo para uma constante positiva,

como mostra a figura 7.117.
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Figura 7.118 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Triangular - FHMT sem enriguecimento.
Com o elemento triangular da FHMT sem enriquecimento claramente se alcanca
4, >0, ver figura 7.118.

Como apresenta a figura 7.119, para todas as combinagdes de enriquecimentos

testados no elemento triangular da FHMT é possivel a convergéncia para 4, > 0.
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—¢— FHMT-Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y?+x*+y+x+xy) e Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.119 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Triangular - FHMT com enriguecimento.



Capitulo 7: Analise Numérica da FHT e FHMT com Enriquecimento Nodal 207

log(1/N)

-3,8 -3,4 -3 -2,6 -2,2 -1,8 -1,4

log(inf-sup)

% 20 HKO—X—=%

FHMT-Sem Enriquecimento

—©— FHMT-Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y?) e Deslocamentos no Contorno (x)

—¥—FHMT-Enriquecimento das Tensdes e Deslocamentos no Dominio (y2+x*+y+x+xy) e Deslocamentos no Contorno (x)

Figura 7.120 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Quadrilateral - FHMT com enriquecimento.

O elemento quadrilateral enriquecido da FHMT apresentou 0 mesmo comportamento do
elemento triangular enriquecido da mesma formulacdo (figura 7.119), ou seja, foi possivel
convergir para uma constante 4, positiva, ver figura 7.120.
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Figura 7.121 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Quadrilateral - FHT com enriquecimento.
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As figuras 7.121 e 7.122 indicam que os elementos quadrilateral e triangular da FHT
enriquecidos foram muito eficientes, pois, em todas as possibilidades de enriquecimento

testadas, conseguiu-se convergéncia para 4, > 0.
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Figura 7.122 — Resultados do teste “inf-sup” - Elemento Triangular - FHT com enriquecimento.

7.5Discussao dos Resultados

Primeiramente, avaliou-se a sensibilidade dos elementos quadrilateral e triangular da
FHT/FHMT com enriquecimento nodal a distorcdo de rede. Para isso, utilizaram-se trés
exemplos: os dois primeiros bem simples, de solucdo exata conhecida e facil simulacdo
numeérica e o terceiro, o Painel de Cook, de simula¢do numérica mais complicada, pois existe
um grau de distor¢do intrinseco na geometria e discretizacdo adotada para analise deste
problema.

Verificou-se que os elementos quadrilateral e triangular da FHMT e o quadrilateral da
FHT, mesmo com forte distor¢do da rede, conseguiram representar corretamente as tensdes
(estimativa e distribuicdo), os deslocamentos e as estimativas da energia de deformacéo dos
problemas propostos, para algumas possibilidades de enriquecimento nodal desenvolvidas no

trabalho e que previamente verificavam o “Teste por Inspe¢éo’.
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O elemento triangular da FHT com enriquecimento nodal foi o Unico que apresentou
sensibilidade a distorcdo de rede, mas com respostas no minimo iguais as apresentadas pelo
elemento triangular do MEF classico.

Como o emprego do MEFG possibilita, em principio, explorar diferentes niveis de
enriquecimento para os campos de tensdo no dominio (FHT/FHMT), deslocamentos no
dominio (FHMT) e deslocamento no contorno (FHT/FHMT), iniciaram-se analises para
avaliar a eficiéncia das varias combina¢fes de enriquecimento e identificar condi¢des gerais
para garantir a estabilidade da resposta numérica dos elementos estudados.

Naturalmente o tipo de problema (condicGes de contorno e geometria), redes usadas na
discretizacao, grau de aproximacao e condi¢des de enriquecimento dos campos envolvidos na
FHT/FHMT devem influenciar diretamente a estabilidade, e consequentemente a
convergéncia das solucOes aproximadas, dos elementos quadrilateral e triangular da
FHT/FHMT com enriquecimento nodal.

O “Teste por Inspecdo’ foi o primeiro passo para a identificacdo das combinacdes
estaveis de enriquecimento. Esse teste, consistindo na verificacdo de desigualdades (eq.(6.10)
a eq.(6.12)) relacionando os graus de liberdade envolvidos, foi aplicado a dois problemas
planos com caracteristicas de regularidade bem distintas.

Observou-se que o “Teste por Inspecdo’ € somente condicdo necessaria para garantia
da estabilidade, pois existiram situacdes onde as desigualdades que governam esse teste
foram satisfeitas e ndo se obteve solucdo do procedimento numérico iterativo para solucéo do
sistema de equacdes lineares.

A ndo-convergéncia no procedimento numérico deveu-se basicamente a presenca de
modos espurios cinematicos. Estes modos foram detectados em correspondéncia com
autovalores nulos da matriz de coeficientes da FHT/FHMT com enriquecimento nodal
(e9.(2.36), incluindo-se ou ndo a restricao dada pela eq.(2.69)).

A avaliacdo do ‘Teste por Inspecao’ foi complementada com a analise dos campos de
tensdo, deslocamento e graficos de convergéncia da energia de deformacdo nos dois
problemas estudados.

Ficou evidente que os elementos quadrilateral e triangular da FHT/FHMT, quando das
estimativas da energia de deformacdo, estdo sujeitos ao principio da limitacdo, ou seja,
apresentam respostas idénticas as obtidas via MEF Classico, Zienkiewicz (2000). Vale
ressaltar que mesmo com este entrave, justifica-se o estudo destas formas ndo-convencionais
do MEF, pois, como demonstrado, os elementos da FHT/FHMT com enriquecimento nodal

sd0 menos sensiveis a distorcdo de rede. Além disso, quando se deseja maior precisdo na
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representacdo dos campos de tensdo, observa-se claramente a potencialidade dos elementos da
FHT/FHMT com enriquecimento nodal em relacdo aos resultados apresentados pelos
elementos do MEF Cléssico.

Por outro lado, a condigdo de BabuSka-Brezzi (ou teste “inf-sup”) é condigdo
suficiente para estabilidade. Entretanto, trata-se de um teste de aplicacdo muito custosa, pois
em tese, para que um elemento finito seja considerado estavel seria necessario avalia-lo sob
diferentes condicdes de rede e vinculagdo em todos os problemas de uma classe.

Neste trabalho utilizaram-se trés problemas, com graus distintos de complexidade e
discretizacdo (o primeiro discretizado com um conjunto de quatro redes, o segundo com cinco
redes regulares e o terceiro com quatro redes também regulares), para analisar a estabilidade
das solucBes obtidas com os elementos quadrilateral e triangular da FHT/FHMT com
enriquecimento nodal. Como o nimero de simulagdes realizadas foi limitado, considerou-se

que a satisfacdo do teste “inf-sup” (convergéncia de 4, para um valor positivo), nos trés

problemas, forneceria um bom indicativo para estabilidade.

E importante observar que um dos entraves no desenvolvimento do teste “inf-sup” foi

a limitacdo do nimero de redes que geram pontos para as curvas log(I/N)x log(in). Esse

limitante foi de carater exclusivamente computacional, pois para o problema de autovalor
generalizado (eq.(6.34)), analisado com redes mais refinadas e enriquecimentos das
aproximagdes, foram geradas matrizes com dimensdes que ultrapassam 2 GB. Ocorre que a
combinacéo entre processadores de 32 bits e o sistema operacional Windows, utilizados nos
processamentos numéricos, impde uma limitacdo de 2 GB de memoria RAM por aplicativo.
Apesar dessa limitacdo foi possivel realizar os testes de forma conclusiva.

Com o teste “inf-sup” aplicado aos exemplos propostos (Painel de Cook, chapa

tracionada e chapa com fenda central), obtiveram-se os seguintes indicativos de eficiéncia:

e Os elementos quadrilateral e triangular da FHMT sem enriquecimento ndo séao
estaveis;

e Os elementos quadrilateral e triangular da FHT sem enriquecimento ndo sao estaveis;

e Os elementos quadrilateral e triangular da FHMT para algumas condicdes de
enriquecimento sao estaveis;

e O elemento quadrilateral da FHT com enriquecimento é estavel;

e O elemento triangular da FHT com enriquecimento ndo é estavel.
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8. Considerac0es Finais e Conclusoes

No ambito das formulacdes ndo-convencionais em elementos finitos este trabalho
objetivou contribuir ao estudo das formulagdes Hibridas de tensdo (FHT) e Hibrido-Mistas de
Tensdo (FHMT).

Elementos quadrilaterais de quatro nos e triangulares de trés nos foram desenvolvidos
para ambas as formulacdes, com funcdes de aproximacdo geradas por procedimento de
enriguecimento baseado no método dos elementos finitos generalizados (MEFG).

Como caracteristicas gerais, nos elementos finitos da FHT as tensdes sdo aproximadas
no dominio e os deslocamentos nos contornos dos elementos. Ja nos elementos da FHMT
dois campos sdo aproximados no dominio (tensdes e deslocamentos) e um campo aproximado
no contorno (deslocamento). Especificamente para os elementos da FHT, as aproximagoes
dos campos de tensdo no dominio sdo auto-equilibradas e ndo estdo atreladas a nos. Ja as
aproximacdes para o deslocamento no contorno sdo obtidas por interpolacdo de valores
nodais, tanto na FHT como na FHMT. Dada a independéncia, admitida previamente, do
campo de deslocamentos de contorno em relagdo aos demais, em termos de discretizacdo
emprega-se uma rede de elementos quadrangulares ou triangulares de dominio sobreposta a
outra de elementos unidimensionais de contorno.

Em razdo de que as bases de aproximacao inicial dos campos da FHMT constituem
particdo da unidade, 0 MEFG pode ser estendido diretamente a esta formulagdo. Assim, pode-
se afirmar que um resultado original obtido foi um método de elementos finitos generalizados
para formulacdo hibrido-mista de tensdo. Entretanto, em relacdo a FHT, a extensdo néo
resulta direta, uma vez que os campos de tensdo, admitidos a priori como equilibrados, nao
constituem particdo da unidade. Nesse sentido, a semelhanga com o MEFG decorre da técnica
de enriquecimento nodal adotada e a formulagdo obtida pode ser simplesmente denominada:

formulacéo hibrida de tensdo com enriquecimento nodal.
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Justamente a metodologia de enriquecimento proposta para o enriquecimento das
aproximacdes das tensdes no dominio para elementos quadrilaterais de quatro nés e
triangulares de trés nds da FHT constitui outro aspecto de contribuicdo original do trabalho.

Em cada uma das formulagdes, FHT e FHMT, empregaram-se funcGes polinomiais
para fins de enriquecimento nodal. Uma vez que as bases originais sdo também polinomiais, 0
enriquecimento pode produzir dependéncias entre as componentes da base expandida. A
técnica de perturbacdo dos elementos da diagonal principal da matriz dos coeficientes do
sistema (Strouboulis, Babuska e Copps (2000)) foi adaptada com sucesso na resolucdo dos
sistemas das duas formulagbes estudadas, permitindo superar eventuais dificuldades
decorrentes das dependéncias.

Por outro lado, em principio, o enriquecimento dos campos envolvidos na FHT/FHMT
pode ser arbitrario. No entanto, percebeu-se que algumas condicbes de enriquecimento nao se
mostraram eficientes, particularmente quando 0s enriquecimentos se concentraram nos
campos de deslocamento, de tal modo a produzir variaveis generalizadas de deslocamento em
numero total superior as variaveis de tensdo. As situacdes contrarias, nas quais o nimero de
variaveis generalizadas de tensdo permanecia sempre superior, produziram resultados
estaveis. Por isso, iniciou-se um estudo sobre as condi¢Bes necessarias e suficientes para
convergéncia de solugdes aproximadas obtidas com os métodos propostos.

Uma primeira condicdo decorreu da analise de existéncia de solucdo para os sistemas
de equacdes lineares das formulagcbes estudadas (enriquecidas ou ndo). Dai resultou o
chamado ‘Teste por Inspecdo’, que consiste basicamente em verificar se o vetor incégnito
possui variaveis generalizadas de tensdo em numero superior as variaveis generalizadas de
deslocamento.

Posteriormente, para melhor compreensédo das condi¢Ges de solvibilidade dos sistemas
lineares discretos das FHT e FHMT com enriquecimento nodal, passou-se a analisar 0s
autovalores das matrizes dos coeficientes desses sistemas. Notou-se que determinadas
condicdes de enriguecimento, particularmente sobre os campos de deslocamento de dominio
na FHMT, podem introduzir uma quantidade significativa de modos espurios cinematicos,
afetando a convergéncia da rotina iterativa de solucdo adotada, mesmo que o teste por
inspecdo seja verificado. Concluiu-se, portanto, que o “Teste por Inspec¢do’ constitui condi¢ao
necessaria para convergéncia de solucBes aproximadas obtidas via FHT/FHMT com
enriquecimento nodal. Mesmo assim, o teste pode ser de grande valia para a definicdo
preliminar de combinacges de enriquecimento dos campos envolvidos na FHT/FHMT.
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Quanto a uma condicdo suficiente para estabilidade de solucdo dos sistemas
enriquecidos, optou-se por partir da condicao suficiente dada pelo teste ‘inf-sup’, ou condicéo
de Babuska-Brezzi, existente na literatura para as formulagdes convencionais. Porém, ndo ha
uma demonstracdo formal dessa condigdo para as formulagdes ndo-convencionais aqui
desenvolvidas. Além disso, trata-se de condicdo de dificil aplicacdo por exigir uma variacao
muito grande de discretizacGes e condi¢des de contorno dentro de uma classe de problemas.
Optou-se, entdo, por desenvolver um teste numérico, nos moldes do teste proposto no trabalho
de Chappelle e Bathe (1993) para as formulagGes convencionais, para a obtengdo de um
indicativo de estabilidade dos elementos quadrilateral e triangular das FHT e FHMT com
enriquecimento nodal; o procedimento resultante € outra contribuicdo original deste trabalho.

Nos testes realizados, sempre que o ‘Teste por Inspecdo’ ndo era verificado, o teste
‘inf-sup’ indicava instabilidade. Ao final do conjunto de testes realizados, dos indicativos
obtidos conclui-se, por um lado, que € possivel detectar problemas de estabilidade em
algumas situacdes aonde o0 ‘Teste por Inspecdo’ tenha sido previamente verificado. Por outro
lado, em todos os casos testados aonde o teste ‘inf-sup’ foi verificado o ‘Teste por Inspecao’
também foi atendido.

Finalmente, o teste ‘inf-sup’ comprovou que a estabilidade dos elementos quadrilateral
e triangular da FHMT com enriquecimento nodal pode ser garantida apenas com o “Teste por
Inspecdo’. Ja para a FHT, o ‘Teste por Inspecdo’ garante estabilidade somente do elemento
quadrilateral com enriquecimento nodal.

Como concluséo geral, com base nos problemas tratados neste trabalho (classe dos
problemas lineares), pode-se afirmar que verificado preliminarmente o “Teste por Inspecao’ o
emprego de elementos quadrilaterais de quatro nos e triangulares de trés nds para as FHT e
FHMT com a técnica de enriquecimento nodal apresenta grande potencial para a solugéo, com
precisdo numérica e baixo custo computacional. Entre as vantagens oferecidas por esses
elementos estdo: a 6tima representacdo dos campos de tenséo (a depender do problema ja com
redes pouco refinadas) e a quase total independéncia da precisdo das respostas em relacédo a
distorcdo de rede. Neste sentido foram realizados testes de distorcdo que mostraram
claramente o 6timo desempenho desses elementos no confronto com outros elementos

similares, inclusive os derivados de formulagdes mistas convencionais.

Como propostas para desenvolvimentos futuros, propdem-se:
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Avaliacédo das possibilidades de enriquecimento com fungbes especiais, como as de
base trigonométrica que fundamentam as solucbes dos problemas de fratura eléstica.
Esta opcdo pode reduzir bastante a necessidade de refinamento da rede nas
vizinhancas da ponta da fissura, como é usual nas analises convencionais, e até com
ganho de precisdo. Além disso, nos problemas de fratura, a forma hibrida,
caracterizada pelos campos de deslocamento de contorno pode vir a ser explorada com

vantagens nas simulac¢des que envolvam propagacéo de fissuras;

Avaliacdo das possibilidades de extensdo das formulagbes desenvolvidas para
abranger classes de problemas ndo-lineares. Pode-se, em principio, tomar por base as
propostas para este tipo de andlise ja feita anteriormente para as formulagdes mistas
convencionais (Simo e Rifai (1990)).
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APENDICE A - Pontos e Pesos de Hammer — Integracéo
Numérica em Dominios Triangulares

A tabela A.1 apresenta os pontos e pesos de Hammer implementados nos programas

computacionais desenvolvidos nesta pesquisa:

Tabela A.1 — Pontos e Pesos de Hammer para 0<¢,<1,i=1,2,3

Grau Pontos ¢ ¢, ¢ w;
1 1 1/3 1/3 1/3 1/2
2/3 1/6 1/6 1/6
1/6 2/3 1/6 1/6
? 1/6 1/6 2/3 1/6
1/3 1/3 1/3 -0,28125000
0,60 0,20 0,20 0,26041666
’ 0,20 0,60 0,20 0,26041666
0,20 0,20 0,60 0,26041666
0,81684757 0,09157621 0,09157621 0,05497587
0,09157621 0,81684757 0,09157621 0,05497587
0,09157621 0,09157621 0,81684757 0,05497587
‘ 0,10810301 0,44594849 0,44594849 0,11169079
0,44594849 0,10810301 0,44594849 0,11169079
0,44594849 0,44594849 0,10810301 0,11169079
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Tabela A.1 — Continuacao

Grau

Pontos

<

<

<

w.

14

1/3

1/3

1/3

0,11250000

0,79742698

0,10128650

0,10128650

0,06296959

0,10128650

0,79742698

0,10128650

0,06296959

0,10128650

0,10128650

0,79742698

0,06296959

0,05971587

0,47014206

0,47014206

0,06619708

0,47014206

0,05971587

0,47014206

0,06619708

0,47014206

0,47014206

0,05971587

0,06619708

12

0,87382197

0,06308901

0,06308901

0,02542245

0,06308901

0,87382197

0,06308901

0,02542245

0,06308901

0,06308901

0,87382197

0,02542245

0,50142650

0,24928674

0,24928674

0,05839314

0,24928674

0,50142650

0,24928674

0,05839314

0,24928674

0,24928674

0,50142650

0,05839314

0,63650249

0,31035245

0,05314504

0,04142554

0,31035245

0,63650249

0,05314504

0,04142554

0,05314504

0,31035245

0,63650249

0,04142554

0,63650249

0,05314504

0,31035245

0,04142554

0,31035245

0,05314504

0,63650249

0,04142554

0,05314504

0,63650249

0,31035245

0,04142554
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Tabela A.1 — Continuagao

Grau

Pontos

<

<

<

w.

14

16

1/3

1/3

1/3

0,07215780

0,08141482

0,45929258

0,45929258

0,04754582

0,45929258

0,08141482

0,45929258

0,04754582

0,45929258

0,45929258

0,08141482

0,04754582

0,65886138

0,17056930

0,17056930

0,05160869

0,17056930

0,65886138

0,17056930

0,05160869

0,17056930

0,17056930

0,65886138

0,05160869

0,89890554

0,05054721

0,05054721

0,01622925

0,05054721

0,89890554

0,05054721

0,01622925

0,05054721

0,05054721

0,89890554

0,01622925

0,00839477

0,26311282

0,72849239

0,01361516

0,26311282

0,00839477

0,72849239

0,01361516

0,72849239

0,26311282

0,00839477

0,01361516

0,00839477

0,72849239

0,26311282

0,01361516

0,26311282

0,72849239

0,00839477

0,01361516

0,72849239

0,00839477

0,26311282

0,01361516
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