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Resumo

Neste trabalho apresentamos estimativas de estabilidade para os coeficientes de ab-
sorcao e de espalhamento, relacionadas ao operador ALBEDO, no problema inverso

associado a equagao linear de Boltzmann (Transporte), em seu caso de evolugao

Ou +v-Vou+qu= /f(x, Vo)t z,v)dy'.
ot v



Abstract

This work presents some stability estimates for the absorption and scattering coef-
ficients, related to the ALBEDO operator, in the inverse problem associated to the

linear time-dependent Boltzmann (Transport) equation

Ou +v-Vou+qu= /f(x, Vo)t z,v)dy'.
ot v

vi



Introducao

A area que estuda problemas inversos associados a equacoes diferenciais parciais vem
crescendo rapidamente nos tltimos 40 anos. Este crescimento nao se deve, apenas,
a bela complexidade que permeia suas técnicas, mas também as diversas aplicacoes

em importantes problemas de interesse pratico.

Historicamente, o inicio das idéias que fundamentaram a area de Problemas Inversos
se deu em torno de 1917, quando Radon obteve um processo formal de reconstrucao
de uma fungao definida sobre um plano, a partir do conhecimento das suas integrais
de linha sobre todas as retas contidas no plano. Antes disso, Minkovsky e Funk ja
haviam resolvido um problema semelhante, ao reconstruirem uma funcao definida
sobre uma esfera, a partir do conhecimento das suas integrais sobre os grandes
circulos. No final da década de 60, a primeira aplicacao direta da férmula de Radon
surgiu nos trabalhos de Bracewell, na area da Astronomia e nos trabalhos de Klug e
Vainstein, na area da Micrografia Eletronica. Concomitantemente, foram iniciadas
tentativas de se aplicar a Transformada de Radon a construcao dos tomogramas, na
tomografia de raios-X. Nao foi coincidéncia o fato do surgimento da idéia de se aplicar
a Transformada de Radon ter se dado simultaneamente ao surgimento dos primeiros
computadores. Em 1970, o primeiro tomoégrafo computadorizado foi introduzido
e, no ano de 1979, Hounsfield e Cormack ganharam o Prémio Nobel de Medicina,

por conta das suas contribuicoes nos aspectos matemaéaticos e computacionais da



tomografia.

Podemos qualificar os problemas da area de Problemas Inversos em quatro sub-
categorias: identificacao, estabilidade, caracteriza¢dao e reconstru¢ao. Em nosso tra-
balho, estaremos interessados, essencialmente, em problemas de estabilidade para a
equacao linear de Boltzmann, usualmente denominada equac¢ao de transporte. No

que faremos a seguir, tornaremos mais clara esta categorizagao dos problemas.

Seja 2 C R™ um aberto limitado, cuja fronteira sera denotada por 02 e cujo vetor
normal unitdrio exterior & 9Q em o € 90 sera denotado por n(c). Seja V = S""1 a
esfera unitdria do R™, ou um aberto qualquer contido na coroa esférica {v € R" / 0 <
A1 < vl < A2}, Por Q estaremos representando o corpo (ou o meio) a ser penetrado

por particulas, cujas velocidades residem em V.

Sejam I'y = {(o,v) € 02 xV / £ n(o)-v > 0}, os conjuntos de entrada (I'_) e

saida (I'y) de particulas, respectivamente, através da fronteira 0S).

Se ¢ e f representam, respectivamente, o coeficiente de absorcao e o nicleo de
espalhamento associados ao espaco €2 x V', consideremos u a solugao do problema
de Transporte

9 4+ v-Vu+qu= [, flz,v,v)ut,z,0)d

(1) u = sobre [0,7] x I'_

u(0,z,v) =0, (x,v) € QA XV,

\

onde ¢ é uma funcao definida sobre [0,7] x I'_ e conhecida a priori.

Definiremos o operador ALBEDO A, ; como

@ Aaf w10,

Definiremos também o operador A:

(Qaf) A Any
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As quatro sub-categorias de Problemas Inversos, hd pouco citadas, podem ser bem

compreendidas através das seguintes propriedades do operador A:

a) Identificacdo <= injetividade de A;
b) Estabilidade <= continuidade de A™%;
c¢) Caracterizacdo <= descrigao da imagem de A;

d) Reconstrucdo <= férmula ou processo de obtengao de (g, f), a partir do

conhecimento da imagem A(q, f) = A, .

Em [ChSt] e [ChSt2], Choulli e Stefanov obtiveram poderosos resultados nos proble-
mas de Identificacao, Caracterizacao e Reconstrucao para o problema de evolugao(1)
e para o caso estacionario do problema de Transporte, respectivamente. Para isto,
os autores estudaram a solucao fundamental do problema de Transporte em foco
(de evolugao e estaciondrio, respectivamente) e obtiveram uma maneira peculiar de
decompor o nticleo do operador ALBEDO em 3 partes. Todos os resultados foram
obtidos através da analise das singularidades presentes nas duas primeiras partes
desta decomposicao. No problema de evolucao, os resultados sao validos para os
casos n > 2. Infelizmente, o resultado de reconstrugao fornecido em [ChSt2] falha
no caso estacionario com n = 2, sendo valido apenas para n > 3. Estudos especificos
sobre a reconstrugao (e estabilidade) para o caso estaciondrio, em dimensao n = 2,

foram desenvolvidos por Romanov [Ro|, Tamasan [Ta] e Stefanov/Uhlmann [StU].

Um resultado completo do problema de estabilidade para o caso estacionario ho-
mogeéneo(i.e, quando o nicleo de espalhamento f nao depende da varidvel espacial
x), em dimensdes n > 3, foi obtido por Wang [Wa|, fazendo uso da decomposic¢ao

proposta por Choulli e Stefanov para o ntcleo do operador ALBEDO.

Em nosso trabalho, apresentaremos dois resultados de estabilidade para o problema



de Transporte, ambos para o caso de evolugao (1). A saber:

i) a estabilidade para ¢(z), nos casos n > 2; (Capitulo 1)

ii) a estabilidade para ¢(z) e f(v’,v) (homogéneo), nos casos n > 3. (Capitulo 2)

As técnicas utilizadas na demonstracao de nossas estimativas de estabilidade sao
absolutamente distintas. Em 1), utilizamos uma idéia introduzida por Calderén|[Ca]
em seus estudos sobre a Equacdo de Laplace. Em ii), adaptamos a demonstragao
de Wang (para o caso estaciondrio) ao problema (1), fazendo algumas importantes

reformulagoes.

Dividimos nosso trabalho em trés partes. A primeira parte apresenta as prelim-
inares necessdrias para a compreensao do problema direto (1), onde incluimos: uma
deducao informal do modelo de transporte adotado, o desenvolvimento detalhado
da Teoria de Trago associada aos espacos nos quais buscaremos solucoes, a demon-
stracdo (através da Teoria de Semigrupos) de que (1) é bem posto e, finalmente, os
detalhes da ja mencionada decomposicao do nicleo do operador ALBEDO proposta

por Choulli e Stefanov, que sera utilizada no Capitulo 2.

Abaixo enunciamos os resultados de estabilidade obtidos nos Capitulos 1 e 2, res-

pectivamente:



Teorema C1. Suponhamos que ||g;||cc < M, para algum M >0 e
fi € L®(Q; L2(V x V), i=1,2. Se T > diam(Q), entao existe C = C(M) > 0 tal
que

lqr — @2l - 1/2(Q) X < CA = A1,

onde ||.||, indica a norma usual de operadores em
£(L2(0,T: DT |y - wldpudw)); LP(0, T3 LP(T 3 | - wlduds) ).

Mais ainda, se q1, ¢ € H27°(Q), para algum s > 0 e ||g; <M,i=1,2,

| n,.
"2 ()

entao, para cada 0 < r < s, existe C,. > 0 tal que
—gol| ., < Cull A - Al{",
a1 CI2HH2+T(Q) || A 2[1

onde 0(r) = 1%82;?1

Em particular, para cada 0 < 1 < s, eziste C, tal que g1 —qal]oo < 5T.\\A1—A2Hf(r)

Teorema C2. SejaM = {q€ H2""(Q),/q(x) > 0,supp ¢ C Qe HCIHH%”(Q) < M},
parar >0 e M >0 dados.

Seja N = {f(v',v) > 0/f(v,-) € L' (V) para quase todo v' € V, f(-,v) € C°(V),
Yo eV, ||gplloe < +00 € [|Tqy|lo0 < 1}, onde q,(v') := [, f(v',v)dv.

Dados (gi(x), fi(v/,v)) e M xN,i=1,2, e A, = A, s,, temos

(i) ||Q1—Q2HH%+T(Q) <O A —Allf,onde 0 < r < 7,0 =

> 0;

C(Q )\17 )\2,7’ ~>

n+2r+1 )

i) |Ifi = follorvsvy < CllAL = As|,
C(Q, M, A\, As) > 0.



Preliminares

1 Um Modelo da Teoria Linear do Transporte

A Teoria Linear do Transporte se estabelece sobre o estudo de determinados mo-
delos de fenomenos de transporte através da matéria. Tais fenomenos podem estar
relacionados ao transporte de neutrons em um reator nuclear, a transferéncia de
radiacao na atmosfera de um planeta, ao transporte de elétrons em metais, a pene-
tracao de raios X e 7Y por entre meios especificos ou a outros processos similares.
Em cada um dos casos acima, o mecanismo do transporte envolve a migracao de
particulas (neutrons, fétons, etc) através de um determinado meio, ou objeto. Se
tais particulas nao estiverem submetidas a forcas externas, como a gravidade ou
um campo elétrico, por exemplo, elas deverao mover-se em linha reta e com veloci-
dade constante. Poderda, no entanto, ocorrer colisoes entre estas particulas e outras
presentes no meio, num processo regido segundo as leis da mecanica cldssica e da
mecanica quantica. A analise individual de como se dao tais colisoes reside no campo
da Fisica; a Teoria do Transporte se inicia sobre leis derivadas desta andlise, dadas
a priori e trata o problema estatistico acerca do resultado de um grande nimero de

colisoes aleatdrias, governadas por essas leis.

Aqui, trataremos apenas de fendmenos de transporte associados a particulas de

neutrons, ignorando a acao de forcas externas. Assumiremos que as colisoes sao



processos bem definidos que ocorrem pontualmente e instantaneamente e que a
probabilidade destas ocorrerem, por unidade de comprimento, ao longo do livre

percurso das particulas, é constante.

Quando uma particula (neutron) sofre uma colisao, ela pode desaparecer por com-
pleto (absorc¢@o), pode mudar de diregdo (espalhamento ou scattering), ou, até
mesmo, desencadear um processo de fissao capaz de gerar um, ou mais, novos
neutrons. E de se esperar, portanto, que, de modo geral, o nimero de particulas
presentes no meio nao seja preservado durante o periodo de observacao. Se {2 repre-
sentar o objeto, ou o meio, no qual se dard o processo e V' representar nosso espaco

de velocidades, denominaremos de “espago de fase”o conjunto €2 x V.

Seja u(x,v,t) a distribuicao de densidade de neutrons que, na posigdo = € Q e
no instante ¢, possuem velocidade v € V. Chamaremos de “se¢ao de choque to-
tal”, o(x, |v]), a probabilidade, por unidade de comprimento, de um neutron que se
desloca com velocidade (escalar) |v| sofrer uma colisdo em x € Q. Seja o4(z,v',v) a
probabilidade, por unidade de comprimento, “proximo de x”, de um néutron com
velocidade (vetorial) v surgir, como resultado da colisdo, de um neutron que se

deslocava com velocidade (vetorial) v'.

De acordo com as defini¢oes acima, u(x, v, t)dzdv é o niimero de neutrons existentes
no elemento de volume de espaco de fase dxdv, no instante . Num intervalo dt, a
distancia percorrida por um neutron que se desloca com velocidade v é igual a |v|dt
e, consequentemente, sua probabilidade de sofrer colisdo em = € Q é o(z, |v|).|v|dt.
Ou seja, o nimero de neutrons que nao sofrem colisoes entre x e x + vdt € igual a

u.(1 —o(x, |v]).|v|dt)dzdv.

Por outro lado, o niimero total de neutrons provenientes de outras direcoes v’ € V

¢ dado por

[Ku](z,v,t)dzdvdt := (/

os(x, v, v). v [ u(z, v, t)dv') dxduvdt.
v
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Assim, equacionando o nimero de neutrons, deveremos ter
u(z +vdt,v,t + dt)dzdv = u(z,v,t).(1 — o(z, |v|).|v|dt)dedv + [Ku|(x, v, t)dzdvdt,

donde obteremos a equagao linear do transporte

0
a—?—l—v'ku—i-\v]au:[(u,

ao tomarmos variagoes infinitesimais.

Escreveremos

ou
E—kv-vxu—l—qu:Kf[u],

onde ¢ = q(z, |v|) := |[v|.o(z, [v]) e K¢[u] = [, f(z,v,v).u(z,v,t)dv', com f(z,v',v) :=

os(z, v, v).|v].

Diremos que ¢ é o coeficiente de absorcao e que f(x,v’,v) é o nicleo de espa-
lhamento (ou scattering), associados ao problema em questao. No caso em que

f nao depender da viariavel espacial x, diremos que o meio é homogéneo.

Estamos assumindo que o meio é isotrépico, isto é, que a dependéncia que q e f
possuem em relacao as velocidades v e v’ se d4 apenas sobre o valor absoluto das
mesmas, mas nao sobre suas direcoes. Em algumas aplicacoes, f pode depender
do coseno do angulo de espalhamento, ou ainda, do produto v - v'. Nao trataremos

destes casos aqui.

2 Notacoes Iniciais e a Relevancia do Problema

do Traco

A seguir, apresentaremos algumas notacoes que serao utilizadas ao longo do texto
e, ainda, a motivacao para o estudo da Teoria do Trago dos espagos naturais ao

desenvolvimento do problema deduzido na secao anterior.



Definicao 2.1. Seja Q C R™, n > 2, um aberto de classe C', convezo e limitado.
Consideremos 0X) a fronteira de ) e, para x € 98, n(x) o vetor unitdrio normal e

exterior a 0S) em x.

Seja I' = 02 x V' e consideremos o0s sequintes conjuntos:

.= {(Jc,v) el /nx) v< O} (fronteira entrante)

—

L= {(w,v) el /n(z) v> O} (fronteira sainte)
{

{

I = {.CE €N/ (z,v) € I‘+},

onde V.= S" ! ou um aberto do R™ contido na coroa esférica {v € R / 0 <

)\1 § ’U| < )\2}

Assumiremos que Ty possui medida nula em 02 x V', em relagao a medida-produto
dudv, onde dp € a medida de Lebesque induzida em 02 e dv a medida de Lebesgue

mduzida em V.

Por conta da descrigao realizada na Se¢ao 1, pode-se achar que o espaco natural para
buscarmos nossas solugoes u(z,v,t) é Wy = {u € L'(Q x V) /Agu € L'(Q x V)},
onde

. ou
Aouzv-vmu:ZUk.a—m (x,v), v =(V1,..., Up),

k=1
com as derivadas tomadas no sentido das distribuicoes em Q.

De maneira geral, consideraremos, para p € [1, +00),
W, = {u e LP(Qx V) / Agu € LP(Q x V)}.

Nao é dificil de se verificar que o operador (Ag, W,) é fechado e densamente definido

e que W, é um espaco de Banach, quando munido da norma do grafico ||ul|y, :=
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||| ze@xvy + ||Aou||Lr@xvy. A primeira dificuldade que encontraremos é, justa-
mente, dar sentido as restrigoes de w € W, a I'y (ou I'), uma vez que, dada u € W,
nao temos necessariamente [, |ul?.|n(z).v|du(z)dv < +oo (veremos um exemplo
desta situacdo mais adiante). No entanto, ao usarmos medidas apropriadas em 'y,
as restrigoes de funcoes de C'(2 x V) podem ser estendidas continuamente aos
espacos W,. Por conta da densidade de C*(Q2 x V) em W, [Be], estas extensoes

definirao naturalmente o traco das distribuicoes v € W,.

Resultados de trago para W, foram obtidos por Bardos [Ba|, para p = 2, e inde-
pendentemente por Cessenat [Cel/Ce2], Germonova [Ge| e Agoshkov [Ago], para p

geral.

Apresentaremos, a seguir, os resultados de trago mais conhecidos para os espagos
W,. No entanto, os resultados que utilizaremos serao apresentados, em detalhes,

apenas na proxima segao.
Teorema 2.1. Seja 1 < p < +o00 e (H,y, ||.||a,) 0 espago de Banach
H, = {ﬁ: (s ooy un) € [LPQ)]" / div @ € L”(Q)},

com

1/p
], = Kimwu )+wmem].

Existe um operador linear e continuo

v D(ViHy) — (VW (o0)
tal que (@) (o,v) = n(0o) - W(v,0), ¥V(o,v) € N x V quando @ € (C(Q2 x V).
Mais ainda, vale a formula de Gauss

(@0 = [ [(dio @) v+ (it 99)] dade,

Yue LP(V;H,) e Yy e LF'(V; WY (Q)),

10



onde { , ) indica a dualidade entre os espagos LP(V, W~L/PP(08)) e
LP(V, WP (0Q)) e vy : WH'(Q) — WYY (9Q) € o operador de traco usual
sobre 02 x V.

Dados v = (vy,...,v,) € Veu € W, entao u(-,v) = (vi.u(-,v), va.u(-,v), ..., vp.u(-, v))
€ Hp, uma vez que div @ = Agu € LP(Q2). Segue que u, acima definida, estd em

LP(V, H,). Aplicando o Teorema 2.1, temos v(u) = (n(c)-v).d(c,v) € LF'(V; W/Pr(9Q).

Teorema 2.2. Seja K um subconjunto compacto de I'_ (ouT'y ). Entao a aplicagdo
u — u/, definida em D(Q x V) € continuamente estendivel a uma aplicagdo
VW, = LP(K), v(u) = v/ k. Em outras palavras, as distribuicoes de W, possuem
trago em LY (T'_) (ou LY (T'y), respectivamente).

loc loc

Pode ocorrer que u € W, nao possua traco em L} (T') (ou em LP(T'y), LP(T'2)),
uma vez que esta pode possuir singularidades sobre pontos de I'y. Um exemplo
de tal fato, em menor dimensao, pode ser obtido ao considerarmos Q = {(x,y) €
R?/(x —1)*+y* < 1}, v =(0,1) e p(z,y) = -, + < a < 3. De fato, temos que

o€ L*(Q) ew -V =0 e L*Q), mas, no entanto, frqi pido = f:ﬂ ﬁ = 400,
donde ¢ /o & L*(T').

A seguir, apresentaremos resultados de traco mais adequados a formulacao das

condigoes de fronteira para nosso problema.

3 A Teoria de Traco Utilizada

Em [Cel, Ce2], Michel Cessenat apresentou excelentes resultados de trago para os

espacos W,. No que segue, faremos uma apresentacao detalhada de tais resultados.

Sejam €2 e V conforme definidos na definicao 2.1, exceto pelo fato que 2 pode ser

11



nao convexo.

Dado um intervalo real 1, = (0, «) C R4, consideremos os espagos

du
1p — D s D
Wia(l,) = {ue (L) | - € (L)}
oWH(1) = {uw e WH(L) | u(@) =0},
Cabe-nos observar que o espaco ¢WP(1,) estd bem definido, uma vez que W'?(1,,)

— C([0, o).

Consideraremos W'P(I,) e ¢W'?(1,) munidos da norma usual ||ul]1 pa = (f; (Ju(z)[?

+ |/ (z)|P)dx)'/P. Ainda por conta da imersao W'P(1,) — C([0,a]), existe k > 0

tal que ||u|Z, < %.HuH’f,pﬂ. Sejam
1
Ca=sup{k >0/ |Jullly < Ll[ullf, 00 Yu€ WH(L)]
€
~ 1
C., = sup{k >0/ Jullf, < = JJull? 0 Vu o lep(fa)}.
Como [u(0)]? < [Jull2, < L.|lull7, o temos

uOF < 1. [ )l + @)

donde, sem perda de generalidade supondo u(0) # 0,

a p ! p
k< / uz) + |- () dx.
o |u(0) u(0)
Podemos, assim, reescrever
Ca = inf ) ||uH11),p,oz

u€WLP(I,
u(0)=1

Lema 3.1. Temos C, crescente em a e C, decrescente em «. Mais ainda, sdo

validas:

12



(i) C, < C,, Va > 0.

(i) lim C,= lim C, =K, com

a——+00 a——+00

p—1

" (ﬁ) " sep#1

1, sep=1

Cl ~ ~
(iii) lim —= =1, lim Cha?'=1eCy =1, Va, sep=1.

a—0t a—0t
Demonstragao: Ver [Cel].

O item (iii) do Lema acima nos diz que C,, — 0 com velocidade de ordem « e que

Cy — 400 com velocidade de ordem a!'™?(p # 1), quando o — 0. Assim, com a

ajuda da figura 3.1, vemos ser possivel escolher K, Ky > 0 tais que

(3.1) Ki.f(o) SCo < Ko.f(a) e Kigpla) < Cp < Kagya),

para f(a) = min{a, K} e g,(a) = max{a'? K}

2 Y

Convém ainda observarmos que, munindo o espago W1?(I3) com a norma

s , 1/p
s = ([ Qu@p + 1 @pa) ", kers,

13



dado, e fazendo a mudanga de varidveis x = k7, u(x) = u(kT) = w(7). Teremos,

B/k
(3.2) ull? 5 = k/o (|w(7),p T+ |w/<7),p> dr = k.|||[7, 51

Obtemos assim, para tada u € W'P(I3) e u € (W'P(I3), respectivamente:

1

WO < Copllull s YueWH(I)
L~
(3:3) O < 2 Copellulll o Yu€ oW (1)

A idéia fundamental adotada por Cessenat é a utilizacao das estimativas de Sobolev
unidimensionais (3.3) sobre as curvas caracteristicas (trajetérias associadas a solugao
do problema de transporte com ¢ e f iguais a zero). De fato, tais desigualdades esti-
mam a solucao no bordo, através de seu comportamento ao longo das caracteristicas
e com um controle individual sobre sua derivada (o peso k). A esséncia dessa idéia
e o transporte das estimativas (3.3) ficardo claras durante a demonstragao do Teo-

rema 3.1. Antes de enuncia-lo, definamos mais alguns elementos:

Definicao 3.1. Para (z,v) € Q x V, seja D, ., o eizo que passa por x com dire¢ao

verT(x,v)=T1(x,v)+7_(x,0), onde 7 (x,v) = min{t > 0/x + tv € IQ}.

Representaremos por dé a medida definida em I' = 02 x V' por
d¢ = |n(x) - v|.Cr(zwydp(x)dv
e por dé‘f) a medida definida sobre I' — 'y por
de? = |n(@) - v].Crieydp(x)dv.
Por (3.1), tais medidas sao equivalentes as medidas

d¢ = min(r(x,v), K).|n(x) - v|du(z)dv
deP) = maX(T(x,U)I’p,K).]n(:c)~v|du(aﬁ)dv,

com K > 0 fixo e qualquer.
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Teorema 3.1. Seja 1 < p < +o00. Tem-se que a aplicagdo u +— w1 € continua de

W, em LP(I'; d¢).

Demonstracao. Seja u € W,. Temos

i, = [ (w0l +1o- Vot o) )dade
QxVv

— / p p au / P d d /d
= [w(xy, 2y, 0)|P + |V 5 (20, 2y, v)| |dx,dx,dv,
vV JQ Ly
ao decompormos r = x, + T, T, = e x! = x — x, (ortogonal a v), dv = dz,dz).

Seja m,(2) a projegao de 2 paralelamente a v sobre o hiperplano z/, ortogonal a
v. Temos que D,, N serd a uniao finita de intervalos J'(z),v), conforme nos
mostra a figura 3.2. Representaremos por (2, v) os respectivos comprimentos dos

intervalos J*(z),, v) = (2" (2, v), 2 (2}, v))

15



Temos entao

i (24, 2, )‘ )dxvdx dv

|w| [ o2 (et or ]

Note que (3.4) fornece que u(-, z,, v) € WP(J'), para quase todo («,v). Aplicando
a primeira desigualdade de (3.3), com k = |v| e 8 = /(2 v), obtemos
) Wl > [ [ STl Cuta e ) st

™ ol

: ) !
e, analogamente, a mesma desigualdade para com z’, (z,, v).

Por um instante, notemos que, se F' é uma funcao mensuravel definida sobre 0f2 tal

que F(z%(z,),2)) = 0, para quase todo z/,, temos

)

(3.6) i/@Zﬁ%@%m:AQ—FWU

0 ’U|

De fato, tomando f = #— e usando a férmula de Gauss, obtemos

2, (,0)
/f(x)dx = /f(xv,x;)dxvd:c;:/ Z/ f(xy, 2))dx,dz,
Q Q m(Q) T Yt (zh0)

= 7' (2, v),2)) — F(z" (2, v),2)) = ny d
[ o Z b0t~ Pt = [ Fdae)

oQ |U|
Escrevendo T (z,v) = Q(TT;"U), para (x,v) € I', estaremos designando o tempo de
permanéncia em {) de uma particula que esta entrando em {2 com velocidade v, no
ponto = € J€ (ou de uma particula que estd saindo de €2 com velocidade v, pelo
ponto z € d82). Assim, tomando F = |v].Cr(y,v)|uz(z,v)[P, onde ) = u,/ 1, por

(3.5) e (3.6) obtemos

n-v
\M%>Léﬁwﬁmwm%mwmmm

Somando as desigualdades acima (com + e -), obtemos

1
lalfy, > 5 [ Jutav)Pde,
T



donde segue o resultado. O]

A fim de enunciarmos o préximo resultado de traco, consideremos
Wi ={uew,/ wr. =0}

Teorema 3.2. Seja 1 < p < +oo. Tem-se que a aplicagao traco u — u,/T €
continua e sobrejetora de W;t em LP(T'y; dgf)) e admite inversa a direita conlinua.
Em particular, se p =1, a respectiva aplicacao € continua e sobrejetora de Wli em

LYTy; |n - vldu(x)dv), possuindo inversa a direita continua.

Demonstragao. Demonstraremos apenas o resultado para o espaco W, , 1 < p <

400, 0 caso W; segue de forma andloga.

Se repetirmos os procedimentos usados na demonstracao do Teorema 3.1, teremos,

Yu e W, ,

n(x) v, =~
lullty, > / /— = olCote -, 0) ()

lv

- / fu_ (2, 0) .Gy () - vldpa(x)dv = / ju_(z, ) PdE”

donde segue a continuidade da aplicacao

weW, w— u/r_ e LP(I_;de?).

A fim de demonstrarmos a sobrejetividade desta aplicacao, tomemos
uy € LP(I5d€™) = LP(T; Criyy [ - 0ldpdv).

Por definicao,
Crowy =  inf |2 .
(z,v) uEWIP (I, (4 09) 1,p,7(z,v)
u(0)=1

Assim, dado (z,v) € T'_ e € > 0, deve existir &, € W'?((x, 2 + 7(z,v).v)) tal que
Con(@+T(T,0)0) =0,&,(x)=1¢e

||€I,’U‘|11),p77(m7v),‘v|7"u‘ = |/U"HwH11?7p,T(x,v) < ”U|‘CT(33,U)<]‘ + 6)’
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conforme estabelecido anteriormente ao Lema 3.1.

Obtemos entao,

(3.7) [1€e0l7

|U| CT(:E’U) + ‘€|U‘ C (z,v)

Lp,7(z,0).Jvf,Jv]

Seja u(z,v) = up(x — 7—(2,v).0).& ().

Utilizando a estimativa ( em (3.4), obtemos

iy, </ / (o€t + ol G-, )P i)
< woll, dg@)+e||uo||f;p(n;d@).

Segue da estimativa acima que u € W, e, portanto, a sobrejetividade da aplicagao

trago estd provada (uma vez que, trivialmente, tem-se u,r_ = wg). Mais ainda,

esta nos diz que a aplicacao possui inversa a direita continua. Il

Teorema 3.3. As aplicagoes de trago vy : uw — u,p, sao continuas, sobrejetivas e

com inversas a direita continuas de W, em LP(I'y;d€), para 1 < p < +00.

Demonstracgao. Analoga a demonstragao do Teorema 2.2, ao repetirmos a idéia da

escolha minimal de £ estabelecida sobre a definicao de

Crizy) = inf ull? ,
(@) wEWLP(I, (4 0) I I Lp7(z,0)
u(0)=1
ao invés de sobre a definicao de 67(17@. O

Sejam

Wy={uew,/ w/r, € Ty |n-vidudv) e w/v_ € LT |- vldpdv) }

Wy={ueW,/ u/r, € Tde?) e u/r e (T3dE?)}

18



Proposicao 3.1. Seja 1 < p < +00 e considere 0s conjuntos

B~ fuemn) <)
Wt = {u EW,/ u/r. € L”(Fi;dgf))}-

Temos entao:

—

. A _ N+ _ —_ S .
(i) Wy = W =W, com normas equivalentes;

(ii) Sep>1ep € tal que 117 + ]% =1, € vdlida a formula de Gauss

/ div »(uy.ug.v)dxdv = /(n(cr) v).uq (o, v)us (o, v)du(o)dv,
QxV r

Vu € Wi euy € Wy
(iii) Wy, =W =W,
(iv) VNVp e Wp sao densos em W,;

(v) Parap =1, tem-se Wy = Wi.

Demonstragao. Mostremos (i) e (ii). Seja ¢ € CH(R) e u € C(V;C*)). Para

cada v € V, temos, pelo Teorema de Gauss,

(3.8)
[ o) vyup(win(o) = [ (o Vuletw)+ug@lds+ [ n(o)-vluplu)d(o)

Para p > 2, consideremos o(s) = s.[s|P72. Temos ¢ € C1(R) e (3.8) torna-se
(3.9) /
r

Da desigualdade de Young obtemos

1 1
(3.10) / lv - V| |ulP~tdr < - / v - VulPdr + — / |u|Pdx.
Q P Jao P Ja
19
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Q

(v Vu)ululP~2dz + / (o) - ol [uPdu(o).
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Aplicando a desigualdade triangular no termo do lado direito de (3.9), substituindo

(3.10) e integrando ambos os lados da estimativa obtida sobre V', obtemos

/r (o) - vl fu(o, v)Pdu(o)dv < C-ful .
F

onde C' > 0 é uma constante que depende apenas de p e

1/p
(3.11) [|ullype = (HUHWP +/1“ In(o) - vl.|u(o, v)‘Pdﬂ(a)dU) .
+
Obtemos o caso geral de (i) e (ii) por densidade.

p—2

Para 1 < p < 2, consideremos ¢ (s) = s.(e + s%) = .

Temos ¢ € CY(R), @(s) = s.lsl™% @lls) = (0= DIsP™> Jpe(s)] < [sf~ e

e—0 e—0

[L(s) < (p—1).[sP2 + 570

Pelo Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos (3.9) de (3.8). Um

novo argumento de densidade prova (i) e (ii) no caso geral enunciado.

—_— ——

(iii) Afirmamos que )7\7; C 17\7];. A inclusao em sentido oposto ¢é igualmente valida

e possui demonstracao analoga.

Seja u € le, isto é, u € W, tal que u/p, := g € LP(I'y; dgf)). Pelo Teorema 3.2,
existe ug € W; tal que ug,/r, = g4. Ora, temos portanto u —ug € W, e,
novamente pelo Teorema 3.2, u,/r_ = (u — ug) /1. € LP(F_;dg@), donde segue

nossa afirmacao.

(iv) Por conta do Lema 3.1, temos C, < K < 5a, donde seguem as inclusoes
(densas)

LP(Ty; d€P) — LP(Dy: [n.v|dpdv) < LP(Ty; dE).

Assim, dado w € W, com v,/ v, = g4 € LP(I';;d), podemos tomar uma sequéncia

{gn}, gn € LP(I'y; dY)), tal que g, — ¢,. Por conta do Teorema 3.3, obtemos u €
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W, eu, € W; tais que u,, — u em W,, com u,,/r, = g, € 0/, = g+. Obtemos,

assim, w :=u —u € W, e, portanto, w + u, € W, com lim w+u, =w+u=u.
n—-+o00

v) Obvio. O

Corolario 1. Temos o sequinte diagrama, no qual todas as inclusoes sao densas e
0s operadores traco v+ sobre I'y sao continuos e possuidores de inversa a direita

continua:

W, — W, — W,

| | |

L2(Py; dEL) —— LMLl - oldpdv) —— LP(Ts; de)

O corolario acima caracteriza totalmente o quadro geral da teoria de trago para
os espacos W,. A seguir, enunciaremos um resultado que garante a existéncia de
u € W, que satisfaz, simultaneamente, a duas condicoes de fronteira g4 e g_, dadas
a priori, desde que g, e g_ nao promovam um “salto muito grande”nos pontos de

Iy

Teorema 3.4. Dadas g4 e g, g+ € LP(I'y;d¢), existe u € W, tal que v (u) = g4

ev_(u) = g_ se, e somente se,

/ 19— (@ — (2, 0)0,0) — g4 (2, 0)Poxe ({2, 0))dEP) < +oo,
Ly
onde

0, r>e¢;

Xe(r) =
1, 0<r<e, paraalgum € > 0 dado.

Demonstragao. Ver [Ce2]. O
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4 O Problema Direto

Conforme discutido na secao 1, consideraremos o problema

)
%ty Vou+ qu= Kylu]

(4.1) u(t,o,v) = p(t,o,0), (0,0) e, te(0,T)(ouR)

u(0,z,v) =0, (x,0) €Q XV,

\

onde Kylu] = [, f(z,v',v).u(t, z,v")dv'.

No que faremos a seguir, g e f deverao satisfazer algumas das condicoes de admis-

sibilidade, abaixo enumeradas:

(i) g€ L®Qx V) (4.2)

(i) 0 < f(z,0',) € LYV), para quase todo (z,v') € Q x V e g,(z,0v) =
Jy flz, o' v)dv € L*(Q x V)

(i) [, [f(z, v, v)|dv" < My e [, |f(z,v'v)|dv < My, quase sempre em Q x V.

(iv) Condicao de Sub-Criticalidade

sup T(I,U/>./ [z, v v)dv < 1,
(z,0")eQXV 1%

onde 7(x,v") = 7y (z,v") + 7_(x,v") e To(z,v") = min{t > 0/x £ t.v' € IN}.

Escreveremos, simplesmente, ||7.gp||o < 1.

Inicialmente, suponhamos que g e f satisfacam o par de condi¢oes de admissibilidade

(i) e (ii), ou o par (i) e (iii), de (4.2).

Por conta do Corolario 3.1, que de certa forma reune toda teoria do trago para

(4.1), associada aos espagos W, consideremos A : D(A) — LP(Q x V) o operador
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(Au)(z,v) = v - Vu(z,v), onde

D(A) = {u € Wp/v_(u) = O}.

Proposigao 4.1. O operador (A, D(A)) é acretivo em LP(Q2x V'), paral < p < 400,

isto €, tem-se

||U + )\AUHLP(QXV) > ||u||LP(Q><V)7 Yu € l)(_A)7 YV A>0.

Demonstragao. B suficiente provarmos que ||u + Au||zr@xyv) = 1, Y u € D(A) tal

que [[ulLr@xv) = 1.
Inicialmente, provaremos o caso 1 < p < 4o00.

Seja u € C(V;C(Q)) tal que u=0em I'_ e ||u||rpx1) = 1. Temos

WHAwmmm—wQ/ (u+ v+ Vo) wdadv, ]l o oy = 1},

QxV

onde %4— % = 1. Tomando w = |u|P"2.u, temos w € LP (2 x V) e wll Lo xvy = 1-

Portanto,

|u + Aul|rxv) = / (\u(:v, V)P 4 |z, v) P2z, v).(v - Voul(z, v)))dwdv.

QxV

Como |u(z,v)|P~2.u(x,v)v - Vou(r,v) = %.divx(v.\u(az,vﬂp), o Teorema de Gauss

fornece

1
[ lute ol uta, o Vot vde = [ nlo) - vlu(e0)Pdo > 0
Q pJr

v
+

donde segue que ||u + Aul|zrxv) = o, [u(z,v)[Pdedv = 1.
A conclusao segue pelo argumento tradicional de densidade.

O caso restante, p = 1, segue igualmente por um argumento de densidade e pelo fato

que ||ul|rr@xvy = |Jullrr@@xv) quando p — 11, Vu € L*(Q x V)N L' (Qx V). O
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A seguir, provaremos que A é um operador maximal. Para isso, consideramos, para

u € LP(Q2 x V), aextensao u: R" x V — R,

u(z,v), se(z,v)eQxV
u(z,t) =

0, caso contrario.

Claramente, o operador u — u é continuo de LP(2 x V') em LP(R" x V).

Consideraremos ainda o operador Ly : LP(2 x V) — LP(Q2 x V') definido por
+oo
(Lyu)(z,v) = / e *u(x — Asv,v)ds, (x,v) € A x V.
0

O lema enunciado abaixo exibe algumas propriedades do operador Ly, que serao

importantes na demonstracao da maximalidade do operador A.

Lema 4.1. O operador Ly satisfaz as sequintes propriedades, para cada 1 < p <

+o00!

(i) Ly € L(LP(Qx V), LP(Q2 x V) e ||La||« < 1, onde ||.||« indica a norma usual
de operadores em L(LP(2 x V'), LP(Q2 x V));

(i) Vu € LP(Qx V), Lyu — uem LP(Q x V);

(111) (I +NA)(Lyu) = u, Yu € LP(Q x V);
(v) Ly € LILP(QX X V), W), [|Lallccer@xvym,) < 35

A

(v) Lyu € D(A), Vu € LP(Q x V).
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Demonstracgao.
(i) Seja u € LP(Q2 x V). Entao,
+oo
|(Lyu)(z,v)] < / e % |u(x — Asv,v)|ds
0

< </0+00 e_sds> 1/p'.</0+00 e’ |u(x — )\sv,v)|pds> o

+o0 _ 1/p
— (/ e *lu(z — Asv, v)]%s) :
0

donde
400
/\(L,\u)(x,v)\pdng es(/ ]’d(:v—ksv,v)]%x)ds
Q 0 Q
+oo
< [ e ([ tatworag)ds
0 Rn
(4'3) = HU('W)H}EP(Q)-

Integrando ambos os lados da expressao (4.3) sobre V', obtemos ||Lyu||zrxv)

< | r@xv)-

(ii) Notemos que

Lyu(xz,v) —u(z,v) = /0+00 e’ (ﬂ(x — Asv,v) — u(z, v))ds.

Por conta da desigualdade do Holder, temos

+oo
(4.4) |Lyu(z,v) —u(z,v)P < / e ’lu(z — Asv,v) — u(z,v)|Pds.
0

Integrando ambos os lados de (4.4) sobre 2 e aplicando o Teorema de Fubini, obte-

mos

(4.5) /Q |Lyu(z,v) — u(z,v)[Pdr < /O+OO e_s< - |u(z — sAv,v) — u(z, v)|pdx> ds.

Como o operador-translacao (7,g)(z) = g(z — Asv) gera um grupo continuo de

isometrias em LP(R™), 1 < p < o0, isto é, /l\in%)||7',\g—g|]p =0, o Teorema da

25



Convergéncia Dominada de Lebesgue conclui a demonstragao, ao tomarmos A — 0

em (4.5).

(iii) Aplicando o Teorema de Fubini, nao é dificil verificarmos que o operador adjunto
de L) é dado por
+00
(L u)(z,v) = / e *u(x 4+ Asv,v)ds,
0

uma vez que

/Q V(L,\u)(x,v).w(x,v)dxdv:/ (L w)(z,v).u(x,v)dzdv,

QxV

Yu € LP(Q x V), Yw € LP (Q x V). Mas ainda, para u € LP(Q x V),

(Ll o)) = [ o) igla)da, Vi € CR(@).

Por outro lado,
+oo
Li(Mp)(z) = A\ / e *v - Vo(x + Asv)ds
0

+oo d
- /0 6_5£~<1’ + Asv)ds

= —px) + (Lyp)(x), Ve eGP Q).
Logo,
(Lyu,p) = /Q uLpdr = / aLjeds = / Cifp+ Ly V)l
>+/nﬂL§(Av-ch)

(u,
= (u,) + (Lyu, \v - V)
(

u—Av- V<L)\U>, @)7

donde (I + AA)(Lyu) = u, no sentido das distribui¢oes em Q.

(iv) Como AA(Lyu) = u — Lyu € LP(Q2 x V'), obtemos Lyu € W,. Mais ainda,

1
A
2
< XHUHLP(QX\/)-

[Aulliony < 5 (Ilullr@er + 1 Laullr@)
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(v) A fim de mostrarmos que Lyu € D(A), notamos que, se u € C(Q x V), é
claro que u € LP(2 x V) e Lyu = 0, em I'_. O caso geral segue, novamente, por

densidade. 0

Proposigao 4.2. A € um operador mazimal. Se f € LP(Q2x V) eu € D(A) € uma
solugao de u+ Au = f, entao f > 0 quase sempre em 2 X V implica em u > 0

quase sempre em 2 X V. Mais ainda, tem-se

ul[Lrxvy < [1f]eroxvy-

Demonstragao. Dada f € LP(2 x V), 1 < p < 400, o Lema 4.1 garante que
u:= Ly f(z,v) = 0+OO e~* f(z — sv,v)ds estd em D(A) e é solucio de u + Au = f.

Claramente, se f > 0, temos u > 0.

Se fe L'(Q2xV)ewvéasolugao de w + Aw = |f], entdo w > 0 e —|f] < f < |f]

implica |u| < w. Integrando sobre €2 x V| obtemos

l[ull L @xv) < / w(z,v)drdv < / (w(m,v)—i—Aw(m,v))dmdv = || fllrxvy- O
QxVv QxVv

Por conta das proposigoes (4.1) e (4.2) e do Teorema de Lumer-Hille-Yosida(|Gol] Teorema
3.3, pag.26), A é o gerador infinitesimal de um semigrupo positivo de contragoes
{Up(t)}+ >0 em LP(Q2 x V). Para um par (¢(x), f(z,v',v)) que satisfaz as condigoes
de admissibilidade (4.2) (i) e (ii), definamos os operadores B, Ky € L(LP(Q2 x
V), LP(Q x V), por Bu(z,v) = q(x).u(z,v) e K¢[u] = [, flz, v, v)u(z,v")dv'.
Claramente, se ||.||. indica a norma usual de operadores em L(LP(QxV); LP(QxV)),

temos || B[, < HQHLN(QXV) e[| K|l < HQpHL‘”(QxV)'

Por conta do Teorema da Pertubacdo Limitada([Gol|Teorema 6.4, pag.40), o oper-
ador A+ B — Ky : D(A) — LP(Q x V) é o gerador infinitesimal de um semigrupo
continuo {U(t)}+ > o em LP(Qx V). Se {Uy(t) }+ > o for o semigrupo gerado por A+ B,
temos

Uy (t)u = U(.l" — tv, v)e_ Jo q(”_sv)ds’
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donde ||U;(t)|]« < 1. Como ||e 7|, < elllEsll- segue que U(t) é exponencialmente

limitado ||U(t)[|« < e, com C' = ||gp]|r@xv)

Analogamente, se o par (g, f) satisfizer o par de condigoes de admissibilidade (4.2) (i)

e (iii) obteremos a mesma estimativa para ||U(t)||., mas com C' = ||q_||r@xv)+Moa.

Uma vez que a condi¢ao de sub-criticalidade (4.2) (iv) seja satisfeita, é possivel
obtermos uma limitacdo uniforme para U(t), isto é, ||U(t)||. < K, para algum

K > 0 (ver [RS], Teorema XI.95).

Por conta dos resultados de traco obtidos na secao 3 e da existéncia do semi-
grupo U(t), dada ¢ em LP(0,T; LP(I'_; |n - v|dudv)), existe uma tnica solugao u €

C([0,T; W,) nCH[0,T); LP(2 x V')) para (4.1).

5 O Operador Albedo

Definigao 5.1. Seja ¢ € LP(0,T; LP(I'_; |n-v|dudv)). Seja (q, f) um par que satis-
faz as condigoes de admissibilidade (4.2) (i) e (ii) ou (i) e (iit) e w € C([0,T7; Wp)ﬂ
CH([0,T); LP(2 x V')) a solugao do problema (4.1) associado, com condigdo de fron-
teira entrante p_. Seja o € LP(0,T; LP(I'y;|n - v|dudv)) o trago de u sobre T'y,
O = viu, onde Yy : VNV; — LP(T'y;|n - v|dudv) é o operador trago correspon-

dente exibido no Coroldrio 3.1. Desta forma, podemos definir o operador ALBEDO,
associado a (4.1), por

Ag,p o LP(0, T LP(I'; [ - v|dpdv)) — LP(0,T; LP(y|n - v|dpdv)),

com A, pp— = 4. Por conta da linearidade do problema (4.1) e do operador 4,

Ag. s € igualmente linear. A continuidade do operador Ay ¢ € garantida por conta da
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continuidade da inversa a direita do operador v_ e da estimativa

/ [u(, 0)"In().vldu(o)dv < CllullF,
'y P

obtida na demonstracao da Proposicao 3.1.

Cabe-nos observar que podemos definir o operador ALBEDO, associado ao problema
(4.1), de uma maneira anéloga aquela exposta na Defini¢ao 5.1, mas com um pouco
mais de liberdade no que diz respeito as nossas acoes no tempo. De fato, dada

p € L2(R; LP(I'_; |n - v|dpdv)), podemos garantir que

Ay rp € Lio(R; LP(Ty5 [ - v]dpdv))

loc

. No entanto, definindo A, ; entre estes espacos, nao obteremos um operador limi-

tado. Isto se deve ao fato de que a constante C' > 0 para a qual se tem

[ Ag, sl Lo o700 s noldpany) < C (D)@l Lo o7;Le @ jn-vldudo))

(continuidade do operador A, : LP(0,T; LP(I'_; |n - v|dpdv)) — LP(0,T; LP(T'4; |n -
v|dudv))), na Defini¢ao 5.1, depende do intervalo sobre o qual reside nossa variavel
temporal. Em [ChST], Choulli e Stefanov detalharam bastante esta questdo, essen-

cialmente no caso p = 1.

Ao considerarmos o operador ALBEDO definido como
Ags+ Le(R; LP(T s [ - v]dudv)) — Li(R; LP(Ty5 | - v|dpdv))

A, ro = u/RxT',, podemos adotar a seguinte interpretacao: ao injetarmos particulas
na fronteira entrante por um tempo finito, conseguiremos avaliar a saida obtida, den-
tro de qualquer periodo de tempo-finito desejado. No entanto, por conta de energia
do sistema ser apenas exponencialmente limitada, isto é, ||U(t)|]. < e, ndo podere-
mos garantir que o fluxo sainte possuird medida finita, pelo menos nao no caso desta

medida ser realizada durante um intervalo de tempo ilimitado.
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Conforme demonstrado por Choulli e Stefanov ([ChST], Teorema 1.2 e [RS], Teorema
X1.96), ao exigirmos que a condi¢ao de sub-criticalidade (4.2) (iv) seja satisfeita pelo
par (g, f), além de (4.2) (i), (ii) ou (i), (iii), obteremos um sistema cuja energia é
uniformemente limitada, isto é, para a qual ||U(t)||, < K. Tal fato é suficiente
para se garantir que o operador ALBEDO seja estendivel a um operador A, s :
LY (R x T_;|n-vldudvdt) — LY(R x T'y; |n - v|dudvdt), continuo entre tais espagos.
Desta forma, poderemos estabelecer medidas do fluxo sainte com resultado sempre
finito, independentemente do tempo de medi¢ao ou do tempo de injecao de particulas

na fronteira entrante (desde que esta seja L).

A relacao entre a condicao de sub-criticalidade e a extensao do operador ALBEDO
passa pela existéncia do operador de espalhamento S (ver [RS|, pag. 248) e pela
extensao deste operador & L'(R x V). Nao trataremos deste operador aqui, uma vez
que as estimativas de estabilidade e os resultados de identificacao que discutiremos se
relacionam (diretamente) apenas com o operador ALBEDO. De qualquer maneira,
o leitor nao deve se sentir lesado pela nao exposicao da Teoria de Espalhamento
para o problema do Transporte em foco, uma vez que S pode ser obtido a partir de
A, r pela conjugacgao do proprio com operadores inversiveis isométricos (ver [ChST],
Teorema 1.2). Em um certo sentido (pelo menos no caso €2 convexo), S e A, s sao

“o mesmo operador”.

Decomposicao Singular da Solucao Fundamental e

o Nicleo do Operador ALBEDO A,

A idéia central utilizada por Choulli e Stefanov em seu artigo sobre a identificacao e
a reconstrucao dos coeficientes ¢ e f na equagao do transporte, a partir do conheci-

mento do operador ALBEDO, ou do operador de espalhamento, foi a decomposicao
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da solucao do seguinte problema especial:

(

4y Vou+ qu = Kylul

(5.1) u/ 1«0 =0(x — 2’ —tv).0(v —0'), teR

u(0,z,v) =0,

\

onde § ¢ a func@o de Dirac no R™ de concentragao em zero e (z/,0") € R* x (V —{0}).

Teorema 5.1. O problema (5.1) possui wma unica solugio u# (t,z, v, 2/, v') = uf +

ufé + uf , onde

wlf = e Jo T alemon)ds S0 o 4)5(v — o)

+o00
u# = / e fos q(ﬂi—TU,U)dT' e~ fOJFOO q(aj—s’U—TU/,’Ul)dT
0

flx —sv,v",0)d(x — sv — (t — 8)v" — 2')ds

ui € C(R; L2 (RY, x Viy; LMR? x %)))

loc

Demonstracao. Ver [Ch/ST]. O

Essencialmente, u# , uf&, uf, representam, respectivamente, as densidades de particulas

que atravessam () sem sofrer qualquer colisao, de particulas que atravessam () e
sofrem exatamente uma colisao e de particulas que atravessam () sofrendo duas, ou

mais, colisoes.

A decomposicao fornecida pelo Teorema 5.1 possibilita uma decomposicao seme-

lhante para o ntcleo do operador ALBEDO:

Teorema 5.2. Seja (q, f) um par de coeficientes que satisfazem as condigoes de

admissibilidade (4.2) (i) e (ii) e consideremos o operador ALBEDO

Agy: Le(R; LT 5 |- v|dpdv)) — Li (R; L' (T | - v]dudv)),

loc
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associado ao problema (4.1). O operador A,y € um operador integral cujo nicleo

possui a forma ¢(t—t',x,v,2',v"), isto €, para g_ € LL(R; LY(T'_;|n-v|dudv)), temos

(Agr9-)(t, x,v) = / ot —t', x v, 2", 0).g (', 2, 0" )du(x)dv'dt’

RxI'—
€ Lipe(R; LTy - v|dpdv)),

loc

onde
o(r,z,v, 2" 0") = alr, z,v,2' 0" + B(1, z,v,2',0)
+ (1, x, 0,2, 0"), (x,0) e Ty, (2, 0") € T
com
’or - fT_<I’U> q(z—sv,v)ds /
a(t,z,v, 2" v') = e Jo ES @)y (v = V)01 (T — T_(2,V))
+ _
/6(7—7 f]:, U7 $,7 Ul) - / N e fOS q(Ct*p’U,’U)dpef fOT? (oo q(xfsvfpv’,v’)dp
0

(T — s —T1_(z—sv,0V")) f(x — 50,0, 0)0(4—sv—r_(2—sv0)r} (T)dS

n(a’) - /|71y € L%(T o L (Res LT3 [ - vldudv))).

loc

Mais ainda, se (q, f) satisfizer a condi¢do de sub-criticalidade (4.2) (iv), teremos
Agp: LHR x T_; |- v|dudvdt’) — LYR x T'y;|n - v|dudvdt)
limitado e, consequentemente, o resultado valido

Vg € LNR x T_;|n-vldudvdt') e (Ay9-)(t,z,v) € L' (R x T'y; |77.v|d,udvdt>.

Demonstracao. Ver [ChST].
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Capitulo 1
Um Primeiro Resultado de

Estabilidade

Para  C R", n > 2, um aberto satisfazendo & definicdo 2.1 e V = S"7L, a esfera

unitaria do R™, consideremos o problema

;

8_1156 (t,z,w) +w- Vyu(t,z,w) + q(x).ult,z,w) = Kflul(t,z,w)

(1) u(t,o,w) = p(t,o,w), (o,w)el_, te(0,7T)

u(0,z,w) =0, (r,w)eQXV,

onde Kyfu] = [, f(z, ', w).u(t,z,w)dw’, T > diam(Q) e com (g, f) satisfazendo as
condigoes de admissibilidade 4.2 (i) e (iii).

Conforme definido na definigao 5.1, consideremos o operador ALBEDO

Agg : (0, DT - wldudwo) ) — L7(0,T5 L(T | - wldpud)

Ay tlpl(t,o,w) = u(t,v,w), (o,w)ely, te(0,T).

Dados dois pares (qi, f1) € (gq, f2) satisfazendo (4.2) (i) e (iii), escreveremos A; =
Ag..r., i =1,2, os operadores ALBEDO associados a (1), acima definidos.
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Nosso principal resultado pode ser enunciado[MCR]:

Teorema 1. Suponhamos que ||qi||oc < M, para algum M >0 e

fi € L¥(Q; LA(V x V), i =1,2. Se T > diam(RY), entio existe C = C(M) > 0 tal
g — @2llg-1200) < C-[ A1 — Asff1,

onde ||.||, indica a norma usual de operadores em

£(L2(0,T: DU |y - wldpudw)); LP(0,T5 LM (T3 | - wlduds) ).

n
Mais ainda, se q1, q; € H2"°(Q), para algum s > 0 e ||g; <M,i=1,2,

| =,
H21(Q)
entao, para cada 0 < r < s, existe C, > 0 tal que

o(r
=@l n, < CrllAr— A1,
H27(Q)

onde 0(r) = 7124552;1)1

Em particular, para cada 0 < r < s, existe C, tal que ||g1 — go||oe < 5r.||A1—A2||f(T).
A fim de demonstrarmos o Teorema 1, precisaremos de trés resultados auxiliares.

Consideremos o problema-adjunto associado ao problema (1):
(Ov
yn (t,r,w) +w- Vyou(t,z,w) — q(x) vt z,w) = =K;[](t,r,w)

(2) o(t,o,w) = (t,o,w), (o,w)el,, te(0,T)

v(T,z,w) =0, (r,w)eNXV,

\

onde § € LV (0,3 L7 (T3 | - wldpudw)), pf € [1,400), 2+ L = 1, K3[o](t, 2,0) =

[y f(z, ' w).u(t, z,w)dw e cujo correspondente operador ALBEDO A ; ¢ dado por
App o (0.5 17 (T - wldpudw) ) — D7 (0,75 L7 (03 I - wldpdw) ),

2t o w) = v(t,o,w), (o,w) €T
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Lema 1. Sejap € LP(0,T; LP(I'_; |n-w|dpdw)) ey € LY (0,T; LY (I'y; |n-w|dpdw)),

onde p e p' € (1,+00) sao tais que %—k z% = 1. Temos entao

/0/(n(a)'wW(t’U’W)A;,f[¢](t;U,u))d,u(a)dwclt

—= [ [ o))t ) Ag 101 0 )l ) .

Demonstragao. Seja u(t, x,w) a solugao do problema (1) com condigao de fronteira
¢ e v(t,x,w) a solu¢do do problema (2) com condigao de fronteira ). Multiplicando
ambos os lados da equagao do problema (1) por v e integrando-os sobre 2 x V|
obtemos

/ @.vdmdw + / w - Vu.v dedw + / q(z).uvdrdw = K¢lu].vdedw.
QxV ot QxV QxV QxV

Integrando por partes a primeira parcela do lado esquerdo da equacao acima e uti-
lizando a Identidade de Gauss enunciada na proposicao 3.1, (ii), obtemos o resultado

integrando ambos os lados de 0 a 7. [

Lema 2. Sejam T > 0 e (q1, f1), (q2, f2) pares satisfazendo as condi¢oes de
admissibilidade (4.2), (i) e (iii). Seja uy a solugao do problema (1) com (g, f) =
(q1, f1) e condi¢ao de fronteira p € LP(0,T; LP(I'_;|n - w|dudw)), p € (1,+00) e
ve a solug¢do do problema (2), com (q,f) = (qo, f2) e condicao de fronteira b €
LP(0,T; LP (T4 |n - wldpdw)), 2 + % = 1. Temos

p p
T
[ [ @@ - )t
0 QxV
T
+/ Kp_plu](t, z,w).v(t, x,w)drdwdt
0 QxV
T
= [ | o)) [Aulel Al ¢ .0)0t0, ),
0 +
onde A; = Ag, 5,, 1= 1,2.
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Demonstragao. Fazendo u = u; em (1), v = vy em (2) e, a seguir, multiplicando a
equagao de (1) por vy e a equagao de (2) por uy, integrando-as sobre [0,7] x Q x V

e somando-as, obtemos

T 8U1 Gvg T
/ / el V9 + — - urdrdwdt + / / w - Vu1.09 + w - Vug.uy dedwdt
o Jaxv Ot ot o Jaxv

T T
+/ / (1 — q2)u1.v2 drdwdt = / Ky _p,[ur].ve dedwdt.
0 QxVv 0 QxV

A primeira integral do membro esquerdo da equacao acima é nula. Aplicando a

Identidade de Gauss e o Lema 1, obtemos o resultado. O

Lema 3. Sejam T > 0 e (q1, f1), (q2, f2) pares satisfazendo as condi¢oes de
admissibilidade (4,2), (i)e (iii). Sejam 11, ¥y € C(V;C3(R™)) tais que

(3) supp (Y1(w,.)) NQ = (supp (Y2(w,)) —Tw)NQ =0, VweV

Entao, existe Coy > 0 tal que, para cada X > 0 , existem R ) € C([O,T];Wp) e

—~

R5, € C([0, T]; Wy) satisfazendo

(4) [ Rialleqoyze@xvy < Co, (1B Ml orr oxvy) < Co,

Vp, p' € (1,400) tais que 1% + ]% =1, para os quais as fungoes uy e vy definidas por

d

va(t, x,w) = o(x — tw, w).elo B(e—sw)ds—iX(t-ws) R5,\(t,7,w)

sao solugdes de (1) com (q, f) = (q1, f1) e de (2) com (q, f) = (qo, f2), respectiva-

mente. Mais ainda, se f1, fo € L>=(Q; L2(V xV)), temos/\lim [|R1 Al 220,11 x00xv) =
——+00

)\EIJPOJ’R;)\HLQ([O,T]XQXV) = 0.

Demonstracgao. Seja

(6) u(t,z,w) = P1(r — tw,w).e” Jo @(e-sw)dstir(t—wa) 4 R(t,x,w).
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E imediato que

% +w-Vu+q.u— Ky u] = %_1;% +w-VR+q.R— K [R] — ™.z 5,

onde
21t z,w) = / filz, o' w)ah (x — t' W').e” Ji @ (a—sw'yds—ide"w g 1
14

Seja Ry, € CY([0,T); LP(2 x V) N C([0,T]; D(A)), a solugdao do problema

(OR ,
E +w - VR+ qu = Kfl[R] -+ €Z>\t.217)\

(7) R(t,o,w) =0, (o,w)eT_

R(0,w,z) =0, (z,w)€eQxV.
\

A escolha acerca dos suportes das fungoes v; em (3) faz com que u, definida em (6),

satisfaga o problema (1) com condigao de fronteira

o(t,o,w) =(0 — tw,w).e” Is Qlo—swydstidee (5 ) e T_.

Multiplicando ambos os lados da equagdo em (7) pelo complexo conjugado de
|R|P~2.R, integrando-a sobre Q x V e tomando a sua parte real, obtemos, usando a
proposigao 3.1 e lembrando que R € LP(Q x V), que
1 d
pdt Joy
—Re( ) VKfl [R(t)]\R(t)Wmdwdx)
x

n(0) - w|R(t)Pdwdor + / a1 | R(D)Pdwd
QxV

1
|R(t)|Pdwdz + - /
P

Iy

~ Re (ei)‘t /Q s ROP R dwdw)

Ao aplicarmos a desigualdade de Holder e as estimativos relativas a f; em (4,2) (iii),

obtemos

/Q y [Kp [ROILRO) dwdz < Gy IR oy
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com C, = M} - My < maz{My, My}

Decompondo ¢; = ¢ — ¢, , obtemos

1d 1
- — |R(t)|Pdwdx + —/ n(o) - w|R(t)[Pdwdo + / q | R(t)|Pdwdzx
pdt Joxv PJr, axv

= Re( ) VKfl [R(t)].|R(t)|p2%dwdx)

+Re <em / zia(t).|R()[P2R(t) dwdm) + / qi .| R(t)|Pdwdz.
QxV QxVv

Assim, aplicando a desigualdade de Holder na segunda integral do segundo membro

da equacao acima, obteremos

1 d 1
HR( )||LP(Q><V Cy-||R(t )||LP(Q><V _'HZL)\HI/;p(QXV)

HIRO Lo @y + a1 oo 1RO Lo vy

donde
T ROZo@xvy < P-CUIRO o xvy + 121 To @1y

onde C1 = ||¢; |0 + maz{M;y, My} + 1.

A desigualdade de Gronwall fornece

HR( )HLP Q><V Hzl,)\ng(va)-epTCl, Vt E [O,T]

A primeira desigualdade em (4) segue de imediato, ao observarmos que |z (¢, z,w)|
< |1 ]|so-€ll 1o T M. A segunda desigualdade em (4) segue analogamente, uma
vez que os argumentos utilizados acima sao igualmente vélidos para vy e R}, com

p’ no lugar de p.

Suponhamos agora que f € L>(Q; L*(V x V')). Neste caso, repetindo mais uma vez

os argumentos dispostos acima, obteremos

(8) 1RO Z20xv) < Nlerallzzery €77, V€ (0,T]
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com Cy = lg1 |loo + | fl] = @ir2vxvy) + 1.

Para cada z € R", a aplicacdo w s €A%

converge fracamente para zero em L*(V),
quando A — +oo. Como o operador integral cujo nicleo é fi(z,-,-) é compacto
em L?(V), obtemos /\ETOOHZL)\(L z,-)||L2(vy = 0, quase sempre em [0, 7] x €, donde
segue a existéncia de C' > 0, independente de A, para a qual ||z (¢, 7, -)||z2v) < C.

O Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue fornece

9) /\ETOO l|z1a]l 20, x0xvy) = 0

Por conta de (9) e (8), obtemos

Demonstracao do Teorema 1. Seja ¢ = w

— Q/dist(x,Q) < e}. Sejam y € C(V) e &, ¥ € C°(€).). Definamos ¢ (z,w) =
X(w).®(x) e Po(x,w) = ¥(x). Como T > diam(£2), temos que 1y e 1) satisfazem

e considere Q. = {x €

(3), donde podemos considerar u; e vy conforme definidos em (5). Sendo f = f1 — fo

e p = q1 — ¢z, temos, por conta do Lema 2,

x).e” Js pla=swldsy (). ®(x — tw) ¥ (x — tw)drdwdt

QxVv
T
+ / / 2\t x, w)¥(z — tu}).eft;s Ge—sw)dstidox qodoydt + T,
QxV

< ‘ ’“’41 - A ’ |P' ’ |SD‘ ‘LP(O’T§L7’(F7§|7I'W|d#dW>) : ‘ ‘w| ‘LP/(O,T;LP, (T+;|n-wldudw))
onde

At z,w) = [, flr, o w).x(W)e(x - tw').e~N" e fo Du@—se)ds g

g p(t,o,w) = x(w).®(o — tw).e“‘(t_w"f)—fé5 Qi(o—sw)ds

b(t,0,w) = U(0 — tw).eo Blo—sw)ds=iX(i-wo)

\
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e I, representa a soma dos integrais contendo termos em R\ e R ,. De fato, basta

notarmos que

Am—&mw@wwmmmw®WA

Iy

T
S/O (AL = A) [Pl (O o0y pwtdpdio) - O O Lo (0ol dacder) A

T 1/p T 1/p
< (] 16 = A Ayt ) - ([ IOy

< [(Ar = A) [Pl llspl 2o 0,730 0wt [N Lo 0,2, 0" (0ol

/

Como Ry 5, R, e z) convergem para zero em L2([0,T] x Q x V'), obtemos, passando

o limite A — +o0,

x).e” Is pla=swdsy (). ®(x — tw). U (x — tw)dedwdt

R xV
< [lA = A2||p“|90||Lp(07T;L”(F—;|77'w\dudw))||¢||LP'(O,T;LP/(F+;|77-w|d,udw))‘

Agora, como
T t
/ / p(x).e” Jo p(x_sw)dsx(w) O(x — tw). V(x — tw)drdwdt
RrxV
/ / p(y + tw).e™ Jo PUFs)sy () B (y). T (y)dydwdt
nxV

/RW [1— eI ol ]y () @ (y). W(y)dys

temos

[ -] o) ) w0y
R xV

< | |A1 o "4'2| ‘P' ’ |90‘ |LP(O>T2LF(F7§|77'W|deW)) : ‘ |1/}| ‘Lp/ (0,T;LP (T4 ;|n-w|dudw)) -

Note que

) (Nl om0 @osppwldpdeyy < Crel|¥]|zoo®ny, para algum Cy(T, M, [V, |09Q]) >
0.
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(ii) lm [lol[reorize(r_snwlduds)) = |[@ll2r 0,70 (0 pwidude))-
p—1t

(iii) limsup || A; — Asl], < || A1 — Asl|s.

p—>1+

A fim de apenas justificarmos (iii), observemos que o Teorema de Riez-Thorin[BLo]

garante que o operador
A=A — Ay LP(0, T LP(D—; |n - wldpdw)) — LP(0, T5 LP(D4; |0 - w]dpdw))
é continuo, V1 < p < 2, com
Al < BAIJAL S =1-5 0<e<L

Como p — 17 < 0 — 0T, segue (iii).

Prosseguindo, (i), (ii) e (iii) fornecem

/ [1 — e~ Jo Ply+sw)ds X(w).@(y). ¥ (y)dydw

R xV
< O AL = Asl1-[] el L o,m00 (0| dpde)) -1 [ || oo ey
< Csu[|Ar = Ao 1| | pr ey [ W] oo ey X [ 21 (v

uma vez que ||@|[ 10701 jpwldudw)) < C2-||@|[L1®n)-[|X]|L1(v), para algum Co(T, M,

[V],109]) > 0.

Seja O C (), um aberto tal que supp @, supp ¥ C O. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que ¥ < 1. Ao tomarmos uma sequéncia {U}; tal que ¥, — 1o,
a funcao caracteristica de O, obteremos, por conta do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue,

/ [1 — e Jo plytsw)ds X (). @(y)dydw
OxV

< Cs [l AL = A1 |[®] ] my 1 21 v -

Agora, tomando o supremo da desigualdade acima dentre todos as ® com ||®|| .1 (rn)

= 1, obtemos

‘/[1_6 B ottty () < Csl|Ar = Ao [ [[x] |2
14

L>(0)
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Em particular,

/V[l—e Iy ply+sw) S}x(w)dw

para quase todo y € O.

(10)

< G| Ar — A |1 IIx] vy

Como O pode ser escolhido arbitrariamente em (2., obtemos que (10) é valida para
quase todo y € €2.. Novamente, tomando o supremo desta nova desigualdade, dentre

todas as x € C(V), ||x||z1(v) = 1, obtemos
e o plrrsds _ | < Cs[| A1 — Aall1,

para quase todo (y,w) € Q. x V.

Como ||¢i||ec < M, 1 =1,2, 0 Teorema do Valor Médio fornece

T
| oty sras].
0

) fo (y+sw)ds 1‘ > efQTM

donde
T
/ ply + sw)ds| < 2™ .Cs]| AL — Asl|1,
0

para quase todo (y,w) € Q. x V. Como T > diam(2) e supp p C €2, obtemos

(11) ‘/Jroo (y + sw)d

para quase todo (y,w) € Q. x V.

< €2TM.03.H.A1 — .A2H1,

Como 2 é limitado, podemos escolher R > 0 tal que {2 C Bg, o que nos permite

reescrever (11) como
(12) [Plpl(y,w)| < Cu|| AL — Asf]1,

para que todo w € V e para quase todo y € w' N By, onde P[p] denota a Transfor-

mada Raio-X de p.

Elevando ambos os lados de (12) ao quadrado, obtemos
1Dl = | [ )Py < CollAs - Aol
wLﬂBR
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onde T = {(y,w)/w € V,y € w'} denota o ” Tangent Bundle”.

Para a Tranformada Raio-X, temos a conhecida estimativa (ver [Na])

1ol -3 gy < CHIPIA 2260

onde C(n) >0

Para 0 <r <7, temos —3 <3 +r <3 +7ecomo 2+r=0.(—3)+(1-0).(2+7),
0<

g =201 1, o conhecido resultado de Interpolagao de Sobolev fornece

para (n+27+1)
6
o — @llygorg = HpHH%(W ol 3+ar P4 ey
= o -l ., ||q1—qz||‘9_%(m\ C.M'"|| Ay — Ay]
= @.||A1—A2||1 : O

As mesmas técnicas utilizadas acima podem ser recolocadas na obtencao do seguinte

resultado de identificacao.

Teorema 2. Sejam qi, g2 € L®(Q) e f1, fo € L®(Q; L*(V x V). Se T > diam(Q)
e Ay = As, entio ¢ = qo. Mais ainda, se fi(z,w',w) = g;(x).h(w W), com h €
L>(V x V) tal que h(w,w) # 0 quase sempre em V', entao g1 = ga.

Demonstracao do Teorema 2. Como estamos assumindo A, 5, = Ay, f,, temos
que ¢ = @9 trivialmente por conta do Teorema 1. Note ainda que a identidade

presente no Lema 2 é reduzida a
T
(13) / Kp gl (t, x,w).ve(t, x,w)drdwdt = 0.
0 QxVv

supondo fi(z,w',w) = g;(z).h(w' ,w), onde h € L>®(V x V) é tal que h(w,w) # 0
quase sempre em V', temos que f; satisfaz (4.2) (iii), ¢ = 1,2, com M; = My =

anl|gillool| P00, onde ay, = I?Zrn—n//;) é a medida de 4rea da esfera unitdria do R™, S"!.
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Para 0 < r < 1, definamos x, : V x V — R por x,(w,w') = P(rw,w’), onde P é o
nicleo de Poisson para Bi(0) = S" ! isto ¢,

1— |zf”

P(z,y) = e — g

Temos as seguintes bem conhecidas propriedades para x, (veja Teorema 2.46 em

[Fo)):
(1) 0 < Xr(w,w’) < m, Y (u)m}’) eV xV.
(i) [y xr(w,w)dw' =1, V0<r<1,VwelV.

(iii) hm / Xor(w, W) (W)dw" = 1h(w), onde o limite é tomado segundo a topologia
de LP(V [1 +oo) e uniformemente em V se ¢ € C(V).

Como na demonstragao do Teorema 1, consideremos

(T — diam(2))
5 .

Q. ={x e R"—-Q/dist (z,Q) <e}, onde ¢ =
Paraw € V, 0 < r, 1’ < 1, definamos ¢ (z,w) = x, (w0, w).®(z) e gy = x (0, w). ¥(x),
onde ¢, ¥ € C§°(€.).

Por conta do Lema 3, existem u; , e vy, tais que (13) pode ser reescrita como

T
[t [ heson @) bl - e et g
0 QxV \%4

X (@, w). T (7 — tw).elo Te—sw)dstidew g g, qy

(14) = I, (W),

onde ¢ = ¢1 = @2, § = 1 — g2 € I, representa a soma das integrais contendo

3
termos em R 5, e RZ,)\,W'
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Podemos reescrever o lado esquerdo de (14) como

T
Iy (@) _/ /Q VﬁKh[XT(@,-)u07,\].xrl(c~u,-)vo,Adxdwdt,
X

onde

UO,)\(t,ZE,u)) = CID(x — tw) e~ fO T—sw)ds—ilw-x
’U07/\(t> X, W) = \II(ZE — tw) efo T—sw)ds+ilw-x

Por conta das propriedades de y,., temos, quando r — 1,
KX (@0, Juop](t, 7, w) — h(w, @).uga(t, z,0),

quase sempre em [0,7] x V x Q x V. Mais ainda, como [},x,(@,w’)dw’ = 1, para

0 <r <1, temos que
1953 [ (@, )uo )X (@, Jvoa] < Con(L—1)170,
quase sempre em [0, 7] x Q x V', onde C,, > 0 independe de r.
Por conta do Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos
Inr (@) = Jy (W), para quase todo w €V,
onde
T
I (@) = / / G(2) (@, w)ug A (t, 2, @)\ (0, w)vo (L, T, w)dzdwdt
QxV
T
= / /ﬁ(x)KZ[Xr/(cNu, Nvo ] (t, z, w)ug A (t, z,0)dxdt
o Ja

Repetindo os mesmos procedimentos, obteremos, quando " — 1, J, (@) — J\(@),

quase sempre em V', onde
I(w) = / / h(w,0)voA(t, W, x).up A (t,w, x)dxdt
(15) = h(@,w / / (x —tw).V(x — tw)dxdt.
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Podemos reescrever o lado direito de (14) como

T
Boe@ =[] G (Kl e @ o
0 QxVv
+  Kn[xo (@, Juoa Rs \ o + Kn[Riag R§7A7T/>d93dwdt,

onde R?; 5, ¢ a solucao do problema de valor inicial

(

9% 1 w-VR+qi.R = g1.Ku[R] + eM.g1.21 55
(16) R(t,o,w) =0, (o,w)eT_;

R(0,z,w) =0, (x,w) € A xV,

\

com

zu,r(t,&},az,w):/h(w,w’).xr(&,w').uo7A(t,x,w’)dw’
1%

e I5 . asolugao do correspondente problema adjunto com 23 ) ,.

Novamente, pelas propriedades de x, e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, temos, quando r — 1, que 215, — 21, em L*([0,7] X V x Q x V), onde
2t w,r,w) = h(w, w).upA(t, z,w).
Por conta da continuidade dos operadores U(t) e K}, obteremos, quando r — 1,
Kp[Ri ), ) (@) — Ku[Rip|(@) em C([0,T]; L*(Q x V),

para quase todo w € V, onde R; ) ¢é a solucao de (16) com z; » no lugar de 2 5,

Assim, quando r — 1, temos I, (w) — I, (W), para quase todo w € V', onde
T
bo@ = [ [ G (Rl (@ o,

o Joxv

+ R DYuoaRya e + Kn [RM]R;M)dxdwdt
T

— / / 5 (Kl (@, Yool Rus + GRS o ) B 2 ) dad dt
0 QxVv
T

+ / /E.K,”;[R;)\W,](t,x,@)uo7,\(t,x,c~u)d:rdt.
o Ja
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Se repetirmos todo o procedimento acima realizado, agora tomando " — 1, obtere-

mos [, ,»(w) — I}(W), para quase todo w € V, onde
T
];((:D) = / /g(Kh[Rl,A]UO,)\ +K}):[R2’)\]u07)\)dl'dt
o Ja

T
(17) + / / TKWRA R y dududt.
0 QxV

A fim de tomarmos A — 400, chamamos atencao para o fato que a aplicacao
x +— e converge fracamente para zero em L?(Q), V @ € V. Desta forma, o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e a continuidade dos operadores

U(t) e K}, nos permite concluir que

GMt.gl.ZL)\(t,&,',') — 0 = Rly)\(t,(:},',-) — 0 = Kh[RL)\](t,&,',') — 0,

(18) fracamente em L*(Q x V), Vt € [0,T] e para quase todo @ € V.

Por outro lado, o Teorema 1 garante que a aplicagao w — Ry \(t,w,z,w) é limitada
em L*(V), quase sempre em [0,7] x Q x V. Como o operador Kj ¢ compacto,
temos (tomando uma subsequéncia A, se necessario) que Kj[R; ,|(t, @, z, ) converge
fortemente em L?*(V), quando A — +o00. Por conta do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, temos que K, [R ,|(¢,@, -, ) — 0 fortemente em L*(2 x V),
V't € [0,7T] e para quase todo w € V.

Repetindo os mesmos argumentos, obtemos ainda
K[R5,\(t,@,+,+) — 0 fortemente em L*(Q2 x V),

YVt € [0,T] e para quase todo w € V. Desta forma, como ug , e vy sdo limitadas,

as convergéncias acima e (17) garantem que

(19) /\lim I;(w) =0, para quase todo w € V.
—400

Por conta de (14) temos Jy, ,(0) = I, (@), para quase todo w € V. Assim,

tomando os limites r — 1, 7’ — 1 e A\ — 400, obteremos de (17), (19) e da hipdtese
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h(@w,w) # 0, que
T T
/ / Gz + 15) D (2) U (2)dadt — / / §(2) Dz — )W (z — 35)dadt = 0,
o Jre o Ja
Por conta da arbitrariedade de ® e ¥ e do fato que 7' > diam (£2), obtemos
“+oo
/ g(r +tw)dt =0, para quase todo z € R", W eV,

oo

donde, por argumento usuais acerca da Transformada Raio-X, segue que g(x) = 0

quase sempre em R". O
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Capitulo 11
Um resultado de estabilidade para

o caso homogéneo

Seja 2 C R™, n > 3, um aberto satisfazendo a definicao 2.1 e consideremos V' C R"

tal que V' C {v € R" /0 < A\; < |v] < Ao}

Para um par (q(z), f(v',v)) satisfazendo as condigoes de admissibilidade (4.2), (i),

(ii) e (iv), estudaremos a estabilidade do problema inverso associado ao problema
(

(1) U/ RxT_ = U_;

u(0,z,v) =0,

\

onde Kylu] = [, f(v',v).u(t, z,v')dv'.
Por conta da discussao realizada logo apds a Defini¢ao 5.1, consideraremos o opera-
dor ALBEDO associado ao problema (1):

Agp: LNR x T n(2’)'|du(2)do'dt’) — LY(R x Ty |n(z).vldp(z)dvdt),
(2',v")eT_ e (z,v) €Ty, com

(Agpu)(t,z,v) = / Ot —t', z,v, 2" 0 u_(t', 2, V) du(z")dv'dt’

RxT'—
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e (7, z,v,2',v") decomposto segundo o Teorema 5.2.

Enunciamos o principal resultado deste capitulo:

Teorema 1. Seja M = {q € [[q]| ;37 () 2 0,5upp ¢ € Qe [lql 37y < M},
pararT >0 e M >0 dados.

Seja N = {f(v',v) > 0/f(v,-) € L (V) para quase todo v' € V, f(-,v) € C°(V),
Vo eV, ||lgplloe < 400 e ||Tgplleo < 1}

Dados (g;(x), fi(v/,v)) e M x N, i=1,2, e A; = A, 1., temos

; ~ 2.(r—r
() 11— el yeriey < CllAL — Aol onde 0 < v < 7, 6 = 2
C(Q,/\l,/\g,r,ﬁ > O,

(ii) |1fr = folloivuvy < CllAL — Ag||1, C(Q, M, Ay, Ag) > 0.

Demonstraremos, a seguir, dois resultados auxiliares a demonstracao do Teorema 1.

Lema 1. Sejau € L'(Q x V). Entao,

T+ (2’ v)
/ u(x,v)drdy = / / w(x' & tw,v)dtdé (2, v),
Qxv r+ Jo

onde dé(x',v) := |n(z’) - v|du(z)dv.

Demonstracao do Lema 1. Para v € V', consideremos a mudanga de variaveis

r i (2',t) € It x (0,7+(2',v)), definida por

@ ¥ =xxTe(x,v)0

t=1(x,v)
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Notando que dx = |n(z’) - v|dp(z")dt, temos

74 (2',0)
//u(aj,v)dwdv = /// w(x' + tw,v)dtn(x") - v|du(z")dx
vJa vJre Jo
T+ (z' )
= / / w(z' + tw)dtdé (', v),
r_ Jo

o que demonstra o Lema 1. O

Lema 2. Suponhamos que u_(z',v) € L*(T_;d€). Entao, temos

/u(ac—t(mv)vvdﬁxv / (2, v)dE(2' ) v)
ry r_

Demonstracao do Lema 2. Como temos

/ u_(x —7_(x,v)v,v)dé(z,v)

Ly
3 = (r—T_ 20,0). ~v)dp(z)d
®) JL v o ) e

a fim de demonstrarmos o lema é suficiente mostrarmos que

(4) / (e = 7, 0)0,0) (1) w)d() = / u_ (2, 0).In(&’) - oldu(z’),

v

Vv € V, fixo.

Seja u(z,v) == u_(z — 7_(x,v).v,v), Vo € Q. Como u é constante ao longo das

caracteristicas de dire¢do v, temos v - V u(z,v) = 0, quase sempre e, portanto,

0 = /Q v - Vou(z,v)de = /Q div (w.v)dz = / u(z,v).(n(x).v)du(z)

o0
- / u(e, ) (n(x) - v)du(z) + / (e, v).(n(x) - v)duz)
n / ule, v).(0(z) - )dp(z)
- / (o =7, 0)0,0). () - 0)du(x) - / (o) Infa) - oldu(a),

donde segue o Lema 2. O
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Demonstracao do Teorema 1.

(i) Estabilidade do Coeficiente de Absorgao ¢

Seja 0 < ¢ € Cg°(R™), tal que [p, (z)der =1 e (0) = 1.
Seja (zp,vy) € I'_, fixo. Definiremos

(1) = (P20

3

e escolheremos ¢ > 0 suficientemente pequeno para que Q°(z{) X supp @Dié crl_,

onde Q°(xy) = B:(xg) N O
Consideremos ainda ¢3, (2') tal que supp gbié(x' ) C Q°(xy),
|t =1 ety [ g @in) = oah),
Q= () 0 =0 [90 0
Vg € C°(09).

Seja u® (t',2',v) = m.gf)ié(o@’).wié(v’).gp(zﬁ’), onde ¢ € CP(R), [T p(t)dt' =1,
©(0) =1 ¢é fixa.

Temos
(5) ((A; — Ay)u®)(t,xz,v) = / ot —t' v, 2" 0wt (2 0" dp () do' dt
RJT_

onde ¢ é decomposto conforme descrito no Teorema 5.2.

Construiremos a seguir uma funcao cut-off conveniente, sobre I';.. Seja X2, . (z/,v)
0270

— &%, ().4%, (v"), onde

~ 1, se o' € Q°(x();
x) (.T ) -
0, caso contrario;
~ 1, se v/ € supp V5, ;
/ vy
56 (V') = ’
0, caso contrario.
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Para (z,v) € I'y, consideremos x*(z,v) := Xié’vé(a: —7_(x,v).v,0)

Multiplicaremos ambos os lados de (5) por x°(x,v), integraremos a igualdade resul-
tante sobre [—T,T] x T'; e passaremos o limite quando ¢ — 0. Ao realizarmos tais
acoes obteremos os seguintes comportamentos para cada parcela da decomposi¢ao

descrita no Teorema 5.2:

Afirmagoes. Temos, para T' > 0 suficientemente grande,

lir%/ / (x,v // ap —ag)(t =tz 2 V)
e Iy _

u® (2,0 )dp(z")dv'dt' d€ (x, v)dt

o j‘TJr(Io Uo)

0 q(zh+pop)dp _ — o

(6) . 0 ¢ (xh + p.vg)dp

l‘l—r’%//r :cv// (B — Bo)(t —t',z,v,2',0)

(7) “ (2 v )dp(2")do'dt' dE(x, v)dt = 0

lim/ / (x,v // =)t =tz v, 2 )
e—0 r,

(8) u (2,0 ) du(2")dv'dt' d€ (x, v)dt = 0
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Por um instante, suponhamos (6), (7) e (8) vélidas. Teremos, V(xy, v() € T,

JF%WM%HW@_JW%WM%WWﬂ

/ TT /F R /R /F (o — ) dya ot sl
+/T /r+ XE(%U)// (81 — B2).uZdp(z’)dv'dt' dédt
/ /F R / / 1 — o) i )dv/dt’dgdt‘

hm l|x* (A — U )|| r (rxr s sdear)
< lim [|(As - Az)[u_]llL%Rxm;dsdt)
tim | (As — Ao) 1[0 | eocr_sacary = [ A1 — Aol 1.

= lim

e—0

//\

N

(9)

Por conta do Teorema do Valor Médio,

_ fT+(I67U6 q(zh+p)dp _ — OT+(9667“6 a2 + pob)dp

€ 0 (&

AL — Aoy >

T+ (zo vo) ) )
> c/ (a1 — a2) () + po)dp
0

1 vl
> . . / 0
=z C' U,| P[(h (12] <9607 |v )

[vg ol

Y

donde segue

I|Plgr — @2]| Lo (axsn-1y) < —= ||«41 Aalli-

Repetindo os mesmos procedimentos realizados na demonstragao do Teorema 1 do
capitulo 1, a partir de (12), segue a estimativa de estabilidade (i) para o coeficiente

de absorgao. A seguir, provaremos a veracidade de (6), (7) e (8).
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A fim de provarmos (6), notemos que
/R/ (g —ag)(t — ',z v, 2" ") (¢, 2, 0" dp(x")dv'dt’

:// (e_fo(m’v)q1($+pv _fo,m $+pv)dp>

.5{xRT oy (2)8(0 = V)81t — ' — 7, 0)) " (¢ 2/, o )dpa o)/ dF

:(é‘ﬁ?QMQﬂ$+PWWW_é‘ﬁT@MQﬂ$+PW@v
(10) s (t—71_(z,v),z — 7(x,v).0,0)
e, mais ainda, que

(,0) L (=7 (2,0)0,0)

(11) A ﬂ%ﬂ@@—i q(z = 7—(z,v)v + pv)dp
logo, definido

74 (@' o)

T+ (2! V')
[R(g1 — q2)](2"v) :=e" Jo (2" +pv')dp - f

0 q2(2" + pv')dp

teremos, por (10) e (11), que

/ / /R/ (a1 —ag)(t =t z,v,2",0")

= (' 2 ) dp (2" dv' dt' d€(x, v)dt

/ /F+ T_(z,0)v,0)

(12) " (t—7_(x, v) r —71_(x,v)v,v)dE(z,v)dt

Por conta do Lema 2, o termo direito de (12) pode ser reescrito como

/ / X (g, vo) (2, ) [R(q1 — q2)](2',v) .l (t — 7—(x,v), 2, v)dE (2, v)dt

// O ICOR e S AR

(13) p(t =7 (z,v)In(a") - v|du(z")dvdt

Para T" > 0 suficientemente grande, aplicando o Teorema de Fubini podemos rees-

crever (13) como

(14) ¢ (@)% (0) [R(qy — 2))(, v)dpa(a! v

r_
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Por conta da continuidade de R(q1 — ¢2) em (2/,v), quando € — 0 temos (14) se

reduzindo a R(q1 — ¢2)(xp, vg), provando (6).

A fim de provarmos (7), consideremos

T_(z—sv,0")

Ey(s, 2,0, v) i= ™ Jo ula=p)dp o= Jy ailemsomp)dp = 7 9,

Temos

‘ /_ TT /F ) X" (, ) /]R / (B = Bo) s (¢l A (o, o)t

T
< / / X€<LU,1)) / / |E1-f1 - E2-f2|(87 xavl7U)-5{x—sv—77(x—sv,v’).v’}(x/)
TJr,
ot =t =7 (z,0) . (2 V) dsdu(x ) du' dE' dE(z, v) dt

cof, [ o] [ “in-n

(15) (t—1_(z,v),x —sv—7_(x — sv,v") 0 v )dsdv' d¢dt

Por conta do Teorema de Fubini e do fato que x*(z,v), < (o (v), (15) pode ser

/ //¢ / s o)

(16) “(t—71-(z,0),x — sv —7_(x — sv,v" ). V) dsdEdv di

majorada por

Pelo Lema 1, (16) pode ser reescrita como
/ / ¢ ).(f1 + )W v)u® (t— 7 (x,v), 2 — 7_(x,0").0" v )dedvdv'dt
QxV

Aplicando o Teorema de Fubini (trocando as integrais em V, entre si), temos que
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(17) se torna

o A R RO RTACE)

QxV

/ / 1/16 ).(f1 + f2) (V' 0).0(t — T_(:C,v))dtdv> dzdv'
85, (& — 7 (2,0 ) 5, (V)
QxV

(18) /¢ (fi+ fo) (', U)dv)dxdv

Aplicando novamente o Lema 1, o termo direito de (18) pode ser reescrito como

c/_ /0T+(xl’v)¢;o /¢ V.(fi+ ) (0, v)dv)ds] de (2', )

< dlam (sup/ 1/15 ).(f1+ f2) (¥, v)dv)

(] o Y (v)de(a' )

uma vez que f;(-,v) € C°(V) e [|g;, ]| < +00.

Notando que [ ¢§6(x’).w§6d£(x’,v’) < Ag, obtemos

\// o) [ [ =gt o)

u® (', 2, v )dp(z")dv'dt' d€(x, v)dt‘

diai(Q) (

<xncC s [ G 00 ) =
supp 7,

eV Js

por conta do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, provando (7).
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Para provarmos (8) notemos inicialmente que

‘//F+ 9”)//% Yo)(t — 'z, v, 2" v")

u (2,0 ) du(z")dv'dt' dé (x, v)dt‘

o f [ x “/ Jo_ b=
- suppso -

c ()05, () (1) dpla!)du'd dé
— T

Fazendo a mudanga de varidveis t — ¢ = 7 e tomando M = max ¢(t'), obtemos,

pelo Teorema de Fubini e para determinados A, B € R,

)\2/ /F+ xv// ,|]’yl Yo|(T, @, v, 2" v

- Oy (@) (V) p(t = T)dpu(2")dv' drdg (w, v)dt

7 1
<2TM ) DS S P
’ /r (/A X (x7v)|77(37/) | 71— el(7, 2, v, 2", 0")dE(z, v) T)

(20) . 6 (@), () dp(a!ydo!

O termo do lado direito da desigualdade (20) pode ser majorado por

2T M )\2 sup (/ / $ U |71 - ’}/2|(T,{L‘7’U,ZL'/,U/)dg(ZE,U)dT)
T, ) |

"er_

/¢ () du(a )’

=2TM Xy sup (/ /F (x,v) ) o v = yel(r, 2, v, 2" v dE(x, v)dT )

(z' w")el—

< +00,

A€ L® (P (L. (R LYy dg(x,v)))), i=1,2.

uma vez que

1
n(a) - vl
Assim, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada em (20), ao passarmos o

limite ¢ — 0, segue (8).
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(ii) Estabilidade do Coeficiente de Espalhamento

A estratégia utilizada na demonstracao desta estimativa é bem parecida com aquela
seguida na demonstracao da estimativa de estabilidade para o coeficiente de ab-
sor¢ao: a escolha de aproximacoes da identidade e fungoes cut-off convenientes. No
entanto, neste momento, adotaremos controles individuais e independentes para os

raios dos suportes destas fungoes e utilizaremos apelos mais geométricos.

Mais uma vez, fixemos (z(,v)) € I'_. Ao invés de considerarmos (o (v') e o (z'),
adotaremos Q/Jié (V') e QSZ(:U’ ), com controles €1 e €y distintos, mas definidas analoga-
mente e com as mesmas propriedades. Assumiremos ainda que os controles ¢; e &y

sdo pequenos o suficiente para que Q°(z() X supp wié cr_.

No espago das velocidades (de saida, v), consideraremos a seguinte mudanga de

variaveis:

Para a € [0, 7), considere a familia de vetores m(«a) € R”,
m(a) = (sen «,0,...,0,cos ), normais aos hiperplanos P* = {v = (vy,--+ ,v,) €
R” /v-m(a) =0} ={v = (v1,---,v,) € R" /vy.8en a + v,.cos a = 0}. Para cada

um hiperplano P, consideraremos a base {v{,--- ,v® ;} dada por

v = (cos a,0,---,0,—sen «)

vy =(0,1,0,---,0)

vy, =(0,0,---,1,0)

e, sem perda de generalidade, consideraremos v, € span{v§,--- ,v%_,}, ou v} = v§

por exemplo.

Propomos a mudanca de varidveis

V= ('0172]27 T 7Un) = (a,al,ag, e 70571—1)7
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onde v é tal que v € P*ea; =i =1,---,n — 1, sdo tais que v = E a;.vf. Ou
ainda,
VU] = Q1. COS

Vo = Qg

Un—1 = Qp—1
Up = —Qv1.S€N

cujo jacobiano J = «g, trivialmente.

Geometricamente falando, temos uma familia de hiperplanos P® que giram em torno

de um eixo que contém vy, de acordo com o parametro angular o € [0, ), como

mostra a figura abaixo:

P (e

Note que o jacobiano J = a;j representa a distancia ao eixo de rotacao de P?, isto

é, a reta de direcao v}.

Denotaremos por P = P*NV e por SY a intersecao da fronteira 02 com o
0

hiperplano (agora no espago fisico) que passa por =’ € supp qbiz, com vetor normal

m(a).
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Escrevemos H?Q para representar ”faixa”

a [}
H62 - Uz’esupp ¢z? Sx/
0

e x*(7,a) a fungdo cut-off (caracteristica de J]7)

1, sex e[
€2 _ 2
X (2, a) =
0, caso contrario.

Seja 3? (respectivamente —75%) a vizinhanga conica fechada de vf (respectivamente

—vp) em PS5, onde €3 é a medida do angulo da respectiva vizinhanga.
0

€3 __ 7,€3 __ 7583
Escreveremos v5% = 53 U (—1058%) e

fﬁ‘r = {(x,v) el Jve Py - 1/33}.
Sobre fi consideraremos a medida
4€3 (w,v) = |n(a) - vldp(x)dHS,

onde dHSZ é a medida de Lebesgue em qué. Observamos que, para cada 3 > 0, temos

que a medida dH¢, e a medida aday, das, -+, doy,—; sao equivalentes em P — 13,
0 0

De fato, para cada g3 > 0, existe 0 < ki(e3) tal que k; < a3 < Ag. Desta forma,

escreveremos dv = dH? de.
0

........
teaL

O Espacgo das Velocidades
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€
supp@xz
IIg,

O Espaco Fisico

Analogamente ao realizado na demonstracao da estimativa de estabilidade para

o Coeficiente de Absorcao, utilizaremos a decomposicao do nucleo do operador

ALBEDO, descrita no Teorema 5.2, ao aplicarmos tal operador sobre u“*“' =

£2 / €1 /
05 (@) 45 ().
Novamente, prosseguiremos com algumas aﬁrmagées:

Afirmagao. Para T > 0, suficientemente grande, temos

811@0/ // xoz// oy — aal(t = ¥, ,0,2,0) - 622 ()

(21) v(,)( V).t dp(x")dv' dtdfo‘ dadt =0,

1lgligf///& xoz// 1= el = 0,2, 0) - 622 (o)

W5 () ot dpa(a' o dE dEgy dadt = J5% < +o0

e, mais ainda, temos

(22) lim J7°2 =0, Ves > 0.

{;‘2—)0 0°70

62
1



A fim de demonstrarmos (21), escrevamos

(z,v) 7—(z,v)
- / qi(x — pv)dp —/ ¢@(x — pv)dp
G(z,v) == ‘e 0 —e Jo

Por conta do Teorema 5.2, temos

///a (z,) // lon — ao|(t —t' 2z, v,2",0").¢3 (x)

e (v) e(t")dp(2")dv'dt'd€yy dodt

/ //a (x, ) xv)qﬁ”(w—r(wv)v)

(23) : wvo( v).o(t — 7-(z,v))d&y dodt.

Ao tomarmos ; > 0, suficientemente pequeno, podemos garantir que supp zbjé N
(qu(,‘) —v3) =0, YVa € [0,7), donde se conclui que a integral (23) se anula quando

51—>O.

Para demonstrarmos (22), notemos que

[ L [ [ sl oo

5 (V) p(t)dp(a")dv'dt dy dadt

)\2 / / / ZIZ' Oé // ‘77 72|(t—t,,$,1)71’,,2}/)

65 (@)U 0 dp(a ) ' dE it
-7
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Realizando a mudanca de varidveis t —t' = 7 e tomando M = max o(t"), temos
t'e

T T
— 1
:)\2/ / / X":?(x,a).// ——— |7 — e|(7, v, 2 V)
—-rJo JI¢ rJr_ [n(a) - v

NN ( )2/}51( "ot — 7)du(x )dv/defaldozdt

<2TM)\2// xoz//| /||71 Yol (r, 2, v, ', v")
@ n(z

.¢83(x’)¢ L (v "du(x")dv'drd€y do

‘2”“2/ (/// (©.9) ot

0) = el ') dad ) 65 0.5 (0t )

por conta do Teorema de Fubini, para determinados A, B € R.

Pelo Teorema 5.2, temos que pn—r.y; € L*(I- (Li (R LYTy;d€))), i = 1,2,

In(:v’) v

assim, (24) pode ser majorada por

A pm
2TM Ny sup ///XEQ(:L',@)
(z! w")er — B Jo ~3‘r

]' _ / / « £2 / €1 / / /
|n<x,) . U’| h/l 72'(7-7 LU,U,Z’ U )dgvédadT) /F ¢x6<x )%6 (U )dﬂ(‘r )dU

<2TM Ay sup (// N
(z! w")er — j |77(x v |

(25) v — el(r, z, v, 2 v")dE(x, v dT> < +o00.

Como (25) ¢ independente de ¢y, deve existir J;"7* conforme descrito em (22). O
TpsVo
fato hmOJ “7°7 = 0 segue em decorréncia do Teorema da Convergéncia Dominada de
E9— T,V

Lebesgue aplicado em (24), ao tomarmos o limite g5 — 0.

Assim, (21) e (22) estao provados. Estas duas afirmagoes nos permitem compreen-
der melhor o comportamento das parcelas relativas a decomposicao do operador
ALBEDO, a e 7, quando nossos controles €; e g5 forem pequenos. A fim de de-

monstrarmos a estabilidade dos coeficientes de espalhamento, precisaremos estudar
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o comportamento da parcela restante da decomposicao do operador ALBEDO, ex-

posta no Teorema 5.2. A seguir, promoveremos este estudo. Para isso, consideremos

o= [ [ (e at = o )65 ()05 ) (a0
R B 0 0

o= [ [ 0= a0 ) 65 @) 5 ) o0t
R B 0 0

B [ ] n= = 0.0 0) 65 (005 (0o (et
R B 0 0

Assim,

(Al A2)|: 8382:| (t,.ﬁC,'U) :[1+[2+13 [§]

/_j /7r /r'a XEQ(SCvOé)-‘(v% — A) [us_?”sr"} (t,w,v)‘dé“g‘&dadt
(26) =/ / / (2, ). |I1 + Iz + I5]d&;; dadt.

Por outro lado,

T
/ / /~ XQ@»@-’(«‘M —Az)[u?’al](t,w,v)’dﬁédadt
rJo Jie

< [ = Ao [z

LY (RXT 4 ;dé(z,v)dt)

62 €1

(27) < AL = Al = |[A1 — Az[x

LY(RXT y ;dé(a! w')dt!)

Por conta de (26), (27) e do fato que |Iy] — |I1| — |I3| < |I1 + I2 + 13|, obtemos

/// (2, ). Lo €S, dandlt

T T
(28) <=l [ [ e+ g dad
-T JO i

Para 7 = 1, 2, consideremos
(29) Ei(s,x,v',v) e~ Jo @il —pv)dp — J T gyl — sv = po')dp
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Novamente por conta do Teorema 5.2, temos
+o0
I, :// / (El(s,x,v’,v).fl(v’,v) —Eg(s,x,v’,v).ﬁ(v/,v))
rJr_Jo
ot =t —s—T1_(x —sv,0))
. 5{173’077'_(1751)’0) ’}( ) ¢Ez(w/)¢ié< ,)' (t/)deM(I,)dU/dt,
/ / (Brfi = Bafo).6% (x — sv = 7_(2 — s0,0/) /)05 (¢)

(30) ot — s — 1 (x — sv,v"))dsdv

Se denominarmos

T_ xv)

(s,2,0",0).(f1 — f2)(V',v).¢ Z(x—sv—t(x—sv,v').v’)

-%6(0) ot —s—71_(x — sv,0"))dsdv

7 (z,0)

(Ey — Es)(s,x,v",0). fo(0, V)¢5 (& — sv = 7_(z — sv, v').0)

¢51< Nt —s—1_(x — sv,v"))dsdv'|,

somarmos e diminuirmos integrais em Ej.f; em Iy e utilizarmos (28) e (30), obtere-

T T N
/ / / X7 (7, ). Iod€y, dadt
-T Jo ~gr 0

T T
< ||A1—A2||1+/ / / (@, @) (|1 + 1)) déy dads
-TJO0 i

T s
(31) +/ / /~ X (z, o). Jd&y dodt.
-rJo Jre

Ora, como x2(z, ).l > 0, Ve; > 0 e as integrais f_TT Iy Jze XEQ(ZL',Oé).TQdfgédCYdt
+

110S

sao limitadas em e, temos, pelo Lema de Fatou, que

/ / / (x, ) hmlnflgdf dczdt
e1—0
(32) < liminf / / / X2 (x, o). o€ dadt
=0 J_rJo Jre ’
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Notemos que a integral do lado esquerdo de (32) satisfaz

T s
/ / / X2 (x, ). lim inf I,d€5 dadt
-TJo ~$ e1—0 0
T ™ 7—_(z,v)
= / / /~ X52<I,Oé).|f1 —f2|(U6,U) / El(s’xﬂ)é,qj)
_T 0 « 0

O (:c—sv—n(a:—sv vg).vg)-p(t — s — 7_(x — sv,vy))ds|dES, ' dadt

(33) = Rl,
uma vez que f;(-,v) € C°(V) (e portanto I, é continua em v').

Como gbi% (x—sv—7_(v—sv,v)).v5) = 0, V(z,v) € T¢ tal quex € [, V0 < 5 < 7_(z,v),

podemos ignorar x°?(x,«) em R; e reescrever

T Q T_(z,v)
[ s [ B
=T JO0 i 0

£2 / / / «
(34) . (b%(x — 50— 7_(z — sv,0;).0p)-p(t — s — 7_(x — sv,vp))dsd; dadt

Notando que p(t — s — 7_(z — sv,v)) = @(t — 74(z — sv,v) — 7_(x — sv,7v})), ao

aplicarmos o Lema 1 em (34), com Py —v&? no lugar de V, obteremos

/ / /QX Pa_,,z?»)‘fl fol (Vh, v). B (2, v, v)

.gbzé(ac T_(z, vo) vy)-p(t — 74 (z,0) — 7_(, vo))dde%dadt
(35) = RQ,

onde

/

T (,0() ) T4 (x,v)
—/ qi(x — pvy)dp —/ qi(x + pv)dp
(36) Ei(z,vy,v) =e Jo e Jo
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x4+ 74 (z,v)v

x — 71— (z, )V}

Disposicao Geométrica da Integral R,

Como ¢; € L*(Q), temos

diam(§2)

diam(Q2)
)\1 /\1
T alede [ Nl
Ey(z,v5,v) = e Jo e Jo

_ 2diam() ol
e A1

(37) C

Por conta do Teorema de Fubini e (37), temos

0 T
Ry, = / / {/ ot — 1y (z,v) — 7_(x,v))dt
0 Jax(Py —ved)
0

-T

= fal(vg, ). By (x, v, U)¢§Z (x — 1_(x, vé).vé)dmdﬂ%da

>C / / . |f1 — fﬂ(vé,v}dH%dv
0 N 2%
Yo

| ( /Q 622z — T_(x,vg).vg)dx)

(38) = R3,

uma vez que a integral entre colchetes é igual a 1, para T suficientemente grande.
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Agora, notemos que

| 3@ = (o) atho = / . / g ()t () - )

(39) = [ melal ) 03 @)@ - i)l

o / AN ; / . . s
Como 7 (xf, vy).(—n(z’) - v) é continua em ', a propriedade Dirac de o fornece

(40) lim Ry = C.7y (xg, vg).(— - Uh)- / / |f1 fal(vg, v v)dHy dov

eo—0

Desta forma, tomando o liminf em ambos os lados de (31) e aplicando (21) e (22),

e1—0
obteremos
Rs; < hml{)lf/ / / (x algdf dadt
€1— oY
(41) < A — A2||1+J‘€352—|—11m1nf/ / / (,« deadozdt
e1—0 o

Passando o limite 2 — 0 em ambos os lados de (41), obteremos, por conta de (40)

e (22), que

T+($O,U0 ’77 U0| / / ’fl f2 (UO, )dHadOé

(42) <C. <HA1 Al + hm hmlnf/ / / (z, ). JdeS, dadt)

Passando o limite €5 — 0 em ambos os lados de (42) obteremos, por conta do

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que

(i dntat) il [ [ 15 ol g da
0 a/
<C. <||A1 Asllr + hm hmo hmlgf/ / / (z, Jd{ dozdt)
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ou ainda,

e (e ub) In(ah) - . / = fuldv

(43) <C. <H.A1 Aoll1 + hm lim liminf / / / (z, Jdﬁa dozdt)
3—0 e2—0 £1—0

Por conta da uniformidade dos limites em &1, €5 € €3 e do Lema de Fatou, temos

T ™
lim (hm liminf/ / / X”(:z:,a)deﬁldadt)
e3—0 \ e0—0 e1—0 _1Jo "i 0
T ~
< lim liminf/ / Jd¢(x,v)dt
eg—0 e€1—0 -rJr,

T
< lim hmsup/ / Jd¢(z,v)dt
e9—0 e1—0 Iy

(44) < lim / / limsup Jd¢(x,v)dt
Ty

e2—0 e1—0

Agora, notemos que, por conta da propriedade Dirac de ], em J. , temos
0

_ T_(z,v)
limsup J < / |Ey — (s, 2, v),v). fa(vg, v)
0

e1—0

45 L (r—sv—T_ x—sv,v’ KA ot —s—71_ x—sv,v/ dsd{dt
o 0/-Y 0

Por (44) e (45), temos

lim (hm hmlnf/ / / (z,« de dadt)
e3—0 2—0 €1—0 a
7 (z,0)
< lim / / / By — Bal(s, 2,0}, ). fa(v )
g9—0 ry

O (x —sv —7_(x — sv,v0).00).p(t — s — 7_(x — sv,vy))dsdEdt

= lim / / |Ey — Es|(x,v),v). f2(vy, v).05 (x = 7_(x, vg)-Ug)
QxV

e2—0 J_p

ot — Ty (z,0) = 7_ (2, v))dedudt

(46) = lim |E1 — Es|(x,v),v). f2(vg, v)qbi'g(x — 7_(z,v}).v5)dzdv,

e2=0 Joyv
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por conta do Teorema de Fubini e para T suficientemente grande.

Por um instante, observemos que, pelo Teorema do Valor Médio, temos

T (x,v() . T+ (2,0)
- / qi(x — pvy)dp —/ q1(x 4 pv)dp
0 0

|E1 — Es|(z,v),v) = e

T—(2,v]) ) 7+ (z,v)
- / G2 — pvg)dp —/ q2(r + pv)dp‘
— e 0 e 0

(z.0)) / T4 (2,0)
—/ qi(x — pvy)dp —/ g2 4 pv)dp
= e 0 e 0

+(z,v) 7 (z,v5)
—/ (4 — ) (& + pv)dp —/’ (m—@@—m&ﬂ
e 0 —e 0

/N
Q)

T+ (x»v) (x’v(l))
[ a6 - | <m—q9u—p%w4
0 0

< ClIPla1 — @)l (axsn1)
(A7) < Ol A1 — Asl|s.

Aplicando (47) em (46), obtemos

lim lim liminf ( / / / (z, Jd&“ d&dt)
ez3—0e2—0 £1—0

< 5.||A1 Asl1- llm fa(v, v).¢° Z(x — 7_(x,vp).vy)dxdv
QxV

= C.[| A1 — Ao|1. (/V fQ(vg,U)dv> . (512@0/9@ (z — T_(x,v(')).vé)dx>

(48) = C|lA = A1

Por conta de (43) e (48), obtemos

(49) 74 (2, vp)-In(xp) - Uél-/ 1 = fal(vh, v)dv < C.|| Ay = Asf |1, V(g v) € T'—.
14
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Finalmente, (49) fornece

vol (Q).]f1 — follorvxvy = /Q 11 = follprvxvyde
= / ||f1 - f2(Ul, ‘)||L1(v)d$d”u/ =
QxV

// Hfl Fo(V, )| pr oy dtdé (', v")

—/ (2! V) (@) VL = (0 ) dp(z)dy’

< CllA; — A2||1./ du(z")dv'
r_

donde
[f1 = follorvxvy < 5”-/41 — As||x

e o Teorema estéd demonstrado.
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Consideracoes Finais

Os dois resultados de estabilidade obtidos sao originais e pioneiros no caso de
evolucao. Acreditamos que as técnicas utilizadas na demonstracao de nosso primeiro
resultado podem ser também utilizadas na obtencao de uma estimativa de estabili-
dade para o coeficiente de absor¢ao f, questao que é alvo de estudo do autor e que
ainda encontra-se em aberto. A viabilizacao de uma nova técnica para a obtencao
desta estimativa é um elemento importante dentro do atual quadro de pesquisa na
area, uma vez que, até este momento, todas as tentativas passavam, de uma forma
ou de outra, por argumentos contidos nos trabalhos de Choulli e Stefanov([ChSt1]

¢ [ChSt2]).

No que diz respeito ao segundo resultado de estabilidade, podemos afirmar que
foram feitas significativas reformulacoes e adendos ao trabalho original, proposto

por Wang para o caso estacionario.

Acreditamos, desta forma, ter fornecido novos caminhos e contribuido para a ex-
pansao do quadro atual de pesquisa em problemas inversos associados a equagao

linear de Boltzmann.
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