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RESUMO

Teorema de Jenkins-Serrin em M? x R

Ana Lucia Pinheiro Lima

Orientadores: Profa. Walcy Santos e Prof. Harold Rosenberg

Resumo da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pés-graduacao em
Matematica, Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro
- UFRJ, como parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Doutor em
Ciéncias.

Nés estudamos superficies minimas em M X R, onde M é uma superficie Rieman-
niana. Estabelecemos a existéncia e unicidade a solugao para oproblema de Plateau
em M x R, cujo bordo é um grafico de Nitsche. Superficies do tipo Scherk existem
em M x R. Além disso, provamos que um teorema do tipo Jenkins-Serrin vale nestes
espacos. Quando M é uma esfera de rotacao, existem helicéides e onduldides em
M xR

Palavras-chave: Grafico Minimo, Problema de Plateau.

Rio de Janeiro
Agosto - 2005



ABSTRACT

Jenkins-Serrin theorem in M2 x R

Ana Lucia Pinheiro Lima

Orientadores: Profa. Walcy Santos e Prof. Harold Rosenberg

Abstract da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pés-graduacao em
Matematica, Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro
- UFRJ, como parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Doutor em
Ciéncias.

We study minimal surfaces in M? x R, where M is a Riemannian surface. There
exists a unique solution of the Plateau problem in M? x R, which boundary is a
Nitsche graph. One has Scherk-type surfaces in M? x R. Moreover we prove a
Jenkins-Serrin type theorem here. When M? is a shere of revolution there exist
helicoids and unduloids in M? x R.

Keywords: Minimal Graph, Plateau Problem.

Rio de Janeiro
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Introducao

Desde o século XIX, quando comecou o estudo das superficies minimas, estas vém
despertando muito interesse nos matematicos.

Inicialmente, de maneira natural, o espaco ambiente estudado era o R®. A partir
do artigo “Minimal Surfaces in M? x R”, de H. Rosenberg em 2002, desenvolveu-se o
estudo de superficies minimas em espacos ambiente do tipo M? x R, onde M? é uma
variedade Riemanniana completa, de dimensao 2. No referido artigo, M? = S? esfera
redonda.

Agora, o objetivo deste trabalho é estudar as superficies minimas em M? x R,
quando M? é uma superficie Riemanniana qualquer.

O resultado principal é um Teorema do tipo Jenkins-Serrin que da condigoes
necessarias e suficientes para a existéncia de grafico vertical minimo em M? x R,
definido em um dominio de M2, cujo bordo é formado por arcos geodésicos e por
arcos convexos. A aplicacao que define o grafico assume valores +00 e —o0 em arcos
geodésicos do bordo e dados continuos, fixados a priori, nos arcos convexos.

Esse resultado foi inicialmente demonstrado por Jenkins e Serrin, em [JS], para
dominios em R? e depois, por Nelli e Rosenberg, para dominios em H2- espaco hi-
berbdlico (ver [NR]).

Para enunciar o Teorema é preciso estabelecer algumas notagoes.

Seja M uma variedade Riemanniana completa, dim M = 2, e D C M um dominio
limitado, aberto, geodesicamente convexo, mergulhado.

Suponhamos que 0D contém dois conjuntos de arcos geodésicos abertos Ay, ..., A
e Bi,..., B; de maneira que, nem dois arcos A;, nem dois arcos B;, tém pontos finais
em comum. A parte restante de 0D é a uniao de arcos abertos convexos C1, ..., Cy
e todos os pontos finais dos arcos anteriores.

Além disso, sejam f* : C; — R funcOes continuas, s = 1,..., h tais que,
lim, ¢, f*(x) <oo,Vs=1,..., h.

Sendo P um poligono geodésico inscrito em D, cujos vértices sao escolhidos entre
os vértices de A; e B;, definimos

Q= Z A, B:= Z |B;|l s v := perimetro(P).

A;CP BjCP



Enunciemos entao o Teorema:

Teorema (Jenkins-Serrin em M? x R). Consideremos M uma superficie
Riemanniana, D C M um dominio, P C D um poligono e f* : Csy — R funcoes,
s=1,..., h, onde M, D, P e f* satisfazem as hipdteses anteriores.

Se Cy # 0 entdo, existe uma aplicagio u : D — R cujo grdfico é uma superficie
minima em D X R e que satisfaz

U = 400, U} = —00, U
A.

i J

se, e somente se,
2-a<y , 2-8<y, (1)

para cada poligono P inscrito em D.
Se {Cs} = 0, trocamos a condi¢ao (1) por a = (3, no caso em que P = 9D e o
resultado ¢ o mesmo.

A ferramenta fundamental para a prova deste resultado é uma superficie tipo
Scherk em M? x R, ou seja, um grafico vertical minimo, definido em um triangulo
geodésico, contido em M, que assume valor infinito em um dos lados do triangulo e
zero nos outros dois.

A prova da existéncia da superficie de Scherk em M? x R também ¢é feita neste
trabalho. De fato, dados D C M um dominio geodesicamente convexo e A C D um
triangulo geodésico com lados a, b, ¢ e a solugao para o Problema de Plateau u(T)
com bordo a(T)UbUcUV, onde a(T) é o lado a elevado a uma altura T € Re V é
o conjunto dos segmentos verticais ligando os pontos finais de b, ¢, temos o seguinte
resultado:

Teorema (Superficie de Scherk em M?* x R). Quando T — oo, a sequéncia
{ur} converge para uma aplicagao u, de grdafico minimo, definida em A — a, que
satisfaz

u =u =0 e lim wu(x)=o0.
} z—int(a)

b

c

O gréfico de u é chamado Superficie de Scherk em M? x R.



Apresentamos ainda o Teorema que garante a existéncia e unicidade da solucao
u(T) do Problema de Plateau em M? x R usada na construcio da superficie de
Scherk. O bordo dessas superficies sao grdficos de Nitsche sobre o bordo do dominio
de definigao. Geometricamente falando, os graficos de Nitsche sobre o bordo de um
dominio D contido em M sao curvas de Jordan contidas em (0D) x R que possuem
segmentos verticais.

O enunciado do Teorema ¢é o seguinte:

Teorema(Rado em M? x R). Sejam D C M um disco mergulhado, geodesica-
mente convero e I' C M? x R um grdfico de Nitsche sobre OD.
Entao, existe disco minimo ¥ C D X R tal que 0¥ =T e X € grdfico sobre int D. Tal
> € unico.

A unicidade desse grafico é consequéncia de um Principio do Maximo Geral para
solucoes minimas, cujos bordos sao graficos de Nitsche sobre o bordo do dominio de
definicao.

No caso particular em que M = Sg - esfera de rotacgao, apresentamos dois exemplos
de superficies minimas em Sf] x R: o Helicoide e o Onduloide.

A estrutura do trabalho é a seguinte: no Capitulo 1, apresentamos os exemplos de
superficies minimas em Sg x R; no Capitulo 2 enunciamos e demonstramos o Teorema
de Rado em M? x R e o Principio do Maximo Geral; a construcao da superficie tipo
Scherk ¢é feita no Capitulo 3 e o Teorema de Jenkins-Serrin em M? x R é feito no
Capitulo 4.



Capitulo 1

Exemplos

O objetivo deste capitulo inicial é apresentar dois exemplos de superficies minimas
em espacos do tipo M? x R, no caso particular em que M? é uma esfera bidimensional
munida com uma métrica de rotacao g. Denotaremos esta superficie por Sg .

Construimos Helicéides e Onduléides em Sg x R.

Teorema 1.1. Seja v meridiano da superficie SZ . Fazendo uma rotagao da curva ~y
a uma velocidade constante, enquanto a deslocamos na direcao vertical com a mesma
velocidade, construimos um anel minimo completo H em Sf] xR .

Tal H é chamado Helicoide.

Prova. Seja v(f(u)) = (x(f(u)), 2(f(uw))) C R* uma curva geratriz da superficie
S?] , ou seja, v é um meridiano de Sg .
Sg pode ser parametrizada pela aplicacao

W, v) = (2(f(u)) cos v, z(f (u)) sin v, z(f (u))).

Seja H a superficie em Sg x R gerada pela rotacao e deslocamento vertical do
meridiano v, a uma mesma velocidade constante. Parametrizamos H por

X(uy0) = (x(f () cos v, 2(f(u)) sinv, 2(f(w)),a - v).

onde a € R é constante positiva.
Como
0X

u

0X

v

= (2'(f(u) - f'(u) - cosv,2’(f(u)) - f'(u) -sinv, 2'(f(u)) - f'(u),0),
= (—z(f(u))-sinv,z(f(u)) - cosv,0,a) ,



temos que

ox ox\
ou’ Ov -

0X |?
%
0X
>

2

Portanto, a aplicacao X é conforme em termos de u + i - v se, e somente se, f
satisfaz a relagao

(1.1)

Por outro lado, dadas M C R™ subvariedade mergulhada ¢ X : M — M C R”
imersao de uma variedade M em M com vetor curvatura média, igual ao traco da
segunda forma fundamental, H e H em M e R™ , respectivamente, temos a seguinte
relacao:

H = H = (AX)",
onde (AX)T é a projecdo ortogonal do vetor AX € T,RY, p € M, em T,M (Para
referéncia deste fato, ver [Lal, p. 16.). Assim, para provarmos que o Helicéide H é
minimo em Sg x R mostraremos que, em todo ponto p € X (u,v) a proje¢ao ortogonal
do vetor AX em T}, (S? x R) é nula.

Uma parametrizagao para S? x R em R* é

Y(u,v,t) = (2(f(u)) - cosv,2(f(u)) - sinv, y(f(u)),t).
Dai,

% = (@'(f(u))- f'(u) - cosv,2'(f(w)) - f(u) - sinv,y'(f(w)) - f'(),0),

= () -sinv, 2(f(u) - cos0,0,0),
oY
o = (0.0.0.1)
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formam base para T,(S; x R).
Além disso,

AX = ([2"(f(w) - () + 2 (f(w) - f"(u) — 2(f ()] - cosv,
[2"(f(w) - f'(w)* +2'(f(u) - f"(u) — 2(f(u))] - sinv,
Y (f(w) - f'(u)* +y'(f(u) - f'(w), 0).

Claramente, (AX, 25) = (AX, 2%) = 0.

Supondo que a parametrizacao X é conforme, isto é, supondo que a aplicagao f
satisfaz a igualdade (1.1) mostraremos que (AX, %) =0.

De fato,

(8X.50) = S @ ) +
)

E, como

o~ @)W
PO = i+ =)
) 1) LD GO+ FU ) w) )

[/ (f ()2 + 2/ (f ()’

12



temos

2 (f (u)a'(f (w)x* (f () f' (u)

#(f(w)? + 2'(f(w))?

N N

— |~ |~ —

#(f(w)? +2'(f(u))?

2?(f (u)2'(f () 2" (f (W) f'(u)

T — [ ~— ~—

Portanto, X é uma parametrizacao conforme e harmonica de H. Em particular,

o Helicéide H ¢é uma superficie minima em S

2
g
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O resultado que garante a existéncia do Onduldide em S?] X R serd enunciado em
um espago mais geral. Usaremos a notagdo M (t) para a superficie M x {t},t € R,
contida em M x R.

Teorema 1.2. Sejam M variedade Riemanniana completa, dimM =2, e f : M — M
isometria tal que f? = id. Suponhamos que o conjunto dos pontos fixos de f é uma
curva de Jordan v C M . Entdo, existe uma superficie minima Yy C M? x R,
coneza, instavel, tal que, 057 = v(0) U~(T). Além disso, Xr pode ser estendida a
uma superficie ¥ minima, conexa, completa, mergulhada em M? x R.

A superficie ¥ é chamada Onduléide em M? x R.

Prova. Como v é geodésica fechada de M?, a superficie v x R é um anel totalmente
geodésico em M? x R. Para T' > 0, T pequeno, a parte do anel v x R entre as alturas
0 e T é uma superficie minima estével com bordo (0) U (7).

Por outro lado, 7(0) U ~v(T) limita outra superficie minima estdvel em M? x R :
a unido de duas superficies horizontais limitadas por (0) em M (0) e por v(T') em
M(T).

Entao, por um argumento minimax, existe superficie minima instavel X7 em M? x
R com bordo v(0) U~(T).

Y1 pode ser estendido a uma superficie minima ¥ completa por rotacao de um
angulo 7 sobre o bordo geodésico. Essa rotagao sobre C'(0) é a composigao da isome-
tria (z,t) — (z,—t) de M? x R e da isometria f; que fixa vy(t) em cada M(t).

Portanto, o Onduléide ¥ existe em M? x R como afirmamos e o Teorema estd

demonstrado.
[ |

Em particular, na superficie Sg cada meridiano v é fixado pela reflexao de Sf;
por esta 7, que ¢é isometria de Sg. Entao, pelo mesmo argumento usado na prova do
Teorema acima, existe superficie ¥ minima instavel, com bordo v(0)U~y(T"), T' > 0,T
pequeno.

Afirmamos que Y7 é um anel conexo. De fato, pelo Teorema 1.1, temos que
existe um helicéide H minimo em S} x R com bordo (0) U (7). Consideremos T
suficientemente pequeno de modo que tenhamos H estavel. Além disso, os discos
D(0) C S(0) e D(T) C S;(T) com bordo ¥(0) e ¥(T), respectivamente, também sao
superficies minimas estaveis e sao disjuntos do helicéide H.

E possivel construir uma familia a 1-parametro de anéis mergulhados em Sﬁ x [0, 7]
que liga o helicéide a uniao dos discos. As superficies desta familia possuem todas

14



género igual a 1, bordo v(0) U~(T) e s@o topologicamente paralelas e disjuntas do
helicoide H, exceto pelo bordo. A aplicagao area é continua nesta familia.

Consideremos a bola B = HUD(0)UD(T). Em B, temos duas superficies minimas
estaveis com o mesmo bordo (0) U~(T"). Tais superficies, como ja vimos sao ligadas
por uma familia de anéis mergulhados com mesmo bordo. Como a drea é continua
nesta familia, podemos aplicar um argumento minimax para garantir que (0) U~(7)
é 0 bordo de um anel minimo instével X7 C S} x [0,7] — H.

Pelo mesmo argumento feito na prova do Teorema 1.2, este anel X pode ser
estendido a um anel ¥ minimo, completo em Sg x R, chamado Onduldide em Sz x R.

15



Capitulo 2

Teorema de Rado em M? x R

Sejam M uma variedade Riemanniana completa, dim M = 2 e D C M um
disco , mergulhado e geodesicamente convexo. D geodesicamente convexo significa
que V p,q € D, existe uma tnica geodésica minimizante ~,, ligando p a g e ,, C D.
Por exemplo, um hemisfério aberto é um dominio geodesicamente convexo em uma
esfera redonda, enquanto que um hemisfério fechado nao é.

Dizemos que I' € M x R é um grdfico de Nitsche sobre 0D se I' é curva de
Jordan parametrizada por {(«a(s),t(s)), 0 < s < I(s)} de modo que a projecao
ortogonal de I' sobre M é uma parametriza¢do monétona «(s) da curva 0D. Dizer
que «(s) é uma parametrizagio mondtona de OD significa que existem intervalos
Ji,..., J; C S! disjuntos, tais que, a : S' — 9D ¢ continua, Yo S ) é injetiva
e de rank 1 em cada ponto, q " é constante V k e, quando identiﬁgémos cada Jy
num ponto, a aplicacao induzida por « sobre o quociente de S; é um homeomorfismo.
Geometricamente falando, podemos permitir segmentos verticais de 9(D xR) contidos
na curva [".

C w

Figura 2.1: Grafico de Nitsche I'



Com as consideragoes acima, o resultado a seguir garante a existéncia e unicidade
de solucoes do tipo disco para o problema de Plateau em M? x R , cujo bordo é
grafico de Nitsche.

Teorema 2.1 (Rado em M? x R). Sejam D C M um disco compacto, mergulhado,
geodesicamente convexo e I' C M? x R um grdfico de Nitsche sobre OD.

Entao, existe disco minimo X C D X R tal que 0¥ =T e X € grafico sobre int D.
Tal X € unico.

Prova. Para garantirmos que ¥ existe, precisamos fazer algumas consideragoes.

Em 1948, C. Morrey, em [Mo], garantiu a existéncia de uma solu¢ao para o prob-
lema de Plateau em uma variedade Riemanniana “homogeneamente reqular ”. Tal
solucao nao é necessariamente mergulhada e pode possuir branch points. Em 1968,
Osserman [Os] provou que de fato, branch points nao existem sobre a solugao con-
seguida por Morrey. Mais recentemente, W. Meeks III e S.-T.-Yau estabeleceram
condicoes onde a solucao é mergulhada.

A variedade ambiente nesse caso é uma 3—variedade Riemanniana M completa,
cujo bordo é mean-convexo suave por partes, ou seja, M ¢é formado por um nimero
finito de superficies suaves, com angulo entre elas menor ou igual a 7, cada um com
curvatura média nao-negativa com respeito ao vetor normal apontando para dentro.

Eles afirmam que o bordo de tal variedade é uma boa-barreira para resolver o
problema de Plateau no seguinte sentido:

Teorema ([MY1], [MY2]). Seja M uma 3—variedade Riemanniana completa,
com bordo mean-convezo suave por partes. Seja I uma curva fechada simples em OM
que € homotopicamente nula em M. FEntao, existe disco mergulhado > C M, com
0¥ =T, que minimiza drea entre todos os discos com mesmo bordo.

Entao, sendo D geodesicamente convexo, temos que 9(D x R) é mean-convexo e
além disso, I" satisfaz as hipdteses do Teorema acima.

Portanto, o Teorema acima garante que existe ¥ disco minimo contido em D x R
mergulhado, tal que 0% =T

Suponhamos, por absurdo, que ¥ nao é grafico sobre int D, ou seja, suponhamos
que existe um ponto p € int X tal que p € M(c) := M x {c}, para algum c € R, e 0
plano P tangente a > em p é vertical em D x R.

Sendo P vertical, existe uma base de P formada pelos vetores % e v, onde %
é vetor tangente a ¥ na direcdo R e v é tangente a M(c) em p. Suponhamos que

[o]] = 1.
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Caso ¢ € R seja diferente de zero, transladamos verticalmente a superficie X
de modo que tenhamos h(p) = 0, onde h : D x R — R é fungao altura, isto é,
h(p,t) = t,¥ (p,t) € D x R, observando que translagoes verticais sdo isometrias em
M? x R.

Agora, existe uma tnica geodésica 7, C M(0) tal que 7(0) = p e v (0) = v.

Afirmamos que 7, intersecta 0D em exatamente dois pontos.

De fato, V p € D, nao existe ponto conjugado a p contido em D pois, como D é
geodesicamente convexo, existe uma unica geodésica minimizante ligando dois pontos
distintos de D e tal geodésica estd contida em D. Assim, V p € D, 0D esta contido
na bola geodésica B(p, €) centrada em p, onde a aplica¢ao exp,, ¢ um difeomorfismo.

Isto significaque Vp € int D, Yv € T,M e ¥V q € 0D existe uma tnica geodésica
minimizante ,, C D, saindo de p, com velocidade v, tal que 7,, N 9D = {q}.

Como 7,, pode ser continuada no outro sentido de modo que 7,, U90D = {q1, ¢},
a afirmagcao é verdadeira.

Por outro lado, a superficie v, x R ¢é totalmente geodésica, em particular minima,
em M xR. Além disso, T),(7,xR) = P e dal, 7, xR e X intersectam-se tangencialmente
em p.

O resultado enunciado a seguir descreve localmente a intersecao de superficies
minimas imersas em uma 3—variedade Riemanniana. Uma referéncia atual para a
prova deste fato é [CM], p. 103.

Teorema (Descrigao local para intersecao de superficies minimas). Se-
jam X1, Yo superficies minimas, conexas, suaves, imersas em uma 3—uvariedade M,
que nao coincidem em um conjunto aberto. Entao, Y1, Yo intersectam-se transver-
salmente, exceto num conjunto E de pontos isolados. Dado x € E, existe um inteiro
d > 2 e uma vizinhanca U de x, onde a intersecao é formada por 2 - d arcos mergul-
hados que se encontram transversalmente em x.

Entao, pelo Teorema acima existe uma vizinhanca de p em X, onde o conjunto
I =3%nN(y xR) é formado por, no minimo, quatro curvas que se encontram em p.
O conjunto [ é fechado. Logo, ou as curvas de I que se encontram em p vao para
0% , ou existe ciclo a C I, p € a.

18



D

Figura 2.2: Ciclo o C I

Suponhamos inicialmente que duas destas curvas se encontram em um ponto de
I — 0%, formando um ciclo a. Como o C (XN, x R) e ¥ é um disco, concluimos
que existe um disco Dy, C 3, cujo bordo € a.

Entao, existe um ponto ¢ € Dy, onde a distancia entre Dy, e 7, X R é maxima, e
tal distancia ¢é estritamente positiva.

Seja R a regiao conexa do dominio D € M(0) limitada por v, e D que contém a
projecao do ponto q € Dsy; .

Seja 6 =0RNOD.

Fixando um ponto y € 3, parametrizamos esta curva por

G:[-1,1] = D; 5(0) =y, B(1) =q, B(-1) =¢ .

Figura 2.3: Folheacao de R

Consideremos F' = {f},-,«,; folheacdo de R, onde §; : [0,1] — R é a tnica
geodésica de R ligando os pontos 3(t) e B(—t).

Entao, fazendo ¢ variar de 0 a 1, existe um menor t, < 1, tal que a superficie
totalmente geodésica [, x R toca o disco Dy C ¥ exatamente no ponto g € int 3.

19



Isso implica, pelo Principio do Maximo Classico, que ¥ = 3, x R. Absurdo.

Portanto, as curvas do conjunto I = ¥ N (v, x R) vao para 0%.

Temos dois casos a considerar. O primeiro caso é quando duas ou mais destas
curvas se encontram num mesmo ponto do bordo ou intersectam o bordo num mesmo
segmento vertical.

Entao, teremos novamente disco Dy; C ¥ com bordo contido em -, x R. Observe-
mos que Dy contera pontos, ou até segmentos, do bordo de Y. Mas, como os pontos
do bordo também pertencem a ¥ é verdade que Dy, C 2.

De modo analogo ao feito anteriormente, podemos encontrar superficies 3; x R, (;
geodésica de D, que toca Dy, num primeiro ponto interior, gerando uma contradicao.

A outra possibilidade ocorre quando as curvas do conjunto I intersectam 0% em
pontos distintos cujas projecoes em 0D sao também distintas. Neste caso, existem
ao menos quatro pontos distintos em (7(0X N (7, x R))) N 90D, onde 7 : D x R — D
¢ a projecgao vertical. Mas, vimos antes que 9D N7, = {q1,¢2}. Temos entao, uma
contradicao.

Portanto, > é um gréfico sobre int D.

Sabendo que o disco minimo ¥ C D x R cujo bordo 9% possui projegao vertical
mondétona sobre 0D, é um grafico sobre int D podemos usar o seguinte Principio do
Maximo Geral para garantir que ¥ é tnico.

Teorema 2.2 (Principio do Méaximo Geral). Sejam M uma superficie Rie-
manniana, D C M um dominio compacto, mergulhado, geodesicamente convexo,
C =A{P,...,P} C D um conjunto finito de pontos e I'y, Ty C M x R grificos
de Nitsche sobre 0D tais que a projecao vertical m, : I, — 0D satisfaz a sequinte
propriedade: =—*(P;) C T, é um segmento vertical, V P, € C eV n=1, 2.

Sejam uy,us : D — R solugoes minimas em D X R tais que

d(grafu) =11 e O(graf us) =T5.

Suponhamos que uy < us em 0D — C'. Entao, uy < us em int D.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que u; < us em 9D — C mas, u; % uz em
it D.

Denotemos por Xy, Y9 os graficos de u; e us, respectivamente. Transladamos
verticalmente Y; até que tenhamos u; < ups em 9D —C, I =3 NYy # 0 e X
transversal a Xy em 1.
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Seja m: M x R — M a projecao vertical.
Como agora u; < ug em 0D — C, temos 7(I) C int D e w(I) C (int D) U C.

Afirmagao 2.1. Eziste componente conexa U C int D — n(I) tal que OU C w(I).

Prova da afirmagao. De fato, se existe um ciclo v C w([), entao a afirmacao é
verdadeira.

oD

Figura 2.4: Ciclo v

Suponhamos que nao existe ciclo em (7).
Para simplificar, vamos supor que C' = {P;, P,} e, por absurdo, que existe uma
tnica curva v C w(I) tal que 0y = { Py, P}.

B

Figura 2.5: Curva v

Isso é um absurdo pois, em 0D — C, temos u; < us e, se existe uma unica curva
v C w(I) ligando P, a P, teriamos

w1 < ug em ﬁl; U1 > Uy em ﬁg,

onde (1 e 5 sdo arcos complementares de dD limitados por Py, Ps.
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Com um argumento analogo garantimos que, para cada P; € C', existe uma quan-
tidade par de curvas contidas em 7(/) com ponto final em P;. E, consequentemente
a afirmacao é verdadeira.

Entao, seja U C (int D) — 7(I) componente conexa tal que oU C 7 (I).

Sejam D; = graf (“ilu) , ¢ =1, 2, discos contidos em >; e Yy, respectivamente.

Como 31 e ¥y sdo transversais ao longo de I, podemos supor que wuy, > Uz, -

Sejam 1y, vy vetores conormais, unitarios interiores a 0D e 0 D5, respectivamente.

E possivel que existam segmentos verticais em dD; e dDy. Ao longo desses seg-
mentos temos v e v, horizontais e, consequentemente,

o\ [
Vlaat — V= VQaat .

Nos arcos de 0D; e 0Dy contidos em I, a transversalidade de u; e uy e o fato de
uy), > ug|, dizem que, nestes arcos, vale

Assim, temos

/apl <V1’%> g /am <”2’%>' (2.1)

Por outro lado, considerando M uma variedade Riemannniana compacta, com
bordo OM e um campo X em M, o Teorema de Stokes diz que

/ divX dM = (X,v)dr,
M oM

onde dM e dr sao os elementos de volume de M e OM, respectivamente, e v é o
campo de vetor unitario normal exterior a JM.
Entao, aplicando o Teorema de Stokes aos discos minimos Dy e Dy e aos campos

Vp,h, i =1, 2, temos que
/ Ah :/ <51,2> (]
Dy oD, ot

0
Ah:/ <ﬁ 7_> 3
/DQ oy \ O



onde 7, 172 sao os conormais exteriores ao bordo dos discos Dy e Dy, respectivamente
e Vp,h = <8t, >NZ, N; normal unitario a D;, i = 12.

Além dlSSO a aplicagao altura h : M x R — R é harmonica em uma superficie
minima ¥ C M x R (Ver Lemma 3.1, em [Ro]), ou seja, Ap,h =0, i =1, 2. E, como
vy =—v;, 0 =1, 2, temos que

0= [ == Lo )
/8D1 <V1’§t> ! :/aDQ <V2’8at>' (2.2)

As relagoes (2.1) e (2.2) geram uma contradigao.
Portanto, temos u; < ug em int D.

Entao,

Concluimos assim a demonstracao do Teorema de Rado em M? x R.
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Capitulo 3

Superficie tipo Scherk em M? x R

Em 1835, Scherk apresentou um exemplo de grafico minimo em R? definido num
triangulo geodésico contido em R?, que assume os valores +0o em um dos lados do
triangulo e zero sobre os outros dois lados.

Neste capitulo, estabelecemos condig¢oes para que exista uma superficie tipo Scherk
na variedade M? x R. Ou seja, construimos uma superficie semelhante a apresentada
por Scherk, agora com o dominio de definicao da aplicacao cujo grafico é minimo
sendo um triangulo geodésico em uma superficie Riemanniana qualquer.

Assim, sejam M uma variedade Riemanniana completa, dim M = 2, e A um
triangulo geodésico mergulhado em M(0) := M x {0} C M x R, com lados a, b, ¢,
vértices A, B, C e angulos internos menores que 7. Suponhamos que A CC D, onde
D C M x {0} é um disco compacto, mergulhado e geodesicamente convexo.

R

Figura 3.1: Triangulo geodésico A



SejaT € R, T > 0, fixo.

Consideremos o poligono geodésico I'(T") contido em A x R, formado pelos lados
b e ¢ do triangulo A, pela curva a(T'), que é o lado a elevado a uma altura T, e pelos
segmentos verticais ligando os pontos extremos de a e a(T'). T'(T) é grifico de Nitsche
sobre 0A.

O dominio A e a curva I'(T') C (A x R) satisfazem as hipéteses do Teorema de
de Rado em M? x R (Teorema 2.1, Capitulo 2). Portanto, existe disco %(7') C A xR
solugao para o problema de Plateau com bordo I'(T") e tal X(T") é grafico sobre int A.

a(T)

Figura 3.2: Grafico Minimo (7))

Assim, existe uma fungao uy definida em A — {B, C'} tal que X(7') é o grafico de
ur.

Além disso, a fun¢ao ur é continua em A — {B, C} e
=T,

UT(A) = O, UT‘ = Uur| = O, ur
b

c a

onde a, b, c sao lados abertos.

Temos entao, o seguinte resultado:
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Teorema 3.1. Quando T — oo, a seqiiéncia {ur} converge para uma aplicagdio u,
de grdfico minimo, definida em A — a, que satisfaz

=0 e lim wu(zr)= 0.
z—int(a)

Além disso, |Vu(x)| — oo quando x se aprozima do lado a, onde V é o gradiente em
M? xR.

O gréfico da aplicacao u é chamado Superficie de Scherk em M?* x R.
Exemplo. Considerando M? = S? a esfera redonda, o Teorema acima garante

que, dado A um triangulo geodésico contido em um hemisfério aberto de S?, existe
uma aplicacdo u : A — R cujo grafico é uma superficie de Scherk em S? x R.

Figura 3.3: Triangulo geodésico em S?

Prova do Teorema. Dados T, T, niimeros reais positivos, com 17 > T5, conside-
remos a aplicagdo f: A —{B, C} — R, tal que f(z) = up, (z) — up, ().

Como f‘ > 0, o Principio do Méximo Geral (Teorema 2.2) implica que
OA—{B, C}
f>0em A—{B, C}. Assim, a seqiiéncia {uy} ¢ ndo-decrescente e nao-negativa em
A —{B, C}.

A partir disso, concluimos que para mostrarmos a existéncia da aplicacao
u = limp_, ur, é suficiente demonstrar que a seqiiéncia {ur} é uniformemente limi-
tada em todo subconjunto compacto K C A — a.

Mostraremos isso construindo uma superficie minima contida em A x R que esta
acima do grafico da aplicacao ur, para todo 7. Dizemos que tal superficie minima é
uma barreira para a seqiiéncia {ur}.
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Usaremos para isto o

Critério de Douglas ([Mo], Theorem 3.1)

Sejam C4, Cy curvas de Jordan em uma variedade Riemanniana M. Considere-
mos 0s conjuntos

E={D=D1UDyC M ; Dy, Dydiscos e dD; =Cq, 0Dy = Cs} e

F ={A C M superficie conexa; género A=1 e 0A =C,UCy}.

Sejam

m = inf |D|| e n = inf ||A],
DeE A€F

onde ||D|| = dreaD e | A| = drea A.
Sen < m entdo, existe uma superficie minima S com bordo CyUCy, drea(S) =n
e género S = 1.

Vamos agora fixar algumas notagoes.

Seja a segmento geodésico de M (0), que contém o lado a do tridngulo A em seu
interior com e ||a|| = |ja|| +2 - J, onde § > 0 é pequeno de modo que a C D e |a||
denota o comprimento de a.

Denotemos por B, C os pontos do bordo de a.

Sejam b, ¢ as geodésicas minimizantes de D ligando os pontos B e C' ao ponto A,
respectivamente.

Denotaremos por A o tridngulo de lados a, l~7, C.

Figura 3.4: Triangulo A
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Consideremos os pontos P € b, P € b, Q € ¢, Q € ¢ a uma distancia ¢ > 0 do
ponto A, € pequeno, e a geodésica a, ligando P a Q.

Usaremos ainda as seguintes notagoes: b. para o segmento de b entre C' e P, c
para o segmento de c entre B e (), be para o segmento de bentre C e Pe ﬁnalmente
C. para o segmento de ¢ entre BeQ.

Temos o quadrildtero BC'PQ.

Sejam 7 > 0 fixo e R(b., ), R(é,T) as curvas que limitam os discos b, x [0,7] e

x [0, 7] , respectivamente.

L R(b.v)

|_R(c.,)

Figura 3.5: Curvas R(b.,7) e R(é,7)

Usaremos o Critério de Douglas para garantir a existéncia de uma superficie
minima de menor &rea com bordo igual a R(b.,7) U R(&,7) e género 1. Observemos
que poderemos ter como solugao um anel ou uma faixa de Mdébius.

Inicialmente, mostraremos que o infimo das dreas dos discos Dy e Dy com bordo
R(be,7) e R(¢,7) é atingido por be X [0,7] e é& x [0, 7] , respectivamente.

Mostraremos isso para R(be, T), isto é, provaremos que se D é um disco minimo
com bordo R(b,7), onde b, é geodésica minimizante, entao, area(D) > 1b]| - 7, onde
|b¢|| denota o comprimento do arco b,.

De fato, pela formula da co-drea , temos que

mazgeph(z) ds,
area (D) = dt,
( ) /min;teph(x) (/ L(t) |th|)

onde h é a fungao altura em M x R, ds; é a forma de volume de h™(t) e |[Vph| é a
norma do vetor gradiente de h em D.

A fungao altura h restrita a uma superficie minima de M x R é harmonica (ver
Lemma 3.1, em [Ro]). Logo, os pontos de maximo e minimo de h sdo atingidos no
bordo de D e portanto,
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T dSt
area D = / </ —)dt.
0 h=1(t) |Vh—1(t)h‘

Agora, Vi-1)h = Vprh — (Varzxrh, N)N, onde N é o vetor normal unitario

a h™'(t). Entdo, como Vj-1pnh = %, temos

0 0
th(t)h - a - <§7N> N,
(S daf, |vh—1(t)h| <1
Entao,

area D > / (/ dst) dt
h=1(t)

0 1(t
i I~ ()] dt

> / (o)l dt = [B.]l x 7.

Na tltima desigualdade, usamos que b, ¢ a geodésica minimizante ligando C' a P.
Por outro lado, consideremos o anel A suave por partes, formado por . x [0, 7],
a x [0, 7] e pelos quadrildteros BCPQ e BCPQ(1), T € R.

=

Figura 3.6: Anel A
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Para 7 suficientemente grande, afirmamos que o anel A tem area menor que a
soma das dreas dos discos b, x [0,7] e & x [0, 7].
De fato, a drea do anel A é igual a

laell -7+ [l +2-6]-74+2-q,

onde ¢ = drea(BCPQ), e a soma da drea dos discos b x [0,7] e & x [0,7] é igual a

(el + 13l —2-€ ) -7

Temos a seguinte equivaléncia:,

ol -7+ [lall +2-81-7+2-g < (el + 1B —2-¢ ) -7

= (lell + 16l =2 € = o = lall = 2-6) - 7 >2-q.

Assim, quando € e § sdao suficientemente pequenos (e consequentemente ||c||
também é pequeno ) e T é suficientemente grande, basta provar que

lell + (1o} = flall >0,

pois ¢ é um nimero que nao depende de 7.
Mas, a variedade M, munida da funcao distancia, é um espaco métrico , entao,
vale a desigualdade triangular. Assim,

Jall < llall = dist (B, €) ~
< dist (B, A)+dist (A,C)
lell + 1ol

Logo, a érea do anel A é menor que a soma das dreas dos discos b, x 0,7] ,
¢ x [0, 7].

Portanto, pelo Critério de Douglas, existe uma superficie minima A(4, 7) de drea
minima, com bordo R(b.,7) U R(é, T) .

Provaremos agora, que a superficie minima A(d, 7) é um anel.

Como o espago A x R é contratil, a superficie A(J, T) pertence a mesma classe
de homologia (mod 2) do anel A formado por (e, x [0, 7]) U (@ x [0,7]) U BCPQ U
BCPQ(7). Ou seja, existe uma variedade V C A x R tal que dim V = 3 e 9V =
A6, 7) U A.
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Suponhamos, por absurdo, que A(d,T) é nao-orientdvel; isto é, suponhamos que
existe uma curva fechada v C A x R tal que v intersecta A(d,7) em um unico ponto
.

Entao, existem pontos z, y € v, perto de p, taisque z € Vey ¢ V.

Fagamos 7 : [0, 1] = A x R com 7(0) =z, v(t1) = p, v(t2) =y e y(1) = z, onde
0<t) <ty <l

Como v é uma curva fechada e toca em A(J,7) em um sé ponto, a unica possibi-
lidade de «y voltar a V', apds passar pelo ponto y, e assim termos (1) = z, é v tocar
oV em A.

Mas, A é um anel e, portanto, é orientavel. Logo, a intersecao entre v e A é um
numero par de pontos. Entao, v toca novamente A e, nesse ponto, 7y sai de V.

Podemos repetir este argumento e concluir que, se a curva ~ volta para V através
de A C OV, v nao serd fechada. Construimos uma contradi¢cao. Entao, de fato,
A(6,7) é uma superficie orientavel.

Afirmamos que o anel A(d,7) estd acima do gréfico de ur, para todo T > 0, ou
seja, se uma reta vertical em int (A x R) encontrar as duas superficies entao, nesta
reta, os pontos de A(d, 7) estdo acima dos pontos do grafico de ur.

Para vermos isso, transladamos verticalmente o anel A(J,7) até a altura T e, a
seguir, o abaixamos continuamente. O Principio do Maximo Classico garante que
nao existem pontos de intersegao no interior destas duas superficies até A(d, 7) voltar
para a sua posi¢ao original. Além disso, como 6 > 0, o bordo de A(J,7) nao toca o
grafico de uy.

Fazendo 6 — 0, o mesmo argumento mostra que o anel A(7) := A(0,7) também
estd acima de X(7"). O Principio do Méaximo no bordo garante que, em cada ponto
interior das geodésicas verticais B x [0,7] e C' x [0, 7] os planos tangentes a A(T) e
a X(T) nao sao paralelos e, como A(7) estd acima de X(7'), podemos afirmar que,
em cada um destes pontos, o angulo formado pelo plano tangente ao anel A(T) e os
planos geodésicos de M2 x R que contém b, x [0,7] e & x [0, 7] é maior que o angulo
formado por estes tltimos planos e o plano tangente ao grafico (7).

Portanto, o anel A(7) é uma barreira para a seqiiéncia {ur}. Mas, como a altura de
A(T) é finita, nem todos os compactos K C A — a estao contidos na projegao vertical
de A(1) em A. Podemos afirmar, neste momento, que a aplicacdo u = limp_o, ur
existe apenas sobre os compactos K C w(A(7)) € A. Construiremos entao uma
seqiiéncia de barreiras para a seqiiéncia {ur} de altura k e mostraremos que, quando
k — 00, os compactos contidos na projecao vertical destas superficies exaurem A — a.

Seja €2 a componente conexa, nao-compacta contida em A x R —int(A(7)).

Observemos que 092 = J(A x R) U A(7) é boa-barreira para resolver o problema
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de Plateau no sentido dado por Meeks e Yau (ver p. 17). De fato, 9€2 é minimo onde
é suave e, onde 02 nao é suave, o angulo entre as partes suaves é menor ou igual a 7.

Logo, dado k € R, k£ > 7, existe uma solucao para o problema de Plateau com
bordo R(b, k) U R(ce, k) Ou seja, existe uma superficie A(k) C 2 C A x R minima,
conexa que minimiza area entre todas as solugoes com este bordo.

Se transladarmos verticalmente o anel A(7) a uma altura 7 — k, o Principio do
Maximo Cléassico garante que A(7) e a superficie A(k) nao se tocam nos pontos
interiores e, nos pontos do bordo, os seus planos tangentes nao sao paralelos (e o
plano tangente a A(k) é “exterior” ao plano tangente a A(T)).

Como 7 é fixo, isso garante que, quando k — oo, os planos tangentes a A(k) ao
longo dos segmentos verticais do bordo tém inclinacao controlada pela inclinacao dos
planos tangentes ao anel A(7).

Afirmamos que, a familia de superficies {A(k)}r>, tem limitagdo de area local
uniforme.

Para provarmos isso consideremos uma bola de raio r B(r) contida em int(A x R),
de modo que OB ¢ transversal a A(k)e portanto, temos que dBNA(k) é um 1-ciclo em
0B, isto é, BN A(k) é uma colegao de curvas de Jordan I'y, ..., T, suaves, disjuntas,
que limita (mod 2) uma 2-cadeia S em dB de drea no maximo igual a drea de 0B.

Como A(k) minimiza drea na Zs-classe de homologia com bordo R(b., k)UR(c,, k),
a superficie conexa construida substituindo as componentes de A(k) contidas no in-
terior de B por S C 0B, tem bordo R(b, k) U R(c., k) e drea maior ou igual a drea
de A(k).

Concluimos entao que, A(k) N B tem area limitada pela drea do 0B, para todo
k > 7. E, como drea(0B) independe de k, a afirmagao é verdadeira.

Consideremos agora a seguinte sequéncia:

para cada inteiro n > 7, seja N(n) a superficie A(2n) transladado para baizo uma
distancia n.

Provaremos que existe uma subsequéncia de {N(n)},s, convergindo para uma
superficie minima N(oco) em A x R.

Usaremos o seguinte resultado que afirma que uma superficie minima S estavel,
imersa em uma 3— variedade Riemanniana M, possui segunda forma fundamental
limitada em um ponto P € S |, com limitacao em termos da geometria local de M
perto de P e da distancia entre P e 0S.
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Teorema ([Sc], Teorema 3). Seja S superficie minima estdvel em M?>. Dado
r € (0,1) e P € S tal que B5(P,r) tem fecho compacto contido em S entdo, existe
constante ¢; dependendo apenas da curvatura de M em BM(P,r) tal que

|AS2(P) < ¢ - 72

Além disso, se SNBM(P,r) tem fecho compacto contido em S entao, existe constante
€ > 0, e dependendo da curvatura de M em BM(P,r) e do raio de injetividade de S
em P, tal que SN BM(P,e-r) € a unido de discos mergulhados tendo sequnda forma
fundamental com quadrado da mnorma limitado por cs - r~2, onde ¢y é constante que
depende da curvatura de M em P.

Entao, seja B(p,r) C A x R uma bola de raio r e centro p, onde r < dist(p, O(A x
R)). O Teorema acima garante que existe um nimero § > 0 tal que, para todo ponto
z € B(p,5) NN (n) uma vizinhanca de z dentro de N(n) é um grafico F}; de gradiente
limitado, sobre o disco D, (z,d) C T,(N(n)), onde o raio § é o mesmo para todo tal
z. E claro que cada um destes graficos tem a area limitada inferiormente por uma
constante ¢ = ¢(0) (¢ = drea(D,(z,0)) ).

Pela estimativa de drea local uniforme para N(n) estabelecida anteriormente, o
numero de graficos disjuntos F? tem limitagao superior independente de n e entao,
garantimos que o nimero de componentes de N(n) em B(p, ) ¢ uniformemente limi-
tado.

Suponhamos inicialmente que, para cada n, N(n) N B (p, g) contém uma unica
componente.

Escolhemos subseqiiéncia z,, € N(n)NB (p, g) tal que z, — z e os planos tangentes
T., (N(n)) convergem para um plano P. Entdo, para n suficientemente grande, os
graficos F, desta subseqiiéncia serao graficos sobre disco D C P, de raio g, com centro
em z.

Por resultados de convergéncia para graficos minimos, existe subseqiiéncia F,,, de
F,, convergindo para grafico F'*° sobre D (z, %) C P.

Sejam ¢ € OF*, T,F'* o plano tangente a F'*° em ¢ e z,, € F),, seqiiéncia de
pontos tais que z,, — q.

Para n; suficientemente grande, os graficos F,,, sao graficos sobre o disco D (q, g) C
T,F* e portanto, existe subseqiiéncia de F,,, que converge para grafico minimo F'*°(q)
sobre D (q, g) Por unicidade do limite, F>° = F'*(q) onde eles se intersectam.

Assim, F'*° pode ser continuado analiticamente para obtermos uma superficie
minima conexa N?(o0) em B(p,%), com dNP(c0) C dB(p,%), ¢ NP(c0) é o limite
da seqiiéncia N(n) N B(p, 5).
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Caso N(n) N B(p, 5) contenha mais de uma componente, consideramos uma sub-
seqiiéncia de N(n) que possui um mesmo niimero s de componentes em B(p, 5).

Aplicando o argumento anterior para a primeira componente, obtemos uma sub-
seqiiéncia N1 (n;) que converge para uma superficie minima F7°, com OFf° C 0B(p, 5).
Procedendo da mesma forma na segunda componente de N(n) N B(p, 5), agora para
a subseqiiéncia Ni(n;) da primeira componente que converge para F7°, encontramos
nova subseqiiéncia No(n;) de Ni(n;) convergindo para superficie minima F5° em
B(p. ).

Repetimos esse processo em todas as componentes e destacamos a subseqiiéncia
diagonal. Tal subsequéncia de N(n) N B(p, §) converge para a superficie minima
NB = FPUF°U...UF>®, e assim, provamos que existe subseqiiéncia de N (n)
convergindo para superficie minima N2 em B(p, z)-

Agora, seja B(r) uma bola de raio r, tal que B(r) N d(A x R) # 0.

Vimos anteriormente que o plano tangente em um ponto do bordo da superficie
A(k) tem inclinacao controlada pela inclinagdo do plano tangente, no mesmo ponto,
ao anel A(7), k > 7, cuja existéncia é garantida pelo Critério de Douglas. Em
particular, isso implica que, perto do bordo, as superficies A(k) tém estimativas de
gradiente uniforme. Consequentemente, em B(T’), para r suficientemente pequeno,
podemos aplicar diretamente os resultados de convergéncia para graficos minimos e
garantir que existe subseqiiéncia de N(n) convergindo para uma superficie minima
NZ c B(r).

Seja {B;(pi,r)};cy um recobrimento de A x R tal que {B;(p;,
cobrimento de A x Re B;N By # 0, Vi € N, onde B; := B;(p;, §).

Comegamos pela bola Bj e consideramos a subseqiiéncia de N (n)NB; convergindo
para a superficie minima N. C B, ON. C dB;.

Fazendo o mesmo argumento em B, agora para a subseqiiéncia de N(n) que
converge em By, construimos subsequéncia de N(n) N By convergindo para N2, C By
e N2 = N dentro de B; N Bs.

Seguindo desta maneira, em todas as bolas do recobrimento {Bi (pis g)} de AxR, e
depois tomando subseqiiéncia diagonal, encontramos uma subseqiiéncia de { N (n) },~,
convergindo para superficie minima N(oco) em A X R, como querfamos.

Novamente pelo Principio do Méximo Classico, o anel A(7) pode ser transladado
de +o0 até —oo sem tocar a supericie N(oo) em pontos interiores. Entao, N(oo)
possui componente conexa N cujo bordo é a uniao das geodésicas B x R, C' x R.

)}ZEN ainda é re-

1=
N3

Provaremos que N = a x R e assim, mostraremos que os compactos contidos na
projecao vertical de N(oo) exaurem A — a.

34



Inicialmente, parametrizamos os lados bec do triangulo A por um mesmo parametro
t, t € [0,1] de modo que, b(0) = C, &0) = B e b(1) = &(1) = A.

Consideremos o conjunto de curvas {C;}o<i<1, onde Cy = b[0,1] U 0, t]UA; e

.- [0,1] — A é a tinica geodésica minimizante de A ligando os pontos b(t) e &(t).

O conjunto {C;}o<i<1 ¢ uma folheagao de A onde as folhas sao geodésicas tais
que, parat =1, Cy = Ae, parat =0, Cy = a.

As superficies C; x R sao compostas portrés superficies minimas em M x R com
angulos entre elas menores que 7 e além disso, d(C; x R) = (B x R)U(C x R). Entao,
fazendo t variar de 1 a 0, tais superficies nao podem tocar a componente N, a menos
que sejam iguais, 0 que Nao Ocorre.

Assim, ou N = a xR ou, existe um menor ¢, > 0 tal que N ¢ assintético a Cy, x R
no infinito.

Suponhamos, por absurdo, que a segunda possibilidade ocorre, isto é, para algum
0 < tg < 1, existe uma seqiiéncia (x,) € N tal que dist(z,, C;, X ]R) nosp 0.

Seja {S (n)}n>1 uma seqiiéncia onde cada S(n) é a superficie N verticalmente
transladada de maneira que a altura do ponto z,, seja zero.

Pelo mesmo argumento usado para a sequéncia de superficies N(n), garantimos
que existe subseqiiéncia de S(n) que converge para uma superficie minima S. Além
disso, S toca Cy, x R em algum ponto interior, a altura zero, e assim S = C}, x R.

Seja K um dominio compacto de Cy, x R, tal que K estd a distancia positiva de
d(Cy, x R) e a projecio de K em A contém pontos de A — A,

Como S = Cy, xR, podemos afirmar que existem dominios contidos nas superficies
N(n) que convergem uniformemente para K quando n — oc.

Entao, existem pontos de N(n) cuja projegao vertical estd em A — A. Absurdo,
pois as superficies N(n) sao translagoes verticais das superficies A(2n) cuja projecao
vertical esta contida em A.

Portanto, N = a x R, isto é, para todo compacto K C A — a e para todo T € R,
existe uma barreira sobre o gréafico de up. Assim, existe uma aplicacao u : (A—a) — R
cujo grafico é minimo em A x R, tal que u = limr_ur,

=0 e limu(z)=o00.

U| =Uu
b

c

Provaremos agora a ultima afirmacao do Teorema, isto é,
dada uma sequéncia de pontos z, € int(A) tal que z, — z € a, teremos

IVu(z,)] "=25° +00.
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Para cada n inteiro positivo, sejam 7, = u(A) N (M x {n}) e I, = 7(y,), onde 7
é a projecao vertical de A x R em A.

Denotemos por A,, a regiao conexa de A limitada por I',,, b e c.

Consideremos agora, o grafico de ua, e a seqiiéncia (z,) em A tal que z, € I';,, Vn.

Sejam % o vetor unitario na direcao vertical em A x R, v, o vetor conormal,
unitério, apontando para fora, no bordo do gréfico u(A,,) e N,, o vetor normal unitario,
em u(A,) tal que (N, 2) > 0.

Em cada ponto p do bordo do grafico de w), , consideramos a base
B =A{()s Vn, N} de T,(A x R), onde (7,)" é o vetor tangente unitério a curva .

e

Nn

Figura 3.7: Base

Em pontos do bordo de u(4,,), escrevemos

8 N
ot
Sendo a curva -, horizontal, seu vetor tangente é ortogonal a

(5 (m)) =0.
Dai, d=0e 2 =e-v,+ - N,.
Além disso, como (v, N,,) =0 e |v,| = 1, temos

0 0
<§7Vn>—e € <E7Nn>—f
0 0 0
& = <§7Vn> Up + <§aNn> Nnu
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50 Ou seja,

Portanto,



ou ainda,
0 0 0
<a77/n> Vp = a - <E7Nn> Nn

iy . 2 .
Desta ultima igualdade, e observando que ‘%‘ = 1, encontramos a seguinte

relagao:
0 d ?

Para concluirmos a prova da afirmacao, e consequentemente do teorema, mostra-

remos o seguinte fato mais geral:

dada v : A — R funcdo cujo grdfico € minimo em A X R, com u — 400 em
pontos perto de um arco geodésico aberto o do bordo de A, temos que, em tais pontos,
o plano tangente a u(A) é quase vertical.

Seja (z,) uma seqiiéncia de pontos contidos em A que converge para um ponto z
pertencente para o lado a, quando n — oo. Com a notacao usada antes, o fato acima
significa que o vetor N, (p,), normal ao grafico de u|, no ponto p, = (z,,u(z,))
é quase horizontal, quando n — oo. Assim, para mostrarmos que o fato acima é
verdadeiro, é suficiente provar que o plano tangente no ponto p, = (2, u(z,)) é quase
vertical, para n suficientemente grande.

Para isso, estendemos o campo (v,,) para os pontos no interior do gréfico de v, .
Ou seja, definimos sobre o grafico de v, o conormal v, apontando para fora, em
Y- Cu(A;) , com 0 < 7 <n. Pelo mesmo raciocinio anterior temos

CONISCE

Em pontos de u(A,), onde o plano tangente é quase vertical, devemos ter a
projecao do vetor normal N, na diregao vertical %, quase nula.
Pela relacao (3.1), isto implica que <a

E,Vn> aproxima-se de 1, ou seja, o plano
tangente no ponto p, € u(A,), para n suficientemente grande, é quase vertical se, e
somente se,

Ve >0eV q €int(a), 3 vizinhanca de o em A tal que <%,Vn> >1—¢, paran
bastante grande, em todo ponto de tal vizinhanca.
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Suponhamos, por absurdo, que isso nao ocorre. Assim,

Jdgeint(a) edd >0tal que Vn € N, 3 (z,) € A, com z, "—5°gedn>n,
tal que <%7Vﬁ>§1_6.

Entao, é possivel escolher um niimero R > 0, independente de n, de modo que
existe um disco D(p,, R) inteiramente contido no grafico de v, , onde o centro do
disco é p, = (zn,u(z,)) e R é o raio intrinseco. De fato, como ¢ € int «r, temos que
dist(pn, O(u(Ay))) >> 0,V n.

Novamente utilizando estimativas de curvatura para superficies minimas estaveis
devidas a R. Schoen, garantimos que o grafico de uj, ¢ grafico sobre um disco
D(pn,r) C T, (u(A,)) e tal grafico estd a uma distancia limitada deste disco. Além
disso, o raio r depende somente de R, ou seja, independe de n.

Entao, para z, préximo o bastante de A temos a projecao vertical de D(p,,r)
fora de A. Mas, como a distancia entre o gréfico de u|, e D(p,,r) ¢ limitada, a
projegao de u(A,) também esta fora de A. Isso é uma contradigao.

Portanto, a afirmagao é verdadeira e a prova do Teorema estd concluida.
[ |
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Capitulo 4

Teorema Jenkins-Serrin em M? x R

Neste capitulo, estabelecemos condigoes necessarias e suficientes para que exista
uma superficie minima em M? x R, que é grafico sobre um dominio D C M, e que
assume os valores +00 e —oo em arcos geodésicos contidos em 0D.

Este resultado foi feito inicialmente por Jenkins e Serrin para dominios contidos
em R? (ver [JS]) e depois, por Nelli e Rosenberg, para D C H?, em [NR].

Agora, M é uma variedade Riemanniana completa, dim M é igual a2 e D C M
¢ um dominio compacto, mergulhado e geodesicamente convexo (ver definigdo na p.

16).

Suponhamos que 0D contém dois conjuntos de arcos geodésicos abertos Ay, ..., A
e Bi,..., B; de maneira que, nem dois arcos A;, nem dois arcos B;, tém pontos finais
em comum. A parte restante de 0D é a uniao de arcos abertos convexos C1,..., Cy

e todos os pontos finais.

C

Figura 4.1: Dominio D



Além disso, sejam f* : Cs — R fungoes continuas, tais que lim, ¢, f*(z) < oo,
Vs=1,..., h.

Determinamos condicoes necessérias e suficientes para que exista uma aplicagao
u: D — R cujo gréfico é minimo em D x R e que satisfaz

u =00, u =-00, i=1,...,k, 7=1,...,1

i B

e sobre cada arco C, s =1,..., h, u assume o valor continuo f*, fixado a priori.

A existéncia de tal funcao depende da relacao entre os comprimentos dos arcos do
bordo de D e o perimetro dos poligonos geodésicos inscritos em D, cujos vértices sao
escolhidos entre os vértices de A; e B;.

Sendo P um tal poligono, usaremos as seguintes notagoes:

= Z [All 8= Z |B;||, v := perimetro(P).

A;CP B;CP

Enunciemos entao o

Teorema 4.1 (Jenkins-Serrin em M? x R). Consideremos M uma superficie Rie-
manniana, D C M um dominio, P C D um poligono e f* : Cs — R funcaes,
s=1,..., h, onde M, D, P e f* satisfazem as hipdteses anteriores.

Se Cy # () entdo, existe uma aplicagio u : D — R cujo grdfico é uma superficie
minima em D X R e que satisfaz

Uy = 400, u} = —00, U

Aj

se, e somente se,
2-a<y , 2-0<7, (4.1)

para cada poligono P inscrito em D.

Se {Cs} = 0, trocamos a condi¢ao (1) por a = 3, no caso em que P = 9D e o
resultado € o mesmo.

Observemos que a existéncia da Superficie de Scherk em M? x R novamente é
garantida por este Teorema, mas agora o dominio de definicao pode ser mais geral.
(Ver Observagao 4.2 a seguir.)
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Exemplos. Seja M = S? uma esfera redonda.

Primeiro, consideraremos D o dominio aberto limitado por dois arcos geodésicos A
e C, que se encontram nos pélos de S2. De fato, ndo é possivel construir um dominio
em S? limitado por dois arcos geodésicos que se encontram em pontos que nao sejam
os polos de S2.

&N
5

Figura 4.2: Dominio D C S?

Afirmamos que nao existe u : D — R tal que %, = grafico v é minimo em D x R
ewu, =o0eu,,=0.

Suponhamos, por absurdo, que existe tal aplicacao u.

Seja D o dominio que é a imagem de D pela composta da reflexao de S?, que deixa
A fixo, e da rotacido de S, que leva A para C, é possivel encontrar v : D — R; v, =0
e U|C = —0OQ.

Agora, como u e v sao uniformementes limitadas em todo compacto K C D, é
possivel transladar ¥, verticalmente para cima, até termos I = X, NX, # 0. A
projecao vertical 7(I) satisfaz 7(I) C ((int D) U {pontos finais de A e C'}). Entao,
pelo mesmo argumento usado na prova da Afirmacao 2.1, existe componente conexa

U C (int D) — (1) tal que OU C w([). Consideremos os discos D, = u(U) C X, e
D, =v(U) C ¥,. Podemos supor que D,, < D,. Conseguimos a seguinte contradi¢ao:

/ L 9N / 9

op, \ Ot op, \ Ot]
0 0

/m <”“’ a> =0= /(,Dv <”v’ a> ’

pela férmula do fluxo (ver p. 22).
Entao, a aplicacao u nao existe.

pois D, < D, e
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Este argumento vale quando o angulo entre os arcos geodésicos é 6, onde 6 varia
entre 0 e .

O que acontece nestes casos é que os dominios deste tipo nao satisfazem as
condicoes do Teorema, pois é possivel ligar os polos de S? por outro arco geodésico
contido no interior do dominio e, para o poligono formado por este novo arco e o arco
A, onde queremos que a aplicagao assuma o valor +00, a condi¢do 2 - a < 7 nao é
satisfeita.

E verdade que, se o dominio D ¢ limitado por um arcos geodésico A e um arco
estritamente convexo C' que também se encontram nos pélos de S?, uma pequena
modificacao deste raciocinio pode ser utilizado para concluir que nao existe
u:D—R; u, =00, u,=0,cujo grifico ¥, ¢ minimo em D x R.

Suponhamos por absurdo, que tal u existe. Entao, novamente encontramos um
dominio D isométrico a D, que é a imagem de D pela composta de uma reflexdo e
de uma rotacao de S2, de modo que DN D # (.

s ee

Figura 4.3: Conjunto D N D # )

Agora, pela hipotese de absurdo, também existe uma aplicacao v : D — R, tal
que v, = —00, v, =0 e cujo grafico X, ¢ minimo em D x R.

Fazendo translagao vertical de X, encontramos uma intersecao [ = X, N %, # 0,
tal que m(I) C (int D N D) U {pontos finais de A e A}. Novamente, considerando a
componente conexa U C (int (D N D)) — 7(I), dada pela Afirmagao 2.1, e os discos
D,=ulU)cC¥,eD,=vU) CX,, construimos uma contradigao.

Mas, se A é um arco geodésico contido em S? com comprimento menor que 7 temos
que, para qualquer arco estritamente convexo C' tal que AUC' é o bordo de um dominio
limitado D contido em S?, existe uma aplicacao u : D — R ; u, =00, u,=0
cujo grafico é minimo em D x R.

A existéncia de tal aplicagao u é garantida pela demonstracao do Teorema de
Jenkins-Serrin em M? x R - Caso 1.

A
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Agora, seja D um dominio compacto, geodesicamente convexo, contido em um
hemisfério aberto de S?, cujo bordo é formado por um arco geodésico A, um arco
estritamente convexo C' e dois arcos geodésicos By, By nao-consecutivos. Por exemplo,
ver o dominio ilustrado na figura a seguir.

é

Figura 4.4: Dominio D

Vamos usar o Teorema para mostrar que para dominios deste tipo sempre existe
uma aplicacao u : D — R, cujo grafico é minimo em D X R, e que assume os seguintes
valores no bordo de D:

u, =00, U, =-00,n=12, u,=f,
nao importando o tamanho dos arcos A, B, C.
Existem dois poligonos inscritos em D que satisfazem as hipéteses do Teorema.

Sao eles

P,=A UB,UT,,n=1, 2

onde T,, C D é o arco geodésico ligando os pontos extremos de B,, e A;.
Para cada P,, temos

2-q, = 2| A,
200 = 2-[IBall,

Yo = (Al +{Ball + | T0ll , n=1, 2.
Afirmamos que, 2-a, <V, €28, < Y, n=1,2.
De fato,
200 = 2+ || Al = [[Ad] + [[Ad]]

A

[+ (1Bl + |1 T11)
Tn
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2B = 2-[|Bull = [|Bull + || Ball
1Bnll + ([ Aw]] + [[T2]])
Tn -

A

Entao, dada f: C' — R continua, o Teorema garante que existe aplicacao
u : D — R solucao minima tal que,

U, =00, U, =—00, u, = [,

como queriamos.

Observacao 4.1. Dois arcos convexos Cy, Cz, contidos em 0D, podem ter um ponto
final p em comum e, conseqiientemente, f° poderd ser descontinua em tal p. Ficard
claro, pela prova do Teorema, que a superficie minima obtida neste caso conterd o
segmento vertical passando por p cujos extremos serao os valores limites, em p, das
funcoes continuas f* e f°.

Prova do Teorema. Inicialmente mostraremos que a condi¢do (4.1) € suficiente
para a existéncia de u. A demonstracao serd dividida em cinco casos.

CASO 1. 0D contém apenas um arco geodésico A e um arco estritamente
convexo C' e a funcao f : C' — R é continua e positiva.

Observagao 4.2. A superficie ¥ = grdfico u, cuja existéncia ¢ demonstrada neste
caso, € uma superficie tipo Scherk semelhante a que o Teorema 3.1 assequra a e-
xisténcia. Mas aqui, permitimos que o dominio da aplicagcao u possua arcos estrita-
mente convexos em seu bordo enquanto que, no Teorema 3.1, o dominio € um triangulo
geodésico. De fato, nestes arcos nao-geodésicos, a funcdao u nao pode assumir valores
infinitos. (Ver Afirmagao 4.1 a sequir.)

A demonstracdo do Caso 1 seque os mesmos passos da prova do Teorema 35.1.
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Prova. Sejan € R,n > 0. Afirmamos que existe uma funcao u, : D — R cujo
grafico € minimo em D X R e que assume os seguintes valores no bordo no bordo de
D:

un} =n, un‘ = min(n, f).
A C

De fato, consideremos I', C 9(D x R) a curva formada pela unido do arco
geodésico A elevado a uma altura n, do grdfico da fun¢ao min(n, f) e dos arcos
geodésicos verticais ligando os pontos finais destas duas curvas.

Como A é geodésica, C' é arco estritamente convexo e, consequentemente, D é
regidao convexa, temos que O(D x R) é boa-barreira para resolver o problema de
Plateau. ( Ver Teorema (Meeks-Yau), p. 17).

Entao, seja X2, a solucao para o problema de Plateau em D x R com bordo I',,.

O dominio D e a curva I',, satisfazem as hip6teses do Teorema de Radé em M? xR
(Teorema 2.1, Capitulo 2). Portanto, 3, é grifico de uma funcdo w,, definida em D
e u, assume os valores desejados no bordo, concluindo assim a afirmacao.

Pelo Principio do Méximo Geral, Teorema 2.2, a sequéncia de fungoes {u,,} é uma
sequéncia nao-decrescente.

Provaremos agora, que a sequéncia {u,} ¢ uniformemente limitada sobre sub-
conjuntos compactos de D — A. Para isso, construiremos uma barreira sobre u,,
utilizando o Critério de Douglas (p.27).

Fixemos algumas notagoes:

e A arco geodésico de M(0), AC Ae|A| =|A|+2-§, § >0 pequeno;
e 0A={P,Q}, 0A = {P,Q}; dist(P, P) = dist(Q, Q) = ;

e C arco estritamente convexo ligando P a Q, C /] C, dist(C, C)=90;
e D regido limitada por A e C;

e M ponto médio do arco C;

o £, Fe(C tal que dist(E, M) = dist(F, M) = ¢, € > 0 pequeno;

e «., (. geodésicas minimizantes contidas em D ligando os pontos P a EF e ) a
F| respectivamente;

e (. ~5 arcos contidos em C, ligando novamente os pontos P a E e Q a F;
, B , lig P 7

e &, [ arcos de C, tais que C =aU B, anpg={M};
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e «, 3 geodésicas minimizantes ligando P a M e () a M, respectivamente;

e ¢, finalmente, 4. C D geodésica minimizante ligando F e F.

Figura 4.5: Regiao D

Seja T € R, T > 0.

Denotemos por R(é.,T) o bordo do disco Dy, := @, x [0,T] e R(B.,T) o bordo
do disco Dy := Be % [0,T].

Queremos encontrar superficie minima S(6,7T") C D x R, género S (0, T) =1, tal
que dS(6,T) = R(6.,T) U R(B., T).

Sejam Dg, e DBE os discos solucoes para o problema de Plateau com bordo R(é., T)
e ];’(Be, T), respectivamente.

Considere o anel suave por partes N = A x [0, T]UA, x [0, TJUPEFQUPEFQ(T),
onde PEFQ é o quadrilétero em M (0) de lados A, a,, 3. e ..

Temos ON = R(a., T) U R(B.,T).

A area do anel N é igual a

VA - T+ 5l -T+2-q,

onde ¢ = area(PEFQ).
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Pelo Critério de Douglas (p. 27), se mostramos que
area N < drea (Dg, U DBE) ,

garantimos que existe a superficie S(9, 7).

Seja R(ae,T') o bordo do disco D, := a, x [0,T].

Como o, ¢é geodésica minimizante ligando os pontos P e E, podemos utilizar a
formula da co-drea (p. 28) de maneira andloga a feita na demonstragao do Teorema
3.1 , para garantir que Dds tem 4rea maior ou igual a area de D, .

De fato, V 7 € [0,T] as interse¢oes Ds. N M(7) e D, N M(7) sao curvas ligando
os pontos P x {7} ¢ E x {1} e, além disso, a, x {7} é a curva de menor comprimento
ligando estes pontos.

Fazendo as mesmas consideracoes para o disco Dg, temos que

HDae

+ [| Dpg,

< ||Da,

+ 1D,

Assim, se mostrarmos que

INT < I1Dall + [1Ds|l
a superficie S(d,7") existe.
Ou seja, devemos mostrar que
AT + 13l - T +2- g < (fJeel| + 18:]1) - T
Como ||A]| = | N|| +2-6 , isso equivale a
laell + 118l = AN +2- 0+ [13el) - T>2- ¢

O ntimero ¢ = drea(]BEF Q) é constante entao, fazendo T suficientemente grande
e € e d suficientemente pequenos (dai, ||7¢|]| — 0, 2-6 — 0 e |||l — ||, [|5cll = 1181
é suficiente mostrar que
ledl + (18] = 1N > 0,
isto é,
INI < llall +1181-

De fato, utilizando a desigualdade triangular valida em M, temos

INI| <Al = dist(P,Q)
< dist(P, M) + dist(M,Q)
=l + 181l
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Portanto, existe superficie S(8,T) de género 1 e bordo R(é.,T)U R(B.,T).

Afirmamos que S(9,7) é um anel.

A prova é feita de maneira anédloga a utilizada para mostrar que a superficie A(d, T')
¢ anel na demonstragao do Teorema 3.1 (ver p. 30). O argumento é baseado em dois
fatos: D xR é um espago contratil e, consequentemente, temos que S(d, T') pertence a
classe de homologia (mod 2) do anel N = A x [0, T|UA, x [0, TJUPEFQUPEFQ(T),
e o anel IV é orientavel.

O anel S(0,T) estd acima de %,, = grafico de u,, Vn > 0.

Isto é, se uma reta vertical em (int D) x R encontrar as duas superficies entao, os
pontos de S(d,T) estao acima dos pontos do grafico de u,,.

Se transladarmos verticalmente o anel S(d, 7") até a altura n, e depois o abaixarmos
continuamente, o Principio no Maximo Cléassico garante que nao existem pontos de
intersecao interiores entre S(0,7") e ¥(n), até S(4,T) voltar a posi¢ao original.

Além disso, 6 > 0 garante que 9S(d,T) nao toca 9%,.

Fazendo 6 — 0, o anel S(T') = S(0,7") também estd acima de ,,.

Temos que 9S(T) N 9%, é formado por (P x [0,7]) U (Q x [0,T]), pois n e f sao
positivos. O Principio do Maximo no bordo garante que em pontos interiores destes
segmentos verticais o plano tangente a S(T") estd “fora”do plano tangente a %,.

Assim, é verdade que S(T) estd acima de 3, V n, ou seja, o anel S(T') estd em
cima do gréfico de u, sobre todo compacto K C w(S(T)), onde 7 : D xR — D ¢é a
projecao vertical.

Portanto, u = lim,,_, u, existe em todo compacto K C w(S(T)).

Vamos mostrar que, quando T — oo, tais compactos exaurem D — A.

Seja €2 a componente conexa, nao-compacta de (D x R) —int(S(T)). 052 é boa-
barreira para resolver Plateau pois, 92 = 9(D x R) U S(T') é formado por superficies
minimas e por superficies com vetor curvatura média positivo com respeito ao vetor
normal apontando para dentro. Além disso, o angulo entre estas partes é menor ou
igual a 7.

Entao, dado k € R, k > T, temos que existe superficie minima conexa S (k) C
2 C D x R solugao para o problema de Plateau com bordo R(Cy, k) U R(Cs, k), onde
C1 é o arco contido em C| ligando P a M, M ponto médio de C, e Cy C C liga @) a
M. Agora, S(k) ndo é necessariamente um anel. Mas, no que segue o género de S(k)
nao vai interferir.

A conexidade de S(k) é novamente consequéncia da férmula da co-drea. Obser-
vando que, a superficie nao conexa de menor area com este bordo é a uniao de dois
discos e, estes tém area maior que o anel cuja existéncia é garantida pelo Critério de
Douglas.
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Transladando verticalmente o anel S(7T') a uma altura k — T e depois levando-o de
volta a sua posicao inicial garantimos, usando o Principio do Maximo Classico, que
S(T) e S(k) nao se tocam em pontos interiores. Além disso, os seus planos tangentes
no bordo nao sao paralelos e o plano tangente a superficie S (k) é “exterior” ao plano
tangente ao anel S(7') num mesmo ponto.

Assim, quando k — oo, os planos tangentes a superficie S (k) ao longo dos segmen-
tos verticais do bordo tém inclinagao controlada pela inclinacao dos planos tangentes
ao anel S(T).

A familia de superficies {S(k)}z>7 tem érea local uniformemente limitada pela
drea do bordo de uma bola B(r) C int(D x R). (Para a prova desta afirmagao ver
pagina 32.)

Considere para cada n inteiro , n > T, a superficie I(n) como S(2-n) transladada
para baixo uma distancia n.

Afirmamos que a sequéncia {I(n)},>, possui subsequéncia convergindo para su-
perficie minima I(co0) C D x R.

Inicialmente usamos o Teorema ([Sc]) que estabelece estimativas de curvatura para
superficies minimas estdveis (p. 33) para garantir que

dada bola B'(p,r) C int(D x R), 3 6 > 0 tal que Vz € B(p,%) N I(n) uma
vizinhanga U de z dentro de I(n) é grdfico JZ, de gradiente limitado, sobre o disco
D, (z,0) C T.(I(n)), onde o raio § é o mesmo para todo .

Como I(n) tem drea uniformemente limitada, o nimero de gréficos J; tem limitacao
superior independente de n.

Agora, usamos resultados de convergéncia para graficos minimos para garantir
que existe limite N'(co) da sequéncia N(n) N B'(p,%); N'(o0) C dB'(p,%). (Para
argumento completo ver p. 33.)

Em uma bola B que intersecta o bordo de D x R, garantimos que [ (N) tem
estimativas de gradiente no bordo, pois existe limitacao do angulo do plano tan-
gente. Dai, também perto do bordo, podemos aplicar os resultados de convergéncia
para graficos minimos e garantir que existe subsequéncia de I(n) convergindo para
superficie minima 12 ¢ B, 012 c dB.

Seja {B;(ps, ) }ien recobrimento de D x R tal que {B;(p;, 5)}ien ainda é recobri-
mento de D x Re B; N By # 0, Vi € N, onde B; = B;(p;, §).

Sabemos que V B;, existe subsequéncia de I(n) convergente para grafico minimo
I' C B;, dI'_ C OB;.

Utilizando argumento de subsequéncia diagonal encontramos superficie minima
I(0c0) € D x R, como querfamos.

Pelo Principio do Méximo Geral, o anel S(7T') pode ser transladado de —oo a +00
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sem tocar I(0o0) em pontos interiores.

Entao, I(co) contém componente conexa I tal que 0 = (P x R) U (@ x R).

Provaremos que I = A x R, A C 0D arco geodésico.

Usando a notacio estabelecida anteriormente (ver p. 45), seja v : [-1,1] — C
parametrizacio do arco C' tal que y(0) = M, v(—1) = P e 4(1) = Q.

Consideremos o conjunto de curvas {C; }o<i<1 C D, onde C; = y[—1, —t]U3U~[t, 1]
e 4 ¢ a unica geodésica minimizante de D ligando os pontos y(—t) a (?).

Como D é geodesicamente convexo, {C }o<i<1 6 folheacao de D tal que Cy = A e
C,=C.

Cada C, é formado por trés superficies em D x R: J X R superficie minima,
v[—1,—t] x R e v[t,1] x R superficies com vetor curvatura média apontando para
dentro de D.

Além disso, o angulo entre estas superficies é menor que 7.

O bordo de Cy x R, para cada t > 0, é igual a (P x R) U (Q x R) .

Fazendo ¢ variar de 0 a 1, as superficies C; x R ndo podem tocar a componente I,
a menos que sejam iguais, o que nao ocorre ja que, 01 # 8(@ x R).

Assim, ou I = A X R, ou existe menor t, > 0 tal que I é assintotico a C~’t0 x R no
infinito.

A segunda possibilidade nao acontece. Caso contrario, é possivel encontrar dominios
contidos nos anéis I(n) que convergem para um compacto K cuja projegao em D
contém pontos de D — D. Isso é um absurdo, pois a projegao das superficies I(n) é
igual a projecao das superficies S(k), ou seja, 7(I(n)) C D.

Logo, I = AXR e a projecao das superficies g(k) exaurem D — A quando k — oo,
garantindo a limitagao dos graficos de u,, em D — A e, consequentemente, a existéncia
da funcao u : D — R; u = lim,, . u, .

Como a sequéncia u, é nao-decrescente, fazendo n — oo, temos v, = co e, em
C, u = lim, . min(f,n) = f.

Ou seja, u assume os valores desejados no bordo e o Caso 1 esta demonstrado.

Observacao 4.3. Seja C' C M curva estritamente convexa pertencente ao bordo
de um dominio D C M que satisfaz as hipoteses do Teorema 4.1. Denotemos por
C(C) o convex-hull (aberto) de C'. Dada uma aplica¢ao u : (C(C)UC) — R, cujos
valores sobre C' sdao limitados, a demonstracio do Caso 1 do Teorema 4.1 garante
que u € sempre limitada sobre um subconjunto compacto de C(C') por uma constante
que depende somente de w).,. De fato, considerando A geodésica ligando os pontos
finais de C e o dominio D = C(C') a prova do Caso 1 mostra que existe ¢ superficie
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tipo Scherk definida em D tal que ¢y, = +00, ¢1|, = u, e, em todo compacto
K C C(C), ¢4+ estd acima de u.

Da mesma forma, garantimos que se Cy e Cy sdo dois arcos estritamente converos
de OD com um vértice P em comum e u, = fi, u, = f2 (ndo necessariamente
fi(P) = f2(P)), a mesma observagao vale.

Afirmagao 4.1. Sejam C um arco estritamente convezo, C(C') o convex-hull (aberto)
de C eu:C(C) — R uma solugio minima. Se u € ilimitada em C' entao, u € ilimitada
em C(C).

Prova. Como ), = 00, é possivel supor que u > 0 em D = C(C).

Suponhamos, por absurdo, que existe um ponto p € C(C'), onde u(p) < +oc.

Consideremos a aplicagao ¢_ : C(C) — R; ¢-, =0e9¢_, =—0o0, cujo grafico é
uma superficie do tipo Scherk.

Temos u > ¢_.

Como gb_lc(c) ¢ limitada, podemos transladar verticalmente o grafico de ¢_ para
cima, até que este toque o grafco de u no ponto (p,u(p)). Ou seja, os gréficos das
solugoes minimas u e ¢_ se tocam num primeiro ponto interior. Isto é um absurdo e,

portanto, nao existe tal ponto p € C(C') o que conclui a prova da afirmacao.
|

Antes de continuarmos a prova do Teorema, precisaremos estabelecer alguns resul-
tados sobre o fluxo da terceira coordenada do vetor conormal ao bordo de um gréfico
minimo.

Nas consideracoes a seguir, D C M? é um dominio aberto, geodesicamente convexo
e a aplicacdo u : D — R é tal que ¥ = grdafico de u é minimo em D x R e Uy, €
limitado.

Definimos v, (p), o vetor conormal unitario apontado para fora em p € 9%, como
o vetor unitdrio pertencente a 7,¥ e perpendicular a 7,(0Y), da maneira usual. De-
notamos por (v3), a componente do vetor v, na dire¢ao %.
Afirmacgao 4.2. Seja A C 9D arco geodésico aberto.

Entao, |(13)u(p)] <1, Vp = (2,u(z)) € 0% , onde z € A.

Prova. Sabemos que |(v3),(p)| <1, Vp € 0%.
Suponhamos, por absurdo, que 3 p = (z,u(z)) € ¥ , onde z € A, tal que

[(v3)u(p)] = 1.
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Pela relacao (v3), = /1 — (N3)?2 (ver p.37), isto significa que em p o plano tan-
gente a X é vertical.

Sendo A arco geodésico, A x R é superficie minima em M x R.

Temos que, p € A x R e o plano tangente a A x R em p também é vertical.

Entao, 7,2 e T,,(A x R) sao paralelos.

Além disso, ¥ estd de um tnico lado da superficie A x R, pois (D x R) é mean-
convex. Nessas condigoes, o Principio do Maximo no bordo garante que ¥ = A x R.
Absurdo. ]

Afirmacgao 4.3.

/ (l/3)ud§ = 0 s
%))

onde 5 € uma parametrizacdo para 0.

Prova. Y superficie minima implica que h, aplicacao altura em M? x R, é
harmonica sobre . Para referéncia deste resultado ver [Ro|, Lemma 3.1. Entéao,
pelo Teorema de Stokes, temos

0= / Ah dVE = / <V2h, I/> dVE, (42)
% ox

onde v é o conormal unitério exterior a 9X.
Mas, V2rh = %. E, como

Vuexrh = Vsh 4+ (N, Vyp2rh) N,

onde é N normal a X, temos

0 0

Portanto, escrevemos (4.2) como

0 0
/az<a— <N,E>N,V>dv(‘)2—0.

Mas, (N,v) = 0. Dali,
; >
—, v )dVsy =0,
/az <at .

52



isto é,
/ (3)udVas, =0,
%

como afirmamos.

Observacao 4.4. E possivel escolher um parametro s para 0D de modo que, § = u(s)
seja parametrizacao por comprimento de arco para 0%. Fazendo isto, temos

/5)E(V3)“d§ = /8D(V3>u|u’(s)|ds

= /E)D(V3)ud8-

Assim, podemos escrever a Afirmacao 4.3 como
/ (v3)uds = 0.
oD

Lema 4.1. Seja C' arco estritamente convexo em 0D. Entaio,
/<y3>uds <l
c

Prova.

Afirmamos que |(v3).(p)] < 1,V p = (z,u(2)), onde z € C .

Suponhamos, por absurdo, que existe p = (z,u(z)) € 9% tal que |(v3).(p)| = 1.

Sejam C’(z) vetor tangente a curva C' em z e v C M geodésica passando por z
tal que v'(z) = C'(2).

Como |(v3),(p)| =1 e v (2) = C'(2), T,2 e T,(y x R) sao verticais e paralelos.

Além disso, sendo C' arco estritamente convexo, C' estd de um tunico lado da
geodésica 7.

Entao, ¥ estd de um tinico lado da superficie minima v x R.

Nessas condigoes, o Principio do Maximo no bordo garante que > = v x R.

Absurdo.
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Assim,

Jads < [ fwanlas

< /lds— e
C
|

Lema 4.2. Sejam A C 0D arco geodésico e {u,} sequéncia de solugoes minimas em
D e continuas em DU A. Para cada n, v, € o conormal ao bordo do grdfico de u,.

(i) Se {u,} diverge para infinito em subconjuntos compactos de A e permanece uni-
formemente limitada em subconjuntos compactos de D entao,

lim [ (v3)nds = || A].

n—oo

(ii) Se {u,} diverge para infinito em subconjuntos compactos de D e permanece uni-
formemente limitada em compactos de A entao,

lim [ (v3)nds = —|A].

n—oo

Prova.

(7) Seja 6 > 0 pequeno fixo e A; C A arco formado pelos pontos que estdo a uma
distancia maior que § do bordo de A. Como u, —> oo em Ag, temos que, para n
suficientemente grande, (v3), > 0 em As. Dai, |(v3),] = (v3)n.

Pela Afirmacao (4.2), |(v3),| < 1. O que significa, nesse caso, que (v3), <1 .

Assim,

lim | (v3),ds < lim Lds = ||As]- (4.3)

Por outro lado, para cada n, o plano tangente ao grafico de u,, em pontos cuja
projecao vertical pertence a As, é quase vertical quando n — oo.
Entao, para todo € > 0 pequeno e para n grande, vale |(v3),]| > (1 —€) em A;.
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Consequentemente,

lim [ (v3),ds> lim [ (1—¢)ds.

n—oo A§ n—oo A5

Fazendo € — 0, temos

lim [ (v3)ads > || As|. (4.4)

n—oo
é

Agora, fazendo 6 — 0, As — A e usando (4.3) e (4.4), encontramos

lim [ (v3),ds = [|A].
n—oo A

(77) Usaremos As como definido na prova de (7).

Como wu,, permanece limitada em Ajs e é ilimitada em todo compacto K C D,
temos que, para n suficientemente grande, (v3), < 0, sobre As.

Dad, | ()] = —(v3)o.

Novamente, sendo As arco geodésico, |(v3),| < 1 em Ag, isto é, para n grande,
—<I/3)n < 1.

Entao,

lim (v3)pds > / —1ds = — || As]|. (4.5)
As As

n—o0

Também, o fato de u,, divergir para oo em todo compacto K C D e permanecer
limitada em As; garante que em As, |(v3),] > 1 —¢€, Ve > 0 pequeno e n grande.
Dai, (v3), < —(1 —¢).

Logo,
lim [ (v3),ds < lim —(1 —€) ds.
Fazendo € — 0,
lim (V3)nds < — ||As]|- (4.6)

n—oo A5

Agora, por (4.5) e (4.6), fazendo 6 — 0,

lim [ (v3)nds = — ||A].

n—oo

95



Observagao 4.5. Pelo mesmo argumento usado na prova do Lema 4.2 (ii), garanti-
mos que o sequinte fato vale:

Sejam u, : D — R solu¢oes minimas e V subconjunto compacto de D.

Se u,, diverge uniformemente em V e converge uniformemente em D —V entao,
em todo arco geodésico A C OV,

lim [ (v3)nds = — [|A].
A

n—oo

Voltemos a prova do Teorema.

CASO 2. 0D contém arcos geodésicos Ay, ..., Ay e arcos estritamente convexos
Ci,..., Cy. Vamos supor que as funcoes f*: Cy — R sao continuas e positivas.

Sejam n € R e u,, : D — R solu¢ao minima com o seguinte bordo:
UAl(n) U graf{min(n, f*)} U V,

onde V' é o conjunto dos segmentos verticais que ligam os pontos finais dos arcos
anteriores.

A existéncia de tal u, é consequéncia do Teorema de Rado em M? x R (Teorema
2.1, Cap. 2), pois D é geodesicamente convexo e d{graf u, } é um grdfico de Nitsche.

Afirmacgao 4.4. Sejald C int D o conjunto dos pontosp € int D onde lim,,_., u,(p) <
0o. Entao, U é um conjunto aberto.

Para provarmos essa afirmagao, precisaremos do seguinte resultado:

Lema 4.3. Seja p € D tal que u,(p) < ¢, ¥V n, onde ¢ € uma constante independente
de n. Entdo, |Vu,(p)| € uniformemente limitado.

Prova.

Sejam B = B(p, €) bola geodésica centrada em p, € > 0 pequeno e Fy uma familia
de superficies de Scherk vy = wvg(Py, P, P3) que assumem valores 0, 0 e +00 no
bordo do triangulo geodésico Ty cujos vértices Py, P, P53 estdao contidos em 0B e sao
escolhidos de modo que p € Ty e vy(p) > ¢, onde ¢ é a constante dada pelo Lema.

Além disso, os trés pontos percorrem continuamente 27w sobre 0D e vy, = vy.
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Figura 4.6: Triangulos Ty, e Tp,

Exigimos ainda que o lado do triangulo 7y onde vy assume o valor oo esteja
suficientemente proximo de p num sentido que serd precisado a seguir.

As superficies minimas estaveis variam continuamente com respeito aos seus va-
lores no bordo. Para esse resultado ver [RS], p.408.

Entao, vy varia continuamente com ¢, 0 < 0 < 2.

Agora, para n € R fixo, sejam z, y coordenadas locais em D C M (0) tais que :

e p ¢ origem deste sistema de coordenadas,

o 2u(p) >0,
¢ Sx(p)=0

Denotemos u,, = u.

A escolha das coordenadas acima significa que o plano tangente ao grafico de v no
ponto (p,u(p)) contém o eixo y, ou ainda, que o grafico de u intersecta M? x {u(p)}
em uma curva tangente ao eixo y.

Como vy varia continuamente em 6, fazendo 6 variar entre 0 e 27, existe

ov ou
vy = vg, € Fy tal que 8—;(1)) = 8_y(p) =0.

Afirmamos que



Isto significa que a inclinagdo do plano tangente no ponto (p,vo(p)) em relagao a
horizontal é menor que a inclinagao do plano tangente em (p, u(p)) com a horizontal.

Para 6 € [0, 27] fixo, seja Fp, outra familia de superficies de Scherk vg;, 0 <t <1,
onde vy, é construida trocando o lado do triangulo 7y onde vy — oo por uma geodésica
mais proxima de p.

A exigéncia citada anteriormente para os triangulos iniciais Ty é que eles sao
escolhidos de modo que quando fazemos essa deformagao vy, de vy, tenhamos vy, (p) >
c, Vt.

Essas deformagoes vao de t = 0; vgg = vy até uma posicao vg; tal que o angulo
¢, entre o plano tangente de vg; em p com a horizontal é maior que o angulo entre o
plano tangente a u em p com a horizontal.

Observemos que o angulo ¢; entre a horizontal e o plano tangente no ponto
(p, var(p)) varia continuamente quando o lado do triangulo onde vy, — o0 se aproxima

de p. Assim, para algum ¢, temos ag‘;to (p) = 24(p) .

Agora, variando 6, encontramos superficie de Scherk vy, tal que

%(p) = %(p)
T = 0 =50, (47)

Apo6s translacao vertical para cima de u até que tenhamos vy, (p) = u(p), as relagdes
(4.7) dizem que vg; e u s@o tangentes no ponto ¢ = (p, ve:(p)) = (p, u(p)).

Pelo Teorema (Descrigao Local para a intersecao de superficies minimas), p. 18,
garantimos que existem ao menos quatro curvas contidas na interse¢ao entre esses
graficos que se encontram em ¢ em angulos iguais.

Vejamos o que ocorre com estas curvas.

Se duas delas se encontram formando um ciclo v entao, v é bordo de dois discos
minimos contidos nas duas superficies. O Principio de Maximo Cléssico diz que tais
discos sao iguais. Absurdo.

Como u é gréafico sobre D, as curvas que se encontram em ¢ tém altura limitada.

Além disso, u é positiva. Portanto, as curvas nao intersectam os lados do triangulo
Ty: onde vy, é zero.

Assim, as curvas intersectam as retas verticais contidas em vyg;.

Existem ao menos quatro curvas e os segmentos vertiais sao dois.

Entao, ao menos duas curvas intersectam o mesmo segmento. Como u é grafico
sobre D, o ponto de interse¢ao é o mesmo e as curvas formam novamente um ciclo.
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Absurdo.
Portanto, %(p) > %(p). E, como ja tinhamos %—?(p) =0 = g—;(p), temos
[Vu(p)l < [Vuo(p)l.

Ou seja, para cada u,, encontramos uma vy, € Fy, superficie de Scherk, tal que

[Vu(p)| < [Vuo(p)] -

Mas, Fy é uma familia compacta e |Vvy| é uma fungao continua. Entao, existe
uma superficie de Scherk v € Fy tal que |Vu(p)| > |Vug(p)|, V 6 e o Lema estd
demonstrado.

|

Provemos agora, que o conjunto U C int D, onde lim,,_, u,(p) < 0o é aberto.

Seja p € U. Entao, u,(p) < ¢, ¢ constante independente de n. Por estimativas de
curvatura para superficies minimas estaveis devido a R. Schoen (ver p. 33), existe
uma vizinhanga do ponto p,, = (p,u,(p)) onde o grafico de u,, é grafico de grandiente
limitado sobre o disco D(p,, R) C T}, (u,(D)), cujo raio R independe de n.

Mas, |Vu,(p)| é uniformemente limitado, pelo Lema anterior . Entdo, existe disco
de raio fixo, contido na projecao de cada D(p,, R) no plano horizontal e u,, é limitada
nesse disco.

Portanto, para todo ponto p € D onde u,, é uniformemente limitada, encontramos
um aberto centrado em p onde u, também é uniformemente limitada, ou seja, U é

aberto e a prova da Afirmagao estd concluida.
[ |

Pela Observagao 4.3, a sequéncia de fungoes {u,} é uniformemente limitada em
subconjuntos compactos contidos em cada convex-hull aberto C(Cs), s =1,..., h.

Portanto, passando para uma subsequéncia, {u,} converge sobre subconjuntos
compactos de um aberto U C D tal que |J"_, C(C,) C U .

Além disso, {u,} diverge uniformemente sobre subconjuntos compactos do fechado
V=D —U e u é funcao continua com valores em R U co.

O lema a seguir mostra que, quando V nao é vazio, 0V tem uma estrutura muito
especial.
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Lema 4.4. Com a notacao anterior, temos:
(i) OV € formado de cordas geodésicas de D e partes do bordo de D.
(i1) Duas cordas de OV nao podem ter um ponto final em comum.

(i1i) Os pontos finais das cordas de V pertencem ao conjunto dos vértices dos arcos
geodésicos A;.

(iv) Uma componente de V nao pode consistir somente de uma corda interior de D.

Prova. Observemos inicialmente que toda componente conexa U C U é convexa.

De fato, U conexa e aberta garante que dados dois pontos P, P, € u , existe
geodésica v C Z), C'— por partes, ligando P, a P».

Seja C(v) convex-hull (aberto) de v . Apds pequeno deslocamento de v podemos
supor { Py, P,} C C(7).

Entao, pela Obsevacao 4.3, u,, ¢ uniformemente limitada em todo compacto K C
C()

Em particular, sendo C(7y) convexo, ele contém a geodésica minimizante ligando
P, a P,. Ou seja, U é convexo.

U

Figura 4.7: U é convexo

(i) Suponhamos, por absurdo, que existe C' arco estritamente convexo de D,
contido em OV.

Entao, pela Afirmagao 4.1, u, é ilimitada em C(C).

Por outro lado, como cada componente conexa de U é convexa, temos que C(C')
estd contida em U e, consequentemente, u, é limitada em C(C'). Contradigao.

O mesmo argumento prova que os vértices de 9V nao podem ser interiores a D.
Assim, (i) estd provado.
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Figura 4.8: (1)

(7) Suponhamos, por absurdo, que existem L, Ly arcos de 0V tendo um ponto
final ¢ € 0D em comum.

Sejam Q) € Ly e Q2 € Ly tais que o triangulo T com vértices ), @)1, ()2 pertence
aD.

Pela Afirmacao 4.3,

/ (Vg)nds =0 y
oT

onde (v3), é a terceira componente do vetor unitario conormal exterior ao bordo do
grafico u,(T).
Ou seja,

lim [/ (Vg)nd8+/ (Vg)nd8:| = — lim (v3)nds . (4.8)
e LJo@ QQ2 "0 JQ:n

O triangulo T pode estar ou em U ou em V.

Suponhamos que T' € U.

Pelo Lema 4.1(i),observando que @)1, Q) e QQ2 sao arcos geodésicos por(), temos

lim (vs)nds = |1Q + Q2.

o JQ1QUQQ:

Por outro lado, )2Q); é arco geodésico em D. Entao, |(v3),] < 1, ou seja,

—(Vs)n < 1, em Q2Q1.
Portanto, (4.8) implica

[Q1Q + | QQ2] < [|Q2@1].

Absurdo, pois T' é triangulo.
Suponhamos agora, T" C V. Neste caso, (4.8) também vale.
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Usando Observacao 4.5, temos que

/QlQ(Vg)ndS + /(M’i)ndS] — — (10:Qll + |QQ2]) -

lim {
nTee QQ2

Novamente Q1@ arco geodésico implica (v3), < |[(v3).|| < 1, ouseja, —(v3), > —1.
Dai, por (4.8), temos

—|Q:1Q| = [[QQ:|| > —[|Q2Q1 -
Contradicao.

(7i1) Seja C' C 9V arco geodésico de D com ponto final P € 9D.
Temos trés possibilidades a eliminar:
1. P € C§, para algum s.

Figura 4.9: (iii) - Caso 1

Nesse caso, terfamos subarco C' C C' C 9V contido em C(Cy), onde u, é limitada,
absurdo.

2. P el NC,.

Figura 4.10: (iii) - Caso 2
Sejam P, € (s, e P, € Cy, pontos a uma distancia € > 0 pequeno do ponto P.
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Pela Observagao 4.3 garantimos que u ¢ limitada no convex-hull do arco estrita-
mente convexo PP, (C} por partes ), que contém P.
Novamente, temos subarco ¢’ C C' contido em C(P,P;). Absurdo.

3. P € A;, para algum 1.

Figura 4.11: (iii) - Caso 3

Seja T triangulo contido em D com vértices P, P;, P,, onde P, € 0V e P, € A;.
Temos, pela Observacao 4.4,

0= lim (v3)nds = lim (v3)nds +/

n—eo Joar n—ee Jp P PP,

() nds + / (v3)nds .

PP

Se T' € U, usando Lema 4.1(7) e o fato de |(v3),| < 1 em PP, temos

PP + |PR| < [P Pl

Absurdo, pois T é um triangulo.
Se T' € V, usando novamente a Observagao 4.4 e (v3), > —1 em P, P», temos

—||PiP|| = [|PP| = =[P P

Absurdo.
Entao, a unica possibilidade é P ser vértice de algum arco geodésico A;, como
queriamos.

63



(iv) Pelo item (ii7) sabemos que os pontos finais de V estao entre os extremos dos
arcos A;.

Entao, é possivel construir triangulo 7' C U tal que P, o ponto extremo de V seja
vértice de T

Figura 4.12: (iv)

Assim, conseguimos uma contradigdo como feito na prova de (7).
O Lema entao estd demonstrado.

Afirmamos que V = ().

Provaremos isto por contradicao. Suponhamos que V P poligono satisfazendo as
hipéteses do Teorema, temos 2 - o < v mas, # u.

Para todo s = 1,...,h, C(Cs) esta contido em U e, pelo Lema 4.4, cada compo-
nente conexa de V ¢ limitada por um poligono geodésico P, cujos vértices estao entre
os pontos finais dos arcos A;.

Para tal poligono geodésico P, denotemos por A; os arcos A; € 9D que pertencem
a P, v = perfmetro de P e a = 3, || Ay -

Mas, para cada u,,, temos, pela Afirmagao 4.3,

/ (Vs)nds = 0.
P
Dai,

/iAi(V3>ndS+/7>uiAi(V3)"ds = 0 (4.9)
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Pela Observacao 4.5, garantimos que

lim (V3)nds = —(y — ).

=00 Jp_UiA,

Por outro lado, para todo n, |(v3),| < 1 em arcos geodésicos. Assim,

lim (13)pds < lim |(v3)n|ds

"o JUiA; e Jui Ay
< S lAd —a.
i
Portanto, usando (4.9), temos

a > lim (v3)pds = — lim (v3)nds = v — a
n—oo UZ'AZ' n—oo ’P*UiAi
ou seja, 2 - a > 7. Contradicao.
Assim, V = () e, consequentemente, a sequéncia {u,} é limitada uniformemente
em todo compacto K C D.
Concluimos entdo, que {u,} converge para func¢do u definida em D, com os valores
desejados no bordo e o Caso 2 esta provado.

CASO 3. 0D contém arcos geodésicos Ay, ..., A e arcos convexos, nao estri-
tamente convexos, C',..., C,. Novamente as funcoes f° : Cy — R sao continuas e
positivas.

Observacao 4.6. A diferenca fundamental entre os Casos 2 e 3 € que no Caso 3
temos C arco geodésico e, consequentemente, C(Cy) = Cs. Assim, nao é claro que as
fungoes u,, permanecem limitadas em algum aberto U C D.

Observacao 4.7. Como consequéncia dos arcos C, serem geodésicos, temos que 0D €
poligono geodésico. Para tal poligono, nao exigiremos que o conjunto de seus vértices
esteja contido no conjunto dos pontos finais dos arcos A; e Bj e usaremos novamente
a notagao a = 3| A;|| e v = perimetro P = ||0D||.
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Prova do Caso 3. Supondo que para todo poligono P C D satisfazendo as
hipéteses do Teorema temos 2 - a < 7y, provaremos que u existe.
Novamente consideramos u,, : D — R solucao minima tal que

= min(n, f°),

A, Cs

como feito no Caso 2.

Inicialmente, provaremos que o conjunto Y C D, onde {u,} é uniformemente
limitada, é nao-vazio.

Comegaremos mostrando que {u,} é limitada em algum ponto de D.

Suponhamos, por absurdo, que isso nao é verdade. Ou seja, que o conjunto
V=D-U2éigual a D.

Aplicando a Afirmacao 4.3 a 9D, temos, para cada u,,

/8 (ta)uds =0,

Ou seja,

/uiAi(VS)ndS - /USCS(V?’)”dS (4.10)

Por hipétese, {u,} é limitada em cada Cs. Entao, utilizando a Observacao 4.5,
temos

h
lim (v3)pds = — Z I1Cs|
n—oo [, o, |
- —(r-a) (4.11)
onde v = perimetro de 9D e v =Y | || Ai.
Por outro lado, |(v3),] < 1 em cada A;. Logo,

lim (vs)nds <Y | Al = o (4.12)

n—oo J . A, —

Substituindo (4.11) e (4.12) em (4.10), temos

a >y —a.
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Ou ainda, 2+« > 7. Absurdo, pois 0D é um poligono que satisfaz as hipéteses do
Teorema.

Logo, existe um ponto p € D tal que u,(p) < ¢,V n, onde ¢ é constante indepen-
dente de n.

Pelo Lema 4.3, temos que 3 constante ¢ independente de n; |V, (p)| < ¢ e conse-
quentemente, existe aberto & C D onde u,, é uniformemente limitada.

Agora, usamos o mesmo argumento feito na prova do Caso 2, para garantir que
U=D.

Portanto, o Caso 3 estd demonstrado.

CASO . Provaremos que as condigoes 2 -« < v e 2 - 3 < 7 sado suficientes para
a existéncia de u quando 0D contém arcos geodésicos Ay, ..., Ay, Bi,..., B, e arcos
convexos C',..., Cy, com h > 1. As funcgoes f*: Cy — R sao continuas.

Prova. Com estas hipoteses, o Caso 3 garante que existem solucoes minimas
ut,um D — R,
tais que

‘ =0, ut
A; B, Cs

= max{0, f*};

= min{0, f°}.

i B, Cs
Para cada C, definimos
—n , se f*< —n;

(=9 [ se|f|<m

n , se f%>n.

Seja u, : D — R solu¢ao minima tal que

= (fs)n .

Cs

Up| =N, un| =-n, U,

A; Bj

Como os valores de u, em 0D sao limitados, sua existéncia é garantida pelo
Teorema de Rado em M? x R (ver p. 16), aplicada ao grdfico de Nitsche formado
pela uniao das curvas A;(n), Bj(—n), (f*), e os segmentos verticais ligando os pontos
finais destes arcos.

67



Claramente observamos que nos arcos A;, B; temos
u <u, <ut.

Vamos estabelecer estas mesmas relacoes em cada C, ou seja vamos mostrar que

min{0, f*} < (f*), < max{0,f°}. (4.13)
E sempre verdade que

min{0, f°} < f¥ < max{0, f°}.

Entao, onde (f*®),, = f*, esta relagao diz que (4.13) vale.
Agora, quando (f®), = —n, temos

ff<—-n<0
e dai,

max{0, f*} =0,
min{0, f*} = f*.

Ou seja,
min{0, f*} = f* < max{0, f*}

significa que (4.13) vale.
Por outro lado, (f*),, = n implica

ff>n>0.

Portanto,

min{0, f*} = 0.

E, nesse caso, podemos escrever 0 < n < f® como

{ max{0, f°} = f*,

min{0, f°} < f* = max{0, f°}.

Entao, de fato, também em cada C; vale

u <au, <ut.
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Pelo Principio do Méximo Geral, temos

u <u, <u't em D.

Portanto, a sequéncia {u,} é uniformemente limitada sobre subconjuntos com-
pactos de D (pois u™, u~ sao).

Entao, existe subsequéncia convergindo para uma solu¢cao minima u que assume
os valores desejados no bordo, e o Caso 4 esta provado.

CASO 5. Provaremos que @ = [ é condicao suficiente para a existéncia de wu
quando 0D contém somente arcos geodésicos Ay, ..., Ag, Bi,..., B

Observemos que nesse caso, um possivel poligono P satisfazendo as hipéteses do
Teorema é P = 0D. Assim, devemos ter o numero de arcos A; igual ao nimero de
arcos Bj, digamos k.

Suponhamos a = f3.

Para a prova da existéncia de u precisaremos construir alguns conjuntos e solugoes
minimas auxiliares.

Com os mesmos argumentos utilizados na prova do Caso I garantimos que existe
v, : D — R solugao minima tal que

Upl =N vn’ =0.

A; B,

Para cada ¢ € |0,n[, consideramos os seguintes subconjuntos abertos de D:
E.={v,>c}ND,

F.={v, <c}ND.

Seja E' a componente de E. cujo fecho contém o arco A; e seja F! a componente
de F cujo fecho contém o arco B;.

Pelo Principio do Maximo, E, =, El e F, = Jf_, F!.

Escolhemos ¢ préximo de n de modo que os E! sao disjuntos e definimos

p(n) = limsup{c €]0,n[; EENE! =0, i # j} .

Pela definigao de p(n) existe ao menos um par i, j tal que,

i J
u(n) (1 Eﬂ(n) 70.
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Entao, dado qualquer F ;(n), existe algum F’ i (n) tal que,

i j
i N E 0.

m(n)
Para cada n, definimos a seguinte solu¢cao minima em D:
Up = vy — p(n) .

Provaremos que a sequéncia {u,} é uniformemente limitada em todo K C D
compacto.

Sejam u; e u; solugdes minimas em D com os seguintes valores no bordo:
+ + _
u; | =00, u ’ =0,
A, dD—A;
Bj OD—";4; B
Para todo i,. .., k, as fungoes u;", u; existem pelos Casos anteriores.

Para todo z € D definimos:

ut(z) = lrrglg{u? (2)},

w(z) = in {u; (2)}.
Afirmamos que v~ < u, < u™ em D.

Primeiro, seja p € D tal que u,(p) > 0. Entéao, p € E;(n) para algum 7.
Em 8Ei(n) , Up < uf pois,

5Ei(n) ={v, = p(n)}, ouseja, u, =0

OF (n)

eu; >0em D.
Logo, u, < u; em E;(n) .
Como v < u' em D, temos u,(p) < u™(p).
Por outro lado, u~ < 0 em D garante que u™ (p) < u,(p).
Agora, seja p € D tal que u,(p) < 0. Entao, p € Fj(n), para algum j.

Em OF’

M(n),unzu;poisun ' :Oeuj-_SOemD.

J
6Fu(n)
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Logo, u, > u; em Fj(n) e, consequentemente, u,(p) > u; (p) > u”(p). E, como
ut >0em D, ut(p) > uy(p).

Portanto, v~ < u, < u'(p) em D e dai, {u,} tem subsequéncia convergindo para
uma solucao minima u : D — R.

Vamos mostrar que u assume os valores desejados no bordo.

Lembremos que

=n—un) e u, =—pn). (4.14)
A, B,

(3 (3

Up

Devemos mostar que {n — u(n)} e {(—u(n)} divergem.

Provaremos que {u(n)} — oo.

Suponhamos que nao, ou seja, suponhamos que 3 subsequéncia {u,} tal que
n—oo

Wy, — Lo < OQO.
Entao, por (4.14), temos

n—oo
u, — oo em A,
n—oo
e u, — —po em B;.
Assim, u = lim,,_,, u,, satisfaz u

=00, U = —/o.

A B
Seja (1v4), a terceira componente do vetor conormal unitdrio exterior ao bordo do
3
grafico de cada u,,.

Pela Afirmacao 4.3,

i

/8 (vg)nds =0,

Temos,
a:nhjlgo s (B)nds = _nlggo s (v3)nds
> — lim s |(v3)al ds
> —f.
Contradicao.

Usamos na primeira igualdade o Lema 4.2(i) e na dltima desigualdade que |(v3),| <
1 em arcos geodésicos.

Entao, {u(n)} diverge.

Suponhamos agora, que {n — u(n)} nao diverge.

71



Logo, existe {u(n)} subsequéncia tal que {n — u(n)} — co < co.
(4.14) implica que

Up| — Co, Up| — —OO.
s,
Novamente,
/ (l/g)ndS:O
oD
Dai,
a>T}LI£10 s |()alds > 7}1—{20 s (1)n ds
iAl iAi
= —lim [g (v3)nds
n— o0 .B;
> =l ) ds
= ()=
Contradicao.

Portanto, u assume os valores no bordo como esperado, e a prova do Caso 5 esta
concluida.
Terminamos entao, a prova que (4.1) é suficiente para a existéncia de u.

Provaremos agora, que a condi¢ao (4.1) é necessaria. Ou seja, provaremos que

se Ju: D — R solucao minima tal que u|, = o0, U, = =00 € Ug, = fs
entdo, (4.1) vale para todo poligono P inscrito em 0D com

{vértices P} C {pontos finais de 4;, B;} .

Seja P C D um tal poligono.

Denotemos por 1211-, éj os arcos A;, Bj C 0D que pertencem a P.

Se {A;} =0 e {B;} = 0 entdo, a =0, B =0 e, claramente, temos que (4.1) vale,

Sejam ¥ = grafico u, X, = XN (M x [-n,n]) e D,, C D a projecao vertical de
Y em D.

Facamos u,, := u’
Dn
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Afirmamos que, quando n — o0,
Uy —u, D, — D, X, — X,

uniformemente.

Vamos provar isto.

Para n suficientemente grande, os arcos convexos Cy pertencem a 0D,,. A parte
restante de 9D, é formado por arcos nao-geodésicos A}, B} C D cujos pontos finais
convergem para os pontos finais de A;, B;, respectivemente, quando n — oo.

Seja 0 > 0 pequeno fixo.

Para cada n, seja D,s C D, tal que 0D, é formado pelos pontos de dD,, que estao
a uma distancia ¢ dos vértices de D,, e por arcos circulares centrados nos vértices de
D,,, de raio 0.

Figura 4.13: Dominio D,

Denotemos por A o subarco de A? contido em dD,y;.
Em todo compacto K C A temos a seguinte convergéncia:

n o0
AT A

Esta afirmacao é consequéncia do plano tangente a ¥, em pontos z, = (p, u,(p)),
onde p é perto de A;, convergir C* para o plano tangente a A; X R, quando n — oo.

De fato, X superficie estavel implica que Vz € int X, a curvatura de ¥ é uni-
formemente limitada em qualquer disco intrinseco D, (z), disjunto do bordo I'(n) do
grafico de u,, e o limite depende somente da distancia entre D, (z) e I'(n) (ver [Sc]).
Consequentemente, em uma vizinhanca aberta U C Y de z, ¥ é grafico de geometria
limitada sobre D,(z), onde p é pequeno e independente de n.
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Assim, se o plano tangente a Y, em z, nao converge C' para plano tangente
a A; x R, temos que, para p suficientemente proximo de A;, a projecao vertical de
D,(z), e portanto de ¥,,, ndo estd contida em D,,. Contradicao.
O mesmo argumento vale para os subarcos B}-“S de B; contidos em 0D,s, ou seja,
em todo K C B}"“S compacto,
B} =% B; .

Fazendo 6 — 0, temos
U, —u, D,—D e X, —X,

como afirmamos.
Agora, seja P poligono satistazendo as hipéteses do Teorema tal que, {AZ} # 0 e

{B;} =0.

Definamos P° como a curva construida a partir de P trocando os arcos A, por
121?5 e acrescentando arcos circulares contidos em 0D,,s de modo que P,, seja fechada.

Denotaremos por P? a curva construida de modo andlogo sé que trocando A; por
flf , onde Af é formado pelos pontos de A; a uma distancia maior ou igual a ¢ dos
seus pontos finais. Temos P° =% P,.

Para n grande, P2 C D,, é curva mergulhada.

Pela Afirmacao 4.3,

/ (vs)n ds = 0, (4.15)
Py

onde (v3), é o conormal ao bordo do gréfico de u restrito ao dominio limitado por

Po.
Ou seja,
/5 5(u3)n ds = — /(5 6(V3)n ds
An Py, An
Temos,
lm fg  (va)nds = S A =a—-2-6. (4.16)
n—oo An -
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lim —(13)pds < lim s = ()lds.
TP AR TSP T A
< lim 1ds.
n—od ,P;;L_ LA:MS

= lim [P} — A7)

= ||7’5H—Z||/1?||
= |P| = (a—2-6). (4.17)

Agora, fazendo 6 — 0 em (4.16) e (4.17), temos que

lim (v3)n ds =«
n—00 UZ'A;“S

lim —(V3)n ds <y —a.
n—00 Jps_ . ins
Usando (4.15), encontramos,
2-a<y

e a necessidade de 2 - o < 7y para a existéncia de u esta provada.

Quando poligono P satisfazendo o Teorema é tal que {B;} # 0 e {A;} = 0, a
prova ¢ andaloga.

E, quando {A;} # 0 {B;} # 0 fazemos

/ (Vg)ndS:(){:}/S ) (V3)nd$:—/ s (Bhds,
G A Py, Aps

(3

/ (Vg)nds:()(:)/s ) —(Vg)ndS:/ s . (V3)n ds .
P . B Po—, B

;
Aplicando os mesmos argumentos nos dois caso, encontramos 2-«a < 7y, 2- 5 < 7,
simultaneamente.
Portanto, (4.1) é condigdo necessiria a existéncia da aplicacdo u e a prova do
teorema esta concluida.
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